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Tiivistelma

Tassa tyossa késitellaan lineaaristen systeemien siirtonollia ja napoja, jot-
ka méaaritellaan siirtofunktion nollina ja napoina. Siirtonollat ja navat ovat
keskeinen késite sdatoteoriassa. Ne ovat keskeisessé asemassa esimerkiksi ir-
tikytkemisongelmassa ja aiheuttavat tiettyja rajoituksia mallien suunnitte-
lussa.

Tassa tyossa keskitytaan siirtonollien ja napojen maarittelyyn. Tyosséa
kasitellaan seka aarellisia etta adrettomié siirtonollia ja napoja. Tyossa esi-
telladn varsin tarkasti aarellisulotteisten systeemien siirtonollat ja navat, jot-
ka saadaan maéariteltya rationaalimatriisin nollina ja napoina. Siirtonollien
ja napojen kasitteita pyritdan taman jalkeen yleistamaan adretonulotteisil-
le systeemeille. Tyossa esitellaan aaretonulotteisten systeemien siirtonollien
ja napojen maaritelmé systeemeille, joilla on adarellinen maéré siséanmenoja
ja ulostuloja. Méaritelméa verrataan jo ennestaan kirjallisuudessa esiintyviin
maaritelmiin.

Siirtonollien merkitysta saatoteoriassa esitellaidn muutamin esimerkein.
Lisaksi tarkastellaan lahemmin siirtonollien ja napojen yhteytta juuriuraan.
Aérellisulotteisten systeemien siirtonollien ja napojen tapauksessa tunnetun
yhteyden huomataan olevan voimassa myos tietyissé aaretonulotteisissa ta-
pauksissa.

Asiasanat: Siirtonolla, napa, nolla darettomyydessa, napa darettomyydessé,
lineaarinen systeemi, siirtofunktion rakenne, juuriura
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Luku 1

Johdanto

1.1 Taustaa

Nollien ja nollakohtien késitteilla on hyvin keskeinen merkitys eri matema-
tiikan osa-alueilla. Jos tarkastellaan esimerkiksi kompleksisia rationaalifunk-
tioita, niin funktion osoittajan nollakohdassa rationaalifunktion arvo on nol-
la, kun taas nimittajan nollakohtaa lahestyttéessd rationaalifunktio saa it-
seisarvoltaan mielivaltaisen suuria arvoja. Jos siis jokin muuttuja y saadaan
rajoitetusta nollasta eroavasta muuttujasta rationaalifunktiolla kerrottuna,
niin muuttuja y on nolla rationaalifunktion osoittajan nollakohdassa ja saa
mielivaltaisen suuria arvoja nimittajan nollakohdan laheisyydessa. Yksinker-
taistettuna tata tarkoitetaan lineaarisen systeemin siirtonollilla ja navoilla,
joita tassa tyossa tutkitaan. Useamman sisaanmenon ja ulostulon tapaukses-
sa tilanne ei tietenkaén ole aivan nain suoraviivainen. Taajuustasossa siir-
tonollat nollaavat tietyn sisddnmenon ja navat taas aiheuttavat ulostulossa
mielivaltaisen suuria arvoja.

Lineaariset systeemit ja niiden siirtonollat ja navat ovat tarkedssa asemas-
sa monissa saatoteorian ongelmissa. Erityisesti kompleksitason imaginaariak-
selilla ja sen oikealla puolella sijaitsevat siirtonollat aiheuttavat monia hanka-
luuksia, kuten artikkeleista [19, 11, 23] voidaan todeta. Lineaarisen systeemin
aarettomat siirtonollat puolestaan ovat keskeisessé asemassa irtikytkemison-
gelmassa [9, 6, 28], ja mallien sovituksessa [24]. Lisaksi esimerkiksi artikke-
lissa [2] todetaan dérellisilld ja ddrettomilld nollilla olevan liaheinen yhteys
juuriuran kanssa, joka on tunnettu sadtoteorian tyokalu.

Kun klassisia siso-systeemien (systeemi, jolla on yksi sisidnmeno ja ulos-



tulo) tuloksia alettiin yleistdd mimo-systeemeille (systeemi, jolla on useita
sisdidnmenoja ja ulostuloja), syntyi myos tarve yleistaa rationaalifunktioiden
nollien ja napojen kasitteet rationaalimatriiseille. Tiettavasti ensimmaéiset
maéadritelmét lineaarisen mimo-systeemin aarellisille nollille antoi H. H. Ro-
senbrock kirjassaan [37] vuonna 1970. Tamaén jélkeen &érellisulotteisten line-
aaristen systeemien nollia tutkittiin intensiivisesti 1980-luvun puoleenvéliin
saakka. Erilaisten ongelmien yhteydessa syntyi erilaisia nollien méaritelmié,
miké johti nollan kasitteen moniselitteisyyteen ja kirjallisuuden terminolo-
gian epayhtenaisyyteen. Nykyadn terminologia on suurelta osin yhtenaisté.
Osaltaan tahén ovat vaikuttaneet tutkielmat [29] ja [38] nollien ja napojen
tutkimuksen etenemisesté, joista jalkimmaéisesta l10ytyy kattava kirjallisuus-
luettelo aiheeseen liittyen.

Asretonulotteisten systeemien siirtonollien tutkimus on ollut vield var-
sin vahaista. Siirtonollan késitteen yleistykset rajoittuvat lahinné tapauksiin,
joissa lineaarisen systeemin ohjaus- ja mittausavaruudet ovat darellisdimen-
sionaalisia. Néaissé tapauksissa airellisulotteisten systeemien siirtonollien ja
napojen ominaisuuksia on voitu yleistaa adretonulotteiseen tapaukseen. Ar-
tikkelissa [34] Pohjolainen maéérittelee erdén jakautuneen jarjestelmén &é-
relliset siirtonollat juuriuran darellisiné paatepisteina ja yhdistda ne systee-
mioperaattoriin. Artikkelissa [3] Callier, Cheng ja Desoer kisittelevét siir-
tonollien merkitysta aikatasossa Callier-Desoer -luokassa, jossa siirtonollat
on méaaritelty tietyssa oikeanpuoleisessa puolitasossa jaottomien hajotelmien
avulla. Zwart ja Hof kasittelevat daretonulotteisen siso-systeemin nollien si-
jaintia artikkelissaan [48]. Kirjassa [7] on koottu varsin kattavasti tuloksia
aaretonulotteisten systeemien nollista. On huomattavaa, ettei mikaén ylla
esitellyista lahestymistavoista maédrittele darellisten nollien asteita.

Asretonulotteisten systeemien #drettémid nollia on kisitelty vield adrel-
lisia nolliakin vahemmaéan kirjallisuudessa. Useissa artikkeleissa on todettu
aarettomien nollien tutkimisen olevan vaikeaa, koska siirtofunktio ei véltta-
matta ole aarettomyydessé analyyttinen, mika on selkea ero darellisulotteisiin
systeemeihin verrattuna. Artikkelissa [25] Malabre ja Rabah antavat useita
erilaisia yhtenevia luonnehdintoja nollille darettomyydessa tapauksessa, jos-
sa systeemin operaattorit ovat rajoitettuja ja siirtofunktio darettomyydesséa
analyyttinen. Taman jéalkeen Malabre ja Rabah ovat kasitelleet artikkeleissa
26, 27, 28] viiveellisid systeemeitd, joiden siirtofunktio ei endé ole déaretto-
myydesséd analyyttinen, ja maaritelleet kaksi eri rakennetta darettomyydessa,
jotka ovat tietylld tapaa suunnattuja.



1.2 Tutkielman tavoitteet ja rakenne

Tassa tyossa kasitelladn lineaaristen systeemien siirtonollia ja napoja. Siir-
tonollien ja napojen késitteet esitellaan aluksi darellisulotteisten systeemien
tapauksessa, joka kirjallisuudessa on tarkkaan késitelty. Taté tietamysta hy-
vaksi kayttaen pyritdan siirtonollien késitetté yleistdmaan daretonulotteisten
systeemien tapaukseen. Esiteltavia yleistyksia vertaillaan muihin kirjallisuu-
dessa jo esiintyviin tuloksiin.

Luvussa 2 esitelladn matriisirenkaita. Luvun péadasiallinen tarkoitus on
tarjota tarvittavat kasitteet ja tyokalut mahdollisimman yleisié algebrallisia
rakenteita kayttden myohemmissa luvuissa kiytettavaksi.

Luvussa 3 esitelldan rationaalimatriisien napojen ja nollien seka paikalli-
sen rakenteen kasitteet. Nama kasitteet esitelladn seka aarellisissé pisteissé
etta aarettomyydessa. Luvussa esitelladn myos kuinka paikallinen rakenne
saadaan laskettua kayttden hyvaksi minoreita tai Toepliz-matriiseja. Lisak-
si yleistetdan rationaalifunktion nimittajan ja osoittajan késitteet rationaa-
limatriiseille ja yhdistetdaédn rationaalimatriisin nollat osoittajaan ja navat
nimittajaan.

Luvussa 4 esitellaén aérellisulotteisten lineaaristen systeemien siirtonollat
ja navat kayttden rationaalifunktion nollia ja napoja. Lisaksi esitelldan siirto-
nollien yhteys esiteltavin systeemimatriisin nolliin sekéa joitakin invariantti-
suustuloksia. Siirtonollat ja navat esitellaén jalleen seké aérellisissa pisteissé
etta aarettomyydessa. Tamén jalkeen esitelldan siirtonollien ja napojen kasit-
teet daretonulotteisille systeemeille. Téassa tyossa kaytettavé lahestymistapa
ei ole ainakaan kirjoittajan tiedon mukaan esiintynyt ennen kirjallisuudessa
aaretonulotteisten systeemien yhteydessa. Méaariteltyja kasitteita verrataan
muihin jo kirjallisuudessa esiintyviin tuloksiin. Luvun lopuksi esitellaén viela
esimerkein siirtonollien merkitystéa sidatoteoriassa.

Luvussa 5 esitelladn juuriura ja sen yhteys siirtonolliin ja napoihin. Aa-
rellisulotteisten systeemien tapauksessa tunnetun yhteyden huomataan ole-
van voimassa myos tietyissa aaretonulotteisessa tapauksessa. Myoskaan téata
yhteytta ei kirjoittajan tiedon mukaan tunneta aiemmin aaretonulotteisten
systeemien tapauksessa.

Lukijalta oletetaan perustietamystéa lineaarialgebrasta ja kompleksiana-
lyysista. Tarvittavat tiedot lineaarialgebrasta 16ytyvét kirjasta [35] ja komp-
leksianalyysista kirjasta [12]. Tarvittavat algebran kasitteet esitelldéan liittees-
s A. Lukijan olisi hyva, joskaan ei vilttamétonta, tuntea myos sdatoteorian
peruskésitteet. Tarvittavat sdatoteorian késitteet 16ytyvét kirjasta [7].



Luku 2

Matriisirenkaista

Tassa luvussa esitelladn matriisirenkaiden ominaisuuksia ja Smith-McMil-
lanin muoto. Lukijan oletetaan tuntevat algebran peruskésitteet. Tarvittavat
peruskésitteet on koottu liitteeseen A. Lineaarialgebran perusteet oletetaan
tunnetuksi. Perustiedot 16ytyvét esimerkiksi kirjasta [35].

Merkinnalla R™*™ tarkoitetaan n x m-matriisien joukkoa, joiden alkiot
ovat vaihdannaisesta renkaasta R. Voidaan puhua lyhyesti renkaan R-matrii-
sista, jonka alkiot ovat renkaasta R, mutta jonka dimensiota ei ole kiinni-
tetty tai sen dimensio on selva asiayhteydesta. Matriisien laskutoimitukset
ja determinantti maaritellaan kuten reaalisille matriiseille, kayttéden renkaan
yhteen- ja kertolaskuja. Téassa luvussa oletetaan myos, ettd renkaassa R on
ykkosalkio 1, jolloin n X n-identiteettimatriisi méaaritellaan luonnollisesti dia-
gonaalimatriisina [, = diag(1,...,1). Identiteettimatriisin dimension ker-
tovaa alaindeksia ei kaytetda, mikéli se on selvaa asiayhteydestéd. Kaikkien
R-matriisien joukkoa, jossa siis dimensiolla ei ole vilia, merkitdan . (R).

2.1 Unimodulaarisuus, suurin yhteinen tekija
ja matriisihajotelmat

Masritelma 2.1.1 (Unimodulaarisuus). Matriisi M € R"™*"™ on unimodu-
laarinen yli renkaan R, jos silli on kdidnteismatriisi M~ € R™". Koros-
taaksemme rengasta, jonka suhteen unimodulaarisuutta tarkastellaan, voim-
me puhua R-unimodulaarisesta matriisista.

Suoraan méaritelman perusteella on helppo todeta, ettd kahden unimo-



dulaarisen matriisin tulo on unimodulaarinen. Seuraavaksi esitelladn lause,
joka antaa ekvivalentin ehdon matriisin unimodulaarisuudelle sen determi-
nantin avulla.

Lause 2.1.1. Matriisi M € R™ "™ on R-unimodulaarinen, jos ja vain jos
det(M) on renkaan R yksikko.

Todistus: Todistus on kirjasta [45]. Oletetaan aluksi unimodulaarisuus. Tél-
16in siis M ! € R™ ", Siis

1 =det(I) = det(M) det(M ') = (det(M))™" = det(M ') € R,

joten det(M) on renkaan R yksikko.

Oletetaan seuraavaksi, etta det(M ) on renkaan R yksikko. Voidaan osoit-
taa [45, 5.393], etta renkaiden tapauksessa matriisin A € R™*" ja sen adjun-
goidun matriisin A%¥ vililld on seuraava yhteys

AA™ = A% A = det(A)I.

Koska adjungoidun matriisin elementit on saatu minoreista etumerkkia mah-
dollisesti muuttamalla, niin M*¥ € R™". Siis koska nyt (det(M))~! € R,
niin Mt = (det(M)) "1 M4 € R™™, O

Maaritelmad 2.1.2 (Suurin yhteinen tekijé). Tarkastellaan matriiseja
M ja N, joiden elementit ovat renkaasta R ja joilla on sama mddrd m
sarakkeita (riveji). Matriisia W € R"™ ™ jonka determinantti det W # 0,
sanotaan matriisien M ja N yhteiseksi otkean (vasemman) puoleiseksi teki-
jéksi, jos loytyy sellaiset renkaan R matriisit M ja N, etti

M=MWijaN=NW (M=WDMijaN=WN).

Matriisi D on matriisien M ja N suurin yhteinen oikean (vasemman) puo-
leinen tekija, mikdli kaikilla yhteisilla tekiyoilla W loytyy sellainen renkaan
R matriisi W, etti W = WD (W = DW ).

Maaritelma 2.1.3. Matriisit M ja N, joiden elementit ovat vaihdannaisesta
ykkdsalkiollisesta renkaasta R ja joilla on sama mddrd sarakkeita (rivejd),
ovat oikealta (vasemmalta) jaottomia, jos loytyy sellaiset renkaan R matriisit
X jaY, etta

XM+YN=1 (MX+NY=1).



Miiritelmi 2.1.4 (Matriisihajotelma). Olkoon R rengas ja R osamdird-

kunta yli renkaan R. Oletetaan, ettd matriisi M € R™™" woidaan esittid
muodossa

M=ND"! (2.1)

missi N € R™™, D € R™™ det(D) # 0 ja N ja D ovat oikealta jaotto-
mia. Kutsumme matriisiparia (N, D) matriisin M oikealta jaottomaksi ha-
jotelmaksi.

Jos oikealta jaoton hajotelma on olemassa, niin se ei ole yksikasitteinen.
Seuraava lause osoittaa, ettd kaikki oikealta jaottomat hajotelmat saadaan
R-unimodulaarisilla matriiseilla kertomalla.

Lause 2.1.2. Olkoon R ykkdsalkiollinen vaihdannainen rengas ja R osa-
mddrdkunta yli renkaan R.. Olkoon M € R ja olkoon (N, D) sen oikealta
jaoton hajotelma. Jokainen matriisin M oikealta jaoton hajotelma on muotoa
(NU,DU), missi U on R-unimodulaarinen matriisi.

Todistus: Todistus on kirjasta [45]. Koska U on R-unimodulaarinen, niin
silld on renkaassa kidnteismatriisi U~! € R™"*". Koska N ja D ovat oikealta
jaottomia, 16ytyy sellaiset matriisit X ja Y, etta

XN+YD=1,
misté kertomalla oikealta matriisilla U ja vasemmalta matriisilla U ! saadaan
(U X)(NU) + (UY)(DU) = I.
Koska liséksi det(DU) # 0 ja
M =ND"'=(NU)(U'D™") = (NU)DU)™,

niin (NU, DU) on myos oikealta jaoton hajotelma.
Oletetaan nyt, ettd (Ng, D) on jokin toinen oikealta jaoton hajotelma,
jolloin det(Dg) # 0, M = NoDg' ja 16ytyy sellaiset matriisit X, ja Yj, ettd

XoNo + YoDo =1,
misté kertomalla oikealta matriisilla Dy ' D saadaan

Dy'D = Xo- NoDy' -D+YyD = XoN +Y,D € R™".
N—_——

=M=ND-!



Vastaavasti todetaan, ettda D~'D, € R™ ™. Matriisi Do_lD on matriisin
D7 'Dy Kkidnteismatriisi, joten ne ovat R-unimodulaarisia. Koska
Dy = D(D™*Dy) ja Ny = M Dy = N(D7'Dy), niin lause on todistettu. [J

Vasemmalta jaoton hajotelma maéaaritellaan vastaavalla tavalla kuin oi-
kealta jaoton hajotelma ilmeisin muutoksin. Ylla olevia lauseita vastaavat
tulokset patevat myos talloin. Voidaan osoittaa, ettd matriisihajotelma on
olemassa aina, jos R on Bezout'n alue, eli alue, jossa jokainen aérellisen jou-
kon generoima ideaali on péaédideaali. Olemassaolon osoitamme Eukleideen
alueessa myohemmin Smith-McMillanin muodon avulla. Voimme siis kirjoit-
taa Bezout'n alueen matriisin M muodossa M = N,D.' = D;'N,. Esitys
antaa luonnollisen tavan yleistda osoittajan ja nimittdjan kasite matriiseille.
Kutsummekin matriisia N, (N;) osoittajaksi ja matriisia D, (D;) nimittajak-
si. Taman maarittely osoittautuu jarkevaksi myos yleistettaessa rationaali-
funktion nollien ja napojen késitettd rationaalimatriiseille.

2.2 Smith-McMillanin muoto

Tamén luvun ajan R tarkoittaa Eukleideen aluetta ja R Eukleideen alueen R
osamadrakuntaa. Téassa esitetyt tulokset ovat voimassa yleisemminkin kaikis-
sa padideaalialueissa. Jatkossa kédytetdan Smithin ja Smith-McMillanin muo-
toa Eukleideen alueissa R[s] ja R(s), joten tamén kappaleen tulokset todis-
tetaan vain Eukleideen alueessa, missa on kaytettavissé astefunktio, jota voi-
daan kéyttéa todistuksissa hyvéiksi. Smithin muodon todistuksessa polynomi-
tai rationaalimatriiseille kédytetadnkin yleensa hyvéksi astefunktiota, kuten
esimerkiksi kirjoissa [17] ja [41].

Olkoon A nxm matriisi. Merkinnallé |A[} . tarkoitetaan matriisin A i -
minoria (¢ < min(n,m)), joka on saatu valitsemalla vektorin r = (ry,...,7;)
osoittamat rivit ja vektorin ¢ = (¢, ..., ¢;) osoittamat sarakkeet.

Apulause 2.2.1. Olkoon A € R™™™, sekd U € R™" ja V € R™ ™ unimo-
dulaarisia matriiseja. Matriisien A ja UAV 1 X i-minoreilla on sama suurin
yhteinen tekija.

Todistus: Todistus tehdéaén kirjan [17] harjoitustehtévassa 6.3-11 ehdotetul-
la tavalla. Olkoon d alkio, joka jakaa jokaisen matriisin A ¢ X -minorin. Tar-
kastellaan mielivaltaista matriisin UAV i x i-minoria [UAV|. .. Apulauseen



B.1 nojalla

VAV e =22 1U

1

Lel Al eV e m
mistd ndhdaan helposti, ettd d on minorin |U AV|§7C tekija. Siis d jakaa jo-
kaisen matriisin UAV ¢ x ¢ minorin. Koska U ja V ovat unimodulaarisia,
niin niilld on Eukleideen alueessa R kaanteismatriisit. Vastaavasti kuten ylla
todetaan, etta jos d jakaa kaikki matriisin U AV ¢ X i-minorit, niin se jakaa
kaikki matriisin U~} (UAV )V~ = A i X i-minorit.

Y14 olevasta seuraa, ettd d on matriisin A 7 X i-minoreiden suurin yhtei-
nen tekija, jos ja vain jos d on matriisin U AV suurin yhteinen tekijé ¢ x i-
minoreiden suurin yhteinen tekijé. 0

Lause 2.2.1 (Smithin muoto). Jos M € R™™ on astetta r, niin loytyy
sellaiset R-unimodulaariset matriisit U € R™"™ ja V€ R™ ™ ettd

diag (z1,...,z.) 0
M — ) )
UMV 0 L
missd x;|xip1, it =1,...,r — 1. Lisiksi zy - - - x; on kaikkien i X i-minoreiden
suurin yhteinen tekyd ja alkiot x; ovat yksikolld kertomista vaille yksikdsit-
teiset.

Todistus: Taméa todistus on kirjasta [17], jossa tulos on todistettu poly-
nomimatriisien tapauksessa. Todistuksena annetaan algoritmi, joka saattaa
annetun matriisin M € R haluttuun muotoon kayttéen elementaarisia rivi-
ja sarakeoperaatioita. Kussakin vaiheessa muunnettua matriisia merkitdan
My = (my;) ja sen alimatriisia, josta ¢ ensimmaéista rivia ja saraketta on
poistettu, merkitaan M;. Aluksi siis My = M.

Koska kasiteltavat alkiot ovat Eukleideen alueesta, niin kaytossa on as-
tefunktio § : R\ {0} — Z,. Yleisyytté rajoittamatta voidaan olettaa, etté
d(u) = 0, kun u on yksikké [45, s.385].

Tuodaan rivien ja sarakkeiden vaihto-operaatioilla matriisin M, paikkaan
(1,1) alkio, jonka aste on pienin. Nyt paikan (1,2) alkio on 0, jolloin kysei-
selle alkiolle ei tarvitse tehda mitaan, tai se on muotoa mis = gmy;+r, missa
d(r) < d(mqyp) tai r = 0. Lisétédén ensimméinen sarake toiseen sarakkeeseen
kerrottuna alkiolla —g, jolloin paikan (1,2) alkioksi jda r. Jos r = 0, niin
siirrytaan eteenpéin, muussa tapauksessa vaihdetaan ensimméinen ja toinen



sarake keskenddn jolloin paikan (1,1) alkioksi saadaan r ja paikan (1,2) al-
kioksi mq1, eli molempien paikkojen alkioiden asteet pienenevit. Jatkamalla
samanlaisia askelia, kuten ylla on kuvattu, on selvdi, ettd paikan (1,2) al-
kioksi saadaan 0. Vastaavasti saadaan myos muut ensimméisen rivin alkiot
nolliksi.

Kuten ylla sarakeoperaatioita kdyttden saadaan jérjestettya rivioperaa-
tioilla ensimmaisen sarakkeen diagonaalin ulkopuoliset alkiot nolliksi. Koska
kyseisen operaation aikana vaihdetaan riveja on mahdollista, ettd ensimmai-
seen riviin tulee nollasta eroavia alkioita. Jos néain kéy, niin voidaan palata
alkuun. Algoritmi etenee, koska paikan (1, 1) alkion aste pienenee. Jos as-
te jossain vaiheessa on 0, niin paikan (1,1) alkio on yksikké ja rivien tai
sarakkeiden vaihtoja ei enaé tarvita téssé vaiheessa.

Nyt My on muotoa

mi1 0
o= [ 0]

Jos my; el jaa jokaista matriisin M, alkiota, niin 16ytyy sellainen alkio m;;,
1,7 > 1, ettda m;; = gmqy + r. Nyt lisaamalla ensimmainen sarake j. sarak-
keeseen ja sen jalkeen lisdamaélla ensimméinen rivi alkiolla —¢g kerrottuna 1.
riviin saadaan paikan (i,7) alkioksi r. Siirrytdan takaisin alkuun. Huoma-
taan, etta ylla mainitut toimenpiteet vahentéavat kasiteltdvan alkion astetta,
joten on helppo vakuuttua siita, etté algoritmi etenee.

Jos my; jakaa jokaisen matriisin M; alkion, niin vastaavasti kuin algorit-
min aluksi, voidaan matriisille M, tehdé elementaarisia operaatioita, joilla
jarjestetdan alimatriisin M; diagonaalin ulkopuoliset ensimmaéisen rivin ja sa-
rakkeen alkiot nolliksi. Huomaa, etté tassa vaiheessa ei tarvita elementaarisia
operaatioita, jotka muuttaisivat ensimmaista rivid tai saraketta.

Jatkamalla vastaavasti kuten edella, siirrytdan aina vain pienempéaén oi-
kean alakulman alimatriisiin ja saavutetaan lopulta darelliselld maéralla as-
kelia haluttu muoto. Matriisit U ja V saadaan maéaritettyja rivi- ja sarakeo-
peraatioita vastaavien matriisien avulla. Syntyvian diagonaalimatriisin diago-
naalin alkioiden jaollisuusominaisuus on selvaé edella olevan perusteella.

Apulauseen 2.2.1 nojalla syt {|M|;;} = syt {|UMV]|;;}. Koska z;|z;i1,
niin syt {|{UMV|;;} = x125 - - z;. Apulauseen A.1.1 nojalla suurin yhteinen
tekija on yksikésitteinen yksikolla kertomista vaille, misté seuraa alkioiden
x; yksikasitteisyys yksikolla kertomista vaille. 0

Lause 2.2.2 (Smith-McMillanin muoto). Jos M € R"™™ on astetta r, niin
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loytyy sellaiset R-unimodulaariset matriisit U € R™™ ja V€ R™ ™ ettd

UMV:[dlag( ,...,;—:) O] (2.2)
0 0

missd alkioparit (x;,y;) ovat keskenddn jaottomia kaikilla i = 1,...,r ja
seuraavat jaollisuusominaisuudet ovat voimassa

(Z) a:i|:1:i+1, 1= 1,...,7"— 1.

(7’7’) yz+1’yz7 L= 1,...,T— L.

Lisdksi y, on matriisin M kaikkien redusoidussa muodossa esitettyjen ele-
menttien nimittajien pienin yhteinen jaettava.

Todistus: Tamé todistus 1oytyy kirjasta [17] polynomimatriisien tapaukses-

sa. Oletetaan siis, etta M € ﬁnxm, jolloin jokainen matriisin M elementti m;;
voidaan apulauseen A.1.3 nojalla kirjoittaa redusoidussa muodossa m;; = Zj :
Olkoon d = pyj; ;{d;;} redusoidussa muodossa, jolloin dM € R™*™ ja lauseen
2.2.1 nojalla 16ytyy sellaiset R-unimodulaariset n x n- ja m x m-matriisit U

ja 'V, etta

diag (z1,...,2,) 0
U(dM)V:[ & ; o]‘

Merkitddn alkion % redusoitua muotoa . Talloin

i
UMV_[dlag( ,...,z—:) 0]'
0 0

Jaollisuusominaisuudet (i) ja (ii) alkioille x; ja y; seuraavat helposti alkioiden
z; jaollisuusominaisuuksista.

Taytyy osoittaa viela, ettd y; = ud, missd u on yksikk6. Tehdédan vas-
taoletus, ettd y; # ud kaikilla yksikoilla u. Koska 7+ = 2., niin alkioilla 2z,
ja d on valttdmatta yksikosta eroava yhteinen teklja Koska z; on kaikkien
matriisin dM nollasta eroavien alkioiden suurin yhteinen tekija, niin alkiolla
d on yksikosté eroava yhteinen tekija jokaisen matriisin dM nollasta eroa-
van alkion kanssa. Olkoon tamé yhteinen tekija z, jolloin gM e R™™. Siis
dij‘% € R kaikilla ¢ ja j, mika on ristiriita, koska d on matriisin M nimitta-
jien pienin yhteinen jaettava. Il
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Apulause 2.2.2. Olkoon M € R"" seki U € R™™ ja V € R™™ R-
unimodulaariset matriisit. Matriisien M ja UMYV Smith-McMillanin muodot
ovat samat.

Todistus: Jos Uy ja Vj ovat sellaiset R-unimodulaariset matriisit, jotka
saattavat matriisin A Smith-McMillanin muotoon, eli

UMVy = S.

Koska U ja V ovat R-unimodulaarisia, niin niilld on olemassa kaanteismat-
riisi renkaassa R. Voidaan siis kirjoittaa

UU 'UMVV ™Y, = S,

misséd matriisit UyU ™! ja V1V ovat selvisti unimodulaarisia. Taten S on
matriisin UMV Smith-McMillanin muoto. O

Apulause 2.2.3. Olkoon R Eukleideen alue ja matriisin M € R™"™ Smith-
McMillanin muoto yhtdlon (2.2) mukainen. Mddritellaan matriisit N € R™™
ja D e R™™ seuraavasti:

diag (x1,...,z,)

_ -1
N=U 0 0

ja D=Vdiag(y1,...,9r, 1,...,1).

Matriisipari (N, D) on matriisin M oikealta jaoton hajotelma.

Todistus: Todistus loytyy kirjasta [45, s.77]. Selvdasti M = ND™! ja
det(D) # 0. Koska z; ja y; ovat keskendén jaottomia kaikilla ¢ = 1,..., 7, niin
pédideaalialueessa R on apulauseen A.1.2 nojalla olemassa sellaiset alkiot a;
ja b;, etta

Madéritelladn nyt matriisit X € R™*" ja Y € R™*™ seuraavasti

X = dlag(al(’)“"af)g U, Y =dag(b,...,b,1...,1) VL

Suoraan laskemalla voidaan todeta, etté
XN+YD=1,

eli N ja D ovat oikealta jaottomia. O
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Luku 3

Rationaalimatriisin nollat ja
navat

3.1 Adsrelliset nollat ja navat

Rationaalifunktion aarelliset nollat ja navat ovat yksinkertaisesti osoittajan
ja nimittdjin polynomifunktioiden nollakohdat, kun yhteiset tekijat ensin
sievennetaan pois. Napojen ja nollien kertaluvut ovat nollakohtien kertalu-
vut. Yleistettaessa nollan kasitettd rationaalimatriiseille ei ole syyté vaatia,
etta koko rationaalimatriisi on nollamatriisi jossain pisteessé, vaan on jarke-
vampéa hakea sellaisia pisteité, joissa jokin osa matriisista nollautuu. Talléin
rationaalimatriisin aste putoaa kyseisesséa pisteessé alle sen normaaliasteen.
Tassa luvussa esitelldan nollien ja napojen kasitteiden yleistys matriiseille ja
niytetadn, ettd rationaalimatriisien tapauksessakin nollien ja napojen kasit-
teet ovat hyvin samankaltaiset kuin rationaalifunktion tapauksessa. Ennen
varsinaista maéarittelyé tarvitaan kuitenkin sopiva muoto, jonka avulla navat
ja nollat saadaan méaariteltya luontevasti.

Aluksi esitellaén Smith-McMillanin muoto rationaalimatriiseille, jota kut-
sutaan dérelliseksi Smith-McMillanin muodoksi. Kyseistd muotoa kéytetadn
aarellisten nollien méarittelyyn. Koska kompleksikertoimisten polynomien
rengas C[s] on Eukleideen alue ja kompleksikertoimisten rationaalifunktioi-
den rengas C(s) osaméérdkunta yli renkaan C[s], niin voidaan kayttaa lauset-
ta 2.2.2. Polynomeja, joiden korkeinta astetta olevan termin kerroin on yksi,
kutsutaan paapolynomeiksi.

Lause 3.1.1 (Adrellinen Smith-McMillanin muoto). Olkoon G(s)
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n X m-rationaalimatriisi. On olemassa sellaiset C[s]-unimodulaariset mat-
ritsit U(s) € Cls]™™ ja V(s) € C[s]™*™, ettd

. z1(s) zr(8)
U(s)G(s)V (s) = [ diag (yl(s)(,). Cy yr(s)> 8 ] = Sa(s), (3.1)
missd alkioparit x;(s) ja y;(s) ovat keskenddn jaottomia paapolynomeja kai-
killa v = 1,...,7 ja seuraavat jaollisuusominaisuudet ovat voimassa:

(1) @i(s)|wipa(s), i=1,....,r =1,
(13) yir1(8)|yi(s), i=1,...,r—1.

Lisdksi y,(s) on matriisin G(s) kaikkien elementtien nimittdjien pienin yhtei-
nen jaettava. Matriisia Sg(s) kutsutaan ddrelliseksi Smith-McMillanin muo-
doksi ja se on yksikdsitteinen.

Todistus: Tulos seuraa suoraan lauseesta 2.2.2 kun huomataan, etta jokai-
nen lauseessa esiintyva x;(s) ja y;(s) on yksikésitteinen yksikolld, eli tassa
tapauksessa nollasta eroavalla vakiolla, kertomista vaille. Siis x;(s) ja y;(s)
voidaan valita paapolynomeiksi, jolloin kyseinen muoto on yksikésitteinen. [J

Huomaa, etta lihes kaikissa pisteissi s € C matriisin G(s) aste on sa-
ma kuin Smith-McMillanin muodon diagonaalin nollasta eroavien alkioiden
maara, jota kutsutaan matriisin rationaalimatriisin normaaliasteeksi. Nor-
maaliaste médritelladn seuraavassa kayttamattd Smith-McMillanin muotoa.

Maaritelma 3.1.1 (Normaaliaste). Rationaalimatriisin G(s) normaalias-
te on k jos loytyy sellainen sq, ettd rank G(sg) = k ja kaikilla s € R
rank G(s) < k. Merkitian nrank (G(s)) = k.

Maaritelma 3.1.2 (sp-valuaatio). Olkoon ¢(s) rationaalifunktio ja so € C.

Kirjoitetaan g(s) = (s—s0)%0 ng

n(s) ja d(s), ja madgritelliin kuvaus és, : C(s) — Z U {0} seuraavasti:

, missd (s—sg) et ole tekijand polynomeissa

Jos g(s) =0, niin ds,(g(s)) = 0o, muuten ds,(g(s)) = qs,-

Kuvausta 65, sanotaan sy-valuaatioks.
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Edellisen maaritelmén funktiolle d,, nimi syo-valuaatio on oikeutettu, silla
on helppo todeta, etta

05 (9(5)(8)) = 050 (9(8)) + 05y (h(s)) (3.2)
ja

05 (9(5) + Ni(s)) = min {05, (9(5)), s (h(5))} - (3.3)
Tarkastellaan rationaalimatriisin G(s) dérellisen Smith-McMillanin muo-
don Sg(s) diagonaalin alkioita g;(s) = zfg Jos 65,(gi(s)) > 0, niin sy on
osoittajan x;(s) nollakohta, koska x;(s) ja y;(s) ovat keskenddn jaottomia.
Talloin matriisin Sg(s) aste ja siten myo6s matriisin G(s) aste putoaa, eli
matriisin ytimen dimensio kasvaa pisteessi sg. Jos taas ds,(f(s)) < 0, niin
Sp on nimittdjan y;(s) nollakohta ja funktion g;(s) napa. Jos siis matriisilla
Sc(s) kerrotaan sopivaa luonnollisen kannan vektoria e; ja s ldhestyy ar-
voa Sp, niin vektorin Sg(s)e; i. alkio kasvaa mielivaltaisen suureksi. Naitten

havaintojen perusteella seuraava maaritelméa on luonteva.

Maéritelmd 3.1.3 (Adrelliset nollat ja navat). Olkoon rationaalimatrii-
sin G(s) Smith-McMillanin muoto S¢(s) yhtdlon (3.1) mukainen. Merkitddin
b (57) =

Jos q; > 0, niin matriisilla G(s) on pisteessd s = so astetta q; oleva
nolla. Jos q; < 0, niin matriisilla G(s) on pisteessi s = sy astetta —q; oleva
napa. Joukkoa {qi,...,q.}, jossa sama luku voi esiintyd useasti, sanotaan
rakenneindeksien joukoksi pisteessi s = sq.

Huomaa, ettd ylla olevassa mééritelméssa polynomifunktioiden x;(s) ja
y;i(s) jaollisuusominaisuudet takaavat, ettd ¢; < ¢ < --- < g,.. Nollat olisi
voitu mééritelld vain funktioiden z;(s) ja navat funktioiden y;(s) juurina,
mutta téalloin olisi menetetty tieto nollien ja napojen asteista. On taysin
mahdollista, ettd rationaalimatriisilla G/(s) on pisteessi so sekd napoja, etta
nollia. Selvyyden vuoksi rakenneindeksien joukkoa pisteessé sy merkitaén
{q1(s0),---,q-(s0)} ja sitda voidaan kutsua lyhyesti rakenteeksi pisteessé sg.

Esimerkki 3.1.1. Tarkastellaan rationaalimatriisia

0 s72 s—1



Maaritelladn matriisit

1 0 0 0 1 53
Uis)=10 1 0 ja V(s)=|1 0 s*(s—1) |,
0 —s(s—2)? 1 00 -1

jolloin
U(s)G(s)V (s) = diag (5’2, s s%(s—1) (52 —3s+ 1)) :

Apulauseen 2.1.1 nojalla U(s) ja V(s) ovat unimodulaarisia, koska
det(U(s)) = 1 = det(V(s)). Matriisi Sg(s) = U(s)G(s)V(s) on siis mat-
riisin G(s) &érellinen Smith-McMillanin muoto.

Maaritelman mukaisesti rationaalimatriisilla G(s) on pisteessé s = 0 as-
tetta 2 ja 1 olevat navat ja astetta 2 oleva nolla. Liséksi pisteissa s = 1 ja
3if on astetta 1 oleva nolla. |

S =

3.1.1 Minorit ja rakenneindeksit

Seuraavaksi esitellddn yleinen tapa laskea rakenneindeksit pisteessa sy suo-
raan ilman Smith-McMillanin muotoa. Taméa keino on esitelty esimerkiksi
kirjoissa [17] ja [41]. Merkitédan

V! (G(s)) = min{ds,(g(s)) : g(s) on matriisin G(s) i x i—minori}  (3.4)

S0

Olkoon A(s) ja B(s) mielivaltaisia rationaalimatriiseja ja oletetaan, etta
matriisin B(s) jokaisella i x i-minorilla on voimassa d, (| B(s)|.) > 0. Binet-
Cauchyn kaavan B.1 ja yhtaloiden (3.2) ja (3.3) nojalla

min, ¢ {3, (|A(s)B(s)[i.c) }
minr,c§ dso (201 || A( r1|B )HCD}

vio(A(s)B(5))

S0

1A(s
> mg [A(s)[L,| B(s h?}
= mineer {0 (JA()a) + 0 (IBG)e) |
> ming {0, (JA(s)[E) |

Vio (A(s)).

C[s]-unimodulaarisen matriisin U(s) alkiot ovat polynomifunktioita, joten
sen kaikilla ¢ x 4-minoreilla on voimassa ds,(|U(s)[;.) > 0. Koska lisiksi
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U(s) on kédéntyva ja sen kddnteismatriisi on my6s C[s]-unimodulaarinen, niin
edellisen tarkastelun nojalla

Vi (G(5)) < 14, (G(s)U(s)) < v, (G(s)U(s)U™(s)) = v, (G(5))-

S0 S0

Vastaavasti voidaan osoittaa, etta

Vi (G(s)) = vl (V(s)G(s)),

S0

mikéli V'(s) on C[s]-unimodulaarinen. Jos siis rationaalimatriisin G(s) adrel-
linen Smith-McMillanin muoto on Sg(s), niin

Vi (G(5)) = V4, (Sa(s))-

Olkoon g;(s) = zzgz; , i =1,...r aarellisen Smith-McMillanin muodon nol-

lasta eroavat diagonaalin alkiot. Nyt z;|x;41 ja y;11|ys, joten valttamatta

0s0(9i(5)) < 95 (it1(8))-

Siis min, . {(550 (\Sg(s) |§1) } saavutetaan aina valitsemalla i ensimméisté rivié
ja saraketta. Taten yhtalon (3.2) nojalla
Ve (5(5)) = s (91(5) -~ gi(s))
= s (91(3)) + o+ 0y (gZ(S))
= qi(so) + -+ qi(s0).

On todistettu seuraava lause:

Lause 3.1.2. Olkoon nrank (G(s)) = r. Rationaalimatriisin G(s) rakennein-
deksit pisteessd sy ovat

q1(s0) = Vslo(G(S>>
@2(s0) = v (G(s)) — v (G(s))

G:(s0) = V,(G(s)) — vI7H(G(s).

Esimerkki 3.1.2. Tarkastellaan edelleen esimerkin 3.1.1 matriisia G(s).
Laskemalla todetaan, etta

W(G(s) = -2, BGs) =—3 Ja  1(G(s) = L

Lauseen 3.1.2 mukaisesti matriisilla G(s) on pisteessi s = 0 rakenneindeksit
-2, -3-(-2)=-1ja -1-(-3)=2, jotka ovat samat kuin aiemmin suoraan mééritel-
maa kayttaen saadut. ]
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3.1.2 Adrelliset osoittajat ja nimittajit

Seuraavaksi tarkastellaan kuinka rationaalifunktion osoittajan ja nimitta-
jan késitteet yleistyvat rationaalimatriiseille. Havaitaan, etta nollat saadaan
osoittajan nollina ja navat nimittdjan nollina, kuten rationaalifunktioiden
tapauksessakin.

Tarkastellaan nyt rationaalimatriisia G(s) ja sen dérellistd Smith-McMil-
lanin muotoa, joka on yhtélon (3.1) mukainen. Apulause 2.2.3 ja lause 2.1.2
yvhdessa takaavat, etta jokainen oikealta jaoton hajotelma on muotoa

(N(s)W(s), D(s)W (s)),

N(s) = U(s) diag (ml(s)é o xe(8)) 8 (3.5)
ja
D(s) =V (s)diag (y1(s),...,y-(s),1,...,1) (3.6)

ja W(s) on Cls|-unimodulaarinen matriisi. Selvésti matriisin N(s) darelliset
nollat ovat tdsmélleen matriisin G(s) aérelliset nollat ja matriisin D(s) &é-
relliset nollat matriisin G(s) aérelliset navat. On helppo huomata, etta mat-
riiseilla N(s) ja D(s) ei ole aarellisid napoja. Yleisesti matriisia N(s)W (s)
sanotaan rationaalimatriisin G(s) osoittajaksi ja matriisia D(s)W (s) taas
nimittajaksi. Seuraava lause on voimassa edellisen tarkastelun nojalla.

Lause 3.1.3. Olkoon (N(s),D(s)) jokin rationaalimatriisin G(s) oikealta
jaoton hajotelma. Matriisin G(s) ddrelliset nollat ovat tasmdlleen samat kuin
osoittajan N (s) ddrelliset nollat ja ddrelliset navat tdasmdalleen samat kuin
nimittajan D(s) ddrelliset nollat.

Tarkastellaan yhtaloilla (3.5) ja (3.6) maariteltyjd polynomimatriiseja.
Huomataan, etté rationaalimatriisilla G(s) on pisteesséd s = so napa jos ja
vain jos matriisin D(s) aste putoaa alle tdyden asteen. Matriisi N(s) ei ole
valttaméatta taytta astetta millidn muuttujan s arvolla. Kuitenkin on helppo
havaita, ettd matriisin /V(s) aste putoaa alle sen normaaliasteen, jos ja vain
jos matriisilla G(s) on pisteessé s = s¢ nolla. Koska kaikki oikealta jaottomat
matriisin G(s) hajotelmat ovat muotoa (N (s)W (s), D(s)W(s)), missa W (s)
on unimodulaarinen ja siksi kaikilla muuttujan arvoilla taytta astetta, niin
yll& oleva paattely patee kaikilla oikealta jaottomilla hajotelmilla.
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3.1.3 Similaarisuus ja rakenneindeksit

Seuraavaksi osoitetaan, ettd kertominen normaaliasteeltaan taydelld ratio-

naalimatriisilla, jolla ei ole pisteessa sy nollia tai napoja, ei muuta kerrotun

matriisin rakenneindekseja pisteessa so. Tarkastelu on artikkelista [40].
Olkoon rationaalimatriisilla G(s) pisteessé sy € C Laurentin sarja

G(s) :i(s—so)jGj, G # 0.
j=k

Olkoon i > k. Kaytetaan matriisin G(s) pisteen sy Toeplitz-matriiseille mer-
kintaa

Gy Grp1 - G G
0 Gy, o Gisg Gi

Ti(G’ SO) - : : .. : : (3'7>
0 0 0 Gy

Maaritelma 3.1.4 (Asteindeksit). Matriisin G(s) asteindeksit
pi(G, so) = rank T;(G, s9) — rank T;_1(G, so),
kun i >k ja pr(G, sg) = rank Gy,.

Maaritelma 3.1.5 (Similaarisuus). Olkoon G(s) ja H(s) n x m rationaali-
matriiseja. Jos loytyy sellaiset n X n- ja m X m-rationaalimatriisit L(s) ja
R(s), ettd ne ovat kadntyvida pisteessd so € C ja

Gi(s) = L(s)Ga(s) R(s),
niin matriisit G1(s) ja Ga(s) ovat similaariset pisteessd so.

Huomaa, etta ylla oleva similaarisuuden maaritelmé poikkeaa tutusta va-
kiomatriisien similaarisuuden maaritelmésta. Jatkon kannalta talla ei kui-
tenkaan ole merkitysta.

Apulause 3.1.1. Jos n x m-rationaalimatriisit G(s) ja H(s) ovat similaa-
riset pisteessd sg, nitn niiden asteindeksit ovat samat pisteessd Sg.

Todistus: Olkoon L(s) ja R(s) kuten méaaritelméssé 3.1.5. Koska Lo = L(sg)
ja Ry = R(sp) ovat kdantyvia, niin matriisit L(s) ja R(s) voidaan esittaa
pisteen sy ympéristossa Taylorin sarjoina

L(S) = Lo + (S — SQ)Ll + (S — So)ng + .-
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ja
R(s) = Ro+ (s — so) Ry + (s — 30)2R2 + -

Matriisien G(s) ja H(s) Laurentin sarjat pisteessé so ovat

G(s) = f;(s —50)'G;  ja H(s)= 2(8 — 50)"H.

Suoraan laskemalla voidaan todeta, etté

Gk+j == Zl+n+m=j LlHk+an

1,m,n>0

Hy Hgpr oo Hiyy R;
ST 2 | Ol R

0 0 - H R,

joten on helppo todeta, etta

Lo L - L Ry R --- R,
Tk+j(G7SO>: 0 L:O Lj._l Tk—&-j(H’SO) O }?0 Rj;_l
0 0 - Iy 0 0 - R,

Koska Lg ja Rg ovat kdantyvié, niin matriisien L(s) ja R(s) Toeplitz-matriisit
ovat myos. Taten edella olleesta yhtalosta voimme péatella, etta

rank Ty (G, so) = rank Ty, ;(H, so)

kaikilla 7 > 0, misté vaitos seuraa asteindeksien méaritelméan perusteella.[]

C[s]-unimodulaarisen matriisin determinantti on aina nollasta eroava va-
kio kaikilla muuttujan s arvoilla, joten se on kaikissa aarellisissa pisteissé
kaantyva. Siis apulauseesta 3.1.1 seuraa suoraan

Seuraus 3.1.1. Rationaalimatriisilla G(s) on samat asteindeksit, kuin sen
Smith-McMillanin muodolla Si(s).

Olkoon rationaalimatriisin G(s) Smith-McMillanin muoto

no (TLE) @)
Sa(s) = ldlag(w(s)(’)“"yr(s)) 8] .
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Kirjoitetaan diagonaalin alkiot muodossa 28 = (s — 80)% f;(s), missd

q1, - - -, q, ovat pisteeseen sq liittyvét rakenneindeksit. Siis rationaalifunktiolla
fi(s) ei ole nollia tai napoja pisteessé so. Merkitédén

A(s) = diag ((s — so)™,...,(s — s0)*,0...,0)
ja
F(s) =diag (fi(s),..., fr(s),1...,1),

jolloin

A(s)F(s) = Sa(s).

Matriisi F'(s) on kddntyva pisteessé s, joten apulauseen 3.1.1 ja seurauksen
3.1.1 nojalla matriisien G(s) ja A(s) asteindeksit ovat samat.
Matriisin A(s) Laurentin sarja pisteessé so on

r

A(s) = Z(s —50)¥A;,

Jj=1

missa A; on diagonaalinen ja mahdollisesti nollamatriisi. Koska A on annet-
tua diagonaalimuotoa, niin on helppo todeta ettéd p;(A, so) — pj—1(A, s0) =
rank A;. Koska rank A; kertoo kuinka monta astetta j olevaa nolla tai na-
paa matriisilla A on pisteessé sq ja matriisilla G(s) on samat rakenneindeksit
kuin matriisilla A(s), niin on saatu todistetuksi seuraava lause:

Lause 3.1.4. Pisteessda sg similaarisilla matriiseilla on pisteessd sy samat
rakenneindeksit.

3.2 Nollat ja navat aarettomyydessa

Rationaalifunktion kéyttaytyminen &aarettomyydessa, toisin sanoen kun
muuttuja kasvaa itseisarvoltaan rajatta, riippuu funktion osoittajan ja ni-
mittdjan asteiden erotuksesta. Rationaalifunktion arvot kasvavat itseisarvol-
taan aarettoman suuriksi jos osoittajan aste on nimittajan astetta suurem-
pi ja lihenevit nollaa jos nimittdjin aste on suurempi. Adrettémien nol-
lien késitteet yleistyvéit rationaalimatriiseille hyvin samalla tavalla kuin aa-
rellisten nollien késitteet. Tarvitaan kuitenkin uusi Smith-McMillanin muo-
to, silld darellisen Smith-McMillanin muodon méérittelyssa kéytetyilla C|s]-
unimodulaarisilla matriiseilla voi olla adrettomyydessa nollia tai napoja ja
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siksi darellinen Smith-McMillanin muoto ei kerro rationaalimatriisin kéyt-
taytymistda kun muuttujan arvo kasvaa rajatta.

Luvun aluksi esitellaén Smith-McMillanin muoto darettomyydessa, jon-
ka kayttaytyminen on suurilla muuttujan arvoilla halutunlaista. Tata varten
tarvitaan sopiva rationaalifunktioiden joukko, joksi osoittautuu aitojen ra-
tionaalifunktioiden joukko. Adreténtd Smith-McMillanin muotoa kiytetdin
myohemmin lineaarisen systeemin aarettomien nollien méarittelyssa.

Maaritelma 3.2.1 (co-valuaatio). Jos t(s) # 0, niin kirjoitetaan t(s) =

Z((j)) € C(s), missi n(s),d(s) € C[s] \ {0}. Merkitidin polynomifunktion p(s)

astetta deg(p(s)). Mddritellddn kuvaus 6o : C(s) — Z U {0} seuraavasti:

Jost(s) =0, niin ds(t(s)) = 00, muuten o (t(s)) = deg(d(s)) — deg(n(s)).
Kuvausta 0, kutsutaan oco-valuaatioksi.

Maaritelma 3.2.2 (Aidot rationaalifunktiot). Rationaalifunktio t(s) #Z 0 on
aito, jos dxo(t(s)) > 0. Aitojen kompleksikertoimisten rationaalifunktioiden
joukkoa merkitiin C,.(s).

Artikkelissa [42] on osoitettu, ettd jokainen rationaalimatriisi G(s) voi-
daan saattaa C,,(s)-unimodulaarisilla matriiseilla kertomalla diagonaalimuo-
toon, jota kutsutaan Smith-McMillanin muodoksi darettomyydessé. Seuraa-
vassa lauseessa esitellaan kyseinen tulos.

Lause 3.2.1 (Smith-McMillanin muoto &érettomyydessi). Olkoon
G(s) nxm-rationaalimatriisi. Talloin on olemassa sellaiset Cy,(s)-unimodu-
laariset n X n- ja m x m-matriisit U(s) ja V(s), ettd
diag (s?,...,s7) 0 o
UGV (s) = | T D e 3)
missi q; € Z ja q; < giy1. Matriisia S (s) kutsutaan Smith-McMillanin
muodoksi ddrettomyydessd ja se on yksikdsitteinen.

Todistus: Tiedetaan, ettd C,,.(s) on Eukleideen alue, joten voidaan kayttaa
tulosta 2.2.2. Sen mukaan on olemassa sellaiset C,,(s)-unimodulaariset n x n-
ja m x m-matriisit U(s) ja V(s), ettd

: z1(s) Ty (s)
U(s)G(s)V(s) = [ diag (yl(s)(,). ) : ] ,
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missa z;(s),yi(s) € Cpr(s). Voidaan kirjoittaa x;(s) = uyi(s)s%* ja yi(s) =
Uy i(s)st+, missé u,,;(s) ja u,,(s) ovat yksikkojd. Koska esityksessa jokainen
x;(s) jay;(s) on yksikolla kertomista vaille yksikéasitteinen, niin voidaan valita
sellaiset alkiot, x;(s) ja vi(s), ettd u,(s) = 1 = u,;(s), jolloin paadytéaan
yksikésitteiseen muotoon.

Koska z;|z;11 ja yir1|y;, niin

R z4(s)
Ti41(S
< O m(s()))
Ti4+1(8
< G (505
= qit1-
Matriisin U(s)G(s)V (s) diagonaalin 7. alkio, i = 1,...,r, on nyt muotoa s%,
missé ¢; € Z ja ¢; < qiv1- U(s)G(s)V (s) on siis haluttua muotoa. O

Olkoon rationaalimatriisin G/(s) Smith-McMillanin muoto aarettomyy-
dessa S (s) = U(s)G(s)V(s). Olkoon u;(s) matriisin U~'(s) 7. sarake ja
v(j)(s) matriisin V() j. rivi, jolloin G(s) voidaan kirjoittaa muodossa

¢ k -
G(s) =2 s"ui(s)vey(s) + > wils)vp(s) + > s"uils)o(s),
i=1 i=t+1 i=k+1
missad q1 < - S @ <0=qy1 == < @1 <0 S g
Jokainen rationaalimatriisi u;(s)v(;)(s) suppenee kaikilla¢ = 1,. .., 7 kohti

matriisia U;, jonka aste on yksi. Havaitaan, ettd muuttujan s kasvaessa edelli-
sen esityksen summa Y%, | u;(s)v (s) suppenee kohti vakiomatriisia, jonka
aste on k — t. Esityksen osa s%u;(s)vg)(s), kun i = k+1,...,r, taas hajaan-
tuu kohti déretontéd potenssin ¢; médraamélla nopeudella. Osa s%u;(s)v()(s),
kun ¢ = 1,...,t, puolestaan suppenee kohti nollamatriisia nopeudella, jon-
ka maaraa potenssi ¢;. Koska Smith-McMillanin muoto aérettomyydessé on
olemassa jokaisella rationaalimatriisilla, niin seuraavat maaritelméat ovat mie-
lekkéita edellisen tarkastelun valossa.

Maaritelma 3.2.3 (Nollat ja navat aarettomyydessd). Tarkastellaan
rationaalimatriisia G(s) ja olkoon sen Smith-McMillanin muoto ddrettomyy-
dessd yhtdlon (3.8) mukainen.

Jos q; < 0, niin rationaalimatriisilla G(s) on ddrettomyydessa astetta —g;
oleva nolla. Jos q; > 0, niin rationaalimatriisilla G(s) on darettomyydessd
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astetta q; oleva napa. Indeksijoukkoa {—aq,...,—q,}, missi sama luku voi
esiintya useamman kerran, sanotaan rakenneindeksien joukoksi ddrettomyy-
dessa.

Maariteltyé rakenneindeksien joukkoa aarettomyydessd merkitaén selvyy-
den vuoksi {q;(00), ..., q,(00)}, missé siis ¢;(sg) = —¢;. Néain nollille saadaan
positiiviset ja navoille negatiiviset rakenneindeksit, kuten darellisissa pisteis-
sakin. Kuten &arellisessa tapauksessakin, voidaan aarettomyydessdkin maa-
ritelld osoittajien ja nimittajien kasitteet.

Lause 3.2.2. Olkoon (N(s),D(s)) jokin rationaalimatriisin G(s) oikealta
jaoton hajotelma yli renkaan C,.(s). Rationaalimatriisin G(s) nollat ddret-
tomyydessd ovat samat kuin osoittajan N(s) nollat ddrettomyydessa ja dd-
rettomat navat samat kuin nimittijan D(s) nollat ddrettomyydessa.

Todistus: Kuten lauseen 3.1.3 todistus, mutta késittely tapahtuu renkaan
Cls] sijasta yli renkaan C,,(s). O

3.2.1 Adsrellisen ja ddrettomin rakenteen yhteys

Seuraavaksi osoitetaan, ettd darettomien nollien ja napojen tarkastelu voi-
daan palauttaa darellisten nollien ja napojen tarkasteluun ja aarellisesta pis-
teesta aarettomyyteen.

Lause 3.2.3. Rationaalimatriisin G(s) rakenneindeksien joukko ddrettomyy-

dessa on tdsmalleen sama kuin rationaalimatriisin G (i) rakenneindeksien

joukko pisteessa w = 0.

Todistus: Olkoon rationaalimatriisin G(s) Smith-McMillanin muoto &éret-
tomyydessé

U(s)G(s)V (s) = S (s) = ldiag (s701,...,579) 0 ] |

0 0
Nyt

goo <1> | diag (w?,...,w?) 0
C\w/) 0 0"

Lauseen 2.1.1 nojalla aito rationaalimatriisi M (s) on C,,(s)-unimodulaa-
rinen tésmaélleen silloin, kun sen determinantti on yksikké renkaassa C,, (s).
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Tama tarkoittaa sité, ettd det (M(s)) on rationaalifunktio, jonka nimitta-
jan ja osoittajan asteet ovat samat. Taten det(M (s)) suppenee kohti jotain
nollasta eroavaa skalaaria, kun s ldhestyy daretonta, mika tarkoittaa, etta
matriisi lahestyy jotain kaantyvaa vakiomatriisia, kun s lahestyy daretonta.

Koska Ul(s) ja V(s) ovat C,,(s)-unimodulaarisia matriiseja, niin matriisit
U (i) jaV (%) ovat kaantyvia pisteessa w = 0. Nyt viite seuraa lauseesta
3.14. OJ

Ylla oleva tarkastelu olisi voitu tehda kéyttden muuttujanvaihtoa

s = f“yq“u‘ji?, missid v # 0 # ad — (. Talloin dareton struktuuri siirretaén
pisteeseen w = —2. Pisteen —% nollat ja navat puolestaan siirtyvét aaretto-

miksi nolliksi ja navoiksi.

Kuten &arellisessa tapauksessakin saadaan aarettoméssa tapauksessa aé-
reton nollastruktuuri lasketuksi minoreiden avulla ilman Smith-McMillanin
muotoa. Kun merkitdaan

V' (G(s)) = min{0.(g(s)) : g(s) on matriisin G(s) i x i—minori} (3.9)

niin voidaan todistaa seuraava tulos

Lause 3.2.4. Olkoon nrank (G(s)) = r, jolloin rationaalimatriisin G(s) dd-
rettomat rakenneindeksit ovat

G1(0) = v

B(00) = V2 (G(s)) — VL (G(s))
g(0) = vL(G(s)) — VU (G(s)).

Todistus: Olkoon ¢(s) rationaalifunktio. Merkitaan

(s) N S™ + N1 8™ L+ -+ ng
S =
g dkSk + dk,lsk” + -+ do

Y

missa dy, # 0 # n,,. Funktion g(s) déreton valuaatio on siis
0oo(9(s)) = k —m.

Tekemallé sijoitus s = i saadaan

1 b T + MW + -+ - + now™
g< >:w m
d + dp_1w + - - - + dow*

?

w
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joten rationaalifunktion g (i) aarellinen valuaatio pisteessa w = 0 on
o (9 () = k= m=ulols)
— )] =k—m=0(9(s)).
(Y w g

Nyt tulos seuraa suoraan lauseista 3.1.2 ja 3.2.3.
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Luku 4

Lineaarisen systeemin
siirtonollat ja navat

Tassa luvussa esitelldan lineaaristen systeemeiden siirtonollien ja napojen ka-
sitteet. Alussa selvitetddn mité lineaarisilla systeemeill4 ja lineaarisen systee-
min siirtofunktiolla tarkoitetaan téssé tydssi. Aérellisulotteisten lineaaristen
systeemeiden siirtonollat ja navat, jotka tunnetaan hyvin kirjallisuudessa, esi-
tellaan ja kasitteita pyritdan yleistamaéan daretonulotteisille systeemeille. Lo-
puksi esitellaan viela esimerkkeja siirtonollien merkityksesta saatoteoriassa.
Saatoteorian peruskésitteiden oletetaan olevan tuttuja lukijalle ja sen vuoksi
niita ei anneta téssd yhteydessa. Kasitteiden maéritelmat 1oytyvéit kirjasta
[7].

Jatkossa késitellaan lineaarisia normiavaruuksia, mutta puhumme vain li-
neaarisista avaruuksista. Lineaaristen avaruuksien V' ja W vililla olevien line-
aaristen operaattoreiden L : V' — W joukolle kiytetaan merkintad & (V, W).
Jos V' = W, niin merkittdan vain .Z (V'). Rajoitetuille lineaarisille operaat-
toreille kiytetaan vastaavasti merkintoja A (V, W) ja % (V). Téassa tyossa
kéasiteltavat lineaariset systeemit annetaan tilaesitysmuodossa. Merkinnélla
Y (A, B,C, D) tarkoitetaan lineaarista tilaesitysmuodossa annettua systee-

mia
(t) = Ax(t)+ Bu(t), x(0) =z
{ y(t) = Cuz(t) + Du(t).
Ellei toisin mainita oletetaan alkutilan olevan z(0) = 0 ja se jatetdan mer-
kitsemétta tilaesitysmuodon yhteydessa. Ylla u(t) € U, z(t) € X jay(t) € Y,
missa U ohjausavaruus, X tila-avaruus ja Y mittausavaruus. Lisdksi

Ae (X),Be ZUX),Ce Z(X,)Y)jaD e Z(UY), ellei toi-
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sin mainita. Jos D = 0, niin merkitddn lineaarista systeemia X (A, B, C).
Mikali ohjaus-, tila- ja mittausavaruudet ovat kaikki aarellisulotteisia, niin
puhutaan aarellisulotteisesta systeemistd. Muussa tapauksessa systeemi on
aaretonulotteinen. Tilaesitysmuoto ei valttamatta ole ratkeava annetulla al-
kutilalla. Téssa tyossa ei késitella tilaesitysmuodon yhtaloiden ratkeavuutta
tarkemmin, vaan oletamme systeemin maérittavien yhtaléiden olevan ratkea-
via.
Funktion f: R — X Laplace-muunnokselle kiytetain merkintaé

fs) = [ rwetar

Huomaa, etté jos ylla oleva integraali on olemassa jollain sg, niin se on olemas-
sa kaikilla s, joilla Re(s) > Re(sp). Siis jos Laplace-muunnos on ylipaatansa
olemassa, niin se on maaritelty jossain kompleksitason oikeassa avoimessa
puolitasossa Cgy = {s € C : Re(s) > [} tai koko kompleksitasossa.

Laplace muuntamalla lineaarisen systeemin 3 (A, B, C, D) méaéarittelevit
yhtéalot puolittain ja ottamalla huomioon Laplace-muunnoksen lineaarisuus
ja ominaisuus #(t) = s&(t) — 2(0), missi oletetaan 2(0) = 0, saadaan

{(sI—A)gs(t) = Bi(t)
gty = Cz(t) + Da(t)

ja edelleen
j(t) = (C(sI = A)7'B+ D) a(t).

Viimeisessi yhtélossi tarvitaan operaattorin sI — A kadantyvyytti. Adrelli-
sulotteisessa tapauksessa on selvéa, ettd sI — A on kdantyvé tasmaélleen sil-
loin, kun s ei ole matriisin operaattorin A ominaisarvo. Adreténulotteisessa
tapauksessa tilanne ei ole yhté suoraviivainen, vaan (sI — A)~! téytyy tulki-
ta madritellyksi sopivassa tila-avaruuden X osajoukossa. Resolventtijoukolle,
médritelma kirjassa [7, s.608, méaritelma A.4.1], kiytetaan merkintda p(A)
ja tissd joukossa madriteltyd operaattoria (sI — A)~! kutsutaan resolvent-
tioperaattoriksi. Joukkoa

o(A) =C\ p(A)
kutsutaan operaattorin A spektriksi.

Maaritelma 4.0.4. Systeemin X (A, B, C, D) karakteristinen funktio on ku-
vaus

G(s)=C(sI — A)"'B+D.
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Karakteristinen funktio siis antaa kuvauksen lineaarisen systeemin Laplace-
muunnettujen siséén- ja ulostulon vilille. Karakteristinen funktio on méaéri-
telty kaikilla s € p(A).

Puhuttaessa muuntamattomasta systeemista tarkastellaan sita aikatasos-
sa, kun taas Laplace-muunnettua esitysté ja erityisesti siirtofunktiota tarkas-
teltaessa systeemia tarkastellaan taajuustasossa. Siis Laplace-muunnoksella
ja sen kdanteismuunnoksella voidaan siirtya aikatason tarkastelusta taajuus-
tason tarkasteluun ja painvastoin.

Kirjallisuudessa karakteristista funktiota kutsutaan yleisesti siirtofunk-
tioksi, mutta koska kasittelemme myohemmin daretonulotteisia systeemeja
erotamme nidmé késitteet toisistaan. Artikkelin [47] mukaisesti méaérittelem-
me siirtofunktion seuraavasti:

Maaritelma 4.0.5. Oletetaan, ettd x(0) = 0 ja olkoon o € R. Oletetaan,
ettd on olemassa sellainen funktio H : {s € C : Re(s) > a} — Z (U,Y),
ettd kaikilla joukossa {s € C : Re(s) > a} Laplace-muuntuvilla sisiin- ja
ulostuloilla u(t) ja y(t) pdtee

9(s) = H(s)u(s), kun Re(s) > a.
Funktiota H(s) kutsutaan systeemin siirtofunktioksi.

Annetun siirtofunktion méarittelyjoukkoa voidaan laajentaa analyyttises-
ti jatkamalla. Analyyttisestd jatkosta liséé esimerkiksi kirjoissa [20] ja [21].
Kuten artikkelissa [47] todetaan, voidaan &dérellisulotteisen systeemin siirto-
funktio jatkaa analyyttisesti joukkoon p(A) ja siirtofunktio on yksikésittei-
sesti karakteristinen funktio. Toisaalta artikkelissa todetaan, ettd daretonu-
lotteisessa tapauksessa tilanne ei ole yhté selva. Tahan palataan takaisin kun
kasitellaan daretonulotteisen systeemin napoja ja nollia.

4.1 Adsrellisulotteisen systeemin nollat ja na-
vat

Seuraavaksi tarkastellaan darellisulotteisia systeemejé, joilla U = C™, X =
CP ja Y = C". Aiemmin on maédéritelty karakteristinen funktio G(s), joka

on madritelty kaikilla s € p(A). Kuten jo aiemmin on todettu, on siirto-
funktio on yksikéasitteisesti karakteristinen funktio aérellisessa tapauksessa.
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Koska jokaisella lineaarisella kuvauksella Euklidisten avaruuksien vélilld on
matriisiesitys, niin voidaan puhua matriiseista A, B, C' ja D.

Koska siirtofunktio on nyt aina rationaalifunktio, voidaan maéritella siir-
tofunktion nollat ja navat kéyttden rationaalifunktion nollien ja napojen
madritelméaa. Matriisin s — A kdanteismatriisi ldhestyy selvasti nollamat-
riisia, kun s kasvaa rajatta. Téten siirtofunktio G(s) = C(sI — A)™'B+ D
lahestyy matriisia D. Koska tarkastellaan vain tilaesitysmuodossa

{x’(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cux(t) + Dul(t)

annettuja lineaarisia systeemeja, niin lineaarisilla systeemeilla ei ole daretto-
mid napoja ja jatamme darettomat navat madrittelematta.
Jos kéasiteltéisiin myo6s yleistetyssa tilaesitysmuodossa annettua systeemia

{E:‘c(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cuz(t) + Dul(t),

missé matriisin F ei tarvitse olla kddntyva, niin talléin siirtofunktio olisi muo-
toa G(s) = C(sE — A)"'B + D. Jokainen rationaalifunktio voidaan esittii
muodossa C(sE — A)"'B + D, kuten esimerkiksi artikkelissa [43] todetaan.
Taten yleistetyssa tilaesitysmuodossa annetun systeemin siirtofunktiolla voi
olla darettomia napoja.

Maaritelma 4.1.1 (Systeemin siirtonollat ja navat). Lineaarisen sys-
teemin ddrelliset siirtonollat ja navat ovat sen siirtofunktiomatriisin mdd-
ritelmdn 3.1.3 mukaiset adrelliset nollat ja navat. Lineaarisen systeemin dd-
rettomdt siirtonollat ovat sen siirtofunktiomatriisin G(s) mdadritelman 3.2.3
mukaiset nollat ddrettomyydessa.

Koska téssa tyossa kasitellaan tarkemmin vain siirtonollia, niin siirto-
nollista puhutaan lyhyesti nollina. Muun tyyppisista nollista, joita jatkossa
esitellaan, kaytetdan aina niille annettua nimitysta.

Tassa tyossa siirtonollia ja napoja kasitellddn puhtaasti taajuustasossa.
Aikatasossa darellisen systeemin darellinen nolla nollaa tédysin tietyn tyyp-
pisen sisdédnmenon. Sen sijaan daretonulotteisilla systeemeilla tilanne ei ole
néin selvéd. Kiinnostunut lukija voi tutustua artikkeleihin [8; 3].
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4.1.1 Systeemimatriisin ja nollien yhteys

Seuraavaksi osoitetaan, ettd nollat voidaan madrittda varsin yleisesti myos
kayttamalla Rosenbrockin méaaritteleméa systeemimatriisia. Lineaarisen sys-
teemin 3 (A, B, C, D) systeemimatriisi on

P(s) = ls[(;A —5}3]

Huomaa, etta systeemimatriisi on polynomimatriisi ja siksi sen kaytto voi
olla miellyttavampaé nollia laskettaessa. Polynomimatriiseilla ei ole darelli-
sid napoja, mutta aarettomia napoja kyllakin. Ennen kuin voidaan siirtya
tarkastelemaan tarkemmin milloin systeemimatriisia voidaan kayttaéd nollien
maarittelyyn tarvitaan id- ja od-nollien késitteet. Nimet tulevat englannin-
kielisista termeista input- ja output-decoupling zeros.

(4.1)

Maaritelmd 4.1.2 (Systeemi-, id- ja od-nollat nollat). Systeemin
Y (A, B,C, D) systeeminollat ovat sen systeemimatriisin P(s) mdadritelmdn
3.1.3 mukaiset nollat.

Systeemin ¥ (A, B, C, D) id-nollat ovat polynomimatriisin

M;(s) = [s] — A B]

ja od-nollat ovat polynomimatriisin

mddritelmdn 3.1.3 mukaiset nollat.

Lauseen 3.1.3 nojalla on selvad, ettd polynomimatriisien nollakohdissa
matriisin aste putoaa alle sen normaaliasteen. Siis systeemilld on id-nolla
pisteessa sg, jos rank M;(sg) < p, ja od-nolla, jos rank M,(sg) < p, missi
p on tila-avaruuden dimensio. Esittelemme vield yksinkertaisen tavan laskea
id- ja od-nollien maaran.

Lause 4.1.1. Tarkastellaan systeemia 3 (A, B,C, D), jonka tila-avaruuden
dimensio on p. Id-nollien madrd on

p — rank [B, AB, ... ,AIHB}

ja od-nollien mddrd on

p—rank [C7,(CA)",.... (A"
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Todistus: Katso [37, s. 85, lause 8.1].

Systeemiteoriaa tunteva huomaa, etta edellinen tulos liittyy ldheisesti oh-
jattavuuteen ja tarkkailtavuuteen. Tassa tyosséa lahtokohtaisesti on oletettu
tarkasteltava systeemi annetuksi. Toisaalta voidaan haluta rakentaa systee-
mi, jolla on annettu siirtofunktio. Siirtofunktiolla on useita realisaatioita,
joista osa on tietyssa mielessd minimaalisia.

Maaritelma 4.1.3. Realisaatiota sanotaan minimaaliseksi tai pienintd as-
tetta olevaksi, jos silld ei ole id- eikd od-nollia.

Lause 4.1.2. Tarkastellaan minimaalista systeemida X (A, B,C, D). Systee-
min ddrelliset siirtonollat ovat samat kuin systeemimatriisin P(s) ddrelliset
nollat ja ddrelliset navat ovat samat kwin matriisin sI — A ddrelliset nollat.

Todistus: Katso [37, s. 111, lause 4.1].

Esimerkki 4.1.1. Tarkastellaan systeemia ¥ (A, b, ¢), missa

A:[é Ell,MZlilJaczmly

Nyt systeemimatriisi on

s—1 1 |-1
P(s) = 0 s—1]-1
0 1 |0

)

mista suoraan nahdéan, etta systeemilld on od-nolla pisteessa s = 1. Systee-
mimatriisin Smithin muoto on diag (1,1, s — 1), joten silld on pisteessi s = 1
yksi nolla. Matriisin s/ — A Smithin muoto on diag (1, (s — 1)) joten silld on
pisteessd s = 1 toista astetta oleva nolla.

Suora laskutoimitus antaa siirtofunktioksi

G(s)=c(sI —A) b= (s—1)",

joten siirtofunktiolla on astetta yksi oleva napa pisteessd s = 1.
Huomataan, etta siirtofunktion nollat ja navat eroavat polynomimatrii-

sien sI — A ja P(s) antamista nollista ja navoista. Tama johtuu siita, etta

pisteessd s = 1 oleva nolla ja napa kumoavat siirtofunktiossa toisensa. W
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Seuraava tulos on todistettu artikkelissa [43], jossa késitellaan yleistetyssa
tilaesitysmuodossa annettuja systeemeja. Sen vuoksi kyseisessé artikkelissa
seuraavan lauseen todistus on vaikeampi kuin téssé esitettavé. Artikkelissa
on myo6s jouduttu esittdmaédn oletuksia, joita téssa ei tarvita.

Lause 4.1.3. Lineaarisen systeemin 3 (A, B,C, D) nollat ddrettomyydessa
ovat tasmdlleen sen systeemimatriisin P(s) nollat ddrettomyydessa.

Todistus: Kayttamalla kaavaa B.1 todetaan, etta mikali systeemillé on sa-
ma maéra siséanmenoja ja ulostuloja, saadaan systeemimatriisille esitys

s —-A —-B | I 0 sl —A 0
l C D ]_lC(S[—A)I I] [ 0 C(sI—A)lB%—D]
y l I —(sI-A)"'B ]
0 I
(4.2)
Koska (sI — A)™! — 0, kun s — oo, niin matriisit
I 0] . [I —(sI—A)"'B
[C(s[—A)‘l 1] ) [0 I ]

ovat C,,(s)-unimodulaarisia.
Apulauseen 2.2.2 nojalla C,,(s)-unimodulaarisella matriisilla kertominen
ei vaikuta matriisin aérettomiin nolliin, joten matriisin

sl — A 0
0 C(sI —A)™'B+D

nollastruktuuri aarettomyydessa on sama kuin systeemimatriisin. Koska po-
lynomimatriisilla sI — A ei ole darettomié nollia, niin systeemimatriisin 4a-
rettémét nollat ovat matriisin C'(sI — A)~' B + D &arettomét nollat, eli siir-
tofunktion nollat.

Mikéali systeemilld on enemmén sisdanmenoja kuin ulostuloja, voidaan
systeemimatriisiin alapuolelle lisata sopiva maéré riveja, joiden alkiot ovat
nollia, jolloin systeemimatriisi saadaan neliomatriisiksi. Nollarivien lisaami-
nen ei muuta nollastruktuuria &arettomyydessa, koska Smith-McMillanin
muotoon ilmestyy vain lisdd nollariveja. Nollarivien lisddmisen jélkeen voi-
daan kayttad hajotelmaa 4.2. Kuten edella pdatellaédn, ettd systeemimatriisin
nollastruktuuri aarettomyydessa on identtinen matriisin

[10)]_[%*](81_%1)_13:[0(51—A3—13+D
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kanssa, jonka nollastruktuuri darettomyydessa on identtinen siirtofunktion
kanssa.

Vastaavanlainen tarkastelu voidaan tehda tapauksessa, jossa ulostuloja on
enemman kuin sisdantuloja. Talloin systeemimatriisiin lisatadn sopiva maéra
nollasarakkeita. O

4.1.2 Takaisinkytkennan vaikutus nolliin

Lause 4.1.4. Minimaalisella systeemilla 2 (A, B, C, D) ddrelliset nollat ovat
invariantteja tilatakaisinkytkenndn suhteen.

Todistus: Kaytetdan systeemiin tilatakaisinkytkentéaa
u=v-+ Fu,

jolloin saadaan systeemi 3 (A 4+ BF, B,C + DF, D), jonka systeemimatriisi
on
| sI-(A+BF) —-B
Pc(s)—[ C+DF D ]

joka voidaan kirjoittaa muodossa

PC<S)_[SI—A —B] l I 0

c D ||F I ] = P}V,

missé V' on kddntyva vakiomatriisi ja néin ollen C[s]-unimodulaarinen. Kos-
ka apulauseen 2.2.2 mukaan C[s]-unimodulaarisella matriisilla kertominen ei
muuta dérellisia nollia, niin systeemimatriisien P(s) ja P.(s) dérelliset nollat
ovat samat. Lauseen 4.1.2 nojalla systeemin nollat ovat sen systeemimatriisi
nollat. 0J

Esimerkki 4.1.2. Tarkastellaan edelleen esimerkin 4.1.1 systeemié. Systee-
milla yksi napa ja nolla osuivat paéllekkain ja kumosivat toistensa vaikutuk-
sen. Kaytetaan nyt systeemiin tilatakaisinkytkentdd u = v+[—1 —1]z, jolloin
saadaan suljettu systeemi X (A + bf, b, ¢), jonka siirtofunktioksi saadaan

s—1

(s —iv2)(s +iv2)

Ge(s) =c(sI — (A+bf)) b=
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Siis systeemilld on siirtonolla pisteessd s = 1 ja navat pisteissa 4iv/2. Kun
tarkastellaan suljetun systeemin systeemimatriisia

s —2| -1
P(s)=11 s | -1
0 11]0

huomataan, etta suljetulla systeemilla ei ole id- tai od-nollia, joten systeemi-
matriisilla P.(s) on nolla pisteessé s = 1 ja matriisilla s/ — (A+bf) on nollat
pisteissé s = 4-iv/2. Koska systeemi on nyt minimaalinen, niin sen siirtonol-
liin ei voida enaa vaikuttaa tilatakaisinkytkentaa kayttaen. |

Lause 4.1.5. Systeemin 3 (A, B,C, D) ddarettomdat nollat ovat invariantteja
tilatakaisinkytkennan suhteen.

Todistus: Kuten lauseen 4.1.4 todistus, mutta kéytetadn lopuksi lauseen
4.1.2 sijasta lausetta 4.1.3. 0

Lause 4.1.6. Systeemin muuntaminen kddntyvdlld esi- tai jalkikompensaat-
torilla ei vaikuta darellisiin ja ddarettomiin nolliin.

Todistus: Tarkastellaan systeemia X (A, B, C, D) ja kaytetdan siithen kaan-
tyvia esi- ja jalkikompensaattoreita K ja P. Kun v ja w ovat uuden systeemin
sisaan- ja ulostulo, niin © = Kv ja Py = w. Muunnettu systeemi on muotoa

z = Ax+ BKv
w = PCzx+ PDKv

ja sen siirtofunktio on
PC(sI — A)'BK + PDK = P(C(sI — A)"'B + D)K.

Koska P ja K kaantyvind vakiomatriiseina ovat C,,.(s)- ja C[s|-unimodulaa-
risia, niin uuden systeemin aarelliset ja aarettomaéat nollat ovat samat kuin
rationaalimatriisin C'(sI — A)~' B+ D, eli tasmélleen alkuperiisen systeemin
aarelliset ja aarettomat nollat. |

Seuraavaksi kéasitellidn ulostulotakaisinkytkennan vaikutusta systeemin
nolliin. Ulostulotakaisinkytkennassa esiintyva matriisi F' valitaan siten, ettéa
voidaan puhua suljetun systeemin siirtofunktiosta. Taméan takia matriisin
I — G(s)F voidaan olettaa olevan kaantyva.
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Lause 4.1.7. Systeemin ddrelliset nollat eivat muutu, kun systeemiin sovel-
letaan ulostulotakaisinkytkentdd

u=v+ Fy (4.3)
missd v on uust sisadntulo ja F on vakiomatriisi.

Todistus: Todistuksen idea on artikkelista [10], jossa kyseinen tulos on
aarettomille nollille yleistetyn tilaesitysmuodon tapauksessa. Todistuksessa
jaottomat hajotelmat otetaan yli renkaan C[s].

Tarkastellaan systeemid X (A, B,C, D). Siis tilatakaisinkytkentad (4.3)
kayttamalla saadaan

y=G(s)u=G(s)(v+ Fy) = (I —-G(s)F)y=G(s)v
=y=U-G()F)'G(s)v,

joten suljetun systeemin siirtofunktio on
Ge(s) = (I — G(s)F)'G(s). (4.4)
Rationaalimatriisi G(s) voidaan esittad lauseen 2.1.4 nojalla muodossa

G(s) = D7Y(s)N(s), missi N(s) ja D(s) ovat vasemmalta jaottomia. Nyt
siis yhtalon 4.4 suljetun systeemin siirtofunktion esitys saadaan muotoon

Ge(s) = (I = D™ (s)N(s)F) "D} (s)N(s) = (D(s) + N(s)F)""N(s).
)

Koska N(s D(s) ovat vasemmalta jaottomia, niin 10ytyy sellaiset
X(s), ()G(C[] etté

N(s)X(s)+ D(s)Y(s) = 1.
Valitsemalla Xy(s) = X (s) — F'Y(s) saadaan
N(s)Xo(s) + (D(s) + N(s)F)Y(s) = N(s)X(s) + D(s)Y(s) =1,

joten D(s) + N(s)F ja N(s) ovat vasemmalta jaottomia. D(s) + N(s)F on
kaantyva ldhes kaikilla s € C, joten sen determinantti ei ole identtisesti nol-
la. Pari (N(s), D(s)+ N(s)F') on siis vasemmalta jaoton hajotelma suljetulle
systeemille. Lauseen 3.1.3 nojalla rationaalimatriisien G(s) ja G.(s) &érelli-
set nollat ovat matriisin N(s) darelliset nollat. O
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Lause 4.1.8. Systeemin ddrettomdt nollat eivdt muutu, kun systeemiin so-
velletaan ulostulotakaisinkytkentdd

u=v+ Fy (4.5)
missa v on uusi sisaantulo ja F on vakiomatriisi.

Todistus: Kuten lauseen 4.1.7 todistus, mutta hajotelma otetaan yli ren-
kaan C,,(s) ja lauseen 3.1.3 sijasta kaytetadn lausetta 3.2.2. O

4.2 Asretonulotteisen systeemin nollat ja na-
vat

Aérellisulotteisen systeemin nollien ja napojen kisitteet ovat tunnettuja ja
niiden merkitys sdatoteoriassa hyvin tiedossa. Tilanne on toinen &aaretonu-
lotteisten systeemien kohdalla. Osaltaan tdhan on syyné sopivien tyokalujen,
kuten Smith-McMillanin muodon daretonulotteisen vastineen puute. Seuraa-
vaksi esitelladn varsin kattavasti se mita daretonulotteisten systeemien nol-
lista tiedetddn ja esitelladn tulos, jonka avulla voidaan yleistad aarellisen
ja adrettomén struktuurin kasitteet daretonulotteisille systeemeille tietyissa
tapauksissa.

Tassa luvussa késittelemme systeemejé, joilla U = C™, Y = C" ja X on
Banach-avaruus, ellei toisin mainita. Jatkossa tehdaén tarvittaessa oletuksia
operaattoreista A, B ja C. Huomaa, ettd operaattoria D voidaan tehdyilla
oletuksilla kéasitella vakiomatriisina.

Asretonulotteisen systeemin nollia kisiteltdessd torméimme valttamatta
ongelmiin, joita darellisulotteisten systeemien tapauksessa ei ole. Ongelmak-
si osoittautuu jo siirtofunktion maaritelméa. Artikkelissa [47] osoitetaan, etta
karakteristinen funktio G(s) = C'(sI — A)™'B + D on siirtofunktio méérit-
telyjoukossaan, mutta kun tarkastellaan jotain kiinnitettya oikeanpuoleista
puolitasoa, niin voidaan mahdollisesti l0ytad muitakin siirtofunktion maari-
telméan toteuttavia funktioita. Taten voimme siis joissakin tapauksissa tar-
kastella siirtofunktiota vain jossain oikeanpuoleisessa puolitasossa. Toisaalta
esimerkiksi artikkelissa [16] siirtofunktiolla tarkoitetaan nimenomaan karak-
teristista funktiota, joten on perusteltua myos tutkia pelkdstdan sen kéyt-
taytymistd madrittelyjoukossaan.
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Asretonulotteisen systeemin siirtofunktio ei yleisesti ottaen ole rationaa-
lifunktio ja siksi nollia ja napoja maériteltiessa ei voida kédyttad enda ratio-
naalimatriisin nollien ja napojen maéritelméaa. Toisaalta monessa tapaukses-
sa siirtofunktio voidaan esittda Laurentin sarjana tutkittavan pisteen ympa-
ristossa. Siksi seuraavaksi esitelladn Laurentin sarjojen avulla saatava muo-
to, jonka avulla ndhdaén funktion kdyttaytymisen valitun pisteen sq lahella.
Tamaé tarkastelu on luonteeltaan paikallinen, toisin kuin Smith-McMillanin
muodon kéytto rationaalimatriisin aérellisten nollien méarittelyssa. Sen si-
jaan aarettomien nollien maarittelyssa tarkastelu on jo aiemmin ollut luon-
teeltaan paikallinen.

Seuraavassa tarkastelussa merkinnéllda & ((s — so)t) tarkoitetaan jotain
sellaista matriisia, jonka pisteen sy Laurentin sarjan johtavan termi on kor-
keintaan astetta ¢t € Z. Merkinnalla &_ (s') tarkoitetaan jotain matriisia,
joka muuttujan vaihdon s = i jalkeen on & ((w — wo)_t> pisteessa wy = 0.

Merkinnat O ((s - so)t) ja O_ (s') ovat vastaavat merkinnét funktioille. Mer-
kinnalld J7, .(s) tarkoitetaan niiden funktioiden joukkoa, jotka ovat ana-
lyyttisia pisteen sg e-sateisessa ymparistossa. Tama joukko yhdesséd normaa-
lien yhteen ja kertolaskun kanssa muodostavat renkaan, eli voidaan puhua
ey (s)-unimodulaarisesta matriisista.

Lause 4.2.1. Olkoon G(s) n x m-matriisi, jonka alkiot voidaan pisteen
so € C ldheisyydessd esittid muodossa Y32, cx(s — s0)¥, missi q € 7. Loytyy
sellainen € > 0 ja 5, (s)-unimodulaariset matriisit L(s) ja R(s), ettd

L(S)G(S)R(s) _ [ diag (y1(5>, y20<8), o ,yr(s)) 8

= HG7SO (8>

missi y;(s) = a;(s — s0)* + O ((s - 50)’”“) jaky <ky <---<k,., sekir on
matriisin G(s) normaaliaste.

Todistus: Olkoon G(s) lauseen oletukset tayttava matriisi. Véite todiste-
taan esittelemélld algoritmi, joka redusoi matriisin G(s) haluttuun muotoon
elementaarisilla rivi- ja sarakeoperaatioilla. Voidaan olettaa, ettd s; = 0,
silla muussa tapauksessa voitaisiin tehda sijoitus w = s — sy ja tarkastella
matriisia G(w) pisteessa 0.

Kussakin vaiheessa muunnettua matriisia merkitaan yhdella merkinnéalla
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G'(s) ja sen alkioita merkitdén

fij(s) = kz cz(-jl?)sk, missé cgj“) # 0.
=qij

Merkitédén 6(fi;(s)) = ¢y, kun f;;(s) # 0, eli ¢;; on alkion sarjakehitel-
mén johtavan termin aste. Lisdksi matriisin G'(s) alimatriisia, joka saa-
daan poistamalla ¢ ensimmaéista rivid ja saraketta, merkitdén Gy(s). Aluksi
G'(s) = G(s). Algoritmissa jokaisessa vaiheessa késittely tapahtuu jossain
tarpeeksi pienessa ymparistossa.

Askel 1: Tuodaan rivin ja sarakkeen vaihto-operaatioin matriisin G’(s)
paikkaan (1,1) alkio, jolla 6(f;;(s)) on pienin. Mééritelldén funktio gq1(s) =
sT1 f11(s), joka eroaa nollasta jossain pisteen s, ympéristossi. Lisdtddn en-
simmainen sarake j. sarakkeeseen kerrottuna termilla

hij(s) = —s— M (911(5))71f1j(5)-

Koska ¢11 < g;j, niin hy; € 54 (s) jollain € > 0. Liséksi

6(fir(s)hi;(s)) > 0(fir(s)) > qui.

Siis tdmaé operaatio ei voi vihentdd ensimmaéisen rivin ja sarakkeen ulkopuo-
listen alkioiden johtavien termien asteita alle arvon ¢;;. Ensimméisen rivin
7. alkio on nyt

f1j(s) — s~ f11(s) (g11(s)) " i (s) = 0.

g11(s)

Néin saadaan ensimmaisen rivin diagonaalin ulkopuoliset alkiot nollaksi kayt-
téden elementaarisia sarakeoperaatioita. Vastaavilla rivioperaatioilla saadaan
ensimmaéisen sarakkeen diagonaalin ulkopuoliset alkiot nollaksi. On selvaa,
ettd tamén askeleen jélkeen matriisin M (s) alkioiden sarjakehitelmien joh-
tavien termien aste on vahintaan qi;.

Yleinen askel: Matriisi on askelen alussa muotoa

G,<S) — diag (fll(s)(v)' e 7fpp(8)) Mf(s) 7

missa 0(f11(s)) < -+ < 6(fpp(s)) ja matriisin M,(s) alkioiden johtavien ter-
mien asteet ovat vahintaan d(f,,(s)). Jos M,(s) = 0 tai p = min{m, n}, niin
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algoritmi paattyy. Muussa tapauksessa matriisille G'(s) tehddan operaatiot,
jotka nollaavat matriisin M,(s) ensimmaisen rivin ja sarakkeen diagonaalin
ulkopuoliset alkiot. Operaatiot ovat vastaavat kuin ensimmaisessa askeleessa
tehdyt. On selvéa, ettei téssd vaiheessa tarvittavat rivi- ja sarakeoperaatiot
vaikuta jo kéasiteltyihin riveihin ja sarakkeisiin. On helppo vakuuttua, etta
askeleen jéilkeen diagonaalin alkio f,41,11(s) johtavan termin aste on suu-
rempaa tai yhtd suurta kuin alkion f,,(s).

Algoritmin paattyminen: Koska jokaisessa vaiheessa siirrytadn kasit-
telemaéan aina vain pienempéd oikean alakulman blokkia ja jokaisessa aske-
lessa tarvitaan vain adrellinen maéra rivi- ja sarakeoperaatioita, niin algorit-
mi padttyy adrellisen monen operaation jéalkeen. Koska jokaisessa vaiheessa
tarkastelu voidaan tehdé pisteen sq riittdvan pienessd ympéaristossé ja ope-
raatioita tehdaan aarellinen méara, niin 1oytyy lauseen mukainen € > 0. Mat-
riisi L(s) saadaan kertomalla elementaarisia rivioperaatiota vastaavat mat-
riisit keskenéén ja R(s) vastaavasti kertomalla sarakeoperaatioita vastaavat
matriisit. Elementaarisia rivi- ja sarakeoperaatioita vastaavat matriisit ovat
76 (s)-unimodulaarisia, joten myds matriisit L(s) ja R(s) ovat. O

Jos f (%) € (), niin merkitadn f(s) € % (s), missé M = L. Nain
ollen funktio f(s) € 4, a(s), voidaan kirjoittaa sarjana

o0
> s, kun |s| > M.
k=q

Myos % 1 (s) on rengas kun yhteen- ja kertolasku madritellaéan normaaliin
tapaan pisteittain.

Lause 4.2.2. Olkoon G(s) n x m-matriisi, jonka alkiot voidaan suurilla
muuttujan s arvoilla esittad muodossa 3252, cps~*. Loytyy sellainen M > 0
ja sellaiset o, pr(s)-unimodulaariset matriisit L(s) ja R(s), ettd

L(S)G(S)R(s> _ [ diag (y1(5>, y20<8), .. ,yr(s)) 8
= HG@O(S)a

missé y;(s) = a;s % +O_ (s "’1> jaky < ke < --- <k, sekdr on matriisin

G(s) normaaliaste.
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Todistus: Kaytetaan lauseen 4.2.1 todistuksen algoritmia matriisiin G (%)
pisteessé sg = 0. ]

Koska rationaalifunktio f(s) voidaan esittéé pisteen s ympéristossa muo-
dossa f(s) = 232, cr(s — so)*, niin lausetta 4.2.1 voidaan soveltaa rationaa-
limatriisiin G(s). Siis voidaan kirjoittaa

diag (y1(s),y2(s),...,y.(s)) O
L(s)C(s)R(s) :l g(y()yo() ur(s)) 0]

= HG750 (3)7

missi y;(s) = a;(s — so)F + O ((s - so)ki+1> jaky < kg < -0 <k, sekd r
on matriisin G(s) normaaliaste. Lauseen 4.2.1 algoritmissa kéiytettévat funk-
tiot ovat téssé tapauksessa rationaalisia, joten Heg s, (s), L(s) ja R(s) ovat
rationaalimatriiseja. Koska L(s) ja R(s) ovat J&, .(s)-unimodulaarisia mat-
riiseja, niin ne ovat kaantyvia pisteessé sg. Siis matriisien G(s) ja Hg s, ()
rakenneindeksit ovat samat lauseen 3.1.4 nojalla. Kuten samaisen lauseen to-
distuksessa voidaan todeta matriisin Heg 4, (s) asteindeksien avulla, ettd sen
rakenneindeksit ovat ki, ko, . .., k.. Siis matriisin Hg s, (s)) johtavien termien
asteesta nahdaédn suoraan matriisin G(s) nollat ja navat pisteessé sg. Lauseen
3.2.3 avulla on helppo néhda, etta tulos patee myos pisteessd s = co. Anne-
taan tulokset viela lauseina.

Lause 4.2.3. Olkoon G(s) rationaalimatriisi ja

Hepy () = diag (yl(S),yzo(S),...,y,,.(s)) 8]

kuten lauseessa 4.2.1, eli yi(s) = a;(s — so)*¥ + O ((s - so)k"ﬂ). Talloin
matriisin G(s) rakenneindeksit pisteessd so ovat

¢1(s0) = k1, q2(50) = kay - ., qr(S0) = k.

Lause 4.2.4. Olkoon G(s) rationaalimatriisi ja

Heo(s) = diag (y1(s), yQO(S), o (s) 8
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kuten lauseessa 4.2.2, eliy;(s) = a;s™* +0_ (s’k"”). Talloin matriisin G(s)
rakenneindeksit darettomyydessd ovat

q1(00) = k1, q2(00) = kg, . ..., gr(00) = k.

Lauseet 4.2.1 ja 4.2.2 tarjoavat Smith-McMillanin muodon vastineen ra-
tionaalimatriisien joukkoa laajemmassa joukossa. Kirjoittajan tiedon mukaan
kyseiseisten lauseiden tulokset eivéat ole esiintyneet aiemmin kirjallisuudessa.
Lauseet siis tarjoavat uuden tavan maéaritella aérelliset ja darettoméat nollat
ja navat asteineen yleisemmaésséd tapauksessa kuin Smith-McMillanin muo-
to mahdollistaa. Kyseiset nollien ja napojen luonnehdinnat ovat yhtenevét
rationaalimatriisin tapauksessa. Luvun lopuksi annetaan viela systeemin pai-
kallisen rakenteen maaritelmé daretonulotteisille systeemeille lauseiden 4.2.1
ja 4.2.2 avulla.

Maaritelma 4.2.1. Oletetaan, ettd dgdretonulotteisen lineaarisen systeemin
stirtofunktio toteuttaa pisteessi sq € C lauseen 4.2.1 oletukset. Olkoon
ki,..., k., kuten lauseessa 4.2.1. Indeksijoukkoa {ki, ..., k,.} kutsutaan sys-
teemin rakenneindeksien joukoksi pisteessd sg. Jos k; > 0, niin systeemilld
sanotaan olevan pisteessd sg astetta k; oleva nolla. Jos k; < 0, niin systee-
milld sanotaan olevan pisteessd sg astetta —k; oleva napa.

Maaritelma 4.2.2. Oletetaan, ettd adretonulotteisen lineaarisen systeemin
stirtofunktio toteuttaa dadrettomyydessd lauseen 4.2.2 oletukset. Olkoon
ki,..., k., kuten lauseessa 4.2.2. Indeksijoukkoa {ki,..., k,} kutsutaan sys-
teemin rakenneindeksien joukoksi pisteessd sg. Jos k; > 0, niin systeemilld
sanotaan olevan ddrettomyydessd astetta k; oleva nolla. Jos k; < 0, niin
systeemilld sanotaan olevan ddrettomyydessd astetta —k; oleva napa.

Huomautus 4.2.1. Tulokset 3.1.1, 3.1.1 ja 3.1.4 yleistyvat kdasittamadan
myds pisteen sy = oo rationaalimatriisien tapauksessa [36]. Koska kyseis-
ten tulosten todistuksissa tarvitaan ainoastaan sopivaa Laurentin sarjan ole-
massaoloa, niin tulokset yleistyvdt edelleen mddritelmien 4.2.1 ja 4.2.2 tilan-
teisiin, joissa kdsiteltavat matriisit eivat valttamdttd ole enad rationaalimat-
riiseja ja Smith-McMillanin muodon asemasta kdytetddin lauseiden 4.2.1 ja
4.2.2 muotoa ja sitd kautta saatavia rakenneindeksejd.
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Seuraavissa luvuissa kasitellaan tapauksia, joissa lauseita 4.2.1 ja 4.2.2
voidaan kayttaa siirtonollien ja napojen maéarittelyyn, ja pohditaan mité voi-
daan tehda mikali lauseiden todistukset eivit ole voimassa. Kirjoittajan tie-
don mukaan daretonulotteisille systeemeille ei ole aiemmin maéritelty raken-
netta darellisissa pisteissa. Sen sijaan, kuten tullaan huomaamaan, rakenteel-
le darettomyydessa 16ytyy madritelma kirjallisuudessa, joka on luonteeltaan
erilainen kuin téassa esitetty, mutta on yhteneva téssa esitetyn méaritelman
kanssa.

4.2.1 Callier-Desoer- algebra ja aarelliset nollat

Kirjassa [7] esitelldén funktioluokka, joka nimetaan Callier-Desoer -luokaksi.
Tama luokka on esimerkki tapauksesta, jossa lausetta 4.2.1 voi soveltaa maé-
rittdméan aarelliset nollat tietyssé oikeanpuoleisessa puolitasossa. Seuraavak-
si esitdimme lyhyesti kyseisen luokan maarittelyn ja muutaman sité koskevan
tarpeellisen tuloksen ilman todistuksia. Merkinnall& L;(0,00) tarkoitetaan
Lebesgue-mitallisten funktioiden joukkoa, jonka alkioilla [5°|f(¢)|dt < oco.

Maaritelma 4.2.3. Olkoon 3 € R. Madritellidn, etta f € </ (3), jos f
voidaan esittad muodossa

f(t) = Jo(t) + 2202, fud(t —t,), kunt >0
= O, kun t < O, )

missd t, € [0,00), t; = 0, t, > 0, kun n > 2, 6(t —t,) on t, keskinen
delta-distribuutio, f, € C, e P fo(t) € L1(0,00) ja 322, | fule ™ Pin < 0.

Funktiojoukko .27 () on Banach-algebra tavallisen yhteenlaskun suhteen,
kun normiksi valitaan

1515 = ool + 3 Lfde

Merkitéén kaikkien joukon <7 () Laplace-muunnettujen funktioiden joukkoa
o/ (3). Algebralliset ominaisuudet séilyvit Laplace-muunnoksessa.

Miisiritelmi 4.2.4. Madritelliin algebran </ (8) alialgebrat </ (3) ja oo ()
seuraavasti:

o (B)={f: ] €A (B) jollain 5y < B}
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ja
Too(B) = {f cfed (B)jaIp>0: inf [f(s)] >0}

{seC}lIs|2p}
Midritelmé 4.2.5. Madritelliin Callier-Desoer luokka ()

BB) ={f=nd" : hed (B)jade ()}

Apulause 4.2.1. Funktio f € @(ﬁ) on meromorfinen joukossa (CEO, jollain
Bo < B, ja silld on joukossa (CZ; ainoastaan ddrellinen mddrd napoja, jotka

ovat aarellistd astetta. Funktiolla f el valttdmdttd ole meromorfista laajen-
nusta koko kompleksitasoon.

Todistus: Katso [7, s. 340, ominaisuus 7.1.7].

Apulause 4.2.2. Matriisilla G € ///(@(ﬁ)) on vasemmalta ja oikealta
jaottomat hajotelmat

G=D;'N, ja G=N,D,",
miassa Dy, D,, N;, N, € ///(mf_(ﬂ))
Todistus: Katso [7, s. 353, lause 7.2.8].

Maaritelma 4.2.6. Olkoon matriisin G € .# (@(ﬁ)) otkealta jaoton hajo-
telma G = ND™!.

Piste sy € Cj on napa, jos det (D(so)) = 0, ja nolla, jos rank N(s) < q,
missd q on suurin mahdollinen matriisin N(s) nelidalimatriisin koko, jonka
determinantti ei ole identtisesti nolla.

Esitelty tapa maaritella Callier-Desoer -luokan siirtofunktiomatriisin nol-
lat ja navat on luonnollinen kun muistetaan lauseen 3.1.3. Huomautetaan vie-
14, etta ylla olevassa maaritelmassa esiintyvéa ¢ on matriisin N normaaliaste.
Odotetusti navat ja nollat eivat riipu valitusta hajotelmasta. Seuraavaksi esi-
tetaan nollien yhteys systeemioperaattoriin, joka on odotettu lauseen 4.1.2
yleistys. Systeemin 3 (A, B, C, D) systeemioperaattori on

P(s>=lS]c_~A _DB] : DA)sC" —» X o C™.
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Lause 4.2.5. Jos systeemi &A, B,C, D) on 3-eksponentiaalisesti stabiloi-

tuva ja havaittava, niin sy € (CE on nolla jos ja vain jos systeemioperaattorin
P(s) nolla-avaruus pisteessa so on ei-triviaali.

Todistus: Katso [7, s. 382, tehtéva 7.26].

Huomataan, ettd nollat ja navat tunnetaan Callier-Desoer -luokassa ai-
nakin osittain. Nollien ja napojen paikat tunnetaan, mutta niiden asteita ei
maéritella. Apulauseen 4.2.1 nojalla voidaan jokainen karakteristisen funk-
tion G(s) alkio kirjoittaa muodossa f(s) = 22 a;(s — so)’, kun s9 € Cj.
Taten voidaan kéyttad lausetta 4.2.1 ja sitd kautta maarittaa pisteessa sg
paikallinen rakenteen.

4.2.2 Adretonulotteisen systeemin direttomiit nollat

Tarkastellaan daretonulotteista systeemia 3 (A, B, C, D), missa A on rajoi-
tettu operaattori. Lahteessa [18, s.176-177] todetaan, ettd operaattorin A
resolventtioperaattori on holomorfinen darettomyydesséa ja se voidaan téaten
kirjoittaa muodossa

(sl — A)_l =s 1A 452404,

missé kaikillai = 1,2,... A; € A (X). Siis karakteristinen funktio on muotoa

oo
G(s)=D+> s 'BAC,
i=1
missd BA;C voidaan esittéda vakiomatriisina. Téten nollat voidaan maaritellé
aarettomyydessa kayttiaen lausetta 4.2.2.

Jos A ¢ A (X), niin lausetta voidaan mahdollisesti kdyttaa. Lahteessa
[18, s. 177] todetaan, ettd mikali operaattorin A spektri on rajoitettu, niin
operaattorin A resolventtioperaattorilla on aédrettomyydessé oleellinen sin-
gulariteetti ja lause 4.2.2 ei ole kayttokelpoinen. Jos spektri ei ole rajoitettu,
niin lauseen kayttokelpoisuus taytyy tutkia tapauskohtaisesti.

Kirjallisuudesta 10ytyy maédritelmé aaretonulotteisen systeemin aéaretto-
mille nollille artikkelista [25]. Nollat on maaritelty tapauksessa, jossa A, B
ja C' ovat rajoitettuja operaattoreita, D = 0 ja X on Hilbert-avaruus. Lisék-
si oletetaan yleisyytta rajoittamatta, etta systeemimatriisin normaaliaste on
min{n, m}. Artikkelin mééaritelmé perustuu ldhes invariantteihin aliavaruuk-
siin. Taté geometrista lahestymistapaa ei tassa késitella tarkemmin. Kiin-
nostunut lukija voi tutustua artikkelin [25] liséksi seuraavaksi lueteltaviin
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artikkeleihin. Adrellisulotteisten systeemien &érellisten siirtonollien geomet-
rinen maarittely l6ytyy kirjasta [46] ja ddrettomien siirtonollien maarittely
artikkeleista [4, 5], joista jalkimmaisessé esitelldén lyhyesti myos aarellisten
nollien geometrinen maarittely.

Artikkelissa [25] Malabre ja Rabah antavat geometrisen mééritelméan li-
siksi my0Os tassa esiteltavin yhtapitavin madrittelyn. Tutkitaan systeemié
Y (A, B,C) edelld esiteltyjen oletusten ollessa voimassa. Maaritelladn seu-
raava indeksijoukko

Pit1 = I?f«gi{l)j} = Pi;
missé p; on maaritelméan 3.1.4 mukainen asteindeksin vastine adrettomyydes-

sd. Kun G(s) kirjoitetaan riittédvan suurilla muuttujan s arvoilla Laurentin
sarjana

G(s)=>_s"'G;=) s'CA"'B,
i—1 i—1
niin
pi = Ti(G,00) — T;_1(G, 00), (4.6)

missi T;(G, 00) on kuten yhtilossd 3.7 ja pg = 0. Aédrellisen joukon S alkioi-
den lukumaéarélle kaytetadan merkintédé card {S}.

Maaritelma 4.2.7. Systeemilld 3 (A, B,C) on r = min{m,n} kappaletta
nollia ddrettomyydessd. Niiden asteet ovat ¢; = card{p; > i}, i =1,...,r.

Huomataan, ettd nollien asteet darettomyydessa saadaan laskettua kayt-
taen Toeplitz-matriiseja. [tseasiassa méaritelmat 4.2.7 ja 4.2.2 osoittautuvat
yhtapitaviksi tassa tapauksessa, kuten seuraavassa lauseessa osoitetaan, ja
siksi toinen tulisi antaa lauseena.

Lause 4.2.6. Olkoon systeemilld 3 (A, B,C) daarettomyydessa madritelman
4.2.7 mukainen nollarakenne {qi, ...,q }. Lauseessa 4.2.2 esiintyvd matriisi
He oo (s) on nyt muotoa

Heo(s) — diag(yl(s),ygo(s),...,y,,(s)) 8 |

missi gi(s) = s~ + O_ (s0r-171),

Todistus: Huomautuksen 4.2.1 nojalla kaytdmme todistuksessa tuloksia
3.1.1, 3.1.1 ja 3.1.4. On suoraviivaista todeta, ettd matriisilla Hg oo(s) on
maaritelmén 4.2.7 oletuksin r nollasta eroavaa diagonaalialkiota.
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Seurauksen 3.1.1 nojalla matriisin He o (s) ja siirtomatriisin G(s) astein-
deksit p; ovat samat. Matriisin Hg o (s) johtavien termien asteet saadaan sel-
ville Toeplitz-matriisien avulla samalla tavalla kuin lauseen 3.1.4 todistuk-
sessa saadaan selville rationaalimatriisien nollarakenne. Siis yhtéalolla (4.6)
maédriteltyjen asteindeksien avulla voidaan, todeta ettd jos p; — pj_1 # 0,
niin matriisin Hg »(s) diagonaalilla on p; — p;_1 kappaletta muotoa y(s) =
577+ O_ (s7971) olevia alkioita.

Huomaa, ettd madritelmassa p; > p;y1, silla p; > p;—1. Olkoon [ pienin
sellainen indeksi, etta p;.1 = 0. Maaritelman mukaan ¢; = [, silla

pL2p22 2o > 1> pa.

Jos astetta [ olevia nollia on t; kappaletta, niin valttamétta t; = p;, joten
P — Py = t1. Koska p; — pii1 = pr — pi—1, niin ¢; viimeistd matriisin D(s)
diagonaalin alkiota ovat haluttua muotoa.

Edelleen jos astetta [ — 1 olevia nollia on t, > 0 kappaletta, niin t; + 5 =
Pi—1, joten p;_1 —p; = pi—1 — p1—2 = o, joten t, seuraavaa diagonaalin alkiota
ovat myo6s haluttua muotoa.

Jatkamalla samalla tavalla huomataan, etta kaikki matriisin Heg oo (s) dia-
gonaalin alkiot ovat haluttua muotoa ja lause on todistettu. O

Edellisen lauseen nojalla meilla on rajoitettujen operaattoreiden tapauk-
sessa kaksi yhtenevaa méarittelya aarettomille nollille. Lause 4.2.2 on tapauk-
sessa, jossa kasiteltdva matriisilla on darettomyydessa adretonta kertalukua
olevia napoja. Matriisin ei siis tarvitse olla darettomyydessa analyyttinen, jo-
ten lauseen 4.2.2 on voimassa yleisemmaéssé tapauksessa kuin artikkelin [25]
maadrittely ja on siten kayttokelpoisempi.

4.2.3 Yleisemmait daretonulotteiset systeemit

Edella on tarkasteltu aaretonulotteisia systeemeja joiden darellinen tai aére-
ton rakenne saadaan maéariteltya kasiteltavassé pisteessa vain aarellista ker-
talukua olevia napoja sisaltavien darellisten matriisien avulla. Yleisesti ei
tietenkadn paddyta tallaiseen matriisiin, vaan siirtofunktiolla voi olla jos-
sain pisteessé oleellinen erikoispiste. Siirtofunktion kéyttaytymista oleellisen
erikoispisteen laheisyydessé voi olla erittain vaikea tutkia, joskaan ei mahdo-
tonta. Seuraavaksi tutkimme tilannetta viiveellisten systeemien valossa, joilla
on aarettomyydessé oleellinen erikoispiste, mutta joiden rakenne darettomyy-
dessé on silti tietyssd mielessé olemassa, kuten artikkelissa [26] osoitetaan.
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Viiveellinen systeemi on esimerkki tapauksesta, jossa rakenne saadaan
madritettya koko kompleksitasossa, mutta ei aarettomyydessa. Rajoitutaan
tarkastelemaan viiveellisid systeemeja ¥, (Ao, A1, B, C), jotka méaritellaan
yhtéloparilla

{ z(t) = Aox(t) + Ajz(t — 1) + Bu(t)
y(t) = Cz(t).

Ohjaus-, mittaus- ja tila-avaruudet ovat U = C™, Y = C" ja X = CP.
Tallaisen systeemin siirtofunktion todetaan artikkelissa [26] olevan

Go(s) =C(sI — Ay — e A 'B =Ty(s) + i e Ty(s), (4.7)

missa Tj(s), 7 = 0,1,..., ovat aitoja rationaalimatriiseja. Selvésti
sI — Ay — e *A; on singulaarinen vain aarellisessid maarassa pisteité, joissa
siirtofunktiolla on napa. Siirtofunktion rakenne voidaan méarittiaa aérellisis-
sé pisteissa maaritelmad 4.2.1 kéyttaen. Sen sijaan siirtofunktio ei ole lauseen
4.2.2 vaatimaa muotoa, vaan silla on adrettomyydessé oleellinen erikoispiste.

Esimerkki 4.2.1. Tarkastellaan viiveellista siso-systeemia, missa

_AOZAlzlg H,b:[ﬂjac:[loy

Siirtofunktio on nyt G,(s) = Z(1 — e*). Siirtofunktio kasvaa nopeammin
kuin mikéan polynomifunktio, kun Re(s) — —oo. Kun Re(s) — oo, niin siir-
tofunktio suppenee kohti nollaa termin s~2 méirddmas nopeutta. Kun &é-
rettomyytta kohti siirrytadn pitkin imaginaariakselia, niin myos talloin termi
572 miirad suppenemisnopeuden, koska |1 —e™*| < 2 ja 1 — e~* on jaksol-
linen, kun k € R. |

Esimerkki 4.2.1 ja siirtofunktion esitysmuoto (4.7) viittaavat siihen, etté
voimme maarittdd rakenteen, joka kertoo kuinka siirtofunktio kéyttaytyy,
kun s kasvaa kohti dédretonta eri reittejé pitkin. Artikkelissa [26] Malabre ja
Rabah osoittavat, etta viiveellisen systeemin ¥, (Ag, A1, B, C) siirtofunktiolla
on kanoninen muoto

; —s —qs
As, e) = blockdiag (Ag(s), e é\l(s),...,e Ay(s)) 8 ’
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missa
A;(s) = diag (3_”“, s, s‘”“’i) , kuni=0,1,...,q,

ja ng < myy < --- < gy, Lisdksi ng; > 0. Tama kanoninen muoto saadaan
kéayttden unimodulaarisia muunnoksia, kun unimodulaarisuus on ensin maa-
ritelty tilanteeseen sopivalla tavalla. Johtuen unimodulaarisuuden maéritte-
lysta kanoninen muoto kertoo kdyttaytymisestéd, kun Re(s) — oco. Myohem-
min artikkelissa [28] Malabre ja Rabah maéérittelevit unimodulaarisuuden
hiukan toisin ja saavat ylla olevaa muotoa olevan kanonisen muodon, joka
kuvaa siirtofunktion kayttiaytymistd kun s € R ja s — co. Huomataan, etta
artikkeleissa esitetyt muodot antavat vain osittaisen kuvan funktion kayt-
taytymisestd Adrettomyydessa. Artikkeleissa [26, 27, 28] Malabre ja Rabah
kayttavit esittelemidan kanonisia muotoja ratkaisemaan erilaisia ongelmia,
joten jo osittaisen kdyttaytymisen tunteminen voi riittas.

Tahén asti ohjaus- ja mittausavaruuksien dimensiot ovat olleet aérelli-
sid. Tietenkadn néin ei tarvitse olla, mistd seuraa vaikeuksia jo siirtofunk-
tion nollakohdan méérittelyssa. Adrellisulotteisen systeemin nollien valossa
on jarkevaa ajatella, ettd nollakohta siirtofunktiolla H(s) tarkoittaa pistetta
S0, jossa H(sp) ydin on tavallista laajempi. Jos ydin on normaalisti aarellisu-
lotteinen, niin nollakohta tarkoittaisi tietenkin sita, ettd operaattorin H(sq)
ytimen dimensio kasvaisi tédssi pisteessd. Ongelmalliseksi tilanne tulee, mi-
kali ydin on aéretonulotteinen. Talloin nollakohtaa ei voida endd méaaritella
ytimen dimension kautta. Téll6in nollakohta voidaan maaritella mahdolli-
sesti osajoukkojen kautta. Nolla tarkoittaisi pistettéd sg, jossa A4 (H(s)) on
joukon A (H(sp)) aito osajoukko, jossain pisteen sy ymparistossa.

Lisda hankaluuksia tuottaa paikallisen rakenteen méarittdminen. Koska
kaikki edella esitellyt algoritmit kéyttavat hyvaksi avaruuksien darellisdimen-
sionaalisuutta paikallisen rakenteen maéarittdmisessa, ne eivat sovellu aire-
tonulotteisten ohjaus- ja mittausavaruuksien kohdalla. Joissain tapauksissa
voidaan tietenkin rajoittua vain tiettyihin sisdén- ja ulostuloavaruuksien aa-
rellisiin aliavaruuksiin, joissa edellé esiteltyja lauseita voidaan mahdollisesti
kayttad ja saada néin ainakin osittainen informaatio systeemin kayttaytymi-
sesta.
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4.3 Esimerkkeja lineaarisen systeemin nollien
merkityksesta siatoteoriassa

Tahén asti on keskitytty vain lineaarisen systeemin nolliin ja napoihin ja
niiden ominaisuuksiin, mutta ei olla esitelty miksi ne ovat sdatoteorian kan-
nalta tarkeitd. Seuraavaksi annamme muutaman esimerkin ongelmista, joissa
nollilla on keskeinen rooli. Kappaleen lopussa esitetdén artikkelin [16] tulos
aarettomien nollien avulla ilmaistuna.

Esimerkki 4.3.1 (Irtikytkentd). Tarkastellaan systeemid X (A, B, C), jon-
ka ohjaus-, mittaus- ja tila-avaruudet ovat U = R", ¥ = R™ ja X = R™.
Systeemin siirtofunktiolla oletetaan olevan taysi riviaste. Irtikytkentaongel-
massa (englanniksi decoupling problem) halutaan l6ytda darellisulotteiselle
systeemille sellainen tilatakaisinkytkenta

u= Kz + Lv,

missé v on uusi sisddnmeno ja L kadntyva matriisi, ettd suljetun systeemin
¥ (A+ BK, BL,C') kuhunkin ulostuloon vaikuttaa tédsmalleen yksi sisdéntu-
lo. Sovellusten kannalta téllainen tilanne on tietysti hyvin miellyttava.

Systeemin X (A, B,C) Aaarettomien nollien asteita merkitdan ¢,
i=1,...,m. Systeemin X (A, B, ¢;), missa ¢; on matriisin C' i. rivi, daretto-
mén nollan astetta merkitédén k;, ¢ = 1,...,m. Artikkelissa [9] Dion ja Com-
mault antavat seuraavan yksinkertaisen riittavan ja valttamattomén ehdon
aarettomien nollien avulla ongelman ratkeavuudelle: Irtikytkentdongelma on
ratkeava, jos ja vain jos > 7", q; = >0t k.

Esimerkki 4.3.2 (Alitus). On annettu &aérellisulotteinen lineaarinen siso-
systeemi X (A, b, c). Tarkastellaan tilannetta, jossa reaalinen ulostulo y(t)
halutaan tilasta y(0) = 0 tavoitetilaan y, # 0 kayttden rajoitettuja sisdan-
menoja u. Tamé ei valttaméatta ole mahdollista aédrellisessé ajassa, joten tyy-
dytaan sithen, ettd |y. — y(t)| < € < |y,| jostain ajanhetkestd T alkaen.
Siirtymévaiheessa voi itseisarvo |y, — y(t)| aluksi kasvaa. Tété kutsutaan ali-
tukseksi (englanniksi undershoot).

Oletetaan, etta kasiteltavalla systeemilla ei ole nollia origossa ja avoimen
oikean puolitason nollien mééra on pariton. Artikkelissa [30] Mita ja Yoshida
osoittavat, ettd talloin tapahtuu alitus. Samaisessa artikkelissa osoitetaan,
myo6s ettd mimo-systeemeilld alitus ei ole sidoksissa nollien maaraan.
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Oletetaan edelleen, etté systeemilld on vain yksi nolla avoimessa oikeassa
puolitasossa, jota merkitdan A\. Maaritelladn suhteellinen alitus

t
ry = — inf {y( ) }
te(0,00) UYp

T.=inf{T:t>T>0= |y, —y(t)| <e€}.

ja ratkaisuaika

Arvot r, ja T, ovat ulostulosta y(-) riippuvia.

Nyt on voimassa
> (- <)L
Ty =2 - .
lye| ) eXe =1

Tulos on artikkelin [23] proposition II.1 suoraviivainen yleistys. Huomataan,
ettd haluttaessa siirtyd nopeasti alkutilasta tavoitetilaan |y,.| kasvaa myos
suhteellinen alitus, miké ei kaikissa kaytannon tilanteissa ole toivottua. Ar-
tikkelissa [23] havaitaan sama ilmié my0s tapauksessa, jossa avoimessa oi-
keassa puolitasossa on kaksi nollaa. Lisdksi artikkelissa esitetdén keinoja,
joilla suhteellista alitusta voidaan pienentaé.

Tarkastellaan vield Immosen ja Pohjolaisen artikkelia [16]. Artikkelissa
tarkastellaan lineaarista systeemia

{ i(t) = Ax(t)+ Bu(t) +d(t)
y(t) = Cz(t) + Duf(t).

Mittausavaruus on U = C. Ohjaus- ja tila-avaruudet Y ja X oletetaan
kompleksisiksi separoituviksi Hilbert-avaruuksiksi. Systeemin alkutila on
xz(0) = xo € X, joka ei valttdmatta kuulu operaattorin A maéaéarittelyjouk-
koon. Siksi ensimmainen systeemin maédritteleva yhtalo taytyy ymmaéartaa
laajemmassa mielessa (katso [7], mild solution.). Operaattori A generoi tila-
avaruudessa X Cy-puoliryhmén T4(t). Oletetaan, etta B € £ (U, X), C €
PB(X,Y)ja D e B(UY). Lisdksi pari (A, B) oletetaan eksponentiaalises-
ti stabiloituvaksi, eli 16ytyy sellainen K € & (X,U), ettd A + BK generoi
eksponentiaalisesti stabiloituvan Cy-puoliryhmén. Hairiosignaali d(¢) maari-
telladn myohemmin.

Separoituvuuden, Cy-puoliryhmén ja eksponentiaalisen stabiloituvuuden
kasitteilla ei ole téssa esitettavin tarkastelun kannalta merkitysté, joten niita
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el maaritelld erikseen. Késitteiden maaritelmat 10ytyvat lahteesta [7]. Lisdksi
lahteesta loytyvat maaritelméat suljetulle, seké tiheasti méaaratylle operaatto-
rille, joita jatkossa tarvitaan.

Kiytetddn seuraavaa merkintad 2 = {(z;)ier : Yies |7i]? < 0o}, missi
ICZ.

Maaritelma 4.3.1. Olkoon I C Z, p > 0 ja w, = 2”7”, kun n € I. Olkoon

(fu)ner C R sellainen lukujono, etti f, > 1 kaikilla n € T ja (f; )ner €
(%, Sobolev-avaruus H(fn,wy,) on joukko {u:R — C : u(t) =X ,c; ane™n!
Vit € R, Yoer Ifnl?lan]? < 00 ja (an)ner C C}.

Tasté eteenpéin lukujonot (wy)ner ja (fn)ner ovat kiinnitetyt. Valitaan
Hilbert-avaruus W, jolla on ortonormaali kanta (¢,,)ner. Avaruuden W sisa-
tuloa merkitaan (-, -). Mééritelldén operaattorit

S = 2:2&41 ¢n ¢nJaJF1 zi:j% ¢n ¢n>

nel nel

joiden maérittelyjoukoiksi asetetaan

D(S) = {w eW : X:I|wn|2] (w, ) |> < oo}
ja
D) = fu €W & TP w0, < oo}

Operaattori S generoi avaruudessa W Cy-puoliryhmén

=€ (- dn)

nel

ja F' on lineaarinen, suljettu ja tiheasti madritelty operaattori avaruudessa
W. Lisiksi F~1 € 8 (W).

Maéritelldén edelleen (x,y), = (Fx, Fy) kaikilla z,y € D(F'), jolloin
(-,+)p on sisatulo ja Wp = (D(F), (-, -) ) Hilbert-avaruus. Kuvaus i : Wp —
W, joka mééritelldén i(w) = w, on lineaarinen ja rajoitettu. Lisdksi W on
avaruuden W tihed osajoukko. Rajoittuma Ts(t)|w, on Cy-puoliryhmé ava-

ruudessa Wg. Téméan puoliryhmén generaattoria avaruudessa Wy merkitadn
Sk.
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Referenssisignaalin y, ja hairiosignaalin d generoiva ulkoinen systeemi
maéaritellaan tila-avaruudessa Wy seuraavasti:

w(t) = SF’LU(t), U)(O) =Wy € WF,
y7"<t) = QUJ(t), 13 - 07
dt) = Pu(b).

Operaattori P € & (Wg, Z) on jokin tunnettu hairidoperaattori. Ylla ensim-
méinen yhtaloista taytyy jélleen ymmartaa laajemmassa mielesséd. Méaaritel-
ty ulkoinen systeemi kykenee generoimaan tédsmaélleen ne referenssisignaalit,
jotka ovat Sobolev-avaruudesta H(f,,w,).

Artikkelin kéasittelema ongelma on seuraava: Etsi sellainen takaisinkyt-

kenté
u(t) = Ka(t) + Lw(t),

etta
1) Ke B(X,U)jalLeB(WgU)

2) A+ BK generoi avaruudessa X eksponentiaalisesti stabiloituvan Cj-
puoliryhmén T4, g (1)

3) Suljetun systeemin

(A4 BK)x(t) + (BL + P)w(t),
Spw(t)

/_/H
g s
N TN
~
S— N
[

virhetermi
e(t) = y(t) — y,(t) = (C+ DK)z(t) + (DL — Q)w(t)

suppenee kohti nollaa kaikilla alkuarvoilla zog € X ja wy € Wg, kun
t — o0.

Artikkelin mukaisesti esitettyd ongelmaa kutsutaan (f,,,w,)-sddtéongel-
maksi. Systeemin karakteristinen funktio on kuten aiemminkin

G(s)=C(sI —A)'B+D
ja suljetun systeemin karakteristinen funktio on

G.(s) = (C+ DK)(sI — (A+ BK))"'B + D.
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Maaritellaan
Hy(n) = (C + DK)(sI — (A+ BK)) ' P¢, € C kaikillan € I.

Luvut Hy(n) aiheutuvat héiriosignaalista. Artikkelissa on esitetty siso-sys-
teemin tapauksessa seuraava tulos:

Lause 4.3.1. Oletetaan, etti G.(iw,) # 0 kaikilla n € 1. Mddritellddin

L =3 Geliwn) ™ (1~ Ha(n)) . 6,) (4.8)

nel

Takaisinkytkentd u(t) = Kx(t)+ Lw(t) ratkaisee ( f,, wy)-sddtéongelman, jos
ja vain j0s

(Geliwn) ™t (1= Ha(m)) £;) _ € (4.9)

nel

Tarkastellaan ehtoa (4.9). Koska (f,;!),er € £2, niin on selvéi, etti ehto
on voimassa jos |G (iw,) ™' (1 — Hg(n))| < M jollain M € R,. Siis ehto on
selvisti voimassa, mikali G, (iw,) ei suppene kohti nollaa, eikd |Hy(n)| saa
mielivaltaisen suuria arvoja, kun n — 4o0o. Nyt huomataan, etta ratkeavuus
on selvasti yhteydessa suljetun systeemin kayttaytymiseen aarettomyydessa.
Koska tarkastellaan siso-systeemid, niin darettomyydessa voi olla vain yksi
nolla. Seuraavaksi esitetaén lauseen 4.3.1 tuloksen kanssa yhtéapitava ehto, jo-
ka saadaan, kun tunnetaan siirtofunktion nollan kertaluku aarettomyydessa.

Tulos ei ole ennen esiintynyt kirjallisuudessa annetussa muodossa.

Lause 4.3.2. Oletetaan, etti G.(iw,) # 0 kaikilla n € 1. Lisdksi oletetaan,
etta suljetulla systeemilla on ddrettomyydessd astetta r oleva nolla. Olkoon
L kuten yhtdlossi (4.8). Takaisinkytkentd u(t) = Kx(t) + Lw(t) ratkaisee
(fn, wn)-sddtéongelman, jos ja vain jos

(n" (1= Ha(n)) ;) €2 (4.10)

nel

Todistus: Koska suljetulla systeemilld on aarettomyydessa astetta r oleva
nolla, niin
lim [s"G.(s)] =a > 0.

S§—00
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Valitaan 0 < ¢ < a. Koska w,, — 00, kun n € I ja n — =00, niin 16ytyy
sellainen N € Z,, etté

In| >N = |(iw,) G (iw,) —al <e
= 0<a—e<|iw,]|Geliwn)] < a+e
= el 5@, (iw,) |71 > el

a—e a-+te

Sijoitetaan w, = 2”7" ja merkataan m = -0 ja M = (2§)T Nyt edellisen

p"(a+te) pr(a—e)’
perusteella

m? Ler In" (1= Ha(n)) f' P < Eper Geliwn) ™ (1= Ha(n)) £
< MP%,er|n” (1= Hq(n)) £,

misté tulos seuraa. O

Edellé esitelty ehto saadaan hairiottomassa tapauksessa, eli kun hairio-
operaattori P = 0, yksinkertaiseen muotoon (n”f, '), ., € ¢*. Artikkelissa
osoitetaan vield, ettd mikéli A+ BK generoi eksponentiaalisesti stabiilin Cjy-
puoliryhmén, niin ratkeavuusehdossa (4.9) voidaan G, (iw,) ! korvata termil-
14 G (iw,) . Adrellisten systeemien tapauksessa timi seuraa lauseesta 4.1.4.
Lauseessa 4.3.2 esiintyva r on siis esitettyjen ehtojen vallitessa alkuperaisen
systeemin aarettoman nollan aste.
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Luku 5

Juuriura

Tassa luvussa kasitellddn juuriuraa ja lahinna sen yhteytté systeemin siir-
tonolliin. Aluksi rajoitutaan déarellisulotteisiin systeemeihin, joilla on sama
madré siséanmenoja ja ulostuloja ja lopuksi esitellaan juuriuraa daretonulot-
teisten systeemien tapauksessa.

5.1 Juuriuran maarittaminen

Tarkastellaan aarellisulotteista systeemia ¥ (A, B,C, D), jolla U =Y = C".
Lisaksi oletetaan, ettd det (G(s)) # 0. Systeemiin, jolla on sama mééré si-
saanmenoja ja ulostuloja, voidaan soveltaa ulostulotakaisinkytkentaé

u=FkF(v—uy), (5.1)

missd k on skalaari, v uusi sisdidnmeno ja F' kaantyva vakiomatriisi. Juu-
riura méaritellaan syntyneen suljetun systeemin napojen avulla. Juuriura on
kompleksitason jalki, joka syntyy kun piirretdan kompleksitasoon suljetun
systeemin navat muuttujan k£ kasvaessa arvosta 0 kohti aaretonta. Yleensa
tehdaéan valinta F' = I. Valinta on jarkeva, koska matriisin /' voidaan katsoa
jo kuuluvan matriiseihin B ja D, eli B = BoF ja D = DyF'.

Osa navoista suppenee kohti aérellistd pistettd ja osa hajaantuu aaret-
tomyyteen. Jatkossa havaitaan ettd juuriura alkaa alkuperiisen systeemin
navoista ja paatyy sen nolliin.

Suljetun systeemin navat saadaan tilamatriisin

A.(k) = A— kBF(I + kDF)™'C
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ominaisarvoina, eli juuriura voidaan maarittaa yhtalosta
det(sI — A.(k)) = det(s] — A+ kBF(I + kDF)'C) =0 (5.2)

ratkaisemalla s muuttujan k suhteen. Téasta eteenpéin oletetaan, ettd F' = [
ellei muuta mainita.

Esimerkki 5.1.1. Tarkastellaan yksinkertaista lineaarista systeemia >3,

T = Ax + Bu
y=~Cx
missa
1 10 0 0 . 00
A=101 0|, B=|0 -1 JaC’:OOl
0 01 1 0

Systeemin siirtofunktiomatriisi on

B 0 (s —1)72
G“Q"(s—m—l 0 ]'
Juuriura voidaan siis madrittad yhtalosta
k2
det(I + kG =1- =0
€ ( + 1(8)) (S _ 1)3 )

misté ratkaisuksi muuttujan s suhteen saadaan

s=1+|k3|es™  1=0,1,2.

Juuriuran graafinen esitys kompleksitasossa on siis kuvan 5.1 mukainen.

Kayttamalla yhtalon (B.1) mukaista hajotelmaa, saadaan

sl — A kB

d“[ ~C [+kD

] = det(s] — A)det(I + kG(s)).

Toisaalta liitteen B yhtdlon (B.2) mukaisen hajotelman nojalla

sl — A kB

d“[ ~C I+kD

] = det(! + kD) det(sI — A.(k)).
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Kuva 5.1: Esimerkin 5.1.1 systeemin 3J; juuriura

Yhdistamalld edelld annetut tulokset, saadaan
det(sI — A.(k)) = det(sI — A)det(I + kG(s))det(I + kD)™ " (5.3)

Tarkastellaan juuriuran kulkua yhtalon (5.3) valossa. Kun & = 0, niin yht&lo
(5.2) toteutuu, kun s on matriisin A ominaisarvo, eli systeemin &érellinen
napa. Nama ratkaisut eivét riipu muuttujasta k, joten ne eivat ole jatkos-
sa kiinnostavia. Yhtalosta (5.3) ndhdaan myos, ettd matriisin D negatiiviset
ominaisarvot voivat vaikuttaa juuriuran kulkuun. Mikéli £y on matriisin D
reaalisen ja negatiivisen ominaisarvon kidnteisluku, niin det(I + kD)™t 14-
hestyy déretonté pistetta ko ldhestyttéessa. Artikkelissa [22] osoitetaan, etta
juuriurassa matriisin D negatiivinen ominaisarvo nékyy siten, etté jotkin tai
mahdollisesti kaikki yhtalon (5.2) ratkaisut s ldhestyvét aaretontd, kun k
lahestyy aarellista pistetta kg.

Esimerkki 5.1.2. Tarkastellaan systeemiéd Y5, joka on muuten kuten sys-
teemi X7 esimerkissa 5.1.1, mutta siiné sisddnmenot vaikuttavat ulostuloihin
suoraan matriisin D = diag (0, —1) vélitykselld. Nyt suljetun systeemin tila-
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matriisi on

1 1
Ac=A—-kB(II+kD)'C=| 0 1
—k 0

—
== O
B

joten juuriura saadaan yhtalosta

2

kE—1

k?

1—k

3

det(A,) = (s —1)* — —0=s= ei™ 41, 1=0,1,2.

Nyt juuriuran jéalki kompleksitasossa on kuvan 5.2 mukainen. Juuriuran kol-
me erillistd haaraa siis kiyvat aarettomyydessé, kun & = 1. Sen jalkeen juu-
riuran haarat alkavat kompleksitason toiselta laidalta ja palaavat kahden
yksikon paahén kompleksitason pisteesta 1, jonka jalkeen ne palaavat samaa
reittia aarettomyyteen. |

Kuva 5.2: Esimerkin 5.1.2 systeemin Y juuriura
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Koska ollaan kiinnostuneita juuriuran yhteydesta napoihin ja nolliin, niin
riittaéd tarkastella juuriuran kayttaytymista pisteiden k£ = 0 ja k = oo ldhei-
syydessa. Kun huomataan, ettd matriisin D ominaisarvoilla ei ole merkitysta
hyvin suurilla tai pienilla muuttujan £k arvoilla, niin voidaan keskittya tar-
kastelemaan vain yhtaloa

det(I + kG(s)) = 0. (5.4)
Téma saadaan muotoon

det(g] — G(s)) =0 (5.5)
sijoittamalla k& = —; ja sieventamaélla. Usein juuriura maéritelladn suoraan

yhtélon (5.5) kautta. Téstd muodosta ndhdaan, ettd kun g — oo, niin muut-
tujan s taytyy lahestya jotain siirtofunktion napaa, ja kun g — 0, niin muut-
tujan s taytyy lahestyé jotain siirtofunktion nollaa.

Olkoon (N(s), D(s)) siirtofunktion G(s) vasemmalta jaoton hajotelma.
Lauseen 4.1.7 todistuksessa on todettu, ettd (N(s), D(s) 4+ kN(s)) on sul-
jetun systeemin siirtofunktion vasemmalta jaoton hajotelma, joten suljetun
systeemin navat saadaan matriisin D(s)+ kN (s) nollina. Sijoituksen k = —%

jalkeen voidaan todeta, ettd juuriura voidaan méaaritelld yhtalosta
['(s,g9) = det(gD(s) — N(s)) = 0. (5.6)

Kyseisen muodon merkitys on siiné, ettd I'(s,g) on muuttujien g ja s poly-
nomi ja paastdan kdyttamaan algebrallisten funktioiden teoriaa, joka tunne-
taan varsin hyvin. Téssa tarvittavat tiedot algebrallisista funktioista 10ytyy
esimerkiksi kirjasta [13]. Merkitédén

[(s,9) = an(s)g" + an-1(s)g" " + -+ ao(s), (5.7)
missé a;(s) ovat polynomeja. Mychemmin tarvitaan yhteytta
det (g1 — G(s)) det (D(s)) = det (¢D(s) — N(s)) (5.8)

yhtéldiden (5.5) ja (5.6) valilla, joka huomataan helposti kun yhtélon oikealle
puolelle sijoitetaan gI = gD~!(s)D(s) ja G(s) = D~ 1(s)N(s).

Seuraava apulause on yleisesti tunnettu. Sitd kaytetddn esimerkiksi ar-
tikkeleissa [39] ja [2]. Todistus lauseelle on suoraviivainen, kun determinantti
kirjoitetaan permutaatioiden summalausekkeena [14, s. 8]. Tarkka todistus
olisi kuitenkin varsin pitké, joten se sivuutetaan.
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Apulause 5.1.1. Olkoon M m x m-matriisi. Tdlloin matriisin gI — M de-
terminantti voidaan esittdd muodossa

det (g — M) = g™ +Z )idig™ ",

=1

missd d; on matriisin M @ X i-padminoreiden summa.

Tarkastellaan yhtaloé (5.6) apulauseen 5.1.1 valossa. Koska det(G(s)) # 0
jadet(D(s)) # 0, niin on helppo todeta yhtalon (5.8) avulla, ettéd a,(s) # 0 ja
ap(s) #Z 0. Muuttuja s voidaan ratkaista yhtalostd muuttujan g suhteen. Rat-
kaisu voidaan tietyssé tarkasteltavan pisteen ympéristossa esittad Puiseux-
sarjoina [13].

Newtonin diagrammi on graafinen menetelméa Puiseux-sarjojen johtavien
termien asteiden maarittamiseen. Newtonin diagrammi polynomille

n m L
= Z Z bijg’s] (59)
i=0 j=0
muodostetaan pisteessa sy seuraavasti:
1) Kirjoitetaan kahden muuttujan polynomi muodossa

S 9>:ZZ%9 s — S0)’

i=1 j=1

2) Merkitaan zy-koordinaatistoon pisteet (7, ), joilla ¢;; # 0.

3) Newtonin diagrammi on pienin mahdollinen konveksi polygoni, joka
sisdltaa kaikki merkatut pisteet.

Newtonin polygoni pisteessia s, = oo saadaan tarkastelemalla algebrallista
polynomia sma(%, g) pisteessé sy = 0. Newtonin diagrammin alarajaa kutsu-
taan Newtonin alarajaksi. Joissakin tapauksissa Newtonin diagrammi voi olla
yksi jana. Liitteesséd C on esitelty tarkemmin Newtonin diagrammin kayttoa
Puiseux-sarjojen johtavien termien asteiden méaarittamisessé.

Esimerkki 5.1.3. Kuvassa 5.3 on piirretty kahden muuttujan polynomin
afs,g) =(s—1) —4(s —1)g+ ((s = 1)* + 1)g* + 2(s — 1)*¢*

Newtonin polygoni pisteessa sg = 1. Newtonin alaraja on piirretty kuvaan
paksummalla viivalla. ]
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Kuva 5.3: Esimerkin 5.1.3 polynomin «(s, g) Newtonin diagrammi.

Systeemin juuriuraa tarkasteltaessa on paadytty yhtéloon (5.7), missé
am(s) # 0 ja ap(s) # 0, joten Newtonin diagrammissa on aina jotkin muotoa
(0, jo) ja (m, jm) olevat pisteet. Nyt voidaan esitella m kappaletta indeksejé,
joita kutsutaan juuriuraindekseiksi.

Maaritelma 5.1.1 (Juuriuraindeksit). Tarkastellaan yhtdlon (5.6) pistee-
seen so piirrettyd Newtonin diagrammia. Olkoon (0, 7o), (1,71),- -, (M, jm)
Newtonin alarajan pisteet, joiden x-koordinaatti on kokonaisluku. Systeemin
Juuriuraindeksit pisteessd sg ovat

jO _jlajl _j27"'7jm—1 _jm-

Artikkeleissa [2] ja [39] todetaan, ettd mikéali pisteessé so on [ kappaletta
positiivisia juuriuraindekseja v = %, niin pisteeseen sy paatyy t juuriuran
haaraa. Kun g — 0 tai vastaavasti & — oo, niin juuriuran haarat lahestyvét
pistetta sg pitkin asymptootteja, joista vierekkéiset muodostavat keskenain
27” radiaanin kulman. Vastaavasti jos pisteessé sg on [ kappaletta negatiivisia
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juuriuraindekseja v = —%, niin ¢ juuriuran haaraa lahestyy pistetta sg 27”
radiaanin vélein olevia asymptootteja pitkin, kun ¢ — oo tai vastaavasti

k — 0. Siis pisteestd sg alkaa t juuriuran haaraa.

Esimerkki 5.1.4. Jatketaan esimerkin 5.1.1 systeemin >; juuriuran tarkas-
telua. Systeemin siirtofunktiolle 16ytyy helposti vasemmalta jaoton hajotelma
(I, D(s)), missé
0 s—1
Dis) = l (s—1)% 0 ]

Taten juuriura saadaan maaritettya myos yhtalosta
det (gD(s) —I) =1—g*(s — 1) = 0.

Saadun yhtalon Newtonin diagrammi pisteessd s = 1 on esitetty kuvassa 5.4
ja pisteessa s = oo kuvassa 5.5.

= N
63 N al w
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[EEN

o
a

Kuva 5.4: Systeemin ¥; Newtonin diagrammi pisteessa so = 1.
Juuriuraindeksit pisteissa sg = 1 ja so = oo ovat siis
71(1) =1(l)=—-5 ja  7(00) =12(c0) =
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Kuva 5.5: Systeemin ¥y Newtonin diagrammi pisteessa sy = co.

Kun tarkastellaan kuviota 5.1, niin huomataan, etta pisteestd s = 1 lahtee ja
pisteeseen s = oo péatyy kolme juuriuran haaraa kuten juuriuraindekseista
niahdaan. |

Edellé on selvitetty kuinka juuriura kayttaytyy pienilla ja suurilla muut-
tujan k arvoilla. Lisdksi on méaaritelty joukko indekseja, jotka kertovat juu-
riuran haarautumiskuvion ja juuriuran haaran suppenemisnopeuden pienilla
ja suurilla muuttujan k£ arvoilla. Seuraavaksi siirrytdan tarkastelemaan la-
hemmin juuriuran yhteytta systeemin aérellisiin ja darettomiin nolliin.

5.2 Juuriuran yhteys nolliin ja napoihin

Yleisesti systeemin juuriuraindeksit ja rakenneindeksit eivéit ole samat, kuten
esimerkistd 5.1.1 on helppo todeta. Artikkelissa [33] Owens liittaa aéaretto-
myyteen hajaantuvien juuriuran haarojen kayttaytymisen Morsen artikkelis-
sa [31] méérittelemiin indekseihin. Verghese ja Kailath toteavat artikkelissa
[44] niiden olevan rakenneindeksit dérettomyydessé. Artikkelista [15] Hung ja
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MacFarlane késittelevéit juuriuran adrettomyyteen hajaantuvaa osaa ehdon
det (G(s)) £ 0 ja tietyn Markovin parametrien nollaominaisarvoon liittyvin
oletuksen vallitessa. Nollarakenteen adrettomyydessa osoitetaan vastaavan
juuriuran aarettomyyteen hajaantuvaa osaa. Kyseisessa artikkelissa késitel-
ldan myos esimerkein, mita voi tapahtua jos esitetyisté oletuksista luovutaan.

Edella mainituissa artikkeleissa kasittely on koskenut vain tapauksia, jois-
sa D = 0 ja ainoastaan juuriuran darettomyyteen hajaantuvaa osaa. Byr-
nesin ja Stevensin artikkelissa [2] annetaan yleisempi késittely, jossa salli-
taan myos tapaus D # 0. Artikkelissa késitellddn samalla myos déarellinen
osa juuriurasta ja annetaan riittavé ja valttaméaton ehto juuriuraindeksien ja
rakenneindeksien yhtenevyydelle tarkasteltavassa pisteessa. Artikkelissa [39]
Smith kdyttda samaa ldhestymistapaa kuin Byrnes ja Stevens ja antaa riitté-
van ehdon paikallisen rakenteen ja juuriuraindeksien yhtenevyydelle tiettyjen
polynomien avulla.

Seuraavaksi ldhdetadn tutkimaan juuriuraindeksien ja rakenneindeksien
véilista yhteytta tarkemmin. Tarkastelu on artikkelin [2] mukainen. Ennen
varsinaista tulosta esitelladn kuitenkin viela yksi apulause.

Apulause 5.2.1. Olkoon G(s) sellainen n X n-rationaalimatriisi, ettd
det(G(s)) # 0. Todistuksessa esiintyvien nollaominaisarvoihin liittyvien ra-
kenneoletusten vallitessa, loytyy sellaiset C[s]-unimodulaariset matriisit L(s)
ja R(s), vakiomatriisi T ja indeksijoukko {k1,...k,}, ettd

L(s)T'G(s)TR(s) = blockdiag ((G1(s),...,G.(s)) + O ((s _ SO>kT+1> ’

ky < ko <o < Ky, limg g, skiGi(s) = @Q;on kddntyvd d; X d;-vakiomatriisi
jad; +dy+---d. =n.

Todistus: Kyseinen tulos on esitetty artikkelissa [32] pisteessé sy = oo ai-
doille rationaalimatriiseille ja seuraava tarkastelu seuraakin paépiirteissaan
artikkelin tarkastelua. Téassd kuitenkin tarkastelu tehdaan aarellisessa pis-
teessd s ja rationaalimatriisilla saa olla tarkasteltavassa pisteessa napoja.
Annettu rationaalimatriisi voidaan esittaé pisteen sy ympéristossa Lau-
rentin sarjana, jonka singulaariosa on &arellinen. Siis voidaan kirjoittaa

G(s) = (s —s0)"" A, + O ((s — so)k1+l) ,

missa Ag, on n X n-vakiomatriisi ja k; mahdollisesti negatiivinen kokonais-
luku. Oletetaan, ettd matriisin Ay, Jordanin kanoninen muoto on seuraavaa
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muotoa

T AT = l %1 8 ] : (5.10)

missé ()1 on matriisin Ag, nollasta eroaviin ominaisarvoihin liittyvisté Jorda-
nin blokeista muodostuva blokkidiagonaalimatriisi. Oletetaan siis matriisin
A; nollaominaisarvoihin liittyvan rakenteen olevan yksinkertainen. Matriisi

()1 on kaantyva vakiomatriisi.
Suoraan laskemalla voidaan todeta, etta
(5 — s0)" ™!
(S o 80)k1+1 ’
missi lim, ., (s —s0)* G1(s) = Q1, eli G1(s) on haluttua muotoa. Vasemman
alakulman blokin matriisi on nyt muotoa (s — so)***'B; + & ((s - so)k1+2).
Madritellaan C|s]-unimodulaarinen matriisi

(1) — ! )
L11 (3) - l _(S — 30)B1Q1_1 I ] ’

(s — so)™ "

(s —so)™ ) |
Huomataan, ettéd kyseinen unimodulaarisella matriisilla kertominen lisasi va-
semman alakulman blokin astetta yhdella, mikali B; ei satu olemaan nol-
lamatriisi. Nollamatriisin tapauksessa L;(s) = I ja vasemman alakulman

blokin johtavan termin aste on jo valmiiksi vahintdan k; 4+ 2. Nyt vasem-
man alakulman blokin matriisi on muotoa (s — s¢)*'*2By + & ((s — so)kl+3)

G1<S) %
— o

T7'G(s)Th = 6"((5 80>k1+1)

jolloin

Gl(S) %

Li(s)ThG(s)Th = ﬁ’((s 80>k1+2> o

Maaritelladan C[s]-unimodulaarinen matriisi

@/ I 0
Li(s) = —(s—50)*BoQy" T 1 '

Nyt voidaan laskemalla todeta, ettd matriisin Lgl)(s)TlG(s)Tl kertominen

vasemmalta matriisilla L(12)(s) pudottaa edelleen vasemman alakulman blo-
kin astetta yhdella. Valitaan jokin kokonaisluku k& > k;. On selvaa, etté jat-

kamalla vastaavasti voimme muodostaa C[s]-unimodulaarinen matriisit Lgi),
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1=1,...,k — k — 1, jotka kukin pudottavat vasemman alakulman blokin
astetta yhdella tai ovat identiteettimatriiseja. Merkitaan

Li(s) = L7 (s) - LV (9),

(s — s0) ™

(s —s0)" ) |
Vastaavasti ~ voidaan ~ muodostaa  C[s]-unimodulaariset  matriisit
Rgl)(s), . ,R,glzkl_l(s), jotka ovat muotoa

R(s) = [ ! Gl ] ,

jolloin

G1<S) 0

L) G) T = o((s-s0)") o

0 I

missé C;(s) on sopiva polynomimatriisi, ja joilla vasemmalta kertominen vé-
hentéa oikean yldkulman blokin astetta yhdella. Méaritellaan

Ri(s) = R{(s)--- RIFM7V(s).
Nyt siis

Li(s)T; G(s) T Ra(s) = [ Glo(s) o ((s _080>k1+1) ] +6((s—0)").

Matriisit L;(s) ja Ri(s) ovat C[s]-unimodulaaristen matriisien tulona myés
C[s]-unimodulaarisia.

Syntyneen matriisin oikean alakulman matriisi Ms(s) voidaan nyt kirjoit-
taa muodossa

My(s) = (s — 50)"? A, + O ((s = s0)*™") |

missd Ay, ei ole nollamatriisi. Voidaan olettaa, ettd k > ko, koska muussa
tapauksessa voidaan aloittaa alusta ja valita riittavan suuri luku k.

Edelleen oletetaan, ettd matriisilla Ay, on yksinkertainen nollarakenne,
eli

_ 0
Ty ATy = l %2 0 ] : (5.11)
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missa (2 on kadntyvéa Jordanin blokeista muodostuva vakiomatriisi. Matriisi
Ty voidaan olettaa olevan identiteetti matriisi sopivalla matriisin 7} valinnal-
la. Kuten edelld voidaan 16ytaa sellaiset matriisit Lo.(s) ja Ro.(s), ettéa

LM = | 7 O ey | £ (=)

ja lim, 4, (s — 80)" Go(s) = Q4 on kdantyvi vakiomatriisi. Madritelliéin

1 0 . 1 0
Ly(s) = [ 0 LQ*(S) ] ja Ry(s) = [ 0 R2*(8) ] )

jolloin laskemalla voidaan todeta, etta

Loy(s)L1(s)T7 PG (s) Ty Ry (s) Ra(s)
= blockdiag (Gl(s), Gay(s), 0 ((s - 80)k2+1>) +0 ((3 - so)k) .

Matriisit Lo(s) ja Ra(s) ovat C[s]-unimodulaarisia matriiseja.
Haluttu muoto saavutetaan jatkamalla edelld kuvatunlaisia askelia. Ylei-
sessa askeleessa tarkasteltava matriisi on muotoa

blockdiag (G1(s), ..., Gi(s), Mia(s)) + € ((s = s0)") .

Voidaan olettaa, ettd Myi(s) = (s — $0)"'Qp,yy + O ((s - so)k“l“) ja
k > kyiq. Jos olisi k < k;11, niin aloitettaisiin alusta ja ensimmaéisessa aske-
leessa valittaisiin suurempi kokonaisluku k. Jélleen oletetaan matriisin ;41
nollarakenteen yksinkertaisuus. On helppo todeta, etta alusta tarvitsee aloit-
taa vain dérellisen monta kertaa. Maaritelldan sellaiset C[s]-unimodulaariset
matriisit Ly .(s) ja Rir14(s), etta

Lt+1,*<3)G]wt+<l<<>9)Rt+l,*(5) 0
= [ t+01 Vi ((8 _ So)kt+1+1) ] +0 ((3 - So)k) )

missi limg s, (5—50)"+1 G4 1(s) = Qr41 on kiddintyvi vakiomatriisi. Asetetaan

8= | o) |2 B0 = o |
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Koska jokaisessa askeleessa tarkastelemme aina vain pienempéa oikean ala-
kulman blokkia, niin lopulta algoritmi paéttyy. Olkoon viimeinen mahdolli-
nen askel r. Méaritellaan

L(s) = L.(s)--- Li(s) ja R(s) = Ry(s)--- R.(s).
On loydetty sellaiset matriisit L(s), R(s) ja T = T}, etté
L(s)T*G(s)TR(s) = blockdiag (G1(s),...,G.(s)) + O ((s - so)k’“H) :

Madrittelyn perusteella lim, .4, (s —s0)*G;(s) = Q; on jokin kiiéintyvi d; x d;-
vakiomatriisi kaikilla i = 1,...,r ja ky < --- < k, ja L(s) ja R(s) ovat C[s]-
unimodulaarisia matriiseja C[s]-unimodulaaristen matriisien tulona. Oletus
det(G(s)) # 0 takaa, ettei kyseisen muodon blokkidiagonaalimatriisin lop-
puun tule nollablokkeja ja dy + ds + -+ - d, = n. O

Huomaa, ettd ylla mééritelty matriisi L(s) on alakolmiomatriisi, jonka
diagonaalilla on ykkosia sen maédrittelyn perusteella. Vastaavasti matriisi
R(s) on ylakolmiomatriisi, jonka diagonaalilla on ykkosid. Téméan vuoksi
on helppo todeta, ettd C[s]-unimodulaarisista matriiseista L(s) ja R(s) tulee
sijoituksella s = 1 C,,(s)-unimodulaarisia matriiseja.

Apulause 5.2.2. Olkoon G(s) sellainen  rationaalimatriisi, ettd
det(G(s)) # 0. Todistuksessa esiintyvien nollaominaisarvoihin litttyvien ra-
kenneoletusten wvallitessa, loytyy sellaiset C,.(s)-unimodulaariset matriisit
L(s) ja R(s) ja indeksijoukko {ki,...k.}, ettd

L(s)G(s)R(s) = blockdiag ((G1(s),...,G,(s)) + O- (sk) ,
ky > ko > -+ >k, lim, ., s"Gi(s) = Q; on kidntyvi d; x d;-vakiomatriisi
jadi+dy+---+d, =n.

Todistus: Saadaan apulauseen 5.2.1 todistuksesta tarkastelemalla matriisia
G (%) pisteessé sg = 0 ja huomaamalla, ettéd C[s]-unimodulaariset matriiseis-

ta L(s) ja R(s) saadaan C,,(s)-unimodulaariset matriisit L (%) ja R (%)D

Tassa vaiheessa huomautetaan, etta ylla kuvattu muunnos pisteessa sy €
Cs muuttaa Laurentin sarjan r ensimmaisté kerroinmatriisia muotoon

@1 0 0 * 0 0 * 0 0
o 00 --- 0 Q2 O 0O« 0 ---
O O O ? O 0 Q3 [P )t )

0o 00 --- |
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missé tdhdet edustavat mielivaltaisia matriiseja.

Lause 5.2.1. Lineaarisen systeemin juuriuraindeksit ja rakenneindeksit ovat
samat pisteessd sy € C, jos ja vain jos sen siirtofunktiomatriisi toteuttaa apu-
lauseessa 5.2.1 esitetyt ehdot. Vastaavasti juuriuraindeksit ja rakenneindeksit
pisteessd sg = oo ovat samat, jos ja vain jos apulauseessa 5.2.2 esiintyvdit
ehdot toteutuvat.

Todistus: Todistuksen idea on sama kuin artikkelissa [2]. Loppuosan perus-
telut, koskien saatavien juuriura- ja rakenneindeksien yhtenevyytté, poik-
keavat artikkelissa esitetysta. Tassé todistetaan lause vain aarellisen pisteen
tapauksessa, koska darettomén pisteen tapauksessa todistus on samanlainen.

Olkoon G(s) annetun lineaarisen systeemin n X n-siirtofunktiomatriisi.
Oletetaan aluksi, ettd matriisi toteuttaa apulauseessa 5.2.1 esitetyt ehdot
pisteessa sg. Talloin voidaan kirjoittaa

Q(s) := L(s)T~'G(s)TR(s)
= Z;:l(s - So)klbIOdeiag( oy K Qi, 0, N ,O ) + 0 ((S - SO)kT—H) )

i—1 kpl

missa ky < ko < --- < k, ja matriisit ); ovat kdantyvia d; x d;-matriiseja,
sekda dy +dy +---+d, = n.

Huomataan, etta juuriura saadaan maarattya kayttdmalla rationaalimat-
riisia L™!(s)Q(s)R™*(s) rationaalimatriisin G(s) tilalla, sill&

det(gI — G(s)) = det(gl — L' (s)Q(s)R™'(s)).

Apulauseen 5.1.1 nojalla voidaan kirjoittaa
To(s, g) = det (97 = L7 ()Q(s)R(5)) = ¢" + > _(~1)dn-i(5)9" ",

missi d,,_;(s) on kaikkien matriisin L™!(s)Q(s)R™'(s) i x i-padminoreiden
summa. joten matriisin L™!(s)Q(s)R~'(s) padminorit madraavat Newtonin
alarajan.

Jos (N(s), D(s)) on jokin matriisin L™'(s)Q(s)R™!(s) vasemmalta jao-
ton hajotelma, niin yhtalon (5.8) nojalla yhtélosta det(gD(s) — N(s)) = 0
saatava Newtonin alarajan muoto saadaan maarattyd yhtalosta det(gl —
L7'(s)Q(s)R™!(s)) = 0 Laurentin sarjojen johtavia termeja kéyttien. Koska
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vain alarajan muodolla on merkitystd, niin jatkamme matriisin
L71(s)Q(s)R™!(s) padaminoreita tutkimalla.

Matriisin L™ (s)Q(s)R™!(s) mxm-paaminorit ovat Binet-Cauchy lauseen
B.1 nojalla muotoa

L7 (8)Q(s) R ()] = ;; L7 ()1 Qs) [Tl B (5) e

Tarkastellaan m x m-minoria [Q(s)[[y, joka saadaan valitsemalla rivit
ly,..., 1, jasarakkeet cq, ..., c,. Merkitdan dy = 0. Tarkastelemalla matrii-
sin @(s) rakennetta on helppo todeta, etté jos d; < [, < d;41, niin kyseisen
rivin alkiot ovat kaikki muotoa c(s — sg)*+t + & ((s - so)k”l), missi ¢ on
mahdollisesti nolla. Olkoon m = dy +ds + -+ -+ d, + 1o, misséd 0 < rg < d,y1.
Koska k; < k11, niin on selvid, ettd minorin [Q(s)[[} johtavan termin aste
on vahintaan dyky +doko + - - - +d, k. + rok, 1 Matriisien L™1(s) ja R71(s) al-
kiot ovat O ((s — 30)0), joten | L~ (s)[1% ja |[R™*(s)[i, ovat O ((s — 30)0>. Siis
huomataan, etté |L71(S)Q(S)R71(S) ;r}r on O ((8 o So)dlkl—O—Clzkz—i—-..—i—d,gk,g—&-roktﬂ)7
kunm=dy +dy +---+d; + ro.

Osoitetaan, etta pisteet (diky + daoko + - - + diky, m — d) ovat Newtonin
alarajalla, jolloin edelld olevan tarkastelun nojalla kaikki Newtonin alarajan
mahdolliset kokonaislukupisteet ovat

(dyky + doko + - - - + dyp ki + Tokiy1,m — m),

kinm=d;+d; +---+d; +ro.

Merkitaan m = dy+ds+- - -+d;, missa t < r. Tarkastellaan tapausta, jossa
l=k=r=(1,2,...,m). Koska L7!(s) on ala- ja R™!(s) yliakolmiomatriisi,
jonka diagonaalilla on ykkosia, niin

L () = [R (s)fi, = 1,
eli
IL7 () 1Q() i R () her = 1Q(5) |-

Matriisin ((s) alimatriisi, joka saadaan kun valitaan d ensimmaéista rivia ja
saraketta on muotoa

bockiag (s — 0@ + 0 ((s = ) 4 = 1ot} 5 0 (s o).

Koska matriisit Q;, ¢ = 1,...,t, ovat kdantyvid matriiseja, niin valttamétta
tamaéan alimatriisin determinantti on muotoa

dik1+dako4-+drkr+1
(s — So)d1k1+d2kz+ +drkrcr +0 ((S — 5)® 1+doko+-+drkr+ )
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Koska lisdksi on osoitettu, ettd kaikkien m X m-minoreiden summa on
O ((s — 30)d1k1+d2k2+'"+d”kr), niin piste (d1ky + dokoy + - -+ + d.k,,n — m) on
Newtonin alarajalla.

Saadaan juuriuraindekseiksi

[N O SRS U R
—_————
dy kappaletta ds kappaletta dy kappaletta

Koska matriisit L(s)T~' ja TR(s) ovat kidntyvid, kun s = sg, niin lauseen
3.1.4 nojalla matriisien G(s) ja Q(s) rakenneindeksit ovat samat. Y14 on
todettu, ettd matriisin Q(s) m x m-minoreiden Laurentin sarjojen johtavien
termien asteet ovat vahintdan diky + dokg + - - - + diky + 1okiy1, kun m =
dy +ds + -+ + dy + 9. Matriisin Q)(s) rakenteen perusteella on selvai, etté
loytyy sellainen m x m-minori, jolla johtavan termin aste on tasmalleen d; k1 +
doky + - -+ 4 diky 4+ rokiy 1. Lauseen 3.1.2 nojalla rakenneindeksit ovat samat
kuin juuriuraindeksit.

Oletetaan seuraavaksi, etta apulauseen 5.2.1 nollaominaisarvoihin liittyva
oletus ei ole voimassa. Télloin apulauseen todistusta vastaavalla tarkastelulla
osoitetaan, ettd annettu rationaalimatriisi G(s) voidaan saattaa muunnok-
silla L(s) ja R(s), sekd similaarisuusmuunnoksella 7" muotoon

L(s)T~'G(s)TR(s) = blockdiag (G1(s), ..., G,(s), (s — 50)"J) = Qu(s).

missd Gy(s) = (s — so)ki + O ((3 - so)ki+1), ki < ko < -+ < k,, matriisit
Q; ovat kdantyvia ja matriisi J muodostuu tarkastelun viimeisessé vaiheessa,
jossa nollarakenne ei ole enééa yksinkertainen, syntyvista ominaisarvoon nolla
liittyvista Jordanin blokeista. Siis J on muotoa

010 -~ 0 0]
00 %« --- 00
J= o o
0O 00 --- 0 =
(000 -~~~ 0 0]

missa * on joko 1 tai 0. Kuten aiemminkin voidaan todeta, ettd kun m =
di+do+- - +di+r, missi | < rjal <ry < dj1, piste (dik1+doko+- - -+diki+
roki11,n — m) on Newtonin alarajalla ja siten ensimmaiset juuriuraindeksit
ovat

SRS T R U T
—_————
dy kappaletta ds kappaletta dy kappaletta
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Némaé ovat myos ensimmaiset rakenneindeksit.

Tarkastellaan funktion I'y(s, g) termin g~ (d1Fd2++drth) kerrointa. Mer-
kitdan d = dy + dy + - -+ + d,, jolloin kerroin on kaikkien matriisin G(s) =
L7 (s)Qo(s)R™!(s) (d+ h) x (d+ h) padminoreiden summa. Ottamalla huo-
mioon matriisin QQg(s) rakenteen, on helppo huomata, etté sen nollasta eroa-
vien pdaminoreiden Laurentin sarjojen johtavien termien aste on vahintadn
diky + doks + - - - + d.k, + hk, 4+ 1. Téaten matriisin G(s) (d + h) x (d + h)-
paaminoreiden summan Laurentin sarjan johtavan termin aste on vahintain
diks + doks + - - - + d. k. + hk,. + 1. Newtonin alarajalle ei siis kuulu pistetta
(diky + doko + -+ - + dyky + kpym — dy + dy + -+ - + d,. + 1). Téten seuraava
juuriuraindeksi ei voi olla k..

Matriisin Qy(s) rakenteen nojalla on selvia, etta 16ytyy sellainen (d+1) x
(d+ 1)-minori, jonka Laurentin sarjan johtavan termin aste on dyks + daoks +
-+ +d,k, + k.. Toisaalta kaikkien (d+1) x (d+ 1)-minoreiden aste on véhin-
tadn sama, joten v{7™V(G(s)) = diks + doks + - - + dyk, + k. Kuten edelld
voidaan todeta, ettéd v\ (G(s)) = diks + daka + - - - +d,k,, joten lauseen 3.1.2
nojalla seuraava rakenneindeksi on k,.. Siis juuriuraindeksit ja rakenneindek-
sit eroavat toisistaan. 0

Edelld on kéasitelty vain tapausta, jossa ulostulotakaisinkytkennassa 5.1
on tehty valinta F' = [. Jos juuriuraindeksit ja paikallinen rakenne eivat ole
samat jossain pisteessd, niin aina voidaan valinnan F' = I sijasta tehdé va-
linta ' = K ja saada samat juuriuraindeksit ja rakenneindeksit. Artikkelissa
2] osoitetaan vield, ettd apulauseiden 5.2.1 ja 5.2.2 oletukset yksinkertaisesta
nollaominaisarvoon liittyvasta rakenteesta ovat voimassa lahes millé tahansa
kaantyvan matriisin K valinnalla. Siis mikéli det(G(s)) # 0 voidaan aina va-
lita sellainen kaantyva K, ettd juuriuraindeksit ulostulotakaisinkytkennélla

u=kK(r—uy)

antavat paikallisen rakenteen. Toisin sanottuna aste- ja juuriuraindeksit saa-
daan aina yhteneviksi kayttdmalla lahes mitd tahansa kaantyvaa esikom-
pensaattoria. Lauseen 4.1.6 nojalla esikompensaattori ei vaikuta systeemin
rakenneindekseihin ja siksi rakenneindeksit saadaan aina juuriuraindekseista
sopivaa esikompensaattoria kdyttaen.

Esimerkki 5.2.1. Jatketaan esimerkin 5.1.1 systeemin 3J; tarkastelua. Kayt-
taen esikompensaattoria
0 1
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saadaan systeemi Y3(A, BK, C'). Nyt siirtofunktio on

B | (s=1)2 0
G3(8) = Gl(S)K = 0 (S . 1)_1 .
Systeemien Y; ja Y3 rakenneindeksit pisteessia so = 1 ovat ¢1(1) = —2 ja
¢2(1) = —1. Pisteessé sy = oo rakenneindekseiksi saadaan ¢;(c0) = 1 ja

Systeemin X3 juuriura saadaan yhtéalosta

det(I +kG3(s) = (1+k(s—1) )1 +Ek(s—1)%) =0,

misté saadaan

s=1—Fk tai s=1+iVk|.

Kuvassa 5.6 on graafinen esitys systeemin Y3 juuriurasta.

1
N w

=

K
]

1
[N

U
N

T T T T T T T T T 1T T ¥

1
w

Kuva 5.6: Esimerkin 5.2.1 systeemin Y3 juuriura

Esimerkissa 5.1.4 lasketut systeemin ¥; juuriuraindeksit eroavat raken-
neindekseista pisteissd sop = 1 ja sg = 0o. On helppo todeta, etta systeemin
Y3 juuriuraindeksit pisteissia sy = 1 ovat sen rakenneindeksit. Esikompen-
saattoria K kéyttden siis saatiin systeemistd >; systeemi, jolla on samat
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rakenne- ja juuriuraindeksit. |

5.3 Ad#retonulotteisten systeemien juuriura

Juuriuraa voidaan tutkia samaan tapaan kuin edelld myos aaretonulotteisten
systeemien tapauksessa. Talloin juuriuran haaroja on déretén maéra. Artik-
kelissa [34] Pohjolainen késittelee yksinkertaista jakautunutta jarjestelméaé,
jonka karakteristinen yhtalo on analyyttinen resolventtijoukossaan. Artikke-
lissa [1] Byrnes, Gilliam ja He tutkivat myos jakautuneen jarjestelman juu-
riuraa, mutta tdssd tapauksessa systeemi on siso-systeemi ja siirtofunktio
kuuluu Callier-Desoer -luokkaan. Molemmissa artikkeleissa havaitaan, etta
aarettomyyteen suppenevien juuriuran haarojen kayttdytymisestd on hyvin
vaikeaa sanoa mitddn yleistd. Yleisesti ottaen tamé johtuu siita, ettd aa-
retonulotteisen systeemin siirtofunktio, vaikka olisikin Aérellisissé pisteissé
analyyttinen, ei ole analyyttinen aarettomyydessa, kuten aérellisulotteisen
systeemin siirtofunktio.

Seuraavaksi tarkastellaan viela ldhemmin artikkelin [34] tuloksia ja ddrel-
lisulotteisessa tapauksessa havaittua yhteytta siirtonollien ja juuriuraindek-
sien vélilld. Artikkelissa tarkastellaan jakautunutta jarjestelméd ¥ (A, B, C'),
jonka tila-avaruus X on ominaisvektoreiden {¢,} virittiméa kompleksinen
Hilbert-avaruus. Ominaisarvojen on oletettu olevan yksinkertaisia ja nega-
tiivisia reaalilukuja. Operaattori B € £ (CP, X)) maééritellaén lineaarisesti
riippumattomien vektoreiden b; € X avulla

B =[by,by, ..., by

Operaattori C' : D(C') — CP, missa D(A) C D(C) C X, oletetaan lineaa-
riseksi ja A-rajoitetuksi. A-rajoittuneisuuden maaritelma loytyy esimerkiksi
kirjasta [18, 5.190]. Operaattori C' méadritelldén tila-avaruuden X sisatulon
(-,-) ja lineaarisesti riippumattomien vektoreiden ¢; € D(A) avulla

(Az, Acy)
O (A:c,‘Acg>
(Ax,.Acp>
kaikilla # € D(A). Yhtélon 5.1 mukaisella takaisinkytkennilld saadaan sul-
jettu systeemi, jonka tilaoperaattori on A — kBC'. Artikkelissa [34, s.203]
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osoitetaan, ettd suljetun systeemin tilaoperaattorin ominaisarvot riippuvat
jatkuvasti muuttujasta k£ ja ne ominaisarvot A, jotka eivit kuulu operaatto-
rin A spektriin saadaan maarattya analyyttisesta funktiosta

1
det (k[ — (M — A)—lB> |
Siis juuriura voidaan tassakin tapauksessa méarittaa kayttaen yhtaloa
det (g1 — G(s)) = 0. (5.12)

Artikkelissa osoitetaan, etta A ¢ o(A) on juuriuran paatepiste, jos ja vain jos
det (G(X\)) = 0, kun oletus det (G(s)) # 0, s € p(A), on voimassa. Lauseen
4.2.1 antama diagonaalimatriisi on pisteen \ ympéristossa taytta astetta ja
on helppo todeta, etta aste putoaa pisteessa A.

Lause 4.2.1 antaa paikallisen rakenteen pisteessd A ¢ o(A). Liitteessd C
todetaan, ettd koska G(s) on analyyttinen pisteessi A ¢ o(A), niin yht&lol-
le 5.12 voidaan méaarittaa Newtonin alaraja ja sitd kautta juuriuraindeksit,
kuten méaritelmésséa 5.1.1 pisteessid A\. Huomaa, ettd apulause 5.2.1 voidaan
yleistda myos tahan tapaukseen ja edelleen lauseen 5.2.1 tulos antaa yhtey-
den maaritellyn paikallisen rakenteen ja juuriuraindeksien vélille.

Ylla on késitelty erdsté yksinkertaista daretonulotteista systeemié ja sen
juuriuran ja paikallisen rakenteen yhteytta. On osoitettu, etta lauseen 4.2.1
antaman paikallisen rakenteen ja juuriuran valilli on vastaava yhteys kuin
aarellisessa tapauksessa. Kasittely taytyy kuitenkin rajoittaa vain tiettyyn
osaan kompleksitasoa ja esimerkiksi aarettomyyteen hajaantuvista juuriuran
haaroista ei voida sanoa mitaan, silla darettomyydessa ei saada méaritel-
tya téssé tyossé esitellyin keinoin paikallista rakennetta tai juuriuraindekse-
ja. Tassa kasitellyn erikoistapauksen tulokset ovat todennakodisesti voimassa
myos yleisemmin niissa tapauksissa, joissa karakteristinen yhtélé on ana-
lyyttinen késiteltavissa pisteessa sy € Coo. Yleisemminkin, mikali lauseiden
4.2.1 4.2.2 avulla saadaan méariteltya paikallinen rakenne ja, kuten Callier-
Desoer -luokan systeemeilla, jaottomat hajotelmat ovat kaytossa, niin aarel-
lisulotteista tapausta vastaavassa tarkastelussa ei pitaisi olla ongelmia tietyn
pisteen ymparistossa. Téssa tyydytdan vain esittdméan nama ideat darelli-
sulotteisen teorian yleistamisesta adretonulotteiseen tapaukseen.
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Luku 6

Johtopaatokset ja
jatkotutkimus

Tassa tyossa kasiteltiin lineaarisen systeemin siirtonollia ja napoja eli siirto-
funktioiden nollia ja napoja. Yhdessa pisteessé tarkasteltuna siirtonollat ja
navat antavat paikallisen rakenteen, joka kertoo siirtofunktion kéyttaytymi-
sen lihestyttiessi kyseistd pistettd. Adrellisulotteisten systeemien siirtofunk-
tiot ovat rationaalimatriiseja ja niiden rakenne tunnetaan hyvin. Sen sijaan
aaretonulotteisten systeemien kohdalla tilanne on toinen. Tyoén tavoitteena
oli yleistda lineaarisen systeemin siirtofunktion nollien ja napojen késitteitéa
aaretonulotteisten systeemien tapaukseen.

Aluksi esiteltiin tarvittavia kasitteitd ja tyokaluja, kuten Smith-McMil-
lanin muoto. Kasitteet esiteltiin mahdollisimman yleisia algebrallisia raken-
teita kdyttden. Tama lahestymistapa osoittautui jarkevéaksi, koska yleisissé
renkaissa maaritellyt késitteet saatiin kayttoon kuhunkin tilanteeseen sopi-
vassa renkaassa.

Rationaalimatriisin darellisten ja dérettomien nollien ja napojen kasitteet
maédriteltiin kaytettaviksi myohemmin lineaaristen systeemien siirtonollien ja
napojen yhteydessa. Tam4 tehtiin kdyttden Smith-McMillanin muotoa. Aé-
rellisia nollia ja napoja méaariteltaessé tarvittavaksi Eukleideen alueeksi, jon-
ka suhteen Smith-McMillanin muoto otettiin, osoittautui polynomifunktioi-
den muodostama Eukleideen alue. Adrettémien nollien tapauksessa sopiva al-
gebrallinen rakenne oli aitojen rationaalifunktioiden muodostama Eukleideen
alue. Rationaalimatriisien nollien ja napojen késitteet osoittautuivat hyvin
samankaltaisiksi kuin rationaalifunktioiden nollien ja napojen késitteet. Esi-
merkiksi osoittajien ja nimittdjien késitteet yleistyvat rationaalifunktioilta
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rationaalimatriiseille.

Asrellisulotteisten lineaaristen systeemien siirtonollat ja navat saatiin
médriteltyd rationaalifunktioiden nollien ja napojen avulla. Ty0Ossé esitel-
tiin siirtonollien yhteys systeemimatriisiin seké tuloksia niiden invarianttiu-
desta erilaisten takaisinkytkentojen suhteen. Téman jalkeen esiteltiin Smith-
McMillanin muodon vastine tapauksessa, jossa matriisin alkiot voitiin esittaa
Laurentin sarjana, jonka singulaariosa on darellinen. Tatd muotoa kéyttaen
saatiin maariteltyd paikallinen rakenne joissakin aaretonulotteisissa tapauk-
sissa. Esimerkiksi Callier-Desoer -algebran jo aiemmin kirjallisuudessa méaé-
riteltyihin nolliin pystytéaan kyseisté rakennetta kéyttaen liittdméan asteet.
Havaittiin myos, etta kirjallisuudessa aiemmin esiintyvéd adretonulotteisten
systeemien darettomien nollien méadritelma, joka on luonteeltaan erilainen ja
voimassa rajoitetummassa tapauksessa, yhtyy tassé tyossa esiteltyyn maari-
telmadn. Téten tavoitteessa yleistaa siirtonollien ja napojen kasitetta onnis-
tuttiin ainakin osittain. Toisaalta selvittaméatta viela jéi, miten siirtonollien
ja napojen asteet saadaan maariteltyd systeemeille, joiden ohjaus- ja mit-
tausavaruudet ovat daretonulotteisia. Taméa on yksi mahdollinen jatkotutki-
muksen kohde. Viiveellisilla systeemeilld, joilla yleista nollarakennetta daret-
tomyydessé ei voida maarittad, voidaan maérittaéd tietylla tapaa suunnattu
nollarakenne. Tallaisen suunnatun nollarakenteen méaarittdminen ja kaytto-
kelpoisuuden tutkiminen eri yhteyksissé voisi olla toinen jatkotutkimuksen
kohde.

Maariteltyjen lineaaristen systeemien siirtonollien merkitysta systeemi-
teoriassa esiteltiin lyhyesti muutamalla esimerkilla ja Immosen ja Pohjolai-
sen tuoreen artikkelin [16] tulos koskien siso-systeemin regulointia kirjoitet-
tiin uusiksi kdyttaen adretonta rakennetta. Eréds tutkimuksen kohde jatkossa
voisi olla sen selvittdminen, tarjoaako tassd tyossa maéaritelty nollarakenne
tavan yleistaa aarellisulotteisten systeemien napoja ja nollia kayttavia tulok-
sia aaretonulotteisille systeemeille.

Tyossa esiteltiin myos juuriura, joka saadaan suljetun systeemin napojen
piirtdmana jalkend kompleksitasossa. Haarojen havaittiin alkavan systeemin
navoista ja paatyvan sen nolliin. Haarojen haarautumisen napojen ja nol-
lien lahelld havaittiin olevan suoraan yhteydessa aarelliseen ja aarettoméaan
rakenteeseen tiettyjen ehtojen vallitessa. Ty0ssa onnistuttiin esittamaan ky-
seinen aarellisilla systeemeilla tunnettu yhteys eraén yksinkertaisen aéreton-
ulotteisen systeemin tapauksessa. Jatkossa voitaisiin tutkia miten yleisesti
kyseinen yhteys on voimassa lineaarisilla systeemeilla.
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Liite A
Algebraa

Tassa liitteessa esitellaan tarvittavia algebran peruskasitteita ja lauseita.
Laskutoimituksesta + kaytetdan nimeéd yhteenlasku ja laskutoimituksesta
- taas kertolasku. Luvun tulokset 16ytyvét todistuksineen lahteesté [45].

A.1 Algebrallisia struktuureita

Maaritelma A.1.1 (Rengas). Olkoon R epdtyhji joukko ja + ja - sen las-
kutoimituksia. Kolmikko R = (R,+,-) on rengas jos seuraavat ehdot toteu-
tuvat:

(rl) (R,+) on Abelin ryhmd, eli
(@) 2+ (y+2)=(@+y)+2z Vr,y,z€ R
b) z+y=y+x Vr,yeR
() eR:2+0=2 VxR
(d) Ve R:3—zeR:x+(—x)=0
(r2) (R,-) on puoliryhmd, eli
(@) - (y-2)=(x-y)-z Va,y,z € R
(r3) Kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen, eli
(a) x-(y+z2)=z-y+x-z Vr,y,z € R
b) (x+y)-z2=z-2+y-z Vo,y,2z€ R
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Jatkossa laskutoimitukselle x - y kaytetaan lyhennemerkintad xy. Samoin
merkitdan lyhyemmin z + (—y) = = — y.

Maaritelma A.1.2. Rengas R on vaihdannainen, jos ab = ba katkilla a,b €
R. Renkaalla R on ykkdsalkio jos on olemassa sellainen alkio 1 € R, ettd
kaikilla x € R 1z = x1 = .

Maaritelma A.1.3 (Kokonaisalue). Olkoon x ja y renkaan R alkioita. Ren-
gas R on kokonaisalue, jos silld ei ole nollan tekijoita, eli

ry=0=x=0taiy =0.

Maaritelma A.1.4 (Yksikko). Olkoon R rengas, jolla on ykkdsalkio. Alkio
x € R on yksikko, jos loytyy sellainen alkio y € R, etta vy = yxr = 1.

Edellisessa maégritelmassa alkio y voidaan osoittaa helposti yksikasittei-
seksi ja sitd sanotaan kddnteisalkioksi ja merkitaan z~!

Maaritelma A.1.5 (Kunta). Vaihdannainen rengas F = (F,+,-), jolla on
ykkosalkio, on kunta jos se toteuttaa ehdot

(k1) F sisaltad vahintadan kaksi alkiota

okaisella alkiolla x € on olemassa kaanteisalkio x=* €
(k:2) Jok lla alkioll F\{O} { k Ik leF

Maaritelma A.1.6 (Ideaali). Vaihdannaisen renkaan R osajoukko I on ide-
aali, jos se toteuttaa ehdot

(11) I on additiivisen ryhmdn R aliryhmd, eli

(a) 0l
(b) Josz,yel, niinxtyel

(12) Josa €1 jax € R, niin za € L.

On helppo todeta, ettéd vaihdannaisessa renkaassa R joukko
I={ax : a € R},

misséd x on kiinted renkaan alkio, on ideaali. Seuraava maéritelméa on siis
mielekés.
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Maaritelma A.1.7 (Paaideaali). Olkoon R vaithdannainen rengas. Ideaalia
I ={ax : a € R}, missi x on kiinted, kutsutaan alkion x generoimaksi
padideaalikst.

Maaritelma A.1.8 (Padideaalialue). Vaihdannainen kokonaisalue R on
padideaalialue, jos sen jokainen ideaali on pddideaali.

Maaritelma A.1.9 (Jakaja, monikerta). Sanotaan, ettd alkio v # 0 on
alkion y jakaja, jos loytyy sellainen alkio z, ettd y = xz. Tdtd merkitadn
x|y. Alkion y sanotaan olevan alkion x monikerta.

Maaritelma A.1.10 (Eukleideen alue). Vaihdannainen kokonaisalue R on
Eukleideen alue, jos on olemassa astefunktio 0 : R\ {0} — Z,, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

(e1) Jokaisella x,y € R, y # 0, on olemassa sellainen q € R, ettd
ri=x—qy on 0 tai 6(r) < i(y).

(e2) Jos x|y, niin 0(x) < i(y).

Lause A.1.1. Jokainen Fukleideen alue on pddideaalialue.

Todistus: Katso [45, s.386].

Seuraavaksi méaritelladn alueeseen liittyva osamaarakunta. Tassé ei 0soi-
teta esiteltavaa relaatiota ekvivalenssirelaatioksi, eika yhteen ja kertolaskuja
hyvin méaéritellyiksi. Todistukset 16ytyvait lahteesta [45].

Olkoon M renkaan R sellainen osajoukko, etta

(a) 1e M
(b) Jos a,b € M, niin ab € M
(c) Josa€ M jaab=0,niin b=0.

Merkinnalla N tarkoitamme joukkoa, joka koostuu niista renkaan R alkiois-
ta, jotka toteuttavat ehdon (c).
Maaritelladn joukon R x M ekvivalenssirelaatio ~ kaavalla

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.
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Ekvivalenssiluokkien R x M/ ~ joukossa ekvivalenssiluokkaa, jonka edustaja
on (a,b), merkitaén §. Ekvivalenssiluokkien joukossa maéritelldan yhteenlas-
ku + kaavalla

a ¢ ad+bc
vy TdT
ja kertolasku - kaavalla
a ¢ ac
b d " bd

Maaritelma A.1.11 (Osaméaarakunta). Olkoon R kokonaisalue, jolloin N =
R\ {0}. Joukko R x N/ ~ on mddriteltyjen yhteen ja kertolaskun kanssa

kunta, jota kutsumme alueeseen liittyviksi osamdaarikunnaksi ja merkitsem-
me R.

Maaritelmd A.1.12 (Suurin yhteinen tekija). Olkoon X = {z1,...,x,}
joukko nolla-alkiosta eroavia vaithdannaisen, ykkosalkiollisen renkaan R al-
kioita. Alkio d on joukon X suurin yhteinen tekijda, jos seuraavat ehdot ovat
V0IMassa;

(s1) d|x; kaikillai=1,...,n

(s2) c|z; kaikilla i =1,...,n = c|d

Apulause A.1.1. Vaihdannaisessa ykkosalkiollisessa alueessa suurin yhtei-
nen tekiji on yksikdlli kertomista vaille yksikdsitteinen.

Todistus: Katso [45].

Maaritelma A.1.13. Vaihdannaisen ykkdsalkiollisen renkaan R alkiot x ja
y ovat keskendadn jaottomia, jos niiden suurin yhteinen tekiyja on yksikko.

Apulause A.1.2. Padideaalialueen R alkiot x ja y ovat keskenddn jaotto-
mat, jos ja vain jos loytyy sellaiset a,b € R, ettd

ar + by = 1.

Todistus: Katso [45].

Apulause A.1.3 (Redusoitu muoto). Pdadideaalialueen R osamdadrikunnan
R alkio % voidaan esittid redusoidussa muodossa g, missd f ja g ovat kes-

kenddn jaottomia.
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Todistus: Katso [45].

Maaritelma A.1.14 (Pienin yhteinen jaettava). Olkoon R ykkosalkiollinen
ja vaihdannainen rengas ja X = {wx1,...,x,} joukko nolla-alkiosta eroavia
renkaan R alkioita. Alkio d on joukon X pienin yhteinen jaettava, jos seu-
raavat ehdot ovat voimassa:

(pl) =z;|d kaikillai=1,....n

(p2) wmilc kaikillai=1,...,n = d|c

A.1.1 FEukleideen alue C[s]

Merkitaan kompleksikertoimisten polynomifunktioiden joukkoa Cls]. On
helppo osoittaa, ettd C[s] on vaihdannainen kokonaisalue normaalin pisteit-
téisen yhteen- ja kertolaskun suhteen. Osoitetaan, ettéa se on Eukleideen alue.

Merkitaén polynomin p(s) astetta deg(p(s)). Seuraavaksi osoitetaan, et-
ta deg(-) on mééritelmén A.1.10 mukainen astefunktio, jolloin siis Cls| on
Eukleideen alue.

Valitaan z(s),y(s) € C[s]. Oletetaan lisiksi, ettd y(s) # 0. Osoitetaan,
ettd loytyy sellainen ¢(s) € Cls], etta r(s) = z(s) — q(s)y(s) = 0 tai
deg(r(5)) < deg(y(s)).

Jos z(s) = 0 tai deg(z(s)) < deg(y(s)), niin voidaan valita ¢(s) = 0.
Oletetaan, ettd deg(z(s)) > deg(y(s)) > 0. Kirjoitetaan

2(8) = 28" + 218"+ -+ 115 + 0

ja
y(S) - ymsm + ym_lSm_l + -4 y1s + Yo,

missa siis n > m ja x, # 0 # y,. Asetetaan ng = n, x(s) = ro(s) ja valitaan
@ (s) = y=s"™, jolloin

Q(s)y(s) = 28" + i)y s" T e
ja
ri(s) = ro(s) — qi(s)y(s)
= 28" + Ty 8" g — 2,87 — cgl )13 e S)ms”_m

=dWVsm 4+ d) st d s+ dY

87



missd ny < ng. Jos nyt deg(ri(s)) < deg(y(s)), niin ¢(s) = ¢1(s) on sopiva
(1)
valinta. Muuten deg(r;(s)) > deg(y(s)), jolloin valitaan ¢a(s) = dny gny—m ja

saadaan Um
QQ(5>y(5) = dgl)snl —+ 07221)_187nfl 4.+ Cgli)_msnlfm
ja
ro(s) = ri(s) — q2(s)y(s)
= 2(s) — (qu(s) + q2(5))y(s)

missé ny < ny. Jos deg(ra(s)) = ny < deg(pa(s)), niin ¢(s) = ¢1(s) + g2(s) on
sopiva valinta. Muuten jatketaan kuten edella. Yleisessa askeleessa tehdéan

(k—1)
Mk 1

siis valinta gx(s) = yTS”k—l_m. Koska jokaisella askeleella jadnnostermin
rr(s) aste putoaa vahintddn yhdelld, niin jollain ¢t < n + 1 r(s) = 0 tai
deg(r(s)) < deg(y(s)). Taten sopiva valinta on q(s) = q:(s) + ¢-1(s) +- -+
¢1(s). Taten maaritelmén A.1.10 ehto (el) on voimassa.

Selvasti, jos z(s)|y(s), eli y(s) = z(s)p(s), niin deg(x(s)) < deg(y(s)),
joten madritelmén A.1.10 ehto (e2) on my6s voimassa ja C[s] on Eukleideen
alue.

A.1.2 Eukleideen alue C,(s)

Merkitéén kaikkien kompleksikertoimisten rationaalifunktioiden joukkoa C(s)
ja aitojen kompleksikertoimisten aitojen rationaalifunktioiden joukkoa C,, (s).

Joukko C,,(s) on helppo osoittaa vaihdannaiseksi alueeksi, kun yhteen- ja
kertolasku maéritelladn normaalisti pisteittain. Seuraavaksi osoitetaan, etté
madritelméssa 3.2.1 annettu oco-valuaatio on renkaassa C,,.(s) méaaritelman
A.1.10 mukainen astefunktio. Huomaa, ettd koska kasiteltdvat rationaali-
funktiot ovat aitoja, niin niiden oo-valuaation arvo on aina ei-negatiivinen.

Olkoon z(s),y(s) € C,.(s). Merkitdan z(s) = Zz—gss)) ja y(s) = Zzg)) On
helppo todeta, etta

Ooo (2 (8)y(8)) = 000 (2(8)) + doo(u(s)),

joten jos z(s)|y(s), eli y(s) = z(s)v(s), niin



Siis ehto (e2) on voimassa. Osoitetaan, ettd myos ehto (el) on voimassa.
Oletetaan, ettd y(s) Z 0. Jos x(s) = 0 tai doo(2(s)) < doo(y(s)), niin télldin
voidaan valita ¢(s) = 0.

Oletetaan, ettd 0 (x(s)) > do(y(s)), jolloin

S ("58) 5 (%(5) , dy(8)> = 0o (z(s)) — doo(y(s)) > 0.

Siis voidaan valita ¢(s) = % € C,,(s), jolloin

2(s) — y(s)qls) = 0.

Téten siis ehto (el) on myo6s voimassa.
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Liite B

Lineaarialgebraa

Tassa liitteessé esitelldan ilman tarkempaa todistusta joitakin tarvittavia li-
neaarialgebran tuloksia. Lukijalla oletetaan olevan perustietdamys lineaarial-
gebrasta. Tarvittavat tiedot 10ytyvét esimerkiksi kirjasta [35].

Olkoon A ja D neliomatriiseja ja B ja C sopivan dimensioisia matriiseja.
Jos A on kédantyva, niin suoraan laskemalla voidaan todeta, etta

AB] [ I 0]
C D| | CA T

ja jos D on kadntyva, niin

C D 0 1

A 0 ] l[ A—lB] (B.1)

0 D-CA'B||0 I

A B]:[I BD ! |

[ A—BD'C 0 I 0
0 D] [ch’ 1] (B-2)

Apulause B.1 (Binet-Cauchy -kaava). Olkoon A nxm- ja B m x p-matriisi

ja 1 <r <min(n,m,p). Nyt

[ABle =D [ALIBlie;

1

missd summa otetaan yli kaikkien mahdollisten monikkojen 1= (Iy,...,1;).

Todistus: Katso [37, s. 5, lause 1.3].
Jordanin blokeiksi kutsutaan neliomatriiseja, jotka ovat muotoa

01 0 - 0
00 1 - 0
00 0 0 1
(00 0 0 0]
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Apulause B.2 (Jordan). Olkoon A kompleksinen n x n-matriisi. Loytyy
sellainen kdadntyvd matriisi S, ettd

A = Sblockdiag (J,, (a1), .. ., Jn, (a,)) S,
maissd Jordanin blokkien koot toteuttavat ny + -+ -+ n, = n.

Todistus: Katso [14, s. 126, Lause 3.1.11].
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Liite C
Newtonin diagrammi ja alaraja

Téssa liitteessa kdydaan 1api lahteesta [13, s. 105-109] 16ytyva Newtonin dia-
grammin esittely. Késitelladn kahden muuttujan yhtéaloa

nom

F(s,g9):=>>" aijs'g’ =0 (C.1)

i=0 j=0

joka voidaan esittad myos muodoissa

n

F(s,g) = Zpi(g)si =0 (C.2)
ja N
F(s,g) = Z_j q;(s)g’ =0, (C.3)

missa p;(g) ja ¢;(s) ovat polynomeja. Jatkossa huomataan, ettd Newtonin
diagrammimenetelméaa voidaan kayttad sopivin muutoksin myos tilanteessa,
jossa n = oo, eli funktiot g;(s) ovat analyyttisia funktioita. Ennen diagram-
min esittelya esitelladn tarvittava implisiittifunktiolause.

Lause C.1 (Implisiittifunktiolause). Olkoon kahden muuttujan funktio
F(z,w) holomorfinen pisteen (zy,wqy) ympdaristossa. Olkoon funktion sarjae-
sitys pisteen (zy, wq) tarpeeksi pienessa ymparistossa

[c e le o]

YD iz = z0) (w — wo ),

i=0 j=0
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missd agg = 0 ja agr # 0. Tdlloin loytyy sellainen yksikdsitteinen funktio
f(2), joka on holomorfinen sopivassa pisteen zy ympdristdssi |z — z| < p,
etti f(z9) = wo ja

F(z,f(2)) =0, kun |z — z| < p.

Todistus: Katso [12, 5.269, lause 9.4.4].

Tutkitaan yhtélod (C.1). Oletetaan, ettd kahden muuttujan polynomia
F(s,g) ei voida esittdd usean muuttujien s ja g polynomien tulona, silla
muutoin tarkastelu jakaantuu useaksi erilliseksi tarkasteluksi, joissa tehty
oletus on voimassa. Lisaksi oletetaan, etté p,(s) # 0.

Halutaan ratkaista yhtalostd muuttuja s muuttujan g suhteen. Ratkaisu-
ja on normaalisti n kappaletta, paitsi darellisessa maarassa kriittisia pistei-
ta. Erityisesti ollaan kiinnostuneita, mité tapahtuu kun g on pieni tai g on
mielivaltaisen suuri. Ratkaisut voidaan pisteen g = g ymparistossa esittaa
Puiseux-sarjoina. Newtonin diagrammi on graafinen apuvaline, jonka avul-
la voidaan maéaarittad Puiseux-sarjojen johtavien termien asteet. Newtonin
diagrammi yhtélolle C.1 piirretdan pisteessa s = sg seuraavasti:

1) Kirjoitetaan yhtalé (C.1) muodossa

F(s,g) = zﬂ: zm: cij(s — s0)'g’ = 0.

i=1j=1

2) Merkitaan zy-koordinaatistoon pisteet (7, j), joilla ¢;; # 0.

3) Newtonin diagrammi on pinta-alaltaan pienin mahdollinen konveksi po-
lygoni, joka sisaltaé kaikki merkityt pisteet.

Newtonin diagrammi pisteessa s, = oo saadaan tarkastelemalla algebrallis-
ta funktiota zma(%, g). Newtonin diagrammin alarajaa kutsutaan Newtonin
alarajaksi. Newtonin alaraja pisteessa sy piirrettyné antaa sellaisten Puiseux-
sarjojen johtavien termien asteet, jotka suppenevat kohti pistetta s, kun g
ldhestyy nollaa ja tai daretonté.

Seuraavaksi esitetadn, kuinka Newtonin diagrammista saadaan Puiseux-
sarjojen johtavien termien asteet. Tassa kasitelldan tarkemmin vain tapaus-
ta, jossa g lahestyy nollaa ja sy = 0. Oletetaan, ettd Newtonin diagrammin
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kéarkipisteet ovat (z;,v;), ¢ = 0,1,..., N ja ettd ne ovat luetellut vastapéi-
vaan kiertden. Lisaksi oletetaan, ettd o < min{x; : 1 < i < N} ja, etta
(xi,y:), 1 = 0,1,...,M < N ovat kaikki sellaiset pisteet, joilla z; < x;41
ja y; > yir1. Pisteet (z;,v;), ¢ = 0,1,..., M muodostavat siis sen Newtonin
alarajan osan, jonka méarittdvien janojen kulmakertoimet ovat negatiiviset.
Koska oletimme, ettd polynomia F(s,g) ei voida esittdd muuttujien s ja g
polynomien tulona, niin xy = 0 ja y); = 0. Jotta seuraava tarkastelu olisi
mielekas oletetaan, ettda M > 0. Kutsutaan jatkossa tatd Newtonin alara-
jan osaa alarajan vasemmaksi osaksi, seka 19 vasemman osan korkeudeksi ja
erotusta x); vasemman osan leveydeksi.

Pisteiden (z,yo) ja (z1,y1) kautta kulkeva suora kirjoitetaan muodossa

pr+qy=r,

missd p < yg ja ¢ < xpr ovat keskendan jaottomia. Késiteltavin janan paa-
tepiste (x1,y;) voidaan kirjoittaa nyt muodossa (p1q, Yo — p1p), missa pq on
kokonaisluku, joka on yhté pienempaé kuin tarkasteltavalla janalla olevien
kokonaislukupisteiden maéara.

Tehdéan sijoitukset

g=2" ja s=2z2%, (C4)
jolloin yhtélo (C.1) voidaan kirjoittaa muodossa
> a2 = 0. (C.5)
1,3
Koska kaikki merkatut Newtonin diagrammin pisteet ovat joko suoralla xp+

yq = r tai sen ylapuolella, niin yhtdlon (C.5) jakaminen termilla 2z antaa
yhtélon

H(z,w):= Y a2V + Y a2 =0, (C.6)
iptjq=r ip+jg>r

missd ensimméinen summassa on termit, jotka ovat suoralla zp + yqg = r
ja loput jalkimmaisessa summassa. Ensimmaéainen summa voidaan kirjoittaa

muodossa
wyoﬂtlppl (wp)7 (C7)

missé Pj(v) on astetta g1 < min {%, ‘“%q““} oleva polynomi ja P;(0) # 0.
Merkataan polynomin P;(v) juuria

A1y, Oy
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Oletetaan toistaiseksi, etté juuret ovat erillisid. Koska kahden muuttujan
polynomia F(s, g) ei voida esittédé usean muuttujien s ja g polynomien tulona,
niin 0 # 3,4 s 02707 = 2G1 (2, w), missé Gy (z, w) on muuttujien z ja
w polynomi. Yhtél6 (C.6) on nyt muotoa

Hi(z,w) = w? MPP(wP) + 2G1(z,w) = 0.

Nyt Hq(0,3;) = 0 kaikilla ¢ = 1,..., u1, kun §; on jokin polynomin P;(v)
juuren «; p. juuri. Lisaksi g%(o, B;) # 0. Implisiittifunktiolauseen C.1 nojalla
yhtélolld (C.6) on py erillista ratkaisua, jotka voidaan esittdé sarjana

wi(z) = B + Z bir2".
k=1
Siirtymalla takaisin alkuperéisiin muuttujiin saadaan
a > k
si(g) =g» | Bi+ D bugr |,
k=1

missa ¢ = 1, ..., pp. Siis saadaan pp syklid, joissa on p haaraa kussakin.
Luovutaan nyt oletuksesta, ettd polynomin Pj(v) juuret ovat erillisia ja
oletetaan, ettd ? on w kertainen juuri. Siis P;(v) voidaan kirjoittaa muodossa

Pi(v) = (v = 53°)Qo(v),
missd Qo(P) = b # 0. Sijoitus w = wy + § yhtéloon (C.6) antaa yhtélon
Hy(z,wy) := (w1 + 5)P — B°)" Qo (w1 + B)F) + tG1(t, w1 + o) = 0.

Huomataan helposti, etta

((wy + B)" = 5°)7 Qo (w1 + B)°) = wi Qs (wn),

missd 1(0) # 0. Tarkastellaan polynomin Hj(z,w;) Newtonin diagram-
mia. Sen alarajalla on edellisen perusteella piste (0,w). Tehdéaéan oletus, et-
ta G1(0,8) = ¢ # 0. Tall6in polynomin Hs(z,w;) Newtonin alarajan va-
semmanpuoleisen osan muodostaa ainoastaan yksi jana, jonka péaatepisteet
ovat (0,w) ja (1,0). Tehdaan sijoitusta (C.4) vastaava sijoitus polynomiin
Hy(z,w), joka téssé tapauksessa on

z=2Zs ja W= ZWs.
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Jakamalla tulos termilla s¥ saadaan
Hj (22, w9) == w5 Q1(20w2) + G1(25, B + zowsz) = 0.

Kun s = 0, niin saadaan

bws = —c # 0.

Implisiittifunktiolause takaa, etté 10ytyy sellainen analyyttinen funktio ws(s),
etta
H3(22, U)Q(ZQ)) =0
1
jossain pisteen s = 0 ymparistossi ja wq(z2) = (—%) “. Tama tarkoittaa, etta
saamme alkuperaisiin muuttujiin siirtymall& sarjakehitelméan

q > k.
si(g) = g» (ﬁz + Z bikW“) .
k=1

Jos G4(t, ) = 0, niin polynomin Hy(z,w;) vasemman puoleinen alaraja voi
muodostua useista janoista, joista jokainen taytyy tutkia erikseen samaan ta-
paan kuin aiemmin. Kun jatkamme ylld kuvailtua prosessia tarpeeksi kauan
saamme jossain vaiheessa vaiheen (C.7) mukaisen polynomin, jolla on erilliset
juuret, silla jokaisessa vaiheessa taman polynomin aste on aidosti pienempéa
kuin edellisessa.

Edella on kasitelty vain ensimmaista Newtonin alarajan janaa. Maéaritel-
laan kutakin M eri janaa kohti luvut p;, ¢; ja p;, kuten aiemmin ensimmaiselle
janalle. Edella esitellylla tavalla saamme jokaisesta alarajan vasemmanpuo-
leisen osan janasta Puiseux-sarjat, joiden johtavien termien asteet ovat ¢;/p;,
eli janan kulmakertoimen kaénteisluvun vastalukuja, ja jotka muodostavat
w; syklia, joissa on kussakin p; haaraa. Diagrammista ndhdaén suoraan, etta
M. jips = yo, joten niin saadaan kaikki mahdolliset haarat, jotka suppe-
nevat kohti nollaa, kun ¢ lahestyy nollaa.

Newtonin alarajan oikeanpuoleisella osa puolestaan antaa nollaa ldhes-
tyvien Puiseux-sarjojen johtavat termit, kun ¢ kasvaa rajatta. Téman voi
perustella tekemélld sijoituksen k& = 1 ja kertomalla termilla ¢™. T&lloin
Newtonin diagrammin vasen- ja oikeapuoli vaihtavat paikkaa.

Aiemmin on oletettu, ettd yhtalossd (C.1) n on darellinen luku. Y14 esi-
tetty tarkastelu voidaan tehda samalla tavalla myo6s siind tapauksessa, etta n
on aareton. Talloin ei voida puhua polygonista, mutta alaraja voidaan maari-
tella samaan tapaan kuin ylla. Ylla havaittiin, etta vain polygonin alarajalla
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on merkitysta tehdyn tarkastelun kannalta. Yhtélon (C.3) Newtonin alaraja
voidaan maarittédéd pisteessa sg aina, kun funktiot ¢;(s) ovat analyyttisia pis-
teessa sg ja ylla olevan perusteella voimme esittda muuttujan s muuttujan g
avulla Puiseux-sarjoina jossakin pisteen s, ymparistossa, kun g on tarpeeksi
pieni tai suuri.
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