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Tiivistelma

Tutkielman aiheena on Fourier-muunnoksen esittely. Tarkoituksena on eri-
tyisesti johdatella lukija Fourier-sarjan ja -muunnoksen késitteisiin. Fourier-
muunnosten teoria kuuluu yleisempéan Fourier-analyysin aihepiiriin. Fourier-
analyysin keskiossd on tulos, jonka mukaan tietyt ehdot tdyttavaa funktio-
ta voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti niin sanotun Fourier-sarjan
avulla.

Osoitamme, ettd 2m-jaksollisen funktion Lebesgue-nelidintegroituvuus ta-
kaa suppenevan Fourier-sarjakehitelmén olemassaolon. Tall6in funktion Fourier-
sarja on painotettu summa kompleksisia eksponenttifunktioita, jotka muo-
dostavat ortogonaalisen kannan Lebesgue-neliintegroituvien funktioiden ava-
ruudelle L2. Midrittelemme Fourier-muunnoksen myos ei-jaksolliselle funk-
tiolle f € L?. Lisiksi esittelemme lyhyesti diskreetin Fourier-muunnoksen.

Tutkielman tirkeimpien tulosten kannalta on erittiin keskeisti, etti L? on
Hilbertin avaruus. Esimerkiksi kompleksisten eksponentiaalifunktioiden jou-
kon ortogonaalisuus ei ole luontevasti madriteltavissa ilman Hilbertin ava-
ruuden kiasitettd. Todistamme my0s, ettd Fourier-muunnos on isomorfismi

avaruudelta L? avaruuteen L2.
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Johdanto

Fourier-sarjojen ja -muunnosten teorialla on monia sovelluksia useilla eri tek-
nisilld aloilla, kuten esimerkiksi digitaalisessa signaalinkésittelyssd. Teknis-
ten alojen peruskurssien oppikirjallisuudessa Fourier-muunnosta késitelldin-
kin usein ldhinna sovellusten nikokulmasta. Fourier-analyysin hy6dylliset
sovellukset kuitenkin perustuvat taustalla olevaan syvéllisempadn Hilbertin
avaruuksien teoriaan. Téssd tutkielmassa pyrimme tarkastelemaan Fourier-
muunnoksen mééirittelyd ja ominaisuuksia tavalla, jonka tarkoitus on syven-
taa sovellusldhtoistd ndakokulmaa.

Aluksi kiymme 14pi normi- ja sisdtuloavaruuksien yleisid ominaisuuksia.
Tamaén jalkeen esitimme méaritelmét funktion integroituvuudelle ja neligin-
tegroituvuudelle. Tutkielman aiheen kannalta on vilttimontd kiyttdd in-
tegroituvuuden madrittelemisessi Lebesgue-integroituvuuden kisitettd. Em-
me kuitenkaan tarkastele itse Lebesgue-integraalia tai Lebesgue-integroitu-
vuutta syvéllisemmin, vaan kisittelemme aihetta vain siltd osin kuin se on
valttamatonta tarvittavan kisitteiston méarittelemiseksi.

Luvussa 2 kisittelemme vektori- ja funktiojonojen suppenemista. Osoi-
tamme esimerkkien avulla, ettd ddretonulotteisten normiavaruuksien tutki-
minen eroaa olennaisesti darellisulotteisista tapauksista. Tamaén jalkeen maa-
rittelemme kaksi suppenemiskisitetta daretonulotteisessa normiavaruudessa,
jonka jélkeen esittelemme Hilbertin ja Banachin avaruuden késitteet. Seuraa-
vaksi todistamme joitakin hyddyllisid funktiojonojen suppenemista koskevia
lauseita. Sen jilkeen todistamme, etta rajoitetulla reaalilukuvélilla Lebesgue-
nelidintegroituvien funktioiden avaruus L?([a, b]) on Hilbertin avaruus.

Luvussa 3 todistamme aluksi, ettd kompleksisten eksponenttifunktioiden
joukko on tiydellinen avaruudessa L*(T), missd T on jokin 27-mittainen re-
aalilukuvili. Osoittautuu, etti timén tiydellisyysominaisuuden nojalla jokai-
nen funktio f € L*(T) on esitettéivissi niin sanotun Fourier-sarjakehitelmdin
avulla. Fourier-sarjan kertoimia nimitetddn lyhyemmin Fourier-kertoimiksi.
Yleistettyd Fourier sarjaa kisittelevin alaluvun yhteydessd osoitamme, ettéi
jokaista Lebesgue-nelidintegroituvaa funktiota kohti on olemassa suppeneva
jono, jonka termit saadaan tdméan funktion Fourier-kertoimista.

Luvussa 4 esitaimme Fourier-muunnoksen méaaritelman. Tassi yhteydes-



sd tuomme lyhyesti esille Fourier-muunnoksen olemassaoloa koskevaa proble-
matiikkaa. Ongelmat liittyvit ldhinnd muunnoksen maérittelevin integraalin
suppenemiseen. Tamaén jilkeen esittelemme Fourier-muunnoksen tiarkeimpié
ominaisuuksia. Osoitamme, ettd jokainen nelidintegroituva funktio on jonkin
nelidintegroituvan funktion Fourier-muunnos. Lopuksi esittelemme lyhyesti
Fourier-muunnoksen laskennallisten sovellusten kannalta térkedn diskreetin
Fourier-muunnoksen.

Lukijalta edellytetdén lineaarialgebran, analyysin ja kompleksilukujen pe-
rustietojen hallinta. Lebesgue-integraalin tunteminen on lukijalle eduksi, mut-
ta ei valttaméatontd. Koska Hilbertin avaruuden késite on tarkasteluissam-
me erityisen tirked, sivuaa tutkielma hieman myos funktionaalianalyysin ai-
hepiirid. Lineaarialgebraa voidaan pitdd oppina darellisulotteisista vektoria-
varuuksista sekd niiden vélisistd lineaarikuvauksista. Funktionaalianalyysin
katsotaan olevan erityisesti tiydellisten normi- ja sisituloavaruuksien omiai-
suuksia tutkiva matematiikan osa-alue, jonka piiriin kuuluvat myos dédreton-
ulotteiset avaruudet. Funktionaalianalyysin nakokulmasta daretonulotteisia
normi- ja sisdtuloavaruuksia voidaan nimittaa myos funktioavaruuksiksi. Em-
me kuitenkaan tissi tutkielmassa eksplisiittisesti kiyta tatd nimitysté, vaikka
tosiasiallisesti tulkitsemmekin dédretonulotteisen normi- tai sisdtuloavaruuden
alkioita funktioiksi.

Tutkielman péaildhteens on Lokenath Debnathin ja Pjotr Mikusinskin kir-
ja Introduction to Hilbert Spaces with Applications, jonka sisdltéd on pyritty
tarpeen mukaan soveltamaan tutkielman asiayhteyteen ja lahestymistapaan

sopivaksi.

1 Valmistelevia tarkasteluja

1.1 Normi- ja sisdtuloavaruuksista

Maaritelma 1.1. Olkoon V' vektoriavaruus yli kunnan C. Funktiota
IIlIl: V x V — R sanotaan normiksi, jos seuraavat ehdot péteviit jokaisel-

le u, v € V ja skalaarille ¢ € C:

(N1) |lul| =0 <= u=0



(N2) leul] = feflull
(N3) [+ f] < [ul] + [[].
Vektoriavaruutta, jossa on mééritelty normi, kutsutaan normiavaruudeksi.

Vektoreita u € V, joille ||Jul| = 1, sanotaan yksikkdvektoreiksi. Ehtoa (N3)

kutsutaan yleisesti kolmioepdyhtaldksi.

Maaritelma 1.2. Olkoon V vektoriavaruus yli kunnan C ja olkoot
x,y € V. Funktiota (z, y) : V x V — C sanotaan sisdtuloksi, jos seuraa-

vat ehdot pétevit jokaiselle u, v, w € V ja skalaarille ¢ € C:

(ST1) (u, u) >0

(ST2) (u,uy =0 <= u=0
(ST3) (u+v, wy = (u, wy + (v, w)
(ST4) (cu, v) = ¢ (u, v)

(ST5) (u, vy = (v, u)

Vektoriavaruutta, jossa on méiritelty sisdtulo, kutsutaan sisdtuloavaruudek-

St

Vektoriavaruuden kannalla tarkoitetaan vektoriavaruuden lineaarisesti riip-
pumatonta osajoukkoa, joka virittda vektoriavaruuden. Kannan alkioiden lu-
kumé&ardd kutsumme niiden virittdmén vektoriavaruuden dimensioksi. Mo-
nien vektoriavaruuden ominaisuuksien kannalta ratkaisevaa on se, onko kanta

darellinen vai dareton.

Maiaritelma 1.3. Olkoon V sisdtuloavaruus. Vektorit u ja v € V ovat

ortogonaaliset sisitulon (-, -) suhteen, jos
(u, v) = 0.

Vektorijoukkoa {@o,01,...} € V sanotaan ortonormaaliksi, jos sen alkiot

ovat keskenddn ortogonaalisia yksikkovektoreita.

Lineaarialgebran perusteista tiedetddn, ettd jokainen vektoriavaruuden
alkioista on ilmaistavissa yksikésitteisesti kannan vektoreiden lineaarikom-
binaationa. Adrellisulotteisessa tapauksessa meilli on kilytettivissimme seu-
raava tulos, joka ilmaisee yhteyden lineaarikombinaation ja avaruudessa maa-

ritellyn sisdtulon valilla.



Lause 1.1. Olkoon {¢y},_, sisituloavaruuden V ortonormaali kanta. Jos

n
v = E CrPk,
k=1

niin ¢, = (v, Yk).

Todistus. Koska {¢y},_, on ortonormaali,

0, kun ¢ # j,
<90i7 (lp]> =
1, kun i = 7.

Nyt ehtojen (ST3) ja (ST4) perusteella

(v, i) = <Z kP soz> = o lpn i) = alleil® =
k=1
0

Téssa tyossd olemme kiinnostuneita mahdollisuudesta laajentaa edellinen
tulos koskemaan myds ddretonulotteisia vektoriavaruuksia. Adretonulottei-
sessa tapauksessa on kuitenkin kiinnitettdvd huomiota lineaarikombinaation
maédrittelevin sarjan suppenemista koskeviin kysymyksiin. Naitd kysymyksia
tarkastelemme myohemmin. Téssd vaiheessa otamme esille esimerkin, jossa

madarittelemme sisdtulon daretonulotteisessa vektoriavaruudessa.

Esimerkki 1.1. Olkoon C(a,b) vililld [a,b] € R mairiteltyjen jatkuvien
kompleksiarvoisten funktioiden joukko. Nyt funktio

(.9 = [ st

méérittelee sisétulon joukossa C(a,b).
Jokainen sisdtuloavaruus on my6s normiavaruus, jossa normi méaaritelladn
[ull = v/ (u, u).

Helposti huomataan, ettd ehto (N1) seuraa ehdosta (ST2). Lisdksi huoma-

taan, ettd sisdtulon ominaisuuksien perusteella

|cul| = /{cu, cu) = \/ce (u, u) = |c|||ul],

joten myGs ehto (N2) on voimassa sisdtuloavaruudessa. Jéljelld on kolmio-

epayhtilon voimassaolo, jota varten todistamme ensin seuraavan Cauchyn-

Schwarzin epdayhtdalon.



Lause 1.2. Olkoon V' sisdtuloavaruus ja olkoot w,v € V. Tdlloin
[(u, v)| < [[ull[[v]]

Todistus (Ks. [2, s. 90]). Jos v = 0, véite seuraa suoraan. Oletetaan siis, etta

v # 0. Sisdtulon ominaisuuksien perusteella
(1.1)  0<{u+cv, u+cv) = {u, u) +¢{u, v) +c{v, u) + |c* (v, v).

Olkoon nyt ¢ = — (u, v) (v, v)~'. Tekemilli sijoitus ja kertomalla epéyhtild

puolittain sisitulolla (v, v) saadaan
0 < (u, u) (v, v) = [{u, V)" = [lul*[[o]|* — [{u, v)]*,
joten |(u, v)| < flulff[v]]. =
Lause 1.3. Olkoon V' sisdtuloavaruus ja olkoot w,v € V. Tdlloin
lu+ o] < fluf + o]
Todistus (Ks. |2, s. 91]). Kun ¢ = 1, saadaan lauseke (1.1) muotoon

|z +yll? = (x+y, x+y) = (x, x) + 2Re (z, y) + (y, y)
<Az, z) + 2[(z, y)| + (v, )
< lzll* + 2|z || ly]l + [ly]|* (Lauseen 1.2 nojalla)

|
([l + lylh)*.

]

Kolmioepayhtélossa yhtdsuuruus on voimassa silloin, kun vektorit x ja
y ovat ortogonaaliset. T&lloin saadaan Pythagoraan lauseen yleistys orto-

gonaaliselle vektorijoukolle.

Lause 1.4. Olkoon V sisdtuloavaruus ja olkoot x1,xs, ..., x, € V keskenddin

ortogonaalisia vektoreita. Silloin

n n
DIEAED A
k=1 k=1

Todistus. Viite seuraa induktiolla luvun n suhteen, ks. |2, s. 91]. O
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Seuraava esimerkki osoittaa, ettd daretonluotteisen sisdtuloavaruuden ta-

pauksessa on mielekdstd puhua my6s ortgonaalisista funktioista.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan sisdtuloavaruutta C(—m, 7). Olkoot

f(t) = sin(mt) ja g(t) = cos(nt), missd m,n € R. Huomataan, etta

(f, 9) = /Tr sin(mt) cos(nt)dt

—T

1 s
== / sin(mt + nt) — sin(mt — nt)dt

2 )z
1 [cos(m—n)t cos(m+n)t]™ 0
2 m—n m-4+n . -
kun m # n ja m # —n. Toisaalta jos m = n tai m = —n,

s 1 ™
/ sin(mt) cos(nt)dt = 5 / sin(mt + nt) — sin(mt — nt)dt

—T —T

[ . 1 [cos(2mt)]™
= 5 /_7r Sln(2mt)dt = —5 {T} B =0.

Funktiot f(t) = sin(mt) ja g(t) = cos(nt) ovat siis ortogonaalisia sisétulon

(-, -) suhteen.

Seuraavaksi otamme esimerkin muodossa esille tuloksen, joka osoittautuu

merkittiviksi tarkastelujemme myohemmassi vaiheessa.

Esimerkki 1.3 (vrt. |1, s. 108, Esim. 5.5|). Tarkastellaan véililld [—m, 7]
médriteltyjen jatkuvien kompleksiarvoisten funktioiden joukkoa C(—m, ).

Funktio ~
f. ) = / f(Dgdt

eikt

médrittelee sisdtulon joukossa C'(—m, ). Olkoon ¢ (t) = T k€ Z. Nyt
0,kun m #n

[ . . 1 (" .
(Gms Sn) = — / eimig-intgy = 17 ion-wrgy
2w —7 2T —7 1’ kun m =n

Funktiot {¢y(t)},c, ovat siis ortonormaaleja joukossa C(—m, ).

Esimerkin 1.3 kompleksisten eksponenttifunktioiden ortonormaali joukko
on tulevien tarkastelujen kannalta keskeinen. Merkitsemmekin téstd eteen-
pain

eikt

V2r

ou(t) = =, k€ L.



Maééritelmd 1.4. Olkoon {¢y},_, sisidtuloavaruuden V ortonormaali osa-
joukko, ja olkoon u € V. Vektorin w ortogonaaliprojektio joukon {¢g},_,
virittdmaédn aliavaruuteen on vektori

n

Po(u) =) (u, @r) ¢r.
k=1
Lause 1.5. Olkoon V sisdtuloavaruus yli kunnan C ja {¢y},_, sen ortonor-

maali osajoukko. Olkoon vield uw € V. Nyt

n

n
it erllu— Y el = llu =Y (u, o) oell = llu— Palw)]l-

k=1 k=1
Ortogonaaliprojektio P, (u) on siis paras mahdollinen approksimaatio ava-

ruuden alkiolle u siind mielessé, ettd se minimoi normin ||u — P, (u)||.

Todistus (ks. |1, s. 110]). Valitaan vektori u € V' ja merkitdin (u, ) = cx.
Nyt

lu — Z%Sﬁk||2 = <U - Z%@k, U — Z%Sﬁk>
k=1 k=1 k=1
= (u, u) — <u, Z’Yk:%> - <Z’Yk%0k> U> + <Z’Yk@0k> Z’Yk%ﬂk>
k=1 k=1 k=1 k=1

= (u, u) = > Ve (u, k) = Dk (pw W)+ DD W, (ons 25
k=1 k=1 k=1 j=1

n

= (u, u) — Z(chk + WCr) + Z ViV k
k=1 k=1

= [|ull* + Z(’Wﬁk — VrCk — WiCk + CkCTr) — Z!CMQ
k=1 k=1

n
> b — el = el
k=1

k=1

Tama saa pienimmaén arvonsa, kun v; = c. O

Lauseen 1.5 todistuksen perusteella huomaamme, etta

lu = Pa(w)|* = Jlull® = D I(u, @i}
k=1
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Selvisti siis

> = I Cu, i)l = 0.
k=1

Jéarjestimalld epdyhtdlon termit uudelleen ja antamalla n — oo saamme

seuraavan Besselin epdyhtalon.

Lause 1.6. Olkoon {oy},., sisituloavaruuden V ortonormaali osajoukko.

Nyt jokaiselle u € V

Z\ s i) * < .

Besselin epayhtdlon mukaan sarja

> I, on)l?

on siis ylhdélta rajoitettu. Sarja on myos positiiviterminen, joten se suppenee.

1.2 Integroituvuus ja nelidintegroituvuus

Olemme edelld todenneet, ettd jokainen sisdtuloavaruus on normiavaruus
ja ettd normi on madriteltivissa sisdtulon avulla. Esimerkin 1.1 perusteel-

la voimmekin kirjoittaa

=i = \/W = W = [ [l "

T#td normia kutsutaan L2-normiksi. Tissi vaiheessa mainitsemme yleistetyn

1= VT 77 = [ [0 "

kisitteen, mutta tulemme jatkossa tarkastelemaan tapausta p = 2, ellei toisin

LP-normin

mainita. Merkitsemme jatkossakin L?-normia ||-||2 ilman alaindeksi.

Koska sisdtulo on mééritelty funktion f integraalin avulla, herdé téssi vai-
heessa kysymys siitd, milloin tdmé integraali on olemassa. Kysymys on olen-
nainen myos jatkossa, joten esitimme tdmén integraalin olemassaoloon liitty-

vin madritelmén. Integroituvuudella tarkoitamme Lebesgue-integroituvuutta,



joka on Riemann-integroituvuutta yleisempi integroituvuuden késite. Tar-
koituksenamme on mahdollistaa Riemann-integroituvia funktioita laajem-
man funktiojoukon tarkasteleminen. Tamé& on tarpeellista, silli Lebesgue-
integraalilla on joitakin tarkastelujemme kannalta keskeisid ominaisuuksia,
joita Riemann-integraalilla ei ole. Lebesgue-integraalin ldhempi kisittely on

kuitenkin aihepiirimme ulkopuolella !.

Maaritelma 1.5. Funktio f on integroituva joukossa I, jos

/[]f(t)|dt < .

Edelleen funktio f on nelidintegroituva, jos |f|* on integroituva. Téssi in-
tegraalilla f] tarkoitetaan Lebesgue-integraalia joukon [ yli. Merkitsemme
kaikkien joukossa I integroituvien funktioiden joukkoa L'(I). Nelidintegroi-

tuvien funktioiden joukkoa merkitsemme vastaavasti L?(I).

Voidaan osoittaa, ettd jokainen Riemann-integroituva funktio on myos
Lebesgue-integroituva ja ettd integraalit ovat t&lloin samat (ks. [2, s. 64]).

Merkinnélld [ f tarkoitamme integraalia reaalilukujen joukon yli.

Esimerkki 1.4 (ks. [2, s. 86, teht. 35]). Olkoot I = [0,1] ja f = 1/+/t. Nyt

integraali
1
| iropa= [
0,1] 01t

hajaantuu. Siispa f ¢ L*(I). Kuitenkin f € L'(T), silld

/[071}|f(t)|dt:/[071] %dt: [Qﬂ—t]; _9

Esimerkki 1.5 (ks. [2, s. 86, teht. 37]). Olkoon f, ¢ € L*([a,b]), missi
a,b € R. Cauchyn-Schwarzin epiyhtdlon nojalla

g(Dldt = {1, )| < = 2d 2dt.
/[a?b}\f(t)g(t)! t=1[(f, ol < [l f1gll \//[a’b]\f(tﬂ t\//[a?b}\g(t)] t

Olkoon ¢(t) = 1 kaikilla t € [a, b]. Nyt

/ )t < / FB)PdVE—a < oo,
[a,b] [a,b]

joten f € L'([a,b]). Siis jos f € L*([a,b]), niin f € L'([a,b]).

ILis#s Lebesgue-integraalista, ks. esim. |2, s. 37].
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Seuraavaksi médrittelemme nollafunktion (engl. null function) ja nolla-
joukon (engl. null set) (vrt. |2, s. 52 ja s. 54|).

Maaritelma 1.6. Funktiota f sanotaan nollafunktioksi, jos f on integroituva

Jinn=o.

Maaritelma 1.7. Joukkoa I C R sanotaan nollajoukoksi tai nollamittaisek-

ja

st, jos sen karakteristinen funktio

1, kunz el
0, kunz ¢l

xi(z) =

on nollafunktio. Tyhja joukko ja kaikki numeroituvat joukot ovat esimerk-
keja nollajoukoista. Jos funktiolla f on jokin ominaisuus kaikkialla muualla
paitsi nollajoukossa, sanotaan timéin ominaisuuden olevan voimassa melkein

kaikkialla, jonka kirjoitame lyhyemmin m.k.

Esimerkki 1.6. Rationaalilukujen karakteristinen funktio vélilla [0, 1]

1, kinze@Q

Xanjo,1)(z) =
0, kunzx ¢Q

on nollafunktio ja joukko QN [0, 1] on nollamittainen joukko.

Lebesgue-integraaliin ja mittateoriaan tutustunut lukija saattaa huoma-
ta, ettd edelld esitetty nollamittaisuuden méaaritelmén esitysmuoto poikkeaa
tavanomaisesta. Tarkoituksenamme onkin mééritelld nollamittaisuuden ké-
site ilman, ettd Lebesgue-integraalin ja mittateorian syvéllisempi késittely
tulee tarpeelliseksi.

Tarkastelujemme ulottaminen Riemann-integroituvia funktioita laajem-
paan luokkaan tekee kuitenkin tarpeelliseksi seuraavan tdsmennyksen. Esi-
merkissd 1.1 oletimme funktion f jatkuvaksi. Toisaalta olemme mééritelleet
normin Lebesguen mielesséd integroituville ja nelidintegroituville funktioille,

jotka eivat valttamatta ole jatkuvia. Esimerkiksi funktion

1, kun t = 0,
g [_171]_){071}7 f(t):

0, muulloin

10



normi on nolla, vaikka funktio f ei olekaan identtisesti nolla, kuten méaritel-
mén 1.2 kohta (S72) néyttéisi edellyttivin. Ongelma on kuitenkin ratkais-

tavissa, silli voimme tarkastella funktioita f € L'(R) ekvivalenssirelaation

fNQ@{geLl(R): /!f—g\zo}

madrddmind ekvivalenssiluokkina. Téllainen konstruktio on tarpeen, jotta
Lebesgue-integraalin avulla méérittelemdmme normi todella on normi (ks.
[2, s. 52| ja [1, s. 115]). Kuitenkin kdytdnnossi integroituvan tai nelidin-
tegroituvan funktion normia voidaan jatkossa tarkastella tavalliseen tapaan
ilman, ettd tulkitsemme funktioita ekvivalenssiluokiksi.

Kutsumme funktioita f ja ¢ ekvivalenteiksi, jos f — g on nollafunktio.
Keskendin ekvivalentit funktiot ovat samaistettavissa kiytdssa olevan nor-
min suhteen. Jos funktiot f ja g ovat ekvivalentit, voimme mééaritelmén 1.7

perusteella merkitd f = g m.k.

2 Vektori- ja funktiojonojen suppenemisesta

2.1 Taydellisyys ja suppeneminen

Sekd reaali- ettd kompleksilukujen kunnissa tiydellisyys on téirked ominai-
suus. Kysymys téaydellisyydestd ja Cauchyn jonojen suppenemisesta on olen-
nainen myos vektoriavaruudessa. Suppeneminen vektoriavaruudessa on luon-
tevasti madriteltivissa normin avulla. Voidaan osoittaa, ettd dérellisulottei-
nen vektoriavaruus on tiydellinen minkd tahansa normin suhteen. On kui-
tenkin olemassa daretonulotteisia normiavaruuksia, jotka eivit ole taydelli-
sid. Tadmén osoitamme myOhemmin esimerkin avulla. Myo6s ddretonulottei-
sen normiavaruuden tapauksessa tiydellisyys normin suhteen maéaritelldan

Cauchyn jonojen suppenemisen avulla. (Ks. [3, s. 274]).

Maaritelma 2.1. Olkoon ||| sisétuloavaruudessa V' maédaritelty normi.
Vektorijono {¢x} on Cauchyn jono normin ||-|| suhteen, jos jokaiselle € > 0

on olemassa positiivinen kokonaisluku N, siten, etta
m,n > N. = ||om — onl| < e

11



Maiéritelmé 2.2. Olkoon |[|-|| sisdtuloavaruudessa V' mééritelty normi. Vek-
torijono {p} suppenee kohti vektoria ¢ € V normin |-|| suhteen,
jos ||¢x — ¢l — 0, kun k — oo. Avaruus on tdydellinen, jos avaruuden jo-

kainen Cauchyn jono suppenee.

Samoin kuin reaali- ja kompleksiluvuilla, my6s normiavaruudessa maari-
telty sarja suppenee, jos sen osasummien jono suppenee.
Jatkossa tulemme tarvitsemaan suppenemisen normin suhteen lisiksi myos

toista suppenemiskasitetta.

Miéritelmi 2.3. Olkoon funktiojono {f,} € L'(R). Sanomme, etti jono
{f.} suppenee melkein kaikkialla kohti funktioita f € L'(R), jos
fn(z) — f(x) kaikkialla paitsi nollamittaisessa joukossa. Tllin merkitsem-

me f, — f m.k.

Olemme edelld todenneet, ettd on olemassa daretonulotteisia normiava-
ruuksia, joissa Cauchyn jonot eivit vilttaméatta suppene. Seuraava esimerkki

osoittaa, ettd niin todellakin on.

Esimerkki 2.1 (ks. |3, s. 274]). Tarkastellaan vélilla [0, 1] méériteltyjen jat-
kuvien reaalisten funktioiden joukkoa C'(0,1). Joukko C'(0,1) on vektoriava-

ruus, jossa on médritelty L'-normi

17 = / £ (t)]dt.

Olkoon {f;} funktiojono

0, kunOﬁtS%—%,
Aill) = 5 (1= 1+ 1) dam 3 -

<t<

D=
+
==

[S1E
e

1, kun%+%§t§1.
Olkoon m > n. Silloin kaikille ¢ € [0, 1] piitee
| (1) = fa@)] < |fin@®)] + 1 fa(®)] < 2.
Valitaan ¢ > 0. Olkoon N, sellainen luku, etti NL < i. Kun m > n > N,
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niin = <

S |-

<+ < £ Nyt

NI

L
N,

3=

Hmw—nwmzﬁumw<MMﬁ

=/““me<wmws/“+5ﬁzﬁ<a

S|=

~—

1
n

3

1_1 1
2 n 2

joten jono {fx} on Cauchyn jono. Kuitenkin jono suppenee kohti funktiota

=
@)
IN
~
AN

N[

ft) =

— o=
~

I
[

1

DO [—
A
~
IA

Y

joka ei ole jatkuva. Paattelemme, ettd C'(0,1) ei ole taydellinen.

Aireténulotteisten normiavaruuksien tarkasteleminen aiheuttaa myos mui-
ta hankaluuksia aérellisulotteiseen tapaukseen verrattuna. Voidaan nimittain
osoittaa, ettad direllisulotteisessa tapauksessa kaikki normit ovat ekvivalent-
teja (ks. esim. [3, s.272]). Toisin sanoen ne méaérittelevit saman suppenemis-
kisitteen. Adretonulotteisessa normiavaruudessa tilanne ei ole niin yksinker-

tainen. Havainnollistamme tatd esimerkin avulla.

Esimerkki 2.2. Olkoon jono f(t) = k™ x{k,26), missd X2, on vélin [k, 2Kk]
karakteristinen funktio ja k& € N. Selviisti f, € LY(R) N L*R). Jono f

suppenee L2-normin suhteen, silli
1/2

pido= [ Mineora] =[5 [Ta] = 2

joten selvisti || fx]|l2 — 0, kun k& — oo. Kuitenkin || f¢||; - 0, silld

2k 1 2k
|mmzé|ﬁwszé =1,

Esimerkissi 2.1 osoitimme, ettd C(0,1) ei ole tiydellinen normin L' suh-
teen. Toisaalta olemme juuri todenneet, ettd daretonulotteisessa tapauksessa
kaikki normit eivit vélttaméttd ole ekvivalentteja. Avaruudessa C(0,1) on-

kin mahdollista méaritelld normi, jonka suhteen timéa avaruus on téiydellinen
(ks. [2, s. 22]).
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Maaritelma 2.4. Taydellistd normiavaruutta kutsutaan Banachin avaruu-

deksi. Taydellistad sisdtuloavaruutta kutsutaan Hilbertin avaruudeksi.
Lause 2.1. L'(R) on Banachin avaruus.
Todistus. Ks. |2, s. b8|. O

Seuraava mythempien tarkastelujemme kannalta erittdin keskeinen ava-

ruus on Hilbertin avaruus.

Maééritelm 2.5. Niiden kompleksilukujonojen {z,} -, joukkoa, joille pitee

[e.9]

Z|Z”|2 < 00,

n=1

kutsutaan [2-avaruudeks.

Avaruus [? on vektoriavaruus (ks. [2, s. 6]), jossa voidaan mééritelld sisi-

tulo -
<an7 bn> = Zana
n=0

Sisdtulon avulla voidaan méaritelld [2-normi

Izl = O _lzal®).
n=0

Lause 2.2. Avaruus I? on Hilbertin avaruus.

Todistus (ks. |2, s. 19]). Oletamme siis tunnetuksi, ettd [* on sisituloava-

ruus. On siis vield osoitettava, ettii {2 on myds tiydellinen. Olkoon jono
an ={an1,no,...}, n=12,...

Cauchyn jono avaruudessa [2. Silloin jokaiselle ¢ > 0 on olemassa luku M,
siten, ettd kun m,n > M.,

e}

(2.1) Z|am,k —anil? < e

k=1
Silloin kaikilla £ € N jono {a,x} on Cauchyn jono joukossa C, joten se

suppenee. Merkitdidn nyt
ap = lim apyjaa={a,}.
n—oo
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On siis osoitettava, ettd a € [? jaetti a = lim {«,}. Kohdan (2.1) perusteella
n—oo

jokaiselle luvulle ky pétee

k‘O k‘o
Z(|am,k| - |an,k|)2 < Z|am,k — Qnk *<e.
k=1 k=1

Kun m — oo ja ky — oo, saadaan

(2.2) > (o] = lans])* <e.

o]
k=

—_

Koska
o0
z:|ozn7;€|2 < 00,
k=1

seuraa kolmioepayhtilon perusteella

(Jar| = |one| + |onk])?

00
D ol =
= \

Mg | T[]¢

(o]
< (o] = lani)? + 4| D lomsl? < oo.
k=1

T
I

\

TAméi osoittaa, ettid a € [%. Koska epiyhtild (2.2) pitee mielivaltaiselle lu-

vulle €, on
o0
; _ 2 _
Tim | > (] = o) =0,
k=1
joten

a= lim {a,}.

n—oo

[]

Tarkastellessamme méaritelmiad 1.2 ja 1.3 huomaamme, ettd ortogonaa-
lisuus ei ole luontevasti maériteltdvissid Banachin avaruudessa. Koska orto-
gonaalisuuden késite on keskeinen Fourier-muunnosten teoriassa, on Hilber-
tin avaruuden kisite aiheemme kannalta vilttAmaton. Pian osoitamme, etti
L*([a,b]) on Hilbertin avaruus. Sitd ennen tarvitsemme kuitenkin joitakin

funktiojonojen suppenemista koskevia tuloksia.
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2.2 Konvergenssilauseita

Edelld olemme méiritelleet sekd suppenemisen normin suhteen ettd suppe-
nemisen melkein kaikkialla. Seuraava esimerkki osoittaa, ettd néitd kahta

suppenemiskisitetti ei voida samaistaa.

Esimerkki 2.3 (ks. |2, s. 56]). Olkoon

\/Lﬁ, kun x € [—n,n],

fn(x) =

0, muulloin.

Nyt f.(z) — 0 kaikilla z € R, joten f,, — 0 m.k. Toisaalta

Il = [ (@)l = 2¢/ — oo,

joten jono f,, ei suppene L'-normin suhteen.

Lause 2.3 kuitenkin ilmaisee yhteyden normin suhteen suppenemisen seka

melkein kaikkialla suppenevan osajonon olemassaolon vélilla.

Lause 2.3. Jos f, — [ normin suhteen, niin silloin on olemassa jonon { f,}

osajono { fp, }, jolle pitee f,, — f m.k.

Todistus. Ks. [2, s. 58|. O

Seuraavasta lauseesta kiytetddn yleisesti nimitystd monotonisen konver-
genssin lause eli MK-lause. Funktiojono on monotoninen, jos se on ei-kasvava

tai ei-vaheneva.

Lause 2.4. Olkoot f, € L'(R). Olkoon wvieli jono {f,} monotoninen ja
olkoon | [ f,| < M jollekin vakiolle M ja kaikille n € N. Silloin on olemassa
funktio f € LY(R), jolle f, — f normin suhteen ja f, — f m.k. Lisdksi
talloin | [ f| < M.

Todistus. Ks. [2, s. 59]. O

Lause 2.5 tunnetaan yleisesti Lebesguen dominoidun konvergenssin lau-
seena tai lyhyemmin pelkkdnd dominoidun konvergenssin lauseena eli DK-
lauseena. Lauseen mukaan jokainen integroituvien funktioiden jono, jota ra-
joittaa ylhdilta integroituva funktio, suppenee normin suhteen kohti integroi-

tuvaa funktioita.
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Lause 2.5. Olkoot f, € L*(R) ja olkoon h € L*(R). Jos f, — f m.k. ja
| o] < h kaikille n € N, niin silloin f € L*(R) ja f, — f normin suhteen.

Todistus (Ks. [2, s. 60]). Olkoot m,n € N ja olkoon

Gmn = max{|f|, s | frntnl} -

Valitaan m € N. Nyt jono {gm.1, gm.2, ..} on ei-vihenevi. Koska

‘/gm,n _/gm,nﬁ/h<007

on lauseen 2.4 perusteella olemassa sellainen integroituva funktio g,,, etta kun

n — 00, gm.n — gm m.k. Jono {g,} on ei-kasvava ja 0 < g, kaikille n € N. On
siis olemassa sellainen funktio g, ettd g, — ¢ kaikkialla, joten monotonisen
konvergenssin lauseen nojalla f on integroituva ja g, — ¢ normin suhteen.
Osoitetaan ensin, ettd lauseen viite pitee kun f = 0. Olkoon siis f = 0.
Silloin f,, — 0 m.k., joten g, — 0 m.k. Koska jono g, suppenee myos normin

suhteen, on oltava g, — 0 normin suhteen. Siispé

Jis< [a—0.

joten f,, — 0 normin suhteen ja titen lause on tosi, kun f = 0.
Olkoon sitten f # 0. Jokaiselle kasvavalle jonolle positiivisia kokonaislu-
kuja {p,} pitee
hp = fpnir — fp, — 0m.k.

Edelleen jokaiselle n € N pitee |h,| < 2h. Todistuksen ensimmdéisen osan
perusteella seuraa, ettd h,, — 0 normin suhteen. Jono {f,} on Cauchyn jono,
joten lauseen 2.1 perusteella on olemassa sellainen b € L'(R), ettd f, — b.
Nyt lauseen 2.3 perusteella on olemassa sellainen jonon {f,,} osajono {f,, },
ettd f,, — b m.k. Toisaalta f,, — f m.k., joten f = b m.k. Selvisti nyt

fn — [ normin suhteen, silla

=l = [15a= 1= [1ta=b= g0l < [Ifa =01+ [17 -

=/m—m=wwwm~u

joten lause on tosi myos silloin kun f # 0. O
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Dominoidun konvergenssin lauseen tulos esitetddn usein myos seuraa-
vassa muodossa. Oletetaan, ettd lauseen 2.5 oletukset ovat voimassa. Nyt
f e LY (R) ja

o o
lim fn = / lim f,.
n—oo | BIPRE geS
Osoitamme, ettd tdma tulos seuraa lauseen 2.5 viitteestd. Lauseen 2.5 mu-

kaan f,, — f normin suhteen, eli

[e.9]

lim |fn — f] =0.

n—oo
—00

Toisaalta on oletettu, ettd f, — f m.k., eli lim |f,(¢) — f(t)| = 0 melkein
kaikilla £ € R. On siis oltava

o o
lim fn= / lim f,.
n—oo [_ oo 00
Suppenemisesta normin suhteen siis seuraa, ettd raja-arvon ja integraalin
jarjestys voidaan vaihtaa. Suppenemisella melkein kaikkialla ei ole téitd omi-
naisuutta (|2, s . 59|).

Seuraava Fatoun lemma seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta.

Lause 2.6. Olkoot f, € L*(R) ja olkoon {f.} jono ei-negatiivisia funktioita,
joille pitee [ f, < M jollekin vakiolle M ja kaikille n € N. Jos f, — f m.k.,
niin silloin f € L*(R) ja [ f < M.

Todistus (ks. [2, s. 61]). Olkoon ., = min{fn, fat1,--., fatr}, missd
n,k € N. Valitaan n € N. Nyt jono {7Vn1,Vn2,...} on ei-kasvava jono

integroituvia funktioita. Liséksi

|/7n7k| S /’Yn,l < Q.

Nyt monotonisen konvergenssin lauseen nojalla 7,; — v, m.k., joten

Yo = inf{ fn, fut1, ...} m.k. Selvisti siis

/%S/hSM

Koska 71 < 5 < 43..., on jono {7,} ei-vihenevi. Nyt monotonisen kon-

vergenssin lauseen nojalla on olemassa sellainen integroituva funktio f, ettd

Yo — | ja /ng,
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Lause 2.7. L?([a,b]), a,b € R, on Hilbertin avaruus.

Todistus (ks. |2, s. 94]). Oletamme téissd tunnetuksi, etti L?*([a,b]) on
normiavaruus, joten osoitamme, ettd se on myos téydellinen. Olkoon {f,}

avaruudessa L?([a,b]) midritelty Cauchyn jono. Silloin

/ab|fm R

kun m,n — oco. Kun m,n — oo, seuraa Cauchyn-Schwarzin epéyhtélon

nojalla

/ab|fm—fn!§\//abl\//ab|fm—fn|2=\/m [t

Siispé { f,,} on Cauchyn jono my6s avaruudessa L'([a, b]). Koska L!([a, b]) on

tiydellinen, on olemassa funktio f € L'([a, b]), jolle pitee

/ablf—fn!—>0,

kun n — oco. Lauseen 2.3 nojalla on olemassa sellainen jonon {f,} osajono
{fp.}, ettd f,, — f m.k. Selvésti kaikille ¢ > 0

b
/ ‘fpm - fpn‘z <g,
a

kun m ja n valitaan riittdvin suuriksi. Siispad kun n — oo,

/ablfpm —fP<e

lauseen 2.6 nojalla. Tami osoittaa, etti f € L*([a,b]). Liséksi

/ab|f ~hl /ab|f P /ab|fpn <o

kun n on riittdvan suuri. Pdittelemme, ettd f, — f normin suhteen myos

avaruudessa L?([a,D]), joten L?([a,b]) on téydellinen. O

3 Fourier-sarja

Lauseen 1.1 yhteydessa totesimme, ettid darellisulotteisen vektoriavaruuden
alkiot ovat esitettavissa ddarellisena lineaarikombinaationa. Olemme kiinnos-
tuneita mahdollisuudesta ilmaista vektoriavaruuden alkioita summien avul-

la my6s ddretonulotteisessa tapauksessa. Adrellisten lineaarikombinaatioden
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sijaan joudumme kuitenkin késittelemdin ddrettomid summia, jolloin esiin
nousee kysymys sarjan suppenemisesta. Edelld olemme huomanneet, etta
avaruudella L? on ominaisuuksia, jotka ovat hyodyllisii suppenemistarkas-
telujen nikokulmasta. Osoittautuukin, ettd avaruudessa L? voimme tietyin
rajoituksin esittdd funktion ns. Fourier-sarjan avulla.

Tassa luvussa esitimme Fourier-sarjan méaritelméan. Sen jélkeen esitdm-
me joitakin huomioita Fourier-sarjan suppenemisesta. Esittelemme myos Fourier-
sarjan reaalisen version. Téassd kappaleessa tarkastelumme rajoittuvat jaksol-

lisiin funktioihin, joiden jakson pituus on 2.

Maéritelma 3.1. Olkoon f joukossa R méiritelty funktio. Funktio f on

jaksollinen, jos on olemassa sellainen luku P € R (# 0), etta
ft)=f(t+P) vt e R.

Lukua P sanotaan funktion f jakson pituudeksi. Kun P = 27, merkitsemme

funktion maérittelyjoukon mita tahansa 27-mittaista valid kirjaimella 7.

3.1 Taydellisisti ortogonaalisista joukoista

Téssd alaluvussa osoitamme, ettd eksponenttifunktioiden joukko {¢x} ., on
tiydellinen avaruudessa L*(T). Téméi tulos on erittiin keskeinen, silli se
mahdollistaa nelidintegroituvan funktion esittdmisen Fourier-sarjakehitelmén
avulla.

Esimerkissa 1.3 osoitimme, ettd kompleksisten eksponenttifunktioiden jouk-
ko {¢1} ¢z on ortonormaali méarittelemédmme sisétulon suhteen. Seuraavaksi

médrittelemme, mitad tarkoitamme ortonormaalin joukon taydellisyydella.

Maaritelma 3.2. Olkoon H Hilbertin avaruus. Ortonormaali joukko

{or}ie, C H on taydellinen, jos jokaiselle f € H

k=1

Olemme pian valmiit todistamaan eksponenttifunktioiden joukon téydel-
lisyyden avaruudessa L*(T'). Tétéd todistusta varten tarvitsemme seuraavan

tuloksen.
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Lause 3.1. Jos funktio f € L*(T) ja (f, ¢,) = 0 kaikillan € N, niin f =0

melkein kaikkialla.
Todistus. Ks. |2, s. 116]. O
Lause 3.2. Joukko {¢y},c, on tiydellinen avaruudessa L*(T).

Todistus (vrt. |2, s. 116]). Olkoon f € L*(T). Merkitdin nyt

[e.9]

k=1
ja osoitetaan, ettd summa on olemassa joukossa L*(T). Koska {¢;},., on

ortonormaali joukko, Pythagoraan lauseen (lause 1.4) perusteella

||Z Fr o) o> = IS o) ol
k=1

ja edelleen

n

ZH oo on) dell> =D (f o) (f. du)llonll® = Z|

k=1

Besselin epéyhtélon (lause 1.6) nojalla sarja

[ee]

SIS o)

k=1

suppenee, joten jono
n

S =Y ([ &) b

k=1

on Cauchyn jono. Koska L?(T') on Hilbertin avaruus ja siten tiydellinen, sarja

WE

B
Il

1
suppenee.

Sitten osoitamme, ettd y = f m.k. Koska f € L*(T), niin esimerkin 1.5
perusteella f € L'(T). Selvisti kaikilla n € N piitee

(f =y, bn) = (f, dn) — <Z (f, Dx) D ¢n>

k=1
00

:<f7 ¢TZ>_ <fa ¢k><¢k) ¢n>:<f7 ¢7’L>_<f7 ¢TZ>:07

k=1
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joten lauseen 3.1 perusteella f —y = 0 m.k. Siispa

oo
k=1

]

Seuraava Parsevalin yhtdlo on valttaAmaton ja riittdva ehto ortonormaalin

joukon téydellisyydelle Hilbertin avaruudessa.

Lause 3.3. Hilbertin avaruuden H ortonormaali osajoukko {¢,} on tiydel-

linen, jos ja vain jos jokaiselle uw € H

(3.1) lull® = Iu, ea)l*.

Todistus (ks. [2, s. 108]). Olkoon u € H. Lauseen 1.5 todistuksen perusteella
jokaiselle n € N pitee

n

(3:2) lw =D {us o) oull® = Hlull® =Y I u, i)l

k=1

Oletetaan ensin, ettd {¢,} on tdydellinen. Silloin

lim flu =3 (u, o) oel® = 0.
k=1

Siispd kaavan (3.2) perusteella

Jim [||u||2 -3, mw] —0,
k=1

joten (3.1) on voimassa.

Oletetaan sitten, ettd (3.1) patee. Kun n — oo, kaavan (3.2) perusteella

nh_{{}oHu - Z (u, or) prl* =0,
k=1

joten {¢,} on tdydellinen. O
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3.2 Fourier-sarja

Lauseen 3.2 keskeinen sisdlto on, ettd nelidintegroituvaa funktiota voidaan
approksimoida sarjakehitelmélld mielivaltaisen tarkasti. TAma tarkoittaa, et-
td kaikki joukon {¢y}, ., lineaarikombinaatiot muodostavat sarjan, joka sup-
penee kohti jotakin funktiota f € L?*(T). Olemme siis osoittaneet, etti
lauseen 1.1 tulos on kiytettdvissimme myoOs daretonulotteisen avaruuden
L*(T) tapauksessa.

Olkoon f € L*(T). Lauseen 3.2 ja esimerkin 1.3 perusteella voidaan mer-

kita
= Z CkPr,

kEZ

o = {f, &) = \/% /T F(t)e "t

Mééritelmi 3.3. Olkoon f € L*(T). Kertoimia

missa

el f) = (F. dx) = % / F)e i ke

kutsutaan funktion f Fourier-kertoimiksi. Sarjaa

> el f)ew

keZ

kutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi. Kun haluamme sanoa, etta funktiolla

f on tietty Fourier-sarjakehitelméa, merkitsemme
[~ Z cx(f) P

Koska reaaliarvoisen funktion Fourier-sarjan méaéritteleminen komplek-
sisten eksponenttifunktioiden avulla ei ole kovinkaan luontevaa, johdamme
seuraavaksi reaalisen Fourier-sarjan. Reaalisen funktion Fourier-sarjan ter-
mit ¢,¢y (k € Z) ilmaistaan usein sinien ja kosinien avulla seuraavasti (vrt.

[1, s. 75]). Huomataan, etti

cn€™ + c_pe ™ = ¢, (cosnt + isinnt) + c_,(cosnt — isinnt)

= (¢p + c_p) cosnt +i(c, — c_y,) sinnt,
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missd n € N. Toisaalta huomataan, etta

Ckeikt

CkPr = Norh

Merkitdankin seuraavaksi

Cn +C_p

¢%:::ég(vgiéﬂﬂeWﬁ+:%?Aj@Mmﬁ>

1 eint _'_e—int
= — t)—————dt
RO

1
——/f@aMMan—Lz&””
™ Jr

Ay —

Samoin voidaan merkita

i(cn —cp

o Do 2 [ swysinunyit, n=1,2.3,....
m T

Todetaan vield, ettd kun k = 0,

Co 1
%%ZwﬁzﬁéﬂWt

Toisaalta jos n = 0, niin

by =

Ao = %/Tf(t)dt,

joten ay = 2cppy. Kompleksisen Fourier-sarjan

> el f)on

keZ

a9

termid cogp vastaa siis reaalisessa Fourier-sarjassa termi <. Lisédksi selvisti

b, = 0. Nyt funktion f Fourier-sarja voidaan kirjoittaa muodossa

50 + Z(an cos(nt) + by, sin(nt)).

n=1

Esimerkki 3.1. Olkoon

-1, kun — 7w <t <0,
ft) =

1, kin 0 <t <.

Funktion f Fourier-sarja on
% + ;(an cos(nt) + by, sin(nt)),
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missa

= %/Tf(t) cos(nt)dt

1
= —/f(t) sin(nt)dt, n=1,2,3,....
™ Jr

1 [7 1 [T 1 [
__/ f(t)dtz—/ dt——/ dt = 0.
T™J)_» ™ Jo T™J)_x

Olkoon sitten n # 0. Nyt

ja

Kun n =0,

a, = 1 /7r f(t) cos(nt)dt = 0.

™ —T
Vastaavasti
_ 1 L i
— f sin(nt) = — —sin(nt)dt + [ sin(nt)dt
Q Q -7 0
_ 1 [eo 1 [cos(nt)]™ 4
m m n |, mn’

kun n =2k — 1 (k = 1,2,...). Samoin huomataan, ettd b, = 0 kun n = 2k,

joten
4

by = ——r.
m(2k — 1)

Funktion f Fourier-sarja on siis
4 i sin(2k — 1)t
T 2k —1
k=1
Esimerkki 3.2 (ks. [1, s. 116]). Olkoon f € L*(T). Tarkastellaan funktion

[ ortogonaaliprojektiota avaruuden L?(T') n-ulotteiseen aliavaruuteen, jonka

virittédd joukko {¢y},_,. Se on

n

Pu(f) =Y {f én) =D (fs ) dn = ch%,

k=1 k=1

3

missa

1 —ikt _
6 = (F. ) on] = = / F(H)e Mt = ex(f).

25



Fourier-sarjan suppenemista normin suhteen ei tule sekoittaa pistettéi-
seen suppenemiseen. Suppeneminen normin suhteen méaaritelldan integraali-
na funktion koko periodin T yli, eiki siitd voida vetdéd johtopédatdksia sarja-

kehitelmén suppenemisesta periodin yksittédisessa pisteessi,

= (f, ¢u) oulx

n=1

Pisteittdistd suppenemista koskeva tulos onkin huomattavasti vahvempi.
Lennart Carleson todisti vuonna 1966, ettd nelidintegroituvan funktion Fourier-

sarja suppenee melkein kaikkialla. Todistus on erittdin vaativa.

3.3 Yleistetty Fourier-sarja

Edellisessé alaluvussa osoitimme, ettd kaikki joukon {¢y},., lineaarikom-
binaatiot suppenevat kohti jotakin funktiota f € L?*(T). Lauseesta 1.5 ja
esimerkistd 3.2 huomataan, ettd Fourier-sarjakehitelmé on tietyssd mielesséi
paras approksimaatio télle funktiolle. Osoittautuu, ettd tulos on voimassa
myo6s yleiselle ortonormaalille joukolle {¢y},-, ja Hilbertin avaruudelle H.
Olkoon {¢y} o, Hilbertin avaruuden H ortonormaali osajoukko. Besselin

epayhtalon nojalla

Z\ s en)|* < lull,

joten sarja suppenee jokaiselle u € H. Toisin sanoen, jono {(u, ¢x)} € I°.
Voidaan sanoa, ettd ortonormaali joukko {y},-, avaruudessa H indusoi

kuvauksen avaruudelta H avaruuteen [?. Sarjakehitelm#i

k=1

kutsutaan alkion u € H yleistetyksi Fourier-sarjaksi. Vastaavasti kertoimia
(u, @i) kutsutaan ortonormaalin joukon {¢y},-, méadrddmiksi yleistetyiksi

Fourier-kertoimiksi. Avaruuden H téydellisyys takaa sarjan suppenemisen.

Lause 3.4. Olkoon jono {px}y, avaruuden H ortonormaali osajoukko ja

olkoon {ay} jono kompleksilukuja. Sarja
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Todistus (ks. [2, s. 106]). Olkoot m > n > 0. Pythagoraan lauseen perus-

teella

(3.3)

Jos {ar} € I?, niin selvisti sarja Y .-, app) suppenee avaruuden H tdydel-
lisyyden nojalla. Oletetaan sitten, ettd sarja > -, appy suppenee. Kohdan
(3.1) nojalla myds sarja > |ax|* suppenee, silli sarjan osasummien jono
S = > e lag* on Cauchyn jono joukossa R. Kun k =1 ja m — oo yhté-

16ssd (3.3), saadaan

o
1~ arpel| =
k=1

]

Maiidritelma 3.4. Olkoot H; ja H, Hilbertin avaruuksia. Avaruus H; on
isomorfinen avaruuden Hy kanssa, jos on olemassa sellainen lineaarikuvaus

L: Hy — H,, ettd L on bijektio ja

(L(x), L(y)) = (=, y)

jokaiselle z,y € Hy. Talloin kuvausta £ kutsutaan isomorfismiksi avaruudel-

ta H; avaruuteen Hs.

Olkoon nyt H Hilbertin avaruus jossa voidaan maéaritelld ortonormaali
joukko {¢x}r,. Todistamme seuraavaksi, ettd H on isomorfinen avaruu-
den [? kanssa ja ettd isomorfismin méirittdd kuvaus 7: H — [?, missi
T(z) = (aq,09,...), ag = (x, vx) ja k € N. Selvésti 7 on lineaarikuvaus.

Aloitamme osoittamalla, ettd kuvaus 7 on bijektio.
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Olkoot U ja V sisdtuloavaruuksia ja olkoon L£: U — V lineaarikuvaus.

Lineaarikuvauksen L nolla-avaruus on joukko
N(L)={ueU: L(u) =0}.

Lineaarialgebrasta tiedetdén, ettd lineaarikuvaus £ on injektio, jos ja vain
jos N (L) = 0. Selviisti nyt lineaarikuvaus 7 on injektio, silli avaruuden H

taydellisyyden nojalla jokaiselle x € H

T = Z (z, or) or = Z%Sﬁm
k=1 k=1

joten jos aj = 0 kaikille £ € N, on télloin oltava = = 0. Edelleen 7 on

surjektio, silld lause 3.4 pitee mielivaltaiselle jonolle {a;} € 2.

Lause 3.5. Olkoon H ddretonulotteinen Hilbertin avaruus, jolla on tdydelli-
nen ortonormaali osajoukko. Avaruus H on isomorfinen avaruuden [* kans-

sa.

Todistus (ks. [2, s. 126]). Olkoon jono {¢},-, avaruuden H téydellinen or-
tonormaali osajoukko ja olkoon x € H. Olkoon vield lineaarikuvaus 7 ku-

ten edelld. On jo osoitettu, ettd 7 on bijektio. Riittdd siis osoittaa, etta
(T(x), T(y)) = (z, y). Merkitdén By = (y, ¢x). Nyt

<T(I), T<y)> = <(Oé1, Q2 . . ‘)7 (517 Ba, .. )>
af = Z (x, o) (Y, ex)

M8

k=1

g

(x, (Y, or) on) = <l’ >, ex) sok> = (z, y) .

1 1

B
Il

]

Olemme siis osoittaneet, etti jokainen diretonulotteinen Hilbertin ava-
ruus, jossa voidaan méaritelld tdydellinen ortonormaali joukko, on isomorfi-
nen avaruuden [? kanssa. Fourier-sarjojen kannalta tulos tarkoittaa siti, etti

jokaista jonoa {a;} € I? kohti on olemassa sellainen funktio f € L*(T), etti

f e~ anpr,
g

missi ar = (f, ¢x) (ks. myos huomautus [1, s. 121]). Taté tulosta kutsutaan

usein Rieszin-Fischerin lauseeksi.
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4 Fourier-muunnos

4.1 Fourier-muunnoksen maaritelma

Edelld olemme osoittaneet, ettd jokaiselle jakson 7' yli nelidintegroituvalle
jaksolliselle funktiolle f on olemassa L?-normin suhteen suppeneva Fourier-

sarjakehitelmé. Sarjan kertoimet ovat maaritelméan 3.3 mukaan

1 —ikt
o) = = /T F(t)e M,

missd k € Z. Maaritelladan nyt funktio

fk) = %27 / " Ft)e Mt

Téata funktiota kutsutaan 2w-jaksollisen funktion Fourier-muunnokseksi. Huo-
mataan, ettéd jaksollisen funktion tapauksessa Fourier-muunnos on méaritelty
vain kokonaislukuarvoille.

Téssd luvussa médrittelemme Fourier-muunnoksen myos ei-jaksollisille
funktioille. Kaytanndssa tdma tapahtuu antamalla funktion jakson pituuden
kasvaa rajatta (ks. esim. [1, s. 165]). Ongelmaksi muodostuvat ei-jaksollisen

funktion Fourier-muunnoksen olemassaoloa koskevat ehdot. Intergaalin

1 * —ikt
E/m‘f (t)e™dt

kdyttdminen nelidintegroituvien funktioiden Fourier-muunnoksen méiritel-
méand on ongelmallista, silld kaikki nelidintegroituvat funktiot eivét ole in-
tegroituvia reaalilukujen joukossa. Toisaalta olemme jo aiemmin esimerkis-
si 2.2 huomanneet, ettdi suppenemista L'- ja L?-normien suhteen ei voida
samaistaa. Jos siis madrittelisimme Fourier-muunnoksen erikseen joukoissa
L'(R) ja L*(R), emme voisi olla varmoja niiden miiritelmien vastaavuu-
desta (ks. [2, s. 198]). Kédytdnnossd voimme kuitenkin mééritelld Fourier-
muunnoksen joukossa L'(R) N L?(R) seké joukoissa L'(R) ja L?(R), kunhan
olemme tietoisia niistd rajoituksista. Tarkempi syventyminen néihin kysy-

myksiin ei ole mahdollista timén tutkielman puitteissa.

Miéritelmi 4.1. Olkoon f € L'(R)N L?(R). Funktion f Fourier-muunnos

on funktio | .
¢ - —ikt
k) = = | e
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Miirittelemme Fourier-muunnoksen samoin myés joukoissa L' (R) ja L*(R).
Tall6in oletamme muunnoksen méarittelevin integraalin suppenevan. Funk-

tion f Fourier-muuunnoksesta kiiytetdén myos merkintdd F(f).

Esimerkki 4.1. Olkoon f funktio

et kunt >0,
f(t) =

—e!, kun t < 0.

Funktion f Fourier-muunnos on

F) = o= [ e
— \/% [/Ooo —ete ™ dt + /000 e_te_iktdt}

1 0 b
= lim [/ —e =Dt gy +/ e_(ikﬂ)tdt]
27 b—oo b 0

1 1— e(ik—l)b 6—(ik+1)b -1
= lim [ ]

orbooe | ik—1  ik+1
1 { L1 } o —2ik
CV2r lik—1  ik+1] 2r(k2+1)

4.2 Fourier-muunnoksen ominaisuuksia

Seuraavat ominaisuudet seuraavat helposti suoraan maaritelmasta 4.1.

Lause 4.1. Olkoot f,g € L*(R) N L*(R) ja a € C. Silloin

(a) F(f+9)=F(f)+F9)

(b) Flaf) = aF(f)

(c) F{F0}=F{f(-0}

(d) Ff(t—w}=F{f(t)}e ™

(e) F{f(at)} = (1/a)F{f(t/a)}, a> 0.

Lause 4.2. Integroituvan funktion Fourier-muunnos on jatkuva funktio.

Todistus (ks. |2, s. 194]). Olkoon f € L'(R) ja olkoot k, h € R. Silloin
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wor

< / 1| f(0)]d.

) = 0] = | = [ e - st
R

On siis osoitettava, etté
: ¢ _ eiht _ _
fim) (k1) = £ = Jimg = [ e < il o) =o.

Huomataan, ettd |e? — 1||f(t)] < 2|f(¢)| ja etti Ilzirr(l)|eiht — 1| = 0 kaikilla

t € R. Nyt dominoidun konvergenssin lauseen (lause 2.5) perusteella

11m—/ M || f(2)]dt = \/_/ lim e — 1| (D)t = 0.
]

Miéritelmi 4.2. Olkoot f,g € L'(R) N L?(R). Funktioiden f ja g konvo-

luutio f g on
(f * 9)(t) = f *g(t) r/ 7t = )y

_ % |  Fglt =)y

Seuraava konvoluutiolause ilmaisee yhden Fourier-muuunnoksen hyodyl-
lisimmistd ominaisuuksista. Konvoluutio on nimittdin muunnettavissa kerto-

laskuksi Fourier-muunnoksen avulla.

Lause 4.3. Olkoot f,g € L*(R) N L*(R). Silloin
F(f*9) = F(f)F(9).

Todistus (ks. [1, s. 177]). Esitimme téssd luonnoksen todistukselle. Konvo-
luution f % g integroituvuus ja integrointijirjestyksen vaihtaminen kohdas-
sa (*) perustuvat Fubinin lauseeseen (ks. |2, s. 78|). Fourier-muunnoksen ja

konvoluution maéaritelmien perusteella
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F(f*g)(k \/%/ "’“(m/ flt—1v) (y)dy)dt

()

) —2; ) [ e - iy

= % _OO 9(y) /_ ) e’i’“‘”y)f (t)dtdy
_ L > zky fzkt
[

Olemme aiemmin todistaneet Parsevalin yhtédlén Fourier-sarjoille. Vas-

taava tulos on voimassa myos jatkuvan Fourier-muunnoksen tapauksessa.

Lause 4.4. Olkoon f € L'(R) N L*(R). Silloin

1F1l2 = 11£1-

Todistus (ks. |2, s. 197]). Oletetaan ensin, ettd f = 0 kaikkialla vilin [—7, 7]

ulkopuolella. Nyt méaéritelman 3.3 perusteella

f Z cr zkt

keZ

— (f, M) = # | st

Lauseen 3.3 perusteella

=3 \i / * rye |
2_k:foo \/% —© ’

Olkoon sitten g(t) = e~%! f(¢). Samoin funktiolle g pétee

] = Z \ =t Jetar|

— - —i(k+&)t
Zm’\/ﬂ/_mf(t)e + dt
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Z! (k+ &)

k=—o00




Selviisti || f[|3 = [|g[l3, joten

(4.1) £ =D 1f(k+ &P

k=—o00

Integroimalla lauseke (4.1) puolittain muuttujan ¢ suhteen vilin [0,1] yli

saadaan

115 = 30 [ 1fe+ePae= [ 1P = 1fIE

k=—o0
Jos f # 0 viilin [—m, 7] ulkopuolella, voidaan valita sellainen luku A > 0, etté

funktio ¢g(t) = f(A\t) = 0 kaikkialla vélin [—m, 7] ulkopuolella. Nyt lauseen
4.1 kohdan (e) nojalla

joten

1118 = Aol =gl = [~ |57 (5)

— 00

2 S R
de = / FOPRde =172

o0

]

Esimerkki 4.2 (ks. |1, s. 182, teht. 7.23|). Lasketaan ep#oleellinen integraali

') .1’2
/WW+Dﬂ”

Esimerkin 4.1 perusteella funktion

e, kunt > 0,
f(t) =
—e!, kunt < 0
Fourier-muunnos on L
A —21
f(k) =

V2or(k2 +1)

) 0 )
(/mem:/ &ﬁ+/ et
o —00 0
0 b
= lim ( / e2tdt + / e2tdt>
b—oo b 0

= lim (1—-¢*) =1.

b—oo

Toisaalta
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Parsevalin yhtilon perusteella || f||2 = || f]|2, joten
00 . 2 0o 2
/ ok dk:z/ LA
oo | V2R (K2 £ 1) T J o (k? 4+ 1)

& x? T
——dr = —.
/_oo @+ 12" 2

Lause 4.5. Jos f,g € L*(R), niin

/_ " F@)a()dt = / " fg(e

Todistus. Ks. [2, s. 199]. O

Siispa

Seuraava apulause on tarpeellinen kiddnteisen Fourier-muunnoksen méaa-

rittelemiseksi.

Lemma 4.1. Olkoon f € L'(R) N L*(R) ja olkoon g = ? Silloin f = g.
Todistus (ks. [2, s. 200]). Olkoon g = ? Nyt lauseiden 4.4 ja 4.5 perusteella
.9y =(F.9) = (£, F) = 11 = 171

Edelleen Parsevalin yhtédlon nojalla

a1z = llgllz = 11£15 = IL£II3-

Saadaan

1F=315=CF=3, F=3) =I5+, 9 — (F, & + llal3 = o,
joten f = g. m

Lause 4.6. Olkoon f € L*(R). Silloin

f{t) = lim —= f( Je™dk,

n—oo /27 _n

missd suppeneminen on mddritelty L?-normin suhteen.
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Todistus (ks. |2, s. 201]). Jos g = ?, niin silloin lemman 4.1 perusteella

£t) = 30 = 7}5{)10 E / Z—e—ikw)dk

1 A
lim —— ikt (k)dk
n—oo T™J_n

]

Edellisen lauseen perusteella huomataan, etti kun f € LY(R) N L*(R),

yhtésuuruus

7(t) = m/ & f (1)

on voimassa melkein kaikkialla joukossa R. Lauseessa médriteltyd muunnos-
ta kutsutaan kddnteiseksi Fourier-muunnokseksi. Funktio f ja sen Fourier-

muunnos muodostavat ns. Fourier-muunnosparin

FU®) = 2= [ se
FUY = == [ ftigetan

Olemme aiemmin osoittaneet, ettd jokainen ddretonulotteinen Hilbertin
avaruus, jossa voidaan madritelld taydellinen ortonormaali jono, on isomor-
finen avaruuden [? kanssa. Yleistetyn Fourier-sarjan tarkastelemisen yhtey-
dessd havaitsimme, etté yleistettyjen Fourier-kertoimien joukko indusoi iso-
mofismin avaruudesta H avaruuteen [?. Osoittautuu, etti Fourier-muunnos
indusoi isomorfismin avaruudesta L*(R) avaruuteen L?*(R). Seuraava lause

osoittaa, ettd Fourier-muunnos siilyttda sisatulon.

Lause 4.7. Jos f,g € L*(R), niin

| g = [ i

Todistus. Ks. [2, s. 201]. O

Lause 4.8. Fourier-muunnos F on isomorfismi avaruudelta L*(R) avaruu-
teen L*(R).
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Todistus (ks. |2, s. 202|). Lauseen 4.7 perusteella

(F(f), F(g)) = (f, g)-

Jos F(f) = 0, niin selvésti funktion f on oltava nollafunktio. T&ll6in siis
N(F) = 0, joten kuvaus F on injektio. On vield osoitettava, etti kuvaus F
on surjektio. Olkoon f € L*(R) ja olkoot h = f ja g = h. Nyt lemman 4.1
nojalla f = h = g, joten f = g. m

Olemme siis todistaneet, ettd kuvaus F: L*(R) — L?*(R) on isomorfis-
mi. TAma osoittaa, ettd jokainen nelidintegroituva funktio on jonkin neliéin-
tegroituvan funktion Fourier-muunnos. Toisaalta lauseessa 3.5 osoitimme, et-
ti jokainen diretonulotteinen Hilbertin avaruus on isomorfinen avaruuden />
kanssa. Voidaan siis sanoa, ettd tietyssid mielessd on olemassa vain yksi da-

retonulotteinen Hilbertin avaruus.

4.3 Diskreetti Fourier-muunnos

Tahan mennessi olemme tarkastelleet jaksollisen funktion Fourier-sarjaa se-
ki yleisemmain funktion Fourier-muunnosta. Téssd alaluvussa esittelemme
diskreetin Fourier-muunnoksen, joka on aiheemme numeeristen sovellusten
kannalta kenties tdrkein muunnostyyppi.

Kuten Fourier-sarjaa kisittelevissi osuudessa myo6s tissa alaluvussa ra-
joitamme tarkastelumme koskemaan reaalilukuvéilida 7', jonka pituus on 27.
Oletamme liséksi, ettd T on vili [0, 27r|. Olkoon nyt

2k
Gy = {T k::O,l,Qj...,N—l} ={zx: k=0,1,2,...,N — 1}

vilin T jako ja olkoon [y joukko funktioita f: G — C. Joukko [ on vek-
toriavaruus yli skalaarikunnan C. Télle vektoriavaruudelle voidaan helposti
konstruoida luonnollinen kanta. Olkoon

1, kun k = n,

en(Tr) =

0, kun k # n.

Selviisti {e,}»_, on lineaarisesti riippumaton joukko. Lisiiksi kaikille funk-

tioille f € I pétee



joten joukko {en}nN:_O1 on avaruuden [y kanta ja avaruuden [y dimensio on
N.

Avaruudessa [y voidaan méaritella sisdtulo

N-1

(4.2) (f, 9) =) flar)g(xp).
k=0

Olkoon w = wy = e@™/N) ja midritelldsin funktio

wn(xk) — e(in%Qn) — wnk'

Tyémme tdhdn asti keskeisimipd tuloksia on se, ettd joukko {¢y}, ., on
avaruuden L?(T) téydellinen ortnonormaali osajoukko. Témé mahdollistaa
funktion f € L*(T) esittimisen Fourier-sarjakehitelmén avulla. Huomaam-
me, ettd vastaavasti funktiojoukko v, (x;) muodostaa ortogonaalisen kannan

avaruudelle .

Lause 4.9. Joukko {wn}g;()l on avaruuden ly ortogonaalinen kanta. Lisdiks:

[4bnll* = N

Todistus (ks. [1, s. 244]). Koska joukon {1, } " alkioiden lukumiisrd on N,

n=0

riittdd osoittaa, ettd joukko on ortogonaalinen kohdassa (4.2) mééritellyn

sisdtulon suhteen. Olkoon 0 < m,n < N — 1. Silloin

=

-1

N-1
<¢ma ¢n> = W™ = Z Wik,
k=0

k=0
Kun m = n viite seuraa suoraan, silli (¢, ¥,,) = ||¢,]|> = N. Olkoon siis
m # n. Silloin
N-1
uJ(m—n)k
k=0

on geometrinen summa, jonka suhdeluku on w(™ ™ = 1. Geometrisen sum-

man kaavan perusteella

1— w(mfn)N 1— e?ﬂ’i(mfn)

(Ym; ) = = =0.

w(m—n) w(m—n)
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Nyt voimme menetelli olennaisesti samoin kuin jatkuvan 27-jaksollisen
funktion Fourier-muunnoksen yhteydessd ja maéaritelld diskreetin Fourier-
muunnoksen seuraavasti. Lauseen 1.1 perusteella mielivaltainen funktio

f €1, voidaan nyt esittdd lineaarikombinaationa

N-1
= i,
k=0

missa

o) 1

Maaritelma 4.3. Olkoon funktio f € [y. Nyt funktion f diskreetti Fourier-
muunnos on funktio

f(n) = N f(xk)e_i%k”/]v, n € N.
Diskreetin Fourier-muunnoksen kdadanteismuunnos on vastaavasti

N-1
f(xk) _ f(n)eiQTFkn/N‘
0

Lukujonoille voidaan mééritella konvoluutio

=

flxr) * g(wg) = f(@n)g(Tr—n).

n

I
o

Kahden lukujonon konvoluutio on olennainen operaatio esimerkiksi digitaa-
lisessa signaalinkésittelyssd. Signaalin suodattaminen perustuu juuri kon-
voluutioon. Voidaan osoittaa, ettd myds diskreetin Fourier-muunnoksen ta-

pauksessa

( 9)(m) = F(m)g(n).
Laskennallisten sovellusten ndkokulmasta tdma on merkittavia, silla dis-
kreetin Fourier-muunnoksen laskemiseksi on olemassa nopeita niin sanottuja
FFT-algoritmeja. Kun lukujonojen diskreetit Fourier-muunnokset on ensin
laskettu FFT-algoritmilla, on lukujonojen konvoluutio yksinkertaisesti luku-
jonojen Fourier-muunnosten tulo. Diskreetti Fourier-muunnos siis mahdollis-
taa nopean konvoluution, jonka laskennallinen kompleksisuus on huomatta-

vasti muita menetelmis pienempi.
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