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Tampereen yliopistoMatematiikan ja tilastotieteen laitosNIEMELÄ, EERO: Fourier-muunnoksestaPro gradu -tutkielma, 39 s.MatematiikkaHuhtikuu 2008TiivistelmäTutkielman aiheena on Fourier-muunnoksen esittely. Tarkoituksena on eri-tyisesti johdatella lukija Fourier-sarjan ja -muunnoksen käsitteisiin. Fourier-muunnosten teoria kuuluu yleisempään Fourier-analyysin aihepiiriin. Fourier-analyysin keskiössä on tulos, jonka mukaan tietyt ehdot täyttävää funktio-ta voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti niin sanotun Fourier-sarjanavulla.Osoitamme, että 2π-jaksollisen funktion Lebesgue-neliöintegroituvuus ta-kaa suppenevan Fourier-sarjakehitelmän olemassaolon. Tällöin funktion Fourier-sarja on painotettu summa kompleksisia eksponenttifunktioita, jotka muo-dostavat ortogonaalisen kannan Lebesgue-neliöintegroituvien funktioiden ava-ruudelle L2. Määrittelemme Fourier-muunnoksen myös ei-jaksolliselle funk-tiolle f ∈ L2. Lisäksi esittelemme lyhyesti diskreetin Fourier-muunnoksen.Tutkielman tärkeimpien tulosten kannalta on erittäin keskeistä, että L2 onHilbertin avaruus. Esimerkiksi kompleksisten eksponentiaalifunktioiden jou-kon ortogonaalisuus ei ole luontevasti määriteltävissä ilman Hilbertin ava-ruuden käsitettä. Todistamme myös, että Fourier-muunnos on isomor�smiavaruudelta L2 avaruuteen L2.
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JohdantoFourier-sarjojen ja -muunnosten teorialla on monia sovelluksia useilla eri tek-nisillä aloilla, kuten esimerkiksi digitaalisessa signaalinkäsittelyssä. Teknis-ten alojen peruskurssien oppikirjallisuudessa Fourier-muunnosta käsitellään-kin usein lähinnä sovellusten näkökulmasta. Fourier-analyysin hyödyllisetsovellukset kuitenkin perustuvat taustalla olevaan syvällisempään Hilbertinavaruuksien teoriaan. Tässä tutkielmassa pyrimme tarkastelemaan Fourier-muunnoksen määrittelyä ja ominaisuuksia tavalla, jonka tarkoitus on syven-tää sovelluslähtöistä näkökulmaa.Aluksi käymme läpi normi- ja sisätuloavaruuksien yleisiä ominaisuuksia.Tämän jälkeen esitämme määritelmät funktion integroituvuudelle ja neliöin-tegroituvuudelle. Tutkielman aiheen kannalta on välttämöntä käyttää in-tegroituvuuden määrittelemisessä Lebesgue-integroituvuuden käsitettä. Em-me kuitenkaan tarkastele itse Lebesgue-integraalia tai Lebesgue-integroitu-vuutta syvällisemmin, vaan käsittelemme aihetta vain siltä osin kuin se onvälttämätöntä tarvittavan käsitteistön määrittelemiseksi.Luvussa 2 käsittelemme vektori- ja funktiojonojen suppenemista. Osoi-tamme esimerkkien avulla, että ääretönulotteisten normiavaruuksien tutki-minen eroaa olennaisesti äärellisulotteisista tapauksista. Tämän jälkeen mää-rittelemme kaksi suppenemiskäsitettä ääretönulotteisessa normiavaruudessa,jonka jälkeen esittelemme Hilbertin ja Bana
hin avaruuden käsitteet. Seuraa-vaksi todistamme joitakin hyödyllisiä funktiojonojen suppenemista koskevialauseita. Sen jälkeen todistamme, että rajoitetulla reaalilukuvälillä Lebesgue-neliöintegroituvien funktioiden avaruus L2([a, b]) on Hilbertin avaruus.Luvussa 3 todistamme aluksi, että kompleksisten eksponenttifunktioidenjoukko on täydellinen avaruudessa L2(T ), missä T on jokin 2π-mittainen re-aalilukuväli. Osoittautuu, että tämän täydellisyysominaisuuden nojalla jokai-nen funktio f ∈ L2(T ) on esitettävissä niin sanotun Fourier-sarjakehitelmänavulla. Fourier-sarjan kertoimia nimitetään lyhyemmin Fourier-kertoimiksi.Yleistettyä Fourier sarjaa käsittelevän alaluvun yhteydessä osoitamme, ettäjokaista Lebesgue-neliöintegroituvaa funktiota kohti on olemassa suppenevajono, jonka termit saadaan tämän funktion Fourier-kertoimista.Luvussa 4 esitämme Fourier-muunnoksen määritelmän. Tässä yhteydes-1



sä tuomme lyhyesti esille Fourier-muunnoksen olemassaoloa koskevaa proble-matiikkaa. Ongelmat liittyvät lähinnä muunnoksen määrittelevän integraalinsuppenemiseen. Tämän jälkeen esittelemme Fourier-muunnoksen tärkeimpiäominaisuuksia. Osoitamme, että jokainen neliöintegroituva funktio on jonkinneliöintegroituvan funktion Fourier-muunnos. Lopuksi esittelemme lyhyestiFourier-muunnoksen laskennallisten sovellusten kannalta tärkeän diskreetinFourier-muunnoksen.Lukijalta edellytetään lineaarialgebran, analyysin ja kompleksilukujen pe-rustietojen hallinta. Lebesgue-integraalin tunteminen on lukijalle eduksi, mut-ta ei välttämätöntä. Koska Hilbertin avaruuden käsite on tarkasteluissam-me erityisen tärkeä, sivuaa tutkielma hieman myös funktionaalianalyysin ai-hepiiriä. Lineaarialgebraa voidaan pitää oppina äärellisulotteisista vektoria-varuuksista sekä niiden välisistä lineaarikuvauksista. Funktionaalianalyysinkatsotaan olevan erityisesti täydellisten normi- ja sisätuloavaruuksien omiai-suuksia tutkiva matematiikan osa-alue, jonka piiriin kuuluvat myös ääretön-ulotteiset avaruudet. Funktionaalianalyysin näkökulmasta ääretönulotteisianormi- ja sisätuloavaruuksia voidaan nimittää myös funktioavaruuksiksi. Em-me kuitenkaan tässä tutkielmassa eksplisiittisesti käytä tätä nimitystä, vaikkatosiasiallisesti tulkitsemmekin ääretönulotteisen normi- tai sisätuloavaruudenalkioita funktioiksi.Tutkielman päälähteenä on Lokenath Debnathin ja Pjotr Mikusinskin kir-ja Introdu
tion to Hilbert Spa
es with Appli
ations, jonka sisältöä on pyrittytarpeen mukaan soveltamaan tutkielman asiayhteyteen ja lähestymistapaansopivaksi.1 Valmistelevia tarkasteluja1.1 Normi- ja sisätuloavaruuksistaMääritelmä 1.1. Olkoon V vektoriavaruus yli kunnan C. Funktiota
‖·‖ : V × V → R sanotaan normiksi, jos seuraavat ehdot pätevät jokaisel-le u, v ∈ V ja skalaarille c ∈ C:

‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0(N1) 2



‖cu‖ = |c|‖u‖(N2)
‖u+ v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖.(N3)Vektoriavaruutta, jossa on määritelty normi, kutsutaan normiavaruudeksi.Vektoreita u ∈ V , joille ‖u‖ = 1, sanotaan yksikkövektoreiksi. Ehtoa (N3)kutsutaan yleisesti kolmioepäyhtälöksi.Määritelmä 1.2. Olkoon V vektoriavaruus yli kunnan C ja olkoot

x, y ∈ V . Funktiota 〈x, y〉 : V × V → C sanotaan sisätuloksi, jos seuraa-vat ehdot pätevät jokaiselle u, v, w ∈ V ja skalaarille c ∈ C:
〈u, u〉 ≥ 0(ST1)
〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0(ST2)
〈u+ v, w〉 = 〈u, w〉 + 〈v, w〉(ST3)
〈cu, v〉 = c 〈u, v〉(ST4)
〈u, v〉 = 〈v, u〉.(ST5)Vektoriavaruutta, jossa on määritelty sisätulo, kutsutaan sisätuloavaruudek-si. Vektoriavaruuden kannalla tarkoitetaan vektoriavaruuden lineaarisesti riip-pumatonta osajoukkoa, joka virittää vektoriavaruuden. Kannan alkioiden lu-kumäärää kutsumme niiden virittämän vektoriavaruuden dimensioksi. Mo-nien vektoriavaruuden ominaisuuksien kannalta ratkaisevaa on se, onko kantaäärellinen vai ääretön.Määritelmä 1.3. Olkoon V sisätuloavaruus. Vektorit u ja v ∈ V ovatortogonaaliset sisätulon 〈·, ·〉 suhteen, jos

〈u, v〉 = 0.Vektorijoukkoa {ϕ0,ϕ1,. . . } ∈ V sanotaan ortonormaaliksi, jos sen alkiotovat keskenään ortogonaalisia yksikkövektoreita.Lineaarialgebran perusteista tiedetään, että jokainen vektoriavaruudenalkioista on ilmaistavissa yksikäsitteisesti kannan vektoreiden lineaarikom-binaationa. Äärellisulotteisessa tapauksessa meillä on käytettävissämme seu-raava tulos, joka ilmaisee yhteyden lineaarikombinaation ja avaruudessa mää-ritellyn sisätulon välillä. 3



Lause 1.1. Olkoon {ϕk}n
k=1 sisätuloavaruuden V ortonormaali kanta. Jos

v =
n

∑

k=1

ckϕk,niin ck = 〈v, ϕk〉.Todistus. Koska {ϕk}n
k=1 on ortonormaali,
〈ϕi, ϕj〉 =







0, kun i 6= j,

1, kun i = j.Nyt ehtojen (ST3) ja (ST4) perusteella
〈v, ϕi〉 =

〈

n
∑

k=1

ckϕk, ϕi

〉

=
n

∑

k=1

ck 〈ϕk, ϕi〉 = ci‖ϕi‖2 = ci.Tässä työssä olemme kiinnostuneita mahdollisuudesta laajentaa edellinentulos koskemaan myös ääretönulotteisia vektoriavaruuksia. Ääretönulottei-sessa tapauksessa on kuitenkin kiinnitettävä huomiota lineaarikombinaationmäärittelevän sarjan suppenemista koskeviin kysymyksiin. Näitä kysymyksiätarkastelemme myöhemmin. Tässä vaiheessa otamme esille esimerkin, jossamäärittelemme sisätulon ääretönulotteisessa vektoriavaruudessa.Esimerkki 1.1. Olkoon C(a, b) välillä [a, b] ∈ R määriteltyjen jatkuvienkompleksiarvoisten funktioiden joukko. Nyt funktio
〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)g(t)dtmäärittelee sisätulon joukossa C(a, b).Jokainen sisätuloavaruus on myös normiavaruus, jossa normi määritellään
‖u‖ =

√

〈u, u〉.Helposti huomataan, että ehto (N1) seuraa ehdosta (ST2). Lisäksi huoma-taan, että sisätulon ominaisuuksien perusteella
‖cu‖ =

√

〈cu, cu〉 =
√

cc 〈u, u〉 = |c|‖u‖,joten myös ehto (N2) on voimassa sisätuloavaruudessa. Jäljellä on kolmio-epäyhtälön voimassaolo, jota varten todistamme ensin seuraavan Cau
hyn-S
hwarzin epäyhtälön. 4



Lause 1.2. Olkoon V sisätuloavaruus ja olkoot u, v ∈ V . Tällöin
|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖.Todistus (Ks. [2, s. 90℄). Jos v = 0, väite seuraa suoraan. Oletetaan siis, että

v 6= 0. Sisätulon ominaisuuksien perusteella(1.1) 0 ≤ 〈u+ cv, u+ cv〉 = 〈u, u〉 + c 〈u, v〉 + c 〈v, u〉 + |c|2 〈v, v〉 .Olkoon nyt c = −〈u, v〉 〈v, v〉−1. Tekemällä sijoitus ja kertomalla epäyhtälöpuolittain sisätulolla 〈v, v〉 saadaan
0 ≤ 〈u, u〉 〈v, v〉 − |〈u, v〉|2 = ‖u‖2‖v‖2 − |〈u, v〉|2,joten |〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖.Lause 1.3. Olkoon V sisätuloavaruus ja olkoot u, v ∈ V . Tällöin

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖.Todistus (Ks. [2, s. 91℄). Kun c = 1, saadaan lauseke (1.1) muotoon
‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉 + 2Re 〈x, y〉 + 〈y, y〉

≤ 〈x, x〉 + 2|〈x, y〉| + 〈y, y〉
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖2 (Lauseen 1.2 nojalla)
= (‖x‖ + ‖y‖)2.Kolmioepäyhtälössä yhtäsuuruus on voimassa silloin, kun vektorit x ja

y ovat ortogonaaliset. Tällöin saadaan Pythagoraan lauseen yleistys orto-gonaaliselle vektorijoukolle.Lause 1.4. Olkoon V sisätuloavaruus ja olkoot x1, x2, . . . , xn ∈ V keskenäänortogonaalisia vektoreita. Silloin
‖

n
∑

k=1

xk‖ =
n

∑

k=1

‖xk‖2.Todistus. Väite seuraa induktiolla luvun n suhteen, ks. [2, s. 91℄.5



Seuraava esimerkki osoittaa, että ääretönluotteisen sisätuloavaruuden ta-pauksessa on mielekästä puhua myös ortgonaalisista funktioista.Esimerkki 1.2. Tarkastellaan sisätuloavaruutta C(−π, π). Olkoot
f(t) = sin(mt) ja g(t) = cos(nt), missä m,n ∈ R. Huomataan, että

〈f, g〉 =

∫ π

−π

sin(mt) cos(nt)dt

=
1

2

∫ π

−π

sin(mt+ nt) − sin(mt− nt)dt

=
1

2

[

cos(m− n)t

m− n
− cos(m+ n)t

m+ n

]π

−π

= 0,kun m 6= n ja m 6= −n. Toisaalta jos m = n tai m = −n,
∫ π

−π

sin(mt) cos(nt)dt =
1

2

∫ π

−π

sin(mt+ nt) − sin(mt− nt)dt

=
1

2

∫ π

−π

sin(2mt)dt = −1

2

[

cos(2mt)

2m

]π

−π

= 0.Funktiot f(t) = sin(mt) ja g(t) = cos(nt) ovat siis ortogonaalisia sisätulon
〈·, ·〉 suhteen.Seuraavaksi otamme esimerkin muodossa esille tuloksen, joka osoittautuumerkittäväksi tarkastelujemme myöhemmässä vaiheessa.Esimerkki 1.3 (vrt. [1, s. 108, Esim. 5.5℄). Tarkastellaan välillä [−π, π]määriteltyjen jatkuvien kompleksiarvoisten funktioiden joukkoa C(−π, π).Funktio

〈f, g〉 =

∫ π

−π

f(t)g(t)dtmäärittelee sisätulon joukossa C(−π, π). Olkoon φk(t) = eikt

√
2π

, k ∈ Z. Nyt
〈φm, φn〉 =

1

2π

∫ π

−π

eimte−intdt =
1

2π

∫ π

−π

ei(m−n)tdt =







0, kun m 6= n

1, kun m = nFunktiot {φk(t)}k∈Z ovat siis ortonormaaleja joukossa C(−π, π).Esimerkin 1.3 kompleksisten eksponenttifunktioiden ortonormaali joukkoon tulevien tarkastelujen kannalta keskeinen. Merkitsemmekin tästä eteen-päin
φk(t) =

eikt

√
2π
, k ∈ Z.6



Määritelmä 1.4. Olkoon {ϕk}n
k=1 sisätuloavaruuden V ortonormaali osa-joukko, ja olkoon u ∈ V . Vektorin u ortogonaaliprojektio joukon {ϕk}n

k=1virittämään aliavaruuteen on vektori
Pn(u) =

n
∑

k=1

〈u, ϕk〉ϕk.Lause 1.5. Olkoon V sisätuloavaruus yli kunnan C ja {ϕk}n
k=1 sen ortonor-maali osajoukko. Olkoon vielä u ∈ V . Nyt

minγk∈F‖u−
n

∑

k=1

γkϕk‖ = ‖u−
n

∑

k=1

〈u, ϕk〉ϕk‖ = ‖u− Pn(u)‖.Ortogonaaliprojektio Pn(u) on siis paras mahdollinen approksimaatio ava-ruuden alkiolle u siinä mielessä, että se minimoi normin ‖u− Pn(u)‖.Todistus (ks. [1, s. 110℄). Valitaan vektori u ∈ V ja merkitään 〈u, ϕk〉 = ck.Nyt
‖u−

n
∑

k=1

γkϕk‖2 =

〈

u−
n

∑

k=1

γkϕk, u−
n

∑

k=1

γkϕk

〉

= 〈u, u〉 −
〈

u,
n

∑

k=1

γkϕk

〉

−
〈

n
∑

k=1

γkϕk, u

〉

+

〈

n
∑

k=1

γkϕk,
n

∑

k=1

γkϕk

〉

= 〈u, u〉 −
n

∑

k=1

γk 〈u, ϕk〉 −
n

∑

k=1

γk 〈ϕk, u〉 +
n

∑

k=1

n
∑

j=1

γkγj 〈ϕk, ϕj〉

= 〈u, u〉 −
n

∑

k=1

(γkck + γkck) +
n

∑

k=1

γkγk

= ‖u‖2 +
n

∑

k=1

(γkγk − γkck − γkck + ckck) −
n

∑

k=1

|ck|2

= ‖u‖2 +
n

∑

k=1

|γk − ck|2 −
n

∑

k=1

|ck|2.Tämä saa pienimmän arvonsa, kun γk = ck.Lauseen 1.5 todistuksen perusteella huomaamme, että
‖u− Pn(u)‖2 = ‖u‖2 −

n
∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2.7



Selvästi siis
‖u‖2 −

n
∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2 ≥ 0.Järjestämällä epäyhtälön termit uudelleen ja antamalla n → ∞ saammeseuraavan Besselin epäyhtälön.Lause 1.6. Olkoon {ϕk}∞k=1 sisätuloavaruuden V ortonormaali osajoukko.Nyt jokaiselle u ∈ V
∞

∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2 ≤ ‖u‖2.Besselin epäyhtälön mukaan sarja
∞

∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2on siis ylhäältä rajoitettu. Sarja on myös positiiviterminen, joten se suppenee.1.2 Integroituvuus ja neliöintegroituvuusOlemme edellä todenneet, että jokainen sisätuloavaruus on normiavaruusja että normi on määriteltävissä sisätulon avulla. Esimerkin 1.1 perusteel-la voimmekin kirjoittaa
‖f‖ =

√

〈f, f〉 =

√

∫ b

a

f(t)f(t)dt =

√

∫ b

a

|f(t)|2dt =

[
∫ b

a

|f(t)|2dt
]1/2

.Tätä normia kutsutaan L2-normiksi. Tässä vaiheessa mainitsemme yleistetyn
Lp-normin

‖f‖p =
√

〈f, f〉 =

[
∫ b

a

|f(t)|pdt
]1/pkäsitteen, mutta tulemme jatkossa tarkastelemaan tapausta p = 2, ellei toisinmainita. Merkitsemme jatkossakin L2-normia ‖·‖2 ilman alaindeksiä.Koska sisätulo on määritelty funktion f integraalin avulla, herää tässä vai-heessa kysymys siitä, milloin tämä integraali on olemassa. Kysymys on olen-nainen myös jatkossa, joten esitämme tämän integraalin olemassaoloon liitty-vän määritelmän. Integroituvuudella tarkoitamme Lebesgue-integroituvuutta,8



joka on Riemann-integroituvuutta yleisempi integroituvuuden käsite. Tar-koituksenamme on mahdollistaa Riemann-integroituvia funktioita laajem-man funktiojoukon tarkasteleminen. Tämä on tarpeellista, sillä Lebesgue-integraalilla on joitakin tarkastelujemme kannalta keskeisiä ominaisuuksia,joita Riemann-integraalilla ei ole. Lebesgue-integraalin lähempi käsittely onkuitenkin aihepiirimme ulkopuolella 1.Määritelmä 1.5. Funktio f on integroituva joukossa I, jos
∫

I

|f(t)|dt <∞.Edelleen funktio f on neliöintegroituva, jos |f |2 on integroituva. Tässä in-tegraalilla ∫

I
tarkoitetaan Lebesgue-integraalia joukon I yli. Merkitsemmekaikkien joukossa I integroituvien funktioiden joukkoa L1(I). Neliöintegroi-tuvien funktioiden joukkoa merkitsemme vastaavasti L2(I).Voidaan osoittaa, että jokainen Riemann-integroituva funktio on myösLebesgue-integroituva ja että integraalit ovat tällöin samat (ks. [2, s. 64℄).Merkinnällä ∫

f tarkoitamme integraalia reaalilukujen joukon yli.Esimerkki 1.4 (ks. [2, s. 86, teht. 35℄). Olkoot I = [0, 1] ja f = 1/
√
t. Nytintegraali

∫

[0,1]

|f(t)|2dt =

∫

[0,1]

1

t
dthajaantuu. Siispä f /∈ L2(I). Kuitenkin f ∈ L1(I), sillä

∫

[0,1]

|f(t)|dt =

∫

[0,1]

1√
t
dt =

[

2
√
t− t

]1

0
= 2.Esimerkki 1.5 (ks. [2, s. 86, teht. 37℄). Olkoon f , g ∈ L2([a, b]), missä

a, b ∈ R. Cau
hyn-S
hwarzin epäyhtälön nojalla
∫

[a,b]

|f(t)g(t)|dt = |〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖ =

√

∫

[a,b]

|f(t)|2dt
√

∫

[a,b]

|g(t)|2dt.Olkoon g(t) = 1 kaikilla t ∈ [a, b]. Nyt
∫

[a,b]

|f(t)|dt ≤
√

∫

[a,b]

|f(t)|2dt
√
b− a <∞,joten f ∈ L1([a, b]). Siis jos f ∈ L2([a, b]), niin f ∈ L1([a, b]).1Lisää Lebesgue-integraalista, ks. esim. [2, s. 37℄.9



Seuraavaksi määrittelemme nollafunktion (engl. null fun
tion) ja nolla-joukon (engl. null set) (vrt. [2, s. 52 ja s. 54℄).Määritelmä 1.6. Funktiota f sanotaan nollafunktioksi, jos f on integroituvaja
∫

|f | = 0.Määritelmä 1.7. Joukkoa I ⊂ R sanotaan nollajoukoksi tai nollamittaisek-si, jos sen karakteristinen funktio
χI(x) =







1, kun x ∈ I

0, kun x /∈ Ion nollafunktio. Tyhjä joukko ja kaikki numeroituvat joukot ovat esimerk-kejä nollajoukoista. Jos funktiolla f on jokin ominaisuus kaikkialla muuallapaitsi nollajoukossa, sanotaan tämän ominaisuuden olevan voimassa melkeinkaikkialla, jonka kirjoitame lyhyemmin m.k.Esimerkki 1.6. Rationaalilukujen karakteristinen funktio välillä [0, 1]

χQ∩[0,1](x) =







1, kun x ∈ Q

0, kun x /∈ Qon nollafunktio ja joukko Q ∩ [0, 1] on nollamittainen joukko.Lebesgue-integraaliin ja mittateoriaan tutustunut lukija saattaa huoma-ta, että edellä esitetty nollamittaisuuden määritelmän esitysmuoto poikkeaatavanomaisesta. Tarkoituksenamme onkin määritellä nollamittaisuuden kä-site ilman, että Lebesgue-integraalin ja mittateorian syvällisempi käsittelytulee tarpeelliseksi.Tarkastelujemme ulottaminen Riemann-integroituvia funktioita laajem-paan luokkaan tekee kuitenkin tarpeelliseksi seuraavan täsmennyksen. Esi-merkissä 1.1 oletimme funktion f jatkuvaksi. Toisaalta olemme määritelleetnormin Lebesguen mielessä integroituville ja neliöintegroituville funktioille,jotka eivät välttämättä ole jatkuvia. Esimerkiksi funktion
f : [−1, 1] → {0, 1} , f(t) =







1, kun t = 0,

0, muulloin10



normi on nolla, vaikka funktio f ei olekaan identtisesti nolla, kuten määritel-män 1.2 kohta (ST2) näyttäisi edellyttävän. Ongelma on kuitenkin ratkais-tavissa, sillä voimme tarkastella funktioita f ∈ L1(R) ekvivalenssirelaation
f ∼ g ⇔

{

g ∈ L1(R) :

√

∫

|f − g| = 0

}määrääminä ekvivalenssiluokkina. Tällainen konstruktio on tarpeen, jottaLebesgue-integraalin avulla määrittelemämme normi todella on normi (ks.[2, s. 52℄ ja [1, s. 115℄). Kuitenkin käytännössä integroituvan tai neliöin-tegroituvan funktion normia voidaan jatkossa tarkastella tavalliseen tapaanilman, että tulkitsemme funktioita ekvivalenssiluokiksi.Kutsumme funktioita f ja g ekvivalenteiksi, jos f − g on nollafunktio.Keskenään ekvivalentit funktiot ovat samaistettavissa käytössä olevan nor-min suhteen. Jos funktiot f ja g ovat ekvivalentit, voimme määritelmän 1.7perusteella merkitä f = g m.k.2 Vektori- ja funktiojonojen suppenemisesta2.1 Täydellisyys ja suppeneminenSekä reaali- että kompleksilukujen kunnissa täydellisyys on tärkeä ominai-suus. Kysymys täydellisyydestä ja Cau
hyn jonojen suppenemisesta on olen-nainen myös vektoriavaruudessa. Suppeneminen vektoriavaruudessa on luon-tevasti määriteltävissä normin avulla. Voidaan osoittaa, että äärellisulottei-nen vektoriavaruus on täydellinen minkä tahansa normin suhteen. On kui-tenkin olemassa ääretönulotteisia normiavaruuksia, jotka eivät ole täydelli-siä. Tämän osoitamme myöhemmin esimerkin avulla. Myös ääretönulottei-sen normiavaruuden tapauksessa täydellisyys normin suhteen määritelläänCau
hyn jonojen suppenemisen avulla. (Ks. [3, s. 274℄).Määritelmä 2.1. Olkoon ‖·‖ sisätuloavaruudessa V määritelty normi.Vektorijono {ϕk} on Cau
hyn jono normin ‖·‖ suhteen, jos jokaiselle ε > 0on olemassa positiivinen kokonaisluku Nε siten, että
m,n > Nε ⇒ ‖ϕm − ϕn‖ < ε.11



Määritelmä 2.2. Olkoon ‖·‖ sisätuloavaruudessa V määritelty normi. Vek-torijono {ϕk} suppenee kohti vektoria ϕ ∈ V normin ‖·‖ suhteen,jos ‖ϕk − ϕ‖ → 0, kun k → ∞. Avaruus on täydellinen, jos avaruuden jo-kainen Cau
hyn jono suppenee.Samoin kuin reaali- ja kompleksiluvuilla, myös normiavaruudessa määri-telty sarja suppenee, jos sen osasummien jono suppenee.Jatkossa tulemme tarvitsemaan suppenemisen normin suhteen lisäksi myöstoista suppenemiskäsitettä.Määritelmä 2.3. Olkoon funktiojono {fn} ∈ L1(R). Sanomme, että jono
{fn} suppenee melkein kaikkialla kohti funktioita f ∈ L1(R), jos
fn(x) → f(x) kaikkialla paitsi nollamittaisessa joukossa. Tällöin merkitsem-me fn → f m.k.Olemme edellä todenneet, että on olemassa ääretönulotteisia normiava-ruuksia, joissa Cau
hyn jonot eivät välttämättä suppene. Seuraava esimerkkiosoittaa, että näin todellakin on.Esimerkki 2.1 (ks. [3, s. 274℄). Tarkastellaan välillä [0, 1] määriteltyjen jat-kuvien reaalisten funktioiden joukkoa C(0, 1). Joukko C(0, 1) on vektoriava-ruus, jossa on määritelty L1-normi

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(t)|dt.Olkoon {fk} funktiojono
fk(t) =



















0, kun 0 ≤ t ≤ 1
2
− 1

k
,

k
2

(

t− 1
2

+ 1
k

)

, kun 1
2
− 1

k
≤ t ≤ 1

2
+ 1

k
,

1, kun 1
2

+ 1
k
≤ t ≤ 1.Olkoon m ≥ n. Silloin kaikille t ∈ [0, 1] pätee

|fm(t) − fn(t)| ≤ |fm(t)| + |fn(t)| ≤ 2.Valitaan ε > 0. Olkoon Nε sellainen luku, että 1
Nε

< ε
4
. Kun m ≥ n ≥ Nε,12



niin 1
m

≤ 1
n
≤ 1

Nε
< ε

4
. Nyt

‖fm(t) − fn(t)‖1 =

∫ 1

0

|fm(t) − fn(t)|dt

=

∫ ( 1

2
+ 1

n)

( 1

2
− 1

n)
|fm(t) − fn(t)|dt ≤

∫ ( 1

2
+ 1

n)

( 1

2
− 1

n)
2dt =

4

n
< ε,joten jono {fk} on Cau
hyn jono. Kuitenkin jono suppenee kohti funktiota

f(t) =



















0, 0 ≤ t < 1
2

1
2
, t = 1

2

1, 1
2
< t ≤ 1,joka ei ole jatkuva. Päättelemme, että C(0, 1) ei ole täydellinen.Ääretönulotteisten normiavaruuksien tarkasteleminen aiheuttaa myös mui-ta hankaluuksia äärellisulotteiseen tapaukseen verrattuna. Voidaan nimittäinosoittaa, että äärellisulotteisessa tapauksessa kaikki normit ovat ekvivalent-teja (ks. esim. [3, s.272℄). Toisin sanoen ne määrittelevät saman suppenemis-käsitteen. Ääretönulotteisessa normiavaruudessa tilanne ei ole näin yksinker-tainen. Havainnollistamme tätä esimerkin avulla.Esimerkki 2.2. Olkoon jono fk(t) = k−1χ[k,2k], missä χ[k,2k] on välin [k, 2k]karakteristinen funktio ja k ∈ N. Selvästi fk ∈ L1(R) ∩ L2(R). Jono fksuppenee L2-normin suhteen, sillä

‖fk‖2 =

[
∫ 2k

k

|fk(t)|2dt
]1/2

=

[

1

k2

∫ 2k

k

dt

]1/2

=
1√
k
,joten selvästi ‖fk‖2 → 0, kun k → ∞. Kuitenkin ‖fk‖1 9 0, sillä

‖fk‖1 =

∫ 2k

k

|fk(t)|dt =
1

k

∫ 2k

k

dt = 1.Esimerkissä 2.1 osoitimme, että C(0, 1) ei ole täydellinen normin L1 suh-teen. Toisaalta olemme juuri todenneet, että ääretönulotteisessa tapauksessakaikki normit eivät välttämättä ole ekvivalentteja. Avaruudessa C(0, 1) on-kin mahdollista määritellä normi, jonka suhteen tämä avaruus on täydellinen(ks. [2, s. 22℄). 13



Määritelmä 2.4. Täydellistä normiavaruutta kutsutaan Bana
hin avaruu-deksi. Täydellistä sisätuloavaruutta kutsutaan Hilbertin avaruudeksi.Lause 2.1. L1(R) on Bana
hin avaruus.Todistus. Ks. [2, s. 58℄.Seuraava myöhempien tarkastelujemme kannalta erittäin keskeinen ava-ruus on Hilbertin avaruus.Määritelmä 2.5. Niiden kompleksilukujonojen {zn}∞n=1 joukkoa, joille pätee
∞

∑

n=1

|zn|2 <∞,kutsutaan l2-avaruudeksi.Avaruus l2 on vektoriavaruus (ks. [2, s. 6℄), jossa voidaan määritellä sisä-tulo
〈an, bn〉 =

∞
∑

n=0

anbn.Sisätulon avulla voidaan määritellä l2-normi
‖z‖ = (

∞
∑

n=0

|zn|2)1/2.Lause 2.2. Avaruus l2 on Hilbertin avaruus.Todistus (ks. [2, s. 19℄). Oletamme siis tunnetuksi, että l2 on sisätuloava-ruus. On siis vielä osoitettava, että l2 on myös täydellinen. Olkoon jono
an = {αn,1, αn,2, . . .} , n = 1, 2, . . .Cau
hyn jono avaruudessa l2. Silloin jokaiselle ε > 0 on olemassa luku Mεsiten, että kun m,n > Mε,(2.1) ∞

∑

k=1

|αm,k − αn,k|2 < ε.Silloin kaikilla k ∈ N jono {αn,k} on Cau
hyn jono joukossa C, joten sesuppenee. Merkitään nyt
αk = lim

n→∞
αn,k ja a = {αn} .14



On siis osoitettava, että a ∈ l2 ja että a = lim
n→∞

{αn}. Kohdan (2.1) perusteellajokaiselle luvulle k0 pätee
k0

∑

k=1

(|αm,k| − |αn,k|)2 ≤
k0

∑

k=1

|αm,k − αn,k|2 < ε.Kun m→ ∞ ja k0 → ∞, saadaan(2.2) ∞
∑

k=1

(|αk| − |αn,k|)2 ≤ ε.Koska
∞

∑

k=1

|αn,k|2 <∞,seuraa kolmioepäyhtälön perusteella
√

√

√

√

∞
∑

k=1

|αk|2 =

√

√

√

√

∞
∑

k=1

(|αk| − |αn,k| + |αn,k|)2

≤

√

√

√

√

∞
∑

k=1

(|αk| − |αn,k|)2 +

√

√

√

√

∞
∑

k=1

|αn,k|2 <∞.Tämä osoittaa, että a ∈ l2. Koska epäyhtälö (2.2) pätee mielivaltaiselle lu-vulle ε, on
lim

n→∞

√

√

√

√

∞
∑

k=1

(|αk| − |αn,k|)2 = 0,joten
a = lim

n→∞
{αn} .Tarkastellessamme määritelmiä 1.2 ja 1.3 huomaamme, että ortogonaa-lisuus ei ole luontevasti määriteltävissä Bana
hin avaruudessa. Koska orto-gonaalisuuden käsite on keskeinen Fourier-muunnosten teoriassa, on Hilber-tin avaruuden käsite aiheemme kannalta välttämätön. Pian osoitamme, että

L2([a, b]) on Hilbertin avaruus. Sitä ennen tarvitsemme kuitenkin joitakinfunktiojonojen suppenemista koskevia tuloksia.15



2.2 KonvergenssilauseitaEdellä olemme määritelleet sekä suppenemisen normin suhteen että suppe-nemisen melkein kaikkialla. Seuraava esimerkki osoittaa, että näitä kahtasuppenemiskäsitettä ei voida samaistaa.Esimerkki 2.3 (ks. [2, s. 56℄). Olkoon
fn(x) =







1√
n
, kun x ∈ [−n, n] ,

0, muulloin.Nyt fn(x) → 0 kaikilla x ∈ R, joten fn → 0 m.k. Toisaalta
‖fn(x)‖1 =

∫ n

−n

|fn(x)|dx = 2
√
n→ ∞,joten jono fn ei suppene L1-normin suhteen.Lause 2.3 kuitenkin ilmaisee yhteyden normin suhteen suppenemisen sekämelkein kaikkialla suppenevan osajonon olemassaolon välillä.Lause 2.3. Jos fn → f normin suhteen, niin silloin on olemassa jonon {fn}osajono {fpn

}, jolle pätee fpn
→ f m.k.Todistus. Ks. [2, s. 58℄.Seuraavasta lauseesta käytetään yleisesti nimitystä monotonisen konver-genssin lause eli MK-lause. Funktiojono on monotoninen, jos se on ei-kasvavatai ei-vähenevä.Lause 2.4. Olkoot fn ∈ L1(R). Olkoon vielä jono {fn} monotoninen jaolkoon |

∫

fn| ≤M jollekin vakiolle M ja kaikille n ∈ N. Silloin on olemassafunktio f ∈ L1(R), jolle fn → f normin suhteen ja fn → f m.k. Lisäksitällöin |
∫

f | ≤M .Todistus. Ks. [2, s. 59℄.Lause 2.5 tunnetaan yleisesti Lebesguen dominoidun konvergenssin lau-seena tai lyhyemmin pelkkänä dominoidun konvergenssin lauseena eli DK-lauseena. Lauseen mukaan jokainen integroituvien funktioiden jono, jota ra-joittaa ylhäältä integroituva funktio, suppenee normin suhteen kohti integroi-tuvaa funktioita. 16



Lause 2.5. Olkoot fn ∈ L1(R) ja olkoon h ∈ L1(R). Jos fn → f m.k. ja
|fn| ≤ h kaikille n ∈ N, niin silloin f ∈ L1(R) ja fn → f normin suhteen.Todistus (Ks. [2, s. 60℄). Olkoot m,n ∈ N ja olkoon

gm,n = max {|fm|, . . . , |fm+n|} .Valitaan m ∈ N. Nyt jono {gm,1, gm,2, . . .} on ei-vähenevä. Koska
∣

∣

∣

∣

∫

gm,n

∣

∣

∣

∣

=

∫

gm,n ≤
∫

h <∞,on lauseen 2.4 perusteella olemassa sellainen integroituva funktio gm, että kun
n→ ∞, gm,n → gm m.k. Jono {gn} on ei-kasvava ja 0 ≤ gn kaikille n ∈ N. Onsiis olemassa sellainen funktio g, että gn → g kaikkialla, joten monotonisenkonvergenssin lauseen nojalla f on integroituva ja gn → g normin suhteen.Osoitetaan ensin, että lauseen väite pätee kun f = 0. Olkoon siis f = 0.Silloin fn → 0 m.k., joten gn → 0 m.k. Koska jono gn suppenee myös norminsuhteen, on oltava gn → 0 normin suhteen. Siispä

∫

|fn| ≤
∫

gn → 0,joten fn → 0 normin suhteen ja täten lause on tosi, kun f = 0.Olkoon sitten f 6= 0. Jokaiselle kasvavalle jonolle positiivisia kokonaislu-kuja {pn} pätee
hn = fpn+1

− fpn
→ 0 m.k.Edelleen jokaiselle n ∈ N pätee |hn| ≤ 2h. Todistuksen ensimmäisen osanperusteella seuraa, että hn → 0 normin suhteen. Jono {fn} on Cau
hyn jono,joten lauseen 2.1 perusteella on olemassa sellainen b ∈ L1(R), että fn → b.Nyt lauseen 2.3 perusteella on olemassa sellainen jonon {fn} osajono {fqn

},että fqn
→ b m.k. Toisaalta fqn

→ f m.k., joten f = b m.k. Selvästi nyt
fn → f normin suhteen, sillä

‖fn − f‖1 =

∫

|fn − f | =

∫

|fn − b− f + b| ≤
∫

|fn − b| +
∫

|f − b|

=

∫

|fn − b| = ‖fn − b‖1 → 0,joten lause on tosi myös silloin kun f 6= 0.17



Dominoidun konvergenssin lauseen tulos esitetään usein myös seuraa-vassa muodossa. Oletetaan, että lauseen 2.5 oletukset ovat voimassa. Nyt
f ∈ L1(R) ja

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn =

∫ ∞

−∞
lim

n→∞
fn.Osoitamme, että tämä tulos seuraa lauseen 2.5 väitteestä. Lauseen 2.5 mu-kaan fn → f normin suhteen, eli

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
|fn − f | = 0.Toisaalta on oletettu, että fn → f m.k., eli lim

n→∞
|fn(t) − f(t)| = 0 melkeinkaikilla t ∈ R. On siis oltava

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn =

∫ ∞

−∞
lim

n→∞
fn.Suppenemisesta normin suhteen siis seuraa, että raja-arvon ja integraalinjärjestys voidaan vaihtaa. Suppenemisella melkein kaikkialla ei ole tätä omi-naisuutta ([2, s . 59℄).Seuraava Fatoun lemma seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta.Lause 2.6. Olkoot fn ∈ L1(R) ja olkoon {fn} jono ei-negatiivisia funktioita,joille pätee ∫

fn ≤M jollekin vakiolle M ja kaikille n ∈ N. Jos fn → f m.k.,niin silloin f ∈ L1(R) ja ∫

f ≤M .Todistus (ks. [2, s. 61℄). Olkoon γn,k = min {fn, fn+1, . . . , fn+k}, missä
n, k ∈ N. Valitaan n ∈ N. Nyt jono {γn,1, γn,2, . . .} on ei-kasvava jonointegroituvia funktioita. Lisäksi

|
∫

γn,k| ≤
∫

γn,1 <∞.Nyt monotonisen konvergenssin lauseen nojalla γn,k → γn m.k., joten
γn = inf {fn, fn+1, . . .} m.k. Selvästi siis

∫

γn ≤
∫

fn ≤M.Koska γ1 ≤ γ2 ≤ γ3 . . ., on jono {γn} ei-vähenevä. Nyt monotonisen kon-vergenssin lauseen nojalla on olemassa sellainen integroituva funktio f , että
γn → f ja

∫

f ≤M.18



Lause 2.7. L2([a, b]), a, b ∈ R, on Hilbertin avaruus.Todistus (ks. [2, s. 94℄). Oletamme tässä tunnetuksi, että L2([a, b]) onnormiavaruus, joten osoitamme, että se on myös täydellinen. Olkoon {fn}avaruudessa L2([a, b]) määritelty Cau
hyn jono. Silloin
∫ b

a

|fm − fn|2 → 0,kun m,n → ∞. Kun m,n → ∞, seuraa Cau
hyn-S
hwarzin epäyhtälönnojalla
∫ b

a

|fm − fn| ≤
√

∫ b

a

1

√

∫ b

a

|fm − fn|2 =
√
b− a

√

∫ b

a

|fm − fn|2 → 0.Siispä {fn} on Cau
hyn jono myös avaruudessa L1([a, b]). Koska L1([a, b]) ontäydellinen, on olemassa funktio f ∈ L1([a, b]), jolle pätee
∫ b

a

|f − fn| → 0,kun n → ∞. Lauseen 2.3 nojalla on olemassa sellainen jonon {fn} osajono
{fpn

}, että fpn
→ f m.k. Selvästi kaikille ε > 0

∫ b

a

|fpm
− fpn

|2 < ε,kun m ja n valitaan riittävän suuriksi. Siispä kun n→ ∞,
∫ b

a

|fpm
− f |2 ≤ εlauseen 2.6 nojalla. Tämä osoittaa, että f ∈ L2([a, b]). Lisäksi

∫ b

a

|f − fn|2 ≤
∫ b

a

|f − fpn
|2 +

∫ b

a

|fpn
− fn|2 < 2ε,kun n on riittävän suuri. Päättelemme, että fn → f normin suhteen myösavaruudessa L2([a, b]), joten L2([a, b]) on täydellinen.3 Fourier-sarjaLauseen 1.1 yhteydessä totesimme, että äärellisulotteisen vektoriavaruudenalkiot ovat esitettävissä ääärellisenä lineaarikombinaationa. Olemme kiinnos-tuneita mahdollisuudesta ilmaista vektoriavaruuden alkioita summien avul-la myös ääretönulotteisessa tapauksessa. Äärellisten lineaarikombinaatioden19



sijaan joudumme kuitenkin käsittelemään äärettömiä summia, jolloin esiinnousee kysymys sarjan suppenemisesta. Edellä olemme huomanneet, ettäavaruudella L2 on ominaisuuksia, jotka ovat hyödyllisiä suppenemistarkas-telujen näkökulmasta. Osoittautuukin, että avaruudessa L2 voimme tietyinrajoituksin esittää funktion ns. Fourier-sarjan avulla.Tässä luvussa esitämme Fourier-sarjan määritelmän. Sen jälkeen esitäm-me joitakin huomioita Fourier-sarjan suppenemisesta. Esittelemmemyös Fourier-sarjan reaalisen version. Tässä kappaleessa tarkastelumme rajoittuvat jaksol-lisiin funktioihin, joiden jakson pituus on 2π.Määritelmä 3.1. Olkoon f joukossa R määritelty funktio. Funktio f onjaksollinen, jos on olemassa sellainen luku P ∈ R (6= 0), että
f(t) = f(t+ P ) ∀t ∈ R.Lukua P sanotaan funktion f jakson pituudeksi. Kun P = 2π, merkitsemmefunktion määrittelyjoukon mitä tahansa 2π-mittaista väliä kirjaimella T .3.1 Täydellisistä ortogonaalisista joukoistaTässä alaluvussa osoitamme, että eksponenttifunktioiden joukko {φk}k∈Z ontäydellinen avaruudessa L2(T ). Tämä tulos on erittäin keskeinen, sillä semahdollistaa neliöintegroituvan funktion esittämisen Fourier-sarjakehitelmänavulla.Esimerkissä 1.3 osoitimme, että kompleksisten eksponenttifunktioiden jouk-ko {φk}k∈Z on ortonormaali määrittelemämme sisätulon suhteen. Seuraavaksimäärittelemme, mitä tarkoitamme ortonormaalin joukon täydellisyydellä.Määritelmä 3.2. Olkoon H Hilbertin avaruus. Ortonormaali joukko

{ϕk}∞k=1 ⊂ H on täydellinen, jos jokaiselle f ∈ H

f =
∞

∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk.Olemme pian valmiit todistamaan eksponenttifunktioiden joukon täydel-lisyyden avaruudessa L2(T ). Tätä todistusta varten tarvitsemme seuraavantuloksen. 20



Lause 3.1. Jos funktio f ∈ L1(T ) ja 〈f, φn〉 = 0 kaikilla n ∈ N, niin f = 0melkein kaikkialla.Todistus. Ks. [2, s. 116℄.Lause 3.2. Joukko {φk}k∈Z on täydellinen avaruudessa L2(T ).Todistus (vrt. [2, s. 116℄). Olkoon f ∈ L2(T ). Merkitään nyt
y =

∞
∑

k=1

〈f, φk〉φkja osoitetaan, että summa on olemassa joukossa L2(T ). Koska {φk}k∈Z onortonormaali joukko, Pythagoraan lauseen (lause 1.4) perusteella
‖

n
∑

k=1

〈f, φk〉φk‖2 =
n

∑

k=1

‖〈f, φk〉φk‖2,ja edelleen
n

∑

k=1

‖〈f, φk〉φk‖2 =
n

∑

k=1

〈f, φk〉 〈f, φk〉‖φk‖2 =
n

∑

k=1

|〈f, φk〉|2.Besselin epäyhtälön (lause 1.6) nojalla sarja
∞

∑

k=1

|〈f, φk〉|2suppenee, joten jono
Sn =

n
∑

k=1

〈f, φk〉φkon Cau
hyn jono. Koska L2(T ) on Hilbertin avaruus ja siten täydellinen, sarja
∞

∑

k=1

〈f, φk〉φksuppenee.Sitten osoitamme, että y = f m.k. Koska f ∈ L2(T ), niin esimerkin 1.5perusteella f ∈ L1(T ). Selvästi kaikilla n ∈ N pätee
〈f − y, φn〉 = 〈f, φn〉 −

〈

∞
∑

k=1

〈f, φk〉φk, φn

〉

= 〈f, φn〉 −
∞

∑

k=1

〈f, φk〉 〈φk, φn〉 = 〈f, φn〉 − 〈f, φn〉 = 0,21



joten lauseen 3.1 perusteella f − y = 0 m.k. Siispä
f =

∞
∑

k=1

〈f, φk〉φk.

Seuraava Parsevalin yhtälö on välttämätön ja riittävä ehto ortonormaalinjoukon täydellisyydelle Hilbertin avaruudessa.Lause 3.3. Hilbertin avaruuden H ortonormaali osajoukko {ϕn} on täydel-linen, jos ja vain jos jokaiselle u ∈ H(3.1) ‖u‖2 =
∞

∑

n=1

|〈u, ϕn〉|2.Todistus (ks. [2, s. 108℄). Olkoon u ∈ H. Lauseen 1.5 todistuksen perusteellajokaiselle n ∈ N pätee(3.2) ‖u−
n

∑

k=1

〈u, ϕk〉ϕk‖2 = ‖u‖2 −
n

∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2.Oletetaan ensin, että {ϕn} on täydellinen. Silloin
lim

n→∞
‖u−

n
∑

k=1

〈u, ϕk〉ϕk‖2 = 0.Siispä kaavan (3.2) perusteella
lim

n→∞

[

‖u‖2 −
n

∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2
]

= 0,joten (3.1) on voimassa.Oletetaan sitten, että (3.1) pätee. Kun n→ ∞, kaavan (3.2) perusteella
lim

n→∞
‖u−

n
∑

k=1

〈u, ϕk〉ϕk‖2 = 0,joten {ϕn} on täydellinen. 22



3.2 Fourier-sarjaLauseen 3.2 keskeinen sisältö on, että neliöintegroituvaa funktiota voidaanapproksimoida sarjakehitelmällä mielivaltaisen tarkasti. Tämä tarkoittaa, et-tä kaikki joukon {φk}k∈Z lineaarikombinaatiot muodostavat sarjan, joka sup-penee kohti jotakin funktiota f ∈ L2(T ). Olemme siis osoittaneet, ettälauseen 1.1 tulos on käytettävissämme myös ääretönulotteisen avaruuden
L2(T ) tapauksessa.Olkoon f ∈ L2(T ). Lauseen 3.2 ja esimerkin 1.3 perusteella voidaan mer-kitä

f =
∑

k∈Z

ckφk,missä
ck = 〈f, φk〉 =

1√
2π

∫

T

f(t)e−iktdt.Määritelmä 3.3. Olkoon f ∈ L2(T ). Kertoimia
ck(f) = 〈f, φk〉 =

1√
2π

∫

T

f(t)e−iktdt, k ∈ Zkutsutaan funktion f Fourier-kertoimiksi. Sarjaa
∑

k∈Z

ck(f)φkkutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi. Kun haluamme sanoa, että funktiolla
f on tietty Fourier-sarjakehitelmä, merkitsemme

f ∼
∑

k∈Z

ck(f)φk.Koska reaaliarvoisen funktion Fourier-sarjan määritteleminen komplek-sisten eksponenttifunktioiden avulla ei ole kovinkaan luontevaa, johdammeseuraavaksi reaalisen Fourier-sarjan. Reaalisen funktion Fourier-sarjan ter-mit ckφk (k ∈ Z) ilmaistaan usein sinien ja kosinien avulla seuraavasti (vrt.[1, s. 75℄). Huomataan, että
cne

int + c−ne
−int = cn(cosnt+ i sinnt) + c−n(cosnt− i sinnt)

= (cn + c−n) cosnt+ i(cn − c−n) sinnt,23



missä n ∈ N. Toisaalta huomataan, että
ckφk =

cke
ikt

√
2π

.Merkitäänkin seuraavaksi
an =

cn + c−n√
2π

=
1√
2π

(

1√
2π

∫

T

f(t)e−intdt+
1√
2π

∫

T

f(t)eintdt

)

=
1

π

∫

T

f(t)
eint + e−int

2
dt

=
1

π

∫

T

f(t) cos(nt)dt, n = 1, 2, 3, . . . .Samoin voidaan merkitä
bn =

i(cn − c−n)√
2π

=
1

π

∫

T

f(t) sin(nt)dt, n = 1, 2, 3, . . . .Todetaan vielä, että kun k = 0,
c0φ0 =

c0√
2π

=
1

2π

∫

T

f(t)dt.Toisaalta jos n = 0, niin
a0 =

1

π

∫

T

f(t)dt,joten a0 = 2c0φ0. Kompleksisen Fourier-sarjan
∑

k∈Z

ck(f)φktermiä c0φ0 vastaa siis reaalisessa Fourier-sarjassa termi a0

2
. Lisäksi selvästi

bo = 0. Nyt funktion f Fourier-sarja voidaan kirjoittaa muodossa
a0

2
+

∞
∑

n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)).Esimerkki 3.1. Olkoon
f(t) =







−1, kun − π < t < 0,

1, kun 0 < t < π.Funktion f Fourier-sarja on
a0

2
+

∞
∑

n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)),24



missä
an =

1

π

∫

T

f(t) cos(nt)dtja
bn =

1

π

∫

T

f(t) sin(nt)dt, n = 1, 2, 3, . . . .Kun n = 0,
a0 =

1

π

∫ π

−π

f(t)dt =
1

π

∫ π

0

dt− 1

π

∫ 0

−π

dt = 0.Olkoon sitten n 6= 0. Nyt
an =

1

π

∫ π

−π

f(t) cos(nt)dt = 0.Vastaavasti
bn =

1

π

∫ π

−π

f(t) sin(nt) =
1

π

[
∫ 0

−π

− sin(nt)dt+

∫ π

0

sin(nt)dt

]

=
1

π

[

cos(nt)

n

]0

−π

− 1

π

[

cos(nt)

n

]π

0

=
4

πn
,kun n = 2k − 1 (k = 1, 2, . . .). Samoin huomataan, että bn = 0 kun n = 2k,joten

bn =
4

π(2k − 1)
.Funktion f Fourier-sarja on siis

f(t) ∼ 4

π

∞
∑

k=1

sin(2k − 1)t

2k − 1
.Esimerkki 3.2 (ks. [1, s. 116℄). Olkoon f ∈ L2(T ). Tarkastellaan funktion

f ortogonaaliprojektiota avaruuden L2(T ) n-ulotteiseen aliavaruuteen, jonkavirittää joukko {φk}n
k=1. Se on

Pn(f) =
n

∑

k=1

〈f, φk〉 =
n

∑

k=1

〈f, φk〉φk =
n

∑

k=1

ckφk,missä
ck = 〈f, φk〉 ‖φk‖ =

1√
2π

∫

T

f(t)e−iktdt = ck(f).25



Fourier-sarjan suppenemista normin suhteen ei tule sekoittaa pistettäi-seen suppenemiseen. Suppeneminen normin suhteen määritellään integraali-na funktion koko periodin T yli, eikä siitä voida vetää johtopäätöksiä sarja-kehitelmän suppenemisesta periodin yksittäisessä pisteessä,
f(x) =

∞
∑

n=1

〈f, φn〉φn(x).Pisteittäistä suppenemista koskeva tulos onkin huomattavasti vahvempi.Lennart Carleson todisti vuonna 1966, että neliöintegroituvan funktion Fourier-sarja suppenee melkein kaikkialla. Todistus on erittäin vaativa.3.3 Yleistetty Fourier-sarjaEdellisessä alaluvussa osoitimme, että kaikki joukon {φk}k∈Z lineaarikom-binaatiot suppenevat kohti jotakin funktiota f ∈ L2(T ). Lauseesta 1.5 jaesimerkistä 3.2 huomataan, että Fourier-sarjakehitelmä on tietyssä mielessäparas approksimaatio tälle funktiolle. Osoittautuu, että tulos on voimassamyös yleiselle ortonormaalille joukolle {ϕk}∞k=1 ja Hilbertin avaruudelle H.Olkoon {ϕk}∞k=1 Hilbertin avaruuden H ortonormaali osajoukko. Besselinepäyhtälön nojalla
∞

∑

k=1

|〈u, ϕk〉|2 ≤ ‖u‖2,joten sarja suppenee jokaiselle u ∈ H. Toisin sanoen, jono {〈u, ϕk〉} ∈ l2.Voidaan sanoa, että ortonormaali joukko {ϕk}∞k=1 avaruudessa H indusoikuvauksen avaruudelta H avaruuteen l2. Sarjakehitelmää
u ∼

∞
∑

k=1

〈u, ϕk〉ϕkkutsutaan alkion u ∈ H yleistetyksi Fourier-sarjaksi. Vastaavasti kertoimia
〈u, ϕk〉 kutsutaan ortonormaalin joukon {ϕk}∞k=1 määräämiksi yleistetyiksiFourier-kertoimiksi. Avaruuden H täydellisyys takaa sarjan suppenemisen.Lause 3.4. Olkoon jono {ϕk}∞k=1 avaruuden H ortonormaali osajoukko jaolkoon {αk} jono kompleksilukuja. Sarja26



∞
∑

k=1

αkϕksuppenee, jos ja vain jos {ak} ∈ l2. Silloin myös
‖

∞
∑

k=1

akϕk‖ =

√

√

√

√

∞
∑

n=1

|ak|2.Todistus (ks. [2, s. 106℄). Olkoot m > n > 0. Pythagoraan lauseen perus-teella(3.3) ‖
m

∑

k=n

akϕk‖ =

√

√

√

√

m
∑

k=n

|ak|2.Jos {ak} ∈ l2, niin selvästi sarja ∑∞
k=1 akϕk suppenee avaruuden H täydel-lisyyden nojalla. Oletetaan sitten, että sarja ∑∞

k=1 akϕk suppenee. Kohdan(3.1) nojalla myös sarja ∑∞
k=1|ak|2 suppenee, sillä sarjan osasummien jono

Sm =
∑m

k=1|ak|2 on Cau
hyn jono joukossa R. Kun k = 1 ja m → ∞ yhtä-lössä (3.3), saadaan
‖

∞
∑

k=1

akϕk‖ =

√

√

√

√

∞
∑

n=1

|ak|2.

Määritelmä 3.4. Olkoot H1 ja H2 Hilbertin avaruuksia. Avaruus H1 onisomor�nen avaruuden H2 kanssa, jos on olemassa sellainen lineaarikuvaus
L : H1 → H2, että L on bijektio ja

〈L(x), L(y)〉 = 〈x, y〉jokaiselle x, y ∈ H1. Tällöin kuvausta L kutsutaan isomor�smiksi avaruudel-ta H1 avaruuteen H2.Olkoon nyt H Hilbertin avaruus jossa voidaan määritellä ortonormaalijoukko {ϕk}∞k=1. Todistamme seuraavaksi, että H on isomor�nen avaruu-den l2 kanssa ja että isomor�smin määrittää kuvaus T : H → l2, missä
T (x) = (α1, α2, . . .), αk = 〈x, ϕk〉 ja k ∈ N. Selvästi T on lineaarikuvaus.Aloitamme osoittamalla, että kuvaus T on bijektio.27



Olkoot U ja V sisätuloavaruuksia ja olkoon L : U → V lineaarikuvaus.Lineaarikuvauksen L nolla-avaruus on joukko
N (L) = {u ∈ U : L(u) = 0} .Lineaarialgebrasta tiedetään, että lineaarikuvaus L on injektio, jos ja vainjos N (L) = 0. Selvästi nyt lineaarikuvaus T on injektio, sillä avaruuden Htäydellisyyden nojalla jokaiselle x ∈ H

x =
∞

∑

k=1

〈x, ϕk〉ϕk =
∞

∑

k=1

αkϕk,joten jos αk = 0 kaikille k ∈ N, on tällöin oltava x = 0. Edelleen T onsurjektio, sillä lause 3.4 pätee mielivaltaiselle jonolle {ak} ∈ l2.Lause 3.5. Olkoon H ääretönulotteinen Hilbertin avaruus, jolla on täydelli-nen ortonormaali osajoukko. Avaruus H on isomor�nen avaruuden l2 kans-sa.Todistus (ks. [2, s. 126℄). Olkoon jono {ϕk}∞k=1 avaruuden H täydellinen or-tonormaali osajoukko ja olkoon x ∈ H. Olkoon vielä lineaarikuvaus T ku-ten edellä. On jo osoitettu, että T on bijektio. Riittää siis osoittaa, että
〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉. Merkitään βk = 〈y, ϕk〉. Nyt

〈T (x), T (y)〉 = 〈(α1, α2, . . .), (β1, β2, . . .)〉

=
∞

∑

k=1

αkβk =
∞

∑

k=1

〈x, ϕk〉 〈y, ϕk〉

=
∞

∑

k=1

〈x, 〈y, ϕk〉ϕk〉 =

〈

x,

∞
∑

k=1

〈y, ϕk〉ϕk

〉

= 〈x, y〉 .Olemme siis osoittaneet, että jokainen ääretönulotteinen Hilbertin ava-ruus, jossa voidaan määritellä täydellinen ortonormaali joukko, on isomor�-nen avaruuden l2 kanssa. Fourier-sarjojen kannalta tulos tarkoittaa sitä, ettäjokaista jonoa {ak} ∈ l2 kohti on olemassa sellainen funktio f ∈ L2(T ), että
f ∼

∞
∑

k=1

akϕk,missä ak = 〈f, ϕk〉 (ks. myös huomautus [1, s. 121℄). Tätä tulosta kutsutaanusein Rieszin-Fis
herin lauseeksi. 28



4 Fourier-muunnos4.1 Fourier-muunnoksen määritelmäEdellä olemme osoittaneet, että jokaiselle jakson T yli neliöintegroituvallejaksolliselle funktiolle f on olemassa L2-normin suhteen suppeneva Fourier-sarjakehitelmä. Sarjan kertoimet ovat määritelmän 3.3 mukaan
ck(f) =

1√
2π

∫

T

f(t)e−iktdt,missä k ∈ Z. Määritellään nyt funktio
f̂(k) =

1√
2π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt.Tätä funktiota kutsutaan 2π-jaksollisen funktion Fourier-muunnokseksi. Huo-mataan, että jaksollisen funktion tapauksessa Fourier-muunnos on määriteltyvain kokonaislukuarvoille.Tässä luvussa määrittelemme Fourier-muunnoksen myös ei-jaksollisillefunktioille. Käytännössä tämä tapahtuu antamalla funktion jakson pituudenkasvaa rajatta (ks. esim. [1, s. 165℄). Ongelmaksi muodostuvat ei-jaksollisenfunktion Fourier-muunnoksen olemassaoloa koskevat ehdot. Intergaalin
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iktdtkäyttäminen neliöintegroituvien funktioiden Fourier-muunnoksen määritel-mänä on ongelmallista, sillä kaikki neliöintegroituvat funktiot eivät ole in-tegroituvia reaalilukujen joukossa. Toisaalta olemme jo aiemmin esimerkis-sä 2.2 huomanneet, että suppenemista L1- ja L2-normien suhteen ei voidasamaistaa. Jos siis määrittelisimme Fourier-muunnoksen erikseen joukoissa

L1(R) ja L2(R), emme voisi olla varmoja näiden määritelmien vastaavuu-desta (ks. [2, s. 198℄). Käytännössä voimme kuitenkin määritellä Fourier-muunnoksen joukossa L1(R)∩L2(R) sekä joukoissa L1(R) ja L2(R), kunhanolemme tietoisia näistä rajoituksista. Tarkempi syventyminen näihin kysy-myksiin ei ole mahdollista tämän tutkielman puitteissa.Määritelmä 4.1. Olkoon f ∈ L1(R)∩L2(R). Funktion f Fourier-muunnoson funktio
f̂(k) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iktdt.29



Määrittelemme Fourier-muunnoksen samoin myös joukoissa L1(R) ja L2(R).Tällöin oletamme muunnoksen määrittelevän integraalin suppenevan. Funk-tion f Fourier-muuunnoksesta käytetään myös merkintää F(f).Esimerkki 4.1. Olkoon f funktio
f(t) =







e−t, kun t ≥ 0,

−et, kun t < 0.Funktion f Fourier-muunnos on
f̂(k) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iktdt

=
1√
2π

[
∫ 0

−∞
−ete−iktdt+

∫ ∞

0

e−te−iktdt

]

=
1√
2π

lim
b→∞

[
∫ 0

−b

−e−(ik−1)tdt+

∫ b

0

e−(ik+1)tdt

]

=
1√
2π

lim
b→∞

[

1 − e(ik−1)b

ik − 1
− e−(ik+1)b − 1

ik + 1

]

=
1√
2π

[

1

ik − 1
+

1

ik + 1

]

=
−2ik√

2π(k2 + 1)
.4.2 Fourier-muunnoksen ominaisuuksiaSeuraavat ominaisuudet seuraavat helposti suoraan määritelmästä 4.1.Lause 4.1. Olkoot f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R) ja a ∈ C. Silloin

F(f + g) = F(f) + F(g)(a)
F(af) = aF(f)(b)
F

{

f(t)
}

= F {f(−t)}(
)
F {f(t− u)} = F {f(t)} e−iku(d)
F {f(at)} = (1/a)F {f(t/a)} , a > 0.(e)Lause 4.2. Integroituvan funktion Fourier-muunnos on jatkuva funktio.Todistus (ks. [2, s. 194℄). Olkoon f ∈ L1(R) ja olkoot k, h ∈ R. Silloin30



|f̂(k + h) − f̂(k)| =

∣

∣

∣

∣

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikt(eiht − 1)f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 1√
2π

∫ ∞

−∞
|eiht − 1||f(t)|dt.On siis osoitettava, että

lim
h→0

|f̂(k + h) − f̂(k)| = lim
h→0

1√
2π

∫ ∞

−∞
|eiht − 1||f(t)|dt = 0.Huomataan, että |eiht − 1||f(t)| ≤ 2|f(t)| ja että lim

h→0
|eiht − 1| = 0 kaikilla

t ∈ R. Nyt dominoidun konvergenssin lauseen (lause 2.5) perusteella
lim
h→0

1√
2π

∫ ∞

−∞
|eiht − 1||f(t)|dt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
lim
h→0

|eiht − 1||f(t)|dt = 0.

Määritelmä 4.2. Olkoot f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R). Funktioiden f ja g konvo-luutio f ∗ g on
(f ∗ g)(t) = f ∗ g(t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t− y)g(y)dy

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)g(t− y)dy.Seuraava konvoluutiolause ilmaisee yhden Fourier-muuunnoksen hyödyl-lisimmistä ominaisuuksista. Konvoluutio on nimittäin muunnettavissa kerto-laskuksi Fourier-muunnoksen avulla.Lause 4.3. Olkoot f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R). Silloin

F(f ∗ g) = F(f)F(g).Todistus (ks. [1, s. 177℄). Esitämme tässä luonnoksen todistukselle. Konvo-luution f ∗ g integroituvuus ja integrointijärjestyksen vaihtaminen kohdas-sa (*) perustuvat Fubinin lauseeseen (ks. [2, s. 78℄). Fourier-muunnoksen jakonvoluution määritelmien perusteella31



F(f ∗ g)(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikt

(

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t− y)g(y)dy

)

dt

=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikt

(
∫ ∞

−∞
f(t− y)g(y)dy

)

dt

=
1

2π

∫ ∞

−∞
g(y)

∫ ∞

−∞
e−iktf(t− y)dtdy(*)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
g(y)

∫ ∞

−∞
e−ik(t+y)f(t)dtdy

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(y)e−ikydy

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iktf(t)dt = F(f)F(g).Olemme aiemmin todistaneet Parsevalin yhtälön Fourier-sarjoille. Vas-taava tulos on voimassa myös jatkuvan Fourier-muunnoksen tapauksessa.Lause 4.4. Olkoon f ∈ L1(R) ∩ L2(R). Silloin

‖f̂‖2 = ‖f‖2.Todistus (ks. [2, s. 197℄). Oletetaan ensin, että f = 0 kaikkialla välin [−π, π]ulkopuolella. Nyt määritelmän 3.3 perusteella
f ∼

∑

k∈Z

ck(f)eikt,missä
ck(f) =

〈

f, eikt
〉

=
1√
2π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt.Lauseen 3.3 perusteella
‖f‖2

2 =
∞

∑

k=−∞

∣

∣

∣

∣

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iktdt

∣

∣

∣

∣

2

=
∞

∑

k=−∞

|f̂(k)|2.Olkoon sitten g(t) = e−iξtf(t). Samoin funktiolle g pätee
‖g‖2

2 =
∞

∑

k=−∞

∣

∣

∣

∣

1√
2π

∫ ∞

−∞
g(t)e−iktdt

∣

∣

∣

∣

2

=
∞

∑

k=−∞

∣

∣

∣

∣

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−i(k+ξ)tdt

∣

∣

∣

∣

2

=
∞

∑

k=−∞

|f̂(k + ξ)|2.32



Selvästi ‖f‖2
2 = ‖g‖2

2, joten(4.1) ‖f‖2
2 =

∞
∑

k=−∞

|f̂(k + ξ)|2.Integroimalla lauseke (4.1) puolittain muuttujan ξ suhteen välin [0, 1] ylisaadaan
‖f‖2

2 =
∞

∑

k=−∞

∫ 1

0

|f̂(k + ξ)|2dξ =

∫ ∞

−∞
|f̂(ξ)|2dξ = ‖f̂‖2

2.Jos f 6= 0 välin [−π, π] ulkopuolella, voidaan valita sellainen luku λ > 0, ettäfunktio g(t) = f(λt) = 0 kaikkialla välin [−π, π] ulkopuolella. Nyt lauseen4.1 kohdan (e) nojalla
ĝ(k) =

1

λ
f̂

(

k

λ

)

,joten
‖f‖2

2 = λ‖g‖2
2 = λ‖ĝ‖2

2 = λ

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

∣

1

λ
f̂

(

ξ

λ

)∣

∣

∣

∣

2

dξ =

∫ ∞

−∞
|f̂(ξ)|2dξ = ‖f̂‖2

2.Esimerkki 4.2 (ks. [1, s. 182, teht. 7.23℄). Lasketaan epäoleellinen integraali
∫ ∞

−∞

x2

(x2 + 1)2
dx.Esimerkin 4.1 perusteella funktion

f(t) =







e−t, kun t ≥ 0,

−et, kun t < 0Fourier-muunnos on
f̂(k) =

−2ik√
2π(k2 + 1)

.Toisaalta
∫ ∞

−∞
|f(t)|2dt =

∫ 0

−∞
e2tdt+

∫ ∞

0

e−2tdt

= lim
b→∞

(
∫ 0

−b

e2tdt+

∫ b

0

e−2tdt

)

= lim
b→∞

(

1 − e−2b
)

= 1.33



Parsevalin yhtälön perusteella ‖f̂‖2 = ‖f‖2, joten
∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

∣

−2ik√
2π(k2 + 1)

∣

∣

∣

∣

2

dk =
2

π

∫ ∞

−∞

k2

(k2 + 1)2
dk = 1.Siispä

∫ ∞

−∞

x2

(x2 + 1)2
dx =

π

2
.Lause 4.5. Jos f, g ∈ L2(R), niin

∫ ∞

−∞
f(t)ĝ(t)dt =

∫ ∞

−∞
f̂(t)g(t)dt.Todistus. Ks. [2, s. 199℄.Seuraava apulause on tarpeellinen käänteisen Fourier-muunnoksen mää-rittelemiseksi.Lemma 4.1. Olkoon f ∈ L1(R) ∩ L2(R) ja olkoon g = f̂ . Silloin f = ĝ.Todistus (ks. [2, s. 200℄). Olkoon g = f̂ . Nyt lauseiden 4.4 ja 4.5 perusteella

〈

f, ĝ
〉

=
〈

f̂ , g
〉

=
〈

f̂ , f̂
〉

= ‖f̂‖2
2 = ‖f‖2

2.Edelleen Parsevalin yhtälön nojalla
‖ĝ‖2

2 = ‖g‖2
2 = ‖f̂‖2

2 = ‖f‖2
2.Saadaan

‖f − ĝ‖2
2 =

〈

f − ĝ, f − ĝ
〉

= ‖f̂‖2
2 − 〈f, ĝ〉 − 〈f, ĝ〉 + ‖ĝ‖2

2 = 0,joten f = ĝ.Lause 4.6. Olkoon f ∈ L2(R). Silloin
f(t) = lim

n→∞

1√
2π

∫ n

−n

f̂(k)eiktdk,missä suppeneminen on määritelty L2-normin suhteen.34



Todistus (ks. [2, s. 201℄). Jos g = f̂ , niin silloin lemman 4.1 perusteella
f(t) = ĝ(t) = lim

n→∞

1√
2π

∫ n

−n

e−iktg(k)dk

= lim
n→∞

1√
2π

∫ n

−n

eiktg(k)dk

= lim
n→∞

1√
2π

∫ n

−n

eiktf̂(k)dk.Edellisen lauseen perusteella huomataan, että kun f ∈ L1(R) ∩ L2(R),yhtäsuuruus
f(t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
eiktf̂(k)dkon voimassa melkein kaikkialla joukossa R. Lauseessa määriteltyä muunnos-ta kutsutaan käänteiseksi Fourier-muunnokseksi. Funktio f ja sen Fourier-muunnos muodostavat ns. Fourier-muunnosparin

F {f(t)} =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iktdt,

F−1{f̂(k)} =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(k)eiktdk.Olemme aiemmin osoittaneet, että jokainen ääretönulotteinen Hilbertinavaruus, jossa voidaan määritellä täydellinen ortonormaali jono, on isomor-�nen avaruuden l2 kanssa. Yleistetyn Fourier-sarjan tarkastelemisen yhtey-dessä havaitsimme, että yleistettyjen Fourier-kertoimien joukko indusoi iso-mo�smin avaruudesta H avaruuteen l2. Osoittautuu, että Fourier-muunnosindusoi isomor�smin avaruudesta L2(R) avaruuteen L2(R). Seuraava lauseosoittaa, että Fourier-muunnos säilyttää sisätulon.Lause 4.7. Jos f, g ∈ L2(R), niin

∫ ∞

−∞
f(t)g(t)dt =

∫ ∞

−∞
f̂(k)ĝ(k)dk.Todistus. Ks. [2, s. 201℄.Lause 4.8. Fourier-muunnos F on isomor�smi avaruudelta L2(R) avaruu-teen L2(R). 35



Todistus (ks. [2, s. 202℄). Lauseen 4.7 perusteella
〈F(f), F(g)〉 = 〈f, g〉 .Jos F(f) = 0, niin selvästi funktion f on oltava nollafunktio. Tällöin siis

N (F) = 0, joten kuvaus F on injektio. On vielä osoitettava, että kuvaus Fon surjektio. Olkoon f ∈ L2(R) ja olkoot h = f ja g = ĥ. Nyt lemman 4.1nojalla f = h = ĝ, joten f = ĝ.Olemme siis todistaneet, että kuvaus F : L2(R) → L2(R) on isomor�s-mi. Tämä osoittaa, että jokainen neliöintegroituva funktio on jonkin neliöin-tegroituvan funktion Fourier-muunnos. Toisaalta lauseessa 3.5 osoitimme, et-tä jokainen ääretönulotteinen Hilbertin avaruus on isomor�nen avaruuden l2kanssa. Voidaan siis sanoa, että tietyssä mielessä on olemassa vain yksi ää-retönulotteinen Hilbertin avaruus.4.3 Diskreetti Fourier-muunnosTähän mennessä olemme tarkastelleet jaksollisen funktion Fourier-sarjaa se-kä yleisemmän funktion Fourier-muunnosta. Tässä alaluvussa esittelemmediskreetin Fourier-muunnoksen, joka on aiheemme numeeristen sovellustenkannalta kenties tärkein muunnostyyppi.Kuten Fourier-sarjaa käsittelevässä osuudessa myös tässä alaluvussa ra-joitamme tarkastelumme koskemaan reaalilukuväliä T , jonka pituus on 2π.Oletamme lisäksi, että T on väli [0, 2π]. Olkoon nyt
GN =

{

2πk

N
: k = 0, 1, 2, . . . , N − 1

}

= {xk : k = 0, 1, 2, . . . , N − 1}välin T jako ja olkoon lN joukko funktioita f : GN → C. Joukko lN on vek-toriavaruus yli skalaarikunnan C. Tälle vektoriavaruudelle voidaan helpostikonstruoida luonnollinen kanta. Olkoon
en(xk) =







1, kun k = n,

0, kun k 6= n.Selvästi {en}N−1
n=0 on lineaarisesti riippumaton joukko. Lisäksi kaikille funk-tioille f ∈ lN pätee

f =
N−1
∑

k=0

f(xk)ek,36



joten joukko {en}N−1
n=0 on avaruuden lN kanta ja avaruuden lN dimensio on

N . Avaruudessa lN voidaan määritellä sisätulo(4.2) 〈f, g〉 =
N−1
∑

k=0

f(xk)g(xk).Olkoon ω = ωN = e(2πi/N) ja määritellään funktio
ψn(xk) = e(in k

N
2π) = ωnk.Työmme tähän asti keskeisimipä tuloksia on se, että joukko {φk}k∈Z onavaruuden L2(T ) täydellinen ortnonormaali osajoukko. Tämä mahdollistaafunktion f ∈ L2(T ) esittämisen Fourier-sarjakehitelmän avulla. Huomaam-me, että vastaavasti funktiojoukko ψn(xk) muodostaa ortogonaalisen kannanavaruudelle lN .Lause 4.9. Joukko {ψn}N−1

n=0 on avaruuden lN ortogonaalinen kanta. Lisäksi
‖ψn‖2 = N .Todistus (ks. [1, s. 244℄). Koska joukon {ψn}N−1

n=0 alkioiden lukumäärä on N ,riittää osoittaa, että joukko on ortogonaalinen kohdassa (4.2) määritellynsisätulon suhteen. Olkoon 0 ≤ m,n ≤ N − 1. Silloin
〈ψm, ψn〉 =

N−1
∑

k=0

ωmkω−nk =
N−1
∑

k=0

ω(m−n)k.Kun m = n väite seuraa suoraan, sillä 〈ψm, ψn〉 = ‖ψn‖2 = N . Olkoon siis
m 6= n. Silloin

N−1
∑

k=0

ω(m−n)kon geometrinen summa, jonka suhdeluku on ω(m−n) 6= 1. Geometrisen sum-man kaavan perusteella
〈ψm, ψn〉 =

1 − ω(m−n)N

ω(m−n)
=

1 − e2πi(m−n)

ω(m−n)
= 0.
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Nyt voimme menetellä olennaisesti samoin kuin jatkuvan 2π-jaksollisenfunktion Fourier-muunnoksen yhteydessä ja määritellä diskreetin Fourier-muunnoksen seuraavasti. Lauseen 1.1 perusteella mielivaltainen funktio
f ∈ ln voidaan nyt esittää lineaarikombinaationa

f =
N−1
∑

k=0

ckψk,missä
ck =

〈f, ψk〉
〈ψk, ψk〉

=
1

N
〈f, ψk〉 .Määritelmä 4.3. Olkoon funktio f ∈ lN . Nyt funktion f diskreetti Fourier-muunnos on funktiô

f(n) =
1

N

N−1
∑

k=0

f(xk)e
−i2πkn/N , n ∈ N.Diskreetin Fourier-muunnoksen käänteismuunnos on vastaavasti

f(xk) =
N−1
∑

n=0

f̂(n)ei2πkn/N .Lukujonoille voidaan määritellä konvoluutio
f(xk) ∗ g(xk) =

N−1
∑

n=0

f(xn)g(xk−n).Kahden lukujonon konvoluutio on olennainen operaatio esimerkiksi digitaa-lisessa signaalinkäsittelyssä. Signaalin suodattaminen perustuu juuri kon-voluutioon. Voidaan osoittaa, että myös diskreetin Fourier-muunnoksen ta-pauksessa
(̂f ∗ g)(n) = f̂(n)ĝ(n).Laskennallisten sovellusten näkökulmasta tämä on merkittävää, sillä dis-kreetin Fourier-muunnoksen laskemiseksi on olemassa nopeita niin sanottujaFFT-algoritmeja. Kun lukujonojen diskreetit Fourier-muunnokset on ensinlaskettu FFT-algoritmilla, on lukujonojen konvoluutio yksinkertaisesti luku-jonojen Fourier-muunnosten tulo. Diskreetti Fourier-muunnos siis mahdollis-taa nopean konvoluution, jonka laskennallinen kompleksisuus on huomatta-vasti muita menetelmiä pienempi. 38
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