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Tiivistelma

Taydellisekst luvuks: kutsutaan lukua, joka on itseddn pienempien tekijoi-
densd summa. Luku 6 on taydellinen, koska 6 =1+ 2+ 3 ja luvut 1, 2 ja 3
ovat luvun 6 itsensi lisdksi sen ainoat tekijat. Suuruusjarjestyksessi seuraa-
va taydellinen luku on 28, silld 28 =1 +2+4+ 7+ 14 ja luvut 1, 2, 4, 7
ja 14 ovat lukua 28 pienemmaét luvun 28 tekijit. Seuraavat kolme taydellista
lukua ovat 496, 8128 ja 33550336. Taydelliset luvut ovat hyvin harvinaisia,
ja niitd onkin loytynyt tdhan paivain mennessa vain 44 kappaletta.

Ennen kuin tdmén tutkielman luvusta [3| eteenpéin perehdytéin varsinai-
sesti taydellisiin lukuihin kidydaan luvussa [2| 14pi kaikki tarvittavat lukuteori-
an peruskisitteet, jotta asiasta kiinnostuneet koulutustaustastaan riippumat-
ta voisivat seurata ja ymmartad esitettdvid todistuksia. Tutkielman luvus-
sa 4| tutustutaan parittomaiin taydellisiin lukuihin liittyvaan tutkimukseen.
Mielenkiintoiseksi tdmaéan tutkimuksen tekee etenkin se, ettd tdhan paiviin
mennessi ei ole 16ytynyt yhtadn paritonta tdydellistd lukua. Ei edes tiedeté,
onko sellaisia olemassa. Tutkimus on kuitenkin ahkeraa, ja siiné on saavutet-
tu monia mielenkiintoisia tuloksia.
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1 Johdanto

Olisi vaikea 10ytdd kokonaislukujen joukkoa, jolla olisi kiehto-
vampi historia ja hienostuneemmat ominaisuudet syvempiin mys-
teereihin kiedottuina — ja jolla olisi vihemmén kidyttoa — kuin tay-
dellisilla luvuilla.

—Martin Gardner [0} s. 1]

Tdydellinen luku on positiivinen kokonaisluku, joka on itsedédn pienempien
tekijoidensd summa. Ensimméinen tdydellinen luku on luku 6, jonka tekijit
ovat 1, 2, 3 ja 6, ja siis 1 + 2 4+ 3 = 6. Suuruusjirjestyksessa seuraavat kolme
taydellistd lukua ovat 28 (14+2+4 47+ 14 = 28), 496 ja 8128. Jo muinaiset
kreikkalaiset tunsivat ndmé nelji ensimmaéista taydellistd lukua. [13} s. 88|

Apostol toteaa kirjassaan [I, s. 4] tunnetun tosiasian noin 300 vuot-
ta ennen ajanlaskumme alkua elineen kreikkalaisen matemaatikon Euklei-
deen keskeisestd osasta taydellisten lukujen historiassa. Eukleideen Alkeiden
kolmestatoista kirjasta kolme oli omistettu lukuteorialle, ja naistd etenkin
kirja numero yhdeksidn on keskeinen aiheemme kisittelyssa. Tama sisilsi
my6s kuuluisan todistuksen alkulukujen joukon &direttomyydesté, joka on
sisdllytetty tdmin tutkielmaan lukuun Vield oleellisempaa tdméin tyon
aiheelle on kuitenkin se, ettd tdssa kirjassa Eukleides 10ysi kaikki parilliset
taydelliset luvut. Parittomat taydelliset luvut ovat aivan oma lukunsa, mihin
palaamme luvussa [4]

Jos muodostamme ykkdsestd aloittaen summan, jossa jokainen
summan termi on sitd edeltdvi luku kaksinkertaisena, ja tista
summasta muodostuu alkuluku, ja kerromme tdmé&n summan sen
viimeiselld termilld, niin tdma tulo on taydellinen.

—Eukleides [13] s. 88|

Edeltava lainaus toisin sanoen, jos esimerkiksi 1+2+4+48416 on alkuluku,
niin kuin se onkin, silld se on 2° — 1 = 31, niin 31 x 16 on tdydellinen. Siti se
todella on, silla tdmé tulos saa arvon 496, joka on suuruusjirjestyksessa kol-
mas tiydellinen luku. Sité edeltiviit 28 = 22(23—1) ja 6 = 2(22—1). Jokaises-
sa tapauksessa suluissa oleva tulon tekijé, edelld 22(2% — 1) ja 2(22 —1), jotka
ovat Mersennen lukuja (katso alaluku [3.2)), on alkuluku. Tamé onkin kriitti-
nen ehto. |13, s. 88] Eukleides siis todisti, etté parillinen luku on taydellinen,
jos silli on muoto 2P~1(2P — 1), missi seki p ettd 27 — 1 ovat alkulukuja.

Eukleides todisti vain, ettd hinen sdantdnsi on riittava parillisen tay-
dellisen luvun loytédmiseksi. Vasta kaksi tuhatta vuotta myShemmin sveit-
siliinen matemaatikko ja fysiikko Euler todisti Eukleideen teoreeman kiin-
teisesti, eli ettd jokaisen parillisen taydellisen luvun taytyy olla Eukleideen
esittdm&id muotoa. Syvennymme edelld mainittuihin todistuksiin luvussa 3]



Téaydellisilla luvuilla on monia mielenkiintoisia — jopa "mystisind” pidet-
tyja — ominaisuuksia, joihin on aikojen saatossa liittynyt myos vaaria luuloja.
Ajanlaskumme kolmantena ja neljintend vuosisatana elineen Jamblikhosin
oletus siitd, ettd jokainen (parillinen) tdydellinen luku paattyy joko lukuun 6
tai 8 on sittemmin osoitettu todeksi (ks. lause [3.8]), mutta hénen toinen ole-
tuksensa lukujen 6 ja 8 vuorottelusta ei pida paikkaansa: tdydellisten lukujen
viimeisten numeroiden jono alkaa 6,8,6,8,6,6,8,8,6,6,8,8,6,8,8,.... [13|
s. 88| Luvussa [3| tutustumme my6s moniin muihin néistd erikoislaatuisista
ominaisuuksista.

Merkittavaa uusien taydellisten lukujen l16ytamiselle on niiden jo aiemmin
todettu vastaavuus Mersennen alkulukujen kanssa. Ajankohtaiseksi tdmén jo
tuhansia vuosia vanhan aiheen tekeekin moderni tietotekniikka, jonka avulla
on verrattain suuriksi kasvaneiden laskentatehojen ansiosta pystytty suhteel-
lisen pienin véliajoin 16ytdmadn monia uusia Mersennen alkulukuja. Tasséd
hienoa on siis se, ettd aina samalla kertaa on 16ydetty myos uusi tdydellinen
luku! My6s tdhén uusia yhd suurempia Mersennen alkulukuja 16ytdmé&an
pyrkivdin tutkimukseen tutustumme mychemmin téssa tutkielmassa.

Jotta mahdollisimman moni voisi koulutustaustastaan riippumatta pereh-
tyd tdmaéan tutkielman avulla tdydellisten lukujen moniin kiehtoviin omi-
naisuuksiin, on luvussa [2| kiyty lapi kaikki peruslukiomatematiikan lisdksi
vaadittava algebra ja lukuteoria, jota tarvitaan luvussa |3| esitettyjen todis-
tusten ymmértimiseen. Kaytosséd olevat merkinnét on esitelty méaritelmien
yhteydessi, joten niitd emme ldhde tassa kdymaan lapi. Toteamme kuitenkin
vield, ettd tdma tutkielma sijoittuu matematiikan osa-aluista lukuteorian pii-
riin, joten se liikkuu koko ajan kokonaislukujen joukossa (merkitsemme sita
symbolilla Z) ja useimmiten nimenomaan sen osajoukossa positiiviset koko-
naisluvut (Z%).



2 Lukuteorian peruskasitteita

Tutustumme tédssd luvussa joihinkin keskeisiin algebran ja lukuteorian pe-
ruskésitteisiin, joita tarvitsemme myohemmin tédydellisid lukuja matemaat-
tisen eksaktisti méadritellessimme ja niiden ominaisuuksia kisitellessimme.
Seuraamme tédssd luvussa madritelmien osalta Pentti Haukkasen luentomo-
nisteita Algebra 1 |5 ja Lukuteoriaa [6].

2.1 Jaollisuus

Maaritelma 2.1. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Luku a on luvun b tekijd
(eli luku b on jaollinen luvulla @ eli luku a jakaa luvun b), jos on olemassa
sellainen ¢ € Z, ettd b = ac. Merkitsemme tité a | b.

Esimerkki 2.1. Luvun 6 positiiviset tekijit ovat luvut 1, 2, 3 ja 6. Voimme
siis kirjoittaa 1 |6, 2|6, 3|6 ja6 | 6.

2.2 Suurin yhteinen tekija

Maaritelma 2.2. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on
erisuuri kuin 0. Silloin kokonaisluku ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen
tekijd (syt), jos

1) cla,clb ja

2) dla,d|b=d<c

eli luku ¢ on lukujen a ja b tekiji, ja jos luku d on toinen niiden lukujen
tekijé, niin se ei ole lukua ¢ suurempi. Merkitsemme tata (a,b) = c.

Esimerkki 2.2. Luvun 4 positiiviset tekijiat ovat 1, 2 ja 4, ja luvulle 6 ne
ovat 1, 2, 3 ja 6. Lukujen 4 ja 6 suurin yhteinen tekijéd on siis 2 eli (4,6) = 2.

Esimerkki 2.3. Luvun 5 positiiviset tekijat ovat 1 ja 5, ja luvulle 10 ne ovat
1, 2, 5 ja 10. Lukujen 5 ja 10 suurin yhteinen tekijé on siis 5 eli (5,10) = 5.
2.3 Alkuluvuista

Miaritelma 2.3. Luku p (> 1) on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijét
ovat 1 ja p. Merkitsemme alkulukujen joukkoa symbolilla P.

Esimerkki 2.4. (Vrt. [5, s. 12].) Lukua 20 pienemmit alkuluvut ovat 2, 3,
5, 7,11, 13, 17 ja 19. Luku 2 on ainoa parillinen alkuluku.



Lause 2.1. Jokainen kokonaisluku n > 1 on joko alkuluku tai kahden tai
useamman alkuluvun tulo.

Todistus. (Vrt. [I, s. 16].) Kédytdmme induktiota luvun n suhteen. Viite on
selviisti tosi, kun n = 2. Teemme induktio-oletuksen, etti viite patee kaikille
lukua n pienemmille kokonaisluvuille. Jos n ei ole alkuluku, niin se on muotoa
n = cd, missd 1 < ¢,d < n. Talloin induktio-oletuksen nojalla luvut ¢ ja d
ovat alkulukujen tuloja, joten niin on myo6s luku n. O]

Lause 2.2 (Eukleides). Alkulukuja on ddreton mddrd.

Todistus. (Vrt. [I, s. 17].) Teemme vastaoletuksen, ettd alkulukuja on vain
adrellinen méaara. Olkoot ne pi,pa,...,p, ja olkoon N = 1+ pipy---pn.
Lauseen [2.1 mukaan luku N > 1 on joko alkuluku tai alkulukujen tulo. Luku

N ei kuitenkaan voi olla alkuluku, silla N > p; aina, kun i = 1,2,...,n, eikd
se my6skién ole alkulukujen tulo, silla mikili jokin p; (7 = 1,2,...,n) jakaisi
luvun N, jakaisi se my6s erotuksen N —pips - - - p, = 1, mikd on mahdotonta.
Vastaoletus on siis vadrin ja vaite on oikein. O]

Méédritelma 2.4. Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, jos (a,b) = 1.
Kéytetddn myos sanontaa keskenddn jaottomia.

Esimerkki 2.5. Luvut 4 ja 9 ovat suhteellisia alkulukuja, silld (4,9) = 1.
Kumpikaan néistéd luvuista ei kuitenkaan ole alkuluku.

2.4 Kongruenssi

Méiritelma 2.5. Olkoon m € Z*. Talloin luku a on kongruentti luvun b
kanssa modulo m, jos

m | (a —b)

eli jos luku m jakaa lukujen a ja b erotuksen. Kaytdmme talloin merkintad
a=0b (modm).

Esimerkki 2.6.
10| (16 —6) ja 10| (28 —8),
joten

16=6 (mod 10) ja 28=8 (mod 10).

Kuten edellisestid esimerkistd huomaamme, voimme kongruenssin ja mo-
dulon 10 avulla selvittdd luvun viimeisen numeron. Tarvitsemme tatd myo-
hemmin lauseen [B.8] todistuksessa.



2.5 Aritmeettinen funktio

Maaritelmi 2.6. Reaaliarvoista funktiota, jonka médrittelyjoukko on posi-
tiivisten kokonaislukujen joukko (ZT), sanotaan aritmeettiseksi funktioksi.

Esimerkki 2.7. (Vrt. [0 s. 27].) Olkoon a € R. Symbolilla N* merkitdén
sellaista aritmeettista funktiota, ettd N%(n) = n®, kun n € Z*. Erityisesti
merkitdin N' = N, siis N(n) =n, kun n € Z*.

2.6 Multiplikatiivisuus

Mé&Aritelma 2.7. Aritmeettista funktiota f sanotaan multiplikatiiviseksi,
jos f(1) =1ja f(mn) = f(m)f(n) aina, kun (m,n) = 1.

Esimerkki 2.8. Aritmeettinen funktio N on multiplikatiivinen, sill&
N(1)=1*=1,
ja kun oletamme, ettd (m,n) = 1, niin

NY(mn) = (mn)® = m*n® = N*(m)N*(n).

2.7 Tekijifunktio

Maaritelma 2.8. Olkoon a € R. Tekijifunktio o, on sellainen aritmeettinen

funktio, etté
oa(n) = Z d”.

dln

Huomautus 2.1. Tekijéfunktion arvo o1(n) = o(n) ilmaisee luvun n posi-
tiivisten tekijoiden summan. Joskus merkitddn lyhyesti oy = 0. Arvo oy(n)
taas ilmaisee néiden tekijoiden lukuméairan.

Lause 2.3. Tekijifunktio o, on multiplikatiivinen.

Todistus. Selvasti

oa(1) =) d*=1"=1.

dj1

Oletetaan nyt, ettd (m,n) = 1. Jos d | mn, niin d voidaan esittdd muodossa
d = ab, missé a | m ja b | n. Néin ollen

oo(mn) = Z d® = Z(ab)a = Zao‘ba

dlmn alm alm
bln bln
= Z a® Z b = go(m)oa(n).
alm bln

Multiplikatiivisuuden mééritelmén nojalla olemme nyt todistaneet lauseen.
[



Kuten edellisestd huomautuksesta kiy ilmi on tekijafunktio keskeinen
tutkielman padaiheen kisittelyssd, kun o = 1. Tarkastelemmekin jatkossa
funktiota o yksinkertaistaaksemme tarkasteluja, miki tulee esille jo seuraa-
van lauseen kasittelyssd. Lauseen tulosta tarvitaan lauseen |3.3| todistuksessa.

Lause 2.4. Jos p on alkuluku ja k € Z*, niin

p—1

Todistus. (Vrt. [1L s. 39].) Olkoon p alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku.
Potenssin p* tekijit ovat 1,p,p?,...,p", joten

(2.1) o)=Y "d=1+p+p*+--+p".

d|p*
Kun kerrotaan yhtélo (2.1) puolittain luvulla p saadaan
po(p*) =p+p* +p° + -+ pt
Vihentdmélla tdstd nyt puolittain yhtils saadaan

po(p*) —o(p*) = p" — 1.

Ottamalla nyt o(p*) yhteiseksi tekijiksi saamme yht#lon muotoon

o(p)(p—1)=p"" -1,

jolloin jakaminen puolittain luvulla p — 1 (£ 0) tuottaa toivotun muodon



3 Taydellinen luku

3.1 Maaritelma

MaAéiritelmd 3.1. Olkoon n € Z*. Lukua n kutsutaan tdydelliseksi luvuksi,
jos se on itseddn pienempien tekijoidensd summa. Toisin sanoen luku n on
taydellinen, jos o(n) = 2n.

Esimerkki 3.1. Nelji ensimmaistid tdydellistd lukua, jotka kerrotaan tun-
netun jo ennen ajanlaskumme alkua [2], ovat

6 (0(6):Zd:1+2+3+6:12:2-6>,

dj6

28 (0(28):Zd:1+2+4+7+14+28:56:2-28),
d|28

496 (0(496):Zd:1+2+-~-+248+496:992:2-496) ja

8128 (0(8128) = > d=1+2+--+4064 + 8128 = 16256 = 2 - 8128).

3.2 Mersennen alkuluku

Tutustumme nyt tietyntyyppisiin alkulukuihin, joita kutsutaan Mersennen
alkuluvuiksi niitd vuonna 1644 tutkineen Marin Mersennen mukaan. [II s. 4]

Aikana ennen tietokoneita oli toimittava ihmisen suorituskyvyn rajoissa,
ja etenkin suurten Mersennen alkulukujen 16ytdminen vaati valtavasti tyota.
Kaytossa oli kylla yksinkertaisia tuloksia, joiden avulla lukujen testaustyo
voitiin rajoittaa vain tietyn tyyppisten tekijoiden tutkimiseen. Mersenne oli
itsekin sitd mieltd, ettd koko idisyys ei riittiisi sen selvittdmiseen, onko jokin
15- tai 20-numeroinen luku alkuluku. [I3] s. 89|

Tietokoneiden aikakausi on kuitenkin muuttanut kaiken, ja Mersennen lu-
vun toteaminen alkuluvuksi on nykydan nopeaa tietokoneella Lucasin-Lehme-
rin testin avulla (ks. tarkemmin [12]). Monet suurimmista tunnetuista alku-
luvuista ovatkin téstd syystd juuri Mersennen alkulukuja. Alaluvussa [3.4
tutustumme tietokoneita ja titd testi, hyodyntiviadn projektiin. Mersennen
alkuluku kulkee kési kiddessd parillisten taydellisten lukujen kanssa, kuten
tulemme huomaamaan luvussa ja tasta syysta edelld mainittu projekti
liittyy Mersennen alkulukuihin liittyvista nimestdian huolimatta hyvin lihei-
sesti my0s uusien taydellisten parillisten lukujen etsimiseen.

Méiritelmé 3.2. Olkoon m € Z*. Talloin luku M,, = 2™ — 1 on jéirjestyk-
sessd m. Mersennen luku.
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Maéritelma 3.3. Olkoon p € P. Talloin lukua M, = 2P — 1 kutsutaan
Mersennen alkuluvuksi, jos myos M, € P.

Esimerkki 3.2. Neljd ensimmadistd Mersennen alkulukua ovat 3, 7, 31 ja
127, joita kaavassa 2P — 1 vastaa luvun p € P arvot 2, 3, 5 ja 7.

Lause 3.1. Jos m € Z" ja 2™ — 1 on alkuluku, niin m on alkuluku

Todistus. (|9, s. 224]) Teemme vastaoletuksen, ettd luku m ei ole alkuluku.
Télloin se on muotoa m = ab, missd 1 <a <m jal <b<m. Nyt

2m_1:Qab_lz(2a_1)(2a(b71)_‘_2a(b72)+_“+2a+1).

Koska molemmat tulon tekijit oikealla puolella ovat suurempia kuin 1, ndem-
me selvisti, ettd 2™ — 1 ei olisi alkuluku, mikili luku m ei olisi alkuluku. Siksi
luvun m taytyy olla alkuluku aina, kun luku 2™ — 1 on alkuluku. O

Lause 3.2. Olkoot a,m € Z™ siten, ettd a > 1 jam > 1. Jos a™ — 1 on
alkuluku, niin a = 2 ja m on alkuluku.

Todistus. Seuraa melko suoraan lauseesta [B.11 O

Lauseessa esitimme BEukleideen kuuluisaa tulosta mukailevan todis-
tuksen, jonka mukaan alkulukuja on dareton maira. Mersennen alkulukujen
maaridd ei tiedetd, mutta niitd epaillddn myos olevan adreton maara, vaikkei
tatd ole pystyttykddn todistamaan. [9, s. 227]

Seuraavan sivun taulukossa on kaikki tdh&n mennessé l6ydetyt Mersennen
alkuluvut jarjestysnumeroineen ja loytamisvuosineen. Taulukossa on myos lu-
vun p € P arvot, joilla vastaavat muotoa M, = 2P —1 olevat Mersennen alku-
luvut voi laskea; on tosin hyva huomata, ettd suurimmat néista ovat todel-
la suuria, kuten sarakkeen "Numeroita” (luvussa M,) arvoista voi todeta.
Huomattavaa on, ettd ei ole tiedossa, onko jarjestyksessda 39. luvun ja suu-
rimman loydetyn luvun vilissad vield 16ytamattomid Mersennen alkulukuja;
tasta syysta viimeisten lukujen jarjestyslukuja on merkitty kysymysmerkeil-
14. Lahteend taulukon tiedoille on kdytetty www-sivun [2] taulukkoa.
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p | M, =2 —1 | Numeroita | Vuosi
1 2 22 1 1
2 3 23— 1 1
3 5 25— 1 2
4 7 27T — 1 3
5 13 213 _q 4| 1456
6 17 21T 1 6| 1588
7 19 219 _ 1 6| 1588
8 31 231 _q 10 | 1772
9 61 261 _ 1 19 | 1883
10 89 289 _ 1 27 | 1911
11 107 2107 _ 1 33| 1914
12 127 2127 _ 1 39 | 1876
13 521 2521 _ 1 157 | 1952
14 607 20607 _ 1 183 | 1952
15 1279 21279 _ 1 386 | 1952
16 2203 22203 _ 1 664 | 1952
17 2281 22281 _ 1 687 | 1952
18 3217 23217 _ 1 969 | 1957
19 4253 24253 _ 1 1281 | 1961
20 4423 24423 _ q 1332 | 1961
21 9689 29689 _ 1 2917 | 1963
22 9941 29941 _ 1 2993 | 1963
23 11213 QU213 _ q 3376 | 1963
24 19937 219937 _ 1 6 002 | 1971
25 21701 921701 _ 1 6 533 | 1978
26 23209 923209 __ 1 6 987 | 1979
27 44497 Q44497 _ 13 395 | 1979
28 86243 286243 __ 1 25 962 | 1982
29 110503 Q110503 _ 33 265 | 1988
30 132049 Q132049 _ q 39 751 | 1983
31 216091 9216091 __ 1 65 050 | 1985
32 756839 Q756839 _ 1 227 832 | 1992
33 859433 2859433 _ | 258 716 | 1994
34 | 1257787 | 21257787 _ 1 378 632 | 1996
35| 1398269 | 21398269 _ 1 420 921 | 1996
36 | 2076221 | 22976221 _ 1 895 932 | 1997
37 | 3021377 | 23021377 _ 1 909 526 | 1998
38 | 6972593 | 20972593 _ 1 | 2 (98 960 | 1999
39 | 13466917 | 213466917 _ 1 | 4 053 946 | 2001
2?7 1 20996011 | 220996011 _ 1 | 6 320 430 | 2003
2?7 | 24036583 | 224036583 _ 1 | 7235 733 | 2004
77 | 25964951 | 225964951 _ 1 | 7816 230 | 2005
7?7 1 30402457 | 230402457 _ 1 | 9 152 052 | 2005
77 | 32582657 | 232582657 _ 1 | 9 808 358 | 2006
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3.3 Parillinen taydellinen luku

Jo muinaiset kreikkalaiset tiesivit, miten voidaan etsid kaikki parilliset
taydelliset luvut [9], s. 223|. Seuraavan lauseen avulla voimme tdmén tehda.

Lause 3.3. Luku n € Z* on parillinen taydellinen luku, jos ja vain jos
n=2"1(2F - 1),
missi k > 2, ja 2 — 1 on alkuluku.

Todistus. (Vrt. |2].) Olkoon p = 2% — 1 alkuluku, ja olkoon n = 2¥71(2% —1).
Niyttadksemme, ettd n on tdydellinen luku, meiddn on osoitettava, etti

o(n) = 2n.
Koska o on multiplikatiivinen, ja lauseen [2.4] mukaan

2k71+1 -1 2k -1
o281 = T =281,

seka selvasti
op)=) d=p+1=2"-14+1=2"
dlp
niin tiedimme, koska (2¥71,2%F — 1) = 1, etti
o(n) =a(2" 12" — 1)) = (2" o (2" — 1)

— 0(2 Mo (p) = (2 — 1)2*

=2.2M12F — 1) = 2n.
Olemme nyt ndyttaneet, ettd n on tidydellinen luku.

Oletamme seuraavaksi, ettd n on miké tahansa parillinen taydellinen luku

ja kirjoitamme sen muodossa n = 28~1m, missi m € Z*, k > 2ja (2,m) = 1.
Koska o on multiplikatiivinen, niin

o(28tm) = o (28" Ho(m) = (28 — 1)a(m).
Koska n on tiydellinen luku, tiedimme myds, etta
o(n) = 2n = 2Fm.
Nyt siis
(3.1) 2fm = (28 — 1)o(m),

joten 2% —1 jakaa tulon 2¥m, ja koska se ei parittomana lukuna voi jakaa lukua
2% jakaa se siis luvun m. Merkitsemme téitd m = (28 —1)c, missé c € ZT. Nyt
kun sijoitamme tdméan yhtéloon (3.1) ja jaamme yhtdlon puolittain luvulla
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2% — 1, saamme 2*c = o(m). Koska c ja m ovat molemmat luvun m tekijoiti,
tiedamme, etta

2kc=0o(m)>c+m
=c+ (2" —1ec=c+2Fc—c

= 2k,

Siis o(m) = c¢+m. Nyt siis luvulla m on vain kaksi tekijad, joiden on oltava 1
() ja luku itse (m). Tama todistaa, etti m = (28 —1)c = (28 —1)-1 =2F -1
on alkuluku ja etts luku n on muotoa n = 28~tm = 2F-1(2~F — 1), O

Lauseista [3.1] ja seuraa, etti parillisten tiydellisten lukujen tutkimus
on uusien parillisten taydellisten lukujen etsimisen osalta pelkistynyt uusien
Mersennen alkulukujen etsimiseen. Tahdn palaamme alaluvussa |3.4]

Parillisilla taydellisilld luvuilla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia,
joihin tutustumme seuraavaksi. Kun kiytidmme jatkossa kisitettd taydell:-
nen luku, tarkoitamme kuitenkin tdméan luvun loppuun saakka vain parillisia
taydellisia lukuja.

Lause 3.4. Tdydellisen luvun n kaikkien tekijoiden (myds itse luvun) kddn-
teislukujen summa on kaksi, ts.

1

dn

Todistus. (Vrt. [11].) Olkoot positiiviset kokonaisluvut 1,2,... ,n (luvut 1
ja 2 ovat selvésti kaikkien tdydellisten lukujen tekijoitd) taydellisen luvun n
kaikki tekijat. Nyt méadritelmin mukaan

1+2+---4+n=2n
n+---+24+1=2n

Tile Do
— — e — = 2N

1 2 n
LMD AT S
"MITs n T
I

2 n

1
)

d

din

]

Seuraavassa lauseessa todistamme, ettd jokainen tdydellinen luku on kol-
mioluku. Kolmioluku saa nimensi siitd, etti sen osoittamasta madrasta pis-
teitd voidaan muodostaa kolmion muotoinen kuvio.
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Lause 3.5. Jokainen taydellinen luku on kolmioluku eli positiivinen koko-
naisluku, joka on muotoa

ala —1)

5
missd a > 1 on posititvinen kokonaisluku.

Todistus. (|10, s. 7]) Lauseen mukaan jokainen (parillinen) téydellinen
luku n on muotoa
n = 28128 —1).

Nyt
2F(2F —1
77/:2]671(2]{—1): ( )’
2
missi siis nyt 2* on positiivinen kokonaisluku. Olemme niin todistaneet
lauseen. []

Huomautus 3.1. Kolmioluku on kirjallisuudessa usein maéritelty positii-
viseksi kokonaisluvuksi, joka on muotoa

b(b+1)

2 Y
missd b € ZT. Tdmé muoto on kuitenkin lauseessa kayttamadmme vas-
taava, kun valitsemme b = a — 1, missd a > 1 on positiivinen kokonaisluku.

Voimme kirjoittaa jokaisen tdydellisen luvun, paitsi luvun 6, myos kuu-
tioiden summana, kuten seuraavasta lauseesta kdy ilmi. Tarkemmin sanot-
tuna kyse on sarjan 13 4+ 3% + 53 + 72 + 93 + ... osasummasta.

Lause 3.6. Jos luku n = 28"1(2F — 1), missi k > 2, on tiydellinen, niin
n= 13_|_33_|_..._|_(2.2(k*1)/2_1)3_

Todistus. (Vrt. [10, s. 7].) Kuutioiden summalle on olemassa kaava

a

(3.2) Zf’) — M7

: 4
=1

jonka todistamme induktiolla luvun a suhteen. Perusaskel on voimassa eli

12(1+1)2 1-4
B =13=1 i — =1
ZZ ja 4 4 ’

joten teemme induktio-oletuksen, ettd kaava (3.2) pétee, kun a = b, ja
induktioviitteen

%ig (012 (b+2)?
=1 - 4 7
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jonka todistamme. Nyt siis

b+1 b

Y= 424 P b+ 1) =) P (b4 1)

=1 i=1
P12 +40+1) (P 20+ 1) (0 +4(b+ 1))
B 4 B 4
0420+ 1)(0*+4b+4)  (b+1)%(b+2)°
B 4 B 4 ’

joten induktioperiaatteen nojalla kuutioiden summan kaava (3.2) pétee.
Todistamme nyt itse lauseen. Olkoon m = 2%~Y/2 T4ll6in

13+33+---+(2m—1)3:(13+23+-~-—|—(2m)3>—(23+43+---+(2m)3>

(2m)*(2m +1)* 23mQ(m +1)?

4 4
=m?(2m + 1)? — 2m?*(m + 1)?
=m*(4m* +4m + 1 —2m* —4m — 1)
=m?(2m? — 1) = 28128 — 1).

Olemme siis nain ollen todistaneet lauseen. O

Esimerkki 3.3. Jirjestyksessi toinen tédydellinen luku 28 on kolmioiden
summana ja siis sarjan 12 +3%+ 53473 +9% + ... osasummana 13+ 32 ja kol-
mannen tiaydellisen luvun 496 voimme kirjoittaa muodossa 13 + 33 + 53 + 73,
Summa 13 + 3% 4+ 5% = 153 ei puolestaan selvistikiiin ole tiydellinen luku.

Téaydellisilla luvuilla on monia ainutlaatuisia esitystapoja. Huomaamme
esimerkiksi, ettd bindidrimuodossa nelji ensimmaéisti taydellistd lukua ovat
6 = 1109, 28 = 111005, 496 = 1111100004 ja 8128 = 11111110000005. Yleis-
estd tapauksesta saamme seuraavan lauseen.

Lause 3.7. Jos luku n = 28-1(2¥ — 1) on tdydellinen ja n kirjoitetaan
bindadrimuodossa, nin sund on 2n — 1 numeroa, joista n ensimmdistd ovat
ykkosid ja viimeiset n — 1 ovat nollia.

Todistus. (Vrt. |10 s. 7].) Tulos seuraa suoraan binddriluvun muodostamis-
tavasta ja kaavasta 2P — 1 = 1 + 2 + --- 4+ 271 jonka todistuksen nyt
sivautamme. Voimme kuitenkin todeta tuloksen seuraavan myos suoraan
lauseesta [3.3] silld jokainen tdydellinen luku on Mersennen alkuluvun ja lu-
vun 2 potenssin tulo. Koska Mersennen alkuluku on muotoa 2? —1 (p € P), on
sen binddriesitys ykkosten jono, ja sellaisen kertominen luvun 2 potenssilla
tekee vain "siirron” eli lisdéd nollia ykkosten oikealle puolelle. O]
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Lause 3.8. Jokainen parillinen taydellinen luku pddttyy joko numeroon 6 tai
numeroon 8.

Todistus. (Vrt. [10, s. 8].) Olkoon n = 2P~1(2? — 1) téydellinen luku (missi
siis p € P ja 2?7 — 1 on Mersennen alkuluku). Jos p = 2, niin

n=2"12%-1)=2-3=6.

Jos taas p > 2, niin tiedetddn, ettd jokainen tillainen alkuluku on joko muo-
toa 4m + 1 tai 4m + 3 (m € Z%), silld jokainen positiivinen kokonaisluku
on selvisti muotoa 4m, 4m + 1, 4m + 2 tai 4m + 3, joista ensimmaiseksi ja
kolmanneksi mainittu ovat kahdella jaollisia. Ensimmaéisessa tapauksessa

n =22 1) =16™(2-16" - 1) = 6™(2-6™ — 1)
=6(12—-1)=6-11=6 (mod 10),

koska 6™ = 6 (mod 10) kaikilla m € Z*. Vastaavasti toisessa tapauksessa

n = 24mt2(Q4mtS 1) = 4.16™(8-16™ — 1) =4-6™(8-6™ — 1)
=24(48—-1)=48—-1)=4-7=28=8 (mod 10).

Olemme nyt kisitelleet kaikki mahdolliset tapaukset ja todistaneet lauseen.
[

Huomautus 3.2. Numerot 6 ja 8 eivat kuitenkaan vuorottele parillisten
taydellisten lukujen viimeisind numeroina, kuten viidestd ensimmaéisesta tay-

dellisesta luvusta 6, 28, 496, 8128 ja 33550336 voisi virheellisesti olettaa.
Jarjestyksessd kuudes tiaydellinen luku on nimittain 8589869056.

Listaamme seuraavan sivun taulukossa kaikki tdhin mennesséi 16ydetyt
taydelliset luvut, jotka kaikki ovat parillisia. Taulukossa on jirjestysnumeron
lisdksi luvun p € P arvo sekd tdydellisen luvun n arvo, joka on luvun p
avulla laskettu. Lisdksi taulukossa on kunkin tadydellisen luvun numeroiden
lukumééra. Ei ole tiedossa, onko jirjestyksessd 39. tdydellisen luvun ja suu-
rimman 16ydetyn tdydellisen luvun vélissd vield loytadméttomid taydellisid
lukuja; tastd syysta viimeisten lukujen jarjestyslukuja on merkitty kysymys-
merkeilld. Lihteena taulukon tiedoille on kiiytetty www-sivun [2] taulukkoa.
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p n = 2P~1(2P — 1) | Numeroita

1 2 2(22 — 1) 1
2 3 22(23 —1) 2
3 5 24(25 — 1) 3
4 7 26(27 — 1) 4
5 13 212(21% — 1) 8
6 17 216(217 — 1) 10
7 19 218(219 — 1) 12
8 31 230(231 — 1) 19
9 61 260(261 — 1) 37
10 89 288(289 1) 54
11 107 2106(2107 1) 65
12 127 2128(2127 — 1) 7
13 521 2520(2521 _ 1) 314
14 607 26062607 _ 1) 366
15 1279 21278(21279 _ 1) 770
16 2203 22202(22203 _ 1) 1327
17 2281 22280(2281 _ 1) 1 373
18 3217 23216(23217 _ 1) 1937
19 4253 24252(24258 _ 1) 2 561
20 4423 2442294423 _ 1) 2 663
21 9689 2968829689 _ 1) 5834
22 9941 2991029941 _ ) 5 985
23 11213 QU1212(pl213 _ 1) 6 751
24 19937 210936919987 _ 1) 12 003
25 21701 221700921701 _ 1) 13 066
26 23209 223208 (223209 _ 1) 13 973
27 44497 244496 (44497 _ 1) 26 790
28 86243 286242 (986243 _ 1) 51 924
29 | 110503 2110502110503 _ 1)) 66 530
30 | 132049 2132048132049 _ 1)) 79 502
31 | 216091 2216090216091 _ 1) 130 100
32 | 756839 2750838756839 _ 1) 455 663
33 | 859433 2850432 (9859433 _ 1)) 517 430
34 | 1257787 | 21257786(Q125TT8T _ ) 757 263
35 | 1398269 | 21398268(21398269 _ 1) 841 842
36 | 2976221 | 22076220(2976221 _ 1) | 1 791 864
37 | 3021377 | 23021376(23021377 _ 1) | 1 819 050
38 | 6972593 | 26972592(26972593 _ 1) | 4 197 919
39 | 13466917 | 213466916(13466917 _ 1) | 8 1()7 892
77 | 20996011 | 220996010(9209960LL _ 1) | 12 640 858
77 | 24036583 | 224036582 (924036583 _ 1) | 14 471 465
77 | 25964951 | 225964950(925964951 _ 1) | 15 632 458
77 | 30402457 | 230402456(230402457 _ 1) | 18 304 103
7?7 | 32582657 | 232982056 (32582657 _ 1) | 19 616 714
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3.4 GIMPS

Englantilainen matemaattisista aiheista kirjoittanut Peter Barlow kirjoitti
artikkelissaan julkaisussa A New Mathematical and Philosophical Dictionary
vuonna 1814 seuraavaa |13, s. 89]:

Euler varmisti, ettd 23! — 1 = 2147483647 on (Mersennen) alku-
luku, ja tdmé on suurin talla hetkelld sellaiseksi tunnettu, ja néin
ollen viimeisin tunnetuista taydellisistd luvuista, joka riippuu sii-
ta, on suurin tdydellinen luku, joka talld hetkelld tunnetaan, ja
todennékoisesti myos sellaiseksi jaé, koska ne ovat vain kiehtovia
olematta hyodyllisid ja ei siksi ole luultavaa, ettd kukaan ihminen
yrittiisi 16ytad endd sitd suurempia.

Kuinka vaardssid herra Barlow nykypéaivian valossa tuolloin olikaan. On
tosin todettava, ettd hin ei millddn voinut ennustaa sita tietotekniikan voit-
tokulkua, joka kaiken on mahdollistanut.

GIMPS, the Great Internet Mersenne Prime Search, on tammikuussa
1996 aloitettu projekti, jonka tarkoituksena on 16ytidd uusia ja aina vain suu-
rempia Mersennen alkulukuja (ks. [3]). Kantavana ideana on valjastaa Inter-
netin avulla asiasta kiinnostuneiden vapaaehtoisten omien kotitietokoneiden
laskentateho néiden "neulojen heindsuovassa” etsimiseen.

Jokainen halukas voi ladata projektin kotisivuilta omalle tietokoneelleen
Windows-ympéristossa toimivan Prime95- tai Linuxissa toimivan MPrime-
ohjelman, joka kiyttda koneen laskentatehoa projektin tarpeisiin silloin, kun
kiyttaja ei tee koneelleen itse mitdan merkittavad tai laskentatehoja kulut-
tuvaa, ja niin tietokoneet voidaan valjastaa kiyttoon silloinkin, kun niiden
niyttoruudulla pyorii korkeintaan naytonsadstajia. Mies projektin ja ndiden
ohjelmien takana on MIT:ssé (Massachusetts Institute of Technology) tieto-
jenkésittelytieteen tutkinnon suorittanut George Woltman.

Projekti on ollut hyvin menestyksellinen, sillda sen avulla on 16ydetty
jo kymmenen Mersennen alkulukua, joista jokainen on ollut loytohetkel-
ld4n suurin tunnettu alkuluku. Suurin talld hetkelld tunnettu alkuluku on
232582657 _ 1 jonka Steven Boomne ja Curtis Cooper (University of Central
Missouri) 16ysivéit syyskuun 4. pdivand vuonna 2006. Tama oli siis jarjestyk-
sessd, kymmenes projektin avulla ja kaiken kaikkiaan 44. 16ydetty Mersennen
alkuluku.
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4 Pariton taydellinen luku

Pariton tdydellinen luku on aivan oma lukunsa. Pitkillisistd ja ahkerista
etsinnoistd huolimatta parittomia taydellisia lukuja ei nimittdin ole 16ytynyt
vield yhtddn kappaletta! Niiden olemassaoloa ei ole pystytty todistamaan eiké
ole myoskédin todistettu, ettéd niitd ei ole olemassa. Moderni teknologia tar-
joaa erinomaiset tyokalut, joilla nditd mahdollisesti vield 16ydettavissa olevia
lukuja pyritddn etsiméddn. Tahén tutkimukseen tutustumme téassa luvussa.

Yhtadn paritonta tiaydellistd lukua ei siis ole 16ydetty, mutta siitd huoli-
matta on pystytty osoittamaan, etté jos parittomia taydellisid lukuja olisi ole-
massa, olisi niiden oltava tietyntyyppisié ja -kokoisia. Pitkdén on esimerkiksi
tiedetty, ettd pariton tiydellinen luku ei voi olla pienempi kuin 103%, ja etti
silld taytyy olla ainakin kahdeksan eri alkulukutekijad [9) s. 228|.

4.1 Tutkimuksesta

Seuraavaksi kiymme lapi parittomien téydellisten lukujen parissa tehtyé tut-
kimusta seuraten Wellsin kirjaa [I3] ja MathWorldin artikkelia [4].

Euler todisti, ettd parittoman taydellisen luvun, jos sellainen siis on ole-
massa, on oltava muotoa p®qg®r¢- - -, missi p, q,r, ... ovat kesken#in erisuuria
parittomia alkulukuja, joista jokainen on muotoa 4n + 1, a on titd samaa
muotoa, ja b, c,... ovat kaikki parillisia. Steuerwald todisti 1930-luvun lopul-
la, ettd jokainen b, c, ... ei voi olla 2. Touchard antoi panoksensa 1950-luvulla
todistamalla, ettd parittoman tédydellisen luvun taytyy olla muotoa 12k + 1
tai 36k + 9.

Stuyvart todisti 1800-luvun lopussa, ettd parittoman tadydellisen luvun
taytyy olla kahden nelion summa, ja Gradshtein todisti vuonna 1925 Sylves-
terin vuonna 1887 tekemén oletuksen, ettd jokaisella parittomalla taydel-
liselld luvulla taytyy olla ainakin kuusi eri alkulukutekijaa. Hagis puolestaan
naytti 1980-luvulle saavuttaessa, ettd eri alkulukutekijoitd on ainakin kahdek-
san, missi tapauksessa pariton tiydellinen luku on jaollinen luvulla 15.

Catalan todisti 1880-luvulla, etta jos pariton tidydellinen luku ei ole jaolli-
nen alkuluvuilla 3, 5 tai 7, silld on ainakin 26 eri alkulukutekijia, ja 1900-
luvun puolivilin tienoilla Norton laajensi tdman 27 alkulukutekijian. Nor-
ton todisti tuolloin myés, ettd jos pariton taydellinen luku ei ole jaollinen
luvuilla 3 ja 5, taytyy silld olla ainakin 15 eri alkulukutekijai. Nielsen todisti
2000-luvun alussa, ettd jos pariton tdydellinen luku ei ole jaollinen luvulla
3, taytyy silld olla ainakin 12 eri alkulukutekijaa. Nielsen naytti myos, et-
ta kaikilla parittomilla taydellisilla luvuilla — jos niita siis on olemassa — on
oltava ainakin yhdeksan eri alkulukutekijaa.

Tutkimus kiy kuumana yha 2000-luvullakin ja onkin pystytty loytdmaan
monia rajoja, joiden tarkentamisen kanssa tehddén jatkuvasti tyota. Suurim-
malle parittoman taydellisen luvun alkulukutekijille on yritetty 16ytaé alara-
jaa. Iannucci ja Jenkins ovat selvittdneet tdman vuosituhannen alussa, etta
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kolmen suurimman alkulukutekijin téytyy olla kooltaan ainakin 100000007,
10007 ja 101.

Hare asetti tutkimustensa perusteella vuonna 2005 rajan sille, kuinka
monta alkulukutekijas yhteensd parittomalla tdydelliselld luvulla on olta-
va. Tama rajaluku on 75, ja sen tarkentaminen vaatii lukuisten suurten
Percect.org sijaitsevan projektin nimeltd Odd Perfect Number Search nimis-
sid. Nimensd mukaisesti tavoitteena talla projektilla on etsid (ja 16yt&d) parit-
tomia taydellisid lukuja. Padasiallisena tavoitteena on kuitenkin pyrkié kas-
vattamaan pienimmaéan mahdollisen parittoman taydellisen luvun alarajaa lu-
vusta 103% eli jatkaa timéin rajan varmistaneiden Brentin ja kumppaneiden
tyotd. Tamén lisiksi kiynnissd on useita sivuprojekteja. [7]

4.2 Olemassaolon epiilysta

Parittomien tiydellisten lukujen olemassaoloa on epéilty laajalti, eikd aivan
syyttd, silld niité ei todella ole pitkéllisten etsint6jen ja niiden ympéarilla teh-
dyn monia tuloksia tuottaneiden tutkimusten aikana loytynyt yhtadn kap-
paletta. Odd Perfect Number Search -projektin sivuilla esitelldan epailijoista
kaksi tunnetuinta, James Joseph Sylvester ja Carl Pomerance, joiden viit-
teisiin OddPerfect.org-sivuston yllapitdjad on katsonut tarpeelliseksi pereh-
tyd. Kdymme seuraavaksi ldpi néistd ensin mainitun mietteitd. Pomerancen
heuristiikka (engl. Pomerance’s Heuristic) sisaltdd mielenkiintoista kvanti-
tatiivista argumentointia parittomien taydellisten lukujen — ja itse asias-
sa kaikkien hyvin suurikokoisten taydellisten lukujen — olemassaolon epéto-
dennékoisyydestd mutta myos turhan pitkélle menevia matematiikkaa tassé
yvhteydessi tarkemmin tarkasteltavaksi.

Sylvesterin “ehtojen verkko” perustuu ajatukselle, joka kiy ilmi h&inen
vuonna 1888 antamastaan (tissi vapaasti suomennetusta) lausunnostaan:

... pitkéllinen mietiskely aiheen parissa on vakuuttanut minut,
ettd sellaisen (parittoman tdydellisen luvun) olemassaolo — sen
pakeneminen, niin sanotusti, monimutkaisten ehtojen verkosta,
joka ahdistaa sitd joka puolelta — olisi 1ahes ihme.

Tatd lainausta seuraa kirjallisuudessa tavallisesti nykytietdmyksen mukaan
paivitetty lista ndistd mainituista "joka puolelta ahdistavista ehdoista”, joita
jo kéivimmekin lapi luvussa[£.1] Sylvesterin verkko vihjaa jatkuvista vaikeuk-
sista, joita valttamatta seuraa, kun tehdain tutkimusta yha suurempien luku-
jen parissa. [§]

OddPerfect.org-sivuston ylldpitija ei ole kuitenkaan lannistunut viittei-
den edessa vaan uskoo, ettd kuinka pieneksi todennékoisyytta viitettdisiin-
kin, aina on olemassa mahdollisuus 16ytda pariton tidydellinen luku jossain
kokoluokassa.
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