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TIIVISTELMA

Algebra on yksi matematiikan padhaaroista. Sen tutkimuskohteina ovat
lukujen ja laskutoimitusten yleiset ominaisuudet. Tutkimus onkin ollut vii-
me vuosikymmeniné vilkasta.

Tamén tyon tarkoituksena on esitelld darellisid kuntia ja niiden ominaisuuk-
sia. Adrellisten kuntien tutkimus on yksi modernin algebran tutkimuskoh-
teista. Adrelliset kunnat ovat tirkedissid osassa my6s nyky-yhteiskunnassa.
Suuri osa ihmisistd on kéyttanyt esimerkiksi verkkopankin palveluita, jois-
sa salataan tietoliikenne turvallisen kédyton takaamiseksi. Taméan tyyppis-
ten sovellusten tutkimiseen on kiaytetty paljon aikaa, ja &érellisten kuntien
tutkiminen on yksi sen tarkeéd osa-alue.

Tyossa esitetddn aluksi tyon kannalta tarkeitéd algebran peruskasitteité, kuten
algebrallinen struktuuri, ryhmé ja rengas. Seuraavaksi perehdytdéin kuntiin
ja tarkemmin &arellisiin kuntiin. Tamén jilkeen késitelladn kuntalaajennuk-
sia, dérellisten kuntien ominaisuuksia, sekéd lopuksi puhutaan hieman kryp-
tologiasta ja sen kadytostd ennen ja nykyaén.

Tutkielman rakenne noudattaa pédosin Lidlin ja Niederreiterin kirjan Finite
Fields lukuja 1 ja 2.1.
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Johdanto

Historiaa

Algebra on yksi matematiikan padhaaroista. Sen tutkimuskohteina ovat luku-
jen ja laskutoimitusten yleiset ominaisuudet. Tutkimus onkin ollut viime vuo-
sikymmeniné vilkasta.

Kreikkalaisten matemaatikkojen ja filosofien voidaan sanoa ottaneen kiayttoon
abstraktisuuden ja aksiomatisoinnin ideat 600-300 eKr. 1800-luvulla algeb-
rassa esiintyi kasvavassa méarin konkreettisia systeemejé, jotka olivat ndennéi-
sesti erilaisia, mutta muistuttivat syvéllisemmin tarkasteltuina toisiaan. Kiin-
nittdmalld huomio systeemin yhteisiin piirteisiin saatiin muotoiltua vastaava
"abstraktin”systeemin késite ja sitd kautta luokiteltua eri systeemeji. Esi-
merkiksi ryhmén késitteen kaytto tekee mahdolliseksi useiden eri asioiden
kéasittelyn yhtendisid sadntoja soveltaen.

Klassinen algebra kasitteli polynomiyht&loité, erityisesti yrittéden antaa ratkai-
sukaavoja. Vuonna 1824 norjalainen Niels Henrik Abel todisti, ettd viiden-
nen asteen yhtalolla ei ole yleisté algebrallista ratkaisukaavaa. Témén jalkeen
hén tutki, miten karakterisoida ne yhtélot, jotka voidaan ratkaista rationaa-
lisilla operaatioilla (yhteen- ja vidhennyslasku, kertominen sekd jakaminen)
ja ottamalla juuria. Ongelman ratkaisi 1832 ranskalainen Evariste Galois.
Ratkaisuun liittyy kommutatiivisen ryhmén késite, ja vuosia myohemmin
télle ryhmélle annettiin nimeksi Abelin ryhmé. Galois esitti myods normaalin
aliryhmén késitteen ja tutki dérellisid kuntia, jotka ovat tdmén tyon padaiheena.

Kahden edelld mainitun matemaatikon nimet tulevat esiin téssé tyosséa, mut-
ta tulee huomioida, etté he olivat vain algebran tutkimuksen alulle panijoita.



Monet tunnetut matemaatikot, kuten Hilbert, Steinitz ja Brauer, ovat tutki-
neet tétd matematiikan osa-aluetta, ja tutkimus jatkuu edelleen.

Tyosta

Tamén tyon tarkoituksena on esitelld darellisid kuntia ja niiden ominaisuuk-
sia. Kuntatutkimus on yksi matematiikan tirkes tutkimuskohde. Asrelliset
kunnat ovat tarkedssa osassa myos nyky-yhteiskunnassa, vaikka sitéd ei heti
niin selvésti havaitsisikaan. Suuri osa ihmisistd on kayttédnyt esimerkiksi
verkkopankin palveluita, joissa salataan tietoliikenne turvallisen kiyton takaa-
miseksi. Tamén tyyppisten sovellusten tutkimiseen on kéytetty paljon aikaa,
ja adrellisten kuntien tutkiminen on yksi sen térked osa-alue.

Tamén tyon ensimmaéisessé luvussa esitelldén laajalti algebran peruskésit-
teitd, jotka on tarpeen tuntea tyota luettaessa. Lukijalta siis vaaditaan vain
lukion perustietojen osaaminen algebran osalta.

Tutkielman rakenne noudattaa padosin Lidlin ja Niederreiterin kirjan [4]
lukuja 1 ja 2.1.



Luku 1

Esitiedot

1.1 Algebrallinen struktuuri

Maaritelma 1.1 Olkoon S ei-tyhji joukko. Kuvausta S x S — S sano-
taan binddrioperaatioksi joukossa S. Usein kdytetdadn myds nimitysti lasku-
toimitus joukossa S. Binddrioperaatio liittid siis jokaiseen jarjestettyyn

pariin (s,t) € S x S tasmdilleen yhden alkion joukosta S. Merkitddn tdtd

alkiota jatkossa s x t.

Laskutoimitus on siis sulkeutuva, miké tarkoittaa, ettd sxt € S aina, kun
s,t €S.

Maéaritelma 1.2 Algebrallisen struktuurin muodostaa joukko S ja sen yksi

tai useampt laskutoimitus.

Maidritelma 1.3 Alkio e € A on algebrallisen struktuurin (S, ) neutraalialkio,

jos jokaiselle joukon S alkiolle a pdtee
axe=ex*xa=a.

Lause 1.1 Algebrallisen struktuurin neutraalialkio on yksikdisitteinen.
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Todistus Olkoot e ja €’ algebrallisen struktuurin (A, %) neutraalialkioita.
Silloin
axe=a Va € A
ja
exb=1> Vb e A.

Jos valitaan a = €’ ja b = e, niin saadaan

e =¢exe=ce.

Maiaritelma 1.4 Olkoon (A, x) algebrallinen struktuuri ja a € A. Jos on

olemassa sellainen alkio o' € A, ettd
/ !/
axa =a xa=e,

missd e on neutraalialkio, niin alkiota a’ sanotaan alkion a kdinteisalkioksi.

Usein titd merkitdin o' = a™'.

1.2 Ryhmi

Maéaritelma 1.5 Ryhmda (G, x) on joukon G ja sen laskutoimituksen * muo-

dostama algebrallinen struktuuri, jossa seuraavat kolme ominaisuutta pdtevit:

1. * on assosiatiivinen, eli kaikilla joukon G alkioilla a, b, c

ax*(bxc)=(axb)x*c,

2. joukossa G on neutraalialkio e,

3. jokaisella joukon G alkiolla a on kddnteisalkio o' € G.

1

Lause 1.2 Ryhmdin (G, x) alkion a kddnteisalkio a=' on yksikdsitteinen.
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Todistus Olkoot z ja y alkion a kaédnteisalkioita. Nyt
a*xr=x*xa=-¢e
ja
axy=yYy*a=e.
Nyt koska laskutoimitus * on assosiatiivinen, voidaan péétella
r=exx=(y*xa)xr=yx(axx)=yxe=y.

Téaten siis

Maiaritelma 1.6 Ryhmda (G, ) on Abelin ryhmd, jos laskutoimitus * on

kommutatiivinen eli kaikilla joukon G alkioilla a ja b pdtee
axb="0bxa.

Esimerkki 1.1 Olkoon (G, *) Abelin ryhmé ja a € G. Maaritellddn G:n

laskutoimitus o seuraavasti:
TOoOY=x*xY*xa

jokaisella joukon G alkiolla x ja y. Todista, ettd (G, o) on Abelin ryhmé.

Olkoot x,y,z € G mielivaltaisia. Ryhmé (G,o0) on kommutatiivinen, kos-

ka (G, x) on Abelin ryhmé. Ryhmén (G, o) neutraalialkio on a™!, silld

:L‘oa_lzx*a_l*a:x:a_lox,

koska (G, %) on Abelin ryhmé. Alkion x kidénteisalkio on a ' a™t s 27!, silld

altsxatxr tor=atxa ' vt xaxxa=a".
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Nyt
xo(yoz) = wo(y*zxa) = xx(ykzxa)xa = (rxy*a)*zxa = (rxy*xa)oz = (roy)oz,

joten (G, o) on assosiatiivinen. Téten (G, o) on Abelin ryhmaé. O

Usein kéytetddn tavallista kertolaskun merkintéatapaa ab tarkoittamaan
binddrioperaatiota a * b. Assosiatiivisuuden nojalla kaytetddn usein myos
potenssimerkintia
a*=ga*xaxa---*xa.

n
Toisaalta jos bind#rioperaatio on yhteenlaskun kaltainen, potenssin sijaan
puhutaan monikerrasta ja merkitdén titd na = g +a+--- + a.

-~
n

Madaritelma 1.7 Ryhma (G, %) on syklinen, jos on olemassa sellainen a €
G, etti jokaisella alkiolla b € G pitee b = a’ jollain j € Z. Tillaista alkiota

a kutsutaan syklisen ryhmdan generaattoriksi ja tdita merkitidin G = {(a).

Sykliselld ryhmaélla voi olla useampi kuin yksi generaattori.
Esimerkiksi ryhmélld (Z, +) generaattoreita ovat alkiot —1 ja 1.

Ryhmien ominaisuuksia kisiteltdessé tulee usein vastaan termi ekvivalenssire-
laatio. Joukon S x S osajoukkoa R kutsutaan ekvivalenssirelaatioksi joukossa
S, jos seuraavat kolme ominaisuutta ovat voimassa:

1. (s,s) € R jokaisella s € S (refleksiivisyys).
2. Jos (s,t) € R, niin (t,s) € R (symmetrisyys).
3. Jos (s,t),(t,u) € R, niin (s,u) € R (transitiivisuus).

Yksinkertaisin esimerkki ekvivalenssirelaatiosta on yhtédsuuruus.

Alkion s € S kanssa ekvivalentit alkiot muodostavat joukon S osajoukon,
jota kutsutaan alkion a ekvivalenssiluokaksi ja sitd merkitdén

[s] ={te S:(s,t) € R}.
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Nyt huomataan, etté [s] = [t] vain silloin kun (s,t) € R.

Koodausteoriassa erds térked késite on kongruenssi. Kongruenssi mah-
dollistaa jaollisuuteen liittyvien asioiden késittelyn tavalla, joka muistuttaa
yhtéloiden késittelya. Madritelladn se seuraavaksi.

Maaritelma 1.8 Olkoon m posititvinen kokonaisluku. Jos a,b € Z ja a — b
on jaollinen luvulla m, sanotaan, ettd a on kongruentti b:n kanssa modulo
m, ja merkitddan

a=b (mod m).

Kun a ei ole kongruentti b:n kanssa modulo m, merkitdaan sita
a Z b (mod m). T&lloin sanotaan, ettd a on epdkongruentti b:n kanssa
modulo m. Kongruenssi a =b (mod m) voidaan esittdd myos muodossa

m | (a —b).

Tamé merkintd tarkoittaa siis, ettd luku (@ — b) on jaollinen luvulla m, eli
on olemassa sellainen luku ¢ € Z, ettd a — b = mc.

Annetaan muutama esimerkki kongruenssista.
Esimerkki 1.2 42=2 (mod8), 7=-8 (modb5), 40#1 (mod 10).

Lause 1.3 Kongruenssi = on ekvivalenssirelaatio eli
1. a=a (mod m),
2.a=b (modm)=b=a (modm),
3. a=b (modm)jab=c (modm)=a=c (modm).

Todistus
Kohta 1. seuraa selvisti relaatiosta m | 0.
2. Oletetaan, ettd a =b (mod m). Silloin m | (a —b), joten m | (b—a). Siis
b=a (mod m).
3. Oletetaan, ettd a = b (mod m) ja b = ¢ (mod m). Nyt m | (a — b)
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jam | (b—c¢). Télloin m | (a —b) + (b — ¢), joten m | (a — ¢). Téten siis
a=c (mod m). O

Mietitddn nyt minkélaisiin ekvivalenssiluokkiin kongruenssi modulo m
jakaa kokonaislukujen joukon Z. Joukot ovat

0] ={...,—2m,—m,0,m,2m,...},

N={...,—2m+1,-m+1,1,m+12m+1,...},

m—-1=4{..,—-m—-1,-1m—-12m—-1,3m—1...}.
Niité joukkoja kutsutaan jadnnosluokiksi.

Alkion ¢ méadrddma jadnnosluokka [a] = {a + km | k € Z}. Nyt voidaan
méédritelld laskutoimitus ekvivalenssiluokkien {[0], [1], ..., [m — 1]} joukossa:

[a] + [b] = [a + 0], (1.1)

missé yhtalon oikealla puolella oleva laskutoimitus a+ b on tavallinen yhteen-
laskutoimitus. Laskutoimitus on hyvin mééritelty: Valitaan mielivaltaiset
alkiot @' € [a] ja O/ € [b]. Télloin @’ = km + a ja b/ = lm + b, missi k,l € Z.
Nyt

a+bV =((km+a)+ (Im+b)=(k+Dm+ (a+Db).
Siis @’ + O € [a + b], joten tulos ei riipu siitd, mitka alkiot jadnnosluokista
valitaan.
Samaan tapaan voidaan méaéritelld kertolasku

[a][b] = [ad].

Lause 1.4 Algebrallista struktuuria, jonka muodostavat ekvivalenssiluokkien

modulo m joukko {[0], [1],...,[m—1]} ja laskutoimitus (1.1), kutsutaan koko-

naislukujen modulo m mddrddmdksi ryhmdksi ja sitd merkitddan 2y, .
Todistus

Todistetaan, ettd joukko Z,, = {[0],[1],...,[m — 1]} ja sen laskutoimitus

(1.1) muodostavat ryhmén.
Olkoon mielivaltaiset a,b,c € Z ja

[al, [b], [d] € {[0], [1], .- [m = 1]}
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Ryhmén neutraalialkio on [0], silld
[a] + (0] = [a + 0] = [a] = [0] + [a]
ja alkion [a] kddnteisalkio on [—a], silld
[a] + [=a] = [a + (=a)] = [0] = [-a] + [a].
Ryhma on liséksi assosiatiivinen, koska
[a]+([b]+[e]) = [al+[b+c] = [a+(b+c)] = [(a+b)+c] = [a+b]+[c] = ([a]+[0])+]c].
O

Ryhmé Z,, on itse asiassa syklinen ryhmé ja sen yksi generaattori on ek-
vivalenssiluokka [1].

Ryhmén Z; kertolaskutaulu on

S I (O LY P G
O | [0 o1 [0] [o] [0]
A 1o 12 BoH
21 | [0 2 [ [ 3
B o B[ HE 2
4 1[0 4 B 2 [

Maaritelma 1.9 Ryhmda kutsutaan darelliseksi, jos siind on ddrellinen mddrda
alkioita. Joukon G alkioiden lukumddrdd merkitian | G | ja sanotaan joukon

kertaluvukst.

Maaritelma 1.10 Olkoot (G, *) ja (H,e) ryhmid. Kuvaus f : G — H on

homomorfismi, jos
flaxb) = f(a)e f(b)
kaikilla alkioilla a,b € G.
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Lause 1.5 Olkoot (G, %) ja (H,e) ryhmid ja olkoon kuvaus f : G — H
homomorfismi. Olkoon lisiksi e ryhmdn (G, *) ja € ryhmdin (H,e)

neutraalialkio. Silloin
1. fle) =¢,
2. fla™h) = f(a)™!
kaikilla alkioilla a € G.

Todistus
1. Ensiksi f(e) = f(exe) = f(e)® f(e). Nyt voidaan kertoa molemmat puolet
f(e):n kddnteisalkiolla, jolloin saadaan f(e) = ¢’
2. Toiseksi f(a)e f(a™) = f(axa™) = f(e) = € jasamoin f(a"')e f(a) = ¢,
joten f(a™') = f(a)™! kiéinteisalkion yksikésitteisyyden mukaan. O

Maiaritelma 1.11 Olkoot (G, %) ja (H,e) ryhmid. Kuvaus f : G — H on

isomorfismi, jos se on bijektio ja homomorfismi.

Esimerkki 1.3 Olkoot R reaalilukujen joukko ja Ry = {r ¢ R | = >
0}. Talloin (R, +) ja (R4, ) ovat ryhmié (jotka oletetaan tunnetuiksi).

Osoita, ettd ndméa ryhmét ovat isomorfiset.

Madritelladn f: R — R
f(z) =¢€".
Todistetaan, ettd f on homomorfismi. Olkoot z,y € R mielivaltaisia alkioita.
Talloin
flaty)=e"=c" e = f(x) f(y)

Siis f on homomorfismi. Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on bijektio. Jokaisella
alkiolla x € R kuvaus
f'(x) =¢" >0,



LUKU 1. ESITIEDOT 12

joten f on aidosti kasvava ja téten siis injektio. Koska lim, .., f(z) = oo
ja lim,_._o = 0 sekd f on jatkuva, niin f on surjektio. Téaten siis f on

bijektiivinen homomorfismi eli isomorfismi.

Maéaritelma 1.12 Homomorfismin f : G — H ydin ryhmdasti G ryhmddn
H on joukko

kerf ={a€G: f(a) =€},

massd ' ryhmdan H neutraalialkio.

1.3 Rengas ja sen ominaisuuksia

Maiaritelma 1.13 Rengas (R, +, ) on algebrallinen struktuuri, jossa on mddaritelty

kaksi laskutoimitusta + ja -, ja seuraavat kohdat pdtevit:

1. (R,+) on Abelin ryhmd,
2. Laskutoimitus - on assosiatiwvinen, eli kaikilla alkioilla a,b,c € R

(a-b)-c=a-(b-c),

3. osittelulait ovat voimassa, eli kaikilla alkioilla a,b,c € R
a-(b+c)=a-b+a-c
Jja
(b+c)-a=b-a+c-a.

Laskutoimitukset + ja - eivat vilttdmatta ole tavallisia yhteen- ja ker-
tolaskutoimituksia. Ryhmén (R, +) neutraalialkiota kutsutaan nolla-alkioksi
ja merkitdan symbolilla 0.

Madritelma 1.14 Rengasta (R, +, ) kutsutaan 1-renkaaksi, jos joukossa R

on olemassa ykkosalkio 1 kertolaskun suhteen, el

VoeR:a-1=1-a=a.
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Maiaritelma 1.15 Rengasta (R, +,-) kutsutaan kommutatiiviseksi, jos ker-

tolasku - on kommutatiivinen, eli
VYa,be R:a-b=1>-a.

Lause 1.6 Renkaan perusominaisuuksia:

Olkoon (R, +,") rengas ja olkoon a,b,c € R. Silloin
1. 0a =a0 =0,
2. a(=b) = (—a)b = —(ab),
3. —(—a) = a,
4. (=a)(=b) = ab,
5. a(b—c) = ab— ac ja (a — b)c = ac — be, missi a —b = a+ (—b).

Todistus Vrt. [3], s. 103.
1. Koska 0a = (04 0)a = 0a + Oa, niin vahentamélla saadun yhtélén molem-
milta puolilta Oa, saadaan yhtdalo 0 = Oa. Vastaavasti a0 = 0.
2. Koska ab + a(—b) = a(b+ (—b)) = a0 = 0, niin tulo a(—b) on tulon ab
vasta-alkio. Vastaavasti (—a)b on tulon (ab) vasta-alkio.
3. Kaava on yleisesti voimassa ryhméssé.
4. Seuraa kohdista 2. ja 3. siten, ettd (—a)(—b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab.
5. a(b—c) =ab+ a(—c) = ab+ (—(ac)) = ab — ac ; vastaavasti toinen. 0O

Esimerkki 1.4 Todista, ettd jos (R, +, ) on kommutatiivinen rengas, niin
a? = b* = (a+b)(a—0).

Renkaan ominaisuuksien perusteella saadaan

(a+b)(a—b) = (a+b)(a+(—b)) = a(a+(—b))+b(at+(—b)) = a*+a(—b)+ba+b(—b)

=a® — (ab) + ab+ (=b°) = a® + 0 + (=b°) = a® — V°.
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Maiaritelma 1.16 Rengasta (R, +, ) kutsutaan jakorenkaaksi, jos (R\{0}, -)

muodostaa ryhmdn.

Miaritelma 1.17 Kommutatiivinen jakorengas on kunta.

Téten ollaan paadytty kasitteeseen kunta, joka on tdmén tutkielman
padkasite. Maaritelladn kuitenkin viela muutama kuntien tarkastelussa tarvit-
tava késite.

Maaritelma 1.18 Olkoon S epdtyhji joukko ja olkoon se lisiksi joukon R
osajoukko. (Siis ) #S C R). (S,+,-) on renkaan (R,+,-) alirengas, jos S

on suljettu laskutoimitusten + ja - suhteen sekd (S,+,-) on rengas.

Maaritelma 1.19 Olkoon R rengas. Joukon R osajoukkoa J sanotaan ideaa-
likst, jos J on R:n alirengas ja kaikille alkioille a € J ja r € R pitee ar € J
jara e J.

Maaritelma 1.20 Olkoon R kommutatiivinen rengas ja a € R. Tdlldin sup-
peinta ideaalia, joka sisdltid alkion a, kutsutaan a:n generoimaksi pddideaaliksi.
Paidideaalia merkitiin J = (a).

Koska ideaalit ovat renkaan yhteenlaskun suhteen aliryhmié, niin renkaan
Rideaali J jakaa renkaan R erillisiin joukkoihin, joita kutsutaan jadnnosluokiksi

ideaalin J suhteen. Jos J on renkaan R ideaali ja alkiot a,b € R, niin alkio
a on kongruentti b:n kanssa modulo J, eli

a=b (mod J),

jos a — b € J. Nyt osoittautuu, ettd kongruenssi on ekvivalenssi (ks. [4, s.
13] ). Jadnnosluokat ovat J:n médrittelemid ekvivalenssiluokkia. Renkaan R
alkion a jaannosluokkia J:n suhteen merkitédén [a] = a + J, koska niiden
alkiot ovat R:n alkioita, jotka ovat muotoa a + ¢ jollain ¢ € J.

Maaritelma 1.21 Ideaalin J renkaasta R muodostamien jadnniosluokkien

rengasta, jossa on seuraavat laskutoimitukset voimassa: kun a,b € R, niin

(a+J)+(b+J)=(a+b)+J
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ja
(a+J)b+J)=ab+ J,
sanotaan R:n jadnndsluokkarenkaakst ideaalin J suhteen. Tdatd merkitddn

R/J.

Osoitetaan, ettd médritelmén jadnnosluokkien kertolasku on hyvinméaéari-
telty (yhteenlasku samaan tapaan): Olkoon a+J =d'+ Jjab+J =b + J.
Nyt a =d' + 71 ja b=V + j, joillain 7, j» € J. Silloin

ab= (a' + j1)(b' + j2) = a'b' + a'jo + 510’ + J1jo.

Koska J on renkaan R ideaali, se sisaltdd tulot a’js, j10' ja jijo sekd niiden
summan. Siis ab = a'b' + j, missi j € J. Téten siis ab € a'b' + J eli ab+ J =
ab + J.

Lause 1.7 Jadannisluokkarengas Z/(p), jolla tarkoitetaan alkuluvun p gene-
roimaa pddideaalin suhteen muodostuvaa jiadnndsluokkien rengasta, on kunta.

Todistus Ks. [4, s. 14].

Homomorfismin késite voidaan laajentaa ryhmien tasolta renkaan tasolle.
Kuvaus ¢ : R — S renkaasta R renkaaseen S on rengashomomorfismi, jos
kaikille a,b € R pétee

pla+b) =pla) +¢b) ja elab) = p(a)p(b).
Rengashomomorfismin ¢ : R — S ydin on

kerp ={a € R:p(a) =0¢€ S}.

Esimerkki 1.5 Olkoot Ry, Ry ja R3renkaitaja f: Ry — Ryjag: Ry — R3
rengashomomorfismeja. Osoita, ettd g o f on rengashomomorfismi.
Olkoot z,y € R; mielivaltaiset alkiot. Nyt koska f ja g ovat rengashomo-

morfismeja, niin

(gof)(x+y) = g(f(z+y)) = g(f(x)+f(y) = g(f(2))+9(f(y)) = (gof)(x)+(gof)(v),
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ja
(gof)(zy) = g(f(xy)) = g(f(2)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = (gof)(x)(gof)(v),

joten g o f on rengashomomorfismi.

Lause 1.8 (Homomorfismilause renkaille)

Jos ¢ on homomorfismi renkaasta R renkaaseen S, niin kery on renkaan
R ideaali ja S on homomorfinen jadinnisluokkarenkaan R/(kery) kanssa.
Toisaalta, jos J on renkaan R ideaali, niin kuvaus v : R — R/J, joka on
mdadaritelty ¥(a) = a + J kaikilla a € R, on homomorfismi R:ltd R/J:lle ja
kery = J.

Todistus Ks. [4, s. 15].
Madéritelméa 1.22 Olkoon p alkuluku ja olkoon F,, = {0,1,...,p—1}. Olkoon

lisiksi ¢ : Z/(p) — F, kuvaus siten, ettd ¢([a]) = a, kun a € F,. Nyt F,, on

adarellinen kunta ja sitd kutsutaan Galois’n kunnaksi (kertalukua p).
Kuvaus ¢ : Z/(p) — F,, on isomorfismi siten, ettd

o([a] + [b]) = w(la]) + (b)) ja e([a][b]) = ([a])e([0]).
Ks. [4, s. 15].
Adrellisessi kunnassa F, on nolla-alkio 0, ykkosalkio 1 ja sen struktuuri on
taysin samanlainen kuin Z/(p):m struktuuri. Galois'n kuntia kaytetdan esi-

merkiksi koodausteoriassa. Se onkin yksi tdrkeimpié kdytannon sovellusaluei-
ta, jossa kuntien tutkimista tarvitaan.

Maaritelma 1.23 Jos R on rengas ja silld on olemassa posititvinen koko-

naisluku n siten, ettd jokaisella renkaan R alkiolla r
nr =20,

nun prenintd tdllaista lukua n kutsutaan renkaan R karakteristikaksi ja mer-

kitidn char(R).
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Jos téllaista positiivista kokonaislukua ei 16ydy, sanotaan, ettd renkaan
R karakteristika on 0.

Esimerkki 1.6 char(F),) = p ja char(Q) = 0.

Maéiritelma 1.24 Olkoon (R, +,+) rengas. Silloin a € R on nollanjakaja,

jos
1. a#0 ja
2. on olemassa alkio b € R\ {0} siten, ettd ab =0 tai ba = 0.

Y1la olevassa méaritelméssa myos alkio b on nollanjakaja.

Lause 1.9 Renkaan R # {0}, jolla on positiivinen karakteristika ja ei ole

nollanjakajia, karakteristika on alkuluku.

Todistus Koska joukko R sisédltdd nollasta poikkeavia alkioita, niin R:n
karakteristika n > 2. Jos n ei ole alkuluku, niin voidaan kirjoittaa n = km,
missd k,m € Z,1 < k,m < n. Nyt 0 = ne = (km)e = (ke)(me), joten
tulee olla ke = 0 tai me = 0, koska R:sséd ei ole nollanjakajia. Tésté seu-
raa, ettd joko jokaisella alkiolla r € R : kr = (ke)r = 0 tai jokaisella
r € R: mr = (me)r = 0, mikd on ristiriita karakteristikan méaéaritelmén
kanssa. O

Maaritelma 1.25 Kommutatiivista 1-rengasta, jossa ei ole nollanjakagia,

sanotaan kokonaisalueeksi.



Luku 2

Airellinen kunta

2.1 Kunta

Kuten edelld maaritelméssd 1.17 ollaan esitetty, kommutatiivinen 1-rengas
(F,+,-) on kunta, jos jokaisella joukon F'\ {0} alkiolla on k##nteisalkio.

Lause 2.1 Jokainen ddrellinen kokonaisalue on kunta.

Todistus Olkoot #érellisen kokonaisalueen R alkiot aq, ao, ..., a,. Olkoon
alkio a € R ja a # 0. Kerrotaan joukon R alkiot alkiolla a ja saadaan
aay, aas, . .., aa,. Saadut alkiot ovat erisuuria, silld jos olisi aa; = aa;, niin
olisi a(a; — a;) = 0, ja koska a # 0, tulisi olla a; — a; = 0, jolloin @; = aj,
mikd on mahdotonta. Nyt jokainen joukon R alkioista on muodossa aa; ja
erityisesti joukon R neutraalialkio e = aa; jollain 1 < ¢ < n. Koska R on
kommutatiivinen, on a;a = e. Téten alkiolla a; on kéédnteisalkio a. Téten
joukon R alkiot (# 0) muodostavat kommutatiivisen ryhmén, joten R on
kunta. O

18
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2.2 Adirellinen kunta

Maiaritelma 2.1 Kuntaa, jossa on ddrellinen mddrd alkioita, sanotaan ddrelliseksi

kunnakst.

Lause 2.2 Adrellisen kunnan karakteristika on alkuluku.

Todistus Lauseen 1.9 perusteella riittdd osoittaa, etté darelliselld kunnalla
F' on positiivinen karakteristika. Tarkastellaan alkioita e, 2e, 3e, ..., missé e
on neutraalialkio. Koska F':ssé on dérellinen maéré erisuuria alkioita, on ole-
massa alkiot k ja m, missd 1 < k < m, siten, ettd ke = me. Nyt (m—k)e =0
ja téaten F:1l& on positiivinen karakteristika. O

Lause 2.3 Olkoon R kommutatiivinen rengas ja sen karakteristika alkuluku
p. Talloin

(a+b)P" =a" +v" ja (a—bP =a" —b"
kaikilla a,b € R jan € N.

Jotta saamme tdmén lauseen todistettua, meiddan tulee ensin todistaa
tarked teoreema, jota usein kutsutaan binomilauseeksi.

Lause 2.4 (Binomilause)

(a+b)" = (Z) a™ ok,

k=0

(4)

ja n! tarkoittaa luvun n kertomaa.

missd

Todistus Tehd&én todistus induktiolla alkion n suhteen. Tehd&dén alkuaskel,
ettd n = 0. Nyt

0 (0
(a+b)°=1= 1)@ b
k=0
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Téten siis alkuaskel on voimassa. Tehdadn seuraavaksi induktio-oletus, etté
binomilause péitee, kun n = m. Induktioaskeleessa tutkitaan tapausta, kun
n=m-+1.

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"=ala+b)"+bla+b)"

— Z (7;”&) "R 4 b; (T;) am™ Iy induktio-oletuksen mukaan

m
k=0

= (m) a™ R Z (m) a™ Iyt kertomalla a ja b summiin
. J

k
k=0 7=0
= am+1+zm: " am_k+1bk+i m a™ Iyt poist. summasta termi k = 0
k=1 k =0 \J

m+41
(TZ) am_k+1bk+z (km 1) a™ Rk asetetaan j =k — 1
k=1 N
(7:) am_k+1bk+z (km 1) am R pE gyt poist. k=m+1
k=1

= g™t 4yt 4 ; {(TIZ) + (k 77_1 1)} a™ R yhdistdmélld summat

_ gl pmtl — (m+1 m—k+1pk kosk n n _ n+1
o +;(k’>a k) T k-1 k

m+1
1
- Z (m;— )am_k+1bk lisaamalla termit m + 1 sisille summaan
=1

— am+1+

m

— am+1+§ :
k=1
m
k=1

O

Edellisen lauseen todistuksen perustelussa esiintyi kohta

(Z) +(/£1> B (nzl)

joka on niin sanottu Pascalin sd&nto. Todistetaan vield se ennen lauseen 2.3
todistusta.
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Lause 2.5 (Pascalin saanto)

n n n _(n+1
k k—1) k
Todistus Yhtéalon vasen puoli voidaan kirjoittaa muodossa
n! n!

M=% (k= Dln— (k=1

Nyt saadaan
n! n! B (n—k+1)n!

21

kn!

+

Hn—0)  h—Dln—(k=1)) =kt DRm—F)! " k= Dln—k+1)

(n —k+ 1)n! + kn!
El(n —k+1)!
(n+ 1)n!

El((n+1) —k)!

(n+1)!

El((n+1) —k)!

- (0)

Todistetaan seuraavaksi lause 2.3.
Todistus Tiedetadn, etta

(p) p' plp—1)-—(p—itl) _,

(mod p)

i) dp—i) 1-2---i

kaikillai € Z ja 0 < ¢ < p, miké seuraa siité, etta (f) on kokonaisluku ja siité,
etté tekijad p ei voida supistaa osoittajasta. Nyt binomilauseesta seuraa, etté

(a+b)P = a? + (f)ap‘1b+---+< pl)abp‘1+bpzap+bp,
p—

ja induktiolla alkion n suhteen saadaan ensimméinen kohta todistettua. Nyt

edelld osoitetun mukaan saadaan
a?" = ((a—b) +b)"" = (a—bF" +b",

ja néin on toinenkin kohta saatu todistettua.
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Esimerkki 2.1 Ratkaistaan kunnassa (K, +,-) toisen asteen yhtilo z? +
ax + b =0, missd a,b € K, olettaen, etta char(K) # 2.

Koska char(K) # 2, on kunnan K alkiolla 2 = 1 + 1 kéi#nteisalkio 27 = 1.
(Merkinnélld § tarkoitetaan muotoa ab™!, missid b # 0.) Nyt myos luvulla
4 =2+ 2 # 0 on kiiéinteisalkio, nimittdin (). Nyt

2 2 2

x2+ax+b:x2+ax+z—Z+b:(x+g)2—(z—b).

Tiaten yhtalolld 22 + ax + b = 0 on ratkaisu kunnassa K, jos ja vain jos
on olemassa sellainen kunnan K alkio y, ettd y* = % — b. Oletetaan, etté
tallainen y on olemassa. Silloin

P e tb=06 @+ 22—y =06 (0+ ) —y)(@+3)+y) =0.

Koska kunta on kokonaisalue, tdmé tarkoittaa, ettd joko

x—l—%—y:O tai x+g+y:0.

Taten ratkaisuksi saadaan

=4
r=-5%y,

misséa
2

a
eK:y>=— —b.
Yy Yy 4
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2.3 Polynomeista

Olkoon R rengas. Polynomi renkaassa R on

fl@) =) az' =ag+az+ -+ a2,
=0

missé n on ei-negatiivinen kokonaisluku ja kertoimet a;, 0 < i < n, ovat R:n
alkiota ja x on muuttuja, jonka arvot voivat olla laajemmassakin joukossa
kuin R. Vertaillaan renkaan R kahta polynomia f(x) ja g(z). Polynomit

f@) =S aa'  ja o gl) =3 ba'
=0 =0

ovat samat, jos ja vain jos a; = b;, kun 0 < i < n. Polynomien f(x) ja g(x)
summa madritelldan

n

fl@)+g(@) = (a; + b)a'.

=0
Polynomien
fl@)y=>aa"  ja  glx)= ba’
i=0 Jj=0
tulo méaritelldaan .
f(x)g(x) =) epa,
=0

missa

ch= Y aib; ja 0<i<n, 0<j<m.
Voidaan helposti osoittaa, ettd polynomien joukko ja sen edelld mainitut
laskutoimitukset R:ssd muodostavat renkaan.

Maiaritelméa 2.2 Renkaan R polynomeista ja niiden laskutoimituksista (sum-
ma ja tulo) muodostuvaa rengasta kutsutaan R:n polynomirenkaaksi ja sitd

merkitiin R[z].
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Polynomirenkaan R[x|:n nolla-alkio on se polynomia, jonka jokainen ker-
roin on 0. Sen asteeksi méadritellidn —oo. Téssd —oo ajatellaan lukuna, joka
on pienempi kuin kaikki reaaliluvut.

Madritelmé 2.3 Olkoon f(z) =Y. a;x" renkaan R polynomi, joka ei ole
nollapolynomi. Oletetaan lisiksi, etti a, # 0. Tdlloin a, on f(x):n kor-
keimman asteen kerroin (joskus puhutaan johtavasta kertoimesta). Termi ag
on wvakiokerroin ja m on f(x)m aste ja sitd merkitiin n = deg(f(z)) =
deg(f). Polynomeja, joiden aste on nolla, sanotaan vakiopolynomeiksi. Jos
R:n neutraalialkio on 1 ja f(x):n johtava kerroin on 1, niin f(x):dd kutsutaan

pddpolynomiksi.
Lause 2.6 Olkoon f,g € R[x]. Nyt

jos f(x)g(x) # 0, nisn deg(fg) < deg(f) +deg(g) (1)

ja
jos f(z) + g(x) # 0, nitn deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.  (2)
Todistus [1, s. 285] Olkoon deg(f(z)) = n ja deg(g(x)) = m seki
f(z) =ag+ a1z + - - + apa"
ja
g(x) = by + by + - - + bypa™.
(1) Nyt

f(z)g(x) = agbo + (agby + arbo)z + - - - + apbyux™ ™.

Koska f(x)g(z) # 0, niin ainakin yksi polynomin f(x)g(z) kertoimista tulee
olla nollasta eroava. Jos a,b,, # 0, niin

deg(f(z)g(x)) =n +m = deg(f(x)) + deg(g(x))-

Jos taas a,b,, = 0, niin polynomin f(x)g(z) asteen maaraa polynomin nol-
lasta poikkeava, suurimman eksponentin omaava termi. Nyt

deg(f(z)g(x)) < deg(f(x)) + deg(g(z)).



LUKU 2. AARELLINEN KUNTA 25

(2) Kokonaislukujen ominaisuus on, ettd vain joko m > n, m = n tai m < n.
Jos m < n, niin

f(x)+g(x) = (ag+bo)+ (a1 +b)x+- -4 (A +bp) 2" +am ™ +- - 4a,z"
ja
deg(f(x) + g(x)) = n = max{deg(f(x)), deg(g(x))}-

Vastaavasti késitelladn m > n. Jos taas m = n, niin
f(x)+ g(x) = (ap+ bo) + (a1 + b))z + -+ - + (an + b)) 2"

Nyt koska f(z) 4+ g(x) # 0, on polynomin termien kertoimista jonkin oltava
nollasta poikkeava. Jos a,, + b, # 0, niin

deg(f(z) + g(z)) = n = max{deg(f(x)), deg(g())}.

Jos a,+0b, = 0, niin polynomin f(z)+g(z) asteen maéraé polynomin nollasta
poikkeava, suurimman eksponentin omaava termi. T&lloin

deg(f(z) + g(z)) < max{deg(f(z)),deg(g(x))}.

Esimerkki 2.2 Tarkastellaan polynomeja f(z) =1+ 2 ja g(z) =1 — z yli

mielivaltaisen kommutatiivisen renkaan R. T&lloin siis
fl@)+gx)=2=141 ja f[f(z)g(z)=1-2"

Nyt deg(f(x)) = deg(g(x)) = 1 ja edelleen deg(f(x) + g(z)) = 0. Kuitenkin
deg(f(z)g(z)) = 2.

Maiaritelméa 2.4 Olkoon F' kunta. Polynomi g € F[z] jakaa polynomin f €
Flx], jos on olemassa polynomi h € F|x] siten, etti f = gh.

Lause 2.7 (Jakoyhtlo)
Olkoon g # 0 polynomi ja g € Flx]. Jokaisella polynomilla f € F[z] on

olemassa polynomit q,r € F[x] siten, etld

f=qg+r deg(r) <deg(g).
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Todistus Ks. [1, s. 289].

Esimerkki 2.3 Jaetaan polynomi f(z) = x° 4 22* + 42% + 2z + 3 € F|x]
polynomilla g(z) = 22 4+ 2 € Fs[z] jakokulmassa.

3+ 22 +2r+1

202 4+2 | 25 +224 4+ 0x3 + 422+ 22+ 3
3

—x° — 0zt —x
224 + 423 + 42% + 22 + 3

—2x* — 023 — 227
4x3 + 2% + 22 + 3

—4x3 — 0x? — 4

202 +3x + 3
222 —0x — 2
3r+1

Nyt polynomi voidaan kirjoittaa myds muotoon
2’ 422t +42? + 20 +3= (22 +2)(32* + 2 + 2x + 1) + 3 + 1.

Maiaritelméa 2.5 Olkoon p € Fx] sellainen polynomi, jonka aste on positii-
vinen, ja jos p = bc, missi b, c € F[z], niin b tai ¢ on vakiopolynomi. Tdlloin

polynomia p € F[z] sanotaan jaottomaksi polynomiksi F :ssd.

Maéaritelmi 2.6 Alkiota b € F sanotaan polynomin f € Fx] juureksi, jos
7 =0
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Esimerkki 2.4 Osoita, ettd polynomi 22 — 2 on jaoton polynomirenkaassa

Q[].

Huomataan, etté polynomilla 22 —2 on tekijid Q:ssa. Tekijd on 1. Koska poly-
nomi on astetta 2, silld on silloin myos nollakohta o € Q. Télléin z3 = 2.
Timéi on mahdotonta, koska +v/2 ¢ Q.

Polynomi z? — 2 ei ole sen sijaan jaoton renkaassa R[z], koska 2% — 2 =

(x —V2)(z +V2).

Lause 2.8 Olkoon f € Flz|. Jadinnosluokkarengas Fx]/(f) on kunta, jos ja

vain jos f on jaoton polynomi F :ssd.

Todistus Ks. [4, s. 25].



Luku 3

Kuntalaajennuksista

3.1 Kuntalaajennus

Maaritelma 3.1 Olkoon F' kunta. Olkoon K kunnan F' osajoukko, joka on
myds kunta ja jossa on samat laskutoimitukset voimassa kuin kunnassa F'.
Talloin K :ta sanotaan kunnan F' alikunnaksi. Kuntaa F' taas kutsutaan kun-

nan K laajennukseksi. Jos K # F, niin K on F:n aito alikunta.

Esimerkki 3.1 Q on R:n alikunta, ja R on puolestaan C:n alikunta.

Olkoon p alkuluku. Jos K on &érellisen kunnan F), alikunta, niin K
sisaltdd alkiot 0 ja 1 ja tdten muutkin F), m alkiot, koska K on suljettu
yhteenlaskun suhteen. Tédten kunnalla F, ei ole aitoja alikuntia.

Maaritelma 3.2 Kuntaa, jolla ei ole aitoja alikuntia, sanotaan alkukun-

naksi.

Kuten edelld péételtiin, kaikki &déarelliset kunnat kertalukua p, jossa p
on alkuluku, ovat alkukuntia. Toinen hyvé esimerkki alkukunnasta on ra-
tionaalilukujen kunta Q. Kun otetaan leikkaus annetun kunnan F' joistakin
alikuntien muodostamasta epétyhjésté joukosta, muodostuu jalleen F':n alikun-
ta. Jos taas otetaan leikkaus kaikista F:n alikunnista, muodostuu F:n sup-
pein alikunta, joka on selvésti alkukunta.

28
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Lause 3.1 Kunnan I suppein alikunta on isomorfinen joko F,:n tai Q:n

kanssa, sen mukaan, onko F':n karakteristika alkuluku vaz 0.

Todistus Ks. [4, s. 30].

Maaritelma 3.3 Olkoon K kunnan F alikunta ja M mikd tahansa F:n
osajoukko. Talldin kunta K(M) on leikkaus kaikista F:n alikunnista, jotka
sisdltivdt sekd K, ettd M. Sitd kutsutaan K:n laajennukseksi, joka on
saatu adjungoimalla M :n alkiot. Jos M on ddrellinen ja M = {0y,...,0,},
niin merkitain K (M) = K(04,...,0,). Jos joukko M on yksié sisdltien vain
alkion 8 € F, niin L = K(0):aa sanotaan K :n yksinkertaiseksi laajennuk-

seksi ja alkiota 6 kutsutaan L:n mddradviksi alkioksi yli K:n .

Kunta K (M) on F:n pienin alikunta, joka sisiltdd sekd K:n, ettd M:n.
Maaritellddn seuraavaksi térked laajennuksen tyyppi.

Maaritelma 3.4 Oletetaan, etti K on kunnan F' alikunta ja 60 € F. Jos 0
on ratkaisu polynomiyhtiléon, jonka kertoimet ovat alkioina K :ssa (siis jos
a0 + -+ a10 + ag =0 ja a, # 0), niin 0:n sanotaan olevan algebrallinen
yli K:n. Kunnan K laajennuksen L sanotaan olevan algebrallinen yli K,

jos jokainen L:n alkio on algebrallinen yli K .

Maaritelma 3.5 Jos 0 € F on algebrallinen yli K:n, niin pddpolynomia
g € Klz|, joka generoi K[x]:mn ideaalin J = {f € K[z]: f(0) = 0}, kutsutaan
0 yli K:n minimipolynomiksi. Laajennuksen 6 yli K :n asteella tarkoitetaan

g:n astetta.

Lause 3.2 Jos 6 € F on algebrallinen yli K :n, niin minimipolynomilla g yli

K :n on seuraavat ominaisuudet:
1. g on jaoton K|z|:ssa.

2. Kun f € K[z], niin f(0) =0, jos ja vain jos g jakaa f:n.
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Todistus Ensimméinen kohta seuraa siitd, ettd minimipolynomin ¢ aste
deg(g(x)) = 1. Toinen kohta seuraa g:n mééritelméasta.

Jos L on K:n kuntalaajennus, niin L voidaan ajatella K :n vektoriavaruute-
na, (eli sellaisena vektoriavaruutena, jonka skalaarikunta on K'). Téll6in L:n
alkiot ("vektorit’) muodostavat Abelin ryhmén yhteenlaskun suhteen. Liséksi
jokainen ’vektori’ o € L voidaan kertoa skalaarilla r € K siten, ettd ra € L ja
kertolaskun lait skalaarilla kerrottaessa siilyvét: r(a+5) = ra+rg, (r+s)a =
ra+ sa, (rs)a =r(sa) jala =a, kun r,s € K ja o, € L.

3.2 Kunnan airellinen laajennus

Maéritelma 3.6 Olkoon L kunnan K :n laajennus. Ajatellaan laajennus L
vektoriavaruutena. Jos L:n dimensio on ddrellinen, niin L:dd kutsutaan kun-
nan K dadrelliseksi laajennukseksi. Laajennuksen L vektoriavaruuden dimen-

siota kutsutaan L:n asteeksi yli K :n ja merkitadn [L : K].

Lause 3.3 Jos L on kunnan K ddarellinen laajennus ja M on L:n ddrellinen

laajennus, nitn M on K :n ddrellinen laajennus siten, ettd

M : K|]=[M: L|[L:K].

Todistus Olkoon [M : L] = m,[L : K| = n ja olkoon lisdksi {aq, -, am}
laajennuksen M yli L kanta sekd {f,-- -, (.} laajennuksen L yli K kanta.
Télloin jokaisella v € M on olemassa lineaarikombinaatio o« = vy + - -+ +
YmQim, Missd v; € L ja 1 <4 < m. Kirjoitetaan jokainen 7; kannan alkioiden
B; avulla, jolloin saadaan

m n

a=Y mai=y (Y ryflai=) Y rifa,
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

missé kertoimet r;; € K. Osoitetaan, ettd alkiot Bja;, 1 <i<mjal<j<
n, ovat lineaarisesti riippumattomia kunnassa K. Oletetaan, etti

Z Z Sijﬁj&z‘ =0,

i=1 j=1
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missé kertoimet s;; € K. Nyt

m n

> O siB)ai=0

=1 j=

ja aj:den lineaarisesta riippumattomuudesta kunnassa L saadaan
n
Zsi]ﬂj:o 1§Z§m
j=1

Nyt koska (3;:t ovat lineaarisesti riippumattomia kunnassa K, niin tulee olla,
ettd kaikki kertoimet s;; = 0. [

Lause 3.4 Jokainen kunnan K ddrellinen laajennus on algebrallinen yli K :n.

Todistus Oletetaan, ettd L on kunnan K dérellinen laajennus ja [L : K] =
m. Nyt jos 6 € L, niin m+1 alkion (alkiot 1,6,...,60™) tulee olla lineaarisesti
riippuvia K:ssa ja néin saadaan relaatio ag + a160 + - -+ + a,,0™ = 0, missé
jokin a; # 0. Téten 6 on algebrallinen yli K:n. O

Lause 3.5 Oletetaan, etti € F on algebrallinen yli kunnan K. Olkoon

laagennus astetta n. Olkoon g lisiksi 6:n minimipolynom: yli K :m. Nyt
1. K(0) on isomorfinen K[x]/(g):n kanssa.
2. [K(0): K]=nja{l1,0,...,60" '} on K(0) yli K:n kanta.

3. Jokainen a € K(0) on algebrallinen yli K:n ja sen aste yli K:mn on

alkion n jakaja.

Jos R on kommutatiivinen rengas, niin alkio a € R on alkion b € R jaka-
ja, jos on olemassa c € R siten, ettd ac = b.



LUKU 3. KUNTALAAJENNUKSISTA 32

Todistus

1. Olkoon kuvaus 7 : K[z] — K(0) siten, ettd 7(f) = f(6), kun f €
K [z], jonka huomataan olevan rengashomomorfismi. Minimipolynomin
médritelmésta saadaan, ettd kerr = {f € Klz] : f(0) = 0} = (9).
Olkoon S 7:n kuva, eli S on 6:n polynomisten lausekkeiden joukko siten,
ettd niiden kertoimet kuuluvat joukkoon K. Téalloin homomorfismi-
lauseen renkaille (kts. lause 1.8) mukaan S on isomorfinen K[z]/(g)m
kanssa. Lauseiden 2.8 ja 3.2 kohdan 1. mukaan K{z|/(g) on kunta,
joten myos S on kunta. Koska K € S C K(6) ja 6 € S, niin K(0):n
médritelméstd seuraa, ettd S = K (0), joten kohta 1. on todistettu.

2. Koska S = K(#), niin jokainen a € K (f) voidaan kirjoittaa muodossa
a = f(0) jollain f € Klz|. Nyt jakoyhtdlon (kts. lause 2.7) mukaan
f=gqg+r, missé q,r € K[z] ja deg(r) < deg(g) =n. Nyt a = f(0) =
q(0)g(0)+7(0) = r(0). Tdten aon 1,6, ...,0" ':n lineaarikombinaatio,
jonka kertoimet ovat K :ssa. Toisaalta, jos ag+ a0+ --+a,_ 10" =0
joillakin a; € K, niin polynomilla h(x) = ag + a1 + -+ + a, 12" €
K[z] on juuri € ja se on tdten g:n monikerta lauseen 3.2 kohdan 2
mukaan. Koska deg(h) < n = deg(g), niin tulee olla h = 0, eli jokainen
kerroin a; = 0. Siis alkiot 1,6,...,6" ! ovat lineaarisesti riippumatto-
mia. Téten kohta 2 on todistettu.

3. Kunta K(f) on K:m &éarellinen laajennus kohdan 2 mukaan ja téten
a € K(0) on algebrallinen yli K:n lauseen 3.4 mukaan. Lisiksi K(«)
on K(6):n alikunta. Olkoon d K («a) yli K:n aste, jolloin kohdan 2. ja
lauseen 3.3 mukaan n = [K(0) : K] = [K(0) : K(«o)][K(«a) : K] =
[K(0) : K(a)]d ja titen d jakaa n:m.

O

Lause 3.6 Olkoon f € Klx| jaoton kunnassa K. Tdilldin on olemassa kun-

nan K algebrallinen laajennus, jonka mddrddvind alkiona on f:n juuri.

Todistus Tarkastellaan jadnnosluokkarengasta L = K[x]/(f). Se on lauseen
2.8 mukaan kunta. L:n alkioita ovat jadnnosluokat [h] = h + (f), missi
h € K[z]. Jokaista alkiota a € K kohti voidaan muodostaa jadnnosluokka [a],
jonka méaraa vakiopolynomi a. Jos alkiot a,b € K ovat toisistaan eroavia,
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niin [a] # [b], koska f:n aste on positiivinen. Kuvaus a — [a] antaa isomor-
fismin kunnalta K jadnnosluokkarenkaan L alikunnalle K’. Voidaan ajatella,
ettd L on kunnan K laajennus. Télloin jokaiselle polynomille

h(z) =ap+az+ -+ apz™ € K[z]
saadaan
[h] = [ag+arz+- - +a,x™] = [ag]+[a1][z]+- - +[an][z]" = aotai[z]+- - Fap[x]™

jaannosluokkien laskusddntojen ja séédnnon [a;] = a; mukaan. Téten jokainen
L:n alkio voidaan kirjoittaa polynomilausekkeena jaénnosluokan [z] ja kun-
nan K alkioina olevien kertoimien avulla. Jokaisen kunnan, joka siséltaa seké
K:n, etté [z]:n, tulee sisdltda edelld mainitut polynomilausekkeet. Téten siis
L on kunnan K laajennus, joka on saatu adjungoimalla siihen [z]. Jos

f(z) =bg+byx + -+ bya",
f([z]) =bo+ bi[z] + -+ - + by [x]" = [bo + byz + - - - + by2"] = [f] = [0],

joten [z] on fmn juuri ja L on kunnan K algebrallinen laajennus. O

Maéaritelméa 3.7 Oletetaan, etti f € K[x] ja f:n aste on positiivinen. Olkoon
lisikst F' kunnan K laajennus. Tdlloin f:n sanotaan hajoavan F':ssd, jos f
voidaan kirjoittaa Flx]:mn lineaaristen tekijoiden avulla, eli jos on olemassa

alkiot oy, a, ..., a, € F siten, ettd

f@) = a(r —ai)(z = ag) -~ (x — o),

missd a on f:n johtava kerroin. Kunta F on f:n hajoamiskunta yli K :n, jos

[ hajoaa F':ssi ja jos lisiksi F = K(aq, e, ..., Q).
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Lause 3.7 (Hajoamiskunnan olemassaolo ja yksikdsitteisyys)

Oletetaan, ettd K on kunta ja f mikd tahansa polynomi, jonka aste on posi-
tiwinen polynomirenkaassa K|x]. Tdlldin on olemassa f:n hajoamiskunta yli
K :n. Mitkd tahansa kakst eri f:n hajoamiskuntaa yli K :n ovat isomorfisia ja

titen f:n juuret kuvautuvat toisilleen.

Todistus Ks. [4, s. 35].



Luku 4

Airellisten kuntien

ominaisuuksia

4.1 Adsrellisten kuntien ominaisuuksia

Lause 4.1 Olkoon F ddrellinen kunta, jolla on on alikunta K, jossa on q

alkiota. Talldin kunnassa F on ¢™ alkiota, missa m = [F : K].

Todistus Kunta F' on vektoriavaruus yli alikunnan K. Koska F' on dérellinen,
niin myos sen dimensio on #érellinen. Jos [F' : K| = m, niin F:ll4 on kanta
yli Kn, jossa on m alkiota. Merkitdén néita by, bo, - - - , b,,. Nyt jokainen F'n
alkio voidaan esittdd muodossa a1b;+asbo+- - -+a,, by, missa a1, as, - -+, Ay €
K. Koska jokaisella a;:11a voi olla g eri arvoa, niin F:ssé on tasan ¢ alkiota. O

Lause 4.2 Olkoon F ddrellinen kunta. Tdlloin F:ssd on p™ alkiota, missd
alkuluku p on F:n karakteristika ja n on F':n aste yli sen suppeimman alikun-

nan.

Todistus Koska F' on &déarellinen, niin sen karakteristika on alkuluku p
lauseen 2.2 mukaan. Téten F'mn suppein alikunta K on isomorfinen Fj,:mn

35
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kanssa lauseen 3.1 mukaan. Téten K:ssa on p alkiota. Lauseen 4.1 nojal-
la lause on todistettu. O

Lause 4.3 Jos F' on darellinen kunta ja silld on q alkiota, niin jokaiselle

a € F pidtee a? = a.

Todistus Kun a = 0, niin triviaalisti a? = a. Toisaalta F':n nollasta eroa-
vat alkiot muodostavat ryhmén kertolaskun suhteen ja tdmé ryhmé on ker-
talukua ¢ — 1. Téll6in a?~* = 1 kaikilla a € F (ks.[3], s.75, seurauslause 2) ja
a # 0 ja talloin kun kerrotaan tamé alkiolla a, niin saadaan haluttu tulos. O

Lause 4.4 Jos F on ddrellinen kunta ja siind on q alkiota sekd K on F':mn

alikunta, niin K[z|:n polynomi 7 — x jakautuu F[x]:ssd tekijoihin siten, ettd

xq—x:H(x—a)

a€eF

ja F on (% — x):n hajoamiskunta yli K :n.

Todistus Polynomin 29 — x aste on ¢, joten silla on korkeintaan ¢ juurta
F:ssé. Lauseen 4.3 mukaan tiedetédédn ¢ téllaista juurta, nimittdin £:n alkiot.
Téten polynomi z¢ — x hajoaa F'ssi edelld mainituiksi alkioiksi ja F' onkin
pienin kunta, jossa se voi hajota. O

Nyt voidaan esittéad ddrellisten kuntien pddominaisuus seuraavassa lauseessa.
Madritelladn kuitenkin ensiksi derivaatan késite. Olkoon b € F' polynomin
f € F[z] juuri. Jos k on positiivinen kokonaisluku siten, ettd f(z) on jaollinen
(x — b)*:1la, mutta ei (z — b)* 1114, niin k:ta kutsutaan juuren b monikerrak-
si. Jos k = 1, b:td kutsutaan yksinkertaiseksi juureksi ja jos £ > 2, niin b:té
kutsutaan monikertaiseksi juureksi.

Maéritelmé 4.1 Jos polynomi f(x) = ag+ a1 + agz® + - - + a,z™ € Flx],
nin f:n deriwaatta f on f'(x) = ay + 2a9w + - - + na,z" ' € Flz].



LUKU 4. AARELLISTEN KUNTIEN OMINAISUUKSIA 37

Alkio b € F on moninkertainen juuri, jos ja vain jos se on sekéd f:n etti
f'm juuri. (Ks. [4], s.27.)

Lause 4.5 (Adrellisten kuntien olemassaolo ja yksikisitteisyys)
Jokaista alkulukua p ja jokaista posititvista kokonaislukua n kohti on olemassa
adrellinen kunta, jossa on p" alkiota. Jokainen ddrellinen kunta, jossa on

q =p" alkiota, on isomorfinen (x9 — x):n hajoamiskunnan yli F,:n kanssa.

Todistus (Olemassaolo) Olkoon ¢ = p" ja polynomi 27—z polynomirenkaas-
sa Fy[z]. Olkoon lisdksi F' (27 — x):n hajoamiskunta yli F,:n. Polynomilla
29—z on ¢ erisuurta juurta F:ssé, koska sen derivaatta on gzd~! —1 = —1¢€
F,[z] jolloin derivaatalla ei voi olla yhteisid juuria z? — z:n kanssa. Olkoon
S={a€F:a?—a=0}. Talloin S on F:n alikunta, koska: (i) 0,1 € S; (ii)
a,b € S, jolloin lauseen 2.3 mukaan (a—b)? = a?—b? = a—b, joten a—b € S,
(iii) jokaiselle a,b € S ja b # 0 pitee (ab™1)? = a%b9 = ab™!, joten ab™! € S.
Toisaalta polynomin x? — x tulee hajota S:ssé, koska S siséltdéd sen kaikki
juuret. Taten F' = S, ja koska S:ssé on ¢ alkiota, niin F' on &dérellinen kunta,
jossa on ¢ alkiota.

(Yksikésitteisyys) Olkoon F dérellinen kunta, jossa on ¢ = p™ alkiota. Talloin
F'm karakteristika on lauseen 4.2 mukaan p ja téten [, on F'mn alikunta.
Lauseesta 4.4 seuraa, ettd F' on (z¢ — z):n hajoamiskunta yli Fj,:n. Téaten
haluttu tulos seuraa hajoamiskuntien yksikésitteisyydesté, joka on esitetty
lauseessa 3.7. O

Jatkossa ddrellistd kuntaa, jossa on ¢ alkiota, merkitaén Fj.

Lause 4.6 Olkoon F; ddrellinen kunta, jossa on alkioita ¢ = p". Tdlldoin
jokainen Fy:n alikunta on kertalukua p™, missé m on alkion n positiivinen
jakaja. Kdadntden, jos m on alkion n posititvinen jakaja, niin on olemassa

tasmdlleen yksi Iy :n alikunta, jossa on p™ alkiota.

Todistus On selvad, ettd F,:n alikunta K on kertalukua p™ jollain positii-
visella kokonaisluvulla m < n. Lauseen 4.1 mukaan ¢ = p™:n tulee olla p™:n
potenssi, jolloin m on vélttaméatta alkion n jakaja.

Kééntéen, jos m on alkion n positiivinen jakaja, niin p™ — 1 jakaa p™ — 1:n ja
tdten 2P"~! — 1 jakaa 2" ~! — 1:n polynomirenkaassa F,[z]. Téllsin 2" —
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jakaa 2P" — x = 29 — xn F,[r]:ssd. Nyt jokainen zP” — z:n juuri on myos
x? — xm juuri ja tédten F| sisdltaéd kyseisen juuren. Téstd seuraa, ettd Fjmn
tulee alikuntana siséltdd (27" — z):n hajoamiskunta yli F,:m ja tdlloin, kuten
lauseen 4.5 todistuksessa, hajoamiskunnan kertaluku on p™. Jos F},:ssé olisi
kaksi eri alikuntaa kertalukua p™, ne yhdesséi siséltaisiviat enemmén kuin p™
polynomin zF" — x juurta F,:ssa, miki olisi ristiriita. O

Lauseen 4.6 todistus osoittaa, ettd Fn:n kertalukua p™ (m on n:m positii-
vinen jakaja) oleva yksikésitteinen alikunta koostuu tdsmilleen polynomin
" — x € Fy[z] juurista Fjn:ssé.

Maédéritelladn dérelliselle kunnalle Ff; merkinté F, milld tarkoitetaan Fm
nollasta eroavien alkioiden ryhmé&éa kertolaskun suhteen.

Lause 4.7 Ryhmd F; on syklinen.

Todistus Tapaus ¢ = 2 on triviaali, joten voidaan olettaa, ettd ¢ > 3.
Jokaiselle 4, 1 < 4 < m, polynomilla z"/? — 1 on korkeintaan h/p; juurta
F,ssa. Koska h/p; < h, niin Fj:ssa on nollasta eroavia alkioita, jotka eivét

ole tdmén polynomin juuria. Olkoon a; téllainen alkio ja olkoon b; = a?/ P
Tallsin by i = 1, koska b;:n kertaluku on p;*:n jakaja ja se on talléin muotoa
p;', missd 0 < s; < ;. Toisaalta

r;—1

bfi _ a?/m £1,

joten b; on kertalukua p;’. Nyt voidaan tehdé viitos, ettd alkio b = bybg - - - by,
on kertalukua h. Tehd&ddn vastaoletus, ettd b:n kertaluku on A:n jakaja ja
jakaa tdlloin myos ainakin yhden kokonaisluvun h/p;, 1 < i < m. Merkitdin
téatd kokonaislukua h/p,. Téll6in

1= ph/e = plphlen i
Nyt, jos 2 < i < m, niin p;’ jakaa h/p;:sen ja talloin b?/pl = 1. Nyt b}f/m =1
Télloin taas by kertaluvun tulee jakaa h/p;, mikd on mahdotonta, koska

bym kertaluku on pi'. Téten ryhmé F; on syklinen ja sen generaattori on
b. O
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Maéritelm& 4.2 Syklisen ryhmdn Fy generaattoria kutsutaan Fy:n primi-

tisvialkiokss.

Lause 4.8 Olkoot F, ddrellinen kunta ja F,. ddrellinen kuntalaajennus. Télloin
F,. on Fy:n yksinkertainen algebrallinen laajennus ja jokainen F,.:n primaitii-

vialkio on F,:n méddrddvd alkio yli Fy:mn.

Todistus Olkoon ¢ F,:n primitiivialkio. Talloin selvésti F,(¢) C F,. Toisaal-
ta F,(C) siséltaa alkion 0 ja kaikki (:n potenssit ja téten myos kaikki F,m
alkiot. Siis F,, = F,((). O

Lause 4.9 Jokaista ddrellistd kuntaa F;, ja jokaista posititvista kokonais-

lukua n kohti on olemassa F[x]:n jaoton polynomi, joka on astetta n.

Todistus Olkoon F, F,n kertalukua ¢" oleva kuntalaajennus siten, etté
[F, : F,] = n. Nyt lauseen 4.8 mukaan F, = F,(() jollain ¢ € F,. Télloin
¢:n minimipolynomi yli F;:m on F,[z]:n jaoton polynomi ja se on astetta n
lauseen 3.2 kohdan 1. ja lauseen 3.5 kohdan 2. mukaan. O

4.2 Kryptologiaa ja sen historiaa

Adrellisia kuntia kutsutaan usein myos Galois'n kunniksi ranskalaisen mate-
maatikon Evariste Galois’'n (1811-1832) mukaan. Hén oli ensimméinen mate-
maatikko, joka tutki taysin yleisesti dérellisid kuntia. Viime aikoina &érellisten
kuntien tutkimus on jélleen yleistynyt, koska silla on useita térkeitd sovel-
lusalueita, kuten koodausteoria tiedonsiirron salaamiseksi esimerkiksi matka-
puhelinliikenteessé.

([2], s. 175)

Tietoverkkojen kiaytto on levinnyt monille eri aloille nyky-yhteiskunnassa.
Yksi tarked ala on kaupankaynti. Kun kdydaédn elektronista kaupankayntié
verkon vélitykselléd, on tietoturva térkedssa osassa. Salakirjoitusmenetelmilld
saadaan estettyd luottamuksellisten tietojen levidminen vadriin késiin kun
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viesteja vélitetdan verkossa. Niilld turvataan myos tietojen eheys ja luotta-
muksellisuus.

Erilaisia salakirjoitusmenetelmia on kaytetty viestien salaamiseen jo mui-
naisen Egyptin ja Rooman ajoilta ldhtien. Menetelmét ovat kehittyneet aiko-
jen saatossa ja mychemmin kehittyi tieteenala kryptologia, joka tutkii salakir-
joitusta. Muinaisen Egyptin salakirjoitusmenetelmé oli tavallisesta poikkea-
vien hieroglyfien kéytto kirjoituksessa. Yksi historiallisesti tunnettu salaus-
menetelmé on Gaius Julius Caesarin kehittdmé Caesarin systeemi.

(Vrt. [2], s. 52)

Maaritelma 4.3 Kun luku a jaetaan jakoyhtdlon mukaisesti luvulla m(> 0),
nin saadaan

a=qm-+r,

missi 0 < r < m. Lukua r sanotaan jainndksekst ja tarkemmain jiadnnokseksi

modulo m. Tdtd merkitiin r = a(modm).

Kryptologia tutkii systeemejé, joiden avulla muunnetaan kaikkien osa-
puolten ymmértama sanoma sellaiseen muotoon, jonka ymmértavét vain ne,
jotka pystyvét purkamaan salakirjoituksen. Alkuperiista selvikielista viestié
sanotaan selvitekstiksi ja se salaataan eli kryptataan kryptotekstiksi.
Viestin vastaanottaja dekryptaa kryptotekstin, jolloin hén saa viestin jélleen
selvatekstiksi.

Caesarin systeemissi selvéteksti koostuu kirjainjonoista, jotka aluksi muute-
taan lukujonoiksi niin, ettd jokainen kirjain (A,...,7) muutetaan luvuik-
si siten, ettd A «— 0,...,7Z <« 25. Olkoon nyt p jokin selvitekstin luku
(0 < p < 25) ja merkitaéin vastaavaa kryptotekstin lukua f(p). Kryptaami-
nen Caesarin systeemissd muodostetaan kirjaimittain kaavalla

f(p) = (p+ 3) mod 26

ja taten f(p) € {0,1,...,25}.
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Esimerkki 4.1 Kryptataan sana TOMMI.

TOMMI —19 14 12 12 8—22 17 15 15 11 — WRPPL.

Dekryptaaminen Caesarin systeemissi tapahtuu kaavalla
p= (f(p) - 3) mod 2.
Esimerkki 4.2 Dekryptataan sana HQG.

HQG «—7 16 64 13 3+« END.

Erés toinen salausmenetelmé on tietoverkkojen, erityisesti internetin, tiedon

siirron turvaamiseen kéytetty Diffie-Hellman -avaimenvaihtoprotokolla. Se
julkaistiin vuonna 1976. Protokolla perustuu osapuolien yhteiseen salaisuu-
teen. Talloin sitd voidaan kéyttdd viestien salaamiseen perinteisilla salaus-
menetelmilla.
Protokolla kayttaa kokonaislukujen jadnnosluokkarenkaan multiplikatiivista
ryhméaéd modulo jokin alkuluku p kertolaskun suhteen ja sen primitiivistéa
alkiota g. Osapuolet sopivat kédytettavasta ddrellisestd syklisestd ryhmésta G
ja sen generoivasta alkiosta g. Osapuoli A valitsee satunnaisen luonnollisen
luvun a ja laskee ryhmén G alkion g%, ja ldahettdd sen osapuolelle B. Osa-
puoli B valitsee my6s satunnaisen luonnollisen luvun b, laskee G:n alkion ¢°,
ja lihettdd sen A:lle. Tdmin jilkeen osapuoli A laskee ryhmiin G alkion (g°)¢
ja B laskee G'n alkion (g%)°. Ryhmiin G alkiot (¢°)® ja (¢g%)° ovat keskeniiiin
yhtésuuret, koska ryhméssé on voimassa assosiatiivisuus. Nyt molemmat osa-
puolet tietéivit alkion ¢*, joka toimii heidéin salaisena avaimenaan.

Esimerkki 4.3 (Vrt. [5])

Aarne ja Bertta sopivat kdyttavansa alkulukua p = 23 ja primitiivista alkiota
g = 5. Aarne valitsee kokonaisluvun a = 6 ja ldhettda Bertalle luvun ¢* mod
p, joka on 8, silld 5% mod 23 = 8. Bertta valitsee kokonaisluvun b = 15 ja
ldhettdd Aarnelle luvun 19 (5" mod 23 = 19). Tamiin jélkeen Aarne laskee
luvun (g° mod p)® mod p eli 195 mod 23 = 2. Samaan tapaan Bertta laskee
luvun (g* mod p)® mod p eli 8'° mod 23 = 2. Nyt Aarne ja Bertta ovat
saaneet saman luvun, koska g% ja ¢"® ovat yhtisuuret. Téten siis ainoastaan

luvut a, b, g% ja g** ovat salassa pidettivis.
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Edellisesséd esimerkissé oli siis kyse salaisen avaimen vaihtamisesta, eiké
niink&én itse viestin vaihtamisesta.
Kéytannossa luvuiksi a, b ja p valittaisiin paljon suuremmat luvut. Jos alku-
luku p olisi yli 300 numeroinen ja a ja b yli 100 numeroisia lukuja, niin talla
hetkelld tunnetut algoritmit eivét pystyisi lukujen a ja b laskemiseen vaikka
tiedettiisiin luvut g, p, g¢® mod p ja ¢® mod p. Huomattavaa on, ettd luvun ¢
ei tarvitse olla suuri, yleensa kaytetddan arvoja 2 tai 5.
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