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Tiivistelmä

Tarkastelemme tutkielmassamme erästä koulumatematiikan keskeistä osa-
aluetta, di�erentiaalilaskentaa. Tutkielmamme on jaettu kahteen osaan. En-
simmäisessä osassa esitämme derivaatan määritelmän ja taustaa niille deri-
vaatan perusominaisuuksille, jotka sisältyvät nykyisiin lukion pitkän mate-
matiikan kursseihin. Perusominaisuudet on jaettu algebrallisten ja transken-
denttisten funktioiden käsittelyyn, kuten usein koulumatematiikassakin.

Toisessa osassa tarkastelemme di�erentiaalilaskennan kouluopetusta eri
aikoina. Aloitamme tarkastelut 1940-luvulta, jolloin di�erentiaalilaskenta tuli
koulumatematiikkaan. Tutkimme oppikirjojen, ylioppilastehtävien ja ope-
tussuunnitelman perusteiden avulla, mitä asioita di�erentiaalilaskentaan on
kuulunut eri aikoina. Lisäksi tarkastelemme oppikirjojen teoriaosuuksien, e-
simerkkien ja tehtävien avulla, miten di�erentiaalilaskentaa on opetettu eri
vuosikymmeninä.

Kouluopetuksessa painotetut di�erentiaalilaskennan sisällöt ovat oppikir-
jojen ja opetussuunnitelmien perusteiden perusteella muuttuneet ajan ku-
luessa. 1970-luvulle asti oppimateriaali vain lisääntyi ja laajeni. Tämän jäl-
keen oppikirjojen teoriaosuuksia on kevennetty. Di�erentiaalilaskennan sisältö
on kuitenkin laajentunut huomattavasti. Opetettaviin asioihin on tullut lisää
matematiikan sovellutuksia ja erilaisia derivaatan käyttömahdollisuuksia. Li-
säksi opiskelija voi syventää di�erentiaalilaskennan taitoja valinnaisella ana-
lyysin jatkokurssilla.

Esimerkkien määrä oppikirjoissa on lisääntynyt huomattavasti ja samalla
myös soveltavien esimerkkien osuus on kasvanut. Sama kehitys on nähtävissä
myös tehtävissä. Myös opiskelijakeskeisyys on lisääntynyt, mikä näkyy muun
muassa havainnollisuuden ja johdattelevien esimerkkien lisääntymisenä.

Avainsanat: derivaatta, di�erentiaalilaskenta, opetus, lukio, pitkä mate-
matiikka
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1 Johdanto

Viime aikoina on puhuttu paljon koulumatematiikan tason jatkuvasta laske-
misesta. Tämä herätti mielenkiintomme tutkimaan onko todella näin? Dif-
ferentiaalilaskenta on yksi keskeisimmistä matematiikan osa-alueista lukios-
sa nykyään ja pidämme sitä mielenkiintoisena ja tärkeänä. Siksi valitsimme
tutkimuksemme kohteeksi juuri di�erentiaalilaskennan. Tutkimme oppikir-
jojen, opetussuunnitelman perusteiden ja ylioppilastehtävien avulla, mitä
lukion di�erentiaalilaskentaan on sisältynyt eri aikoina. Tutkimme myös,
miten oppikirjoissa on opetettu di�erentiaalilaskentaa niistä ajoista alkaen,
kun di�erentiaalilaskenta on kuulunut lukion matematiikan oppisisältöön.

Olemme jakaneet tutkielmamme kahteen osaan. Ensimmäisessä osassa e-
sitämme derivaatan määritelmän ja taustaa niille di�erentiaalilaskennan pe-
rusominaisuuksille, jotka sisältyvät nykyään lukion pitkän matematiikan op-
pimäärään. Toisessa osassa tutkimme lukion matematiikan pitkän oppimää-
rän kirjoja vuodesta 1946 alkaen vuoteen 2007 sekä di�erentiaalilaskennasta
tehtyjä ylioppilastehtäviä kyseisiltä vuosilta. Näiden avulla pyrimme vastaa-
maan tutkimuskysymyksiimme.

Lukijalta edellytämme joidenkin analyysin ja algebran perusasioiden tun-
temista. Edellytämme muun muassa, että lukija tuntee jatkuvuuden ja raja-
arvon määritelmät sekä joitakin raja-arvon laskusääntöjä.
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Osa I

Derivaatan määritelmä ja

perusominaisuuksia

Tässä osassa esitämme derivaatan määritelmän ja joitain keskeisimpiä deri-
vaatan ominaisuuksia. Esitettävät perusominaisuudet olemme valinneet sen
mukaan, mitä nykyinen lukion pitkä matematiikka pitää sisällään. Tämän
osan tarkoituksena on siis antaa taustatietoa lukiossa opetettavista di�eren-
tiaalilaskennan asioista.

2 Derivoituvuudesta

Luvun ensimmäisessä kappaleessa käsittelemme derivaatan määritelmää ja
esitämme lauseen, josta selviää, että derivoituvuus on vahvempi ominaisuus
kuin jatkuvuus. Toisessa kappaleessa selvitämme derivoituvuuden ja diffe-
rentioituvuuden välisen yhteyden.

2.1 Derivaatan määritelmä

Olkoon funktio f yhden reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio, joka on mää-
ritelty kohdan c eräässä ympäristössä. Funktion f keskimääräistä kasvuno-
peutta kohtien c ja c + h välillä kuvaa sekantin kulmakerroin

ks =
∆f

∆x
=

f(c + h)− f(c)

h
.

Tilannetta havainnollistaa kuva 1.
Kun h → 0, sekantin kulmakerroin kuvaa yhä paremmin funktion kasvu-

nopeutta kohdassa c. Tällöin sekantti lähestyy kohtaan c piirrettyä tangent-
tia, ja sen kulmakerroin lähestyy tangentin kulmakerrointa kt. Siis

kt = lim
h→0

ks = lim
h→0

f(c + h)− f(c)

h
.

Lauseketta
f(c + h)− f(c)

h
, h 6= 0,

sanotaan funktion f erotusosamääräksi kohtien c ja c + h välillä. Erotusosa-
määrän raja-arvoa

lim
h→0

f(c + h)− f(c)

h
(1)
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Kuva 1: Sekantin kulmakerroin.

sanotaan funktion derivaataksi kohdassa c ja merkitään f ′(c). Funktion f(x)
derivaattafunktio voidaan ilmaista myös derivointimerkin D avulla, jolloin
f ′(x) = Df(x). Funktio f on derivoituva kohdassa c, jos erotusosamäärän
raja-arvo (1) on olemassa. Geometrisesti tulkittuna derivaatta kohdassa c on
siis funktion kuvaajan kohtaan c piirretyn tangentin kulmakerroin. Voimme
esittää f(x):n derivaatan kohdassa x myös muodossa

lim
t→x

f(t)− f(x)

t− x
.

Lause 1. Jos funktio f on derivoituva kohdassa x, niin se on myös jatkuva

kohdassa x.

Todistus. Erotusosamäärä

f(x + h)− f(x) =
f(x + h)− f(x)

h
· h.

Koska f on derivoituva kohdassa x, niin

lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x).

Raja-arvo limh→0 h = 0, joten saamme

lim
h→0

[f(x + h)− f(x)] = lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
· lim

h→0
h = f ′(x) · 0 = 0.
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Tästä seuraa, että limh→0 f(x + h) = f(x), ja täten f on jatkuva kohdassa
x.

2.2 Di�erentiaalihajotelma

Olkoon funktio f määritelty välillä I ja olkoon x ∈ I. Jos on olemassa sellai-
nen reaaliluku a ja sellainen kohdan x eräässä ympäristössä U ⊆ I määritelty
ja tässä kohdassa jatkuva funktio ε, että limu→x ε(u) = 0 ja

f(u)− f(x) = a(u− x) + ε(u)(u− x)

aina, kun u ∈ U , niin funktiolla f on di�erentiaalihajotelma kohdassa x ja f
on di�erentioituva tässä pisteessä.

Kuva 2 havainnollistaa di�erentiaalihajotelmaa.

Kuva 2: Di�erentiaalihajotelma.

Lause 2. Välillä I määritelty funktio f on pisteessä x ∈ I derivoituva,

jos ja vain jos se on di�erentioituva. Tällöin sen di�erentiaalihajotelmassa

f(u)− f(x) = a(u− x) + ε(u)(u− x) on f ′(x) = a.

Todistus. Olkoon aluksi f di�erentioituva pisteessä x. Todistamme, että f
on derivoituva pisteessä x.

Kun u(∈ I) → x, on

f(u)− f(x)

u− x
=

a(u− x) + ε(u)(u− x)

u− x
= a + ε(u) → a + ε(x) = a + 0 = a,
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joten f on derivoituva pisteessä x ja f ′(x) = a.
Olkoon sitten f derivoituva pisteessä x. Todistamme, että f on differen-

tioituva pisteessä x.
Kun u ∈ I ja u 6= x, määrittelemme funktion ε seuraavasti

f(u)− f(x) = f ′(x)(u− x) + ε(u)(u− x)

⇔ ε(u)(u− x) = f(u)− f(x)− f ′(x)(u− x)

⇔ ε(u) =
f(u)− f(x)

u− x
− f ′(x)(u− x)

u− x

⇔ ε(u) =
f(u)− f(x)

u− x
− f ′(x).

Kun u → x, niin

ε(u) =
f(u)− f(x)

u− x
− f ′(x) → 0.

Lisäksi määrittelemme ε(x) = 0. Koska

f(u)− f(x) = f ′(x)(u− x) + ε(u)(u− x),

funktiolla f on pisteessä x di�erentiaalihajotelma, jossa a = f ′(x).

3 Derivoimissääntöjä

Olemme jakaneet derivoimissäännöt algebrallisten ja transkendenttisten funk-
tioiden derivoimissääntöihin. Tätä jakoa on käytetty usein myös lukion op-
pikirjoissa eri aikoina. Algebralliset ja transkendenttiset funktiot muodosta-
vat yhdessä alkeisfuktioiden joukon.

3.1 Algebrallisten funktioiden derivoimissääntöjä

Algebralliset funktiot voidaan esittää algebrallisten laskutoimitusten, joi-
ta ovat rationaaliset laskutoimitukset +,−, ∗, / sekä juuren otto (potenssi
∈ R\Z), avulla. Algebralliset funktiot koostuvat polynomi-, rationaali- ja
irrationaalifunktioista.

3.1.1 Vakiofunktion derivaatta

Lause 3. Jos f(x) = C, kun C on vakio, niin f on kaikkialla derivoituva ja

f ′(x) = 0.
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Todistus. Derivaatan määritelmän mukaan

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= lim

h→0

C − C

h
= lim

h→0
0 = 0.

3.1.2 Identtisen funktion derivaatta

Lause 4. Jos f(x) = x, niin f on kaikkialla derivoituva ja f ′(x) = 1.

Todistus. Derivaatan määritelmän nojalla

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x + h)− x

h
= lim

h→0

h

h
= lim

h→0
1 = 1.

3.1.3 Potenssifunktion derivaatta

Lause 5. Jos f(x) = xn, niin f ′(x) = nxn−1 kaikilla n ∈ N.

Todistus. Erotusosamäärä on

∆f

∆x
=

(x + ∆x)n − xn

∆x
.

Merkitsemme x + ∆x = x1, joten ∆x = x1 − x. Tällöin

∆f

∆x
=

xn
1 − xn

x1 − x
.

Kun jaamme osoittajan tekijöihin, saamme

∆f

∆x
=

(x1 − x)(xn−1
1 + xn−2

1 x + · · ·+ x1x
n−2 + xn−1)

x1 − x

= xn−1
1 + xn−2

1 x + · · ·+ x1x
n−2 + xn−1.

Kun nyt ∆x → 0, niin x1 → x, joten kukin suluissa olevan polynomin jäsen
→ xn−1. Koska polynomissa on n jäsentä, niin se → nxn−1. Siis

lim
∆x→0

∆f

∆x
= nxn−1.

Seuraavaksi esitämme potenssifunktion derivaatalle todistuksen, jossa käy-
tämme apuna di�erentiaalihajotelmaa.
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Todistus. Todistamme lauseen induktiolla.
Jos n = 1, niin di�erentiaalihajotelma on (x + h) − x = 1 · h + h · 0, mistä
seuraa, että f ′(x) = 1.
Induktio-oletus:

(x + h)n − xn = nxn−1 + h · g(h),

josta seuraa

(x + h)n+1 − xn+1 = (x + h)(x + h)n − xn+1

= (x + h)[xn + nxn−1 · h + h · g(h)]− xn+1

= (n + 1)xn · h + h[(x + h) · g(h) + nxn−1h],

mistä näkyy, että kun f(x) = xn+1, niin f ′(x) = (n + 1)xn. Induktiotodistus
on siten suoritettu.

Esimerkki 3.1. Todistamme derivaatan määritelmän perusteella, että f ′(a) =
2a, kun f(x) = x2 ja a ∈ R.

Oletamme, että a ∈ R. Funktion f(x) = x2 erotusosamäärä kohdassa a
on

f(x)− f(a)

x− a
=

x2 − a2

x− a
.

Sen raja-arvo

lim
x→a

x2 − a2

x− a
= lim

x→a

(x + a)(x− a)

x− a
= lim

x→a
(x + a) = a + a = 2a.

Esimerkki 3.2. Määritämme potenssifunktion f(x) = x4 derivaattafunk-
tion.

Lauseen 5 mukaan f ′(x) = 4x4−1 = 4x3.

3.1.4 Vakiotekijän siirtosääntö

Lause 6. Olkoon f kaikkialla derivoituva. Tällöin (Cf)′(x) = Cf ′(x) kaikilla
x ∈ R.

Todistus. Derivaatan määritelmän mukaan

(Cf)′(x) = lim
h→0

(Cf)(x + h)− (Cf)(x)

h
= lim

h→0

Cf(x + h)− Cf(x)

h
.

Raja-arvon laskusääntöjen perusteella vakio voidaan sirtää raja-arvon eteen.
Täten

(Cf)′(x) = C lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= Cf ′(x).
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3.1.5 Summan derivaatta

Lause 7. Jos funktioilla f ja g on derivaatat kohdassa x, niin funktiolla

f + g on kohdassa x derivaatta

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

Todistus. Funktion erotusosamääräksi saadaan

(f + g)(x + h)− (f + g)(x)

h
=

[f(x + h) + g(x + h)]− [f(x) + g(x)]

h

=
f(x + h)− f(x)

h
+

g(x + h)− g(x)

h
.

Derivaatan määritelmän mukaan

lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x) ja lim

h→0

g(x + h)− g(x)

h
= g′(x).

Täten

lim
h→0

(f + g)(x + h)− (f + g)(x)

h
= f ′(x) + g′(x)

Siis (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

Esimerkki 3.3. Määritämme polynomifunktion f(x) = 3x5 + 7x + 22 deri-
vaatan kohdassa x = 3.

Lauseen 7 mukaan

f ′(x) = D3x5 + D7x + D22.

Edelleen lauseiden 3 ja 6 perusteella

f ′(x) = 3Dx5 + 7Dx + 0.

Tämän saamme käyttämällä lauseita 4 ja 5 muotoon

f ′(x) = 3 · 5x4 + 7 · 1 = 15x4 + 7.

Täten f ′(3) = 15 · 34 + 7 = 1222.

3.1.6 Tulon derivaatta

Lause 8. Jos funktioilla f ja g on derivaatat kohdassa x, niin funktiolla fg
on kohdassa x derivaatta

(fg)′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x).
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Todistus. Merkitään ∆f = f(x + h) − f(x), ∆g = g(x + h) − g(x). Tällöin
erotusosamääräksi saadaan

f(x + h)g(x + h)− f(x)g(x)

h
=

(f(x) + ∆f)(g(x) + ∆g)− f(x)g(x)

h

= f(x)
∆g

h
+ g(x)

∆f

h
+ ∆f

∆g

h
.

Koska f on lauseen 1 mukaan jatkuva kohdassa x, niin limh→0 ∆f = 0. Nyt
raja-arvon laskusääntöjen ja derivaatan määritelmän mukaan

f(x)
∆g

h
+ g(x)

∆f

h
+ ∆f

∆g

h
→f(x)g′(x) + g(x)f ′(x) + 0 · g′(x)

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x), kun h → 0.

Täten (fg)′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x).

Esimerkki 3.4. Derivoimme kahdella tavalla funktion

h(x) = (ax + b)(cx + d),

missä a, b, c ja d ovat vakioita.
Merkitsemme aluksi, että

f(x) = ax + b ja g(x) = cx + d.

Tällöin h(x) = f(x)g(x).
Ensiksi derivoimme funktion h käyttämättä lausetta 8. Aloitamme aukai-

semalla sulut, jolloin

h(x) = acx2 + bcx + adx + bd.

Lauseiden 3, 4, 5 ja 6 perusteella

h′(x) = 2acx + bc + ad.

Derivoimme seuraavaksi funktion h hyödyntäen lausetta 8. Sen nojalla

h′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x) = (ax + b)c + (cx + d)a = 2acx + bc + ad.

3.1.7 Osamäärän derivaatta

Lause 9. Jos funktiolla g on derivaatta kohdassa x ja g(x) 6= 0, niin funk-

tiolla F = 1
g
, jolle F (x) = 1

g
(x) = 1

g(x)
, on kohdassa x derivaatta

F ′(x) = − g′(x)

(g(x))2
.
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Todistus. Erotusosamääräksi saadaan

F (x + h)− F (x)

h
=

(
1
g

)
(x + h)−

(
1
g

)
(x)

h
=

1
g(x+h)

− 1
g(x)

h

=

g(x+h)g(x)
g(x+h)

− g(x+h)g(x)
g(x)

g(x + h)g(x)h

= −g(x + h)− g(x)

h
· 1

g(x + h)g(x)
.

Lauseen 1 mukaan funktio g on jatkuva kohdassa x, joten

lim
h→0

g(x + h) = g(x).

Siis

lim
h→0

F (x + h)− F (x)

h
= − lim

h→0

g(x + h)− g(x)

h
· lim

h→0

1

g(x + h)g(x)

= −g′(x) · 1

(g(x))2

= − g′(x)

(g(x))2
.

Täten

F ′(x) = − g′(x)

(g(x))2
.

Lause 10. Jos funktioilla f ja g on derivaatat kohdassa x, missä g(x) 6= 0,
niin funktiolla F = f

g
on kohdassa x derivaatta

F ′(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Todistus. Kun kirjoitamme f
g

= f · 1
g
, on lauseiden 8 ja 9 perusteella

F ′(x) =

(
f

g

)′
(x) =

(
f · 1

g

)′
(x) = f ′(x) ·

(
1

g

)
(x) + f(x) ·

(
1

g

)′
(x)

=
f ′(x)

g(x)
− f(x)

g′(x)

(g(x))2
=

f ′(x) · g(x)− g′(x) · f(x)

(g(x))2
.
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Joissakin lukion oppikirjoissa osamäärän derivoimissääntö on johdettu
virheellisesti. Tässä esitämme todistuksen, joka muuten etenee johdonmu-
kaisesti, mutta mistä voimme tietää, että h′(x) on olemassa?

Todistus. Olkoon h(x) = f(x)
g(x)

, jolloin f(x) = h(x)g(x).
Tulon derivoimissäännön mukaan f ′(x) = h′(x)g(x) + g′(x)h(x), joten

h′(x) =
f ′(x)− g′(x)h(x)

g(x)
=

f ′(x)− g′(x)f(x)
g(x)

g(x)
=

f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
.

Siis (
f

g

)′
(x) =

g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Esimerkki 3.5. Määritämme funktion

f(x) =
2x + 1

x

kuvaajan kohtaan x = 1
2
piirretyn tangentin kulmakertoimen.

Lauseen 10 perusteella

f ′(x) =
D(2x + 1) · x−Dx · (2x + 1)

x2
.

Edelleen käyttämällä lauseita 3, 4, 6 ja 7 saamme

f ′(x) =
2 · x− 1 · (2x + 1)

x2
= − 1

x2
, kun x 6= 0.

Tangentin kulmakerroin kohdassa x = 1
2
on

f ′
(

1

2

)
=

−1(
1
2

)2 =
−1
1
4

= −4.

3.1.8 Yhdistetyn funktion derivaatta

Merkitsemme, että (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Lause 11. Olkoon funktio f määritelty kohdan x ympäristössä W (x) ja de-

rivoituva kohdassa x. Edelleen olkoon funktio g määritelty kohdan y = f(x)
ympäristössä V (y) ja derivoituva kohdassa y. Tällöin yhdistetty funktio g ◦ f
on derivoituva kohdassa x ja

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x).

16



Todistus [28, s. 168]. Todistamme lauseen osoittamalla, että

lim
t→x

g(f(t))− g(f(x))

t− x
= g′(f(x))f ′(x).

Aloitamme määrittelemällä apufunktion

G(y) =

{
g(y)−g(f(x))

y−f(x)
, kun y 6= f(x),

g′(f(x)), kun y = f(x).

Funktio G on jatkuva kohdassa f(x), koska

lim
y→f(x)

G(y) = lim
y→f(x)

g(y)− g(f(x))

y − f(x)
= g′(f(x)) = G(f(x)).

Kun t 6= x, niin

g(f(t))− g(f(x))

t− x
= G(f(t))

[
f(t)− f(x)

t− x

]
.(2)

Huomaamme, että jos f(t) = f(x), niin molemmat puolet saavat arvon 0.
Jos f(t) 6= f(x), niin

G(f(t)) =
g(f(t))− g(f(x))

f(t)− f(x)
.

Koska f(x) on derivoituva kohdassa x, niin se on lauseen 1 perusteella myös
jatkuva kohdassa x. Myös G on jatkuva kohdassa f(x) ja siten G ◦ f on
jatkuva kohdassa x. Siis funktion G määritelmän mukaan

lim
t→f(x)

G(f(t)) = G(f(x)) = g′(f(x)).

Yhdistämällä tämän yhtälön (2) kanssa saamme

lim
t→x

g(f(t))− g(f(x))

t− x
= g′(f(x))f ′(x).

Todistamme seuraavaksi yhdistetyn funktion derivointisäännön käyttäen
di�erentiaalihajotelmaa.
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Todistus. (Vrt. [21, s. 114-115].) Koska f on derivoituva kohdassa x, se on
siinä jatkuva lauseen 1 perusteella. On siis olemassa pisteen x sellainen ym-
päristö U(x), että U(x) ⊆ W (x) ja f(U(x)) ⊆ V (y), joten yhdistetty funktio
g ◦f on määritelty tässä ympäristössä. Olkoon u ∈ U(x) ja v = f(u) ∈ V (y).
Koska g on derivoituva kohdassa y, niin lauseen 2 perusteella on olemassa
di�erentiaalihajotelma

g(v)− g(y) = g′(y)(v − y) + ε(v)(v − y),

missä limv→y ε(v) = 0. Lauseke

(g ◦ f)(u)− (g ◦ f)(x) = g(f(u))− g(f(x)) = g(v)− g(y)

= g′(y)(v − y) + ε(v)(v − y).

Erotusosamäärä
(g ◦ f)(u)− (g ◦ f)(x)

u− x
= g′(y)

v − y

u− x
+

v − y

u− x
ε(v)

= g′(f(x))
f(u)− f(x)

u− x
+

f(u)− f(x)

u− x
ε(v).

Kun u → x, v − y = f(u) − f(x) → 0 ja myös ε(v) → 0. Erotusosamäärän
raja-arvo

lim
u→x

(g ◦ f)(u)− (g ◦ f)(x)

u− x
= g′(f(x))f ′(x).

Joissakin lähteissä on esitetty seuraava paljon lyhempi todistus yhdistetyn
funktion derivaatalle. Se on kuitenkin virheellinen, koska nimittäjä f(x+h)−
f(x) voi olla nolla. Virhe voidaan kuitenkin korjata tekemällä lisäoletus, että
eräässä muuttujan x ympäristössä on u 6= x ⇒ f(u) 6= f(x). Todistus on
hoidettu tällä tavalla joissakin lukion oppikirjoissa (esim. [24], s.174).

Todistus. Funktion g ◦ f erotusosamääräksi saamme

(g ◦ f)(x + h)− (g ◦ f)(x)

h
=

g(f(x + h))− g(f(x))

h
.

Kun lavennamme tämän lausekkeella f(x + h)− f(x), saamme

g(f(x + h))− g(f(x))

f(x + h)− f(x)
· f(x + h)− f(x)

h
.

Merkitsemme sitten, että y = f(x) ja y+k = f(x+h). Funktio f on jatkuva,
joten kun h → 0, myös k → 0. Siis

lim
h→0

g(y + k)− g(y)

k
· f(x + h)− f(x)

h
= g′(y)f ′(x) = g′(f(x))f ′(x).
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Yhdistetyn funktion derivaattaa hyödyntämällä voimme laajentaa po-
tenssifunktion derivaatan koskemaan myös rationaalipotenssin derivaattaa.

Lause 12. Funktio f(x) = x
m
n , missä m ja n ovat kokonaislukuja ja n 6= 0,

on derivoituva. Derivaatta

f ′(x) =
m

n
x

m
n
−1.

Todistus. Potenssin laskusääntöjen perusteella

f(x)n = (x
m
n )n = x

m
n
·n = xm,

joten Df(x)n = Dxm. Siis lauseiden 5 ja 11 perusteella

nf(x)n−1f ′(x) = mxm−1.

Täten

f ′(x) =
m

n

xm−1

f(x)n−1
=

m

n

xm−1f(x)

f(x)n
=

m

n

xm−1x
m
n

xm
=

m

n

x
m
n

x
=

m

n
x

m
n
−1.

Esimerkki 3.6. Määritämme funktion

f(x) = (x2 − 1)
1
2

derivaattafunktion ja tutkimme, millä muuttujan x arvoilla se on määritelty.
Lauseiden 11 ja 12 perusteella

f ′(x) = D(x2 − 1)
1
2 =

1

2
(x2 − 1)−

1
2 ·D(x2 − 1).

Käyttämällä lauseita 5 ja 7 saamme

f ′(x) =
1

2
(x2 − 1)−

1
2 · 2x =

x

(x2 − 1)
1
2

=
x√

x2 − 1
.

Saatu derivaattafunktio on määritelty, kun x2 − 1 > 0 eli, kun x < −1 tai
x > 1.
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3.1.9 Käänteisfunktion derivaatta

Lause 13. Olkoon funktio f jatkuva ja aidosti kasvava välillä [a, b]. Täl-

löin funktiolla f on olemassa käänteisfunktio f−1, joka on määritelty välillä

[f(a), f(b)]. Käänteisfunktio f−1 on jatkuva ja aidosti kasvava välillä [f(a), f(b)].
Vastaavasti, jos f on jatkuva ja aidosti vähenevä.

Todistus. (Vrt. [28, A-11].) Oletuksen mukaan funktio f on aidosti kasvava
välillä [a, b], joten se on aidosti monotoninen tällä välillä ja siten myös injek-
tio. Jatkuvien funktioiden väliarvolauseen (ks. esim. [3, s. 59-60]) perusteella
f on myös surjektio. Koska f on sekä injektio että surjektio, se on myös bi-
jektio. Jatkuvuuden perusteella f saa kaikki arvot väliltä [f(a), f(b)]. On siis
olemassa välillä [f(a), f(b)] määritelty käänteisfunktio f−1.

Todistamme, että f−1 on aidosti kasvava. Toisin sanoen

y1 < y2 ⇒ f−1(y1) < f−1(y2).

Oletamme, että y1 < y2. Teemme vastaoletuksen f−1(y1) ≥ f−1(y2). Ole-
tuksen mukaan f on aidosti kasvava, joten f(f−1(y1)) ≥ f(f−1(y2)). Tästä
seuraa y1 ≥ y2, mikä on ristiriita. Siis vastaoletus on väärä ja f−1 on aidosti
kasvava.

Seuraavaksi todistamme, että käänteisfunktio f−1 on jatkuva kohdassa
x = c, missä a < c < b. Jos c = a tai c = b, niin menettelemme vas-
taavasti tarkastelemalla toispuolisia raja-arvoja. Jatkuvuuden määritelmän
perusteella

lim
x→c

f−1(x) = f−1(c).

Silloin jokaista lukua ε > 0 kohti on olemassa sellainen luku δ > 0, että

0 < |x− c| < δ ⇒
∣∣f−1(x)− f−1(c)

∣∣ < ε.

Valitsemme ε > 0. Oletamme, että ε on niin pieni, että

a < f−1(c)− ε < f−1(c) < f−1(c) + ε < b.

Valitsemme δ = min {c− f(f−1(c)− ε), f(f−1(c) + ε)− c}. Oletamme, että
|x− c| < δ. Tällöin f(f−1(c)− ε) < x < f(f−1(c) + ε). Koska f−1 on aidosti
kasvava, niin

f−1(f(f−1(c)− ε)) < f−1(x) < f−1(f(f−1(c) + ε)).

Siis
f−1(c)− ε < f−1(x) < f−1(c) + ε,

josta saamme ∣∣f−1(x)− f−1(c)
∣∣ < ε.

Tapaus, jossa f on jatkuva ja aidosti vähenevä, todistetaan vastaavasti.
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Lauseessa 13 käänteisfunktion olemassaoloa, jatkuvuutta ja aitoa kas-
vavuutta/vähenevyyttä koskeva osa on voimassa muillekin väleille kuin sul-
jetuille (ks. esim. [21, s. 93-94]).

Seuraavassa lauseessa emme oleta, että väli I olisi avoinväli, toisin kuin
lähteessämme [28, A-11 - A-12]. Jos päätepiste olisi mukana, niin tarkastel-
taisiin vastaavia toispuoleisia derivaattoja.

Lause 14. Olkoon funktio f bijektio ja derivoituva välillä I. Olkoon a välin

I piste ja f(a) = b. Jos f ′(a) 6= 0, niin käänteisfunktio f−1 on derivoituva

kohdassa b ja

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
.

Todistus [28, A-11 - A-12]. Valitsemme luvun ε > 0 ja osoitamme, että on
olemassa sellainen luku δ > 0, että

0 < |t− b| < δ ⇒
∣∣∣∣f−1(t)− f−1(b)

t− b
− 1

f ′(a)

∣∣∣∣ < ε.

Koska f on derivoituva kohdassa a, niin on olemassa sellainen luku δ1 > 0,
että

0 < |x− a| < δ1 ⇒

∣∣∣∣∣ 1
f(x)−f(a)

x−a

− 1

f ′(a)

∣∣∣∣∣ < ε.

Tästä seuraa ∣∣∣∣ x− a

f(x)− f(a)
− 1

f ′(a)

∣∣∣∣ < ε.

Lauseen 13 perusteella f−1 on jatkuva kohdassa b. Siis on olemassa sellainen
luku δ > 0, että

0 < |t− b| < δ ⇒
∣∣f−1(t)− f−1(b)

∣∣ = |x− a| < δ1,

ja edelleen ∣∣∣∣f−1(t)− f−1(b)

t− b
− 1

f ′(a)

∣∣∣∣ < ε.

Lauseessa 14 voitaisiin olettaa vain, että f on määritelty, sillä on derivaat-
ta pisteessä x ja f ′(x) 6= 0, ja että f−1 on olemassa pisteen y = f(x) eräässä
ympäristössä sekä on jatkuva pisteessä y (ks. esim. [21, s. 116-117]).
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Esimerkki 3.7. Olkoon funktio f(x) = 3
2
x2+1 määritelty silloin, kun x > 0.

Osoitamme aluksi, että funktiolla f on käänteisfunktio. Osoitamme funktion
f bijektioksi ekvivalenssiketjulla

f(x1) = f(x2)

⇔ 3

2
x2

1 + 1 =
3

2
x2

2 + 1

⇔ 3

2
x2

1 =
3

2
x2

2

⇔ x2
1 = x2

2

⇔ x1 = x2 (x1, x2 > 0).

Määritämme nyt derivaatan (f−1)′(7) kahdella eri tavalla. Ensiksi käytämme
lausetta 14. Tarvitsemme tätä varten arvon x = (f−1)′(7). Saamme

f(x) = 7

⇔ 3

2
x2 + 1 = 7

⇔ 3

2
x2 = 6

⇔ x2 = 4

⇔ x = 2 (x > 0).

Lauseiden 5, 6 ja 7 nojalla f ′(x) = 3x, joten f ′(2) = 3 · 2 = 6. Tällöin
lauseen 14 perusteella

(f−1)′(7) =
1

f ′(2)
=

1

6
.

Toiseksi emme käytä lausetta 14. Muodostamme käänteisfunktion f−1

ratkaisemalla yhtälöstä y = 3
2
x2 + 1 muuttujan x. Siis

y =
3

2
x2 + 1

⇔ 2

3
y = x2 +

2

3

⇔ x =

√
2

3
y − 2

3
(x > 0).

Täten f−1(y) =
√

2
3
y − 2

3
, y > 1. Vaihtamalla muuttajan y tilalle muut-

tujan x, saamme f−1(x) =
√

2
3
x− 2

3
, x > 1. Derivoimalla tämän käyttäen
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lauseita 3, 4, 5, 6, 7 ja 11 saamme

(f−1)′(x) = D

√
2

3
x− 2

3

= D

(
2

3
x− 2

3

) 1
2

=
1

2

(
2

3
x− 2

3

)− 1
2

·D
(

2

3
x− 2

3

)
=

1

2

(
2

3
x− 2

3

)− 1
2

· 2

3

=
1

3
· 1(

2
3
x− 2

3

) 1
2

=
1

3
√

2
3
x− 2

3

.

Tällöin

(f−1)′(7) =
1

3
√

2
3
· 7− 2

3

=
1

3
√

14
3
− 2

3

=
1

3
√

12
3

=
1

3
√

4
=

1

3 · 2
=

1

6
.

3.2 Transkendenttisten funktioiden derivoimissääntöjä

Transkendenttisia funktioita ovat trigonometriset funktiot ja niiden kään-
teisfunktiot eli niin sanotut arcusfunktiot, eksponentti- ja logaritmifunktiot
sekä hyperboliset funktiot ja niiden käänteisfunktiot eli niin sanotut area-
funktiot. Viimeisimpänä mainitut voidaan kuitenkin esittää eksponentti- ja
logaritmifunktioiden avulla. Seuraavassa esitämme derivaattafunktiot osalle
transkendenttisista funktioista.

3.2.1 Potenssisarjoista

Esitämme tässä kappaleessa joitakin potenssisarjojen perusominaisuuksia.
Tarvitsemme näitä tietoja seuraavassa kappaleessa, jossa käsittelemme tri-
gonometristen funktioiden derivaattoja.

Määritelmä 3.1. Sarja, jonka yleinen muoto on

∞∑
n=0

an(x− x0)
n,(3)
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missä luvut a0, a1, a2, . . . ovat sarjan kertoimia ja x0 kiinteä x:n arvo, on
potenssisarja.

Määritelmä 3.2. Olkoon S niiden pisteiden x joukko, joilla potenssisarja (3)
suppenee. Tämän sarjan suppenemissäde on

r = sup
x∈S

|x− x0| .

Jos 0 < r ≤ ∞, niin joukkoa ]x0 − r, x0 + r[ sanotaan sarjan (3) suppene-
misväliksi.

Lause 15. Jos r = 0, sarja (3) suppenee vain arvolla x0. Jos r = ∞,

sarja (3) suppenee kaikkialla. Jos 0 < r < ∞, sarja (3) suppenee arvoilla

|x− x0| < r ja hajaantuu arvoilla |x− x0| > r.

Todistus. Ks. [22, s. 74].

Lause 16 (Suppenemissäteen suhdekaava). Jos potenssisarjan (3) kaikki

kertoimet eroavat nollasta ja jos raja-arvo

lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = r

on olemassa, niin se on sarjan (3) suppenemissäde.

Todistus. Ks. [22, s. 75-76].

Lause 17. Potenssisarjan summa on suppenemisvälillä jatkuva funktio.

Todistus. Ks. [22, s. 79].

Lause 18. Olkoon potenssisarjan

∞∑
n=0

an(x− x0)
n

suppenemissäde r > 0. Tämän sarjan suppenemisvälillä I =]x0 − r, x0 + r[
määritelty funktio

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− x0)
n

on derivoituva ja

f ′(x) =
∞∑

n=1

nan(x− x0)
n−1

kaikilla x ∈ I.

Todistus. Ks. [3, s. 90-91].
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3.2.2 Trigonometriset funktiot ja niiden derivaatat

Joukossa R määritellään sinifunktio

sin x =
∞∑

m=0

(−1)m x2m+1

(2m + 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·

ja kosinifunktio

cos x =
∞∑

m=0

(−1)m x2m

(2m)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · .

Tarkastelemme sini- ja kosinifunktioiden sarjojen suppenemista suhde-
kaavalla. Sinifunktiolle suppenemissäde

r = lim
m→∞

∣∣∣∣∣
(−1)m

(2m+1)!

(−1)m+1

((2m+1)+1)!

∣∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣∣∣ (−1)m

(2m + 1)!
· (2m + 2)!

(−1)m+1

∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣∣∣ (−1)m

(−1)m+1
· (2m + 2)!

(2m + 1)!

∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣(−1)m−(m+1)
∣∣ ∣∣∣∣(2m + 1)!(2m + 2)

(2m + 1)!

∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣(−1)−1
∣∣ |2m + 2|

= lim
m→∞

(2m + 2)

= ∞.

Vastaavasti kosinifunktion suppenemissäde

r = lim
m→∞

∣∣∣∣∣
(−1)m

(2m)!

(−1)m+1

(2m+1)!

∣∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣∣∣(−1)m

(2m)!
· (2m + 1)!

(−1)m+1

∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣∣∣ (−1)m

(−1)m+1
· (2m + 1)!

(2m)!

∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣(−1)m−(m+1)
∣∣ ∣∣∣∣(2m)!(2m + 1)

(2m)!

∣∣∣∣
= lim

m→∞

∣∣(−1)−1
∣∣ |2m + 1|
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= lim
m→∞

(2m + 1)

= ∞.

Siis lauseen 15 perusteella sini- ja kosinifunktioiden sarjat suppenevat kaikkial-
la. Lisäksi lauseiden 17 ja 18 perusteella sini ja kosini ovat jatkuvia ja niillä
on derivaatat.

Lause 19. Funktio f(x) = sin x on kaikkialla derivoituva ja f ′(x) = cos x.

Todistus. Derivaattafunktio

f ′(x) = D

(
∞∑

m=0

(−1)m x2m+1

(2m + 1)!

)
.

Derivoidaan summa termeittäin. Tällöin

f ′(x) =
∞∑

m=0

(−1)m 1

(2m + 1)!
(2m + 1)x2m =

∞∑
m=0

(−1)m x2m

(2m)!
= cos x.

Lause 20. Funktio f(x) = cos x on derivoituva ja f ′(x) = − sin x.

Todistus. Derivaattafunktio

f ′(x) = D

(
∞∑

m=0

(−1)m x2m

(2m)!

)
.

Derivoidaan summa termeittäin. Tällöin

f ′(x) =
∞∑

m=1

(−1)m 2m

(2m)!
x2m−1 = −

∞∑
m=1

(−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!

= −
∞∑

m=1

(−1)m−1 x2m−1+1−1

(2m− 1 + 1− 1)!
= −

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
= − sin x.

Sinin ja kosinin sarjoista voidaan johtaa kaikki sinin ja kosinin ominaisuu-
det. Esitämme tässä viisi perusominaisuutta, joista tyydymme todistamaan
vain kohdan (iii). Sini- ja kosinifunktioilla on seuraavat perusominaisuudet
([22, s. 134-135]):

(i) sin x ja cos x ovat määriteltyjä joukossa R.
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(ii) sin 0 = 0 ja cos 0 = 1.

(iii) sin2 x + cos2 x = 1 kaikilla x ∈ R.

(iv) Kaikilla arvopareilla (x, y) ovat voimassa yhteenlaskukaavat

sin(x+y) = sin x cos y+cos x sin y ja cos(x+y) = cos x cos y−sin x sin y.

(v) lim
x→0

sin x
x

= 1.

Todistamme nyt kohdan (iii). Olkoon f(x) = sin2 x + cos2 x. Käyttäen
lausetta 11 saamme

f ′(x) = 2 sin x ·D sin x + 2 cos x ·D cos x.

Edelleen lauseiden 19 ja 20 perusteella

f ′(x) = 2 sin x cos x− 2 cos x sin x = 0.

Lauseen 3 mukaan f(x) on vakiofunktio. Selvitämme vakiofunktion arvon
sijoittamalla x = 0. Perusominaisuuden (ii) perusteella

f(0) = sin2 0 + cos2 0 = 0 + 1 = 1.

Siis f(x) = 1 kaikilla x ∈ R.

Määritelmä 3.3. ([3, s. 68] ja [21, s. 160-161].) Luku π on kaksi kertaa
yhtälön cos x = 0 pienin positiivinen juuri.

Esimerkki 3.8. Määritämme funktion g(x) = cos 5x+sin2 x derivaattafunk-
tion arvon kohdassa x = π

2
.

Lauseen 7 perusteella g′(x) = D cos 5x + D sin2 x. Edelleen käyttämällä
lauseita 11, 19 ja 20 saamme, että

g′(x) = − sin 5x · 5 + D(sin x)2 = −5 sin 5x + 2 sin x · cos x.

Koska sin 2x = 2 sin x cos x (ks. esim. [3, s. 68-69]), on

g′(x) = −5 sin 5x + sin 2x.

Sijoitamme saatuun derivaattafunktioon muuttujan arvoksi π
2
, jolloin

g′
(

π

2

)
= −5 sin

(
5π

2

)
+ sin

(
2π

2

)
= −5 sin

(
5π

2

)
+ sin π.

Sinifunktion jakso on 2π (ks. esim. [3, s. 69] tai [21, s. 162-163]), joten
sin
(

5π
2

)
= sin

(
π
2

)
= 1 ja sin π = 0. Siis

g′
(

π

2

)
= −5 · 1 + 0 = −5.
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Esimerkki 3.9. Derivoimme funktion f(x) = sin(4x + 2) + x5 cos x.
Lauseen 7 perusteella f ′(x) = D sin(4x + 2) + D(x5 cos x). Edelleen käyt-

tämällä lauseita 8 ja 11 saamme, että

f ′(x) = D sin(4x + 2) ·D(4x + 2) + Dx5 · cos x + D cos x · x5.

Lauseiden 5, 6, 7, 19 ja 20 nojalla

f ′(x) = cos(4x + 2) · 4 + 5x4 cos x + (− sin x)x5

= 4 cos(4x + 2) + 5x4 cos x− x5 sin x.

Lause 21. Olkoon f(x) = tan x. Tällöin

f ′(x) =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x, x 6= π

2
+ nπ, n ∈ Z.

Todistus. Olkoon x 6= π
2

+ nπ, n ∈ Z. Koska

tan x =
sin x

cos x
,

niin osamäärän derivoimissäännön avulla saamme, että

D tan x = D
sin x

cos x
=

cos x cos x− (− sin x) sin x

(cos x)2
=

cos2 x + sin2 x

cos2 x
.

Edelleen perusominaisuuden (iii) perusteella

cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
,

ja toisaalta

cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

cos2 x

cos2 x
+

sin2 x

cos2 x

= 1 +

(
sin x

cos x

)2

= 1 + tan2 x.

Johdamme sinin ja kosinin puolen kulman kaavat, joita tarvitsemme seu-
raavassa esimerkissä. Perusominaisuuden (iv) perusteella

cos 2x = cos2 x− sin2 x.
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Edelleen perusominaisuuden (iii) mukaan

cos 2x = 2 cos2 x− 1

⇔ 2 cos2 x = 1 + cos 2x

⇔ cos2 x =
1 + cos 2x

2

⇔ cos x = ±
√

1 + cos 2x

2

⇔ cos
y

2
= ±

√
1 + cos y

2
.

Toisaalta perusominaisuuden (iii) nojalla myös

cos 2x = 1− 2 sin2 x

⇔ 2 sin2 x = 1− cos 2x

⇔ sin2 x =
1− cos 2x

2

⇔ sin x = ±
√

1− cos 2x

2

⇔ sin
y

2
= ±

√
1− cos y

2
.

Esimerkki 3.10. Määritämme funktion

f(x) = 2 tan x− tan2 x

deriavaatan nollakohdat.
Aloitamme määrittämällä funktion f derivaattafunktion. Käyttämällä

lauseita 6, 11 ja 21 saamme

f ′(x) = 2(1 + tan2 x)− 2 tan x(1 + tan2 x)

= 2(1 + tan2 x)(1− tan x).

Derivaatan nollakohdat saamme ratkaisemalla yhtälön

2(1 + tan2 x)(1− tan x) = 0.

Tiedämme, että (1 + tan2 x) > 0. Käyttämällä tulon nollasääntöä saamme
yhtälön muotoon

1− tan x = 0

⇔ tan x = 1.
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Määritelmän 3.3 perusteella cos π
2

= 0. Hyödyntäen edellä johdettuja sinin
ja kosinin puolen kulman kaavoja saamme

cos
π

4
= cos

π
2

2
=

√
1 + cos π

2

2
=

1√
2

ja

sin
π

4
= sin

π
2

2
=

√
1− cos π

2

2
=

1√
2
.

Täten

tan
π

4
=

sin π
4

cos π
4

=

1√
2

1√
2

= 1.

Siis tan π
4

= 1, joten

tan x = tan
π

4

⇔ x =
π

4
+ nπ, n ∈ Z.

Funktio f on määritelty, kun x 6= π
2
+nπ ja n ∈ Z. Koska tangentin jakso on

π (ks. esim. [21, s. 163]), riittää tutkia esimerkiksi väliä
]
−π

2
, π

2

[
. Käyttämällä

hyväksi tietoa −π
2

< x < π
2
saamme lopulta x = π

4
+ nπ, n ∈ Z, jotka ovat

funktion f derivaatan nollakohdat.

3.2.3 Eksponenttifunktio ja sen derivaatta

Joukossa R määritellään eksponenttifunktio

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+

x2

2!
+ · · · .

Tutkimme tämän sarjan suppemista suhdekaavalla. Suppenemissäde

r = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1
n!
1

(n+1)!

∣∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣ 1

n!
· (n + 1)!

1

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣(n + 1)!

n!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣n!(n + 1)

n!

∣∣∣∣
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= lim
n→∞

|n + 1|

= lim
n→∞

(n + 1)

= ∞.

Siis lauseen 15 perusteella eksponenttifunktion potenssisarja suppenee kaik-
kialla. Lisäksi lauseiden 17 ja 18 perusteella eksponenttifunktio on jatkuva
ja sillä on derivaatta.

Eksponenttifunktiolle on voimassa yhteenlaskukaava ex+y = exey (ks. e-
sim. [3, s. 65-66]). Sen avulla voidaan osoittaa, että eksponenttifunktio on
kaikkialla positiivinen (ks. esim. [3, s. 66]).

Lause 22. Funktio f(x) = ex on derivoituva ja f ′(x) = ex.

Todistus. Derivaattafunktio

f ′(x) = D

(
∞∑

n=0

xn

n!

)
.

Derivoidaan termeittäin, jolloin

f ′(x) =
∞∑

n=1

n
xn−1

n!
=

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
=

∞∑
k=0

xk

k!
= ex, kun k = n− 1.

Siis eksponenttifunktio on aidosti kasvava, joten sillä on käänteisfunktio.

3.2.4 Logaritmifunktio ja sen derivaatta

Logaritmifunktio f(x) = ln x on eksponenttifunktion käänteisfunktio.

Lause 23. Olkoon f(x) = ln x, x > 0. Tällöin f ′(x) = 1
x
.

Todistus. Olkoon f : R → R+, f(x) = ex ja f−1 : R+ → R, f−1(y) = ln y,
missä y = f(x). Tällöin käänteisfunktion derivoimissäännön perusteella

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
=

1

ex
=

1

y
.

Täten myös f ′(x) = 1
x
.
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Esimerkki 3.11. Määritämme funktion

f(x) = xx, x > 0,

derivaattafunktion nollakohdat.
Olkoon x > 0. Koska eln x = x, kun x > 0, on

f(x) = xx = (eln x)x = ex ln x.

Derivoimme tämän funktion käyttämällä ensin lausetta 11, jolloin saamme

f ′(x) = Dex ln x ·D(x ln x).

Lauseiden 8 ja 22 nojalla

f ′(x) = ex ln x(Dx · ln x + D ln x · x).

Hyödyntämällä lauseita 4 ja 23 saamme

f ′(x) = xx(1 · ln x +
1

x
· x) = xx(ln x + 1).

Määritämme nyt saadun derivaattafunktion nollakohdat. Silloin

f ′(x) = xx(ln x + 1) = 0.

Koska funktio f on määritelty, kun x > 0, niin xx > 0, sillä tällöin
ex ln x > 0. Käytämme tulon nollasääntöä, jolloin

xx(ln x + 1) = 0

⇔ ln x + 1 = 0

⇔ ln x = −1.

Logaritmin määritelmän perusteella x = e−1 = 1
e
.

3.2.5 Yleinen eksponenttifunktio ja sen derivaatta

Määritellään, että ax = ex ln a. Kaikki potenssin laskusäännöt säilyvät.

Lause 24. Olkoon f(x) = ax, a > 0, a 6= 1. Tällöin f ′(x) = ax ln a.

Todistus. Eksponenttifunktion ominaisuuksia ja yhdistetyn funktion derivoi-
missääntöä apuna käyttäen saamme

Dax = D(eln a)x = Dex ln a = ex ln a · ln a = ax ln a.
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Osa II

Di�erentiaalilaskenta

kouluopetuksessa

Tutkielmamme toisessa osassa keskitymme di�erentiaalilaskennan opettami-
sen tutkimiseen.

4 Tutkimuskysymykset

Haluamme selvittää, mitä lukion di�erentiaalilaskentaan on kuulunut eri
aikoina. Aineistolähtöisen tutkimuksemme kohteina ovat opetussuunnitel-
man perusteet, lukion pitkän matematiikan oppikirjat sekä differentiaali-
laskennan ylioppilastehtävät. Tutkimme, mitä opetettavia asioita di�erenti-
aalilaskennasta on eri aikoina sisällytetty lukion oppikirjoihin ja missä järjes-
tyksessä asioita on esitetty. Lisäksi olemme kiinnostuneita siitä, miten asioita
ollaan esitetty oppikirjoissa. Kuinka oppikirjat huomioivat kirjan käyttäjän,
opiskelijan, ja millaisia motivoinnin keinoja oppikirjoissa on käytetty?

Selvitämme tutkimuksessamme myös oppikirjojen tehtävätyyppejä: min-
kälaiset tehtävät ovat säilyneet oppikirjasta toiseen ja minkälaiset differenti-
aalilaskennan tehtävätyypit eivät ole vakiinnuttaneet asemaansa lukion ma-
tematiikan oppikirjoissa. Myös tehtävien käytännönläheisyys sekä merkitys ja
sovellettavuus arkielämässä ovat tutkimuksemme kohteina. Mielenkiintoista
on myös tarkastella, miten eri tekijöiden kirjat eroavat toisistaan. Poikkea-
vatko ne esimerkiksi asiasisällöllisesti toisistaan ja esitetäänkö asiat niissä
mahdollisesti eri järjestyksessä.

Lukiossa opittuja asioita punnitaan lopulta ylioppilaskirjoituksissa, joten
on luonnollista ottaa tässä tutkimuksessa huomioon myös ylioppilastehtävät.
Selvitämme, miten ylioppilastehtävien eri tehtävätyypit ovat muuttuneet dif-
ferentiaalilaskennan osalta 1940-luvulta tähän päivään. Näkyvätkö ylioppi-
lastehtävissä eri oppikirjoissa esiintyvät tehtävätyypit? Tutkimme myös, mi-
ten oppikirjat ja ylioppilastehtävät ovat eri aikoina olleet sidoksissa keskenään.

Keskeisimmät tutkimuskysymyksemme ovat siis:

1)Mitä lukion pitkän matematiikan di�erentiaalilaskenta on sisältänyt eri
vuosikymmeninä?

2)Miten oppikirjojen opetustavat ovat muuttuneet näinä vuosikymmeninä?
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5 Tutkimustulokset

5.1 Taustaa

Koulujärjestelmän organisaatio on muuttunut aikojen saatossa, joten selvi-
tämme aluksi sen joitakin keskeisimpiä muutoksia. 1990-luvun alkuun asti
kouluhallitus vastasi perus- ja lukio-opetuksen kehittämisestä. Kouluhalli-
tuksen tehtävänä oli myös tarkastaa kaikki oppikirjat ennen niiden julkai-
sua. Tästä on kuitenkin luovuttu vuonna 1992. Vuonna 1991 perustettiin
opetushallitus, kun silloiset kouluhallitus ja ammattikasvatushallitus yhdis-
tettiin. Opetushallitus on elin, joka muotoilee ja vahvistaa kulloisetkin val-
takunnalliset opetussuunnitelmien perusteet. Nämä asiakirjat on aiemmin
tunnettu nimellä oppiennätykset.

1970-luvulta lähtien on noudatettu nykyisen kaltaista peruskoulujärjes-
telmää, jossa opiskellaan ensin alakoulun puolella kuusi vuotta ja sitten y-
läkoulun puolella kolme vuotta. Tämän jälkeen oppivelvollisuus on suoritet-
tu, ja opiskelijalla on mahdollisuus jatkaa opintoja joko lukiossa tai muussa
toisen asteen oppilaitoksessa. Ennen peruskoulujärjestelmää oppivelvollisuus
suoritettiin kansakoulussa, joka oli alunperin kuusivuotinen. Viimeiset kaksi
vuotta kantoivat kansakoulun jatkokurssin nimeä, ja ne oli mahdollista suorit-
taa vapaampana opiskeluna. Myöhemmin 1950-luvulla kansakoulua piden-
nettiin entisestään lisäämällä koulun loppuun kaksi vuotta pakollista jatko-
opiskelua, jota kutsuttiin kansalaiskouluksi. Varsinaisen kansakoulun neljän-
nen luokan jälkeen niillä, joilla oli siihen taloudelliset ja kyvylliset edelly-
tykset, oli mahdollisuus pyrkiä oppikouluun. Kokonaisuutena oppikoulu oli
kahdeksanvuotinen oppilaitos, joka jakautui viisivuotiseen keskikouluun ja
kolmivuotiseen lukioon.

Ennen lukiot olivat yleensä linjajakoisia. Vaihtoehtoina oli tavallisesti
kielilinja tai matematiikkalinja. Kummassakin opetettiin kyllä sekä vierai-
ta kieliä että matematiikkaa, mutta tuntimäärät ja painotukset olivat eri-
laisia. Vuonna 1973 vahvistetussa opetussuunnitelmassa ei puhuta enää eri
linjoista, mutta matematiikan opetus on jaettu pitkään ja lyhyeen kurssi-
in. Keskitymme tässä tutkielmassamme juuri lukion matematiikan pitkään
oppimäärään, josta on käytetty vuosien 1981 ja 1985 opetussuunnitelmissa
nimeä matematiikan laaja oppimäärä ja vuosien 1994 ja 2003 opetussuun-
nitelmissa termiä pitkä matematiikka.

5.2 Oppikirjat ja opetussuunnitelmat

Tässä luvussa esitämme tuloksia, joita olemme havainneet tutkiessamme
useita lukion pitkän matematiikan oppikirjoja vuodesta 1946 alkaen. Tutki-
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musmenetelmässämme on piirteitä sisällönanalyysistä. Olemme käyneet läpi
oppikirjojen sisältöjä, luokitelleet oppikirjojen aineistoa ja vertailleet eri aiko-
jen oppikirjoja toisiinsa. Olemme tarkastelleet esimerkiksi tehtävien ja e-
simerkkien määriä ja laatua sekä opetettavia asioita ja niiden järjestystä.
Lisäksi esitämme, minkälaisia ohjeita eri aikojen opetussuunnitelmat ovat
antaneet kirjojen tekijöille.

5.2.1 Vuonna 1941 vahvistetut oppikoulun oppiennätykset

Vuonna 1941 vahvistettujen oppikoulujen oppiennätysten (ks. liite 1) mukaan
vain derivaattakäsite ja sen alkeellinen soveltaminen on kuulunut matematii-
kan oppisisältöön, mutta varsinainen di�erentiaalilaskenta ei. Tuolloin mate-
matiikan opiskeltavaan aineistoon kuuluivat aritmetiikan, algebran, geomet-
rian ja trigonometrian osa-alueet. Vuoden 1941 oppiennätys asettaa matema-
tiikan opetukselle hyvin kunnianhimoisia tavoitteita. Sen mukaan opetuksen
päämääränä on kehittää oppilaita ajattelemaan johdonmukaisesti ja työsken-
telemään suunnitelmallisesti ja määrätietoisesti. Oppilaita myös totutetaan
käsitteiden täsmälliseen käyttöön sekä selvään, lyhyeen ja kielellisesti hyvään
esitystapaan.

Vanhin tutkimamme oppikirja on Kalle Väisälän kirjoittama, vuonna
1946 ilmestynyt Algebran oppi- ja esimerkkikirja II [29]. Se on ensimmäinen
Suomessa ilmestynyt oppikirja, johon sisältyy di�erentiaali- ja integraalilas-
kentaa. Tosin käytössämme on kirjan kolmas painos vuodelta 1956, mutta kir-
ja ei ole di�erentiaalilaskennan osalta muuttunut ensimmäisestä painoksesta.
Väisälän oppikirja on siis di�erentiaalilaskennan uranuurtaja suomalaises-
sa kouluhistoriassa ja siinä käsitellään di�erentiaalilaskentaa huomattavasti
laajemmin, mitä vuonna 1941 vahvistettu oppiennätys vaatisi. Alkusanois-
saan Väisälä kirjoittaakin, että oppikirjan tarkoitus on edistää ja helpottaa
di�erentiaali- ja integraalilaskennan alkeiden ottamista oppikoulujen mate-
maattisen linjan ohjelmaan.

Algebran oppi- ja esimerkkikirja II [29] on rakenteeltaan hyvin tiivis.
Teoria on esitetty hyvin lyhyesti ja napakasti vain muutamien esimerkkien
avulla. Väisälän oppikirjan di�erentiaalilaskennan osuus sisältää derivaatan
määritelmän ja tutuimpien funktioiden derivoimissääntöjen lisäksi funktion
kulkuun ja käyrän kuperuuteen liittyviä asioita. Derivaattaa lähestytään geo-
metrisesti sekantin ja tangentin kulmakertoimien avulla. Kirjassa määritel-
lään derivaatta myös erotusosamäärän raja-arvona, vaikka raja-arvon määri-
telmää ei oleteta lukijalle entuudestaan tutuksi eikä se kuulu Väisälän op-
pikirjan sisältöön.

Vanhimmissa oppikirjoissa di�erentiaalilaskenta on jaettu usein selkeästi
kahteen osaan: algebrallisten ja transkendenttisten funktioiden käsittelyyn.
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Tällainen jako on tehty myös Algebran oppi- ja esimerkkikirja II :ssa [29].
Tosin Väisälä kirjoittaa alkusanoissaan, että transkendenttisten funktioiden
käsittely on suunnattu lähinnä matematiikkaa harrastaville ja matematiikan
tai muita sellaisia jatko-opintoja suunnitteleville.

Seuraavaan asiaan johdattelevia esimerkkejä Väisälän kirjassa on hyvin
vähän ja niissä on niukasti välivaiheita. Harjoitustehtävät löytyvät kirjan lo-
pusta. Tehtäviä, joissa pyydetään vain derivoimaan jokin funktio, on melko
vähän. Sovellusten painotus näkyy siinä, että oppikirjassa on yksi kappale,
joka käsittelee derivaatan merkitystä mekaniikassa. Tässä kappaleessa on
soveltavia esimerkkejä derivaatan käytöstä nopeuden ja kiihtyvyyden laske-
misessa. Muuten kirjan soveltavissa tehtävissä painottuvat sellaiset tehtävät,
joissa etsitään funktiolle tangentti jossakin pisteessä. Tyypillinen tällainen
tehtävä on kirjan [29] harjoitustehtävä 725.

Esimerkki 5.1. Määrättävä käyrän y = 1
8
x3 sen tangentin yhtälö, jonka

sivuamispisteen oordinaatta = 1
8
. Tämä tangentti myös leikkaa käyrää. Mikä

on leikkauspiste?

5.2.2 Vuonna 1960 vahvistetut oppikoulun oppiennätykset

Kouluhallituksen vuonna 1960 vahvistetut oppikoulun oppiennätykset anta-
vat kirjan tekijöille ja opettajille hyvin tarkkoja metodisia ohjeita (ks. liite
2). Ne esimerkiksi kehottavat uuteen asiaryhmään siirryttäessä esittämään
jonkin mielenkiintoisen tehtävän, jonka ratkaisemiseksi uusien asioiden käsit-
telyä tarvitaan. Tämä näkyy myös 70-luvun alkupuolella julkaistuissa op-
pikirjoissa. Lisäksi oppiennätyksissä kehotetaan opettajia ja kirjantekijöitä
kiinnittämään kertauksiin vakavaa huomiota ja huomioimaan tehtävien valin-
nassa eritasoiset oppilaat. Vuoden 1960 oppiennätys siis painottaa sitä, että
opetuksen tulisi olla entistä oppilaskeskeisempää, ja oppikirjoissa opiskelijat
onkin otettu entistä paremmin huomioon.

1960-luvulta alkaen di�erentiaalilaskenta on kuulunut virallisesti lukion
matemaattisen linjan oppiaineistoon. Tuolloin sitä on oppiennätysten mukaan
opetettu seitsemännellä luokalla, joka vastaa nykyistä lukion toista luokkaa.
Alkuaikoina di�erentiaalilaskennan oppisisältöön on oppiennätysten mukaan
kuulunut raja-arvon käsite, alkeisfunktioiden derivaatat, funktion kulun tut-
kiminen, tangentin ja normaalin yhtälöt sekä ääriarvot ja käännepisteet.

Kalle Väisälän Algebran oppi- ja esimerkkikirja 2 [30] on uudistunut
kuudennessa painoksessaan vuonna 1960 uuden oppiennätyksen vaatimusten
mukaiseksi. Käytössämme oleva oppikirja on kymmenes painos, mutta sisäl-
löltään kuudennen painoksen kaltainen. Keskeisimpänä muutoksena on, et-
tä funktion raja-arvo ja jatkuvuus esitetään ennen derivaattaa. Myös raja-
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arvon määritelmä mainitaan, mutta kirjoittaja huomauttaa, ettei se kuu-
lu varsinaiseen oppisisältöön. Väisälä kuitenkin painottaa, että matematii-
kasta enemmän kiinnostuneiden on syytä paneutua huolellisesti myös raja-
arvon määritelmään. Näitä lisäyksiä sekä muutaman lauseen mukaantuloa
huomioimatta uudistettu painos on esimerkkejä myöten pitkälti edeltäjänsä
[29] kaltainen. Myös asioiden esitysjärjestys on säilynyt samana.

1970-luvulla markkinoille alkoi ilmestyä eri kustantajien oppikirjoja. Mei-
dän tarkastelussamme on Kalervo Pekkalan ja Heikki Oinas-Kukkosen vuon-
na 1970 ilmestyneet oppikirjat Lukion algebra 2 [26] ja Lukion algebra 3 [27]
sekä Martti Apajalahden, Yrjö Laineen ja Raimo Tanskasen Lukion mate-

matiikka 1 [1]. Näitä eri tekijöiden kirjoja ei voi verrata aivan suoraan toi-
siinsa, sillä Pekkalan ja Oinas-Kukkosen kirjat perustuvat aiempaan opetus-
suunnitelmaan kuin Apajalahden, Laineen ja Tanskasen kirja, joka perustuu
kouluhallituksen keväällä 1973 vahvistamaan opetussuunnitelmaan.

Oppiennätykset ohjaavat siis opettamaan di�erentiaalilaskentaa seitse-
männellä luokalla. Oppikirjojen esipuheiden mukaan se on ymmärtääksemme
sisällytetty Lukion algebra 2 :ssa ja Lukion algebra 3 :ssa kuitenkin vasta
kahdeksannella luokalla opetettaviin asioihin. On varsin ihmeellistä, että kou-
luhallituksen hyväksymissä kirjoissa voisi olla näin suuri ero oppiennätyksiin.

Pekkalan ja Oinas-Kukkosen kirjoissa teoriaosuus on huomattavasti ai-
kaisempia oppikirjoja kattavampi ja perusteellisempi. Esimerkiksi raja-arvoa
ja jatkuvuutta käsitellään hyvin laajasti. Raja-arvon määritelmä esitetään
täsmällisesti, ja kirjan tekijät kirjoittavat esipuheessaan [26], että funktion
raja-arvot ja jatkuvuus on syytä lukea niin huolellisesti, että oppilaat saavat
riittävät valmiudet niiden käsittelyyn. Myös raja-arvon määritelmä esitetään
täsmällisesti, ja se kuuluu aikaisemmista oppikirjoista poiketen opiskeltavaan
oppiainekseen. Di�erentiaalilaskennan sisältö on muutenkin lisääntynyt. E-
simerkiksi di�erentiaalilaskennan peruslauseet, Rollen lause ja väliarvolause,
kuuluvat opiskeltavaan aineistoon. Myös niiden todistukset on esitetty, mut-
ta ne eivät kuulu opetussuunnitelman edellyttämiin asioihin. Ylimääräisenä
aineistona Lukion algebra 3 :ssa on ratkaisemattoman funktion derivointia
käsittelevä kappale. �Todista�- ja �osoita�-esimerkkejä on enemmän kuin ai-
kaisemmissa oppikirjoissa. 70-luvulla di�erentiaalilaskenta on siis ollut hyvin
vaativaa jo lukiotasolla.

Samalla kun oppiaineksen vaativuus on lisääntynyt, on myös oppikirjo-
jen oppilaskeskeisyys lisääntynyt huomattavasti. Noin puolet uusista teoria-
osioista alkaa johdattelavalla esimerkillä, mikä saattaa helpottaa asian omak-
sumista. Esimerkkejä on hiukan enemmän kappaletta kohden kuin vanhem-
missa oppikirjoissa. Myös välivaiheita on enemmän ja niiden ymmärtämistä
on tuettu joskus myös sanallisesti. Lukion algebra 2 ja 3 sisältävät hiukan
enemmän soveltavia esimerkkejä kuin vanhemmat oppikirjat. Myös havain-
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nollisuus ja kuvioiden käyttö opetuksen tukena ovat lisääntyneet huomat-
tavasti.

Toisin kuin Väisälän kirjassa, harjoitustehtävät on sijoitettu erikseen jo-
kaisen teoriaosuuden perään. Sellaiset perustehtävät, joissa pitää ratkaista
vain funktion derivaatta tai tangentin kulmakerroin, ovat vähenemässä. Har-
joitustehtävinä on paljon vanhoja ylioppilastehtäviä. Soveltavat tehtävät ovat
monipuolistuneet ja di�erentiaalilaskennan soveltavat harjoitukset vaativat
usein myös geometrian ymmärtämistä. Alla Lukion algebra 2 :n [27] harjoi-
tustehtävä 99.

Esimerkki 5.2. R-säteisen pallon sisään piirretään ympyrälieriöitä. Minkä
lieriön a) tilavuus, b) vaippapinta on suurin?

5.2.3 Vuonna 1973 vahvistetut lukion matematiikan opetussuun-

nitelmat

Lukion matematiikan opetussuunnitelmia on uudistettu jälleen vuonna 1973
(ks. liite 3). Uudistuksen taustalla olivat korkeakouluopetuksen asettamat
vaatimukset. Korkeakoulujen matematiikan uudistuminen oli jatkunut jo pit-
kään ja siten myös lukion matematiikan opetuksen oli uudistuttava. Lukion
matematiikan yleistavoitteena olikin �perusteellinen valmistavuus erilaisiin
jatko-opintoihin ja harrastuneisuuden herättäminen matematiikan käsitemaa-
ilmaa kohtaan�. Matematiikan erityistavoitteet puolestaan olivat laskuteknis-
ten valmiuksien hankkiminen, matematiikan loogiseen ja abstraktiin raken-
teeseen tutustuminen ja matematiikan soveltaminen. Suurin muutos lukion
matematiikassa vanhoihin oppiennätyksiin verrattuna tapahtui geometrisen
aineiston käsittelyssä. Eukleideen mukaiselle systematiikalle perustuvasta esi-
tyksestä luovuttiin ja geometrisluonteisissa tarkasteluissa siirryttiin suurelta
osin vektoreiden käyttöön. Tämä näkyi myös di�erentiaalilaskennassa siten,
että geometriset tehtävät vähenivät huomattavasti.

Vuoden 1973 opetussuunnitelman mukaan di�erentiaalilaskenta on sisäl-
tynyt matematiikan pitkällä kurssilla yhdenteentoista kouluvuoteen, joka siis
vastaa nykyistä lukion toista vuotta. Opetussuunnitelma antaa hyvin tarkat
ohjeet di�erentiaalilaskennan käsittelyyn ja opetettavat asiat on listattu hyvin
yksityiskohtaisesti. Vuonna 1973 vahvistetun opetussuunnitelmien perustei-
den mukaisista oppikirjoista tarkastelussamme on Martti Apajalahden, Yrjö
Laineen ja Raimo Tanskasen Lukion matematiikka 1 [1].

Lukion matematiikka -kirjasarjan teokset ovat ulkoasultaan erilaisia kuin
aiemmat kirjat. Niissä on ensimmäistä kertaa käytetty tehostuskeinoja. Väre-
jä on käytetty opiskelijan huomion herättämiseksi. Lisäksi kaavat ja lauseet
ovat laatikoissa, jolloin ne erottuvat hyvin muista asioista. Lauseita ei ole
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kuitenkaan nimetty, kuten Lukion algebra -kirjoissa, joissa kappaleiden ni-
metkin pohjautuvat yleensä lauseiden nimiin. Lukion algebra -kirjoissa kus-
sakin kappaleessa keskitytäänkin lähinnä vain yhteen lauseeseen. Lukion ma-

tematiikassa sen sijaan yhdessä kappaleessa saattaa olla useita lauseita, jol-
loin kappaleet ovat usein epäselviä ja pitkiä. Tästä on toisaalta se etu, ettei
opiskelija tiedä automaattisesti harjoitustehtäviä tehdessään, mitä kyseisen
kappaleen lausetta tehtävässä tulisi hyödyntää.

Apajalahden, Laineen ja Tanskasen kirjat eivät poikkea differentiaalilas-
kennan osalta juurikaan aikaisemmista oppikirjoista. Asioiden esitysjärjestys
sen sijaan on Lukion matematiikka 2 -kirjassa erilainen kuin edellisissä op-
pikirjoissa. Suurin muutos on, että Lukion algebra 3 -kirjassa transkendent-
tifunktioiden derivointi ja integrointi opetetaan yhdessä, kun taas Lukion

matematiikka -kirjoissa nämä asiat opetetaan erikseen. Onko tämä kehitys
sitten hyvä vai huono asia? Toisaalta se, että joidenkin funktioiden derivointi
ja integrointi opetetaan samalla kertaa, tukee näiden kahden asian yhteen-
kuuluvuutta. Harjoitustehtäviäkään ei ole Lukion matematiikka -kirjoissa
eritelty, jolloin opiskelijan tulee olla valppaana ja miettiä, mitä menetelmää
milloinkin tulee käyttää päästäkseen toivottuun tulokseen. Lisämateriaalina
Lukion matematiikka 2 -kirjassa on muun muassa di�erentiaalihajotelma ja
joitakin virheen arviointia koskevia osuuksia.

Lukion matematiikka 1 -kirjassa on huomattavasti vähemmän tehtäviä ja
esimerkkejä kuin aikaisemmissa oppikirjoissa. Myös tehtävien luonne on osin
muuttunut, ja esimerkiksi soveltavissa tehtävissä geometrian painotus alkaa
vähetä. Tilalle nousee enemmän minimointi-, maksimointi- sekä ääriarvo- ja
funktion kulkuun liittyviä tehtäviä. Näissä tehtävissä funktio annetaan yleen-
sä valmiina toisin kuin geometrisissa tehtävissä, joissa opiskelijan tulee itse
muodostaa funktio annetun geometrisen ongelman pohjalta. Vaikka derivaa-
tan käyttö on näissä tehtävissä samankaltaista kuin geometrisissa tehtävissä,
niin on ymmärrettävää, että ne eivät vaadi niin monipuolista matematiikan
tuntemusta kuin enemmän geometriaa hyödyntävät tehtävät.

Pekkalan ja Oinas-Kukkosen kirjoissa on hyödynnetty ylioppilastehtäviä
harjoitustehtävinä, mutta Lukion matematiikka -kirjoissa niitä on huomat-
tavasti vähemmän. Tähän voi vaikuttaa se, että asioiden käsittelyjärjestystä
on muutettu niin paljon. Di�erentiaalilaskentaa opetetaan vuoden 1973 ope-
tussuunnitelman mukaan lukion toisena vuotena ja ilmeisesti ainakin Pekkalan
ja Oinas-Kukkosen kirjoissa se on sisällytetty lukion viimeiselle vuodelle, jol-
loin sellaisia ylioppilastehtäviä, joita olisi voitu hyödyntää jo lukion toisella
luokalla, ei välttämättä ole ollut niin paljon.
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5.2.4 Vuonna 1981 vahvistettu lukion kurssimuotoinen oppimäärä-

suunnitelma

Vuonna 1981 opetushallitus on vahvistanut lukion matematiikan kurssimuo-
toisen oppimääräsuunnitelman (ks. liite 4), jonka vuoksi oppikirjatkin on
alettu jaotella kurssien mukaan. Tällöin kurssilla kuusi käsiteltiin funktion
jatkuvuutta, raja-arvoja ja derivaattaa. Seitsemännellä kurssilla syvennettiin
derivoimistaitoja uusilla funktiolla ja tutustuttiin funktion kulkuun, ääriar-
voihin, funktioiden piirtämiseen ja di�erentiaalilaskennan sovelluksiin. Vaik-
ka opetus on muuttunut kurssimuotoiseksi, niin di�erentiaalilaskennassa o-
petettavat asiat ovat säilyneet samoina.

Ensimmäisistä kurssimuotoiseen opetussuunnitelmaan nojautuvista op-
pikirjoista aineistossamme on Heikki Oinas-Kukkosen, Jorma Merikosken ja
Reijo Nivan oppikirja Akseli 2 [24], Hannu Miinalan, Hannu Salimäen ja
Mauno Vuorisen Uuden lukion matematiikka 2: Laaja oppimäärä [18] sekä
Martti Apajalahden, Yrjö Laineen ja Raimo Tanskasen Lukion matematiikka:

Laaja oppimäärä, Kurssit 5-8 vuodelta 1983 [2]. Mielestämme suurin edis-
tysaskel edeltäjiin nähden on huomattava oppilaskeskeisyyden lisääntymi-
nen. Kirjojen ulkoasut ovat selkeät ja miellyttävät: tärkeitä asioita, kuten
määritelmiä ja lauseita korostetaan kehyksillä, esimerkkejä on enemmän ja
monipuolisemmin. Kirjoihin on sisällytetty myös kertaussivuja, joissa on koko
kurssin tai yhden kokonaisuuden teoria lyhyesti. Lisäksi oppikirjoihin on sisäl-
lytetty kertaustehtäviä ja harjoituskokeita.

Myös opettaja otetaan huomioon paremmin ja hänelle annettava tuki
on lisääntynyt. Jokaisen kurssin alussa on opettajalle ohjeita ja vinkkejä,
miten asioita kannattaa opettaa ja mitä asioita kurssilla kannattaa painottaa.
Näistä on toki hyötyä myös opiskelijoille, varsinkin jos he opiskelevat kurssia
itsenäisesti.

Akseli 2 :een on sisällytetty täydentävää oppiainesta, kuten esimerkik-
si raja-arvon määritelmä ja väliarvolause, jotka on kirjoitettu pienemmällä
fonttikoolla. Sen sijaan Lukion matematiikan ja Uuden lukion matematiikan

vastaavissa kirjoissa [2] ja [18] raja-arvon täsmällinen määritelmä on esitet-
ty varsinaiseen kurssiin kuuluvien asioiden mukana. Sen esittämisestä tode-
taan jopa näin ([2], s. 100): �Määritelmän käyttäminen havainnon rinnalla on
usein hyödyllistä, ja joissakin tapauksissa on välttämätöntä perustaa käsit-
tely määritelmään�.

Myös väliarvolause on Apajalahden, Laineen ja Tanskasen kirjassa ylei-
sesti opetettavien asioiden mukana, tosin sen todistusta ei enää sisällytetä
varsinaiseen kurssiin. Rollen lauseen todistus on sivuutettu kokonaan. Miina-
lan, Salimäen ja Vuorisen teoksessa vuorostaan Rollen lause todistuksineen
kuuluu yleisesti opetettaviin asioihin. Myös väliarvolause on yleisessä op-
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piaineksessa, mutta sen todistus sivuutetaan. Akseli 2 :ssa väliarvolauseen
todistuksen poisjättämistä perustellaan seuraavasti ([24], s. 203): �Mutta
koulukurssissa ei ole syytä korostaa matemaattisen teorian täsmällistä ra-
kentamista sen vaikeuden vuoksi, joten otamme lähtökohdaksi geometrisen
tarkastelun.� Kurssia koskevassa tavoitteet ja painotus -osiossa ([24], s. 201)
kerrotaan, että �Tulosten todistamista väliarvolauseen avulla ei koulukurssis-
sa pitäisi korostaa, koska itse väliarvolause on kuitenkin tyydyttävä perustele-
maan geometrisesti.� Joka tapauksessa on hyvä, että nämä asiat ovat op-
pikirjoissa - olivatpa sitten yleisessä osiossa tai täydentävänä oppiaineksena.
Ne ovat hyvänä materiaalina lahjakkaille ja matematiikasta kiinnostuneille
opiskelijoille. Ehkä ne lisäävät myös lahjakkaiden oppilaiden motivaatiota
opiskeltavia asioita kohtaan.

Akseli 2 :ssa ja Uuden lukion matematiikassa di�erentiaalilaskennan o-
suudella on keskimäärin noin viisi esimerkkiä kappaletta kohden. Lukion

matematiikka -sarjan vastaavissa osissa esimerkkejä on noin puolet vähem-
män, mutta kuitenkin enemmän kuin vanhemmassa vastaavassa kirjassa [1].
Soveltavia ja johdattelevia esimerkkejä on entistä enemmän ja lisäksi esimer-
keissä todistetaan joitakin derivoimiskaavoja. Välivaiheet esimerkeissä ovat
samantapaiset kuin aikaisemmissakin kirjoissa.

Kiinnostava uudistus esimerkeissä on Oinas-Kukkosen, Merikosken ja Ni-
van oppikirjan �maskottien� Leenan ja Jussin keskustelut. Nämä ovat esi-
merkkejä, joissa Leena ja Jussi keskustelevat matemaattisista ongelmista.
Keskustelujen aiheet ja kysymykset ovat sellaisia, joita opiskelija saattaa
yksinään miettiä muutenkin. Keskusteluissa pohditaan esimerkiksi, että onko
funktio f(x) = 1

x
jatkuva määrittelyjoukossaan R\{0}. Pohtiessaan Leena ja

Jussi esittävät perusteluja, miksi kyseinen funktio olisi tai ei olisi jatkuva
ja lopulta löytävät ratkaisun ongelmaan. Näiden keskustelujen avulla opiske-
lijalla on siis mahdollisuus löytää vastaus mielessä pyöriviin kysymyksiin.
Joissakin kirjan tapauksissa vastaus selviää vasta seuraavassa teoriaosassa.
Tällöin keskustelu toimii johdatteluna seuraavaan asiaan.

Akseli 2 -kirjan kuudennen kurssin osuudessa on kaksi kappaletta, jois-
sa painotus on matemaattisissa ja käytännön sovellutuksissa. Tosin tekijät
antavat ohjeeksi ([24], s. 111), että mikäli aikaa ei ole käytettävissä, niin
soveltavat tehtävät voidaan jättää vähemmälle, koska niitä käsitellään pe-
rusteellisemmin 7. kurssissa. Tämä pitääkin paikkaansa; myös seitsemännen
kurssin osuudessa on paljon soveltavia tehtäviä. Kirjassa on esimerkiksi erik-
seen kappale ääriarvosovelluksille. Alla esimerkki Akseli 2 -kirjan soveltavasta
esimerkistä.

Esimerkki 5.3. ([24], s. 228) Auton bensiininkulutus on nopeudella v > 0
(km

h
) ajettaessa 6− 0, 15v + 0, 0025v2 ( litraa

h
). Millä nopeudella on taloudelli-
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sinta ajaa?

Soveltavissa tehtävissä on myös aivan uudenlaisia ulottuvuuksia. Akseli
2 :ssa Derivaatan matemaattisia sovellutuksia -luvussa on Yhtälön ratkaise-
minen Newtonin menetelmällä -kappale. Kappaletta ei ole merkitty ylimää-
räiseksi oppiaineeksi. Tosin, jos aikaa ei ole, niin tekijät kehottavat jättämään
kyseisen kappaleen tehtävät tekemättä. Vaikka tämä ei niin keskeistä asi-
aa 6. kurssilla olekaan, niin on kuitenkin hyvä, että tällainenkin derivaatan
sovellutus on otettu esille. Lisäksi Oinas-Kukkosen, Merikosken ja Nivan op-
pikirjan Ääriarvosovellutuksia -luvussa on Muita menetelmiä kuin derivaat-
ta -kappale, joka varmaankin avartaa opiskelijan näkemään, että asioita voi
tehdä monella tavalla.

Apajalahden, Laineen ja Tanskasen uudemmassa Lukion matematiikkaa

-oppikirjassa [2] tehtävien määrän lisääntyminen näkyy ennen kaikkea siinä,
että soveltavia tehtäviä on enemmän kuin aiemmin. Samalla myös tehtävien
vaativuustaso on noussut. Nimenomaan vaikeita tehtäviä on tullut lisää ja
rutiinia vaativat tehtävät ovat pysyneet pitkälti ennallaan. Tehtäviä on kui-
tenkin huomattavasti vähemmän kuin Akseli 2 :ssa ja Uuden lukion mate-

matiikassa, joissa suurempi tehtävien määrä mahdollistaa myös suuremman
soveltavien tehtävien määrän sekä tehtävien monipuolisuuden.

Derivaattaa lähestytään nyt myös uudesta näkökulmasta. Ensimmäiseksi
derivaatta esitellään Oinas-Kukkosen, Merikosken ja Nivan oppikirjassa [24]
kasvunopeutena. Sen jälkeen derivaatalle annetaan geometrinen tulkinta ja
sitä kautta siirrytään erotusosamäärän raja-arvoon. Miinalan, Salimäen ja
Vuorisen kirjassa derivaattaan johdatellaan kuvaajan piirtämisellä ja funk-
tion kasvusuunnalla. Kulmakertoimen kautta päästään erotusosamäärään eli
�muuttumisnopeuteen� ja edelleen erotusosamäärän raja-arvoon ja derivaat-
taan. Apajalahden, Laineen ja Tanskasen uudemmassa Lukion matematiik-

kaa -oppikirjassa [2] sen sijaan derivaatta opetetaan hyvin samalla tavoin
kuin heidän vanhemmassakin vastaavassa oppikirjassa [1], mutta mukaan on
otettu myös esimerkki, jossa selvitetään vapaassa putoamisliikkeessä olevan
kappaleen nopeus ja selitetään sen yhteys derivaattaan. Akseli 2 ottaa opiske-
lijan hyvin huomioon ja soveltuu mielestämme hyvin myös itseopiskelumate-
riaaliksi.

5.2.5 Vuonna 1985 vahvistetut lukion opetussuunnitelman perus-

teet

Kouluhallituksen vuonna 1985 vahvistamat opetussunnitelmat perusteet (ks.
liite 5) ovat oppisisällöiltään ja tavoitteiltaan pitkälti edellisen oppimäärä-
suunnitelman kaltaisia. Yllättävää kuitenkin on, että osamäärän derivaat-

42



ta ei enää kuulu keskeisimpiin käsiteltäviin asioihin. Hämmennystä aiheut-
taa myös tulon derivaatan puuttuminen kokonaan vuonna 1985 vahvistetu-
ista opetussuunnitelmien perusteista. Tulon derivaatan puuttuminen lienee
vahinko, mutta onko osamäärän derivaatan siirtyminen ylimääräiseksi aineis-
toksi ollut tarkoituksellista?

Myös vuonna 1990 julkaistu Oinas-Kukkosen, Merikosken ja Nivan Ak-

seli 2 [25] on hyvin pitkälti edeltäjänsä [24] kaltainen. Sekä tulon että osa-
määrän derivaatat kuuluvat kirjassa edelleen keskeisiin opetettaviin asioihin.
Muuten kurssien sisältö on oppikirjassa monilta osin keventynyt ja karsiu-
tunut. Uudesta painoksesta on poistettu muun muassa täydentävä oppima-
teriaali. Myös teoriaosia on tiivistetty ja selkeytetty edellisestä painoksesta.
Esimerkit ovat muutamia poikkeuksia lukuun ottamatta samat kuin edel-
lisessäkin kirjassa, mutta Leenan ja Jussin keskustelut on jätetty pois. Osa
keskusteluesimerkeistä on korvattu täsmällisillä esimerkeillä.

5.2.6 Vuonna 1994 vahvistetut lukion opetussuunnitelman perus-

teet

Seuraava opetussuunnitelma on vahvistettu vuonna 1994 (ks. liite 6). Se
antaa kirjantekijöille ja opettajille hyvin suuntaa antavia ohjeita di�eren-
tiaalilaskennan käsittelyyn, mutta listaa silti käsiteltäviksi oppisisällöiksi jo
aiemmista opetussuunnitelmista tuttuja asioita. Uusi opetussuunnitelma ko-
rostaa hyvin paljon matematiikan soveltamista ja pitkän matematiikan yleisi-
in tavoitteisiin on sisällytetty käytännön ongelmatilanteiden mallintaminen.
Vuoden 1994 opetussuunnitelmaan perustuvista oppikirjoista aineistoomme
kuuluu Jukka Kangasahon, Jukka Mäkisen, Juha Oikkosen, Johannes Paa-
sosen ja Maija Salmelan Pitkä matematiikka: Di�erentiaalilaskenta 1-2 [9, 10]
sekä Jorma Merikosken, Timo Sankilammen ja Teuvo Laurinollin vuonna
2002 julkaistu Matematiikan taito 6-7: Di�erentiaalilaskenta 1-2 [19].

Näissä oppikirjoissa on jonkin verran osioita, jotka eivät kuulu kurssin
keskeisimpään sisältöön. Tällaisia ovat joidenkin lauseiden todistukset ja
vaikeammat esimerkit. Merikosken, Sankilammen ja Laurinollin kirjaan on
otettu tähdellä merkityksi ylimääräiseksi asiaksi myös Nopeus ja kiihtyvyys
-kappale. Välillähän kokonaisuus oli oppikirjoista pois, mutta nyt se on sisäl-
lytetty kurssiin uudelleen, tosin vapaavalintaisena. Vaikka tähdellä merkityt
asiat ovat vapaavalintaisia, niin tekijät kuitenkin painottavat esipuheessaan
[19], että niiden osaaminen on tärkeää korkeisiin oppimistuloksiin pyrkiville.
Matematiikan taito -kirjan lopussa on myös joihinkin kappaleisiin tutkimus-
ja harrastustehtäviä, mielenkiintoinen Vuorovesi-kappale sekä koronkorko-
esimerkkejä. Kirjoihin [9], [10] on sisällytetty ylimääräiseksi osioksi myös
Rollen lause ja väliarvolause todistuksineen. Ohi opetussuunnitelman mää-
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räämien asioiden kirjassa on myös Osittaisderivaatat -kappale.
Pitkä matematiikka -sarjan Di�erentiaalilaskenta 1 -kirjassa [9] jatkuvu-

utta on havainnollistettu ylimääräisiin oppisisältöihin kuuluvassa osuudessa
pelillä. �Jatkuvuuden kyseenalaistaja (hyökkääjä) valitsee luvun funktion ar-
vojen etäisyydeksi. Jatkuvuuden puolustajan on aina löydettävä niin pieni
muuttujan arvojen etäisyys, että funktion arvojen etäisyys on pienempi kuin
hyökkääjän valitsema luku. Funktio on jatkuva kohdassa a, jos puolustaja
pystyy voittamaan tämän pelin. Funktio ei ole jatkuva, jos hyökkääjä pystyy
voittamaan jatkuvuuspelin.� Tämähän pohjautuu raja-arvon täsmälliseen
määritelmään. On hienoa, että teoriasta on saatu kehitettyä näin käytännölli-
nen ja konkreettinen peli. Vaikka määritelmä on piilotettuna peliin, emme
usko, että se heikentää määritelmän täsmällisyyttä - ideahan pelistä selviää
kirkkaasti.

Merikosken, Sankilammen ja Laurinollin oppikirjassa kaikki kappaleet
alkavat alkupaloilla, jotka johdattelevat kappaleen asiaan. Kirjoissa [9] ja [10]
luvun aloittaa aihepiiriin johdatteleva ongelma tai esimerkki. Alkupaloissa
sekä johdattelevissa ongelmissa ja esimerkeissä uutta asiaa käsitellään lähin-
nä luvuilla, jolloin opiskelijoiden on ehkä helpompi ymmärtää käsiteltävä
asia. Varsinkin uuteen asiaan tutustumisessa käytetään usein apuna myös
graa�sta laskinta. Kirjoissa on runsaasti myös esimerkkejä ja tehtäviä, joissa
tulkitaan ja tutkitaan kuvaajia. Opiskelija joutuu siis itse miettimään asioita
ja tekemään itse johtopäätelmiä.

Di�erentiaalilaskenta 1 -kirjassa derivaattaa lähestytään monipuolisesti.
Derivaatan geometrista tulkintaa lähestytään kasvunopeuden ja tangentin
kulmakertoimen avulla. Seuraavaksi opetetaan, miten tangentti voidaan muo-
dostaa kuvaajalle, mistä siirrytään edelleen raja-arvon käsitteeseen. Lopulta
erotusosamäärän kautta päästään derivaatan määritelmään. Matematiikan

taito -sarjan vastaavassa kirjassa [19] päämäärään päästään suoraviivaisem-
min. Ensin kerrataan kulmakerroin, josta päästään luonnollisesti sekantin
kulmakertoimeen. Seuraavaksi käsitellään erotusosamäärä ja keskimääräinen
muutosnopeus. Tästä päästään edelleen tangenttiin ja sen kulmakertoimeen.
Koska tangentin kulmakerroin on sekantin kulmakertoimen raja-arvo, on
päästy derivaatan määritelmään. Kun vielä kerrataan derivaatan geometri-
nen merkitys - tangentin kulmakerroin ja muutosnopeus kohdassa x0, niin
johdattelun merkitys selviää.

Perinteisessä di�erentiaalilaskentaa hyödyntävässä geometrisessa tehtä-
vässä pyritään ratkaisemaan jonkin alueen, kuten laitumen, mahdollisimman
suuri ala, kun käytettävissä on tietty määrä aitauksen raaka-aineita. Pinta-
alan suuruus riippuu alueen sivujen pituudesta. Tätä yhteyttä on havain-
nollistettu Matematiikan taito -kirjassa erittäin hyvin ruudutetulla kuvalla,
johon on piirretty erikokoisia suorakulmioita. Vaikka yhteys tuntuu selvältä,
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on hyvä, että asiasta on tehty konkreettinen kuvien avulla, sillä tämän ym-
märtämistä tarvitaan useissa tehtävissä. Tämä pieni havainnollistus on esi-
merkki siitä, miten hyvin oppikirjat sopivat myös itsenäiseen opiskeluun.

Pitkä matematiikka -kirjasarjassa tehtävät jaotellaan kahteen sarjaan. En-
simmäisessä sarjassa on perustehtäviä ja toisessa on sekä perustehtäviä että
vaativampia tehtäviä. Perustehtävillä voidaan harjoitella uusia menetelmiä,
jolloin ne tukevat uuden tiedon ymmärtämistä, mutta niiden avulla voi myös
oppia soveltamaan tietoa. Toinen sarja sisältää syventävää tietoa, joka innos-
taa myös harrastamaan matematiikkaa.

Pitkän matematiikan kirjassa [9] korostetaan, että derivaatta on väline
funktioiden tutkimisessa. Derivaatan monipuoliset käyttömahdollisuudet tule-
vat esille molemmissa oppikirjoissa mitä erilaisimmissa soveltavissa tehtä-
vissä. Tehtävät eivät toistu samanlaisina, vaan tehtävätyyppejä on useita ja
ratkaistavat ongelmat liittyvät erilaisiin käytännön tilanteisiin, kuten seuraa-
vat esimerkit osoittavat. Ensimmäinen esimerkki havainnollistaa tehtävien
konkreettisuutta.

Esimerkki 5.4. ([19], s. 126 T: 317) Kirjan sivulle ladotaan 200 cm2 tekstiä.
Sivun ylä- ja alareunaan jätetään 2 cm sekä molemmille reunoille 4 cm leveät
marginaalit. Miten sivun leveys ja korkeus on valittava, jotta paperia kuluisi
mahdollisimman vähän?

Matematiikan taidon tehtävä 90 osoittaa osaltaan tehtävien moninaisuut-
ta.

Esimerkki 5.5. ([19], s. 45) Olkoon f ′(0) = a ja f ′(1) = b. Määritä

a) lim
h→0

f(1 + h)− f(1)

h
, b) lim

x→1

f(1)− f(x)

x− 1
,

c) lim
x→0

f(x)− f(0)

x
, d) lim

h→0

f(1− h)− f(1)

−h
.

5.2.7 Vuonna 2003 vahvistetut lukion opetussuunnitelman perus-

teet

Vuonna 2003 vahvistetut opetussuunnitelmien perusteet hajottavat diffe-
rentiaalilaskennan opetuksen kolmeen kurssiin (ks. liite 7). Ensimmäisellä
di�erentiaalilaskentaa käsittelevällä kurssilla opetetaan funktion raja-arvo,
jatkuvuus ja derivaatta, polynomifunktion, funktioiden tulon ja osamäärän
derivaatat sekä polynomifunktion kulun tutkiminen ja ääriarvojen määrit-
täminen. Seuraavalla eli kahdeksannella kurssilla, opetetaan muun muassa
juuri-, eksponentti-, logaritmi- ja yhdistetty funktio sekä näiden derivaatat.
Käänteisfunktiokin opetetaan, mutta sen derivaatta ei enää kuulu keskeiseen
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sisältöön. Yhdeksännellä kurssilla käsitellään trigonometrisiä funktioita ja
niiden derivaattoja.

Opetettavaa asiaa ei kuitenkaan ole tullut lisää, vaan samoilla kursseil-
la opetetaan funktioista sekä perusasiat että derivaatat. Täten funktiot käy-
dään läpi kattavasti kerralla, kun niitä opetettaessa opetetaan myös kyseisten
funktioiden derivaatat. Toisaalta tämän heikkous on se, ettei näitä funktioita
voida hyödyntää kaikilla lukion matematiikan kursseilla, koska ne opetetaan
verrattain myöhäisessä vaiheessa. Muuten matematiikan opetussuunnitelma
ei ole juurikaan muuttunut aiempaan nähden ja oppisisällöt ovat säilyneet
samoina.

Uusimpaan opetussuunnitelmaan nojautuvien oppikirjojen [11], [12], [13]
sekä [4], [5] ja [6] pedagogiset periaatteet ovat samankaltaiset kuin vastaavien
edeltäjien [9], [10] ja [19]. Opetussuunnitelman uudistuksista johtuen kirjo-
jen sisällöt vaihtelevat ja käsittelyjärjestys on hiukan eri kuin aiemmin. Esi-
tystapaa on myös kehitelty ja esimerkkejä on paranneltu verrattuna aiempiin
teoksiin.

5.3 Ylioppilastehtävät

Tutkimme matematiikan pitkän oppimäärän ylioppilastehtäviä vuodesta 1946
vuoteen 2007. Aloitamme tarkastelun vuodesta 1946, koska silloin on ilmes-
tynyt ensimmäinen suomalainen oppikirja, jossa on ollut di�erentiaalilasken-
taa.

Vanhimmassa tutkimassamme ylioppilastehtäväkirjassa [17] ei vielä ol-
lut erikseen luokiteltu tehtäviä otsikon �di�erentiaalilaskenta� alle, kuten
myöhemmissä tarkastelemissamme kirjoissa. Kirjasta silti löytyy melko paljon
di�erentiaalilaskentaan kuuluvia tehtäviä, jotka on sisällytetty �Maksimi- ja
minimitehtäviä� -otsikon alle. 1940- ja 1950-luvun ylioppilastehtävissä rat-
kaistaan funktioiden suurimpia ja pienimpiä arvoja, minimoidaan ja maksi-
moidaan erilaisia funktioita ja ratkaistaan di�erentiaalilaskennan avulla esi-
merkiksi pienimpiä ja suurimpia mahdollisia pinta-aloja. Usein tehtävät ovat
hyvin geometrisia, kuten seuraavassa kevään 1956 ylioppilastehtävässä 6.

Esimerkki 5.6. AB on k-korkuisen suorakulmion ABCD kanta. Piste P on
AB:n keskinormaalilla ja toisella puolen CD:tä kuin AB. Janat PA ja PB
sekä sivut BC, CD ja DA rajoittavat kolme kolmiota. Määrää P :n etäisyys
AB:stä siten, että näiden kolmioiden alojen summa on mahdollisimman pieni.

Mielenkiintoinen huomio on myöskin se, että vielä 40-luvun lopussa on
joissain tehtävissä annettu eri ongelma sotilasylioppilaiden ja siviiliylioppi-
laiden ratkaistavaksi. Sotilaat ovat joutuneet lähtemään rintamalle kesken
lukion. Siksi heidän ylioppilaskokeitaan on helpotettu.
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1960-luvulla tehtävät olivat hyvin samanlaisia kuin aikaisemminkin. Edel-
leen geometria antoi monelle di�erentiaalilaskennan tehtävälle pohjan, ja
ääriarvo-, minimointi- ja maksimointitehtävät olivat tyyppitehtäviä. Mie-
lenkiintoinen huomio on, että lähdeteoksessamme [8] on maksimi- ja mini-
mitehtävät erotettu aiheluokituksessa di�erentiaalilaskennan tehtävistä. Dif-
ferentiaalilaskennan aihepiiriin kuuluvat perustehtävät, joissa derivoidaan
jokin funktio, di�erentiaaliyhtälöt, kuvaajien piirtämiset ja niin edelleen oli-
vat uudenlaisia tyyppitehtäviä.

Vuonna 1965 matematiikan ylioppilaskoe uudistui siten, että kokeessa
oli aikaisemman kymmenen tehtävän sijaan kaksitoista tehtävää, joista sai
valinnan mukaan ratkaista kymmenen. Kokeen kaksi viimeistä tehtävää oli-
vat tavallisten koulukurssien ulkopuolelta annettuja ylimääräisiä tehtäviä
lähinnä differentiaali- ja integraalilaskennan sekä todennäköisyyslaskennan
piiristä. 1960-luvun lopussa matematiikan ylioppilastehtävien painopiste on
muutenkin siirtynyt geometriasta algebrallis-analyyttisiä tehtäviä kohti. Tä-
hän kiinnitetään huomiota myös lähteen [8] alkusanoissa.

1970-luvun loppupuolella uudenlaisiksi tyyppitehtäviksi nousivat funk-
tion kulkuun liittyvät tehtävät. Näissä tehtävissä ratkaistiin muun muassa,
milloin funktio on kasvava, milloin vähenevä, milloin funktion kuvaaja on
x-akselin alapuolella jne. Lisäksi ylioppilaskokeisiin alkoi ilmestyä tehtäviä,
joissa määritetään jonkin funktion käänteisfunktio tai ratkaistaan funktion
derivaatta derivaatan määritelmän mukaan. Ylioppilaskokelaan tehtävänä
saattoi olla myös osoittaa todeksi jokin väite, kuten seuraavassa syksyn 1978
tehtävässä kolme. 70-luvun alkupuolelta lähtien ovat myös transkendenttiset
funktiot yleistyneet di�erentiaalilaskennan ylioppilastehtävissä.

Esimerkki 5.7. Osoita: Funktiolla Ax+e−x on yksi minimikohta, jos A > 0,
mutta ei lainkaan ääriarvokohtia, jos A ≤ 0.

Vaikka kokeen tehtävät monipuolistuivat, minimointi- ja maksimointiteh-
tävät sekä muut jo aikaisemmin kokeeseen tulleet tehtävät säilyttivät vankan
asemansa.

Tangentin kulmakertoimeen liittyvät tehtävät nousivat uudenlaisiksi tyyp-
pitehtäviksi 1980- ja 1990-lukujen taitteessa. Samaan aikaan myös minimointi-
ja maksimointitehtävät muuttuivat osittain soveltavammiksi. Geometristen
ongelmien rinnalle tuli myös arkielämän ongelmatilanteita ratkottavaksi. E-
simerkkinä on syksyn 1988 ylioppilastehtävä 6a.

Esimerkki 5.8. Suoran ympyrälieriön muotoinen säiliö, jonka tilavuus on
V , valmistetaan kahdesta eri materiaalista. Pohjiin käytettävän materiaalin
hinta (mk

m2 ) on 40% suurempi kuin vaipan materiaalin. Määritä lieriön korkeu-
den ja pohjan säteen suhde siten, että säiliön materiaalikustannukset ovat
mahdollisimman pienet.
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1990-luvun loppupuolelta alkaen tyypillisimpiä tehtäviä matematiikan yli-
oppilaskokeessa ovat di�erentiaalilaskennan osalta olleet perustehtävät, joissa
määritetään funktion derivaatta laskusääntöjä käyttämällä, ääriarvo-, mini-
mointi- ja maksimointitehtävät sekä käyrän tangenttiin tai funktion kulkuun
liittyvät tehtävät. Vuonna 2000 matematiikan ylioppilaskoe uudistui siten,
että kokeessa on tehtäviä viisitoista entisen kymmenen sijaan. Näistä yliop-
pilaskokelas saa ratkaista kymmenen. Täten kokeeseen on lisätty valinnaisu-
utta ja valinnaisten lisäkurssien asioita voidaan entistä paremmin sisällyt-
tää ylioppilaskokeeseen. Valinnaisena lisäkurssina on ollut myös analyysin
kurssi ja lähes jokaisesta ylioppilaskokeesta onkin löytynyt tehtävä, jossa
pitää ratkaista di�erentiaaliyhtälö. Kokonaisuudessaan matematiikan yliop-
pilastehtävät ovat myöskin muuttuneet soveltavimmiksi. Tästä esimerkkinä
kevään 2004 ylioppilastehtävä 15.

Esimerkki 5.9. Suoran ympyrälieriön muotoisen astian pohjassa on reikä,
josta astiassa oleva vesi valuu ulos. Astiassa oleva vesimäärä ajanhetkellä t
on V (t) = πr2h(t), missä r = 10 cm on astian pohjan säde ja h(t) pinnan
korkeus hetkellä t; aika t on ilmaistu sekunteina. Vettä valuu ulos nopeudella
V ′(t), joka on suoraan verrannollinen pinnankorkeuden neliöjuureen. Muo-
dosta di�erentiaaliyhtälö vesimäärän tilavuudelle V (t) ja ratkaise se. Laske,
kauanko astian tyhjeneminen kestää, kun tiedetään, että vettä oli aluksi 10
litraa ja 30 sekunnissa vesimäärä oli vähentynyt puoleen.

Usein niin sanotut soveltavat tehtävät ovat kuitenkin hyvin keinotekoisia.
Tällöin matematiikan sovellukset eivät yleensä ole kovin mielenkiintoisia.
Tällainen tehtävä on esimerkiksi kevään 2000 ylioppilastehtävä 14.

Esimerkki 5.10. Kesätapahtumassa hyttysten määrä oli tilaisuuden alus-
sa 200 ja kolme tuntia myöhemmin 700. Määrän kasvunopeus hetkellä t oli
suoraan verrannollinen hyttysten määrään sinä hetkenä. Muodosta hyttys-
ten määrää kuvaava di�erentiaaliyhtälö ja sen ratkaisuna hyttysten määrä
mielivaltaisella hetkellä t. Mikä oli hyttysten määrä viiden tunnin kuluttua
tilaisuuden alkamisesta?

6 Johtopäätökset

Oppikouluissa ja lukioissa opetetut asiat ovat hieman vaihdelleet eri aikoina.
Derivaatan määritelmä ja tietyt derivaatan perusominaisuudet ovat säilyneet
oppikirjoissa koko sen ajan, kun di�erentiaalilaskenta on kuulunut koulu-
matematiikkaan. Erilaiset derivaatan käyttömahdollisuudet sen sijaan ovat
vaihdelleet eri vuosikymmeninä. Lisäksi se, miten asioita on käsitelty ja mitä
asioita on pidetty keskeisinä on vaihdellut eri aikoina.
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Kouluopetuksessa painotetut di�erentiaalilaskennan sisällöt ovat oppikir-
jojen ja opetussuunnitelmien perusteiden perusteella muuttuneet ajan ku-
luessa. Kun differentiaalilaskenta alkoi vakiinnuttaa asemaansa koulumate-
matiikassa, niin käsiteltävien asioiden määrä lisääntyi ja laajentui. Ensim-
mäiset tutkimamme oppikirjat koostuivat lähinnä täsmällisistä määritelmistä,
lauseista ja muutamista esimerkeistä, mutta nykyään oppikirjojen teorian
ymmärtämistä tuetaan useilla erilaisilla esimerkeillä, kuvioilla, taulukoilla
ja muulla lisämateriaalilla. 1970-luvulle asti oppimateriaali vain lisääntyi ja
laajeni. 1970-luvulla käsiteltiin hyvin vaativia asioita ja esimerkiksi lausei-
den täsmälliset todistukset kuuluivat oppisisältöön. Tämän jälkeen oppikirjo-
jen teoriaosuuksia on kevennetty; aluksi siirtämällä joitain asioita lisämateri-
aaleiksi ja vähitellen jättämällä ne kokonaan pois oppikirjoista. Mielestämme
näiden asioiden säilyttäminen lisämateriaalina ei olisi haitannut mitään. Päin-
vastoin lisämateriaali olisi voinut motivoida lahjakkaita opiskelijoita ja antaa
heille mahdollisuuden syventää tietojaan. Saamamme tiedon mukaan oppikir-
joja on kuitenkin yleisesti kritisoitu liian laajoiksi, ja siksi kirjantekijät ovat
karsineet ylimääräistä materiaalia pois. Di�erentiaalilaskennan lukion pitkän
matematiikan oppisisältöä on siis karsittu 1970-luvun jälkeen, mutta toisaal-
ta tilalle on tullut valinnainen analyysin kurssi. Tällä kurssilla käsitellään
nykyään funktioiden jatkuvuuden ja derivoituvuuden tutkimista, jatkuvien
ja derivoituvien funktioiden yleisiä ominaisuuksia, funktioiden ja lukujono-
jen raja-arvoja äärettömyydessä sekä epäoleellisia integraaleja (ks. liite 6).
Valinnaisenkin kurssin sisältöä on karsittu vuonna 1994 vahvistetun opetus-
suunnitelman mukaisesta kurssista. Valinnaisen kurssin myötä opiskelijoil-
la on kuitenkin nykyään mahdollisuus opiskella di�erentiaalilaskentaa melko
monipuolisesti.

Di�erentiaalilaskenta tuli koulumatematiikkaan siis 1940-luvulla. Tällöin
sitä alettiin käsitellä oppikirjassa suoraan derivaatan käsitteellä. Derivaatalle
annettiin geometrinen tulkinta, jonka avulla opetettiin derivaatan käsitet-
tä. Väisälän 1960 vuonna julkaistussa uudistetussa painoksessa [30] di�eren-
tiaalilaskenta alkaa raja-arvon ja jatkuvuuden käsittelyllä, jolloin derivaat-
taakin on pystytty paremmin opettamaan niiden avulla. Raja-arvon ja jatku-
vuuden lisääminen oppikirjaan oli mielestämme merkittävä parannus, koska
jo ensimmäisessä painoksessa määriteltiin derivaatta erotusosamäärän raja-
arvona, vaikka raja-arvon käsitettä ei tunnettu. Myöhemmin derivaatalle
on annettu myös kasvunopeustulkinta, joka mielestämme lisää entisestään
derivaatan ymmärtämistä.

Teorian ymmärtämistä on pyritty parantamaan oppikirjoissa havainnol-
lisuutta lisäämällä. Tämä on havaittavissa selkeästi graa�sten esitysten, ku-
vioiden ja kaavioiden jatkuvana lisääntymisenä. Oppikirjojen parannus on
tuonut mukanaan myös yhteenvetoja ja kertaussivuja. Lisäksi oppikirjojen
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keskesiä asioita on korostettu erilaisilla tehostuskeinoilla, kuten väreillä ja
kehyslaatikoilla. Asiaan johdattelevien esimerkkien määrä on selvästi lisään-
tynyt ja nykyään kappaleet alkavat usein esimerkeillä. Näin opiskelijat voivat
tutustua uuteen opetettavaan asiaan etukäteen jo opetettujen asioiden avul-
la. Kun lausetta tai määritelmää edeltää jokin konkreettinen esimerkki, ni-
in teoria on helpommin ymmärrettävissä. Nämä muutokset ovat lisänneet
opiskelijoiden mahdollisuutta opiskella asioita myös itsenäisesti. Oppikirjoista
on siis ajan myötä muotoutunut yhä oppilaskeskeisimpiä.

Samalla kun oppikirjojen teoriaosuuksien sisältöjä on kevennetty ovat
jotkin esimerkit ja tehtävät kuitenkin havaintojemme mukaan muuttuneet
yhä vaativimmiksi. Tosin helppojakin tehtäviä on edelleen paljon mukana.
Kun 1940-luvulla monet esimerkit olivat lähinnä mekaanisia laskutoimituk-
sia, niin nykyään esimerkit ovat hyvin monipuolisia ja hyödyntävät derivaat-
taa usealla eri tavalla. Esimerkkien määrä on lisääntynyt huomattavasti ja
samalla myös soveltavien esimerkkien osuus on kasvanut. Sama kehitys on
nähtävissä myös tehtävissä. 70-luvulta lähtien opiskelijoiden arjesta otetut
esimerkit ovat huomattavasti lisääntyneet, mikä on lisännyt omalta osaltaan
mielenkiintoa matematiikkaa kohtaan ja tehnyt matematiikasta konkreet-
tisempaa. Vaikka aikaa on kulunut aineistomme vanhimman ja uusimman
oppikirjan julkaisun välillä kuusi vuosikymmentä, niin jotakin on pysynyt
samanakin. Oppikirjoissa nimittäin ensimmäinen esimerkki derivaatasta on
otettu yleensä funktiosta f(x) = x2, useimmiten vielä pisteestä (1, 1).

Esimerkkien ja tehtävien määrä on kasvanut. Täten opettajilla on mah-
dollisuus valikoida sopivia tehtäviä tilanteen mukaan. Myös opiskelijat voivat
keskittyä niihin tehtäviin, jotka tuntuvat mielenkiintoisilta tai joissa he tarvit-
sevat lisää harjoitusta. Toisaalta esimerkkien jatkuva lisääntyminen on saat-
tanut johtaa siihen, että opiskelijoilla on ehkä liikaakin materiaalia, johon
voi tukeutua tehtäviä tehdessään. Tällöin opiskelijoiden oma pohdinta ja on-
gelmanratkaisu voivat jäädä liian vähälle. Tehtävien runsaus saattaa myös
johtaa siihen, että ratkomisesta tulee pelkää rutiinia.

1980-luvulla tuli uudenlainen esimerkkityyppi oppikirjoihin. Keskustelue-
simerkit havainnollistivat oppimisprosessia. Harmiksemme keskusteluesimer-
kit eivät vakiinnuttaneet asemaansa oppikirjoissa. Keskustelu on nimittäin
hyvä menetelmä opettaa asioita, koska siinä näkee ajatuksen kulun sekä aja-
tusprosessin. Sen avulla voi myös löytää virheitä ajatuksen kulussa, kun
toinen oikaisee tai molemmat osapuolet huomaavat yhdessä vääristyneen
käsityksen. Toisaalta esille tulleet väärinkäsitykset saattavat sekoittaa opiske-
lijaa. Mielestämme keskusteluesimerkit olisivat rikastuttaneet oppikirjojen
sisältöä. Saamamme tiedon mukaan keskusteluesimerkkejä on kuitenkin pi-
detty lapsellisina ja siksi ne on karsittu pois.

Ylioppilastehtävät pohjautuvat pitkälti oppikirjoissa opetettaviin asioi-
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hin, ja tehtävätyypit ovat samoja kuin vastaavien aikojen oppikirjoissa. Sekä
oppikirjoissa että ylioppilaskokeissa minimointi- ja maksimointi- sekä ääriarvo-
ja funktion kulkuun liittyvät tehtävät ovat säilyneet 1940-luvulta tähän päi-
vään. Geometrian osuus di�erentiaalilaskennassa oli aluksi hyvin vahva, mikä
näkyi sekä oppikirjoissa että ylioppilaskokeissa. Geometriset tehtävät olivat
hyvin soveltavia, mikä nosti di�erentiaalilaskennan tehtävien vaikeustasoa.
Tämä on yllättävää ottaen huomioon sen, että di�erentiaalilaskenta vasta
teki tuloaan kouluopetukseen.

Aina oppikirjoissa esitetyt asiat eivät kuitenkaan päädy ainakaan heti
ylioppilaskokeeseen. Vanhimmissa oppikirjoissa oli runsaasti tehtäviä, joissa
määritettiin käyrän tangentti derivaatan avulla. Kuitenkin vasta 90-luvulla
käyrän tangenttiin liittyvät tehtävät alkoivat yleistyä ylioppilaskokeessa. Myös
korkeamman kertaluvun derivaatta on kuulunut kautta aikojen lukion oppi-
sisältöön, mutta ylioppilaskokeessa ei siihen liittyviä tehtäviä ole juurikaan
ollut. Siten ei myöskään ole ylioppilastehtäviä, joissa määritetään käyrien ku-
peruutta ja käännepisteitä. Tehtäviä, joissa pyydetään derivoimaan annettu
funktio, on ollut oppikirjoissa siitä asti, kun di�erentiaalilaskenta tuli koulu-
opetukseen, mutta ne yleistyivät ylioppilaskokeessa vasta 1970-luvulla.

Kaiken kaikkiaan di�erentiaalilaskennan teoria on keventynyt; täsmällisiä
todistuksia ja joitakin lauseita on karsittu. Di�erentiaalilaskennan sisältö on
kuitenkin laajentunut huomattavasti. Opetettaviin asioihin on tullut lisää
matematiikan sovellutuksia ja erilaisia derivaatan käyttömahdollisuuksia. Li-
säksi opiskelija voi nykyisin valita analyysin jatkokurssin, jossa di�erenti-
aalilaskennan taitoja lisätään. Tutkimustulostemme perusteella emme siis
voi sanoa, että kirjojen matematiikan vaikeustaso olisi laskenut ainakaan dif-
ferentiaalilaskennan osalta.

Oppimistulokset heikkenevät kuitenkin koko ajan. Markku Halmetoja [7]
kirjoittaa: �Tilanteen huonoutta kuvaa se, että ylioppilaskokeesta joudutaan
päästämään läpi kahdeksalla pisteellä, tekniset korkeakoulut joutuvat jär-
jestämään tukiopetusta, osa ammattikorkeakoulujen insinööriopiskelijoista ei
ymmärrä edes peruslaskutoimituksia, ja, mikä pahinta, tulevat matematiikan
aineenopettajat eivät hallitse alansa peruskäsitteitä, joita heidän oletetaan
myöhemmin opettavan�. Hänen [7] mukaansa oppimistulosten heikkenemisen
syynä on se, että nykyisin asiat pitää omaksua nopeammin. Aikaisemmin
oppilaat jaettiin matematiikassa jo silloisen yläasteen aikana kolmeen taso-
ryhmään. Tällöin matematiikasta kiinnostuneiden oppisisältöihin kuului jo
yläasteella monia asioita, jotka opiskellaan nykyään vasta lukiossa. Tasokurs-
sien poistamisen ja opetussuunnitelmien muuttamisen myötä matematiikka
on Halmetojan [7] mukaan kokonaan poistunut peruskoulusta ja korvautunut
laskennolla. Tällöin samat asiat, jotka ennen opiskeltiin yläasteen ja lukion
aikana, opiskellaan nykyisin ainoastaan lukion pitkässä matematiikassa.
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Mielestämme Halmetoja nostaa esiin hyvin tärkeän asian. Olisi erittäin
tärkeää keskustella laajemminkin nykyisen matematiikan opetuksen tilasta.
Nykyisellä järjestelmällä jatkaen on vaarana, että oppimistulokset heikke-
nevät entisestään. Lukion pitkässä matematiikassa opiskellaan kyllä paljon
asioita, mutta matematiikkaa hallitaan vain pintapuolisesti. Opiskelijat tar-
vitsevat nykyistä enemmän aikaa kaikkien lukiossa opetettavien asioiden
omaksumiseen. Olisi siis tarpeellista miettiä uudelleen matematiikan opetuk-
sen järjestämistä sekä peruskoulussa että lukiossa, jotta oppimistulokset pa-
ranisivat.

7 Lopuksi

Tutkimuksemme tekeminen oli hyvin mielenkiintoista ja syvensi ymmärrys-
tämme di�erentiaalilaskennasta. Oli antoisaa perehtyä koulumatematiikan
historiaan, vaikkakin vaan di�erentiaalilaskennan osalta. Uskomme, että tä-
män tutkielman tekemisen jälkeen pystymme itse opettamaan differentiaali-
laskentaa entistä paremmin. Koulumatematiikan historiaa olisi toki ollut
mukava tutkia laajemminkin. Tällöin olisimme saaneet paremman kuvan
esimerkiksi mahdollisesta koulumatematiikan tason laskusta tai oppimistu-
losten heikkenemisestä.

Tutkimme eri aikojen oppikirjat ja ylioppilastehtävät melko tarkasti. Ope-
tusuunnitelmat saimme useista yrityksistä huolimatta opetushallituksesta
vasta viime metreillä, joten tyydyimme tarkastelemaan opetussuunnitelmia
vain pintapuolisesti. Opetussuunnitelmia olisi ollut mukava tutkia enem-
mänkin ja tarkastella, miten opetussuunnitelmien sisällöt vastaavat oppikir-
jojen sisältöjä. Mielenkiintoista olisi ollut myös selvittää di�erentiaalilasken-
nan tuloa koulumatematiikkaan. Miksi ja miten se on saatu opiskeltaviin
asioihin?

52



Viitteet

[1] M. Apajalahti, Y. Laine, R. Tanskanen, Lukion matematiikka 2, pitkä

kurssi. Otava, 1974.

[2] M. Apajalahti, Y. Laine, R. Tanskanen, Lukion matematiikka: Laaja op-

pimäärä, Kurssit 5-8. Otava, 1983.

[3] A. Browder, Mathematical Analysis: An Introduction. Springer, 2000.

[4] M. Halmetoja, K. Häkkinen, J. Merikoski, L. Pippola, H. Silfverberg,
T. Tossavainen, T. Laurinolli, T. Sankilampi, Matematiikan taito 7:

Derivaatta. 1. painos, WSOY, 2006.

[5] M. Halmetoja, K. Häkkinen, J. Merikoski, L. Pippola, H. Silfverberg, T.
Tossavainen, T. Laurinolli, T. Sankilampi, Matematiikan taito 8: Juuri-

ja logaritmifunktiot. 1. painos, WSOY, 2006.

[6] M. Halmetoja, K. Häkkinen, J. Merikoski, L. Pippola, H. Silfverberg,
T. Tossavainen, T. Laurinolli, T. Sankilampi, M-L. Viilo, K. Väänänen,
Matematiikan taito 9: Trigonometriset funktiot ja lukujonot. 1. painos,
WSOY, 2007.

[7] M. Halmetoja, Ei edelleenkään kuninkaantietä matematiikkaan.
Arkhimedes 5-6/2007, s.11.

[8] N. Kallio, P. Heinänen, P. Woivalin, Matematiikan esimerkkikirja IV:

ylioppilastehtävät 1961-1974. WSOY, 1974.

[9] J. Kangasaho, J. Mäkinen, J. Oikkonen, J. Paasonen, M. Salmela, Pitkä
matematiikka: Di�erentiaalilaskenta 1. 1.-4. painos, WSOY, 1996.

[10] J. Kangasaho, J. Mäkinen, J. Oikkonen, J. Paasonen, M. Salmela, Pitkä
matematiikka: Di�erentiaalilaskenta 2. 1.-4. painos, WSOY, 1996.

[11] J. Kangasaho, J. Mäkinen, J. Oikkonen, J. Paasonen, M. Salmela,
J. Tahvanainen, Pitkä matematiikka: Derivaatta. 1. painos, WSOY, 2006.

[12] J. Kangasaho, J. Mäkinen, J. Oikkonen, J. Paasonen, M. Salmela,
J. Tahvanainen, Pitkä matematiikka: Juuri- ja logaritmifunktiot. 1.-2.
painos, WSOY, 2007.

[13] J. Kangasaho, J. Mäkinen, J. Oikkonen, J. Paasonen, M. Salmela,
J. Tahvanainen, Pitkä matematiikka: Trigonometriset funktiot ja luku-

jonot. 1. painos, WSOY, 2007.

53



[14] P. Kontkanen, J. Lehtonen, K. Luosto, J. Nurmi, R. Nurmiainen,
S. Savolainen, Pyramidi 3: matematiikan tietokirja. Kirjayhtymä, 1999.

[15] A. Lahtinen, L. Myrberg, Matematiikan ylioppilastehtävät ratkaisuineen

1992-2001. MFKA-Kustannus, 2001.

[16] A. Lahtinen, L. Myrberg, Matematiikan ylioppilastehtävät ratkaisuineen

1997-2006. MFKA-Kustannus, 2006.

[17] R. Laurén, E.A. Kannisto,Matemaattiset tehtävät ylioppilastutkinnoissa

vuosina 1923-1957. Gummerus, 1958.

[18] H. Miinala, H. Salimäki, M. Vuorinen, Uuden lukion matematiikka 2:

laaja oppimäärä. WSOY, 1983.

[19] J. Merikoski, T. Sankilampi, T. Laurinolli, Matematiikan taito 6-7: Dif-

ferentiaalilaskenta 1-2. WSOY, 2002.

[20] R. Metsänkylä, T. Pursiheimo, Matematiikan tehtävät ylioppilastutkin-

noissa 1988-95. Otava, 1995.

[21] L. Myrberg, Di�erentiaali ja -integraalilaskenta korkeakouluja varten,

osa 1. Kirjayhtymä, 1999.

[22] L. Myrberg, Di�erentiaali ja -integraalilaskenta korkeakouluja varten,

osa 2. Kirjayhtymä, 2001.

[23] L. Myrberg, Matematiikan ylioppilastehtävät ratkaisuineen. MFKA-
Kustannus, 1984.

[24] H. Oinas-Kukkonen, J. Merikoski, R. Niva, Akseli 2. Weilin + Göös,
1983.

[25] H. Oinas-Kukkonen, J. Merikoski, R. Niva, Akseli 2. Weilin + Göös,
1990.

[26] K. Pekkala, H. Oinas-Kukkonen, Lukion algebra 2. WSOY, 1970.

[27] K. Pekkala, H. Oinas-Kukkonen, Lukion algebra 3. WSOY, 1971.

[28] S. Salas, E. Hille, G.J. Etgen, Calculus: One and several variables. 9th
Ed., Wiley, 2003.

[29] K. Väisälä, Algebran oppi- ja esimerkkikirja II. WSOY, 1956.

[30] K. Väisälä, Algebran oppi- ja esimerkkikirja 2. WSOY, 1970.

54



Liitteet

55














































































































































































