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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa kasitellaan reaalilukujonoja ja reaalilukusarjoja ja erityi-
sesti niiden suppenemista. Luvussa 2 lukujonolle ja lukujonon suppenemiselle
annetaan méaaritelmét ja esitetdan lukujonon suppenemiselle riittavia ja valt-
taméattomia ehtoja. Tullaan myos todistamaan, etta lukujono suppenee vain
yhteen lukuun ja ettd jokainen suppeneva lukujono on rajoitettu. Liséksi an-
netaan esimerkkeja seka suppenevista etta hajaantuvista lukujonoista. Paa-
huomio on reaalilukusarjojen tarkastelussa. Niitd kasitelladan luvussa 3. Sar-
jalle ja sarjan suppenemiselle annetaan méaritelmét. Sarjojen suppenemiselle
todistetaan riittavid ja valttaméattomia ehtoja. Erityisesti tarkastellaan sup-
penevien vaihtelevatermisten sarjojen termien itseisarvoista muodostuvien
sarjojen suppenemista. Tallaisia suppenevia sarjoja kutsutaan itseisesti sup-
peneviksi, jos termien itseisarvoista muodostettu sarja suppenee. Vastaavasti
niita kutsutaan ehdollisesti suppeneviksi, jos termien itseisarvoista muodos-
tettu sarja ei suppene. Taman tutkielman péaatuloksena tullaan osoittamaan,
ettd ehdollisesti suppeneva sarja saadaan suppenemaan mihin tahansa halut-
tuun reaalilukuun. Lahdekirjallisuutena on péaasiassa kaytetty Edward D.
Gaughanin teosta Introduction to analysis.
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1 Johdanto

Tassé tutkielmassa paahuomio keskittyy reaalilukusarjoihin ja niiden suppe-
nemis- ja hajaantumisehtojen tutkimiseen. Naité asioita tutkitaan tarkem-
min luvussa 3. Lukua 3 varten kasitelladn ensin sarjoihin laheisesti liittyvien
lukujonojen ominaisuuksia luvussa 2. Pykalédssa 2.1 maéritelladn lukujono ja
lukujonon suppeneminen ja todistetaan lukujonojen suppenemista koskevia
ehtoja. Pykéla 2.2 keskittyy Cauchyn jonoihin seka luvun ympaériston ja jou-
kon kasautumispisteiden kasitteisiin. Pykélan 2.3 padhuomio keskittyy kah-
desta lukujonosta aritmeettisilla operaatioilla muodostettujen uusien lukujo-
nojen suppenemisen tarkastelemiseen. Pykaléssd 2.4 tutkitaan lukujonojen
suppenemista niiden osajonojen suppenemisen avulla. Lisdksi maéritellaan
monotonisuuden késite ja todistetaan, ettéd rajoitetut monotoniset lukujonot
ovat suppenevia.

Pykalassa 3.1 maéaritelladn ensin kéasite sarja ja muita kasitteitd, jotka
liittyvat olennaisesti sarjoihin. Lisédksi méaéritelladn sarjan suppeneminen ja
annetaan sarjan suppenemiselle valttamattomia ehtoja ja esimerkkeja seka
suppenevista ettd hajaantuvista sarjoista. Pykélassa 3.2 maéritellaan itsei-
sesti ja ehdollisesti suppenevat sarjat ja todistetaan lause, vertailuperiaate,
jonka avulla voidaan tutkia suppeneeko tietty sarja itseisesti. Pykéalassa 3.3
esitetddn osamadri- ja juuritestit, joiden avulla voidaan myos tutkia sup-
penevatko tarkasteltavat sarjat itseisesti vai hajaantuvatko ne. Pykaldn 3.4
aiheena on vaihtelevatermisten sarjojen suppeneminen. Téassé pykaléassé to-
distetaan vaihtelevatermisten sarjojen suppenemista koskeva tarkea lause,
Leibnizin lause. Lisdksi maaritelladn kahden sarjan Cauchyn tulon kasite ja
todistetaan, etté itseisesti suppenevan ja suppenevan sarjan Cauchyn tulolla
muodostettu sarja suppenee.

Pykala 3.5 on tdman tutkielman kannalta oleellisin luku. Siiné tutkitaan
sarjojen uudelleenjarjestamista bijektioiden avulla. Ensin todistetaan lause,
jonka mukaan itseisesti suppenevien sarjojen summa ei muutu, vaikka sarjat
jarjestettaisiin uudelleen. Pykalén 3.5 tarkein todistettava tulos on lause, jon-
ka mukaan ehdollisesti suppenevan sarjan summaksi saadaan mika tahansa
reaaliluku uudelleenjarjestamalld sarja sopivasti. Ennen téata lausetta esite-
taan lauseen todistuksen kannalta oleellinen maaritelma, joka jakaa sarjan
ei-negatiiviset ja negatiiviset termit eri sarjoihin.

Lukijalta edellytetaén analyysin perusasioiden hallintaa, mm. e-tekniikan
ja itseisarvojen osaamista. Pddosin lahdekirjana on kaytetty Gaughanin teos-
ta Introduction to Analysis (ks. [2]).

2 Lukujonot

Tassé luvussa kasiteltdavia lukujonoja tarvitaan tarkasteltaessa myohemmin
reaalilukusarjoja. Tama luku toimii siis pohjustuksena tutkielman varsinai-



selle aiheelle.

2.1 Lukujonot ja suppeneminen

Seké lukujonojen etté sarjojen tapauksessa huomio kohdistuu lahinné niiden
suppenemisen ja hajaantumisen tarkasteluun. Aloitetaan tarkastelu antamal-
la lukujonolle méaaritelma.

Maaritelma 1. Lukujono on funktio, jonka maérittelyjoukkona on positii-
visten kokonaislukujen joukko.

Jos a on lukujono, niin kirjoitetaan a(n) = a, kaikilla positiivisilla koko-
naisluvuilla n ja kirjoitetaan lukujono muodossa a = {a,, }22 ;. Termié a,, kut-
sutaan lukujonon n. termiksi. Jos m # n, niin a,, ja a, katsotaan lukujonon
eri termeiksi, vaikka olisikin a,, = a,,. Reaaliluvuista koostuvaa lukujonoa
kutsutaan reaalilukujonoksi. Seuraavassa annetaan esimerkkejé reaalilukujo-
noista.

Esimerkki 1. Lukujono, jonka n. termi on % voidaan kirjoittaa

11" (11111
onf 12747687107

Lukujono, jonka n. termi on n? voidaan kirjoittaa
{n?}22, ={1,4,9,16,25,...}

Seuraavaksi méaritelldaan lukujonon suppeneminen, jonka ideaa tarkas-

tellaan ensin seuraavassa. Lukujonon {%}OO . termit lahestyvat nollaa riit-
n—

tavan suurella n:n arvolla. Jos termien halutaan eroavan nollasta esimerkiksi
enintdan 0.025:114, niin selvasti kaikki lukujonon {i} . termit 20. alkaen

2n J =
toteuttavat ehdon.

Maaritelma 2. Lukujono {a, }°, suppenee reaalilukuun A eli lim,, . a,, =
A, jos ja vain jos jokaisella luvulla € > 0 on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku N, etté kaikilla luvuilla n > N pétee |a,, — A| < e.

Lukua A, johon lukujono suppenee, kutsutaan lukujonon raja-arvoksi.
Edellisessa maaritelméassa on syyta huomata, ettéd luvun N valinta voi riippua
ensin valitusta luvusta e. Lukujonon suppenemista voidaan tarkastella myos
lukujonon termien infimumien ja supremumien avulla, ks. [1, s.184-185].

Epayhtalo |a, — A| < € voidaan ilmaista myds toisin. Jos a ja b ovat
reaalilukuja ja € > 0, niin |a — b] < €, jos ja vain jos b —€ < a < b+ €.
Samoin {a,}>2; suppenee lukuun A, jos ja vain jos jokaisella luvulla € > 0
on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N, ettd A — € < a,, < A+,
kun n > N.

Seuraavassa madaritelladn termit suppeneva ja hajaantuva lukujono.



Maaritelma 3. Lukujono {a,}2°, on suppeneva, jos ja vain jos on olemassa
sellainen reaaliluku A, ettd {a,}>°, suppenee lukuun A. Jos {a,}?, ei ole
suppeneva, se on hajaantuva.

Seuraavassa esimerkki seka suppenevasta ettd hajaantuvasta lukujonosta.

k= {)

n=1

Esimerkki 2. Lukujono

suppenee lukuun 0, silla jos valitaan € = 0.025, niin pétee |a,, —0| = \% —0| =
i < €, kun n > 21. Samoin jos valitaan e = 0.00025, talloin luvuksi NV kelpaa
2001. Huomataan, etta kaikilla luvuilla € > 0 on olemassa luku N, jolla patee
% < €, kun n > N. Itse asiassa tdméa patee, kun n > N > i

Lukujono
1+ (=)™~
{Jrg)} =1{0,1,0,1,0...}

n=1
saa vain arvoja 0 ja 1, mutta se ei suppene, koska ei ole olemassa raja-arvoa
A, jolla pétisi yhté aikaa sekd |0 — A| < € ettd |1 — A| < € millid tahansa
luvulla € > 0.

Seuraava madritelma ja apulause tarvitaan todistettaessa lauseessa 1, etté
lukujono suppenee vain yhteen lukuun.

Maaritelma 4. Reaalilukujen joukko () on reaaliluvun x ympdristo, jos ja
vain jos on olemassa sellainen € > 0, ettd (z — €,z +¢€) C Q.

Erityisesti kaikilla € > 0, vali (z — €,z + €) on luvun z ymparisto.

Apulause 1. Lukujono {a,}2, suppenee lukuun A, jos ja vain jos jokai-
nen luvun A ympdristé sisdltdda kaikki paitsi ddarellisen mdadrdn lukujonon
termeista.

Todistus. Oletetaan, ettd {a,}>°, suppenee lukuun A. Olkoon @ luvun A
ympéristo. Silloin on olemassa € > 0, jolla péatee (A — €, A+ ¢€) C Q. Koska
{a,}52 | suppenee lukuun A ja € > 0, niin |a, — A| < €, kun n > N. Toisin
sanoen luvuille n > N pétee A—e < a, < A+e¢, joten a,, € (A—e, A+e€) C Q.
Néin ollen @ sisaltaa kaikki lukujonon termit, paitsi mahdollisesti joitakin
termeista aq,as,...,ay_1, joten @) sisaltda kaikki paitsi aérellisen madran
lukujonon termeista.

Oletetaan nyt, ettd jokainen luvun A ympéristo sisaltda kaikki paitsi
ddrellisen maaran lukujonon {a,}52, termeisté. Valitaan ¢ > 0. Silloin Q =
(A—¢€,A+¢€) on luvun A ympéristo, joka sisiltdd kaikki paitsi dérellisen
maaran lukujonon termeistd. Siis on olemassa sellainen aarellinen joukko
S = {ni,ng,ns,...,n,} positiivisia kokonaislukuja, ettd jos a, ¢ @, niin
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n € S. Olkoon N = (maxS) + 1. Nyt, jos n > N, niin n ¢ S ja joukon
S maéaritelmén perusteella a, € @, jolloin siis A — ¢ < a, < A+ € tai
yhtépitavésti |a, — A| < e. On siis todistettu, ettd lukujono {a, }5°; suppenee
lukuun A, silla |a,, — A| <€, kunn > N. O

Seuraavassa todistetaan, ettd lukujonon raja-arvo on yksikésitteinen.
Lause 1. Jos {a,}2 | suppenee sekd lukuun L ettd lukuun M, niin L = M.

Todistus. (Ks. [3, s. 604-605].) Tehddén vastaoletus, ettd L # M, jolloin
$|L — M| > 0. Koska oletuksena on, etté

lim a, =L, lima,=M
n—oo

n—o0o

niin on olemassa sellaiset luvut K, ja Ks, ettd kun n > Ky, niin
1
la, — L| < §|L—M|

ja kun n > Ky, niin
1
la, — M| < 5\L—M|.

Téssd siis on valittu e = £|L — M|. Nyt luvuille n > max{K;, K,} pétee
la, — L| + |a, — M| < |L — M|.
Kolmioepayhtalon avulla saadaan
|L = M| =|(L = an) + (an = M)| < |L = an| + |an — M].
Tama on ristiriita, silla nyt
|L — M| =|L—a,|+ |a, — M| < |L— M|.
Siis vastaoletus L # M on véara ja vaite L = M pétee. m

Seuraavassa tarkastellaan lukujonon suppenemista ja hajaantumista sen
termien saamien arvojen perusteella. Esimerkiksi lukujono {n?}2, ei suppe-
ne, silld sen termit suurenevat rajatta. Lukujonon {a,}°, sanotaan olevan
ylhadltd rajoitettu, jos ja vain jos on olemassa sellainen reaaliluku M, etta
a, < M kaikilla kokonaisluvuilla n. Lukujono on vastaavasti alhaalta rajoi-
tettu, jos ja vain jos on olemassa sellainen reaaliluku P, etta P < a, kai-
killa kokonaisluvuilla n. Lukujono on rajoitettu, jos ja vain jos on olemassa
sellaiset luvut P ja M, etta P < a, < M kaikilla kokonaisluvuilla n. Yh-
tapitavasti voidaan myos kirjoittaa, ettd lukujono on rajoitettu, jos ja vain
jos on olemassa sellainen reaaliluku S, etté |a,| < S kaikilla kokonaisluvuilla
n. Oletetaan nyt, ettd {a,}°>, suppenee lukuun A. Jos valitaan luvulle A
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jonkin ympéristo, niin lukujonon kaikki termit, darellistd méaraa termeja lu-
kuunottamatta, kuuluuvat tdhén ympéristoon. Erityisesti, jos valitaan luvun
A ympéristoksi vali (A — 1, A + 1), niin on olemassa sellainen kokonaisluku
N,ettdi A—1 < a, < A+ 1 kaikilla luvuilla n > N. Siis kaikki lukujonon
termit, lukuunottamatta mahdollisesti joitakin termeista ay, as, as,...,an_1,
on rajoitettu alhaalta luvulla A — 1 ja ylhdalta luvulla A + 1. Koska termit
ai,as,as,...,an_q1 ovat reaalilukuja, niin myos naille luvuille on helppo 16y-
taa ala- ja ylarajat. Siis koko lukujonolle 16ydetaén ylé- ja alarajat.

Seuraava lause kertoo, etta jokaiselle suppenevalle lukujonolle 16ydetaan
yla- ja alarajat.

Lause 2. Jos lukujono {a,}>2 | suppenee lukuun A, niin lukujono {a,}>
on rajoitettu.

Todistus. Oletetaan, etta {a,}5°, suppenee lukuun A. Valitaan ¢ = 1. Tél-
16in on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N, ettd A — 1 < a,, <
A+ 1, kun n > N. Olkoon joukko S = min{ay,as,as,...,an_1,A — 1} ja
olkoon joukko M = max{ay,as,as,...,anx_1, A+ 1}. Silloin kaikilla n patee
S < a, < M. Niin ollen {a,}%, on rajoitettu. O

Edellisen lauseen perusteella tiedetaan siis, ettéd lukujono, joka ei ole ra-
joitettu, ei voi olla mydskaén suppeneva. Seuraavassa esimerkissa tutkitaan
lukujonoa, jonka termit huomataan luvussa 3 olevan vastaavan sarjan osa-
summia.

Esimerkki 3. Maéritellaan lukujono {a,}22 ; seuraavasti: a; = 1,as = 1 +
%,(13 = 1—1—%—4—%, ey = 1—1—%—#%—1—- . -—1—%. Tutkitaan, onko tdma lukujono
suppeneva. Ryhmitellddn lukujonon termit asn :n avulla. Talloin saadaan

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a2n:1+2+<3+4>+<5+6+7+8>+"'+<2n_1+1+'“+2n>
2 4 4 &8 8 8 8 2n 2n

1 1 1 1 n
=1+-+2(=|+4(z ]+ -+ =) =1+ =.
ryr2(q)afg) v () =14

Néin ollen lukujono ei ole rajoitettu ja se ei siis suppene.

Huomautus. Lukujonon osoittaminen suppenevaksi vaatii ensin mahdollisen
raja-arvon arvaamista ja taman arvellun raja-arvon todistamista oikeaksi.
Monessa tapauksessa oikean raja-arvon loytdminen on hankalaa, mutta kun
raja-arvo on loytynyt, lukujonon suppenemisen tdhan lukuun osoittaminen
voi olla varsin helppoa.

Seuraavassa esimerkissa yritetddn ensin arvata mahdollinen raja-arvo ja
osoitetaan, ettd tama todella on kyseisen lukujonon raja-arvo.



Esimerkki 4. Tarkastellaan lukujonoja {5152, ja {1 + 5= }°°,. Aiemmin
on osoitettu, ettd lukujono {i}?:l suppenee lukuun 0, joten arvattavasti
{1+ 5-}22, suppenee lukuun 1. Todistetaan, ettéd nédin on. Valitaan ¢ > 0.
Olkoon N miké tahansa positiivinen kokonaisluku, joka on suurempi kuin 1

Silloin, kun n > %, ‘
1 1 1
1+—]-1=—<—=<e
)( +2n> ‘ 2n — N ¢

2.2 Cauchy-jonot

Tassa pykalassa kéasiteltavat Cauchyn jonot ovat sellaisia lukujonoja, joiden
termit tietystd indeksistd alkaen ovat mielivaltaisen lahella toisiaan. Anne-
taan Cauchyn lukujonolle tarkka méaritelmé seuraavassa.

Maaritelma 5. Lukujonoa sanotaan Cauchyn lukujonoksi, jos ja vain jos
jokaisella luvulla € > 0 on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku NV,
etta

lay, — am| <€,

kun m,n > N.

Oletetaan, etté lukujono {a,}22, suppenee lukuun A. Silloin siis lukujo-
non termien taytyy lahestya lukua A ja erityisesti, jos seké a,, ettd a,, ovat
léhelld A:ta, niin ne ovat myos lidhella toisiaan. Tamé patee myos seuraavassa
esimerkissa.

Esimerkki 5. Tarkastellaan jélleen lukujonoa {1 + %}2‘;1, joka suppenee

lukuun 1. Valitaan ¢ > 0. Apulauseen 1 perusteella on olemassa sellainen
positiivinen kokonaisluku N, ettda 1 —€ < a, < 1+ejal—e < a,, < 1+¢, kun
n,m > N. Siis kaikilla n,m > N pétee a, € (1—¢,14¢€) jaa,, € (1—¢,1+4€).
Joukko (1 —€,1 + €) on véli, jonka pituus on 2¢, joten |a, — a,,| < 2¢, kun
n,m > N.

Edellisessa esimerkissé olisi luvun e tilalle voitu valita myos £, jolloin
olisi saatu méaritelmédn mukainen muoto. Néin tehd&an seuraavan lauseen

todistuksessa.
Lause 3. Jokainen suppeneva lukujono on Cauchyn lukujono.

Todistus. Oletetaan, ettd lukujono {a, }5°, suppenee lukuun A. Valitaan € >
0. Silloin myo6s § > 0. Télléin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku
N, ettéd |a, — A| < §, kun n > N. Edelleen, jos n,m > N, niin |a, — A| < §
ja lam — Al < §, joten

lan — am| = lan — A+ A —ap| <l|a, — Al + |A — ap

:|an—A|+|am—A|<§+§:e.



Niin on todistettu, ettd suppeneva lukujono {a,}°; on Cauchyn lukujono.

[]

Edellisen lauseen perusteella siis tiedetdan, etta jos lukujono ei ole Cauc-
hyn lukujono, se ei myoskaan suppene. Seuraavassa todistetaan, etté kaikki
Cauchyn jonot ovat seka ylhaalta etta alhaalta rajoitettuja.

Lause 4. Jokainen Cauchyn jono on rajoitettu.

Todistus. Tarkastellaan Cauchyn jonoa {a,}°,. Valitaan ¢ = 1. Talléin on
olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N, etté kaikilla luvuilla n, m >
N patee |a, — a,,| < 1. Erityisesti patee N > N, joten kun n > N,
niin |ay — a,| < 1. Siis toisin sanoen ay — 1 < a, < ay + 1. Kuten

jo aiemmin on mainittu, termeille aq,as...,ay_1 on helppo loytaa yla- ja
alarajat, joten kaikilla termeilld a, patee —M < a, < M, missé M =
max{|ai|,|az|,...,|an_1|,|an| + 1}. Siis Cauchyn jono {a,}, on rajoitet-
tu. [

Seuraavassa maaritelldan kasite kasautumispiste, jota kaytetaan tarkas-
teltaessa Cauchyn jonojen suppenemista ja raja-arvoja.

Maaritelma 6. Olkoon S joukko reaalilukuja. Reaaliluku A on joukon S
kasautumispiste, jos ja vain jos jokainen A:n ympéristo sisiltad aarettoman
monta joukon S alkiota.

Maéritelmén mukaan luvun A ei tarvitse olla joukon S alkio ollakseen
kasautumispiste. Nain ollen, jos A on joukon S kasautumispiste, niin jokai-
sen luvun A ympériston on siséllettava vihintdan yksi joukon S piste, joka
ei ole A. Toisaalta jos A ei ole joukon S kasautumispiste, niin jokin luvun A
ymparisto siséltad vain aarellisen maédran joukon S alkioita. Talloin on mah-
dollista 16ytaé viela pienempi luvun A ympaéristo, joka ei sisallé ainuttakaan
joukon S alkioita lukua A lukuunottamatta. Seuraava apulause muotoilee
taman.

Apulause 2. Olkoon S joukko reaalilukuja. Silloin luku A on joukon S ka-
sautumispiste, jos ja vain jos jokainen luvun A ympdristo sisdltda luvusta A
eroavan joukon S alkion.

Seuraavassa esimerkki joukosta, jonka kasautumispiste ei ole joukon alkio.

Esimerkki 6. Olkoon joukko S = {% :n € Z, }. Tama joukko on lukujonon
{5-}22, arvojoukko. Aiemmin on osoitettu, ettd lukujono {5-}°2; suppenee
lukuun 0, joten jokainen luvun 0 ymparisto sisdltaa aarettoméan méaaran luku-

jonon termejé. Lisdaksi kaikki lukujonon termit ovat erillisia (siis kun m # n,

niin 5 # o-), joten jokainen luvun 0 ympéristo sisiltdd ddrettoman madran
m 2n

joukon S alkioita. Siis 0 on joukon S kasautumispiste, vaikka 0 ¢ S.



Huomautus. Suppenevan lukujonon raja-arvo ei ole aina lukujonon arvojou-
kon kasautumispiste. Téasta kertoo seuraava esimerkki.

Esimerkki 7. Tarkastellaan lukujonoa {a,}52,, missi a, = 1 kaikilla lu-
vuilla n. Lukujono suppenee selvasti lukuun 1. Koska lukujono saa arvon 1
kaikilla luvuilla n, luvun 1 ymparistot eivat sisalla yhtadn luvusta 1 eroa-
vaa lukujonon arvojoukon alkiota, joten lukujonon arvojoukolla ei voi olla
kasautumispistetta apulauseen 2 perusteella.

Kasautumispisteité voi olla myos useita, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 5. Jokainen reaaliluku on rationaalilukujen joukon kasautumispiste.
Jokainen reaaliluku on myds irrationaalilukujen joukon kasautumispiste.

Todistus. Olkoon x mika tahansa reaaliluku ja olkoon @ luvun z ymparisto.
Siis on olemassa sellainen € > 0, ettd (r —e€, x+¢) C Q. Lukujen z ja x+ € vé-
lissé on adreton maara rationaalilukuja, joten @) siséltaéd adrettoman méaaran
rationaalilukuja. Nain ollen x on rationaalilukujen joukon kasautumispiste.
Todistus irrationaalilukujen joukon osalta on vastaava. O

Seuraava lause on erittain kayttokelpoinen, silla siind annetaan riittava
ehto sille, ettd kyseessa olevalla joukolla on vahintaan yksi kasautumispiste.

Lause 6 (Bolzano—Weierstrass). Jokaisella rajoitetulla ddrettomdlld joukolla
reaalilukuja on vahintadn yksi kasautumispiste.

Todistus. Olkoon S rajoitettu dareton joukko. Koska S on rajoitettu, on ole-
massa sellaiset reaaliluvut a ja (3, etta S C [a, 3]. Jos a7 on tdmén vélin
keskipiste, niin ainakin toinen joukoista [a, aq] ja [y, (] sisdltédé darettomén
méaran joukon S alkioita. Valitaan naisté vali, jossa alkioita on ddreton maé-
rd ja merkitddn sitd [aq, b1]. Jos ag on tdméan vélin keskipiste, niin ainakin
toinen véleistd [a1, as] ja [ag, b;] siséltad ddrettémén méédran joukon S al-
kioita. Valitaan néaista valeista se, joka sisdltad aarettoman maaran joukon
S alkioita. Jatkamalla samalla tavalla saadaan jokaisella kokonaisluvulla n
suljettu vili [ay, b,], jolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) b —an=27"(8— ),

(ii) [an, by sisdltdd adrettoman madran joukon S alkioita,

(ili)  [an,bn] C [an—1,bn-1] C ---[a1,b1] C [a, 5]

Koska [a,, b,] C [«, §] kaikilla luvuilla n, niin joukko @ = {a, : n=1,2,...}
on rajoitettu. Olkoon t = sup Q). Todistettaessa, ettda taméa luku ¢ tulee ole-
maan haluttu kasautumispiste, riittaa osoittaa, etta luvun ¢ jokainen ympa-
risto sisaltda adrettoman monta joukon S pistettd. Olkoon P miké tahansa
luvun ¢ ympaéristo. Silloin on olemassa sellainen € > 0, etta (t —e, t+¢) C P.
Nyt t — € ei ole joukon () ylaraja, silld ¢ valittiin niin, ettd se on joukon @)
pienin yléraja. Siis on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku n, ettéa



t —e <a, <t jaedelleen, jos m > n, niin edelld olevan konstruktion perus-
teella patee t—e < a,, < a,, < t. Jokainen suljettu véli [a,,, by,| siséltédé aaret-
tomén monta joukon S alkiota, joten véite on todistettu, jos 16ytyy sellainen
luku m, etta t —e < a,, < b,, < t. Edella on todettu, ettda t —e < a,, < t, kun
m > n, joten riittaa, ettd valitaan riittavian suuri luku m siten, etta péatee
m >nja2 "(f—a) < e. (Huomattakoon, etté luku 27 (8 —a) < € on vilin
[@m, byy] pituus.) Siis valitaan sellainen luku m > n, ettd 27™ (0 — a) < €,
jolloin patee t — € < a,, <t < by, = apm +27"(8 — ) < t + e. Télléin
[@m, byy] C P, joten P sisaltda ddrettoméan maaran joukon S alkioita ja ¢ on
joukon S kasautumispiste. m

Huomautus. Edellisen lauseen todistuksen alussa olisi pitédnyt osoittaa induk-
tiolla, ettd lukujono {[an, b,]}5°, voidaan rekursiivisesti méaritell& niin kuin
on tehty. Ks. tarkemmin [2, s.41].

Aiemmin lauseessa 3 todettiin, etta jokainen suppeneva lukujono on Cauc-
hyn lukujono ja seuraavan lauseen perusteella tiedetaan, ettd lukujono on
Cauchyn lukujono, jos ja vain jos se on suppeneva.

Lause 7. Jokainen Cauchyn jono on suppeneva.

Todistus. Olkoon {a,}>2, Cauchyn lukujono. Oletetaan ensin, ettd tdmén
lukujonon arvojoukko on aéarellinen, olkoon se {s1, S, ..., s,}. Valitaan

e=min{|s; —s;| i # 7, ,7=1,...,r}

Cauchyn lukujonon maaritelman mukaan on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku N, etté |a,, —an,| < €, kun n,m > N. Koska a,, = s; ja a,, = sj
joillakin j, k € {1,...,7} ja e valittiin lukujonon arvojoukon erillisten alkioi-
den pienimméksi etaisyydeksi, niin a,, = a,,, kun n,m > N. Siis lukujono on
vakio pisteestd N ldhtien, joten se suppenee.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Cauchyn lukujonon {a,}7°, arvojoukko S on
adreton. Lauseen 4 mukaan S on rajoitettu ja edelleen lauseen 6 mukaan ar-
vojoukolla S on kasautumispiste, merkitaan sitéa a:lla. Seuraavaksi todistam-
me, ettd {a,}52, suppenee lukuun a. Valitaan ¢ > 0. Koska (a — 5,a+ §) on
luvun a ymparisto, se sisdltad aarettoméan maaran joukon S alkioita. Koska
{a,}52, on Cauchyn lukujono, on olemassa sellainen positiivinen kokonais-
luku N, ettd |a, — a,| < §, kun n,m > N. Liséksi, koska vili (a — §,a + §)
sisdltad darettoman madrdn arvojoukon S alkioita, toisin sanoen &aretto-
mén méaran lukujonon {a,}>2; termeja, niin talléin on olemassa sellainen
no > N, ettd an,, € (a — 5,a+ §). Nyt jos n > ng, niin

€ €
la, — al <lan, — any| + |an, —a| < =+ = =€

2 2

Siis {a,, 22, suppenee lukuun a. O



Seuraava lause antaa yhteyden joukon kasautumispisteen ja joukon al-
kiosta muodostuvan lukujonon suppenemisen vélille.

Lause 8. Olkoon E joukko reaalilukuja. Silloin xq on joukon E kasautumis-
piste, jos ja vain jos on olemassa lukujono {x,}>° |, joka koostuu joukon E
alkiosta xq eroavista alkioista siten, ettd {x,}5°, suppenee lukuun xy.

Todistus. Olkoon xy joukon E kasautumispiste. Silloin jokaisella positiivisella
kokonaisluvulla n on olemassa sellainen piste z,, € E, etté 0 < |z, — x| < +.
Edella oleva on voimassa, silla joukko (xg — %, Ty + %) on To:n ymparisto,
joten apulauseen 2 perusteella se sisaltad joukon E pisteen, joka ei ole xg.
Riittd4 osoittaa, ettd {z,} >, suppenee lukuun zy. Valitaan € > 0. Tall6in
on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N, etta % < N. Niin ollen,
kun n > N, niin

<i<
_N_e.

S|

|z, — x| <

Siis {x,}22, suppenee lukuun .

Oletetaan nyt, ettd on olemassa lukujono {z,}> ;, joka koostuu joukon
E alkioista, joista yksikaan ei ole zg, ja etta kyseinen lukujono suppenee lu-
kuun xy. Koska jokainen luvun zy ymparisto sisaltda kaikki paitsi aérellisen
maaran edella maaritellyn lukujonon termeista, niin luvun xy jokaisen ym-
pariston taytyy sisaltda vahintadn yksi joukon E alkio, joka ei ole zy. Talloin
o on joukon F kasautumispiste apulauseen 2 perusteella. O

2.3 Lukujonojen aritmeettisia operaatioita

Téassé luvussa kasitelldan kahden lukujonon summaa, erotusta, tuloa ja osa-
madria ja niain muodostettujen uusien lukujonojen suppenemista.
Osoitetaan ensi, ettd kahden Cauchyn jonon summasta muodostettu lu-
kujono on myo6s Cauchyn jono. Oletetaan, ettd {a,}5, ja {b,}22, ovat
Cauchyn lukujonoja. Tarkastellaan lukujonoa {a, + b,}5°,. Koska lukujo-
not ovat Cauchyn lukujonoja, niin on olemassa sellainen luku N, etta seké
|an — am| < 5 ettd |b, —by,| < §, kun n,m > N. Talloin
(D) —(@m+bm)| = (@0 =)+ (Ba—bpm)| < |an—0m|+|by—byn| < g+f _—
Néin on osoitettu, ettd jos {a,}5°; ja {b,}52, ovat Cauchyn lukujonoja,
niin myos {a, + b,}5>, on. Seuraava lause kertoo lukujonon {a, + b,}>>,
suppenemisen lisdksi myos sen raja-arvon.

Lause 9. Jos {a,}>2, suppenee lukuun A ja {b,}2, suppenee lukuun B,
nim
{an +bu 302y

suppenee lukuun A+ B.
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Todistus. Valitaan ¢ > 0. Tall6in on olemassa sellainen positiivinen koko-
naisluku Ny, ettéd |a, — A| < 5, kun n > N;. Samoin on olemassa sellai-
nen positiivinen kokonaisluku Ns, ettéd |b, — B| < §, kun n > N,. Olkoon
N = max{Ny, Ny}. Silloin, kun n > N, niin

(@n+b0) = (A+ B)] = l(an = A)+ (b= B)| < law— Al +1ba— B < 5+ 5 = e

Siis lukujono {a, + b,}52, suppenee lukuun A + B. O

Seuraavaksi todistetaan, ettd kahden suppenevan lukujonon tulo suppe-
nee lukujonojen raja-arvojen tuloon.

Lause 10. Jos {a,}>2 | suppenee lukuun A ja {b,}>2, suppenee lukuun B,
nim

{anbn}nz,
suppenee lukuun AB.

Todistus. Valitaan € > 0. Koska {a,}%, on suppeneva lukujono, niin se on
lauseen 2 mukaan se on rajoitettu, joten on olemassa sellainen reaaliluku M,
ettd |a,| < M kaikilla luvuilla n. Valitaan

’ €

_ " <y
“TB+M

Télloin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku Ny, etté |a, —A| < €,
kun n > N;. Samoin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N,, etté
b, — B| < €/, kun n > N,. Olkoon N = max{Ny, No}. Talléin, kun n > N,

niin

|(anby) — (AB)| = |(a,, — b, — a,B) + (a,B — AB))|
< |anlbn = B[ + [Bllan — A
< M|b, — B| + |Bl|a, — A| < M€ + |B|€

=e
Siis {a,b, 152, suppenee lukuun AB. O

Edellisen lauseen perusteella tiedetéén, etta jos {a, }5°; suppenee lukuun
A ja a on reaaliluku, niin lukujono {aa,}%; suppenee lukuun «a,, sil-
14 vakiolukujono {a}>2; suppenee lukuun «. Erityisesti, jos « = —1, niin
{—a,}22, suppenee lukuun —A. Télléin lauseen 9 mukaan {a, — b,}52
suppenee lukuun A — B. Yleisemmin, jos « ja [ ovat reaalilukuja, niin
{aa, + (b, }>° | suppenee lukuun oA + §B.

Vaikka lukujonot {a,}>2, ja {b,}52, eivét suppenisi, niin on mahdollis-
ta, ettd lukujonot {a, + 0,}22, ja {a,b,}>2, suppenevat. Téstéd seuraavassa
esimerkki.

11



Esimerkki 8. Tarkastellaan lukujonoja

{wz_l)n}oo ={0,1,0,1,0,1...}

n=1
ja
—1— (=)™~
{2()} ={0,-1,0,—1,0,—1...}.

n=1

Kumpikaan naista lukujonoista ei suppene, mutta lukujono

e, oo <—1>"}°°

n—

suppenee.

Jakolaskun kanssa pitdd huomioida muutamia seikkoja: Oletetaan, et-
ta {a,}>2, suppenee lukuun A ja {b,}>°, suppenee lukuun B. Lukujonoa
{Z—: > , voidaan tarkastella vain jos B # 0 ja b, # 0 kaikilla luvuilla n. Tal-
16in voisi arvella lukujonon suppenevan lukuun %, kuten tullaan myohemmin

osoittamaan. Aloitetaan tarkastelemalla lukujonon ja mahdollisen raja-arvon

% erotuksen itseisarvoa. Saadaan kolmioepéayhtalon avulla

a, A| |a,B—-b,A| |a,B—-AB+ AB—-b,A

b, B| | b.B | b, B

jan — Al[B| | |Al|B = bn| _ |an — A[  |A[|B — b
~ |ballB] |bn | B b |bn | B

Téssa tuloksessa |a, — A ja |B — b,| saadaan e:ia pienemmiksi, silla {a, }>°
suppenee lukuun A ja {b,}52 ; suppenee lukuun B. Vakio % ei aiheuta ongel-
mia, silla oletettiin, ettd B # 0. Ainoastaan tekijan ﬁ pitda olla rajoitettu

niin, etté |b,| # 0. Seuraavassa apulauseessa todistetaan, etté |b,| on alhaalta
rajoitettu jollain positiivisella luvulla M.

Apulause 3. Jos {b,}> | suppenee lukuun B # 0, niin on olemassa sellainen

positiivinen reaaliluku M ja sellainen posititvinen kokonaisluku N, ettd |b,| >
M, kunn > N.

Todistus. Koska B # 0, niin € = |—§| > (. Lukujonon suppenemisen perus-
teella on olemassa sellainen luku N, ettéd |b, — B| < €, kun n > N. Olkoon
M = @. Talloin, kun n > N, niin kolmioepayhtalon ja lukujen e ja M
valintojen perusteella

1Bl _ |BI

— = M.
2 2

|bn| = |bn — B+ B| = |B| = |bn, — B| = |B| —

12



Edella olevan apulauseen avulla voidaan nyt todistaa, etta {g—:};’f’:l sup-

A
penee lukuun .

Lause 11. Jos {a,}>2 | suppenee lukuun A ja {b,}>2, suppenee lukuun B,
missi B # 0 ja b, # 0 kaikilla luvuilla n, niin

),
b” n=1

Todistus. Valitaan € > 0. Apulauseen 3 mukaan on olemassa sellainen positii-
vinen reaaliluku M ja sellainen positiivinen kokonaisluku Ny, etté |b,| > M
kaikilla n > N;. Voidaan valita

M
€ = IEAI > 0.
1+|B|

suppenee lukuun % .

Talloin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku Ny, ettd kun n > Ny,
niin |a,, — A| < € ja sellainen positiivinen kokonaisluku N3, ettd kun n > Nj,
niin b, — B| < €’. Olkoon N = max{Nj, Ny, N3}. Kun n > N, niin |b, — B| <
¢, |a, — A| < € ja|b,| > M. Siis

an é _|anB —b,A|  |a,B—-AB+ AB —b,A
b, B| b, B N b, B
|an_A| |A||B_bn|
bl |0,|| B

(i) =3l 11 -
[bul [ Bl[bn] | B
Niin on osoitettu, ettd {§=}72; suppenee lukuun 4, kun B # 0 ja b, # 0
kaikilla luvuilla n. O

Seuraavassa esimerkissa sovelletaan lausetta 11.

Esimerkki 9. Tarkastellaan lukujonoa

n3 —100n% +n — 581"
2n3 4+ 65n + 69 )

Ensin voi nayttaa silta, etté lausetta 11 ei voi kayttaa, silla lukujonot

{n® —100n? +n — 58}°° , ja {2n® + 65n + 69}°° ; eivit ole rajoitettuja eivét-
ké siis suppene. Kyseiset lukujonot voidaan kuitenkin supistaa termilld n3.
Talloin saadaan

n® —100n* +n—58 1 —100% + 5 —58%
2n° +65n +69 24655 + 695

13



Lukujono {2}°°, suppenee lukuun 0, silld [+ — 0] < ¢, kun n > 1, joten
lauseen 10 mukaan seké {5 }°2; etté {15 }22, suppenevat lukuun 0. Aiemmin
on myo6s todettu, ettd {aa, + (b, 152, suppenee lukuun aA + 5B, joten

o0

1,1 1
{1—um+2—583}
n n n

suppenee lukuun 1 — (100)(0) + 0 — 58(0) = 1. Samoin

n=1

suppenee lukuun 24 65(0)4+69(0) = 2. Nyt kdyttdmalla lausetta 11 saadaan,

etta - -
n® —100n* 4+ n — 58 _ [1-100% + & — 585
2n + 65n + 69 .l 24655 +69%

n=1

1
suppenee lukuun 3.

Oletetaan, etté lukujono {a,}22 ; suppenee lukuun A ja lukujono {b,}5>,
suppenee lukuun B. Oletetaan liséksi, etta a, < b, kaikilla luvuilla n. Seu-

raavassa lauseessa osoitetaan, etta talloin A < B.

Lause 12. Jos lukujono {a,}°, suppenee lukuun A, lukujono {b,}>2, sup-
penee lukuun B ja a, < b, kaikilla luvvuilla n, niin A < B.

Todistus. Oletetaan, ettd lukujono {a,}%; suppenee lukuun A, lukujono
{bn}52, suppenee lukuun B ja a,, < b, kaikilla luvuilla n. Tehdéén vastaviite,
ettd B < A. Talloin € = A’TB > (. Lukujonojen suppenemisen perusteella on
olemassa sellaiset luvut Ny ja No, ettd kun n > Ny, niin A —e<a, < A+¢€

ja kun n > Ny, niin B — € < b, < B + €. Valitaan N > max{N;, No}. Nyt

A-B A+B

by < B+e=DB+ 5 5

IA—€<CLN§bN.

Tama on ristiriita, silla ei voi olla by < by. Siis vastaviite on vaara ja vaite
A < B on oikea. O

Huomautus. Jos edella olevassa lauseessa oletetaan, etta a, < b, kaikilla n,
niin ei silti vélttdmétta pide A < B. Esimerkiksi lukujonoilla {5-}5°, ja
{%}j’le patee ﬁ < % kaikilla » > 1, mutta molemmat lukujonot suppenevat
lukuun 0.

Seuraava lause kertoo, etta suppenevan ja rajoitetun lukujonon tulo sup-
penee.

Lause 13. Jos lukujono {a,}22, suppenee lukuun 0 ja lukujono {b,}, on
rajoitettu, niin lukujono {a,b,}5°, suppenee lukuun 0.

14



Todistus. Olkoon M sellainen positiivinen luku, etté |b,| < M kaikilla luvuil-
la n. Valitaan € > 0. Silloin €’ = §; > 0. Koska lukujono {a,};>, suppenee
lukuun 0, niin on olemassa sellainen luku N, etté |a,| = |a, — 0] < €, kun
n > N. Nain ollen

|anbn, — 0] = |anby| = |an]|bn] < |an|M < €M =e.
Néin on todistettu, etta {a,b,}°; suppenee lukuun 0. O

Tassa esimerkissa tarkastellaan suppenevan lukujonon ja rajoitetun, mut-
ta ei suppenevan lukujonon tulon muodostamaa lukujonoa.

Esimerkki 10. Tarkastellaan lukujonoa

om0
{Sln -5 }
n n=1

Jos tité lukujonoa ajatellaan kahden lukujonon {:}2°, ja {sin Z*}>°, tu-
lona, niin huomataan, ettd {sin %' }7°, ei suppene ja niin ollen lausetta 10
ei voi soveltaa. Lauseen 13 avulla tarkasteltavan lukujonon raja-arvo saa-
daan kuitenkin laskettua, silld {sin 2" }2°, on rajoitettu ja {1}2°, suppenee

lukuun 0, joten
{ sin 2% }OO
n n=1

2.4 Osajonot ja monotoniset jonot

suppenee lukuun 0.

Kuten aiemmin on todettu, lukujono {a, }52, suppenee lukuun A, jos ja vain
jos jokainen luvun A ympéristo sisaltda kaikki paitsi aérellisen méaran lu-
kujonon termeistd. Taman perusteella on selvaé, ettda darellisen maaran lu-
kujonon termeisté voi vaihtaa tai poistaa ilman, etté se vaikuttaa lukujonon
suppenemiseen tai raja-arvoon. Termejéa poistamalla muodostettuja lukujo-
noja kutsutaan osajonoiksi ja niitd késitelladn tassd luvussa. Seuraavassa
osajonon tarkka maaritelma.

Maaritelma 7. Olkoon {a,}> ; lukujono ja olkoon {n}?2; miki tahansa
sellainen positiivisten kokonaislukujen muodostama lukujono, etta ny < ny <
ns.... Talloin lukujonoa {a,, }32, kutsutaan lukujonon {a,}>, osajonoksi.

Voidaan sanoa, etta osajono muodostetaan poistamalla osa lukujonon ter-
meista ja nimeamaélla jaljelle jaaneet termit uudestaan muuttamatta kuiten-
kaan termien jarjestystd. On myos huomattava, ettd jokainen lukujono on
itsensa osajono. Seuraavassa esimerkkejé osajonoista.
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Esimerkki 11. Lukujono{;-}72, on lukujonon {1} osajono, joka on
muodostettu asettamalla ny, = 2k. Lukujono {5-}32, suppenee lukuun 0
esimerkin 2 perusteella.

Esimerkki 12. Tarkastellaan lukujonoa

e

n=1

Esimerkissa 2 on osoitettu, ettd tdméa lukujono ei suppene. Koska jokainen
lukujono on itsensa osajono, niin on olemassa taman lukujonon osajono, joka
ei suppene. Olkoon {ng}7°, tdmén lukujonon sellainen osajono, etté ny = 2k
jokaisella positiivisella kokonaisluvulla k. Talloin a,, = 1 kaikilla luvuilla
k ja osajono {a,, }?>, suppenee lukuun 1. Jos osajono valitaan siten, etta
ny = 2k — 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla £, niin a,, = 0 kaikilla
luvuilla k. Tamé osajono {a,, }7°, suppenee siis lukuun 0.

Edellisessa esimerkissa havaittiin, etta jos alkuperédinen lukujono ei sup-
pene, niin siitd muodostettu osajono voi hajaantua, tai sen kaksi eri osajonoa
suppenevat eri lukuihin. Seuraava lause kertoo, ettd suppenevan lukujonon
osajonoilla ei voi kayd& néin.

Lause 14. Lukujono suppenee, jos ja vain jos sen jokainen osajono suppenee.
Lisdksi, jos jokainen osajono suppenee, niin ne suppenevat samaan lukuun.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd lukujonon jokainen osajono suppenee. Kos-
ka jokainen lukujono on itsensé osajono, niin lukujono suppenee oletuksen
perusteella.

Oletetaan sitten, etta lukujono {a,}>; suppenee lukuun A. Olkoon
{an, }?2; tdmén lukujonon osajono. Osoitetaan, etté osajono {an, }7°, suppe-
nee lukuun A, jolloin véite on todistettu. Valitaan € > 0. Koska {a, }7°, sup-
penee lukuun A, niin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N, etté
la, — A| < ¢, kun n > N. Koska {a,, }3>, on kyseessi olevan lukujonon os-
ajono jang, < ng < mng < ..., niin k < ny. Siis kun £ > N, niin n;, > N, joten
|an, — A| < e. Osajono {a,, }?°, suppenee taten myos lukuun A. Suppenevan
lukujonon jokainen osajono suppenee siis samaan lukuun kuin alkuperainen
lukujono. 0

Seuraava lause késittelee rajoitetun lukujonon suppenemista osajonojen
avulla.

Lause 15. Olkoon {x,}°, on rajoitettu lukujono. Jos sen kaikilla suppene-
villa osajonoilla on sama raja-arvo, niin lukujono on suppeneva.

Todistus. Sivuutetaan. O
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Edelld osajonon mééritelméssé lukujono {ny}72, valittiin niin, ettd n; <
ne < ng.... Tallaista lukujonoa kutsutaan tietylla nimellé, joka maéaritellaéan
seuraavaksi.

Maaritelma 8. Lukujono {a,}>°, on kasvava, jos ja vain jos a, < api1
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n. Lukujono {a,}>2; on wvihenevd, jos
ja vain jos a, > a,yq kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n. Lukujono on
monotoninen, jos ja vain jos se on joko kasvava tai vaheneva.

Huomattakoon, etta rajoitetulla joukolla ei ole aina raja-arvoa. Seuraavan
lauseen perusteella tiedetdan kuitenkin, etta jokaisella rajoitetulla monoto-
nisella lukujonolla on raja-arvo.

Lause 16. Monotoninen lukujono on suppeneva, jos ja vain jos se on rajoi-
tettu.

Todistus. Oletetaan, etté {a,}>°; on monotoninen lukujono, joka on rajoi-
tettu. Oletetaan, ettd lukujono on kasvava. Oletuksen perusteella joukko
{a, :n=1,2,3,...} on rajoitettu, joten olkoon s = sup{a, :n=1,2,3...}.
Osoitetaan, ettd {a,}°; suppenee lukuun s. Valitaan € > 0. Koska s on pie-
nin joukon {a, : n = 1,2,3,...} ylaraja, niin s — € ei ole ylaraja, joten on
olemassa sellainen ng, etta s — € < a,,. Nyt, kun n > ng, niin

s—e<ap, <ap <s<SH+eE

Néin ollen lukujono {a,}>°; suppenee lukuun s. Tapaus, jossa lukujono on
viahenevi, valitaan s = inf{a, : n = 1,2,3,...}. Muuten todistus on vastaa-
vanlainen kuin kasvavan lukujonon tapauksessa.

Oletetaan, ettd monotoninen lukujono on suppeneva. Lauseen 2 mukaan
se on rajoitettu. (]

Seuraavassa esimerkki monotonisesta lukujonosta, joka suppenee.
Esimerkki 13. Olkoon {b"}22; lukujono, missé 0 < b < 1. Télléin
vt =" (1 —b) >0,

joten lukujono on vaheneva. Lukujono on lauseen 16 perusteella suppeneva,
jos voidaan osoittaa, etta se on alhaalta rajoitettu, silla vaheneva lukujono
on selvasti ylhéalta rajoitettu. Helposti kuitenkin ndhdaéan, etta lukujono on
alhaalta rajoitettu, silla ™ > 0 kaikilla luonnollisilla luvuilla n. Lukujono
{b"}52, siis suppenee.

Seuraavassa esimerkissé sovelletaan montaa tassa luvussa esiteltya lauset-
ta ja maaritelméaa.
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Esimerkki 14. Tarkastellaan lukua 0 < ¢ < 1 ja lukujonoa {/c}5° ;. Kai-
killa luvuilla n péatee

o= e = fell = VR > 0

oletetuksen 0 < ¢ < 1 perusteella. Lukujono on siis kasvava ja 0 < /¢ < 1
kaikilla luvuilla n. Lauseen 16 mukaan lukujono suppenee, olkoon sen raja-
arvo L. Todistetaan seuraavaksi, etté jos {a,}52; suppenee lukuun « ja a,, >
0 kaikilla n, niin {,/a,}%, suppenee lukuun /a. Tété tulosta tarvitaan
jatkossa, kun etsitdén lukujonon {{/c}>, raja-arvoa. Voidaan kirjoittaa

Vo Vi e e

kun a > 0. Jos a > 0, niin riittdvan suurella luvun n arvolla

|v/an =

=6

\/a_n+\/_ %

missa K on sellainen reaaliluku, ettd 0 < K < \/a, ++/a. Edella oleva pétee,
silla tallainen luku K on olemassa, koska oletettiin, ettd a > 0, a,, > 0 kaikilla
n ja {a,}>°, suppenee lukuun a. Jos a = 0, niin

Van — Va| = |yl = van = /lan —al < v = e,

kun n on riittdvan suuri. On siis todistettu, ettéd véite pétee kaikilla mah-
dollisilla raja-arvoilla a. Palataan sitten tarkastelemaan lukujonoa { {/c}22;.

Edelld todistetun aputuloksen mukaan siis lukujono {4/ {/c}°; suppenee lu-

kuun /L. Kuitenkin
Vo= e

ja { ®/c}e2, on lukujonon {/c}22; alijono, joten /{/c suppenee lukuun L.

Koska raja-arvo on yksikésitteinen, niin v/L = L, joten L = 0 tai L = 1.
Mutta oletettiin, ettd ¢ > 0 ja todettiin, etta lukujono {/c}5°, on kasvava,
joten L # 0. Télloin ainoa mahdollisuus on, etta {{/c}>; suppenee lukuun
1.

Seuraavassa lauseessa tutkitaan lukujonon suppenemista vertaamalla lu-
kujonojen termeja toisiinsa.

Lause 17. (Ks. [3, s. 600].) Oletetaan, ettd
a, <b, < cp,

kun n > K. Tdilloin, jos sekd {a,}2, ettd {c,}5°, suppenevat lukuun L,
niin myos {b, }°, suppenee lukuun L.
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Todistus. Sivuutetaan. O
Lause 18 seuraa lauseesta 17.

Lause 18. (Ks. [3, s. 600].) Oletetaan, ettd |b,| < c,, kunn > K. Jos tdlléin
{en}22, suppenee lukuun 0, niin myds {b,}>, suppenee lukuun 0.

Todistus. Sivuutetaan. O]
Seuraavassa esimerkissa sovelletaan lausetta 18.
Esimerkki 15. (Ks. [3, s. 600].) Koska —1 < cosn < 1, niin

cosn

1
<=
n n

Aiemmin on osoitettu, ettéd {1}2°, suppenee lukuun 0, joten {2} | sup-
penee lukuun 0.

3 Reaalilukusarjat

Reaalilukuja voidaan tunnetusti laskea yhteen darellinen méaara. Tassa lu-
vussa tarkastellaan reaalilukujen paattymétonta summaa a; + as + as. . ..
Tallaisia reaalilukujen "aarettoman pituisia” summasarjoja kutsutaan reaa-
lilukusarjoiksi tai lyhyemmin sarjoiksi.

3.1 Sarjojen suppeneminen

Tassa pykalédssa tutkitaan erityisesti reaalilukusarjojen suppenemista, joka
liittyy laheisesti lukujonojen suppenemiseen. Tassa pykalasséa annetaan myos
reaalilukusarjojen suppenemiselle riittavia ehtoja. Tutkittaessa suppeneeko
reaalilukusarja vai ei, tutkitaan sen osasummien muodostamien lukujonojen
suppenemista. Aloitetaan tarkastelu reaalilukusarjan méaritelmésté.

Maaritelma 9. Reaalilukusarja, tai lyhyemmin sarja, on pari

({antozs, {Sn}nz1),

missd {a,}>°, on reaalilukujono ja S, = Y} ;ar , missi n = 1,2,3,....
Lukua a,, kutsutaan sarjan n. termiksi ja S, on sarjan n. osasumma.

Seuraavassa esimerkkeja erddn sarjan osasummista.
Esimerkki 16. Sarjan

>~ 1
2 5,

n=1
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osasummia

l\’)\»—t
=~ w

1 201
51201257 ka

"1
X}E + -4+

g ol

[\D\»—t
»J>\>—‘
=

Jatkossa sarjaa ({a,}02, {S,}22 ) merkitdén usein lyhyemmin > > a,
tai a1 +as+az+---+a,+---. Sarjan termien summaus voidaan myos aloittaa
jostain muusta indeksista kuin 1, silld se ei vaikuta sarjan suppenemiseen.
Sarjan suppeneminen maéritellaédn seuraavanlaisesti.

Maééritelmd 10. Sarja ({an}pl,, {Sn}3li) suppenee, jos lukujono {S,}72,
suppenee. Jos {5, }°°; suppenee lukuun S, niin kirjoitetaan

Zan =S
n=1

Lukua S kutsutaan sarjan Y.°° ; a,, summaksi. Jos lukujono {S,}22 , ei sup-
pene, niin sanotaan, etta sarja > 2 a, hajaantuu.

Huomautus. Merkinnalla » >° ;| a,, tarkoitetaan joskus itse sarjaa ja joskus
reaalilukua, joka on sarjan osasummien muodostaman lukujonon raja-arvo
(eli sarjan summa), kun sarja suppenee. Jos sarja ei suppene, niin >°°, a,
ei tarkoita reaalilukua.

Seuraavassa esimerkki sarjasta, joka suppenee.

Esimerkki 17. Tarkastellaan sarjaa > >°; a,, missa a, = 0 kaikilla n >
N + 1. Silloin kun n > N, niin S,, = Sy, joten lukujono {S,}2, suppenee
lukuun Sy = a; + as + -+ + ay. Téssd tapauksessa sarja on itse asiassa
adrellinen summa.

Jos a, > 0 kaikilla luvuilla n, niin {S,}32, on kasvava. Silloin, jos sarja
>0 | a, suppenee, niin lukujonon {S,}5°, tiytyy olla rajoitettu. Edelleen
Sp+1 = Sp + apq1 kaikilla luvuilla n, joten, jotta {S,}°°, olisi rajoitettu,
taytyy termien a, lahestya lukua 0 "tarpeeksi nopeasti”, kun n kasvaa. Seu-
raavat esimerkit kertovat, mita talla tarkoitetaan.

Esimerkki 18. Tarkastellaan niin kutsuttua harmonista sarjaa

Taman sarjan n. osasumima on

5'—1+1+1+ +1
" 2 3 n

20



Lukujono {S,}2, ei ole rajoitettu esimerkin 3 perusteella, joten se ei sup-
pene. Talléin myoskaédn sarja o 4 % ei suppene. Huomattakoon, etta luku-
jono {%}fj’:l suppenee lukuun 0, joten sarjan n. termi lahestyy nollaa, kun n
kasvaa, mutta ei "tarpeeksi nopeasti”.

Esimerkki 19. Tarkastellaan nyt sarjaa

i 1
n=1 TL(TL + 1) .
Jokaisella luvulla n pétee
Sp = ! + ! + ! +---+ ! =1 L
"2 2.3 3.4 nin+1) = n+1’
silla kaikilla luvuilla &
1 1 1

k(k+1) k k+1
Selvésti {5, }52, suppenee lukuun 1, joten

> 1
P RTES

n=1

Esimerkissa 19 sarjan n. termi suppeni lukuun 0 "tarpeeksi nopeasti”.
Valitettavasti ei ole kuitenkaan olemassa mitaan yleista kriteeria, jonka pe-
rusteella pystyy sanomaan sarjan n. termin perusteella suppeneeko sarja vai
ei.

Oletetaan nyt, etta sarja > .-, a, suppenee. Tall6in myds osasummien lu-
kujonon {5, }°°; taytyy olla suppeneva. Edelleen, jos lukujono on suppeneva,
niin se on Cauchyn lukujono lauseen 3 mukaan. Tamén perusteella voidaan
esittaa seuraava lause.

Lause 19. Sarja Y77, a, suppenee, jos ja vain jos jokaisella luvulla € > 0
on olemassa sellainen posititvinen kokonaisluku N, ettd kunn > N jap > 0,
nim
lan + Api1 + -+ Qnp| < e

Todistus. Oletetaan, etta sarja > >, a, suppenee. Silloin sarjan osasummien
lukujono {S,,}5°, suppenee, joten se on Cauchyn lukujono. Valitaan e > 0.
Nyt on olemassa sellainen kokonaisluku N, etté |S,, —S,| < €, kun m,n > N.
Edelleen, josn > N+1jap>0,niinn—1> N jan+p> N, joten

|an + Ani1 + -+ Angp| = [Sngp — Sna] <€

Oletetaan sitten, etta kaikilla luvuilla € > 0 on olemassa sellainen posi-
tiivinen kokonaisluku NNV, ettd kun n > N ja p > 0, niin

|an—|—an+1 +"'+an+p’ < €.
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Valitaan € > 0. Valitaan » > n > N. Silloin sarjan > > ; a,, osasummille .S,
ja S, patee
ISy — Sul = |lapsr + -+ a.| <e.

On siis todistettu, ettéd osasummien lukujono {S,,}°2; on Cauchyn lukujono,
joten se suppenee lauseen 7 perusteella. Téalloin maaritelméan 10 perusteella
sarja Y~ a, suppenee. [l

Tarkastellaan vield hieman lauseen 19 sisdltoéa. Sarjan suppeneminen tai
hajaantuminen ei riipu indeksisté, josta sarjan termien summaus aloitetaan.
Toisin sanoen summaus n = 1 alkaen voidaan yhta hyvin muuttaa alkamaan
jostain toisesta indeksista n = p. Sarjan termeistd voidaan myo6s aérellinen
maard muuttaa niin, ettd se ei vaikuta sarjan suppenemiseen, joten vaikka
sarja suppenee, niin sen osasummien raja-arvo voi vaihdella. Siis jos sarja
Y02 G, suppenee ja k on positiivinen kokonaisluku, niin sarja y >, a, sup-
penee. Kun sarja > 07, a, suppenee, on lauseen 19 mukaan milld tahansa
luvulla € > 0 olemassa sellainen luku N, etté

|(1N+CLN+1+"'+(IN+p’ <€
kaikilla luvuilla p > 0, mutta
aN+aN+1—|—--~—|—am:Tm

on suppenevan sarjan Y. @, m. osasumma (osasumman taytyy siis myos
olla pienempi kuin €), joten

< €.

o9
> an
n=N

Tastd saadaan seuraava lause.

Lause 20. Jos sarja >0 a, suppenee, niin lukujono {a,}>, suppenee lu-
kuun 0.

Todistus. Oletetaan, etta sarja Y .2, a, suppenee. Valitaan € > 0. Lauseen
19 mukaan on olemassa sellainen luku N, ettd kun n > N ja p > 0, niin

lan, + aps1 + -+ Apgp| <€

Erityisesti, kun p = 0, niin |a,| < e. Néin ollen méaaritelmén 2 mukaan
lukujono {a,}52, suppenee lukuun 0. O

Huomautus. Lauseen 20 mukaan sarja Y >, a, hajaantuu, jos lukujono
{a,}22, ei suppene lukuun 0. Lauseen 20 perusteella ei voi kuitenkaan péé-
telld, ettd sarja > °° | a, suppenee, jos lukujono {a,}>°, suppenee lukuun 0.
Esimerkki 18 todistaa tadmén.
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Esitetdan viela esimerkki niin kutsutusta geometrisesté sarjasta ja tutki-
taan sen suppenemista.

Esimerkki 20. Sarjaa > > 7" kutsutaan geometriseksi sarjaksi. Luvuilla
n > 0 patee
1 — rn+1
Sp=1+4r+r’4 41" ="
1—r

kun r # 1. Lukujono {r"*'}°, suppenee lukuun 0, kun —1 < r < 1 (ks.
tarkemmin [3, s. 607]). Lisaksi {r"*'}°, suppenee, jos r = 1, silld lukujono
on talloin kaikilla n:n arvoilla 1. Selvastl nihdain, etta rmtl kasvaa rajatta,
kun |r| > 1 jan kasvaa rajatta. Lukujono ei suppene, kun r = —1, silla téllin
lukujono saa vuorotellen arvoja 0 ja 1. Josr =1, niin S, =14+14+---+1=
n + 1, joten {S,}52, ei suppene. Edelld olevan perusteella sarja >.0°  r
suppenee lukuun l—ir, kun |r| < 1, ja hajaantuu, kun |r| > 1.

Seuraava lause helpottaa usein laskemista.

Lause 21. Olkoot 37 | a, ja > .7 b, suppenevia sarjoja ja o ja 3 reaalilu-
kuja. Silloin sarja

Z aay, + [by)
n=1

suppenee ja

D (aan + Bby) =ad an+ 3 by
n=1 n=1 n=1
Todistus. Sivuutetaan. O]

3.2 Itseisesti suppenevat sarjat

Aiemmin kasitellyissa esimerkeissé sarjat ovat olleet usein positiivitermisia.
Tassé pykaléasséa késitellaan sarjoja, jotka saavat vuorotellen negatiivisia ja
positiivisia arvoja. Tallaisia sarjoja kutsutaan vaihtelevatermisiksi tai alter-
noiviksi sarjoiksi ja niiden suppenemista kasitelldan seuraavaksi. Aloitetaan
jalleen madaritelmallé.

Maaritelma 11. Sarja > 00 | a,, suppenee itseisesti, jos ja vain jos > oo ;|an|
suppenee. Jos Yo%, a, suppenee, mutta > oo |a,| hajaantuu, niin >°°, a,
suppenee ehdollisesti.

Seuraavassa esimerkki ehdollisesti suppenevasta ja itseisesti suppenevasta
sarjasta.

Esimerkki 21. Aiemmin esimerkissi 18 todettiin, etté sarja



ei suppene. Kuitenkin sarja

n=1

suppenee, ks. tarkemmin [3, lause 11.4.3.]. Sarja Z,io:l(—l)”% suppenee siis
ehdollisesti.

Sarja
s 1
B DT
n;l( ) n(n+1)

suppenee itseisesti, koska aiemmin esimerkissa 19 osoitettiin, etta

>

n=1

1

n(n+1)
suppenee.

Seuraavassa todistetaan, ettd jokainen itseisesti suppeneva sarja on sup-
peneva.

Lause 22. Olkoon sarja Y77, a, itseisesti suppeneva . Silloin sarja Y07 4 ay,
suppenee.

Todistus. Valitaan € > 0. Koska sarja > 7, a, on itseisesti suppeneva, niin
sarja Yo, |a,| suppenee. Talloin on siis olemassa sellainen luku N, ettd kun
n > N ja p > 0, niin

an| + -+ lanspl| <e

Kolmioepayhtélon perusteella
|an +apqp1+ -+ an+p| < |an| + |an+p| <€,
joten lauseen 19 mukaan sarja > 77 a, suppenee. O

Seuraavan lauseen avulla tietyn sarjan suppenemista tai hajaantumista
voidaan tutkia vertaamalla sita johonkin jo tunnettuun sarjaan. Vertailu pi-
taa tehda sarjoilla, joiden termit ovat ei-negatiivisia, joten vertailuperiaat-
teella saadaan tutkittua vain itseista suppenemista.

Lause 23 (Vertailuperiaate). Olkoot Y02 an ja Y02, b, sarjoja ja olkoon
b, > 0 kaikilla luvuilla n. Tdlloin,
(i) jos sarja >-0° | b, suppenee ja on olemassa sellainen luku Ny, ettd

n > Ny = |a,| < by,

nitn sarja Y ,° | a, suppenee itseisesti.
(i) jos sarja 320 b, hajaantuu ja on olemassa sellainen Ny, ettd

nZNoﬁbnS |an|7

niin sarja Yo |an| hajaantuu.
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Todistus. Oletetaan, etta kohdan (i) oletukset ovat voimassa. Télloin siis sar-
ja >°0° 4 by, suppenee ja on olemassa sellainen luku Ny, ettd kun n > Ny, niin
la,| < by,. Koska >>°°, b, suppenee, niin kaikilla luvuilla € > 0 on olemassa
sellainen luku N, ettda kun n > N ja p > 0, niin b, 4+ b1 + -+ + bpgp < €
lauseen 19 perusteella. (Termit b, > 0, joten itseisarvot voidaan jattdé pois.)
Olkoon

Ny = max{N, Ny}

Talloin, jos n > Ny ja p > 0, niin
lan| + -+ |antp| Kby +bppr+ -+ bpyyp <€

oletuksen n > Ny = |a,| < b, perusteella. Néin ollen sarja >0° ,|a,| suppe-
nee, joten Y >, a, suppenee itseisesti.

Kohta (ii) voidaan todistaa kohdan (i) perusteella. Jos Yo% | |a,| suppenee
ja on olemassa sellainen Ny, etta

n > No = |by| = b, < ay],

niin tastéa seuraa kohdan (i) perusteella, ettd >-°° , |b, | suppenee, koska |a,| >
0. Siis ehdon n > Ny = b, < |a,| ollessa voimassa > o0, |a,| ei voi olla
suppeneva, jos .-, b, hajaantuu. Siis kohta (ii) patee. O

Esitetaan nyt esimerkki itseisesti suppenevasta sarjasta.

Esimerkki 22. Tarkastellaan sarjaa

© 1
nz::l (n+1)2

Verrataan tata jo aiemmin (esimerkissd 19) suppenevaksi todistettuun sar-
jaan

o 1
nz::ln(n—l—l)'

Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n pétee selvisti (n + 1)? > n(n + 1),

joten
1 1

< .
(n+1)2| = nn+1)
Nyt lauseen 23 kohdan (i) mukaan (lausetta voidaan soveltaa, silld ehto
L > 0 pitee kaikilla positiivisilla luvuilla n) sarja

n(n+1)
i 1
(n+1)2

n=1

suppenee itseisesti, silla sarja

1

2 n(n+1)

n=1
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suppenee. Koska lisdksi m > 0 kaikilla luvuilla n, niin sarjan itseinen

suppeneminen tarkoittaa samaa kuin sarjan suppeneminen.
Seuraavan esimerkin sarja ei suppene itseisesti.

Esimerkki 23. Tarkastellaan nyt sarjaa

3

e
n=1 'ti
Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n patee

|(—1)"
NG

Esimerkin 18 perusteella tiedetaén, etta harmoninen sarja > 07 ; % hajaantuu.
Lisiksi L > 0 kaikilla positiivisilla luvuilla n. Nyt lauseen 23 kohdan (ii)

1

G

1
> —.
n

. —1)" . . . .
mukaan sarja )2, ( \/ﬁ) el suppene itseisesti.

3.3 Osamaiara- ja juuritesti

Tassé pykaléssé esitelladn testejé, joiden avulla sarjan tiedetédén joko suppe-
nevan tai hajaantuvan. Osamaératestissé tarkastellaan sarjan perdkkaisten
termien suhdetta. Jos tdma suhde on tarpeeksi suurella luvun n arvolla yk-
kosta pienempi, tiedetdan sarja suppenevaksi. Juuritestilla pystytaan usein
tutkimaan viela useampien sarjojen suppenemista, mutta sen kaytto on usein
monimutkaisempaa. Nama testit voidaan laajentaa myos kompleksilukuter-
misille sarjoille (ks.[1, s. 193]). Todistetaan ensin osamadaratesti.

Lause 24 (Osaméérétesti). Olkoon Y02 | a, sarja, jonka termit ovat nollas-
ta eroavia. Tdlloin,

(i) jos on olemassa sellainen reaaliluku q, etti 0 < q < 1 ja sellainen posi-
titvinen kokonaisluku N, ettd

Ap+1

an

n>N = <q,

nitn Y o2 | a, suppenee itseisesti.
(it) Jos on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku Ny, ettd

a
ﬂ/Z:Ah - n+1

> 1

Y

Gn

niin sarja Y2 a, hajaantuu.
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Todistus. Oletetaan, ettd kohdan (i) oletukset ovat voimassa. Talloin
lan+1| < gqlan],

lan2] < qlaysi| < ¢?lan],

|an+r| < q"lan].
Toisin sanoen, kun n > N, niin |a,| < ¢"|ax|¢”". Koska 0 < ¢ < 1, niin
geometrinen sarja Yo%, ¢" suppenee (ks. esim. 20) ja néin ollen sarja

(o)
> lanla™q"
n=1

suppenee lauseen 21 mukaan, silld |ay|g™ on vakio. Nyt lauseen 23 kohdan
(i) oletukset ovat voimassa, joten Y °°, a, suppenee itseisesti.

Oletetaan, ettd kohdan (ii) oletukset ovat voimassa. Télloin 0 < |a,| <
|ant1], kun n > Np. Siis {a,}2, ei suppene lukuun 0, joten lauseen 20
perusteella sarja > 7 ; a, ei suppene. O

Seuraava lause on seurausta lauseesta 24.

Lause 25. Olkoon ., | a, sarja, jonka termit ovat nollasta eroavia ja ole-

tetaan, etta lukujono -

{ }n=1
suppenee lukuun L. Tdlloin,
(i) jos L < 1, niin sarja Y02 | a, suppenee itseisesti.
(ii) jos L > 1, niin sarja >.o° a, hajaantuu.

(7ii) jos L = 1, niin sarja Yo% a, voi olla suppeneva tai hajaantuva.

Qp+1
Gn

Todistus. Todistetaan kohdat (i) ja (ii) ja annetaan todistuksen jélkeen esi-
merkki seké suppenevasta ettd hajaantuvasta sarjasta, joilla L = 1.
(i)Oletetaan, ettd L < 1. Tallsin L < £ < 1. Koska

Ul

suppenee lukuun L, niin on olemassa sellainen luku N, etta
- L+1
5

an+1

Qn

Ap+1
Qp,

n>N=

Talloin lauseen 24 mukaan sarja Y 7 a, suppenee itseisesti.
(ii) Jos L > 1, niin on olemassa sellainen luku N, etta

Ap+1

Qn

n>N= > 1.

Télloin lauseen 24 perusteella sarja > 07 ; a,, hajaantuu. O
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Osoitetaan nyt, ettd jos L = 1, niin sarja voi olla joko suppeneva tai
hajaantuva.

Esimerkki 24. Tarkastellaan ensin sarjaa >~ ; ﬁ Tama sarja suppenee

esimerkin 19 perusteella ja helposti ndhdaéan, etté lukujono

1 0 0o
(n+1)(n+2) . { n }
—F =

n(n+1) 1 n+2 n=1

n=

suppenee lukuun 1.
Selvasti sarja > 02 ; n hajaantuu, mutta

n+117
n n=1

Seuraavaksi esiteltdva juuritesti antaa osaméaritestid paremmin tietoa
sarjan suppenemisesta, mutta sitd on usein vaikeampi soveltaa. Jos juuri-
testin avulla ei voida sanoa suppeneeko sarja, ei sitd voida myoskadn sanoa
osamadratestin avulla.

suppenee lukuun 1.

Lause 26 (Juuritesti). Olkoon >-°° ;| a,, sarja. Tdlldin,

(i) jos on olemassa sellainen reaaliluku q, etta 0 < q < 1, ja sellainen
posititvinen kokonaisluku N, ettd M <gq, kunn > N, niin sarja > ;" an
suppenee itseisesti.

(ii) jos ddrettomdn monella luvulla n pitee M > 1, niin sarja .74 ay,
hajaantuu.

Todistus. (i) Oletetaan, ettd on olemassa sellainen reaaliluku ¢, etta 0 < g <
1. Oletetaan liséksi, ettd on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku /V,
ettd kun n > N, niin {/|a,| < ¢. Talloin toisin sanoen M < ¢". Koska
0 < ¢ < 1, niin esimerkin 20 mukaan sarja > >, ¢" suppenee. Nyt lauseen 23
kohdan (i) oletukset ovat voimassa, joten sarja > o | a,, suppenee itseisesti.

(ii) Oletetaan nyt, etté M > 1 aérettoman monella luvulla n. Silloin
ddrettoméan monella luvulla n pétee |a,| > 1, joten lukujono {a,}5°, ei
suppene lukuun 0. Talloin lauseen 20 mukaan sarja > 77, a, ei suppene. [l

Seuraavassa on esimerkki juuritestin kéytosté.

Esimerkki 25. Sovelletaan juuritestié sarjaan Y .- a,, missa a, = 2%, kun
luku n on parillinen, ja a, = 3%, kun n on pariton. Nyt /a, = %, kun n on

parillinen ja /a, = %, kun n on pariton. Siis kaikilla luvuilla n patee

ay <

N | —
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Nain ollen lauseen 26 mukaan sarja suppenee itseisesti.
Huomattakoon, ettd tdmén sarjan suppenemista ei voi ratkaista osaméa-

ratestin avulla, silla
An+1 _ 1 § > 1
Qy, 2\2 -

parittomilla luvun n arvoilla ja

ana|  1/2\"
=-(z] <1
a, 3(3)

parillisilla luvun n arvoilla.

3.4 Ehdollinen suppeneminen

Aiemmin késitellyt osamééara- ja juuritestit eivéit anna kriteerejé, joiden pe-
rusteella sarja tiedettéisiin ehdollisesti suppenevaksi. Téssa luvussa esitelta-
vien lauseiden perusteella voidaan tutkia myos ehdollisesti suppenevia sarjo-
ja.

Kaksi seuraavaa lausetta toimivat aputuloksina, jotta myohemmin voi-
daan todistaa alternoivien eli vaihtelevatermisten sarjojen testi eli Leibnizin
lause.

Lause 27. Olkoot {a,}>2, ja {b,}>2, reaalilukujonoja. Mddritelliin A_; =
0 ja A, =>1_pak, kunn > 0. Tdlldin, kun 0 < p < q, niin

q q—1
Z anbn = Z An(bn — bn+1) + Aqbq — Ap—lbp'
n=p n=p

Todistus. Kaikilla luvuilla n = 1,2,... péatee a, = A, — A,_1, joten sum-
mausindeksejid muokkaamalla saadaan

q q
Z anbn = Z(An - An—l)bn
n=p n=p
q q—1
- Z Anbn - Z Anbn+1
n=p n=p—1
qg—1
=3 Ay (by = bosr) + Aghy — A, 1,
n=p

Lause 28. Olkoot {a,}>2, ja {b,}5°, sellaisia reaalilukujonoja, ettd
(1) sarjan Y20°  a, osasummat ovat rajoitettuja,

(ii) by > by > by > --- ja

(117) {b,}22, suppenee lukuun 0.

Silloin Y07, anb, suppenee.
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Todistus. Méaéritelladn A_; = 0ja A, = Y1, ax, kun n > 0, kuten lauseessa
27. Nyt kohdan (i) mukaan {4, }°°, on rajoitettu lukujono, joten on olemassa
sellainen luku M > 0, etté |A,| < M kaikilla luvuilla n. Valitaan € > 0. Koska
{b,}22, suppenee lukuun 0 kohdan (iii) mukaan, niin on olemassa sellainen
luku N, etta )

2M

Kaikilla luvuilla n péatee b, > 0 kohtien (ii) ja (iii) perusteella ja kohdan (ii)
perusteella b, — b, 1 > 0. Talloin, kun N < p < ¢, niin lauseen 27, kol-
mioepéayhtalon, tiedon |A4,| < M, summan muokkauksen ja luvun € valinnan
avulla saadaan, etta

n>N = |b| <

q—1
S An(by — boy1) + Agby — Ap1b,
n=p

q
> anb,
n=p

q—1
< Z|An|(bn - bn+1) + ‘Aq’bq + |Ap*1’bp
n=p

q—1

< M[Z(bn —bn+1)+bq+b,,]
n=p

2¢

726

= M2b, < Mo

Nain ollen lauseen 19 perusteella > 77 ; a,b,, suppenece. ]

Lauseen 28 avulla on helppo todistaa seuraava lause, Leibnizin lause,
jonka avulla voidaan testata vaihtelevatermisten sarjojen suppenemista.

Lause 29 (Leibnizin lause). Oletetaan, etti {b,}>, on sellainen reaaliluku-
jono, jolle patee ehdot

(i) {bn}5% suppenee lukuun 0 ja

(i7) by > by > by -+ -

Talloin sarja 300 o(—1)"b,, suppenee.

Todistus. Olkoon a,, = (—1)" kaikilla luvuilla n. Silloin

n

A, = iak =Y (-1)f=1,

k=0

kun n on parillinen ja A, = 0, kun n on pariton. Néin ollen {A,}>°, on
rajoitettu, siis sarjan Y % (—1)" osasummat ovat rajoitettuja. Nyt lauseen
28 perusteella saadaan, etta sarja

> anb, =) (=1)"b,
n=0 n=0
suppenee. L]
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Seuraavassa esimerkissé sovelletaan lausetta 29.

Esimerkki 26. Tarkastellaan sarjaa

Esimerkin 2 perusteella lukujono {3-}52; suppenee lukuun 0. Liséksi
5 >4 > ¢ > -, joten sarja 00, (—1)"5 suppenee Leibnizin lauseen
perusteella.

Siirrytdan nyt tarkastelemaan kahden sarjan kertolaskua, Cauchyn tuloa.

Maaritelma 12. Olkoot > 77 ; a, ja > o7 b, sarjoja. Kaikilla luvuilla n maa-
ritellaan

n
Cp = Z akbn_k.
k=0

Télloin sarjaa Y .2 ¢, kutsutaan sarjojen > 07 a, ja >.o7 (b, Cauchyn tu-
loksi.

Aiemmin lauseessa 21 todettiin, ettd jos sarjat >.0°, a, ja >.o2 b, sup-
penevat, niin niiden summasarja >0, (a, + b,) suppenee. Sarjojen Y00 ay
ja >02 o b, Cauchyn tulo > °° ¢, ei kuitenkaan valttamatta suppene, kuten
seuraavasta esimerkistd huomataan.

Esimerkki 27. Tarkastellaan sarjaa

nZ::O vn+1

Lauseen 29 mukaan sarja suppenee, silla { m}oo_o suppenee lukuun 0 ja

% > % > .... Tarkastellaan timén sarjan Cauchyn tuloa itsensi kanssa.

Nyt

N S

SVEFL Va—k+1 S k1)

Kun n > k, niin

(n—k+1)(k+1)—nk—k2+n+1—(n+1>2—<n—k>2§ <”+1>2.

Siis
1 1 2
>

Jo—k+ Dty 5+l nt2
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Naéin ollen
o2 2(n+1)

n| = = )
l |_,§)n+2 n+2

joten {¢, }°°, ei suppene lukuun 0, silla {2(7;?_“21)} suppenee lukuun 2. Nyt
n=0

lauseen 20 mukaan >, ¢, hajaantuu.

Seuraavan lauseen perusteella ndhdéén, etta esimerkin 27 sarja > > ¢,
ei suppene, koska sarja

&

—ovn+1

suppenee ehdollisesti.

Lause 30. Oletetaan, ettid sarja Y.o°,a, Suppenee itseisesti ja elti sarja
Yoo by suppenee. Olkoon sarjojen summat

Y a,=A, > b,=B.
n=0 n=0

Mddritellaan lisdksi
Cp = Z akbn_k.
k=0

Tdlloin sarja Y02 cn suppenee lukuun AB.

Todistus. Merkitdan todistusta varten

An:Zak, anzblm
k=0 k=0

anzcka fn = B, — B.
k=0

Pyritdan osoittamaan, ettd lukujono {C),}>° | suppenee lukuun AB, jolloin
madritelméan 10 perusteella sarja > 07, ¢, suppenee lukuun AB. Kaikilla lu-
vuilla n patee edellé olevien merkint6jen perusteella

Ch=c+cr+c+-+c,
= agbo + (aghy + arbg) + - - - + (aoby, + a1bp—1 + - - - + ayby)
=ayB,+a1B,_1+---+a,By
=ao(B+ B3,) + a1(B+ Bh1) + -+ an(B + o)
=aoB+aB+aB+ -+ a,B+a)fy +aifn1+ -+ ano
= BA, + aofBn + a18n-1+ -+ + anfo.
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Olkoon v, = aoBy + a18,-1 + -+ + a,fy. Koska sarja > °° ;a, suppenee
oletuksen perusteella lukuun A, niin sen osajonojen lukujono {4, }°°, sup-
penee lukuun A (mééritelméa 10). Koska lisdksi B on reaaliluku, niin lauseen
9 perusteella

{BA 20
suppenee lukuun BA. Lauseen todistamiseksi riittaa siis osoittaa, etta luku-
jono {v,}>°, suppenee lukuun 0, silla talloin lauseen 9 perusteella

{Cn}iZo = {BAw + m}nZo

suppenee lukuun BA + 0 = BA. Valitaan ¢ > 0. Olkoon K = > °° |a,|
ja M = sup,~,|0,|. Voidaan olettaa, ettd K # 0, silld jos K = 0, niin
a, = 0 kaikilla luvuilla n. Samoin voidaan olettaa, ettéd M # 0, silli muuten
b, = B kaikilla luvuilla n. Jos kaikilla luvuilla n patee b, = B, niin olisi
oltava B = 0, jotta sarja .o b, suppenisi (lause 20). Téll6in molemmista
tapauksista K = 0 ja M = 0 seuraisi, etta ¢, = 0 kaikilla n ja lause patisi.
Oletetaan siis jatkossa, ettd K # 0 ja M # 0. Talloin on olemassa luku IV,
jolle pétee oletuksen > , b, = B perusteella

>N = |6, =B, — B| <
n2N = |5 =By - Bl < 5

ja lauseen 19 perusteella

q
qg>N = Z la,| <

€
p=N+1 2M

Edelld olevan perusteella, kun n > 2N, niin

Vnl = laoBn + a1Bn—1 + -+ anfBo| < Z|akﬁnfk‘
k=0

= Z|akﬂn k| + Z |arBn—k

k=N+1

Z|akl+M Z |ak\<—K—i—M— €.

= 2K o 2M

Né&in on osoitettu, etté {%L};’LOZI suppenee lukuun 0, joten lukujono {C),}°,
suppenee lukuun AB. Nain ollen sarja > 0>, ¢, suppenee lukuun AB. O

Seuraava lause liittyy ldheisesti lauseeseen 30, mutta siind ei oleteta it-
seista suppenemista.

Lause 31. Oletetaan, etta > o7, a, suppenee lukuun A ja ettd Y o2 b, sup-
penee lukuun B. Madritellddan

n
Cp = Z arbn—.
k=0

Jos Yo% ¢ suppenee lukuun C, niin C' = AB.

Todistus. Sivuutetaan. O

33



3.5 Sarjan termien uudelleenjarjestys

Aérellisten summien tapauksessa ei ole vilid, missé jarjestyksessé termit las-
ketaan yhteen. Sarjojen tapauksessa termien jarjestyksen muuttaminen voi
kuitenkin vaikuttaa sarjan summaan. Vaikka alkuperéinen sarja suppenisi,
voi olla, etta termien jéarjestysta vaihtamalla saatu uusi sarja ei suppene tai
se suppenee eri lukuun kuin alkuperéainen sarja. Millaisilla sarjoilla on nain,
sitd tutkitaan téssé luvussa. Aloitetaan sarjan uudelleenjarjestyksen méari-
telmésta.

Maaritelma 13. Olkoon 77 a, sarja. Jos T' on miké tahansa bijektio
joukolta {0,1,2...} joukolle {0,1,2,...}, niin sarjaa >>0°, ar(,) kutsutaan
sarjan y o2 a, uudelleenjdrjestykseksz.

Seuraavassa esimerkki sarjasta, joka uudelleenjarjestettyna suppenee eri
lukuun kuin alkuperéinen sarja.

Esimerkki 28. Tarkastellaan Leibnizin lauseen perusteella suppenevaa sar-
jaa

i<_1)n+ll>
n=1 n
jonka summa on S. Silloin
b - n+1 — -1 n+l —
nz::l Z:: 2 n nz::l( ) 2n

suppenee lukuun g lauseen 21 perusteella. Tarkastellaan nyt sarjaa Y2 ; a,,
missé a,, = 0, kun n on pariton, ja

kun n on parillinen. On helppo huomata, etta sarja > °; a,, on muodostet-
tu sarjasta Y02, b, lisédmaélla luku O termien b, valiin. (Siis by = ag, by =
ayg,b3 = aﬁ, Ljaar =a3 =as = = 0.) Siis my0s sarja > oo a, suppenee
lukuun . Laskemalla yhteen sarjat Z (= )"Jrl L ja 3% a, saadaan sarja

glerier

joka lauseen 21 perusteella suppenee lukuun . Huomataan kuitenkin, etta
sarja

i ”+11+a S R T

— " 3 25 7 49
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on sarjan

oo 1 11 1.1 1.1 1
S Yk o e e I A
2 (0 5737175 67 8"

uudelleenjarjestys, kun nollat jatetaan summasta pois. Nain on siis 1oydetty
sarjalle Z;’il(—l)”“% uudelleenjéarjestys, joka suppenee eri lukuun kuin S,
nimittain lukuun %

Seuraavassa lauseessa todistetaan, etté itseisesti suppenevat sarjat sup-
penevat aina samaan lukuun termien uudelleenjarjestyksesta huolimatta.

Lause 32. Olkoon .77 a, itseisesti suppeneva sarja, joka suppenee lukuun
A. Olkoon 3777 | apy mikd tahansa sarjan 207 a, uudelleenjdrjestys. Tiil-

l6in -
> ar
n=1
suppenee lukuun A.
Todistus. Olkoon .
Sn = Z Qg
k=1
ja
n
Sp =D ar
k=1

kaikilla luvuilla n. Oletuksen perusteella {S,}>°, suppenee lukuun A. Pyri-
tédn osoittamaan, ettd myos {S!}°° | suppenee lukuun A. Valitaan ¢ > 0.
Talloin on olemassa sellainen luku N, etta kun n > N, niin

oo oo €
|Sn — A| = Z ap| < Z |ak| < 5,
k=n+1 k=n+1

koska sarja >0 a, suppenee itseisesti. (Ts. >°° |a,| suppenee, ks. lauseen
19 jalkeinen kappale: talloin [>20° v|a,|| = Y02 ylan] < €). Nyt, koska T on
bijektio joukolta {1,2,3,...} joukolle {1,2,3,...}, niin on olemassa K > N
siten, ettd {1,2,3,...,N} C {T(1),T(2),...,T(K)}. Oletetaan, ettd n > K.
Talloin

< 2: |akL

k=N+1

n N
Do arm — Y a
k=1 k=1
joten kolmioepéayhtélon ja todistuksessa edelld olevien tulosten perusteella
Z ar(k
k=1

s € € €
< D> al+z<z+-=e
b N1 2 2 2

N

> a

51— A < |8 — Sx| + |Sx — A < ) -
k=1

+e
2
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On siis todistettu, ettd lukujono {S}}°°, suppenee lukuun A, joten sarja
> ome1 G7(n)y suppenee lukuun A. O

Lauseen 32 perusteella voidaan sanoa, ettd jos uudelleenjéarjestetty sarja
suppenee eri lukuun kuin alkuperéinen sarja, niin se ei ole itseisesti suppe-
neva. Esimerkissé 28 loydettiin kuitenkin sarja, joka uudelleenjérjestettyné
suppeni eri lukuun kuin alkuperainen sarja. Tamé sarja on siis ehdollisesti
suppeneva. Herda kysymys, saadaanko kaikki ehdollisesti suppenevat sarjat
uudelleenjarjestamalld suppenemaan eri lukuun kuin alkuperéinen sarja. Ta-
ta tarkastelua varten esitetaén seuraavaksi méaritelmé, joka jaottelee luku-
jonon positiiviset ja negatiiviset termit eri joukkoihin.

Maaritelma 14. Olkoon {a, }22 - reaalilukujono. Kaikilla luvuilla n maéari-
telladn af = a, jos a, > 0 ja af = 0 jos a, < 0. Vastaavasti méaritellaan
a, = ap jos a, <0 jaa, =0 jos a, > 0. Jos siis

11 11 1
n OO_ — 17_777’_7’7’_7’_,, ,
{an}is { 2°3 4’5 6 }
1 1
+
— =0,
{a }TLl { 3 757 }

e 111
{an}nzl - {07 2707 470a 6’ }

Kaikilla luvuilla n pétee aina a, = a} + a,, .

niin

ja

Seuraavan lauseen perusteella tiedetadn itseisesti suppenevan sarjan
> | a, summa sarjojen > o2 at ja >°° | a summien perusteella.

Lause 33. Sarja >°0°  a, suppenee z'tseisestz’, jos ja vain jos sarjat Y02, at
Jja > 1 a; suppenevat. Jos sarja Y00 a suppenee ja sen summa on AT ja
sarja Y00, a. suppenee ja sen summa on AT, ngin sarjan Yo7 a, summa
on AT + A™ ja sarjan Y00 |a,| summa on AT — A”.

Todistus. Oletetaan, etté sarja > -7, a, suppenee itseisesti. Kaikilla luvuilla
n patee
lan| < laal,  lag| < aa],

joten sarjat Y-°°, a’ ja >°°0 | a. suppenevat itseisesti lauseen 23 perusteella.

Oletetaan sitten, etta > 7 a+ ja 302, a, suppenevat ja niiden summat
ovat AT ja A~. Talloin myos sarja Yo% | (—a, ) suppenee ja sen summa on
lauseen 21 perusteella —A~. Edelleen, koska |a,| = a7 — a;,; kaikilla luvuilla
n, niin lauseen 21 perusteella >°°° | |a, | suppenee ja sen summa on AT — A~.
Koska kaikilla luvuilla n patee a,, = a;f +a, niin lauseen 21 perusteella sarja
> | an suppenee ja sen summa on AT 4+ A~. Néin lauseen 33 kaikki kohdat

on todistettu. O
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Lauseen 33 nojalla tiedetédan, etta jos sarja . ; a,, suppenee ehdollises-
ti, niin vdhintddn toinen sarjoista >0° ; a, ja >o°; a, hajaantuu. Voidaan
kirjoittaa
at =a, —a,, a, =a, —a,

joten molempien sarjojen >0, a’ ja 320, a, on hajaannuttava, jos sarja

>, a, suppenee ehdollisesti. Nain on, silla

o0 [e.9] (o9} [e.9]

Za;r = Z(an —a,) = Zan + Z(_a;>7

n=1 n=1 n=1 n=1
ja jos Yo% a- suppenee, niin >°° ,(—a,’) suppenee ja oletuksen perusteella
> | an suppenee, joten lauseen 21 perusteella myos Y07 | a,F suppenee. (Vas-
taavasti toisin péin.) Koska a7 > 0 kaikilla luvuilla n, niin sarjan >0°; a.
osasummien muodostamat lukujonot ovat kasvavia, eivatka lauseen 16 pe-

o0

rusteella ole ylhéaélta rajoitettuja, kun > °° ; o hajaantuu. Samoin, koska

a, < 0 kaikilla luvuilla n, niin sarjan ) >7; a, osasummien muodostamat
lukujonot ovat vihenevia, eivatka ole alhaalta rajoitettuja, kun >°7° , @, ha-

jantuu. Taman perusteella, jos sarjojen
o0 oo o
+ —
DBLID DTN S
n=1 n=1 n=1

n. osasummia merkitadn S,, S ja S, , niin sarjan ).
kujono

o

o2, G, Osasummien lu-

{Sn}?f:l = {S:zr + 55}211

suppenee, mutta lukujonot {S;}°°, ja {S, }°2, eiviat suppene.

Nyt voidaan todistaa seuraava lause, joka kertoo, etté ehdollisesti suppe-
nevat sarjat saadaan suppenemaan mihin tahansa haluttuun lukuun uudel-
leenjarjestdmaélla ne sopivasti.

Lause 34. Olkoon r mikd tahansa annettu reacliluku. Jos sarja Y02 ay,
suppenee ehdollisesti, niin on olemassa sarjan Y .°, a, uudelleenjdrjestys,
joka suppenee lukuun r.

* qf osasummien muodostama

Todistus. Aiemmin todettiin, ettd sarjan > °7; af
lukujono {S;}°°, ei ole ylhaalta rajoitettu. Samoin todettiin, etta lukujo-
no {5, }22, ei ole alhaalta rajoitettu. Tiedetdén myos lauseen 20 perusteel-
la, ettd lukujono {a,}>2; suppenee lukuun 0, silld sarja >0 ; a,, suppenee.
Valitaan miké tahansa reaaliluku r. Pyritddn uudelleenjarjestiméan sarja
o, ay, siten, etta uudelleenjérjestetty sarja suppenee lukuun r. Koska osa-
summien lukujono {S;}22; ei ole ylhdilta rajoitettu, niin sarjan >0°; a
summa ei ole ylhédalta rajoitettu. Vastaavasti sarjan > 07, a, summa ei ole

alhaalta rajoitettu. Talloin voidaan laskea sarjan >°°; a; termeja yhteen

sithen asti, kunnes n; on pienin positiivinen indeksi, joka toteuttaa ehdon

af +a3 +---+af >
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Koska sarja >0 1 a,, ei ole alhaalta rajoitettu, voidaan tdmén sarjan termeja
lisitd summaan af +aj +- - -+a;}, kunnes m; on pienin indeksi, joka toteuttaa
ehdon

(af +a3 +-- +af )+ (a] a3+ +a,)<r

Samoin voidaan jélleen lisata sarjan Y00 | af termejé indeksisté a,,, ;. lahtien
edelld olevaan summaan, kunnes n, on pienin indeksi, joka toteuttaa ehdon

(af +a3 +-+ay)+ (a7 +ag +---+a, )+ (a) .+ +a)>r

Téllainen indeksi ny on siis olemassa, koska sarjan > °°; a” summa ei ole
ylhaalta rajoitettu. Edelleen voidaan lisdtéa edelld olevaan summaan sarjan
o2, a,, termeja indeksista a,,, ;1 lahtien, kunnes my on pienin indeksi, joka

toteuttaa ehdon

(af +a3 +---+af )+ (ay +a5 +---+ap,,)

+(af - tal)+ (a0 + - +a,,) <
Tallainen indeksi my on olemassa, koska sarjan > >° , a, summa ei ole al-
haalta raJ01tettu Néin Jatkamalla kun poistetaan nollat niiden esiintyessé
sarjoissa Y00 at ja > a., saadaan bijektio T'(n), joka jarjestdd alkupe-
raisen sarjan » >, a, termit uudelleen niin, ettd uudelleenjérjestetyssa sar-
jassa > 0, ar(n) ON ensin ny alkuperdisen sarjan ensimmaistéa ei-negatiivista
termia, jonka jalkeen tulee m; alkuperaisen sarjan ensimmaista negatiivis-
ta termia ja niin edelleen. Merkitaan kaikilla luvuilla n uudelleenjarjestetyn
sarjan osasummia S} = Y 1_; arg).

Koska oletettiin, ettd > °°; a, suppenee (ehdollisesti), niin lauseen 19

perusteella kaikilla luvuilla € > 0 on olemassa sellainen luku N, ettd kun
n > N jap > 0, niin

lan + Api1 + -+ Qpp| < e
Erityisesti |a,| < €, kun n > N. Nyt koska 7" on bijektio, niin on olemassa
luku K > N siten, etta {1,2,3,..., N} C {T(1),T(2),T(3),...,T(K)}. Nain

ollen siis |army| < €, kun k > K. Talléin, kun n;—; > K, m;_; > K ja

(ay +ay +---+ap )+ (ay +ay +---+ap,)
+-+(af g+ Fal)F(an, g+ Fan) <7

niin

r—e<r<(af +a3 +---+at)+(ay +a; +---+ap,)
+ 4 (0 g+t at )+ (an,, g+ tan)
(o + o Fag y Fan ) <rte
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koska m;,; on pienin indeksi, jolla edelld oleva summa on suurempi kuin r ja
lisaksi tiedetaén, ettd |a:;_+1| < ¢, silla n;, 1 > K, joten edelld oleva summa
on pienempi kuin r + e.

Vastaavasti, kun m;_, > K, nj_; > K ja

(af +a3 +---+a) )+ (a7 +a3 +---+a, )
o (gt by, ) (ar g+t at) >

1
niin

r—e<(af +af +---+al)+(ay +a3 +---+a,)
o (G T ) F (et ag)
+ (1 + o Fay,) <r<r+e

koska m; on pienin indeksi, jolla edelld oleva summa on pienempi kuin 7 ja
tiedetadn, etta |a;lj| < ¢, silla m; > K, joten edelld oleva summa on suu-
rempi kuin r — e. Néin ollen uudelleenjirjestetyn sarjan osasummille pétee
1S} —r| <€ kun n;_1,m;_1 > K, joten lukujono {S}}>° | suppenee lukuun r
médritelman 2 nojalla. Nyt méaéritelméan 10 nojalla sarja >-)°; ar(,) suppenee
ja sen summa on r. On siis todistettu, ettd on olemassa sarjan > 07, a, uu-
delleenjarjestys, joka suppenee mihin tahansa valittuun reaalilukuun . [J
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