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Tiivistelmä

Riemannin kuvauslause antaa riittävät ehdot tasoalueen kuvaamiseksi kon-
formisesti yksikkökiekolle. Sen mukaan yhdesti yhtenäisessä alueessa eli reiät-
tömässä ja avoimessa joukossa kompleksitasossa, joka ei ole kuitenkaan koko
kompleksitaso, on olemassa holomorfinen injektio, joka kuvaa alueen kon-
formisesti yksikkökiekolle. Kuvaus voidaan valita siten, että mielivaltainen
alueen piste kuvautuu kiekon keskipisteeksi.

Todistuksessa ratkaistaan ekstremaaliongelma tietyssä holomorfisten
funktioiden luokassa. Tähän luokkaan kuuluvilla funktioilla on seuraavat omi-
naisuudet: kiinnitetyssä pisteessä funktio saa arvon nolla, funktio on holo-
morfinen injektio ja sen itseisarvot ovat pienempiä kuin 1 koko alueessa. Itse
todistus tapahtuu neljässä vaiheessa. Ensin osoitetaan, että edellä mainittu
luokka ei ole tyhjä. Toiseksi luokan jokaisen funktion derivaatta on rajoitettu
kiinnitetyssä keskipisteessä. Kolmanneksi osoitetaan, että on olemassa tietty
funkio, jonka itseisarvo on maksimaalinen ja neljänneksi, että tämä funktio
on juuri kuvauslauseen konformikuvaus.

Todistuksen kannalta keskeisiä tuloksia ovat Arzelan-Ascolin lause, Cauc-
hyn integraalikaava, maksimiperiaate, Schwarzin lemma sekä Rouchén lause,
jotka todistetaan täsmällisesti.

Asiasanat: Bernhard Riemann, kompleksianalyysi, Riemannin kuvaus-
lause
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Johdanto

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) on yksi merkittävimmistä
matemaatikoista ja Riemannin kuvauslause yksi kompleksianalyysin uraa-
uurtavista tuloksista. Riemann esitti sen virkaanastujaisesitelmässään Göt-
tingenin yliopistoon vuonna 1851. Riemannin oma todistus lauseelle kysee-
nalaistettiin laajasti, ja useat matemaatikot pyrkivät todistamaan tuloksen
julkaisua seuraavina vuosikymmeninä. Heitä olivat muiden muassa Hermann
Schwarz, Alex Harnack ja Henri Poincaré. Ensimmäisen tarkan todistuksen
esitti amerikkalainen William Fogg Osgood vuonna 1900[10, s. 270]. Toinen
nimi, jonka lähteet mainitsevat ensimmäisen todistuksen esittäjänä on Paul
Koebe[1, s. 230].

Riemannin elämästä

Bernhard Riemann syntyi 17. syyskuuta vuonna 1826 Breselenzin pastorin
perheeseen. Breselenz sijaitsee Jamelnissa Dannenbergin läheisyydessä Sak-
sassa. Hän kävi kymnaasia Hannoverissa 1840-1842 ja Lüneburgissa 1842-
1846, opiskeli Göttingenissä 1846-1847 sekä 1849-1851 ja Berliinissä 1847-
1849. Hän saavutti tohtorin tutkinnon vuonna 1851 ja sai oikeuden luennoida
yliopistossa 1854 Göttingenissä Gaussin alaisuudessa. Hänestä tuli Göttinge-
nin yliopiston apulaisprofessori 1857 ja professori 1859. Heinäkuussa 1862
hän avoitui sisartensa ystävän Elise Kochin kanssa. Kroonisesti huonon ter-
veydentilansa johdosta hän vietti suuren osan avioitumista seuranneista vuo-
sista Italiassa. Hänen ainoa lapsensa, tytär Ida, syntyi siellä. Vuonna 1866
Preussin sodan ensipäivinä hän päätti muuttaa takaisin etelään. Hän kuoli
20. heinäkuuta 1866 Selascassa, Lago Maggioren rannalla.

Riemann eli 14 ikävuoteensa asti perheensä parissa eristetyssä Wendlan-
dissa, Hannoverissa, joka oli vähän asutettu ja alikehittynyt paikka Elbe-
joen varrella. Hänen isänsä Friedrich Bernhard Riemann oli kotoisin Boizen-
burgista, Elben rannalta. Muutaman vuoden päästä Bernhardin syntymän
jälkeen hän sai viran Quickbornin seurakunnasta, Brelezensin läheisyydes-
tä. Riemannin äiti oli hovineuvoksen tytär Hannoverista. Aluksi Bernhard
sai alkeisopetusta isältään. Hänen varhaisimman mielenkiintonsa kohde oli
historia, varsinkin Puolan romanttinen ja traaginen historia. Viisivuotiaana
hän ei antanut isälleen hetkenkään rauhaa onnettoman Puolan vuoksi, vaan
halusi kuulla yhä uudelleen kerrottavan tuon sankarillisen kansan uhreista
ja taisteluista vapauden ja itsemääräämisoikeuden puolesta. Kuuden vuoden
ikäisenä Riemann alkoi opiskella matematiikkaa, joka tunteelliselle pojanmie-
lelle ei tarjonnut järkytyksiä, kuten historia oli tehnyt. Hän ei ainoastaan rat-
kaissut hänelle esitettyjä probleemoja, vaan keksi itse vaikeampia, joilla hän
kiusasi veljiään ja sisariaan. Matemaattinen luomispakko oli jo vallannun po-
jan mielen. Kymmenvuotiaana hän alkoi saada edistyneempää matematiikan
ja geometrian opetusta ammattimaiselta opettajalta.
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Riemannilla oli koko ikänsä vaikeuksia toimia ihmisten parissa. Sekä opis-
kelijana, että dosenttina hän vetäytyi mielellään Quickbornin rauhaan. Jo
kymnaasissa Riemann kärsi taipumuksestaan ehdottomaan täydellisyyteen,
mikä myöhemmin hidasti hänen tieteellistä julkaisutoimintaansa. Hän me-
netti turvasatamansa Quickbornissa vasta isänsä kuoltua vuonna 1855. Hän
ei etsiytynyt aktiivisesti ihmisten pariin, vaan pikemminkin lyttäsi jääräpäi-
sesti yritykset lähempään kontaktiin henkisesti samalla aaltopituudella ol-
leiden mm. Berlinin ja Eisensteinin kanssa. Tarina kertoo, että Riemannin
aikalaisella Richard Dedekindillä ei ole mitään kerrottavaa hänen tieteellis-
ten kontaktien konkreettisesta sisällöstä, vaikka hän onnistuikin aika ajoin
saamaan Riemannin ulos huoneensa yksinäisyydestä. Riemannin kiinnostuk-
sen kohteista matematiikan ja fysiikan ulkopuolella on yhtä vähän kerrot-
tavaa. Perheen ulkopuolella hän piti läheisiä välejä ainoastaan välittömiin
kolleegoihinsa. Lähteet: [5, s. 1] ja [2, s. 476-477]

Työn sisältö

Riemannin kuvauslause antaa riittävät ehdot sille, millainen alue on kuvatta-
vissa konformisesti yksikkökiekolle. Osoittautuu, että mikä tahansa yhdesti
yhtenäinen kompleksitason alue, joka ei ole kuitenkaan koko kompleksitaso,
voidaan kuvata sileällä kuvauksella eli holomorfisella injektiolla yksikkökie-
kolle. Tällaisen kuvauksen olemassaololle riittää siis olettaa, että on olemas-
sa kompleksitason piste, joka ei kuulu tähän alueeseen, ja josta on alueeseen
osumaton polku Riemannin pallon mukaiseen äärettömyyteen. Riemannin
kuvauslauseesta seuraa tulos, joka tunnetaan nimellä uniformisaatioteoree-
ma. Sen mukaan on olemassa kolme konformista ekvivalenssiluokkaa, joihin
Riemannin pinnat voivat kuulua. Kukin Riemannin pinta on konformisesti
ekvivalentti Riemannin pallon, kompleksitason tai yksikkökiekon kanssa.

Luvussa 1 syvennytään kompleksitason topologiaan. Pääpaino on erilais-
ten joukkojen ominaisuuksien määrittelyllä. Riemannin kuvauslauseen kan-
nalta olennainen on alueen määritelmä, jonka mukaan alue on epätyhjä,
avoin ja yhtenäinen joukko. Muita tärkeitä ominaisuuksia ovat täydellisyys
ja kompaktisuus. Todistettavia tuloksia ovat Bolzanon-Weierstrassin lause ja
Heinen-Borelin lause eli kompaktien joukkojen ja peitteiden välinen yhteys.
Kompaktisuus määritellään jonosuppenemisen eli Bolzanon-Weierstrassin
ominaisuuden kautta. Luvussa todistetaan, että yhtä hyvin lähtökohtana voi-
si olla Heinen-Borelin ominaisuus. Luvun kolmannessa osassa käsitellään pol-
kuja. Poluista erityishuomion saavat ns. kaarimonikulmiot, jotka ovat sileitä,
umpinaisia ja itseäänleikkaamattomia, ympyränkaarista ja janoista koostu-
via käyriä kompleksitasossa. Tärkein esitelty ominaisuus on polkujen välinen
homotooppisuus, jonka avulla määritellään yhdesti yhtenäisyys kompleksilu-
kujoukossa.

Luvussa 2 perehdytään hieman kompleksiarvoisten funktioiden ominai-
suuksiin, joista tärkeimmät ovat kompleksinen differentioituvuus ja holomor-
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fisuus. Luvun 2 toisessa osassa tarkastellaan funktiojonoja ja määritellään
tasainen rajoittuneisuus sekä funktiojonon tasajatkuvuus. Luvussa 2 todis-
tetaan Arzelan-Ascolin lause, jonka mukaan kompaktissa joukossa määritel-
lyllä tasajatkuvalla ja tasaisesti rajoitetulla funktiojonolla on suppeneva os-
ajono. Tulos laajennetaan koskemaan myös alueita. Luvun lopussa määritel-
lään kompleksinen logaritmi.

Luku 3 käsittelee kompleksista integrointia. Luvussa osoitetaan lähinnä
työkalunomaisesti tarvittavia tuloksia, jotka kuuluvat kuitenkin komplek-
sianalyysin alueen tärkeimpiin. Tällaisia tuloksia ovat Cauchyn integraali-
lause ja integraalikaava, Rouchén lause sekä lokaali ja yleinen maksimiperiaa-
te. Maksimiperiaatteen seurauslauseella, luvussa 4 todistettavalla Schwarzin
lemmalla on myös suuri rooli Riemannin kuvauslauseen todistuksessa.

Luku 4 käsittelee Riemannin kuvauslausetta, jolle esitetään täydellinen
todistus. Luvun alussa tarkastellaan erikseen konformikuvauksia ja sileitä
funktioita eli holomorfisia injektioita. Riemannin kuvauslauseen todistus nou-
dattelee Tutschken ja Vasudevan kirjaa [8]. Toinen pääasiallinen lähde on
Priestleyn teos [7], jota on täydennetty erityisesti Ahlforsin [1] ja Lehdon [6]
teoksilla.

1 Perusteita

1.1 Topologista tarkastelua

1.1.1 Metrinen avaruus

Olkoon X epätyhjä joukko. Kuvaus d : X × X → R on metriikka,jos

1. d(x, y) ≥ 0 ja d(x, y) = 0, jos ja vain jos x = y,

2. d(x, y) = d(y, x), kaikilla x, y ∈ X ja

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), kaikilla x, y, z ∈ X.

Paria (X, d) kutsutaan metriseksi avaruudeksi.

Lause 1.1. Pari (C, d), d(u, v) = |u − v| muodostaa metrisen avaruuden.

Todistus. Olkoot u, v ja w kompleksilukuja.

1. Kolmioepäyhtälön perusteella

d(u, v) = |u − v| = |u + (−v)| ≥ ||u| − | − v|| = ||u| − |v|| ≥ 0.

Yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u = v.

2. Merkitään u = a + bi ja v = c + di. Tällöin

d(u, v) = |u − v| = |(a − c) + (b − d)i| =
√

(a − c)2 + (b − d)2

=
√

(c − a)2 + (d − b)2 = |(c − a) + (d − b)i| = |v − u| = d(v, u).
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3. Kolmioepäyhtälön perusteella

d(u, v) = |u−w| = |u−v+v−w| ≤ |u−v|+ |v−w| = d(u, v)+d(v, w).

1.1.2 Avoimet joukot, yhtenäisyys ja alueet

Määritelmä 1.1. Olkoon z0 kompleksiluku ja r positiivinen reaaliluku.
Avoin kiekko

D(z0, r) = {z : |z − z0| < r} .

Suljettu kiekko
D(z0, r) = {z : |z − z0| ≤ r} .

Yksikkökiekon keskipiste on origo ja säde 1.

Määritelmä 1.2. Olkoon U kompleksitason osajoukko. Joukko U on avoin,
jos sen jokaista alkiota z0 kohti on olemassa sellainen kiekko D(z0, r), että
r > 0 ja D(z0, r) on joukon U osajoukko.

Määritelmä 1.3. Olkoon [α, β] suljettu ja rajoitettu reaalilukuväli, missä
−∞ < α ≤ β < ∞. Jatkuva funktio γ : [α, β] → C on käyrä, jonka paramet-
riväli on [α, β]. Sen alkupiste on γ(α) ja loppupiste γ(β) ja se on umpinainen,
jos γ(α) = γ(β). Yksinkertaisella käyrällä α ≤ s < t ≤ β ⇒ γ(s) 6= γ(t),
ellei s = t tai umpinaisen käyrän tapauksessa α = s ja β = t.

Määritelmä 1.4. Käyrän γ parametrivälinään [α, β] kuva

γ∗ = γ([α, β]) := {γ(t) : t ∈ [α, β]} .

Käyrä γ kuuluu joukkoon S, jos γ∗ ⊆ S.

Määritelmä 1.5. Olkoon S ⊆ C. Joukko S on yhtenäinen, jos mitkä tahansa
kaksi sen pistettä voidaan yhdistää käyrällä γ, jolle γ∗ ⊆ S.

Yhtenäisyys voidaan määritellä vaihtoehtoisesti avoimuuden kautta.

Määritelmä 1.6. Joukko S ⊆ C on yhtenäinen, jos S1 ∪ S2 6= S, missä
S1 ∩ S2 6= ∅, kaikilla avoimilla ja epätyhjillä S1, S2 ⊆ C. Siis, olettamalla
joukko S yhtenäiseksi, (S1 ⊆ S ja S, S \ S1 ovat avoimia) ⇒ (S1 = S tai
S1 = ∅).

Määritelmä 1.7. Joukko S ⊆ C on konveksi, jos millä tahansa kahdella
joukon S pisteellä a ja b pätee, että jana [a, b] ⊆ S.

Määritelmien 1.5 ja 1.7 perusteella konveksi joukko on yhtenäinen.
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Määritelmä 1.8. Olkoon S ⊆ C epätyhjä. Joukko S on murtoviivayh-
tenäinen, jos kaikilla z1, z2 ∈ C on olemassa sellainen murtoviiva γ, että
γ(z1, z2) ⊆ S.

Määritelmä 1.9. Alue on epätyhjä, avoin ja yhtenäinen joukko.

Lause 1.2. Olkoon S ⊆ C epätyhjä ja avoin. Tällöin S on alue, jos ja vain
jos S on murtoviivayhtenäinen. Mikä tahansa epätyhjä, avoin ja konveksi
joukko on alue.

Todistus. [7, s. 38] Olkoon S alue ja a ∈ S. Määritellään

S1 = {z ∈ S : ∃γ(z, a)|γ on murtoviiva } .

Olkoon S2 = S \ S1. Piste a ∈ S1, joten S1 6= ∅. Osoitetaan joukot S1 ja S2

avoimiksi. Koska S on avoin, kaikilla z ∈ S on olemassa D(z, r) ⊆ S jollakin
r > 0.

Oletetaan ensin, että z ∈ S1. Tällöin kaikilla w ∈ D(z, r) jana [z, w] ⊆
D(z, r). Täten w ∈ S1 ja siksi D(z, r) ⊆ S1, joten S1 on avoin.

Oletetaan sitten, että z ∈ S2. Tehdään vastaoletus, että on olemassa
sellainen w ∈ D(z, r), että w /∈ S2. Täten w ∈ S1 ja [z, w] ∪ γ(w, a) ⊆ S1,
joten z ∈ S1. Tämä on ristiriita, jolloin täytyy olla, että w ∈ S2. Siis S2 on
avoin.

Oletetaan sitten, että S on epätyhjä, avoin ja murtoviivayhtenäinen jouk-
ko ja osoitetaan, että S on yhtenäinen. Tähdään vastaoletus, että S on kah-
den avoimen joukon S1 ja S2 erillinen yhdiste. Valitaan pisteet a ∈ S1 ja
b ∈ S2 ja murtoviivapolku γ(a, b) ⊆ S. Ainakin yksi murtoviivapolun janois-
ta [zk−1, zk] on sellainen, että zk−1 ∈ S1 ja zk ∈ S2, ks. kuva 1.

Kuva 1: Jos-suunnan joukot S1 ja S2

Tämä polun osa voidaan parametrisoida funktiolla z(t) = (1−t)zk−1+tzk,
missä t ∈ [0, 1], jolloin

1. kaikilla t ∈ [0, 1], z(t) ∈ S1 tai z(t) ∈ S2, muttei kumpaankin yhtä
aikaa,
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2. z(0) = zk−1 ∈ S1 ja z(1) = zk ∈ S2,

3. jos z(t) ∈ Sk, jollakin parametrin arvolla t, niin kaikilla s ∈ [0, 1], (|t−s|
tarpeeksi pieni) ⇒ z(s) ∈ Sk), k ∈ {1, 2}.

Olkoon
q = sup {t ∈ [0, 1] : z(t) ∈ S1} .

Selvästi 0 < q < 1. Jos z(q) ∈ S1, kohdan 3 perusteella ∃s : 1 > s > q : z(s) ∈
S1, mikä on vastoin supremumin q määrittelyä. Jos z(q) ∈ S2, niin kohdan
3 perusteella on olemassa sellainen δ > 0, että z(s) ∈ S2 jokaisella luvulla
s, jolla 0 < q − δ < s ≤ q. Tämäkin on ristiriidassa luvun q määritelmän
kanssa. On osoitettu, että vastaoletus on väärä ja lause seuraa.

Lisäyksen toteamiseksi riittää todeta, että epätyhjä, avoin ja konveksi
joukko on murtoviivayhtenäinen, sillä jana on murtoviiva. Siten se on lauseen
alkuosan perusteella alue.

1.1.3 Suljetut joukot

Määritelmä 1.10. Kompleksilukujono zn = xn +yni, n = 1, 2, . . ., suppenee
kohti kompleksilukua z∗ = x∗ + y∗i, jos

|zn − z∗| → 0, kun n → ∞.

Suppeneminen toteutuu, jos ja vain jos

xn → x∗ ja yn → y∗, kun n → ∞.

Määritelmä 1.11. Olkoon S ⊆ C. Piste z∗ on joukon S kasautumispiste, jos
jokainen kiekko D(z∗, r), r > 0 sisältää äärettömän monta joukon S pistettä.

Määritelmä 1.12. Joukko S on suljettu, jos se sisältää kaikki kasautumis-
pisteensä.

Lause 1.3. Joukko S on suljettu, jos ja vain jos sen komplementti S̃ on
avoin.

Todistus. Oletetaan ensin, että S on suljettu. Olkoon z0 ∈ S̃. Tällöin on
olemassa kiekko D(z0, r0), joka ei sisällä yhtään joukon S pistettä. Muutoin
z0 olisi joukon S kasautumispiste. Koska D(z0, r0) on joukon S̃ osajoukko,
joukko S̃ on avoin määritelmän 1.2 perusteella.

Oletetaan sitten, että S̃ on avoin. Tällöin yksikään joukon S kasautu-
mispiste z∗ ei voi kuulua joukkoon S̃, koska silloin olisi olemassa z∗-keskeinen
kiekko, joka ei sisällä yhtään joukon S pistettä. Täten joukko S sisältää kaikki
kasautumispisteensä ja on siten suljettu määritelmän 1.12 perusteella.

Määritelmä 1.13. Joukon S sulkeuma

S = S ∪ {z ∈ S : z on joukon S kasautumispiste} .
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1.1.4 Cauchyn jono, täydellisyys ja Bolzanon-Weierstrassin lause

Määritelmä 1.14. Kompleksilukujonoa (zn) kutsutaan Cauchyn jonoksi,
jos jokaisella positiivisella luvulla ǫ on olemassa sellainen positiivinen koko-
naisluku N , että

|zn − zm| < ǫ aina, kun m,n ≥ N.

Kirjoitetaan zn = xn + iyn, missä n = 1, 2, . . .. Koska

|zn − zm| =
√

(xn − xm)2 + (yn − ym)2

ja |xn − xm|, |yn − ym| ≤ |zn − zm|, jono (zn) on Cauchyn jono, jos ja vain jos
(xn) ja (yn) ovat Cauchyn jonoja. Jos reaaliset Cauchyn jonot suppenevat,
niin kompleksinen Cauchyn jono suppenee. Jokainen suppeneva kompleksi-
lukujono on Cauchyn jono.

Määritelmä 1.15. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Sitä kutsutaan täydel-
liseksi, jos sen jokainen Cauchyn jono suppenee.

Lauseen 1.1 ja määritelmien 1.14 ja 1.15 perusteella voidaan todeta seu-
raava tulos:

Lause 1.4. Pari (C, d), missä d(u, v) = |u − v| on täydellinen metrinen
avaruus.

Määritelmä 1.16. Olkoon S ⊆ C . Joukon S halkaisija määritellään seu-
raavasti

diam S = sup
z,w∈S

|z − w|.

Huomataan, että joukko S on rajoitettu, jos ja vain jos diam S < ∞.

Lause 1.5. Sisäkkäisten välien lause (Cantor [8, s. 23]). Olkoon (F1, F2, . . .)
jono kompleksilukujen joukon C suljettuja osajoukkoja, jotka toteuttavat seu-
raavat ehdot

1. Fn ⊃ Fn+1, n = 1, 2, . . .

2. diam Fn → 0, kun n → ∞.

Tällöin
⋂∞

n=1 Fn koostuu täsmälleen yhdestä pisteestä.

Todistus. Valitaan piste zn joukosta Fn kullakin indeksin n arvolla ja tarkas-
tellaan jonoa z1, z2, . . ..
Koska diam Fn → 0, kun n → ∞, mielivaltaiselle positiiviselle luvulle ǫ on
olemassa indeksin arvo n0, jolla

n ≥ n0 ⇒ diam Fn < ǫ.
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Valitaan m,n ≥ n0. Tällöin Fm ⊂ Fn0
ja Fn ⊂ Fn0

, joten zm ja zn kuulu-
vat joukkoon Fn0

. Täten |zm − zn| < ǫ, joten määritelmän 1.14 perusteella
z1, z2, . . . on Cauchyn jono. Täten on olemassa kompleksiluku z∗, jolle pätee,
että limn→∞ zn = z∗.

Osoitetaan sitten, että z∗ kuuluu joukkoon
⋂∞

n=1 Fn. Jos m ≥ n Piste zm

kuuluu joukkoon Fn, jollakin indeksin arvolla m ja siksi z∗ kuuluu joukkoon
F n(= Fn) jokaisella luvulla n. Tehdään vastaoletus, että pisteet z∗ ja z∗∗
kuuluvat leikkaukseen

⋂∞
n=1 Fn ja z∗ 6= z∗∗. Tällöin |z∗ − z∗∗| ≤ diam Fn

jokaisella luvulla n. Koska limn→∞ diam Fn = 0, niin |z∗−z∗∗| = 0 eli z∗ = z∗∗.
Tämä on ristiriita oletuksen z∗ 6= z∗∗ kanssa. Täten lause on tosi.

Lause 1.6. (Bolzano-Weierstrass [8, s. 23]). Jos S ⊆ C on ääretön ja rajoi-
tettu, niin sillä on ainakin yksi kasautumispiste.

Todistus. Koska joukko S on rajoitettu, on olemassa sellainen positiivinen
luku R, että kaikissa joukon S pisteissä z, |z| ≤ R. Tästä seuraa, että joukko
S sisältyy suljettuun neliöön

{z = x + iy : −R ≤ x ≤ R, −R ≤ y ≤ R} ,

jonka sivun pituus on 2R. Jaettaessa tämä neliö neljään suljettuun neliöön,
josta kunkin sivun pituus on R, ainakin yksi niistä sisältää äärettömän monta
joukon S pistettä (joukossa S on äärettömän monta pistettä oletuksen perus-
teella). Toistamalla tätä menettelyä induktiivisesti saadaan jono sisäkkäisiä
suljettuja joukkoja, joiden halkaisija lähestyy nollaa. Lauseen 1.5 perusteella
on olemassa piste z∗, joka kuuluu kaikkiin valittuihin neliöihin. Koska jo-
kainen niistä sisältää äärettömän monta joukon S pistettä ja pisteen z∗ ǫ-
ympäristö sisältää kaikki neliöt tietystä jaosta eteenpäin, pisteen z∗ täytyy
olla joukon S kasautumispiste. Täten lause on tosi.

Seurauslause 1.1. Jokaisella rajoitetulla kompleksilukujonolla on ainakin
yksi suppeneva osajono.

Todistus. Jos jonossa (z1, z2, ...) on äärettömän monta erillistä pistettä, niin
joukolla {z1, z2, . . .} on kasautumispiste ja siten sitä kohti suppeneva osajono.
Siinä tapauksessa, että yksittäinen luku toistuu jonossa äärettömän monta
kertaa, tämän luvun esiintymistä muodostettu osajono suppenee samaista
lukua kohti.

1.1.5 Kompaktisuus

Määritelmä 1.17. Olkoon S ⊆ C. Joukko S on kompakti, jos jokaisella
sen jäsenistä muodostetulla jonolla (z1, z2, . . .) on kohti joukon S pistettä
suppeneva osajono (zn1

, zn2
, . . .).
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Määritelmän 1.17 ominaisuutta kutsutaan jonosuppenemiseksi tai
Bolzanon-Weierstrassin ominaisuudeksi.

Lause 1.7. Kompleksilukujoukko on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu
ja rajoitettu.

Todistus. [8, s. 25] Olkoon joukko S suljettu ja rajoitettu ja (z1, z2, . . .) jono
joukon S pisteitä. Oletetaan ensin, että jonon jäsenten zj joukossa on vain
äärellisen monta toisistaan poikkeavaa lukua. Tällöin yksi jonon jäsenistä zj0

toistuu äärettömän usein, jolloin osajono (zj0 , zj0 , . . .) suppenee pisteeseen
zj0 ∈ S.

Seuraavaksi oletetaan, että jäsenten zj joukossa on äärettömän monta toi-
sistaan poikkeavaa lukua. Tällöin seurauslauseen 1.1 perusteella on olemassa
jonon (z1, z2, . . .) osajono (zn1

, zn2
, . . .), joka suppenee kohti pistettä z∗. Tä-

mä piste z∗ kuuluu joukkoon S, koska S on suljettu. Koska kummassakin ta-
pauksessa on olemassa joukon S pisteeseen suppeneva osajono, määritelmän
1.17 perusteella S on kompakti.

Oletetaan sitten joukon S kompaktisuus. Tehdään ensin vastaoletus, että
joukko S ei ole rajoitettu. Tällöin millä tahansa positiivisella kokonaisluvul-
la n on olemassa sellainen joukon S piste zn, että |zn| > n. Tällöin jonolla
(z1, z2, . . .) ei ole kasautumispistettä. Jos z∗ on joukon S kasautumispiste,
valitaan sellainen kokonaisluku m, että m > 2|z∗|, |z∗| > 0. Tällöin kolmio-
epäyhtälön perusteella

|zm − z∗| ≥ |zm| − |z∗| ≥ m − |z∗| > |z∗|.

Tämä on ristiriita, koska äärettömän monelle luvulle m täytyy löytyä luku zm

läheltä lukua z∗, eli osajono ei suppene. Täten joukon S on oltava rajoitettu.
Osoitetaan sitten joukko S suljetuksi. Olkoon z∗ joukon S sulkeuman

piste. Kullakin luvulla n on olemassa sellainen luku zn, että

|zn − z∗| <
1

n
.

Jono (z1, z2, . . .) suppenee pisteeseen z∗. Koska joukko S on kompakti
ja (z1, z2, . . .) on jono sen pisteitä, on olemassa osajono (zn1

, zn2
, . . .), joka

suppenee kohti joukon S pistettä. Tämän kasautumispisteen tulee olla piste
z∗, joten z∗ kuuluu joukkoon S ja S on siten suljettu.

Kaikki joukon C äärelliset osajoukot ovat kompakteja.

1.1.6 Kompaktisuus ja peitteet

Lause 1.8. Olkoon S ⊆ C kompakti ja r > 0 reaaliluku. Tällöin on olemassa
äärellinen joukko r-säteisiä avoimia kiekkoja, joiden yhdiste sisältää joukon
S.

12



Todistus. [8, s. 25] Tehdään vastaoletus, että joukko S ei sisälly äärelli-
seen yhdisteeseen r-säteisiä avoimia kiekkoja. Valitaan piste z1 ∈ S. Olkoon
D1 = D(z1, r). Kiekko D1 ei sisällä joukkoa S, joten on olemassa z2 ∈ S,
z2 /∈ D1. Pisteeseen z2 asetetaan kiekko D2 = D(z2, r). Sovelletaan valintaa
induktiivisesti. Kun on valittu pisteet z1, z2, . . . , zn−1 valitaan sellainen piste
zn, että zn /∈

⋃n−1
k=0 Dk, missä Dk = D(zk, r).

Olkoon z∗ jonon z1, z2, . . . kasautumispiste. Määritelmän 1.10 mukaan on
olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n, m > n , että

|zm − z∗| ≤
r

2
ja |zn − z∗| <

r

2
, jolloin

|zm − zn| = |zm − z∗ + z∗ − zn| ≤ |zm − z∗| + |zn − z∗| <
r

2
+

r

2
= r.

Tämä on ristiriidassa jonon (z1, z2, . . .) valitsemistavan kanssa, sillä nyt piste
zm kuuluukin kiekkoon Dn ja Dn ⊆

⋃n

k=0 Dn. Vastaoletus on siis väärä ja
lause tosi.

Määritelmä 1.18. Olkoon S ⊆ C. Olkoon U ={Uα : α ∈ Λ} perhe joukon
C avoimia osajoukkoja, missä Λ on indeksijoukko. Perhe U peittää joukon
S, mikäli S sisältyy joukkoon

⋃

α∈Λ Uα eli jokainen z ∈ S kuuluu johonkin
joukkoon Uα. Jos Λ′ ⊆ Λ, niin perhettä U ′ ={Uα : α ∈ Λ′} kutsutaan aliper-
heeksi. Jos lisäksi tämä aliperhe peittää joukon S, niin sitä kutsutaan joukon
S osapeitteeksi. Jos Λ′ on äärellinen, niin U ′ on joukon S äärellinen osapeite.

Lause 1.9. Joukko S ⊆ C on kompakti, jos ja vain jos sen jokaisella avoi-
mella peitteellä on äärellinen osapeite.

Todistus. [8, s. 26]. Käytetään määritelmän 1.18 merkintöjä. Oletetaan, että
S on kompakti. Lauseen 1.8 mukaisesti jokaisella luonnollisella luvulla n on
olemassa äärellinen määrä 1

n
-säteisiä avoimia kiekkoja, jotka peittävät joukon

S.
Tehdään vastaoletus, että ei ole olemassa joukoista Uα koostuvaa joukon

S äärellistä osapeitettä. Tällöin jokaista lukua n kohti on olemassa sellainen
avoin kiekko Dn, jokin edeltävistä äärellisestä määrästä kiekkoja, että Dn∩S
ei peity äärellisellä määrällä avoimia joukkoja Uα. Olkoon zn ∈ Dn∩S. Tällöin
kompaktin joukon S jonolla (z1, z2, . . .) on kasautumispiste z∗ ∈ S.

Olkoon z∗ ∈ Uα0
jollakin α0 ∈ Λ. Koska joukko Uα0

on avoin, on olemassa
sellainen r > 0, että D(z∗, r) ⊆ Uα0

. Olkoon luku N niin suuri, että 3
N

< r.
On olemassa sellainen luku n > N , että

|zn − z∗| <
1

n
<

1

N
.

Olkoon z ∈ Dn. Silloin

|z − z∗| ≤ |z − zn| + |zn − z∗| < diam Dn +
1

n
=

2

n
+

1

n
=

3

n
<

3

N
< r ja
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siten joukko Dn sisältyy joukkoon D(z∗, r) ja siksi myös joukkoon Uα0
. Tämä

on ristiriidassa oletuksen kanssa, jonka mukaan Dn * Uα0
. Vastaoletus on

väärä, joten kompaktin joukon S jokaisella peitteellä on äärellinen osapeite.
Oletetaan sitten, että jokaisella joukon S avoimella peitteellä on äärel-

linen osapeite ja osoitetaan, että joukko S on suljettu ja rajoitettu. Per-
he {D(z, 1) : z ∈ S} peittää joukon S. Sillä on sellainen äärellinen aliperhe
{D(zj, 1), j = 1, 2, . . . , n}, että S ⊆

⋃n

j=1 D(zj, 1). Olkoon

r = 1 + max
1≤j,k≤n

|zj − zk|.

Jos z kuuluu joukkoon S, niin |z − zj0| < 1 jollakin indeksin arvolla j0. Siksi

|z − z1| ≤ |z − zj0| + |zj0 − z1| < 1 + |zj0 − z1| < r,

mistä seuraa, että
S ⊆ D(z1, r).

Täten joukko S on rajoitettu, ks. kuva 2.

Kuva 2: Kaavakuva päättelystä

Seuraavaksi osoitetaan, että joukko S on suljettu.
Olkoon z∗ /∈ S. Osoitetaan, että z∗ ei ole joukon S kasautumispiste. Olkoon
z ∈ S ja olkoon D∗ = D(z, 1

2
|z−z∗|). Oletuksen mukaan on olemassa sellainen

jono (z1, z2, . . . , zm) joukon S pisteitä, että S ⊆
⋃m

j=1 D(zj,
1
2
|zj−z∗|). Olkoon

r = 1
2
min1≤j≤m |zj − z∗|. Koska piste z kuuluu joukkoon S, niin |z − zj0 | <

1
2
|zj0 − z∗| jollakin indeksin arvolla j0. Mutta silloin

|zj0 − z∗| ≤ |zj0 − z| + |z − z∗| <
1

2
|zj0 − z∗| + |z − z∗|.
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Täten |z−z∗| > 1
2
|zj0 −z∗| ≥ r ja D(z∗, r)∩S = ∅ ja z∗ ei ole joukon S kasau-

tumispiste. Joukko S sisältää kaikki kasautumispisteensä ja on määritelmän
1.12 mukaan suljettu.

Lauseen 1.7 perusteella joukko S on kompakti.

Lause 1.9 voidaan valita määritelmän 1.17 sijasta kompaktisuuden määritel-
mäksi, ks. [1, s. 59], [4, s. 39] ja [3, s. 20-23]. Esimerkiksi Ahlfors [1] kutsuu
lauseen 1.9 ominaisuutta Heinen-Borelin ominaisuudeksi. Lähteet [3] ja [4]
kutsuvat lausetta 1.7 Heinen-Borelin lauseeksi.

Lause 1.10. Olkoon S ⊆ C. Metrisessä avaruudessa (C, d), missä d(u, v) =
|u − v| seuraavat ehdot ovat yhtäpitävät:

1. S on kompakti.

2. S on suljettu ja rajoitettu.

3. Jokaisella joukon S alkioista muodostetulla äärettömällä jonolla on jou-
kon S pistettä kohti suppeneva osajono.

4. Jokaisella joukon S avoimella peitteellä on äärellinen osapeite.

Todistus. Lauseen 1.7 todistuksen perusteella (3) ⇒ (2). Lauseen 1.7 jos-
suunnan perusteella (2) ⇒ (1). Lauseen 1.9 perusteella (1) ⇒ (4). Osoite-
taan, että (4) ⇒ (3). Oletetaan, että joukon S jokaisella avoimella peitteellä
on äärellinen osapeite ja olkoon (zn) jono joukon S pisteitä. Tehdään vas-
taoletus, että jonolla (zn) ei ole kasautumispistettä joukossa S. Tällöin mää-
ritelmän 1.11 perusteella jokaisella pisteellä z ∈ S on ympäristö U(z), joka
sisältää äärellisen määrän jonon (zn) pisteitä.

Perhe {U(z) : z ∈ S} on joukon S avoin peite, joten oletuksen mukaan
sillä on äärellinen osapeite {U(z1), U(z2), . . . , U(zk)}.

Koska zn ∈ S ja S ⊆ (U(z1) ∪ U(z2) ∪ · · · ∪ U(zk)) kaikilla n ∈ N, jokin
ympäristöistä U(z) sisältää äärettömän määrän jonon (zn) pisteitä. Tämä on
ristiriidassa ympäristöjen U(z) valinnan kanssa. Täten vastaoletus on väärä
ja kohta (3) seuraa oletuksesta. Ks. [9, s. 106].

On siis osoitettu, että (3) ⇒ (2) ⇒ (1) ⇒ (4) ⇒ (3), joten lause on
tosi.

Lauseen 1.10 ominaisuudet pätevät kaikissa metrisissä avaruuksissa.
Kompaktisuusmääritelmän valinta riipuu avaruudesta, jossa toimitaan. Met-
risissä avaruuksissa voidaan käyttää joko peitemuotoilua tai jonosuppenemis-
ta, mutta topologisissa avaruuksissa määritelmänä on peitemuotoilu [9, ks. s.
106]. Topologinen avaruus määritellään metriikan sijasta avoimien joukkojen
avulla, joten valinta on luonteva.
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1.2 Polut

Määritelmä 1.19. Olkoot γ1 ja γ2 käyriä parametriväleinään [α1, β1] ja
[α2, β2]. Käyrien yhdiste γ1 ∪ γ2 saadaan seuraavasti

γ(t) :=

{

γ1(t), jos t ∈ [α1, β1]

γ2(t + α2 − β1), jos t ∈ [β1, β1 + β2 − α2].

Käyrä γ on sileä, jos funktio γ on jatkuvasti derivoituva parametrivälillä
[α, β]. Polku on äärellisen monen sileän käyrän yhdiste.

Ympyränkaaret ja monikulmiot voidaan muodostaa polkujen kuvina. Eri-
tyisesti

1. kun u, v ∈ C, polun

γ(t) = (1 − t)u + tv (t ∈ [0, 1])

kuva tuottaa janan [u, v] kuljettuna pisteestä u pisteeseen v ja

2. ympyränkaari kuljettuna myötäpäivään (tai vastapäivään) saadaan po-
lun γ (tai −γ) kuvana, kun

γ(t) = a + reit (t ∈ [θ1, θ2]), missä

a ∈ C, r > 0 ja 0 ≤ θ2 − θ1 ≤ 2π.

Määritelmä 1.20. Ympyräviivapolku on polku, joka koostuu äärellisestä
määrästä janoja ja ympyräviivoja. Kaarimonikulmio on yksinkertainen ja
umpinainen ympyräviivapolku.

Kaarimonikulmion kuva koostuu äärellisen monesta janasta ja ympyrän-
kaaresta, eikä se leikkaa itseään. Kaarimonikulmio γ on suunnistettu positii-
viseen kiertosuuntaan, jos parametrin t kasvaessa γ(t) kulkee vastapäivään
polun sisäpisteen ympäri.

Apulause 1.1. Olkoon γ avoimessa joukossa S oleva polku. Tällöin on ole-
massa sellainen vakio m > 0, että D(z,m) ⊆ S kaikilla z ∈ γ∗.

Todistus. Lähteessä [7, s. 51] esitetään apulauseelle epäsuora todistus, tässä
suora. Joukko γ∗ on suljettu ja rajoitettu. Oletuksen mukaan kukin polun
kuvan γ∗ pisteistä kuuluu avoimeen joukkoon S, jolloin määritelmän 1.2 pe-
rusteella kaikilla z ∈ γ∗ on olemassa ǫ > 0, jolla D(z, ǫ) ⊆ S. Toisaalta joukon
S komplementti S̃ on suljettu. Olkoon

ǫ′ = min
z∈γ∗,z′∈S̃

|z − z′| > 0.

Valitsemalla

m =
ǫ′

2
kiekko D(z,m) ⊆ S kaikilla z ∈ γ∗ (ks. kuva 3).
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Kuva 3: Luvun m valinta

Lause 1.11. Olkoon S ⊆ C avoin ja γ sellainen polku parametrivälinään
[α, β], että γ∗ ⊆ S. Tällöin on olemassa sellainen vakio m > 0 ja sellaiset
avoimet kiekot D0, D1, . . . , DN , että

1. kaikilla k = 0, 1, . . . , N , Dk = D(γ(tk),m), missä α = t0 < t1 < · · · <
tN = β;

2. kaikilla k = 0, 1, . . . , N − 1, Dk ∩ Dk+1 6= ∅;

3. kaikilla k = 0, 1, . . . , N − 1, γ([tk, tk+1]) ⊆ Dk;

4. γ∗ ⊆
⋃N

k=0 Dk ⊆ S.

Todistus. Vrt. [7, s. 52]. Kompaktisuuden avulla lause voidaan todistaa il-
man jakoa sileään ja yleiseen polkuun. Kiekkojen olemassaolon todistami-
seksi valitaan reaaliluku m apulauseen 1.1 mukaisesti. Polku γ koostuu ää-
rellisestä määrästä käyriä ja γ(t) on suljetulla välillä rajoitettu, joten γ∗ on
rajoitettu. Joukko γ∗ on kompleksitason suljettuna osajoukkona siis kom-
pakti, joten lauseen 1.8 perusteella on olemassa äärellinen määrä m-säteisiä
kiekkoja, jotka peittävät joukon γ∗. Peitto-ominaisuudesta johtuen kiekot ei-
vät voi olla erillisiä, joten valitsemalla kiekoksi Dk kiekko D(γ(tk),m), missä
k = 0, 1, . . . , N , lauseen ehdot 1-4 täyttyvät.
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1.2.1 Polkujen homotopia ja yhdesti yhtenäisyys

Määritelmä 1.21. Olkoon S ⊆ C avoin ja epätyhjä ja olkoot γ ja γ̃ sen um-
pinaisia polkuja. Polku γ̃ saadaan polusta γ alkeisdeformaatiolla, jos on ole-
massa sellaiset joukon S avoimet ja konveksit osajoukot S0, S1, . . . , SN−1,että
polku γ voidaan esittää polkujen γ0, γ1, . . . , γN−1 ja γ̃ polkujen
γ̃1, γ̃2, . . . , γ̃N−1 yhdistelynä siten, että jokaisella luvulla k = 0, 1, . . . , N − 1
polut γk ja γ̃k kuuluvat joukkoon Sk ja niillä on yhteiset alku- ja loppupisteet.

Määritelmän mukaan polkujen γ ja γ̃ kuvat tasossa peitetään päällek-
käin menevillä konvekseilla joukoilla, joiden sisällä osa polusta γ∗ korvataan
osalla γ̃∗. Lisäämällä rajoitteita näiden toimien määrälle saadaan seuraava
määritelmä:

Määritelmä 1.22. Joukon S polut γ ja γ̃ ovat homotooppiset joukossa S,
jos γ̃ saadaan polusta γ äärellisellä määrällä alkeisdeformaatioita.

Määritelmä 1.23. Joukon S polku γ on nollapolku, jos γ∗ = {a} jollakin
pisteellä a ∈ S. Alue Ω on yhdesti yhtenäinen, jos jokainen sen umpinainen
polku on homotooppinen nollapolun kanssa.

Huomautus. Jos alue Ω on konveksi, niin se on yhdesti yhtenäinen. Olkoon
γ konveksin alueen Ω umpinainen polku pisteestä a. Silloin
(1−u)γ(t)+ua ∈ S, jokaisella arvolla 0 ≤ u ≤ 1, joten (t, u) → (1−u)γ′(t)+
ua on polun γ ja vakiokuvauksen t → a välinen homotopia. Ks. [6, s. 46].

2 Kuvauksista

2.1 Perusteita

2.1.1 Raja-arvo ja jatkuvuus

Määritelmä 2.1. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus määritellään seuraavasti:

1. Olkoon f : S → C kuvaus ja olkoon a ∈ S. Tällöin limz→a f(z) = w,
jos jokaisella positiivisella luvulla ǫ on olemassa sellainen positiivinen
luku δ, että

z ∈ S ja 0 < |z − a| < δ ⇒ |f(z) − w| < ǫ.

2. Olkoon f : S → C funktio. Funktio f on jatkuva pisteessä a ∈ S, jos
jokaisella positiivisella reaaliluvulla ǫ on olemassa sellainen positiivinen
reaaliluku δ, että

z ∈ S ja 0 < |z − a| < δ ⇒ |f(z) − f(a)| < ǫ.

Funktio f on jatkuva joukossa S, jos se on jatkuva kaikissa a ∈ S.
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Kompakteissa joukoissa määritellyille jatkuville funktioille voidaan osoit-
taa, että funktiot säilyttävät kompaktisuuden eli kuvajoukko on kompakti ja
siten rajoitettu ja suljettu. Täten voidaan päätellä, että kompaktissa joukos-
sa määritellyn jatkuvan funktion itseisarvolla on minimi ja maksimi, jotka
funktio myös saavuttaa.

Lause 2.1. Olkoon S ⊆ C kompakti ja f : S → C jatkuva funktio. Tällöin
kuvajoukko f(S) on kompakti.

Todistus. [8, s. 36]. Olkoon (w1, w2, . . .) joukon S kuvajoukon f(S) pistei-
den muodostama jono. Tällöin kullakin luvulla n ≥ 1 on olemassa sellainen
joukon S piste zn, että f(zn) = wn. Koska jono (z1, z2, . . .) on kompaktissa
joukossa S, on olemassa joukon S piste z∗ ja sitä kohti suppeneva osajono
(zn1

, zn2
, . . .). Koska f on jatkuva

lim
k→∞

wnk
= lim

k→∞
f(znk

) = f(z∗).

Näin havaitaan, että jonolla (w1, w2, . . .) on joukon f(S) pistettä f(z∗) kohti
suppeneva osajono (wn1

, wn2
, . . .). Täten f(S) on kompakti määritelmän 1.17

perusteella.

Lause 2.2. Olkoon S ⊆ C kompakti ja f : S → R jatkuva funktio. Tällöin
funktiolla f on maksimiarvo joukossa S, eli on olemassa joukon S piste z∗,
missä f(z) ≤ f(z∗) kaikilla z ∈ S.

Todistus. [8, s. 36]. Koska joukko S on kompakti ja funktio f on jatkuva,
lauseen 2.1 perusteella joukko f(S) ⊆ C on kompakti. Lauseen 1.7 perusteella
joukko f(S) on suljettu ja rajoitettu. Olkoon b joukon f(S) pienin yläraja,
eli

b = sup f(S).

Täten b on joukon f(S) sulkeuman piste ja kuuluu joukkoon f(S) sillä joukko
on suljettu. Täten on olemassa joukon S piste z∗, missä b = f(z∗).

Lauseen 2.2 päättely voidaan toistaa myös funktion f minimiarvolle vaih-
tamalla supremum infimumiin. Täten on osoitettu seuraava tulos:

Lause 2.3. Olkoon S ⊆ C kompakti ja f : S → C jatkuva funktio. Tällöin

1. f on rajoitettu, eli on olemassa sellainen äärellinen vakio M , että
|f(z)| ≤ M kaikissa z ∈ S

2. f saavuttaa rajansa, eli on olemassa sellaiset joukon S pisteet z1 ja z2,
että

|f(z1)| ≤ |f(z)| ≤ |f(z2)|

kaikilla z ∈ S.
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2.1.2 Kompleksinen derivaatta ja funktion holomorfisuus

Määritelmä 2.2. Olkoon S ⊆ C avoin. Funktio f : S → C on differentioi-
tuva pisteessä z ∈ S, jos

lim
h→0

f(z + h) − f(z)

h

on olemassa. Raja-arvoa merkitään symbolilla f ′(z).

Määritelmä 2.3. Alueessa Ω määritelty kompleksinen funktio on holomor-
finen, jos se on differentoituva joukon jokaisessa pisteessä. Funktio f on ho-
lomorfinen pisteessä z0, jos se on holomorfinen pisteen z0 ympäristössä.

2.2 Funktiojonot ja suppeneminen

Määritelmä 2.4. Funktiojono (fk) on pisteittäin suppeneva joukossa S,
jos jokaisessa pisteessä z ∈ S jono (f1(z), f2(z), ...) on suppeneva. Tästä
rajafunktiosta käytetään merkintää f(z). Tällöin f on jonon (fk), k = 1, 2, . . .
rajafunktio.

Määritelmä 2.5. Olkoon funktiojono (fk), k = 1, 2, . . ., pisteittäin sup-
peneva joukossa S. Jono (fk) suppenee tasaisesti joukossa S, jos jokaisella
positiivisella luvulla ǫ on olemassa sellainen indeksin k arvo k0, että

|fk(z) − f(z)| < ǫ

kaikissa z ∈ S, kun k ≥ k0.

Määritelmä 2.6. Funktiojono (fk) suppenee lokaalisti tasaisesti kohti raja-
funktiota f joukossa S, jos jokaisella a ∈ S on olemassa sellainen ympäristö
U ⊆ S, että (fn) suppenee siinä tasaisesti.

Lause 2.4. Jono lokaalisti tasaisesti suppenevia jatkuvia funktioita suppenee
kohti jatkuvaa rajafunktiota.

Todistus. Valitaan mielivaltainen ǫ > 0. Tällöin tasaisen suppenemisen pe-
rusteella on olemassa sellainen k0, että

|fk(z) − f(z)| <
ǫ

3

aina, kun k ≥ k0 ja z ∈ S. Jos jokainen fk on jatkuva, niin pisteessä z0 ∈ S

|fk(z) − fk(z0)| <
ǫ

3
,
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kun ollaan pisteen z0 δ-ympäristössä. Tarkastellaan tilannetta, jossa k ≥ k0

ja z0 ∈ D(z0, δ). Tällöin

|f(z) − f(z0)| = |f(z) − fk(z) + fk(z) − fk(z0) + fk(z0) − f(z0)|

≤ |f(z) − fk(z)| + |fk(z) − fk(z0)| + |fk(z0) − f(z0)|

<
ǫ

3
+

ǫ

3
+

ǫ

3
= ǫ.

Täten havaitaan, että rajafunktio f on jatkuva kaikkialla, sillä z0 valittiin
mielivaltaisesti.

Määritelmä 2.7. Olkoon S ⊆ C avoin ja (fk), k = 1, 2, ... funktiojono
joukossa S määriteltyjä funktioita. Funktiojono (fk) on tasajatkuva pisteessä
z0, jos jokaiselle positiiviselle luvulle ǫ on olemassa sellainen positiivinen luku
δ, että

|fk(z) − fk(z0)| < ǫ

jokaisella luvulla k, kun z kuuluu joukkoon D(z0, δ) ∩ S.

Määritelmä 2.8. Olkoon (fk), k = 1, 2, . . . funktiojono joukossa S. Jono
(fk) on tasaisesti rajoitettu, jos on olemassa sellainen vakio K, että

|fk(z)| < K

jokaisella k = 1, 2, . . . ja z ∈ S.

2.3 Arzelan-Ascolin lause

Lause 2.5. Arzelan-Ascolin lause. Olkoon (f1, f2, ...) jono kompleksitason
kompaktissa osajoukossa määriteltyjä kompleksiarvoisia funktioita. Olkoon
funktiojono (fk) myös tasaisesti rajoitettu ja tasajatkuva kaikkialla. Tällöin
jonolla (fk) on tasaisesti suppeneva osajono.

Todistus. [8, s. 43]. Valitaan aluksi jono (z1, z2, . . .) joukon S pisteitä siten,
että jokaisella z ∈ S on olemassa sellainen jonon jäsen zj, että etäisyys pis-
teiden z ja zj välillä saadaan mielivaltaisen pieneksi. Tämä on tiheä jono, eli
jokaisen jonon jäsenen ympäristö sisältää toisen joukon S pisteen. Esimerk-
ki tällaisesta jonosta on pisteet, joissa koordinaatit ovat rationaaliset. Koska
funktiojono (fk) on tasaisesti rajoitettu, itseisarvot |fk(z1)| ovat rajoitetut.
Täten Bolzanon-Weierstrassin lauseen seurauksen 1.1 perusteella jonolla (fk)
on olemassa pisteessä z1 ∈ S suppeneva osajono

(2.1) (f11, f12, f13, . . .).

Koska funktiojonon (fk) on tasaisesti rajoitettu, osajono 2.1 on rajoitettu
myös pisteessä z2 ∈ S. Vastaavasti jonon 2.1 edellä esitellyllä tavalla koostet-
tu osajono on rajoitettu pisteissä z1 ja z2. Jolloin rajoitettuna jonona, sillä
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on ainakin yksi suppeneva osajono. Prosessia voidaan jatkaa induktiivisesti.
Oletetaan, että j:s askel tuottaa osajonon

(fj1, fj2, fj3, . . .)

joka suppenee pisteissä z1, z2, . . . , zj ∈ S. Koska tämä jono on edeltävän
tarkastelun mukaisesti rajoitettu pisteessä zj+1 ∈ S, on olemassa osajono

(fj+1,1, fj+1,2, fj+1,3, . . .)

joka suppenee pisteiden z1, . . . , zj lisäksi pisteessä zj+1. Tuloksena saadaan
jono osajonoja, missä seuraaja on aina edellisen jonon osajono. Nämä jonot
voidaan koota äärettömään matriisiin









f11 f12 f13 . . .
f21 f22 f23 . . .
f31 f32 f33 . . .
...

...
...

. . .









,

jonka rivin k jono on rivin k−1 osajono ja se suppenee pisteissä z1, z2, . . . , zk.
Diagonaalin funktiojonossa

(2.2) (f11, f22, f33, . . .)

luvulla j ≥ j0 funktiot fjj muodostavat rivin j0 osajonon. Täten diagonaalin
jono suppenee kaikissa pisteissä z1, . . . , zj0 . Koska j0 on mielivaltainen, diago-
naalin jono (2.2) suppenee äärettömän monessa pisteessä z1, z2, . . .. Kyseistä
menetelmää nimitetään Cantorin diagonaalimenetelmäksi.

Seuraava askel on osoittaa diagonaalijono tasaisesti suppenevaksi joukos-
sa S. Valitaan ǫ > 0 mielivaltaisesti. Olkoon z∗ joukon S mielivaltainen piste.
Oletuksen mukaan funktiojono (fk) on tasajatkuva, joten on olemassa sellai-
nen pisteen z∗ ympäristö U(z∗), että

|fk(z) − fk(z∗)| <
ǫ

6

kaikissa pisteissä z ∈ S ∩ U(z∗). Tällöin missä tahansa kahdessa pisteessä
z′, z′′ ∈ S ∩ U(z∗) ja jokaisella k = 1, 2, . . .

(2.3) |fk(z
′) − fk(z

′′)| ≤ |fk(z
′) − fk(z∗)| + |fk(z∗) − fk(z

′′)| ≤
ǫ

6
+

ǫ

6
=

ǫ

3
.

Ympäristöt U(z∗), z∗ ∈ S muodostavat joukon S avoimen peitteen. Koska S
on kompakti, niin tällä peitteellä on äärellinen osapeite U1, U2, . . . , Us. Tästä
äärellisestä määrästä ympäristöjä Uσ, missä σ = 1, . . . , s valitaan kustakin
jonon z1, z2, . . . piste zjσ

. Näin muodostetussa äärellisessä pistejoukossa jono
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(2.2) suppenee, sillä se suppenee äärettömässä pistejoukossa z1, z2, . . .. Valit-
semalla ν0 tarpeeksi suureksi

(2.4) |fµµ(zjσ
) − fνν(zjσ

)| <
ǫ

3
,

jokaisella luvulla zjσ
, σ = 1, . . . , s, kunhan µ, ν ≥ ν0.

Olkoon z mielivaltainen joukon S piste. Koska ympäristöt U1, U2, . . . , Us

muodostavat joukon S peitteen, piste z kuuluu ainakin yhteen ympäristöön
Uσ. Kolmioepäyhtälöstä seuraa, että

|fµµ(z) − fνν(z)| =

|fµµ(z) − fµµ(zjσ
) + fµµ(zjσ

) − fνν(zjσ
) + fνν(zjσ

) − fνν(z)|

≤ |fµµ(z) − fµµ(zjσ
)| + |fµµ(zjσ

) − fνν(zjσ
)| + |fνν(zjσ

) − fνν(z)|,

missä zjσ
on aikaisemmin valittu ympäristön Uσ piste. Käyttämällä arvioita

(2.3) ja (2.4) havaitaan, että

|fµµ(z) − fνν(z)| < 3
ǫ

3
= ǫ,

kun µ, ν ≥ ν0. Koska z valittiin mielivaltaisesti, jono (fµµ) suppenee tasaisesti
joukossa S.

Lauseessa 2.5 oletettiin, että joukko S ⊆ C on kompakti. Lauseen 2.5
laajentamiseksi alueeseen tarvitaan seuraava apulause.

Apulause 2.1. Olkoon Ω ⊆ C avoin. Tällöin on olemassa jono (Kn) sellai-
sia joukon Ω avoimia ja kompakteja osajoukkoja, että Ω = ∪∞

n=1Kn. Lisäksi
joukot Kn voidaan valita seuraavien ehtojen mukaisiksi:
1) Kn ⊂ Ko

n+1, n = 1, 2, . . .
2) jokainen joukon Ω kompakti osajoukko K sisältyy joukkoon Kn jollakin
indeksin arvolla n.

Todistus. [8, s. 44]. Olkoon

Kn =

{

z : |z| ≤ n ja d(z, C \ Ω) ≥
1

n

}

,

jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n. Kn on suljettu ja rajoitettu, joten
selvästi

Kn ⊂

{

z : |z| ≤ n + 1 ja d(z, C \ Ω) >
1

n + 1

}

= Ko
n+1.

Täten kohta 1 on todistettu, ks. kuva 2.3. Nyt, jos z kuuluu joukkoon
Ω, on olemassa sellaiset luvut m1 ja m2, että |z| ≤ m1 ja d(z, C \ Ω) ≥ 1

m2
.

Täten z kuuluu joukkoon Kn jollakin luvulla n.
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Kuva 4: Joukot Kn ja Ko
n+1, kun n = 1

Vastaoletuksesta z /∈
⋃∞

n=1 Kn seuraa, että jokaisella luvulla n itseisarvo |z| >
n tai d(z, C\Ω) < 1

n
. Ensimmäisessä tapauksessa z = ∞ ja toisessa z kuuluu

joukkoon C \ Ω. Kummassakin tapauksessa seurauksena on ristiriita.
Kohdasta 1 seuraa, että Ω =

⋃∞
n=1 Ko

n. Joten, jos K on joukon Ω kompakti
osajoukko,

⋃∞
n=1 Kn muodostaa sen avoimen peitteen. Lauseen 1.9 mukaan

joukolla K on äärellinen osapeite, eli se voidaan peittää äärellisellä määrällä
joukkoja Ko

n. Täten joukko K sisältyy joukkoihin Kn jollakin suurella luvulla
n.

Seurauslause 2.1. Olkoon (f1, f2, . . .) jono alueessa Ω ⊆ C määriteltyjä
kompleksiarvoisia funktioita. Oletetaan lisäksi, että funktiojono (fk) on ta-
saisesti rajoitettu ja tasajatkuva kaikkialla. Tällöin jonolla (fk) on jokaisessa
alueen Ω kompaktissa osajoukossa K tasaisesti suppeneva osajono.

Todistus. [8, s. 45]. Olkoon jono (K1, K2, . . .) joukon Ω lauseen 2.1 omi-
naisuudet omaava täyttö. Tarkastellaan joukkoon K1 rajoittuvaa funktio-
jonoa (f1, f2, . . .). Lauseen 2.5 mukaan tällä jonolla on joukossa K1 tasai-
sesti suppeneva osajono (f11, f12, . . .). Soveltamalla samaa päättelyä jonoon
(f11, f12, . . .) joukossa K2, saadaan joukossa K2 tasaisesti suppeneva osajo-
no (f21, f22, . . .). Jatkamalla samaa päättelyä saadaan jonon (fm,1, fm,2, . . .)
osajono (fm+1,1, fm+1,2, . . .), joka suppenee tasaisesti joukossa Km+1. Diago-
naalijono (f11, f22, . . .) suppenee tasaisesti jokaisessa joukossa Kn ja lauseen
2.1 mukaisesti jokaisessa alueen Ω kompaktissa osajoukossa K.
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2.4 Kompleksinen logaritmi ja eksponenttifunktio

Määritelmä 2.9. Kompleksinen logaritmi on funktion Z = ez moniarvoinen
käänteisfunktio eli

log Z0 = z0 + 2πni,

missä Z0 = ez0 ja n ∈ Z. Kun merkitään z0 = x0 + iy0, saadaan logaritmille
esitys

log Z0 = z0 = z0 + iy0 = ln |Z0| + i arg Z0,

missä arg Z0 on vaihekulma.

Pisteen Z0 ympäristössä vaihekulma voidaan määritellä jatkuvaksi ja yk-
sikäsitteiseksi funktioksi, koska

arg Z = arctan
Y

X
tai arg Z = cot−1 X

Y
,

riippuen siitä, kumpi pisteen Z koordinaateista on nolla. Tätä funktiota kut-
sutaan logaritmin haaraksi.

Lause 2.6. Kompleksinen eksponenttifunktio on kompleksisen logaritmin
käänteisfunktio, eli missä tahansa logaritmin haarassa

elog z = z.

Käänteisesti: Olkoon z joukon

{z = z + iy : y0 ≤ y < y0 + 2π}

piste, missä y0 on kiinteä. Tällöin

log ez = z,

kun tarkastellaan logaritmin haaraa, missä Im z ∈ [y0, y0 + 2π).

Todistus. Vrt. [8, s. 77]. Määritelmän 2.9 mukaan

elog z = eln |z|+i arg z = eln |z|ei arg z = |z|ei arg z = z.

Oletetaan sitten, että z = x + iy ja y0 ≤ y < yo + 2π. Tällöin määritelmänsä
mukaan

log ez = ln |ez| + i arg ez = ln |exeiy| + i arg exeiy = ln ex + iy = x + iy = z.

Täten lause on tosi.
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3 Cauchyn integraaliteoria

3.1 Polkuintegraali ja integroinnin perusteita

Polkuintegroituvan funktion on oltava paloittain jatkuva.

Määritelmä 3.1. Reaaliarvoinen funktio h on paloittain jatkuva välillä
[α, β] , jos on olemassa pisteet α = t0 < t1 < . . . < tn = β ja sellaiset
jatkuvat funktiot hk : [tk, tk+1] → R, että h(t) = hk(t), kun t ∈ (tk, tk+1)
ja k = 0, 1, . . . , n − 1. Funktion h ei tarvitse olla määritelty yhdessäkään
pisteessä tk.

Määritelmän 3.1 nojalla funktio h on jatkuva muualla paitsi äärellisessä
määrässä epäjatkuvuuskohtia. Reaaliarvoinen paloittain jatkuva funktio on
integroituva ja integraali voidaan laskea seuraavasti:

(3.1)

∫ β

α

h(t)dt =
n−1
∑

0

∫ tk+1

tk

hk(t)dt.

Määritelmä 3.2. Olkoon g kompleksiarvoinen funktio, joka on määritelty
välillä [α, β] ⊆ R ja kirjoitetaan muodossa Re g + iIm g, missä Re g ja Im g
ovat funktiota väliltä [α, β] reaalilukujen joukkoon. Funktio g on integroituva,
jos ja vain jos Re g ja Im g ovat integroituvia, jolloin integraali määritellään
seuraavasti:

∫ β

α

g(t)dt =

∫ β

α

Re g(t)dt + i

∫ β

α

Im g(t)dt.

Määritelmä 3.3. Olkoon γ polku parametrivälinään [α, β]. On olemassa
sellaiset pisteet α = t0 < t1 < . . . < tn = β, että polku γ yhtyy kullakin
välillä [tk, tk+1] jatkuvasti differentioituvan funktion kanssa. Kunkin kahden
välin rajalla pisteessä tk derivaatan γ′ ei tarvitse olla olemassa.
Olkoon f : γ∗ → C jatkuva. Polkuintegraali pitkin polkua γ

(3.2)

∫

γ

f(z)dz =

∫ β

α

f(γ(t))γ′(t)dt.

Lause 3.1. Perusintegraali. Kompleksitason pisteessä a ja säteellä r > 0

∫

γ(a,r)

(z − a)ndz =

{

0 (n 6= −1),

2πi (n = −1),

missä γ(a, r) on ympyrä keskipisteenään a ja säteenään r.
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Todistus. [7, s. 121]. Luvussa 1.2 esitellyn sekä kaavojen (3.2) ja (3.1) perus-
teella

∫

γ(a,r)

(z − a)ndz =

∫ 2π

0

(a + reit − a)nrieitdt

=

∫ 2π

0

rneintrieitdt = irn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)tdt

=irn+1

(∫ 2π

0

cos (n + 1)tdt + i

∫ 2π

0

sin (n + 1)tdt

)

=



























irn+1

(

2π
/

0

sin (n+1)t
n+1

− i

2π
/

0

cos (n+1)t
n+1

)

= 0 (n 6= −1)

i

2π
/

0

1 = 2πi (n = −1).

Lause 3.2. Analyysin peruslause. Olkoon γ polku parametrivälinään [α, β] ja
funktio F määritelty joukon γ∗ sisältävässä avoimessa joukossa. Oletetaan,
että F on jatkuvasti derivoituva kaikissa z ∈ γ∗. Tällöin

∫

γ

F ′(z)dz =

{

F (γ(β)) − F (γ(α)) yleisesti,

0, kun γ on umpinainen.

Todistus. [7, s. 124]. Oletaan, että γ on jatkuvasti derivoituva eli sileä. Ole-
tuksista seuraa, että yhdistetty funktio F ◦γ on differentioituva välillä [α, β],
joten ketjusäännön käytöstä seuraa, että (F ◦ γ)′(t) = F ′(γ(t))γ′(t). Täten

∫

γ

F ′(z)dz =

∫ β

α

F ′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ β

α

(f ◦ γ)′(t)dt

=

∫ β

α

(Re (f ◦ γ)′(t) + iIm (f ◦ γ)′(t))dt

=

β
/

α

Re (f ◦ γ)(t) + i

β
/

α

Im (f ◦ γ)(t)

= Re (f ◦ γ)(β) − Re (f ◦ γ)(α) + iIm (f ◦ γ)(β) − iIm (f ◦ γ)(α)

= F (γ(β)) − F (γ(α)).

Kun edellä yhdistetty funktio jaetaan reaali- ja imaginaariosiinsa, voidaan
käyttää hyväksi reaalianalyysin peruslausetta. Tämä siksi, että kumpikin
osa on reaalifunktio. Yleistä tapausta varten valitaan sellaiset α = t0 < t1 <
. . . < tn = β, että polku γ[tk, tk+1] on sileä jokaisella k = 0, 1, . . . , n − 1.
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Sovelletaan ylläolevaa tulosta kuhunkin sileään polkuun erikseen, jolloin

∫

γ

F ′(z)dz =
n−1
∑

k=0

∫ tk+1

tk

F ′(γ(t))γ′(t)dt

=
n−1
∑

k=0

F (γ(tk+1)) − F (γ(tk))

= F (γ(β)) − F (γ(α)),

sillä polkuintegraali voidaan laskea kullekin sileälle osapolulle.

Polkuintegraalin arvolle voidaan saada arvio seuraavalla yksinkertaisella
tavalla.

Lause 3.3. [7, s. 125]. Olkoon γ polku parametrivälinään [α, β] ja olkoon
f : γ∗ → C jatkuva. Tällöin

∣

∣

∣

∣

∫

γ

f(z)dz

∣

∣

∣

∣

≤

∫ β

α

|f(γ(t))γ′(t)|dt.

Jos |f(z)| ≤ M kaikissa pisteissä z ∈ γ∗, niin

∣

∣

∣

∣

∫

γ

f(z)dz

∣

∣

∣

∣

≤ M × pituus (γ),

missä

pituus (γ) =

∫ β

α

|γ′(t)|dt.

Todistus sivuutetaan.

3.2 Cauchyn integraalilause konveksissa alueessa

Seuraavaksi lähdetään osoittamaan Cauchyn integraalilausetta. Lähtökohta
on osoittaa, että integraali häviää kierrettäessä piste kolmion muotoista pol-
kua pitkin avoimessa joukossa. Tulosta kutsutaan nimellä Goursat’n lemma
ja sitä hyödynnetään todistettaessa integraalilause konveksissa eli reiättö-
mässä alueessa.

Lause 3.4. Goursat’n lemma. Olkoon f holomorfinen avoimessa joukossa S,
joka sisältää kolmion γ ja se sisäpuolisen alueen. Tällöin

∫

γ

f(z)dz = 0.
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Todistus. Ks. [7, s. 129], [8, s. 149] tai [1, s. 109]. Lähteistä [1] ja [8] esittä-
vät lauseen kolmion sijasta neliössä. Ero ei ole merkittävä, sillä molemmis-
sa tapauksissa integraalin arvo pitkin valitun kuvion reunaa voidaan laskea
summana integraaleista pitkin kuvion sisään konstruoituja pienempiä moni-
kulmioita.

Lause 3.5. Olkoon S konveksi alue ja f : S → C jatkuva funktio. Oletetaan,
että

∫

γ
f(z)dz = 0 kaikilla kolmioilla γ, joilla γ∗ ⊆ S. Olkoon a ∈ S, jolloin

funktio

F (z) =

∫

[a,z]

f(w)dw

on holomorfinen joukossa S ja F ′ = f .

Todistus. [7, s. 131]. Olkoon z ∈ S ja D(z, r) ⊆ S siten, että |h| < r ⇒
z + h ∈ S. Osoitetaan, että (F (z + h) − F (z))/h → f(z), kun h → 0.
Kun |h| < r joukon S konveksisuuden perusteella janat [a, z], [z, z + h] ja
[a, z + h] sisältyvät joukkoon S. Oletuksen perusteella funktion f integraali
pitkin kolmiota [a, z, z + h] on nolla. Täten

F (z + h) − F (z) =

∫

[a,z+h]

f(w)dw −

∫

[a,z]

f(w)dw =

∫

[z,z+h]

f(w)dw

Parametrisoimalla h saadaan
∫

[z,z+h]
1dw = h. Täten

∣

∣

∣

∣

F (z + h) − F (z)

h
− f(z)

∣

∣

∣

∣

=
1

|h|

∣

∣

∣

∣

∫

[z,z+h]

(f(w) − f(z))dw

∣

∣

∣

∣

≤
1

|h|
× |h| × sup

w∈[z,z+h]

|f(w) − f(z)|,

missä viimeinen arvio saadaan lauseesta 3.3. Viimeinen lauseke lähestyy nol-
laa kun h → 0, sillä f on jatkuva pisteessä z.

Lause 3.6. Olkoon S konveksi alue ja f ∈ H(S). Tällöin on olemassa sel-
lainen F ∈ H(S), että F ′ = f .

Todistus. [7, s. 132]. Oletusten ja lauseen 3.4 perusteella
∫

γ

f(z)dz = 0,

kaikilla kolmioilla, joilla γ∗ ⊆ S. Täten lauseen 3.5 oletukset täyttyvät ja
voidaan todeta, että vaadittu holomorfinen funktio

F (z) =

∫

[a,z]

f(w)dw.
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Lause 3.7. Olkoon S konveksi alue ja f ∈ H(S).
Tällöin

∫

γ
f(z)dz = 0 jokaisella umpinaisella polulla γ, jolla γ∗ ∈ S.

Todistus. [7, s. 132]. Oletusten ja lauseen 3.6 mukaan on olemassa funktio
F ∈ H(S) ja F ′ = f . Olkoon γ, jolla γ∗ ⊆ S umpinainen polku paramet-
rivälinään [α, β]. Funktio f on olemassa ja holomorfinen joukossa γ∗, joten
lauseen 3.2 perusteella

∫

γ

F ′(z)dz =

∫

γ

f(z)dz = 0.

Koska polku γ on mielivaltainen, lause seuraa.

Nyt voidaan todeta Cauchyn integraalilause kaarimonikulmiolle.

Lause 3.8. Olkoon f holomorfinen kaarimonikulmion γ sulkeumassa. Täl-
löin

∫

γ
f(z)dz = 0.

Todistus. Ks. [7, s. 132].

3.3 Cauchyn integraalilause (yleinen)

Lause 3.9. Olkoon f holomorfinen funktio avoimessa joukossa S ja olkoot
γ ja γ̃ joukon S homotooppiset polut. Tällöin

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ̃

f(z)dz.

Todistus. [7, s. 144]. Oletetaan, että polku γ̃ saadaan polusta γ alkeisdefor-
maatiolla. Käytämme määritelmän 1.21 merkintöjä.
Jokaisella luvulla k = 0, 1, . . . , N − 1 yhdistely Γk, joka saadaan osista γk,
[γ(tk+1), γ̃(sk+1)], −γ̃ ja [γ̃(sk), γ(tk)], on umpinainen polku konveksissa alu-
eessa Sk. Täten lauseen 3.7 nojalla

∫

Γk
f(z)dz = 0, joten

∫

γ

f(z)dz −

∫

γ̃

f(z)dz =
N−1
∑

0

(∫

γk

f(z)dz −

∫

γ̃k

f(z)dz

)

=
N−1
∑

0

∫

Γk

f(z)dz = 0.

Lause 3.10. Olkoon f holomorfinen yhdesti yhtenäisessä alueessa Ω. Tällöin
∫

γ

f(z)dz = 0

jokaisella joukon Ω umpinaisella polulla γ.
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Todistus. Alueen Ω yhdesti yhtenäisyys tekee umpinaisesta polusta γ homo-
tooppisen nollapolun γ̃ kanssa. Tällöin

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ̃

f(z)dz = 0.

Tässä kohtaa tarkastellaan uudelleen antiderivaatan olemassaoloa.
Lauseessa 3.6 osoitettiin, että konveksissa alueessa holomorfisella funktiol-
la on olemassa integraalifunktio, jonka derivaatta alkuperäinen funktio on.
Siirtyminen konveksista alueesta yhdesti yhtenäiseen alueeseen tekee reitin
kahden pisteen z ja z0 välillä monimutkaisemmaksi, sillä janan sijasta välissä
voi olla useasta janasta koostuva murtoviivapolku.

Lause 3.11. Olkoon Ω yhdesti yhtenäinen alue ja f ∈ H(Ω). Tällöin on
olemassa sellainen F ∈ H(Ω), että F ′ = f .

Todistus. Vrt. [7, s. 132, 145]. Olkoon a ∈ Ω ja γ(z) = γ(a, z) murtoviiva.
Koska Ω on avoin, kaikilla a ∈ Ω on olemassa D(a, r) ⊆ Ω, r > 0. Olkoon
|h| < r, jolloin

F (z + h) − F (z) =

∫

γ(z+h)

f(w)dw −

∫

γ(z)

f(w)dw =

∫

[z,z+h]

f(w)dw.

Murtoviivat γ(z) ja γ(z + h) sekä jana [z, z + h] muodostavat umpinaisen
polun konveksissa kiekossa D(a, r), joten integraali tätä polkua pitkin häviää
lauseen 3.10 perusteella, eli

∫ z+h

z

f(w)dw +

∫

γ(z+h)

f(w)dw +

∫

γ(z)

f(w)dw = 0.

Nyt
∫

[z,z+h]
1dw = h, joten

∣

∣

∣

∣

F (z + h) − F (z)

h
− f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
1

|h|
× h × sup

w∈[z,z+h]

|f(w) − f(z)|.

Epäyhtälön oikea puoli lähestyy nollaa, kun h → 0.

Tässä kohtaa voidaan esittää vaihtoehtoinen luonnehdinta yhdesti yhte-
näiselle alueelle. Sitä varten tarvitaan ns. kierrosluvun käsitettä:

Määritelmä 3.4. Olkoon γ umpinainen polku ja w /∈ γ∗. Kierrosluku pisteen
w ympäri

n(γ, w) =
1

2πi

∫

γ

dz

w − z
.

Lause 3.12. Alue Ω on yhdesti yhtenäinen, jos ja vain jos n(γ, a) = 0 jo-
kaisella joukon Ω umpinaisella polulla γ ja jokaisessa pisteessä a /∈ Ω.

Todistus. Ks. [1, s. 139-140].
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3.4 Kompleksinen logaritmi yhdesti yhtenäisessä alu-
eessa

Lause 3.13. Olkoon Ω yhdesti yhtenäinen alue, johon ei sisälly luku 0. Täl-
löin on olemassa sellainen funktio f = logΩ ∈ H(Ω), että ef(z) = z kaikilla
z ∈ Ω ja

f(z) − f(a) =

∫

γ

1

w
dw

kaikilla a, z ∈ Ω. Tässä γ on polku, jonka päätepisteet ovat a ja z. Funktio f
on luvun 2πi monikertaa vaille yksikäsitteinen ja jokaisella z ∈ Ω

logΩ z = ln|z| + iθ(z),

missä θ(z) ∈ arg z ja z 7→ θ(z) on jatkuva joukossa Ω.

Todistus. Vrt. [7, s, 140,146]. Toisen antiderivaattalauseen 3.11 perusteella on
olemassa sellainen funktio f ∈ Ω, että f ′(z) = 1

z
kaikilla z ∈ Ω. Ketjusäännön

perusteella

d

dz
ze−f(z) = e−f(z) − zf ′(z)e−f(z) = e−f(z) −

z

z
e−f(z) = 0.

Täten
z = ze−f(z)ef(z) = Cef(z),

missä C on nollasta poikkeava vakio. Luku C voidaan olettaa luvuksi 1, kun
lisätään funktioon f sopiva vakio. Kiinnitetyn pisteen a ympäristössä D(a, r),
kun |h| < r

∫

(a,z)

dw

w
+

∫

[z,z+h]

dw

w
+

∫

(z+h,a)

dw

w
= 0,

eli tällöin
∫

(a,z)

dw

w
=

∫

(a,z+h)

dw

w
−

∫

[z,z+h]

dw

w
.

Täten
∫

(a,z)

dw

w
= f(z + h) − f(a) − f(z + h) + f(z) = f(z) − f(a).

Oletetaan, että ef(z) = eg(z) kaikilla z ∈ Ω ja f, g ∈ H(Ω). Tällöin

ef(z)

eg(z)
= ef(z)e−g(z) = 1,

eli ketjusäännöllä

d

dz
ef(z)e−g(z) = ef(z)f ′(z)e−g(z) − ef(z)g′(z)e−g(z) = 0, eli

ef(z)f ′(z)e−g(z) = ef(z)g′(z)e−g(z).
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Koska ef(z), e−g(z) 6= 0, jakamalla viimeinen yhtälö puolittain havaitaan, että

f ′(z) = g′(z).

Täten erotuksen f − g derivaatta on nolla,joten f − g on jokin vakio K.
Voidaan siis todeta, että

ef(z)e−g(z) = ef(z)−g(z) = eK = 1.

Täytyy siis olla, että K = 2πni, n ∈ Z. Loppuosa saadaan määritelmäs-
tä 2.9 ja vaihekulman jatkuvuus siitä, että holomorfisen funktion reaali- ja
imaginaariosat ovat jatkuvia.

Lause 3.14. Jos f(z) on holomorfinen ja nollasta poikkeava yhdesti yhte-
näisessä alueessa Ω, niin on mahdollista määritellä logaritmin log f(z) holo-
morfinen yksikäsitteinen haara.

Todistus. Vrt. [1, s. 142]. Yhdesti yhtenäisessä alueessa on olemassa funktio
F (z), jolle F ′(z) = f ′(z)/f(z). Kirjoittamalla lauseessa 3.13 w = f(u) 6= 0,
saadaan

f(z) − f(a) =

∫

γ

f ′(u)du

f(u)

yksinkertaisella muuttujanvaihdolla dw
du

= f ′(u). Käyttämällä jälleen tietoa
siitä, että funktion f(z)e−f(z) derivaatta on nolla, valitsemalla piste z0 ∈ Ω
ja valitsemalla jokin funktion log f(z0) arvo havaitaan, että

eF (z)−F (z0)+log f(z0) = f(z).

Täten voidaan valita log f(z) = F (z) − F (z0) + log f(z0).

3.5 Cauchyn integraalikaava

Lause 3.15. Cauchyn integraalikaava. Olkoon f holomorfinen positiiviseen
kiertosuuntaan kierretyllä polulla γ ja sen sisällä. Tällöin, jos piste a on
polun sisäpuolella

(3.3) f(a) =
1

2πi

∫

γ

f(w)

w − a
dw.

Todistus. [7, s. 152] On olemassa sellainen positiivinen reaaliluku R, että
kiekko D(a,R) on polun γ rajoittaman alueen sisäpuolen I(γ) osajoukko.
Millä tahansa reaaliluvulla r, kun r < R

∫

γ

f(w)

w − a
dw =

∫

γ(a,r)

f(w)

w − a
dw
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Kuva 5: Pisteen a R- ja r-ympäristöt

lauseen 3.9 perusteella. Koska f(a) on vakio, se ei vaikuta integraalin arvoon,
eli

∫

γ(a,r)

f(a)

w − a
dw = f(a)

∫

γ(a,r)

1

w − a
dw = 2πif(a),

mikä seuraa perusintegraalista.
Seuraavaksi voidaan laskea integraalikaavan ja halutun arvon erotus, jolle

saadaan arvio sijoittamalla w = a + reiθ (ks. kuva 5), eli
∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

γ

f(w)

w − a
dw − f(a)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

γ(a,r)

f(w) − f(a)

w − a
dw

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫ 2π

0

f(a + reiθ) − f(a)

reiθ
ireiθdθ

∣

∣

∣

∣

≤
1

2π
2π × sup

θ∈[0,2π]

∣

∣f(a + reiθ)
∣

∣

estimaatiolauseesta 3.3. Koska f on jatkuva pisteessä a, pienin yläraja lähes-
tyy nollaa säteen r lähestyessä arvoa 0. Koska yhtälön vasen puoli ei riipu
säteestä r, sen arvon täytyy olla 0.

Arvion yhteydessä tehty sijoitus w = a+reiθ tuottaa seuraavan tuloksen:
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Lause 3.16. Gaussin keskiarvolause [6, s. 57]. Olkoon f holomorfinen alu-
eessa, joka sisältää kiekon D = {z : |z − a| < r} sulkeuman. Silloin

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a + reiθ)dθ.

Cauchyn integraalikaavasta sadaan myös esitys derivaatalla f ′(z). Vali-
taan kiekosta D pisteet z ja z + λ. Lauseen 3.15 kaavasta (3.3) saadaan
(3.4)

f(z+λ)−f(z) =
1

2πi

∫

∂D

(

f(ζ)

ζ − z − λ
−

f(ζ)

ζ − z

)

dζ =
λ

2πi

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z − λ)
dζ.

Koska f on jatkuva kiekon D reunalla, on olemassa sellainen luku M , että
|f(ζ)| ≤ M , kun ζ ∈ ∂D. Täten saadaan

∣

∣

∣

∣

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z − λ)
dζ −

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣

∣

∣

∣

≤ M |λ|

∫

∂D

|dζ|

|ζ − z|2|ζ − z − λ)|
.

Tästä nähdään, että

lim
λ→0

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z − λ)
dζ =

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

Kaavasta 3.4 saadaan täten esitys

(3.5) f ′(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

Lause 3.17. Olkoon f holomorfinen positiiviseen kiertosuuntaan kierretyllä
murtoviivalla γ ja sen sisällä ja olkoon a sen sisäpiste. Tällöin f (n)(a) on
olemassa jokaisella n = 0, 1, 2, . . . ja

f (n)(a) =
n!

2πi

∫

γ

f(w)

(w − a)n+1
dw (a ∈ I(γ)).

Todistus. Ks. [7, s. 157].

3.6 Taylorin lause

Cauchyn integraalikaavan avulla voidaan osoittaa, että jokaisella kiekossa
holomorfisella funktiolla on potenssisarjakehitelmä. Tätä esitystä kutsutaan
Taylorin kehitelmäksi. Seuraava lause koskee potenssisarjojen derivoimista:

Lause 3.18. Olkoon sarjan
∑

cnz
n suppenemissäde R > 0 ja funktio f mää-

ritelty kiekossa D(0, R) siten, että f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n. Tällöin ovat voimassa

seuraavat ominaisuudet

1. sarjan
∑

ncnz
n−1 suppenemissäde on R.
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2. f on jatkuva kiekossa D(0, R).

3. f on holomorfinen kiekossa D(0, R) ja f ′ saadaan derivoimalla ter-
meittäin:

f ′(z) =
∞
∑

n=1

ncnzn−1 (|z| < R).

4. funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat kiekossa D(0, R). Edel-
leen f (n) = n!cn, kun n ≥ 0.

Todistus. Lauseen kohdat (2) ja (4) seuraavat kohdasta (3), kohta (2) suoraan
ja kohta (4) induktiolla. Kohdan (1) todistus löytyy muun muassa lähteestä
[7, s. 74 seurauslause 6.10] ja kohdan (3) todistus [7, s. 75 lause 6.11].

Lause 3.19. Taylorin lause. Olkoon f holomorfinen kiekossa D(a,R), missä
R > 0. Tällöin on olemassa sellaiset yksikäsitteiset vakiot cn, että

f(z) =
∞
∑

n=0

cn(z − a)n (z ∈ D(a,R)).

Vakio cn saadaan kaavasta

cn =
1

2πi

∫

γ

f(w)

(w − a)n+1
dw =

f (n)(a)

n!
,

missä γ on ympyrä γ(a, r), (0 < r < R) tai mikä tahansa kiekossa D(a,R)
pisteen a positiiviseen kiertosuuntaan kiertävä umpinainen murtoviiva γ̃,
missä D(a, r) ⊆ I(γ).

Todistus. [7, s. 163] Kiinnitetään piste z ∈ D(a,R) ja valitaan luku r siten,
että |z − a| < r < R. Olkoon γ = γ(a, r). Cauchyn integraalikaavan 3.15
mukaan

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(w)

w − z
dw.

Koska |z − a| < |w − a| kaikilla w ∈ γ∗, yhtälön oikea puolella

1

w − z
=

1

w − a

1

(1 − ((z − a)/(w − a))

voidaan laajentaa geometrisena sarjana, kun merkitään q = z−a
w−a

, niin |q| < 1,
joten

1

w − z
=

q

z − a

∞
∑

n=0

qn =
∞
∑

n=0

qn+1

z − a
=

∞
∑

n=0

(z − a)n

(w − a)n+1
.

Täten

f(z) =
1

2πi

∫

γ

∞
∑

n=0

(z − a)n

(w − a)n+1
f(w)dw.
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Kompaktissa joukossa γ∗ jatkuva funktio f on rajoitettu, joten vakiolla M

∣

∣

∣

∣

(z − a)n

(w − a)n+1
f(w)

∣

∣

∣

∣

≤ Mn :=
M

r

(

|z − a|

r

)n

.

Tässä kohtaa vedotaan ns. Weierstrassin M-testiin. Kun |fn(z)| ≤ Mn kaikil-
la lähtöjoukon alkioilla z ja

∑∞
1 Mn < ∞, sarja

∑∞
1 fn suppenee tasaises-

ti. Toisin sanoen, jos itseisesti suppenevalle sarjalle löytyy suppeneva majo-
rantti, tämä minorantti suppenee tasaisesti. Todistus tälle tulokselle löytyy
esimerkiksi lähteistä [8, s. 55] ja [1, s. 36-37]. Sarja

∑

Mn suppenee, sillä
|z − a| < r. Täten tasaisen suppenemisen perusteella summa ja integraali
voidaan vaihtaa keskenään, joten saadaan

f(z) =
∞
∑

n=0

(

1

2πi

∫

γ

f(w)

(w − a)n+1
dw

)

(z − a)n.

Jälkimmäinen yhtäsuuruus seuraa lauseesta 3.17. Yksikäsitteisyys seuraa
lauseen 3.18 kohdasta (4).

3.7 Weierstrassin lause

Lause 3.20. Moreran lause. Olkoon f jatkuva alueessa Ω ja

∫

γ

f(z)dz = 0

jokaisella joukon Ω kolmiolla γ. Tällöin f on holomorfinen alueessa Ω.

Todistus. Vrt. [7, s. 156]. Olkoon a ∈ Ω ja r > 0 sellainen luku, että D(a, r) ⊆
Ω. Kiekko D on konveksi joukko, jolloin lauseen 3.5 perusteella on olemassa
kiekossa D holomorfinen funktio F , jonka derivaatta F ′ = f . Funktio f on
holomorfinen, sillä kiinnittämällä piste a ja valitsemalla luku s > 0 siten,
että suljettu kiekko D(a, 2s) ⊆ Ω kaavasta 3.5 seuraa, että

f ′(a + h) − f ′(a)

h
=

1

2πhi

∫

γ(a,2s)

f(w)

(

1

(w − a − h)2
−

1

(w − a)2

)

dw

=
1

2πhi

∫

γ(a,2s)

f(w)

(

(w − a)2 − (w − a − h)2

(w − a)2(w − a − h)2
−

)

dw

=
1

2πi

∫

γ(a,2s)

f(w)

(

2(w − a) − h

(w − a)2(w − a − h)2
−

)

dw,

kun |h| < s. Kun h → 0, niin yhtälön oikea puoli lähestyy arvoa
2
∫

γ(a,2s)
f(w)/(w − a)3dw. Tämä raja-arvo on selvästikin olemassa. Koska

piste a on mielivaltainen, väite seuraa.

37



Lause 3.21. (Weierstrass, [1, s. 176]). Olkoon funktio fn(z) määritelty ja
holomorfinen alueessa Ωn, n = 1, 2, . . . ja oletetaan, että funktiojono (fn(z))
suppenee kohti funktiota f(z) alueessa Ω ja tasaisesti jokaisessa alueen Ω
kompaktissa osajoukossa. Tällöin f(z) on holomorfinen joukossa Ω ja f ′

n(z)
suppenee tasaisesti kohti funktiota f ′(z) jokaisessa joukon Ω kompaktissa os-
ajoukossa.

Todistus. Kukin funktio fk on määritelty ja holomorfinen alueessa Ωk, mut-
tei välttämättä jokaisessa niistä. Rajafunktion f määrittelyjoukon Ω pisteet
sisältyvät kukin johonkin alueeseen Ωn, mutta vasta tietystä indeksin arvosta
n0 eteenpäin jokaiseen niistä. Tämän luvun n0 ei tarvitse olla sama jokaiselle
joukon Ω pisteelle, eli suppenemisen ei tarvitse olla tasaista joukossa Ω.

Olkoon D = D(a, r) ⊆ Ω ja D = D \ ∂D. Kiekko D on kompakti, joten
sen jokaisella peitteellä on äärellinen osapeite. Alueet Ωn muodostavat kiekon
D avoimen peitteen, joten D sisältyy kokonaisuudessaan tiettyyn alueeseen
Ωn0

, ja Cauchyn integraalilauseen perusteella

∫

γ

fn(z)dz = 0

jokaisella suljetulla polulla γ ⊆ D. Kompaktissa joukossa D tasaisesti sup-
penevien holomorfisten ja siksi jatkuvien funktioiden rajafunktiona f on jat-
kuva. Tasaisen suppenemisen perusteella integraali ja rajallekäynti voidaan
vaihtaa keskenään (ks. [7, s. 173 lause 14.19]), jolloin

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ

lim
n→∞

fn(z)dz = lim
n→∞

∫

γ

fn(z)dz = 0.

Täten Moreran lauseen 3.20 perusteella f on holomorfinen kiekossa D. Koska
keskipiste a on mielivaltainen, voidaan todeta, että f on holomorfinen koko
alueessa Ω.

Lisäyksen todistamiseksi tarkastellaan ympyräviivaa C, jolla |ζ − a| = r
ja |z − a| < r. Cauchyn derivaattakaavan perusteella

f ′
n(z) =

1

2πi

∫

C

fn(ζ)dζ

(ζ − z)2
.

Derivaattajonon (f ′
n(z)) suppeneminen on tasaista jokaisessa kompaktissa os-

ajoukossa. Merkitään luvulla ǫ0 joukon Ω kompaktin osajoukon K etäisyyttä
reunasta ∂Ω ja joukon ∂Ω reunaviivan pituutta l:llä. Tällöin, kun z ∈ ∂Ω ja
ζ ∈ K

|f ′
n(z) − f ′(z)| =

1

2π

∣

∣

∣

∣

∫

∂Ω

fn(ζ) − f(ζ)

(ζ − a)2
dζ

∣

∣

∣

∣

≤
1

2π
·

1

ǫ2
0

· sup
∂Ω

|fn(z) − f(z)| · l.
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Täten, kun joukossa K funktiojonon (fn) suppeneminen on tasaista, niin ar-
vion perusteella (f ′

n) suppenee tasaisesti kohti funktiota f ′. Koska derivaat-
tajonon suppeneminen on tasaista voidaan tehdä kuten edellä, eli

lim
n→∞

f ′
n(z) =

1

2πi

∫

C

lim
n→∞

fn(ζ)dζ

(ζ − z)2
= f ′(z).

Koska kompakti osajoukko on mielivaltainen, derivaattajonon suppenemisen
täytyy olla tasaista jokaisessa kompaktissa osajoukossa K. Täten lause on
todistettu.

3.8 Funktion nollakohdat ja Rouchén lause

Määritelmä 3.5. Olkoon funktio f ∈ H(D(a, r)) positiivisella luvulla r.
Pistettä a kutsutaan funktion f nollakohdaksi, jos f(a) = 0. Nollakohdan a
kertaluku on m, kun

0 = f(a) = f ′(a) = . . . = f (m−1)(a) ja f (m)(a) 6= 0.

Funktion f nollakohdan kertaluvulla 0 tarkoitetaan sitä, että f on holo-
morfinen pisteessä a ja f(a) 6= 0.

Lause 3.22. Olkoon funktio f ∈ H(D(a, r)) ja olkoon sen Taylorin kehitel-
mä f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − a)n kiekossa D(a, r). Tällöin seuraavat ehdot ovat

yhtäpitävät:

1. 0 = f(a) = f ′(a) = . . . = f (m−1)(a) ja f (m)(a) 6= 0;

2. f(z) =
∑∞

n=m cn(a − z)n, missä cm 6= 0;

3. f(z) = (z − a)mg(z), missä g ∈ H(D(a,R)) ja g(a) 6= 0;

4. on olemassa sellainen nollasta eroava vakio C ∈ C, että

lim
z→a

(z − a)mf(z) on olemassa ja on yhtä suuri kuin C.

Todistus. Ks. [7, s. 177-178]

Lause 3.23. Identtisyyslause kiekolle. Olkoon f ∈ H(D(a, r)) ja f(a) = 0,
tällöin joko

1. f on identtisesti nolla kiekossa D(a, r) tai

2. funktion f nollakohta on eristetty, eli on olemassa sellainen positiivi-
nen reaaliluku ǫ, että punkteerattuun kiekkoon D′(a, ǫ) ei sisälly yhtään
funktion f nollakohtaa.

Jos a on joukon Z(f) kasautumispiste, f ≡ 0 joukossa D(a, r).
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Todistus. [7, s. 179] Taylorin lauseen (lause 3.19) mukaan

f(z) =
∞
∑

n=0

cn(z − a)n (z ∈ D(a, r)).

On kaksi mahdollista tapausta. Jos jokainen cn = 0, selvästikin lauseen kohta
(1) on voimassa. Muutoin on olemassa sellainen pienin kokonaisluku m > 0,
että cm 6= 0 ja silloin

f(z) = (z − a)mg(z), missä g(z) :=
∞
∑

k=0

ck+m(z − a)k.

Funktion g määrittelevän sarjan suppenemissäde on ainakin r. Täten g on
jatkuva kiekossa D(a, r). Koska g(a) = cm 6= 0 ja g on jatkuva pisteessä a,
on olemassa sellainen positiivinen reaaliluku ǫ, että g(z) 6= 0 punkteeratussa
kiekossa D′(a, ǫ). Läpi koko punkteeratun kiekon myös f(z) 6= 0.

Lause 3.24. Identtisyyslause (yleinen). Olkoon Ω alue ja f ∈ H(Ω). Olete-
taan, että joukolla Z(f) funktion f nollakohtia on kasautumispiste joukossa
Ω. Täten f ≡ 0 alueessa Ω. Erityisesti, jos f ≡ 0 jossakin avoimessa kiekossa
D(a, r) ⊆ Ω, niin f ≡ 0 joukossa Ω.

Todistus. Vrt. [7, s. 180]. Lähteen todistus on topologinen ja perustuu avoi-
miin joukkoihin. Tässä esitetään vaihtoehtoinen todistus, jossa käytetään
hyväksi identtisyyslausetta kiekolle.

Olkoon piste z0 ∈ Ω joukon Z(f) kasautumispiste. Koska Ω on avoin,
luvulla ǫ > 0 kiekko D(z0, ǫ) ⊆ Ω sisältää äärettömän määrän joukon Z(f)
pisteitä ja f ∈ H(D(z0, ǫ)) oletuksen mukaan. Koska f(z0) = 0, lauseen 3.23
perusteella f ≡ 0 kiekossa D(z0, ǫ).

Valitaan piste z1 ∈ D(z0, ǫ). Koska f(z1) = 0 ja D(z1, ǫ1) sisältää ääret-
tömän määrän joukon Z(f) pisteitä kaikilla ǫ1 > 0. Valitaan ǫ1 siten, että
D(z1, ǫ1) ⊆ Ω. Piste z1 on joukon Z(f) kasautumispiste ja kuten edellä f ≡ 0
kiekossa D(z1, ǫ1). Näin voidaan jatkaa induktiivisesti. Olkoon f(a) 6= 0 jolla-
kin a ∈ Ω. Koska Ω on alueena murtoviivayhtenäinen, on olemassa murtoviiva
γ, joka yhdistää pisteet z0 ja a. Tämä murtoviiva on kompaktina joukkona
peitettävissä äärellisellä määrällä kiekkoja, joissa esitellyn konstruktion mu-
kaisesti f ≡ 0. Täten vastaoletuksesta seuraa ristiriita ja lause on tosi.

Tarkastellaan rationaalifunktiota

R(z) =
P (z)

Q(z)
,

missä P ja Q ovat polynomifunktioita, joilla ei ole yhteisiä tekijoitä eikä
siten yhteisiä nollakohtia. Siellä, missä funktio Q saa arvon nolla, funktio R
saa arvon ääretön (laajennetulla tasolla). Funktion Q nollakohtaa kutsutaan
funktion R navaksi, jolla on sama kertaluku kuin funktion Q nollakohdalla.[1,
s. 30]
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Kuva 6: Joukon Z(f) kasautumispisteitä joukossa Ω

Huomautus. [7, s. 202] Olkoon f ∈ H(D′(a, r)). Funktiolla f on kertaluvun
m napa pisteessä a, jos ja vain jos

lim
z→a

(z − a)mf(z) = D, missä

luku D on äärellinen, nollasta poikkeava vakio.

Määritelmä 3.6. Olkoon S ⊆ C avoin. Funktio f : S → C on meromorfi-
nen,jos se on holomorfinen napoja lukuunottamatta kaikissa z ∈ S.

Lause 3.25. Olkoon funktio f holomorfinen positiiviseen kiertosuuntaan
kierretyllä kaarimonikulmiolla γ ja sen sisäpuolella. Olkoon f 6= 0 polulla γ
ja olkoon sillä N nollakohtaa sen sisäpuolella. Silloin

1

2πi

∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz = N.

Todistus. [7, s. 183] Funktio f ′

f
on holomorfinen polulla γ ja sen sisäpuolella

kaikissa muissa pisteissä paitsi funktion f nollakohdissa. Olkoot nollakohdat
a1, a2, . . . , aN ja m1,m2, . . . ,mN niiden kertaluvut. On olemassa sellaiset eril-
liset avoimet kiekot D(ak, rk), että on olemassa joukossa D(ak, rk) nollasta
poikkeava ja holomorfinen funktio gk. Lisäksi funktiolla gk on ominaisuus

f(z) = (z − ak)
mkgk(z) (z ∈ D(ak, rk)).

Tällöin
f ′(z)

f(z)
=

mk

z − ak

+
g′

k(z)

gk(z)
(z ∈ D′(ak, rk)).
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Määritellään

F (z) :=







f ′(z)
f(z)

−
∑N

j=1
mj

z−aj
, jos z /∈

⋃N

j=1 D(aj, rj),
g′

k
(z)

gk(z)
−
∑

1≤j≤N

j 6=k

mj

z−aj
, jos z ∈ D(ak, rk), (k = 1, . . . , N).

Tällöin funktio F on holomorfinen polulla γ ja sen sisäpuolella. Lauseen 3.8
perusteella

∫

γ
F (z)dz = 0. Itse väite seuraa lauseesta 3.1.

Lause 3.26. Rouchén lause. Olkoot funktiot f ja g holomorfisia kaarimoni-
kulmiolla γ ja sen sisäpuolella ja olkoon |f(z)| > |g(z)| joukossa γ∗. Tällöin
funktioilla f ja f + g on sama määrä nollakohtia polun γ sisällä.

Todistus. [7, s. 184] Olkoon t ∈ [0, 1]. Koska |f(z)| > |g(z)| joukossa γ∗, niin
(f +tg)(z) 6= 0 jokaisessa joukon γ∗ pisteessä z kolmioepäyhtälön perusteella,
sillä

|f(z) + tg(z)| = |f(z) + tg(z)| ≥ ||f(z)| − |tg(z)|| > 0.

Oletetaan, että polku γ kierretään positiiviseen kiertosuuntaan ja määritel-
lään

ϕ(t) =
1

2πi

∫

γ

(f ′ + tg′)(z)

(f + tg)(z)
dz.

Lauseen 3.25 nojalla ϕ(t) on polun γ sisäpuolisten funktion f+tg nollakohtien
lukumäärä. Funktio ϕ(t) saa vain kokonaislukuarvoja, joten sen on oltava
vakio ollakseen jatkuva. Jos näin olisi, ϕ(0) eli funktion f nollakohtien määrä
polun γ sisällä olisi sama kuin ϕ(1) eli funktion f + g polun γ sisällä olevien
nollakohtien määrä.

Kiinnitetään parametri t ja tarkastellaan funktiota

ϕ(t) − ϕ(s) =
t − s

2πi

∫

γ

(g′f − f ′g)(z)

(f + tg)(z)(f + sg)(z)
dz.

(Tässä kohtaa lähdeteoksessa on painovirhe.)Lauseen 2.3 perusteella ole-
massa sellaiset positiiviset vakiot m ja M , että kaikissa joukon γ̃ pisteissä
|(g′f − f ′g)(z)| ≤ M , g(z) ≤ M ja |(f + tg)(z)| ≥ m, sillä kukin funktioista
on jatkuva ja joukko γ̃ on kompakti. Täten kolmioepäyhtälön perusteella

|(f + sg)(z)| ≥ |(f + tg)(z)| − |s − t||g(z)| ≥
1

2
m,

jos |s − t| ≤ m
2M

. Täten estimaatioteoreeman 3.3 perusteella, kun |s − t| on
tarpeeksi pieni

|ϕ(t) − ϕ(s)| ≤
|s − t|M

πm
× pituus(γ).

Kun s → t, erotuksen itseisarvo saadaan mielivaltaisen pieneksi ja funktio ϕ
on jatkuva pisteessä t. Täten väite seuraa.
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Lause 3.27. Olkoon funktio f meromorfinen ei-vakiofunktio alueessa Ω ja
olkoon z0 ∈ Ω. Oletetaan, että f(z0) = Z0 k:ssa pisteessä ja k ≥ 1. Tällöin
jokaista lukua ǫ > 0 kohti on olemassa sellainen luku δ > 0, että jokainen
funktion f arvo Z 6= Z0, Z ∈ D(Z0, δ) saavutetaan kiekossa D(z0, ǫ) täsmäl-
leen k:ssa pisteessä ja kussakin niistä vain kerran.

Todistus. [8, s. 295]. Aluksi voidaan olettaa, että Z0 6= ∞, jolloin funktio f on
holomorfinen pisteen z0 ympäristössä. Jos kuitenkin Z0 = ∞, tarkastellaan
funktiota 1/f .

Koska z0 on kertaluvun k Z0-piste, funktiolla f(z) − Z0 on kertaluvun k
nollakohta pisteessä z0. Tämä nollakohta on eristetty identtisyyslauseen 3.23
perusteella, sillä f ei ole vakio. Muutoin globaalin identtisyyslauseen 3.24 pe-
rusteella näin olisi. Täten voidaan valita positiivinen luku ǫ siten, että f on
differentioituva kiekon D(z0, ǫ) = {z : |z − z0| ≤ ǫ} jokaisessa pisteessä. Li-
säksi z0 on funktion f(z)−Z0 ainoa nollakohta samaisessa kiekossa. Funktio
f(z) − Z0 on jatkuva ja saa nollasta poikkeavia arvoja kaikissa kompaktin
joukon γ = {z : |z − z0| = ǫ} pisteissä. Täten on olemassa sellainen positiivi-
nen reaaliluku δ, että |f(z)−Z0| ≥ δ, kun |z− z0| = ǫ. Täten, jos Z on mikä
tahansa kompleksiluku, jolle pätee, että |Z − Z0| ≤ δ, niin

|Z0 − Z| = |Z − Z0| < |f(z) − Z0|

kaikissa pisteissä z ∈ γ. Lauseen 3.26 perusteella tästä seuraa, että funktiolla

f(z) − Z = (f(z) − Z0) + (Z0 − Z)

on sama määrä nollakohtia kuin funktiolla f(z) − Z0 kertaluvut mukaan
lukien.

Tarvitsee vielä osoittaa, että yhtälön f(z) = Z juuret ovat yksinkertaiset.
Havaitaan, että f ′ ei ole identtisesti nolla joukossa Ω, joten sen nollakohdat
ovat eristettyjä. Valitaan tarvittaessa pienempi ǫ, jolloin f ′ ei saa arvoa nolla,
kun 0 < |z − z0| < ǫ. Täten lause on todistettu.

Lauseella 3.27 on välitön seuraus, jota hyödynnetään Riemannin kuvaus-
lauseen todistuksessa.

Seurauslause 3.1. Ei-vakio meromorfinen funktio f kuvaa avoimet joukot
avoimiksi joukoiksi. Erityisesti f(Ω) on alue, jos Ω on alue.

Todistus. [8, s. 296]. Olkoon Ω avoin joukko. Mille tahansa joukon f(Ω) pis-
teelle Z0 on olemassa ainakin yksi piste z0 ∈ Ω, jossa f(z0) = Z0. Oletetaan,
että z0 on kertaluvun k ≥ 1 omaava Z0-piste. Oletetaan luku ǫ > 0 tarpeeksi
pieneksi, jotta lauseen 3.27 mukaisesti on olemassa sellainen luku δ > 0, että
kukin kiekossa D(z0, δ) arvosta Z0 poikkeava arvo Z saavutetaan kiekossa
D(z0, ǫ) kerran kussakin k:ssa pisteessä. Toisin sanoen, pisteen Z0 ympäristö
D(Z0, δ) sisältyy joukkoon f(Ω). Täten f(Ω) on avoin.
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3.9 Maksimiperiaate

Cauchyn integraalikaavan 3.15 avulla voidaan todistaa seuraava tärkeä tulos.

Lause 3.28. Lokaali maksimiperiaate. Olkoon f holomorfinen kiekossa
D(a,R) ja |f(z)| ≤ |f(a)| kaikissa z ∈ D(a,R). Tällöin f on vakio.

Todistus. [7, s. 188]. Valitaan 0 < r < R. Cauchyn integraalikaavan 3.15 ja
Gaussin keskiarvolauseen 3.16 mukaan

f(a) =
1

2πi

∫

γ(a,r)

f(z)

z − a
dz

=
1

2π

∫ 2π

0

f(a + reiθ)dθ

Estimaatiolauseesta 3.3 ja oletuksesta seuraa, että

|f(a)| ≤
1

2π

∫ 2π

0

|f(a + reiθ)|dθ ≤ |f(a)|.

Siksi

=

∫ 2π

0

(

|f(a)| − |f(a + reiθ)|
)

dθ = 0.

Koska integroituva funktio on jatkuva ja ei-negatiivinen, sen täytyy olla
identtisesti 0, mikäli integraali häviää. Tämä on totta jokaisella luvulla r <
R. Täten seuraa, että |f | on vakio kiekossa D(a,R), joten funktion f täytyy
olla vakio.

Lause 3.29. Maksimiperiaate. Olkoon Ω rajoitettu alue ja funktio f ∈ H(Ω)
ja jatkuva alueen Ω sulkeumassa Ω. Tällöin |f | saavuttaa maksiminsa rajalla
∂Ω = Ω \ Ω.

Todistus. [7, s. 189] Joukko Ω on rajoitettu ja suljettu ja lauseen 2.3 perus-
teella saavuttaa pienimmän ylärajan M jossakin sulkeuman Ω pisteessä. Teh-
dään vastaoletus, että |f | ei saavuta arvoa M rajalla ∂Ω. Tällöin |f(a)| = M ,
jossakin joukon Ω pisteessä a. Koska Ω on avoin, on olemassa sellainen reaa-
liluku R > 0, että D(a,R) ⊆ Ω. Lauseen 3.28 perusteella f on vakio kiekossa
D(a,R). Täten identtisyyslauseen 3.24 perusteella f on vakio joukossa Ω.
Jatkuvuudesta johtuen f on vakio koko sulkeumassa Ω ja saa siten pienim-
män ylärajan jokaisessa sulkeuman pisteessä, mikä on vastoin oletusta. Lause
seuraa.

Globaalille maksimiperiaatteelle voidaan esittää myös vaihtoehtoinen
muotoilu:
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Lause 3.30. Olkoon f ∈ H(Ω) alueessa Ω. Jos on olemassa sellainen piste
z0 ∈ Ω, että

|f(z)| ≤ |f(z0)|

kaikilla z ∈ Ω, niin funktion f on vakio alueessa Ω.

Todistus. Olkoon z0 sellainen piste, että |f(z)| ≤ |f(z0)| kaikilla z ∈ Ω.
Tällöin on olemassa z0-keskeinen kiekko, missä lokaalin maksimiperiaatteen
oletukset täyttyvät. Siis lauseen 3.28 perusteella f on vakio koko alueessa
Ω.

Huomautus. Maksimiperiaatteen mukaan funktio, joka ei ole vakio, ei saavuta
suurinta arvoaan avoimessa joukossa.

Maksimiperiaatteen välitön seuraus on Schwarzin lemmana tunnettu tu-
los:

Seurauslause 3.2. Schwarzin lemma. Olkoon f holomorfinen ja |f(z)| ≤ M
kiekossa D(0, R) ja f(0) = 0. Tällöin

|f(z)| ≤
M

R
|z| (|z| ≤ R).

Jos yhtäsuuruus on voimassa jossakin pisteessä z ja |z| < R, niin on olemas-
sa sellainen reaalinen vakio λ, että f(z) = Mzeiλ/R pisteessä z ∈ D(0, R).

Todistus. Vrt. [7, s.189]. Koska f(0) = 0, on olemassa sellainen kiekossa
D(0, R) holomorfinen funktio, että zg(z) = f(z) kaikissa z ∈ D(0, R) lauseen
3.22 mukaisesti. Ympyräviivalla |z| = r < R

|g(z)| ≤
|f(z)|

r
≤

M

r
.

Käyttämällä globaalia maksimiperiaatetta 3.29 funktioon g joukossa D(0, r)
saadaan arvio |g(z)| ≤ M/r, kun |z| ≤ r. Annetaan luvun r lähestyä rajatta
lukua R, jolloin |g(z)| ≤ M/R, kun |z| < R. Tämä onkin kysytty raja it-
seisarvolle |f(z)| kaikissa pisteissä z 6= 0 ja koska f(0) = 0, epäyhtälö pätee
myös, kun z = 0. Oletetaan sitten, että yhtäsuuruus on voimassa pisteessä
z, jolla |z| < R. Täten

|f(z)|

|z|
=

M

R
.

Maksimiperiaatteen 3.28 mukaan f(z)/z ei voi saavuttaa maksimia, jollei se
ole vakio. Täten on olemassa sellainen reaalinen vakio λ, että

f(z)

z
=

M

R
eiλ,

mistä seuraa jälkimmäinen väite f(z) = Mzeiλ/R.
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4 Riemannin kuvauslause

4.1 Konformikuvauksista

Määritelmä 4.1. Funktio f : Ω → C on konformikuvaus alueessa Ω ⊆ C,
jos f ∈ H(Ω) ja f ′(z) 6= 0 kaikissa alueen z ∈ Ω. Kuvaus f on konforminen
pisteessä z, jos se on konforminen jossakin kiekossa D(z, r), r > 0.

Lause 4.1. Olkoon f konformikuvaus avoimelta yksikkökiekolta itselleen ja
olkoon f(α) = 0, |α| < 1. Tällöin on olemassa sellainen reaaliluku ϑ, että

(4.1) f(z) = eiϑ z − α

1 − αz
.

Todistus. [8, s. 312, 308] Olkoon

(4.2) ϕα(z) =
z − α

1 − αz
,

missä selvästi ϕα(α) = 0. Kuvaus ϕα on ns. Möbiuksen transformaatio, joka
kuvaa suorat suoriksi ja ympyrät ympyröiksi (ks. [8, s. 305, lause 67]). Se on
holomorfinen, kun |z| ≤ 1/|α| ja siksi myös kiekon D(0, 1) sulkeumassa eli
kun |z| ≤ 1. Kolme yksikkökiekon reunan pisteistä kuvautuu yksikkökiekon
reunalle, joten koko yksikkökiekon reuna kuvautuu itselleen(ks. kuva 7).

|ϕα(1)| =

∣

∣

∣

∣

1 − α

1 − α

∣

∣

∣

∣

= 1, |ϕα(−1)| =

∣

∣

∣

∣

−1 − α

1 − (−α)

∣

∣

∣

∣

= 1,

|ϕα(i)| =

∣

∣

∣

∣

i − α

1 − iα

∣

∣

∣

∣

= 1.

Maksimiperiaatteen mukaan |ϕα(z)| ≤ 1 kaikilla z ∈ D(0, 1). Funktio
|ϕα| ei lauseen 3.30 perusteella voi saavuttaa maksimiarvoaan yksikkökiekon
sisällä, koska se ei ole vakiofunktio (f(α) = 0). Täten |ϕ(α)(z)| < 1, kun
|z| < 1. Täten voidaan todeta, että (4.2) on kuvaus yksikkökiekolta itselleen.

Huomataan, että
eiϑ · ϕα(z),

missä ϑ on reaaliluku, on myös konformikuvaus yksikkökiekolta itselleen.
Olkoon f sellainen konformikuvaus yksikkökiekolta itselleen, että f(α) =

0. Tällöin kuvaus g = f ◦ ϕ−1
α on konforminen injektio yksikkökiekolla ja se

kuvaa origon origoksi. Schwarzin lemman (seurauslause 3.2) ensimmäisestä
osasta seuraa, että

|g(z)| ≤ |z|, kun |z| < 1.

Koska myös käänteisfunktio g−1 saa arvon nolla origossa, missä tahansa yk-
sikkökiekon D pisteessä z

|z| = |g−1(g(z))| ≤ |g(z)|.
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Kuva 7: Pisteiden etäisyydet kuvauksessa ϕα

Täten |g(z)| = |z| kaikissa kiekon D pisteissä z. Schwarzin lemman jälkim-
mäisen osan mukaan on olemassa sellainen reaaliluku ϑ, että

g(z) = eiϑz, kun |z| < 1.

Korvaamalla z lausekkeella z−α
1−αz

ja käyttämällä hyväksi tietoa g ◦ ϕα = f
saadaan

f(z) = eiϑ z − α

1 − αz
, kun |z| < 1.

4.2 Sileistä funktioista

Määritelmä 4.2. Holomorfista funktiota f sanotaan sileäksi alueessa Ω, jos
se on injektio eli f(z1) 6= f(z2), kun z1 6= z2.

Määritelmän 4.2 perusteella voidaan käyttää sileän funktion sijasta nimi-
tystä holomorfinen injektio. Tästä eteenpäin käytetään sileän funktion sijasta
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vaihtoehtoista nimitystä ja varataan sileys käyrän ominaisuudeksi. Lauseella
3.27 on seuraava holomorfista injektiota koskeva seuraus:

Seurauslause 4.1. Olkoon f holomorfinen injektio alueessa Ω. Tällöin f ′ 6=
0 kaikkialla alueessa Ω.

Todistus. [8, s. 316] Tehdään vastaoletus, että funktion f derivaatalla on nol-
lakohta z0 alueessa Ω. Merkitään funktion arvoa tässä pisteessä f(z0) = Z0.
Tällöin z0 on Z0-piste, jonka kertaluku on ainakin 2, sillä lauseen 3.27 nojalla
kullakin arvolla Z, joka on tarpeeksi lähellä arvoa Z0, on olemassa ainakin
kaksi alkukuvaa joukossa Ω. Tämä on ristiriidassa funktion f injektiivisyyden
kanssa. Täten vastaoletus on väärä ja lause tosi.

Lause 4.2. Olkoon (f1, f2, . . .) jono alueessa Ω määriteltyjä holomorfisia in-
jektioita. Oletetaan, että jono suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukon Ω
kompakteissa osajoukoissa. Jos funktio f ei ole vakiofunktio, se on holomor-
finen injektio.

Todistus. [8, s. 320]. Rajafunktio f on holomorfinen Weierstrassin lauseen
3.21 perusteella.

Oletetaan, että f ei ole vakiofunktio ja tehdään vastaoletus, että f ei ole
injektio. Tällöin on olemassa funktion arvo w∗ ja kaksi joukon Ω pistettä z1

ja z2, jotka ovat erillisiä ja f(z1) = f(z2) = w∗. Oletetaan, että w∗ = 0.
Muutoin voidaan funktion f sijasta tarkastella funktiota f − w∗. Valitaan
ǫ > 0 niin pieneksi, että

1. suljetut kiekot D(zj, ǫ), j = 1, 2 kuuluvat joukkoon Ω ja ne ovat erilliset

2. kiekkojen keskipisteet zj ovat funktion f ainoat nollakohdat kiekoissa
D(zj, ǫ).

Toinen ehto täyttyy, sillä oletuksen mukaan funktio f ei ole identtisesti nolla.
Koska f on holomorfinen funktio kompaktissa kiekossa D(z1, ǫ), se on holo-
morfinen avoimessa kiekossa D(z1, ǫ). Lauseen 3.23 perusteella täytyy olla
joko f ≡ 0 tai nollakohta on eristetty tässä kiekossa. Jos ensimmäinen tilan-
ne on voimassa, niin lauseen 3.24 perusteella f ≡ 0 koko alueessa. Koska f ei
ole vakiofunkio, näin ei voi olla. Täten lauseen 3.23 perusteella nollakohtien
z1 ja z2 täytyy olla eristettyjä. Määritellään

α = min

(

min
|z−z1|=ǫ

|f(z)|, min
|z−z2|=ǫ

|f(z)|

)

Huomataan, että α > 0, sillä f ei häviä kiekkojen reunoilla. Koska funktio-
jono (fn) suppenee tasaisesti kohti funktiota f kompakteissa osajoukoissa,

|fn(z) − f(z)| < α,
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kun |z − zj| = ǫ ja n on tarpeeksi suuri. Rouchén lauseen (lause 3.26) perus-
teella funktioilla

f ja f + (fn − f) = fn

on sama määrä nollakohtia kiekossa D(zj, ǫ). Tästä seuraa, että tarpeeksi
suurella indeksin n arvolla funktioilla fn on nollakohtia kummassakin kiekos-
sa D(z1, ǫ) ja D(z2, ǫ). Tämä on vastoin oletusta funktioiden fn injektiivisyy-
destä, eli ristiriita. Täten lause on tosi.

4.3 Riemannin kuvauslause

Riemannin kuvauslause antaa riittävät ehdot alueelle, joka voidaan kuvata
konformisesti yksikkökiekolle.

Lause 4.3. Riemannin kuvauslause[8, s. 321]. Olkoon Ω yhdesti yhtenäinen
alue, ei kuitenkaan koko kompleksitaso C. Tällöin on olemassa holomorfinen
injektio, joka kuvaa alueen Ω konformisesti yksikkökiekolle. Kuvaus voidaan
valita siten, että mielivaltainen alueen Ω piste kuvautuu kiekon keskipisteeksi.

Ennen lauseen todistusta on syytä hahmotella todistuksen kulkua. Todis-
tus tapahtuu ratkaisemalla ääriarvo-ongelma holomorfisten funktioiden luo-
kassa.

Olkoon Ω yhdesti yhtenäinen kompleksitason alue ja olkoon z0 sen kiin-
nitetty piste. Merkitään symbolilla H niiden alueessa Ω määriteltyjen funk-
tioiden f joukkoa, jotka täyttävät seuraavat ehdot:

1. f(z0) = 0,

2. f on holomorfinen injektio alueessa Ω ja

3. |f(z)| < 1 kaikkialla alueessa Ω.

Olettamalla Ω koko kompleksitasosta poikkeavaksi varmistetaan, että H
ei ole tyhjä joukko (todistuksen 1. askel). Lisäksi kaikkien joukon H alkioiden
derivaatat f ′ osoittautuvat rajoitetuiksi pisteessä z0 (todistuksen 2.askel).
Kolmannessa askeleessa esitetään sellaisen funktion f∗ olemassaolo joukossa
H, että |f

′

∗| on maksimaalinen. Tämä f∗ on haluttu funktio, mikä osoitetaan
askeleessa 4.

Todistus. Askel 1: Oletuksen perusteella on olemassa kompleksitason piste
z∗, joka ei kuulu alueeseen Ω. Täten funktio

h(z) =
1

z − z∗

on holomorfinen alueessa Ω, sillä

d

dz
h(z) = −

1

(z − z∗)2
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on aina olemassa.
Koska funktio q(z) = z − z∗ on nollasta poikkeava ja koska Ω on yhdesti

yhtenäinen alue, lauseen 3.14 oletukset täyttyvät ja funktio

H(z) =

∫

γ(z0,z)

dζ

ζ − z∗
,

missä γ(z0, z) on pisteet z0 ja z yhdistävä sileä käyrä, on yksikäsitteisesti
määritelty ja sillä on derivaatta

(4.3) H ′(z) =
1

z − z∗
6= 0

kaikkialla alueessa Ω ja H(z0) = 0.
Kaavasta (4.3) seuraa, että

d

dz
(

eH(z)

z − z∗
) = eH(z)(

H ′(z)

z − z∗
−

1

(z − z∗)2
) = 0,

joten osamäärä

eH(z)

z − z∗

on vakio alueessa Ω. Täten

eH(z)

z − z∗
=

eH(z0)

z0 − z∗

kaikkialla alueessa Ω. Koska H(z0) = 0, voidaan täten todeta, että

(4.4) eH(z) =
z − z∗

z0 − z∗
.

Seuraavaksi osoitetaan, että H ei saa kahdessa eri pisteessä arvoja, jotka
poikkeavat toisistaan luvun 2πni, n = 0, 1, . . . verran.

Oletuksesta
H(z2) = H(z1) + 2πni,

missä n on kokonaisluku, seuraa, että

(4.5) eH(z2) = eH(z1)+2πni = eH(z1)e2πni = eH(z1) ∗ 1 = eH(z1).

Kaavan (4.4) perusteella näin voi olla vain, jos z1 = z2. Kun n = 0, H(z) on
injektio.

Koska alueen kuva on on myös alue seurauslauseen 3.1 perusteella, funktio
H saa kaikki arvot w tietystä arvon w = 0 ympäristöstä |w| < ρ, missä
voidaan yleisyyttä rajoittamatta olettaa, että ρ < π. Koska funktion H arvot
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eivät poikkea toisistaan luvun 2πi verran, funktio H ei saa ainakaan arvoja
w, joille |w − 2πi| < ρ eli

(4.6) |H(z) − 2πi| ≥ ρ

kaikkissa alueen Ω pisteissä.
Määritellään uusi funktio g siten, että

g(z) =
ρ

4πi
+

ρ

2

1

H(z) − 2πi
.

Arvion (4.6) perusteella havaitaan, että

|g(z)| ≤
ρ

4π
+

ρ

2

1

ρ
≤

1

4
+

1

2
=

3

4
< 1.

Täten funktio g täyttää ehdon 3. Ehtojen 1 ja 2 täyttyminen seuraa funktion
H ominaisuuksista, sillä H on holomorfinen injektio ja

g(z0) =
ρ

4πi
+

ρ

2

1

H(z0) − 2πi
=

ρ

4πi
+

ρ

2

1

(−2πi)
= 0.

Täten on löydetty funktio g ∈ H.
Askel 2: Tässä osoitetaan, että jokaisen f ∈ H derivaatta f ′ on rajoitettu
pisteessä z0. Valitaan luku R > 0 pisteen z0 ja alueen Ω reunan välisen etäi-
syyden puolikkaaksi. Tällöin R-säteinen suljettu kiekko keskipisteenään z0

kuuluu kokonaisuudessaan alueeseen Ω. Cauchyn integraalikaavan seurauk-
sena johdetusta kaavasta (3.5) saadaan seuraava esitys funktion f derivaa-
talle:

f ′(z0) =
1

2πi

∫

|ζ−z0|=R

f(ζ)

(ζ − z0)2
dζ.

Tästä saadaan edelleen arvio derivaatalle

|f ′(z0)| ≤
1

2π

1

R2
2πR =

1

R
,

koska |f | < 1 kaikilla joukon H funktioilla. Täten itseisarvot |f ′(z0)| ovat
rajoitettuja kaikilla funktioilla, jotka kuuluvat joukkoon H. Merkitään

(4.7) C∗ = sup
f∈H

|f ′(z0)| .

Huomataan, että C∗ > 0, sillä jos derivaatta saa arvon nolla, niin seuraus-
lauseen 4.1 mukaan f ei ole holomorfinen injektio.

Askel 3: Jokaisella n = 1, 2, ... on olemassa sellainen joukon H funktio
fn, että

|f
′

n(z0)| ≥ C∗ −
1

n
.
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Seuraavaksi osoitetaan, että jono (fn), n = 1, 2, ... on tasajatkuva joukossa Ω.
Olkoon z∗ joukon Ω mielivaltainen piste. Olkoon r pisteen z∗ etäisyys joukon
Ω reunasta. Kun z ∈ D(z∗,

r
4
), Cauchyn integraalikaavasta saadaan

fn(z) − fn(z∗) =
1

2πi

∫

|ζ−z∗|=
r
2

fn(ζ)(
1

ζ − z
−

1

ζ − z∗
)dζ

=
1

2πi

∫

|ζ−z∗|=
r
2

fn(ζ)
(ζ − z∗) − (ζ − z)

(ζ − z)(ζ − z∗)
dζ

=
(z − z∗)

2πi

∫

|ζ−z∗|=
r
2

fn(ζ)

(ζ − z)(ζ − z∗)
dζ

Tästä taas seuraa estimaatiolausetta 3.3 käyttämällä, että

|fn(z) − fn(z∗)| ≤ |z − z∗|
4

r
,

sillä |fn(z)| < 1.
Arzelan-Ascolin lauseen seurauslauseen 2.1 perusteella jonolla (fn) on

osajono (fnν
), missä ν = 1, 2, . . ., joka suppenee pisteen z0 kompaktissa ympä-

ristössä tasaisesti kohti holomorfista rajafunktiota, jolle käytetään merkintää
f∗. Edelleen Weierstrassin lauseen 3.21 perusteella

f
′

nν
(z0) → f

′

∗(z0),

kun ν lähestyy ääretöntä ja siksi

|f
′

∗(z0)| = C∗.

Koska C∗ > 0, rajafunktio f∗ ei ole vakio ja lauseen 4.2 perusteella se on
holomorfinen injektio.

Koska limn→∞ fn(z0) = f∗(z0) pisteen z0 ympäristössä ja kukin fn(z0) =
0, niin f∗(z0) = 0. Koska |fn(z)| < 1(n ∈ N), |f∗(z)| ≤ 1 jokaisessa alueen
Ω pisteessä z. Koska f∗ ei ole vakiofunktio, |f∗(z)| < 1 kaikkialla alueessa Ω,
mikä on seurausta maksimiperiaatteen 3.30 kontrapositiomuodosta. Täten
f∗ ∈ H.

Askel 4: On vielä osoitettava, että f∗ saa jokaisen arvon w∗, missä |w∗| <
1. Muutoin on olemassa ainakin yksi sellainen w∗, missä |w∗| < 1, mutta
f∗(z) 6= w∗ kaikkialla alueessa Ω. Tehdään vastaoletus, että w∗ on tällainen
piste, ja määritellään apufunktio h seuraavalla tavalla:

h(z) =
f∗(z) − w∗

1 − w∗f∗(z)
.

Tällöin h(z) 6= 0 kaikkialla alueessa Ω. Funktio h muodostuu yhdistettynä
funktiosta f∗ ja injektiosta (4.1) yksikkökiekolta itselleen, täten h on kah-
den holomorfisen injektion yhdistetty kuvaus. Siksi h on myös holomorfinen
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injektio. Funktiolla h on seuraavat ominaisuudet:

(4.8) h(z0) =
f∗(z0) − w∗

1 − w∗f∗(z0)
= −w∗ ja

(4.9) h′(z0) = (1 − |w∗|
2)f

′

∗(z0),

sillä

h′(z) =
f ′
∗(z)(1 − w∗f∗(z)) + (f∗(z) − w∗)w∗f

′
∗(z)

(1 − w∗f∗(z))2

Määritellään funktio H seuraavasti:

H(z) =

∫

γ(z0,z)

h′(ς)

h(ς)
dς,

missä γ(z0, z) on mielivaltainen polku pisteiden z ja z0 välillä. Tällöin

(4.10) H ′ =
h′

h
,

mistä seuraa, että

d

dz

(

eH(z)

h(z)

)

= eH(z)

(

H ′(z)

h(z)
−

1

(h(z))2
h′(z)

)

= 0,

sillä määritelmänsä mukaan

H ′(z) =
h′(z)

h(z)
.

Täten funktio
eH(z)

h(z)

on vakio ja siksi myös funktio h(z)e−H(z). Lauseen 3.14 mukaisesti yhdesti
yhtenäisessä alueessa voidaan määritellä logaritmille yksikäsitteinen haara,
jolloin

H(z) = log h(z) + H(z0) − log h(z0).

Täten

eH(z) = elog h(z)+H(z0)−log h(z0) =
elog h(z)eH(z0)

elog h(z0)
=

h(z)eH(z0)

h(z0)

Koska H(z0) = 0 ja h(z0) = −w∗, on osoitettu, että

(4.11) eH(z) = −
h(z)

w∗

ja
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Kuva 8: kaavakuva päättelystä

(4.12) Re H(z) = ln |h(z)| − ln |w∗|.

Kaavan (4.11) perusteella H on holomorfinen injektio, koska myös h on. Kun
tiedetään, että |h(z)| < 1, kaavasta (4.12) saadaan arvio (ks. kuva 8)

(4.13) Re H(z) + ln |w∗| = ln |h(z)| < 0.

Määritellään vielä funktio g seuraavalla tavalla:

(4.14) g(z) =
H(z)

H(z) + 2 ln |w∗|

=
(H(z) + ln |w∗|) − ln |w∗|

(H(z) + ln |w∗|) − (− ln |w∗|)

Kaavan (4.13) perusteella on selvää, että

|g(z)| < 1

kaikkialla alueessa Ω. Lisäksi siitä, että H(z0) = 0 seuraa, että g(z0) = 0.
Huomataan vielä, että g on holomorfinen injektio funktion H samaisen omi-
naisuuden nojalla (g(z1) = g(z2) ⇒ H(z1) = H(z2)). Näiden ominaisuuksien
perusteella funktio g kuuluu joukkoon H.

Kaavoista (4.8), (4.9) ja (4.10) yhdessä seuraa, että

(4.15) H ′(z0) =
h′(z0)

h(z0)
= −

1 − |w∗|
2

w∗

· f
′

∗(z0).
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Funktion g määritelmästä (4.14) seuraa, että

g′(z) =
d

dz

(

H(z)

H(z) + 2 ln |w∗|

)

= H ′(z)(H(z) + ln |w∗|)
−1 − H(z)((H(z) + ln |w∗|)

−2H ′(z)

= H ′(z)

[

1

H(z) + 2 ln |w∗|
−

H(z)

(H(z) + 2 ln |w∗|)2

]

= H ′(z)

[

H(z) + 2 ln |w∗| − H(z)

(H(z) + 2 ln |w∗|)2

]

=
2 ln |w∗|

(H(z) + 2 ln |w∗|)2
· H ′(z) ja

soveltamalla kaavaa (4.15) huomataan, että

g′(z0) =
2 ln |w∗|

(H(z0) + 2 ln |w∗|)2
· H ′(z0)

= −
1

2 ln |w∗|
·
1 − |w∗|

2

w∗

· f
′

∗(z0)

= −
1 − |w∗|

2

2w∗ ln |w∗|
· f

′

∗(z0).

Täten sijoittamalla λ = 1
|w∗|

> 1 havaitaan, että

(4.16)

|g′(z0)| =
1

λ

∣

∣

∣

∣

1 − |1/λ|2

2 ln |1/λ|

∣

∣

∣

∣

·C∗ =

∣

∣

∣

∣

λ − 1/λ

2 ln |1/λ|

∣

∣

∣

∣

·C∗ =

∣

∣

∣

∣

λ − 1/λ

2 ln 1 − 2 ln λ

∣

∣

∣

∣

·C∗ =
λ − 1/λ

2 ln λ
C∗.

Kaavassa (4.16) olevan murtolausekkeen nimittäjän ja osoittajan erotus on

(4.17) 2 ln λ −

(

λ −
1

λ

)

ja

tämän erotuksen derivaatta muuttujan λ suhteen on

2

λ
− 1 −

1

λ2
=

2λ − λ2 − 1

λ2
=

−(λ2 − 2λ + 1)

λ2
= −

1

λ2
(λ − 1)2.

Derivaatta on aina negatiivinen, koska λ > 1, joten erotus (4.17) on aidosti
vähenevä. Koska erotus lähestyy nollaa, kun λ lähestyy arvoa 1, sen täytyy
olla negatiivinen kaikilla λ > 1. Esimerkiksi, kun λ = 2, niin

2 ln 2 − (2 −
1

2
) = 2 ln 2 −

3

2
< 0.

Täten kaavassa (4.16) tarkastellun osamäärän arvo on aina suurempi kuin 1.
Täten on osoitettu, että

(4.18) |g′(z0)| > C∗.

Koska funktio g kuuluu joukkoon H, epäyhtälö (4.18) on ristiriidassa valitun
arvon C∗ kanssa. Vastaoletus on väärä ja funktio f∗ saa kaikki arvot w∗, joille
|w∗| < 1. On siis löydetty haluttu funktio f∗ ja Riemannin kuvauslause on
todistettu.
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[6] Lehto, O. Funktioteoria I-II. Limes ry, 2004.

[7] Priestley, H. A., Introduction to Complex Analysis, Second edition. Oxford
University Press, 2003.

[8] Tutschke, W., Vasudeva, H. L., An Introduction to Complex Analysis -
Classical and Modern Approaches. Chapman & Hall/CRC, 2005.
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