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Tiivistelma

Riemannin kuvauslause antaa riittavit ehdot tasoalueen kuvaamiseksi kon-
formisesti yksikkokiekolle. Sen mukaan yhdesti yhtenéisessé alueessa eli reiéit-
toméssa ja avoimessa joukossa kompleksitasossa, joka ei ole kuitenkaan koko
kompleksitaso, on olemassa holomorfinen injektio, joka kuvaa alueen kon-
formisesti yksikkokiekolle. Kuvaus voidaan valita siten, ettd mielivaltainen
alueen piste kuvautuu kiekon keskipisteeksi.

Todistuksessa ratkaistaan ekstremaaliongelma tietyssd holomorfisten
funktioiden luokassa. Téhén luokkaan kuuluvilla funktioilla on seuraavat omi-
naisuudet: kiinnitetysséd pisteessd funktio saa arvon nolla, funktio on holo-
morfinen injektio ja sen itseisarvot ovat pienempia kuin 1 koko alueessa. Itse
todistus tapahtuu neljédssé vaiheessa. Ensin osoitetaan, ettd edelld mainittu
luokka ei ole tyhja. Toiseksi luokan jokaisen funktion derivaatta on rajoitettu
kiinnitetyssé keskipisteessd. Kolmanneksi osoitetaan, ettd on olemassa tietty
funkio, jonka itseisarvo on maksimaalinen ja neljanneksi, ettd tdmé funktio
on juuri kuvauslauseen konformikuvaus.

Todistuksen kannalta keskeisié tuloksia ovat Arzelan-Ascolin lause, Cauc-
hyn integraalikaava, maksimiperiaate, Schwarzin lemma sekd Rouchén lause,
jotka todistetaan tdsmaéllisesti.

Asiasanat: Bernhard Riemann, kompleksianalyysi, Riemannin kuvaus-
lause
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Johdanto

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) on yksi merkittdvimmisté
matemaatikoista ja Riemannin kuvauslause yksi kompleksianalyysin uraa-
uurtavista tuloksista. Riemann esitti sen virkaanastujaisesitelmésséaan Got-
tingenin yliopistoon vuonna 1851. Riemannin oma todistus lauseelle kysee-
nalaistettiin laajasti, ja useat matemaatikot pyrkivit todistamaan tuloksen
julkaisua seuraavina vuosikymmeniné. Heitéd olivat muiden muassa Hermann
Schwarz, Alex Harnack ja Henri Poincaré. Ensimmaéisen tarkan todistuksen
esitti amerikkalainen William Fogg Osgood vuonna 1900[10, s. 270]. Toinen
nimi, jonka ldhteet mainitsevat ensimméisen todistuksen esittédjana on Paul
Koebel[l, s. 230].

Riemannin elamaiasta

Bernhard Riemann syntyi 17. syyskuuta vuonna 1826 Breselenzin pastorin
perheeseen. Breselenz sijaitsee Jamelnissa Dannenbergin ldheisyydessa Sak-
sassa. Han kavi kymnaasia Hannoverissa 1840-1842 ja Liineburgissa 1842-
1846, opiskeli Gottingenissd 1846-1847 sekd 1849-1851 ja Berliinissa 1847-
1849. Hén saavutti tohtorin tutkinnon vuonna 1851 ja sai oikeuden luennoida
yliopistossa 1854 Gottingenissd Gaussin alaisuudessa. Hanesté tuli Gottinge-
nin yliopiston apulaisprofessori 1857 ja professori 1859. Heindkuussa 1862
hén avoitui sisartensa ystavian Elise Kochin kanssa. Kroonisesti huonon ter-
veydentilansa johdosta hén vietti suuren osan avioitumista seuranneista vuo-
sista Italiassa. Hénen ainoa lapsensa, tytédr Ida, syntyi sielld. Vuonna 1866
Preussin sodan ensipdivind hén paatti muuttaa takaisin etelddn. Han kuoli
20. heindkuuta 1866 Selascassa, Lago Maggioren rannalla.

Riemann eli 14 ikdvuoteensa asti perheenséi parissa eristetyssd Wendlan-
dissa, Hannoverissa, joka oli vdhdn asutettu ja alikehittynyt paikka Elbe-
joen varrella. Hénen isénsé Friedrich Bernhard Riemann oli kotoisin Boizen-
burgista, Elben rannalta. Muutaman vuoden pééstd Bernhardin syntymén
jilkeen hén sai viran Quickbornin seurakunnasta, Brelezensin ldheisyydes-
td. Riemannin &iti oli hovineuvoksen tytir Hannoverista. Aluksi Bernhard
sai alkeisopetusta isdltddn. Hanen varhaisimman mielenkiintonsa kohde oli
historia, varsinkin Puolan romanttinen ja traaginen historia. Viisivuotiaana
hén ei antanut isdlleen hetkenkd#in rauhaa onnettoman Puolan vuoksi, vaan
halusi kuulla yha uudelleen kerrottavan tuon sankarillisen kansan uhreista
ja taisteluista vapauden ja itseméaradmisoikeuden puolesta. Kuuden vuoden
ikédisend Riemann alkoi opiskella matematiikkaa, joka tunteelliselle pojanmie-
lelle ei tarjonnut jarkytyksié, kuten historia oli tehnyt. Hén ei ainoastaan rat-
kaissut hénelle esitettyja probleemoja, vaan keksi itse vaikeampia, joilla hén
kiusasi veljidén ja sisariaan. Matemaattinen luomispakko oli jo vallannun po-
jan mielen. Kymmenvuotiaana hén alkoi saada edistyneempéd matematiikan
ja geometrian opetusta ammattimaiselta opettajalta.



Riemannilla oli koko ikénsa vaikeuksia toimia ihmisten parissa. Seka opis-
kelijana, ettd dosenttina hén vetdytyi mielellain Quickbornin rauhaan. Jo
kymnaasissa Riemann kérsi taipumuksestaan ehdottomaan taydellisyyteen,
mikd myohemmin hidasti hénen tieteellistd julkaisutoimintaansa. H&n me-
netti turvasatamansa Quickbornissa vasta isdnsa kuoltua vuonna 1855. Hén
ei etsiytynyt aktiivisesti ihmisten pariin, vaan pikemminkin lyttéasi jaarapéi-
sesti yritykset lahempédn kontaktiin henkisesti samalla aaltopituudella ol-
leiden mm. Berlinin ja Eisensteinin kanssa. Tarina kertoo, ettd Riemannin
aikalaisella Richard Dedekindilld ei ole mitddn kerrottavaa hénen tieteellis-
ten kontaktien konkreettisesta siséllostd, vaikka hén onnistuikin aika ajoin
saamaan Riemannin ulos huoneensa yksinédisyydesti. Riemannin kiinnostuk-
sen kohteista matematiikan ja fysiikan ulkopuolella on yhtd vdhén kerrot-
tavaa. Perheen ulkopuolella han piti laheisid véleja ainoastaan valittomiin
kolleegoihinsa. Lahteet: [5, s. 1] ja [2, s. 476-477]

Tyon sisdlto

Riemannin kuvauslause antaa riittavit ehdot sille, millainen alue on kuvatta-
vissa konformisesti yksikkokiekolle. Osoittautuu, ettd miké tahansa yhdesti
yhtendinen kompleksitason alue, joka ei ole kuitenkaan koko kompleksitaso,
voidaan kuvata sileilld kuvauksella eli holomorfisella injektiolla yksikkokie-
kolle. Téllaisen kuvauksen olemassaololle riittdé siis olettaa, ettd on olemas-
sa kompleksitason piste, joka ei kuulu tdhén alueeseen, ja josta on alueeseen
osumaton polku Riemannin pallon mukaiseen ddrettomyyteen. Riemannin
kuvauslauseesta seuraa tulos, joka tunnetaan nimelld uniformisaatioteoree-
ma. Sen mukaan on olemassa kolme konformista ekvivalenssiluokkaa, joihin
Riemannin pinnat voivat kuulua. Kukin Riemannin pinta on konformisesti
ekvivalentti Riemannin pallon, kompleksitason tai yksikkokiekon kanssa.

Luvussa 1 syvennytédédn kompleksitason topologiaan. Pdapaino on erilais-
ten joukkojen ominaisuuksien maéarittelylla. Riemannin kuvauslauseen kan-
nalta olennainen on alueen maééritelmé, jonka mukaan alue on epétyhjé,
avoin ja yhtendinen joukko. Muita térkeitd ominaisuuksia ovat taydellisyys
ja kompaktisuus. Todistettavia tuloksia ovat Bolzanon-Weierstrassin lause ja
Heinen-Borelin lause eli kompaktien joukkojen ja peitteiden vélinen yhteys.
Kompaktisuus maéritelldan jonosuppenemisen eli Bolzanon-Weierstrassin
ominaisuuden kautta. Luvussa todistetaan, ettd yhté hyvin lahtokohtana voi-
si olla Heinen-Borelin ominaisuus. Luvun kolmannessa osassa kasitella&n pol-
kuja. Poluista erityishuomion saavat ns. kaarimonikulmiot, jotka ovat sileité,
umpinaisia ja itsedidnleikkaamattomia, ympyrinkaarista ja janoista koostu-
via kayrid kompleksitasossa. Térkein esitelty ominaisuus on polkujen vélinen
homotooppisuus, jonka avulla méaritelli&n yhdesti yhtendisyys kompleksilu-
kujoukossa.

Luvussa 2 perehdytddn hieman kompleksiarvoisten funktioiden ominai-
suuksiin, joista tarkeimmaét ovat kompleksinen differentioituvuus ja holomor-



fisuus. Luvun 2 toisessa osassa tarkastellaan funktiojonoja ja méaritelladn
tasainen rajoittuneisuus sekd funktiojonon tasajatkuvuus. Luvussa 2 todis-
tetaan Arzelan-Ascolin lause, jonka mukaan kompaktissa joukossa méaritel-
lylla tasajatkuvalla ja tasaisesti rajoitetulla funktiojonolla on suppeneva os-
ajono. Tulos laajennetaan koskemaan myos alueita. Luvun lopussa méaritel-
ldan kompleksinen logaritmi.

Luku 3 késittelee kompleksista integrointia. Luvussa osoitetaan ldhinna
tyokalunomaisesti tarvittavia tuloksia, jotka kuuluvat kuitenkin komplek-
sianalyysin alueen térkeimpiin. Téllaisia tuloksia ovat Cauchyn integraali-
lause ja integraalikaava, Rouchén lause seki lokaali ja yleinen maksimiperiaa-
te. Maksimiperiaatteen seurauslauseella, luvussa 4 todistettavalla Schwarzin
lemmalla on my6s suuri rooli Riemannin kuvauslauseen todistuksessa.

Luku 4 késittelee Riemannin kuvauslausetta, jolle esitetddn tdydellinen
todistus. Luvun alussa tarkastellaan erikseen konformikuvauksia ja sileité
funktioita eli holomorfisia injektioita. Riemannin kuvauslauseen todistus nou-
dattelee Tutschken ja Vasudevan kirjaa [8]. Toinen péiasiallinen lihde on
Priestleyn teos [7], jota on tdydennetty erityisesti Ahlforsin [1] ja Lehdon [6]
teoksilla.

1 Perusteita

1.1 Topologista tarkastelua

1.1.1 Metrinen avaruus

Olkoon X epétyhja joukko. Kuvaus d : X x X — R on metriikka,jos
1. d(z,y) > 0 jad(x,y) =0, jos ja vain jos x = v,

2. d(z,y) = d(y,z), kaikilla z,y € X ja
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2), kaikilla z,y,z € X.
)

Paria (X, d) kutsutaan metriseksi avaruudeksi.
Lause 1.1. Pari (C,d), d(u,v) = |u — v| muodostaa metrisen avaruuden.
Todistus. Olkoot u, v ja w kompleksilukuja.
1. Kolmioepéyhtélon perusteella
d(u,v) = |u—v| = |u+ (=v)] 2 [[u] = [ = v[| = [fu] = Jv[]| = 0.
Yhtéasuuruus on voimassa, jos ja vain jos u = v.
2. Merkitddn v = a + bi ja v = ¢ + di. Téalloin
d(u,v) = |u—v| = |(a —¢) + (b—d)i| = \/(a —c)? + (b— d)?
=/(c—a)?+ (d—Db)2=|(c—a)+ (d—b)i| = |v—u| = d(v,u).




3. Kolmioepéyhtélon perusteella

du,v) = lu—w| =|u—v+v—w| < |lu—v|+v—w| = d(u,v)+d(v,w).
[

1.1.2 Avoimet joukot, yhteniisyys ja alueet

Maaritelma 1.1. Olkoon zy kompleksiluku ja r positiivinen reaaliluku.
Avoin kiekko
D(zo,7) ={z: ]z — 20| <r}.

Suljettu kiekko

D(z0,7) ={z:|z2— 20| <7}.
Yksikkokiekon keskipiste on origo ja sidde 1.

Maaritelmé 1.2. Olkoon U kompleksitason osajoukko. Joukko U on avoin,
jos sen jokaista alkiota zg kohti on olemassa sellainen kiekko D(zg,r), ettd
r >0 ja D(z,r) on joukon U osajoukko.

Maéiritelma 1.3. Olkoon [« §] suljettu ja rajoitettu reaalilukuvéli, missa
—00 < o < ff < 0. Jatkuva funktio 7 : [a, 8] — C on kéyré, jonka paramet-
rivili on [«, ]. Sen alkupiste on () ja loppupiste (/) ja se on umpinainen,
jos v(a) = v(B). Yksinkertaisella kiayralla o < s < t < 8 = 7(s) # y(¢),
ellei s =t tai umpinaisen kiyran tapauksessa a = s ja § =t.

Maiaritelmé 1.4. Kéyrén v parametrivélindéan [a, 5] kuva

7 =e, 8]) :={y(t) : t € [, 5]} .
Kéyra v kuuluu joukkoon S, jos v* C S.

Maaritelmé 1.5. Olkoon S C C. Joukko S on yhtendinen, jos mitkd tahansa
kaksi sen pistettd voidaan yhdistaa kéayralla ~, jolle v* C S.

Yhtendisyys voidaan méaéritelld vaihtoehtoisesti avoimuuden kautta.

Maéaritelma 1.6. Joukko S C C on yhtendinen, jos S; U Sy # S, missé
S1 NSy # 0, kaikilla avoimilla ja epétyhjilld S;, Sy € C. Siis, olettamalla
joukko S yhtenéiseksi, (51 € S ja S,S \ S; ovat avoimia) = (S; = S tai
S1=10).

Maaritelma 1.7. Joukko S C C on konveksi, jos milld tahansa kahdella
joukon S pisteelld a ja b pétee, ettd jana [a,b] C S.

Méaéritelmien 1.5 ja 1.7 perusteella konveksi joukko on yhtendinen.



Maaritelma 1.8. Olkoon S C C epityhja. Joukko S on murtoviivayh-
tendinen, jos kaikilla 21,25 € C on olemassa sellainen murtoviiva v, etta
v(z1,22) C S.

Maiaritelma 1.9. Alue on epétyhjé, avoin ja yhtenéinen joukko.

Lause 1.2. Olkoon S C C epdtyhjd ja avoin. Tdalloin S on alue, jos ja vain
jos S on murtoviivayhtendinen. Mikd tahansa epdtyhjd, avoin ja konveksi
joukko on alue.

Todistus. [7,s. 38] Olkoon S alue ja a € S. Mééaritellaan
S1={z€ S5 :3v(z,a)|ly on murtoviiva }.

Olkoon Sy = S\ ;. Piste a € 5S4, joten Sy # (). Osoitetaan joukot S ja So
avoimiksi. Koska S on avoin, kaikilla z € S on olemassa D(z,r) C S jollakin
r > 0.

Oletetaan ensin, ettd z € S;. Télloin kaikilla w € D(z,r) jana [z,w] C
D(z,r). Taten w € Sy ja siksi D(z,7) C Sy, joten S; on avoin.

Oletetaan sitten, ettd z € S,. Tehdiin vastaoletus, ettd on olemassa
sellainen w € D(z,r), ettd w ¢ Sy. Taten w € Sy ja [z,w] U y(w,a) C Sy,
joten z € S;. Tamé on ristiriita, jolloin taytyy olla, ettd w € Ss. Siis Sy on
avoin.

Oletetaan sitten, ettd S on epétyhjé, avoin ja murtoviivayhtenéinen jouk-
ko ja osoitetaan, ettd S on yhtendinen. Téhdaéin vastaoletus, ettd S on kah-
den avoimen joukon S; ja Sy erillinen yhdiste. Valitaan pisteet a € S; ja
b € S, ja murtoviivapolku ~(a,b) C S. Ainakin yksi murtoviivapolun janois-
ta [zx_1, 2x] on sellainen, ettd z,_1 € Sy ja 2z, € Ss, ks. kuva 1.

Kuva 1: Jos-suunnan joukot S; ja Sy

Tamé& polun osa voidaan parametrisoida funktiolla z(¢) = (1—#)z,_1 +1tzx,
missé t € [0, 1], jolloin

1. kaikilla ¢ € [0,1], 2(¢t) € Sy tai 2(t) € Sy, muttei kumpaankin yhti
aikaa,



2. Z(O) =21 €51 ]a Z(l) =z € S9,

3. jos z(t) € Sy, jollakin parametrin arvolla ¢, niin kaikilla s € [0, 1], (|t—s|
tarpeeksi pieni) = z(s) € Sk), k € {1,2}.

Olkoon
q=sup{t €0,1]: 2(t) € S1}.

Selvisti 0 < ¢ < 1. Jos z(q) € S1, kohdan 3 perusteellads : 1 > s > ¢ : 2(s) €
S1, mikd on vastoin supremumin g méarittelyd. Jos z(q) € Sy, niin kohdan
3 perusteella on olemassa sellainen § > 0, ettd z(s) € Sy jokaisella luvulla
s, jolla 0 < g — 6 < s < q. Tamékin on ristiriidassa luvun ¢ mééritelméan
kanssa. On osoitettu, ettd vastaoletus on véari ja lause seuraa.

Lisdyksen toteamiseksi riittdd todeta, ettd epétyhjd, avoin ja konveksi
joukko on murtoviivayhtenéinen, silld jana on murtoviiva. Siten se on lauseen
alkuosan perusteella alue. O]

1.1.3 Suljetut joukot

Maaritelma 1.10. Kompleksilukujono z, = x, +y,i, n = 1,2, ..., suppenee
kohti kompleksilukua z, = x, + y.i, jos

|zn — 2] — 0, kun n — oco.
Suppeneminen toteutuu, jos ja vain jos
Ty — Ty JA Y — Ys, KUn n — o0.

Maéritelma 1.11. Olkoon S C C. Piste z, on joukon S kasautumispiste, jos
jokainen kiekko D(z,,7),r > 0 sisdltdd ddrettomén monta joukon S pistetta.

Maéaritelma 1.12. Joukko S on suljettu, jos se siséltéad kaikki kasautumis-
pisteensa.

Lause 1.3. Joukko S on suljettu, jos ja vain jos sen komplementti S on
avoin.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd S on suljettu. Olkoon z, € S. Talloin on
olemassa kiekko D(zg, ), joka ei sisilla yhtaéan joukon S pistettd. Muutoin
2o olisi joukon S kasautumispiste. Koska D(zg, 1) on joukon S osajoukko,
joukko S on avoin mééritelméin 1.2 perusteella.

Oletetaan sitten, ettdi S on avoin. Télloin yksikédn joukon S kasautu-
mispiste z, ei voi kuulua joukkoon S, koska silloin olisi olemassa z,-keskeinen
kiekko, joka ei sisélld yhtdéan joukon S pistettd. Téten joukko S siséltad kaikki
kasautumispisteensi ja on siten suljettu méaéritelmén 1.12 perusteella. O]

Maiaritelmi 1.13. Joukon S sulkeuma

S =SU{z€S:zon joukon S kasautumispiste} .



1.1.4 Cauchyn jono, tiydellisyys ja Bolzanon-Weierstrassin lause

Mairitelma 1.14. Kompleksilukujonoa (z,) kutsutaan Cauchyn jonoksi,
jos jokaisella positiivisella luvulla € on olemassa sellainen positiivinen koko-
naisluku N, etta

|2n — Zm| < € aina, kun m,n > N.

Kirjoitetaan z, = x, + iy,, missi n = 1,2, .... Koska

|Zn - Zm| = \/(xn - xm)2 + (yn - ym)2

ja |z, — zml, |Yn — Ym| < |20 — 2], jono (z,) on Cauchyn jono, jos ja vain jos
() ja (yn) ovat Cauchyn jonoja. Jos reaaliset Cauchyn jonot suppenevat,
niin kompleksinen Cauchyn jono suppenee. Jokainen suppeneva kompleksi-
lukujono on Cauchyn jono.

Maéritelmé 1.15. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Sitd kutsutaan tdydel-
liseksi, jos sen jokainen Cauchyn jono suppenee.

Lauseen 1.1 ja méé&ritelmien 1.14 ja 1.15 perusteella voidaan todeta seu-
raava tulos:

Lause 1.4. Pari (C,d), missi d(u,v) = |u — v| on tiydellinen metrinen
avaruus.

Maéaritelma 1.16. Olkoon S C C . Joukon S halkaisija madritelladn seu-
raavasti

diam S = sup |z —w|.
zZ,weS

Huomataan, etté joukko S on rajoitettu, jos ja vain jos diam S < oo.

Lause 1.5. Sisiakkaisten vilien lause (Cantor [8, s. 23]). Olkoon (Fy, F5,..".)
jono kompleksilukujen joukon C suljettuja osajoukkoja, jotka toteuttavat seu-
raavat ehdot

1. F,DF,1,n=12,...
2. diam F,, — 0, kun n — oo.
Tdalloin (.-, Fy, koostuu tasmdlleen yhdestd pisteestd.

Todistus. Valitaan piste z, joukosta Fj, kullakin indeksin n arvolla ja tarkas-
tellaan jonoa z1, 2o, . . ..

Koska diam F,, — 0, kun n — oo, mielivaltaiselle positiiviselle luvulle € on
olemassa indeksin arvo ng, jolla

n > ng = diam F,, < e.

10



Valitaan m,n > ng. Télloin F,, C F,, ja F, C F,,, joten z,, ja z, kuulu-
vat joukkoon F,,. Téten |z, — z,| < €, joten médritelmén 1.14 perusteella
z1, Zo, ... on Cauchyn jono. Téten on olemassa kompleksiluku z,, jolle péitee,
ettd lim,, o0 2n = 2.

Osoitetaan sitten, ettd z, kuuluu joukkoon ﬂ;‘;l F,,. Jos m > n Piste z,,
kuuluu joukkoon F;,, jollakin indeksin arvolla m ja siksi z, kuuluu joukkoon
F,(= F,) jokaisella luvulla n. Tehd#éin vastaoletus, ettd pisteet z, ja 2,
kuuluvat leikkaukseen (07, Fy, ja 2z, # zw. TalSIn |z, — 24| < diam F,
jokaisella luvulla n. Koska lim,, ., diam F,, = 0, niin |z, —z,.| = 0 eli z, = 2.
Tamé on ristiriita oletuksen z, # z,, kanssa. Téten lause on tosi. O

Lause 1.6. (Bolzano-Weierstrass [8, s. 23]). Jos S C C on dadreton ja rajoi-
tettu, niin silld on ainakin yksi kasautumaispiste.

Todistus. Koska joukko S on rajoitettu, on olemassa sellainen positiivinen
luku R, etté kaikissa joukon S pisteissé z, |z| < R. Tésté seuraa, ettd joukko
S siséltyy suljettuun nelivon

{z=2z+iy: —-R<z<R, —-R<y<R},

jonka sivun pituus on 2R. Jaettaessa tdmé nelio neljdédn suljettuun nelicon,
josta kunkin sivun pituus on R, ainakin yksi niisté siséltda dérettoman monta
joukon S pistetti (joukossa S on ddrettéméan monta pistettéd oletuksen perus-
teella). Toistamalla tétd menettelyd induktiivisesti saadaan jono sisikkaisid
suljettuja joukkoja, joiden halkaisija ldhestyy nollaa. Lauseen 1.5 perusteella
on olemassa piste z,, joka kuuluu kaikkiin valittuihin neliéihin. Koska jo-
kainen niistd siséltdd ddrettomén monta joukon S pistettd ja pisteen z, e-
ympéristo sisaltda kaikki neliot tietystd jaosta eteenpéin, pisteen z, téytyy
olla joukon S kasautumispiste. Téten lause on tosi. ]

Seurauslause 1.1. Jokaisella rajoitetulla kompleksilukujonolla on ainakin
yksi suppeneva osajono.

Todistus. Jos jonossa (z1, 2o, ...) on darettomén monta erillistd pistettd, niin
joukolla {z1, 29, ...} on kasautumispiste ja siten sité kohti suppeneva osajono.
Siind tapauksessa, ettd yksittdinen luku toistuu jonossa dérettémén monta
kertaa, tdmén luvun esiintymistd muodostettu osajono suppenee samaista

lukua kohti. O

1.1.5 Kompaktisuus

Maaritelma 1.17. Olkoon S C C. Joukko S on kompakti, jos jokaisella
sen jdsenistd muodostetulla jonolla (zi, z2,...) on kohti joukon S pistettd
suppeneva 0sajono (Zn,, Zn,, - - -)-
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Maéritelmén 1.17 ominaisuutta kutsutaan jonosuppenemiseksi tai
Bolzanon-Weierstrassin ominaisuudeksi.

Lause 1.7. Kompleksilukujoukko on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu
ja rajoitettu.

Todistus. [8, s. 25] Olkoon joukko S suljettu ja rajoitettu ja (z1, 22, ...) jono
joukon S pisteitd. Oletetaan ensin, ettd jonon jésenten z; joukossa on vain
adrellisen monta toisistaan poikkeavaa lukua. T&ll6in yksi jonon jésenistd zj,
toistuu ddrettoméan usein, jolloin osajono (zj,, 2j,,-..) suppenee pisteeseen
Zjo € S.

Seuraavaksi oletetaan, etté jésenten z; joukossa on dérettomén monta toi-
sistaan poikkeavaa lukua. T&lloin seurauslauseen 1.1 perusteella on olemassa
jonon (z1, 22, . ..) 0sajono (zu,, Zn,, - - -), joka suppenee kohti pistettd z,. Ta-
mé piste z, kuuluu joukkoon S, koska S on suljettu. Koska kummassakin ta-
pauksessa on olemassa joukon S pisteeseen suppeneva osajono, méaritelméan
1.17 perusteella S on kompakti.

Oletetaan sitten joukon S kompaktisuus. Tehd&én ensin vastaoletus, etté
joukko S ei ole rajoitettu. Télloin milla tahansa positiivisella kokonaisluvul-
la n on olemassa sellainen joukon S piste z,, ettd |z,| > n. Téll6in jonolla
(21, 22,...) ei ole kasautumispistettd. Jos z, on joukon S kasautumispiste,
valitaan sellainen kokonaisluku m, ettd m > 2|z, |z, > 0. Talloin kolmio-
epéayhtalon perusteella

[2m = 2l 2 |zm| = |2 2 m = [2] > |2].

T&ama on ristiriita, koska déarettoméan monelle luvulle m taytyy 16ytya luku z,,
lahelta lukua z,, eli osajono ei suppene. Téten joukon S on oltava rajoitettu.

Osoitetaan sitten joukko S suljetuksi. Olkoon z, joukon S sulkeuman
piste. Kullakin luvulla n on olemassa sellainen luku z,, etta

1
|2n — 24| < —.
n

Jono (21, 22, .. .) suppenee pisteeseen z,. Koska joukko S on kompakti

ja (z1,22,...) on jono sen pisteitd, on olemassa osajono (z,,, Zn,,--.), joka
suppenee kohti joukon S pistettd. Téméan kasautumispisteen tulee olla piste
Zx, joten z, kuuluu joukkoon S ja S on siten suljettu. [

Kaikki joukon C &dérelliset osajoukot ovat kompakteja.

1.1.6 Kompaktisuus ja peitteet

Lause 1.8. Olkoon S C C kompakti ja r > 0 reaaliluku. Tdlloin on olemassa
adrellinen joukko r-sdteisia avoimia kiekkoja, joiden yhdiste sisdltdd joukon

S.
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Todistus. [8, s. 25] Tehdddn vastaoletus, ettd joukko S ei sisilly aéarelli-
seen yhdisteeseen r-séteisia avoimia kiekkoja. Valitaan piste z; € S. Olkoon
Dy = D(z,r). Kiekko D; ei sisélla joukkoa S, joten on olemassa zo € 5,
29 & Dy. Pisteeseen z, asetetaan kiekko Dy = D(zy, 7). Sovelletaan valintaa

induktiivisesti. Kun on valittu pisteet z1, 29, ..., 2,_1 valitaan sellainen piste
Zn, etté 2, ¢ UZ;& Dy, missi Dy, = D(z, 7).
Olkoon z, jonon zi, 2o, . . . kasautumispiste. Madritelmén 1.10 mukaan on

olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n, m > n , etté

|zm — 2] < = Jalz, — 2] < g, jolloin

r
2
Téama on ristiriidassa jonon (21, 22, . . .) valitsemistavan kanssa, silld nyt piste
Zm kuuluukin kiekkoon D, ja D, C UZ:O D,,. Vastaoletus on siis vaara ja
lause tosi. O]

r
|Zm—zn|:|zm—z*+z*—zn|§|zm—z*|+|zn_z*’<§+ —

Maiéritelma 1.18. Olkoon S C C. Olkoon U ={U, : a € A} perhe joukon
C avoimia osajoukkoja, missé A on indeksijoukko. Perhe U peittdd joukon
S, mikali S siséltyy joukkoon (J,., Us eli jokainen z € S kuuluu johonkin
joukkoon U,. Jos A’ C A, niin perhettd U’ ={U, : a € A’} kutsutaan aliper-
heeksi. Jos liséksi tamé aliperhe peittid joukon S, niin sitd kutsutaan joukon
S osapeitteeksi. Jos A’ on déarellinen, niin U’ on joukon S déarellinen osapeite.

Lause 1.9. Joukko S C C on kompakti, jos ja vain jos sen jokaisella avoi-
mella peitteelld on ddrellinen osapeite.

Todistus. [8, s. 26]. Kdytetddn mééritelmén 1.18 merkintoja. Oletetaan, ettd
S on kompakti. Lauseen 1.8 mukaisesti jokaisella luonnollisella luvulla n on
olemassa dérellinen maéra %—Séiteisiéi avoimia kiekkoja, jotka peittéavat joukon
S.

Tehd&én vastaoletus, etté ei ole olemassa joukoista U, koostuvaa joukon
S aarellistéd osapeitettd. Talloin jokaista lukua n kohti on olemassa sellainen
avoin kiekko D,,, jokin edeltédvista dérellisestd maarasta kiekkoja, ettd D, NS
ei peity déarelliselld méaralla avoimia joukkoja U,. Olkoon z, € D,NS. Talloin
kompaktin joukon S jonolla (21, z9,...) on kasautumispiste z, € S.

Olkoon z, € U,, jollakin oy € A. Koska joukko U, on avoin, on olemassa
sellainen r > 0, ettd D(z.,r) C U,,. Olkoon luku N niin suuri, ettéd & < 7.
On olemassa sellainen luku n > N, etta

1 1

|zn—z*|<ﬁ<ﬁ.

Olkoon z € D,,. Silloin

1 2 1
|z — zu] < |z — zn| + |20 — 2| < diam D, + — = — + — =
n
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siten joukko D, sisdltyy joukkoon D(z,, ) ja siksi my6s joukkoon U,,,. Taméa
on ristiriidassa oletuksen kanssa, jonka mukaan D,, ¢ U,,. Vastaoletus on
vaard, joten kompaktin joukon S jokaisella peitteelld on &érellinen osapeite.

Oletetaan sitten, ettéd jokaisella joukon S avoimella peitteelld on dérel-
linen osapeite ja osoitetaan, ettd joukko S on suljettu ja rajoitettu. Per-
he {D(z,1) : z € S} peittdd joukon S. Silld on sellainen #érellinen aliperhe
{D(z,1),5 =1,2,...,n}, ettd S C |Jj_, D(2;,1). Olkoon

r=1+ 1g7%>§<n|zj — 2.

Jos z kuuluu joukkoon S, niin |z — z;,| < 1 jollakin indeksin arvolla jgy. Siksi
|Z_Zl| < ‘Z_Z]'0| + |Zj0 _Zl‘ <1+ ‘Zjo _Z1’ <7

misté seuraa, ettd

S - D(Zl, 7“).
Taten joukko S on rajoitettu, ks. kuva 2.

Kuva 2: Kaavakuva péaéttelysta

Seuraavaksi osoitetaan, ettd joukko S on suljettu.
Olkoon z, ¢ S. Osoitetaan, ettéd z, ei ole joukon S kasautumispiste. Olkoon
z € Sjaolkoon D, = D(z, 5|z—2). Oletuksen mukaan on olemassa sellainen
jono (z1,2a, ..., 2m) joukon S pisteitd, ettd S C |JIL; D(2;, 3|2 —2). Olkoon
r = fmini<j<p, |2 — 2. Koska piste z kuuluu joukkoon S, niin |z — z;,| <
212j, — 2| jollakin indeksin arvolla jo. Mutta silloin

1
|Zj0 _Z*l < |Zj0 _Z| + |Z - Z*| < §|Zj0 - Z*| + |Z - Z*|
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Téten |z —z| > $|2j, — 2| > r ja D(z,7)NS = 0 ja 2, ei ole joukon S kasau-
tumispiste. Joukko S siséltaa kaikki kasautumispisteensd ja on méaritelméan
1.12 mukaan suljettu.

Lauseen 1.7 perusteella joukko S on kompakti. m

Lause 1.9 voidaan valita méaaritelmén 1.17 sijasta kompaktisuuden mééritel-
miéksi, ks. [1, s. 59], [4, s. 39] ja [3, s. 20-23]. Esimerkiksi Ahlfors [1] kutsuu
lauseen 1.9 ominaisuutta Heinen-Borelin ominaisuudeksi. Lahteet [3] ja [4]
kutsuvat lausetta 1.7 Heinen-Borelin lauseeksi.

Lause 1.10. Olkoon S C C. Metrisessi avaruudessa (C,d), missd d(u,v) =
lu — v| seuraavat ehdot ovat yhtipitdvdt:

1. S on kompakti.
2. S on suljettu ja rajoitettu.

3. Jokaisella joukon S alkioista muodostetulla ddrettomdlld jonolla on jou-
kon S pistettd kohti suppeneva osajono.

4. Jokaisella joukon S avoimella peitteelld on ddrellinen osapeite.

Todistus. Lauseen 1.7 todistuksen perusteella (3) = (2). Lauseen 1.7 jos-
suunnan perusteella (2) = (1). Lauseen 1.9 perusteella (1) = (4). Osoite-
taan, ettd (4) = (3). Oletetaan, ettd joukon S jokaisella avoimella peitteelld
on ddrellinen osapeite ja olkoon (z,) jono joukon S pisteitd. Tehdddn vas-
taoletus, etta jonolla (z,) ei ole kasautumispistetté joukossa S. Talloin méa-
ritelmén 1.11 perusteella jokaisella pisteelld z € S on ympéristé U(z), joka
sisdltdd aarellisen madran jonon (z,) pisteita.

Perhe {U(z) : z € S} on joukon S avoin peite, joten oletuksen mukaan
silla on &drellinen osapeite {U(z1),U(za),...,U(zk)}.

Koska z, € Sja S C (U(z1) UU(29) U---UU(2g)) kaikilla n € N, jokin
ympéristoista U(z) sisiltdd ddrettoméan méédrdn jonon (z,) pisteitd. Taméa on
ristiriidassa ympéristojen U(z) valinnan kanssa. Tédten vastaoletus on vadra
ja kohta (3) seuraa oletuksesta. Ks. [9, s. 106].

On siis osoitettu, ettd (3) = (2) = (1) = (4) = (3), joten lause on
tosi. [l

Lauseen 1.10 ominaisuudet patevét kaikissa metrisissa avaruuksissa.
Kompaktisuusmééritelmén valinta riipuu avaruudesta, jossa toimitaan. Met-
risissé avaruuksissa voidaan kayttaa joko peitemuotoilua tai jonosuppenemis-
ta, mutta topologisissa avaruuksissa mééritelméné on peitemuotoilu [9, ks. s.
106]. Topologinen avaruus médritelladn metriikan sijasta avoimien joukkojen
avulla, joten valinta on luonteva.
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1.2 Polut

Maéritelma 1.19. Olkoot v, ja 7o kidyrid parametrivileinddn [aq, £1] ja
[ag, Bs]. Kéyrien yhdiste 73 U 7, saadaan seuraavasti

(t) = 7(t), jos t € [ay, 3]
. Yot 4+ ag — Br), jost € [Br, Br+ P2 — .

Kéyra + on siled, jos funktio v on jatkuvasti derivoituva parametrivalilld
[a, B]. Polku on dérellisen monen siledn kayrin yhdiste.

Ympyriankaaret ja monikulmiot voidaan muodostaa polkujen kuvina. Eri-
tyisesti
1. kun u,v € C, polun
v(t)=(1—=thu+tv (tel0,1])
kuva tuottaa janan [u, v] kuljettuna pisteesta u pisteeseen v ja

2. ympyrankaari kuljettuna myotapéaivadan (tai vastapaivdin) saadaan po-
lun 7 (tai —v) kuvana, kun

v(t) =a+re" (t€[b,0]), missd
acC,r>0ja0<0,—0 <27

Maaritelma 1.20. Ympyraviivapolku on polku, joka koostuu aérellisestéa
méadristd janoja ja ympyraviivoja. Kaarimonikulmio on yksinkertainen ja
umpinainen ympyréaviivapolku.

Kaarimonikulmion kuva koostuu &érellisen monesta janasta ja ympyran-
kaaresta, eiké se leikkaa itsedén. Kaarimonikulmio v on suunnistettu positii-
viseen kiertosuuntaan, jos parametrin ¢ kasvaessa 7(t) kulkee vastapéivéin
polun sisépisteen ympéri.

Apulause 1.1. Olkoon v avoimessa joukossa S oleva polku. Télloin on ole-
massa sellainen vakio m > 0, ettd D(z,m) C S kaikilla z € v*.

Todistus. Léhteessd [7, s. 51] esitetaéan apulauseelle epésuora todistus, tdssi
suora. Joukko ~* on suljettu ja rajoitettu. Oletuksen mukaan kukin polun
kuvan v* pisteistd kuuluu avoimeen joukkoon S, jolloin méaéritelmén 1.2 pe-
rusteella kaikilla z € 4* on olemassa € > 0, jolla D(z,¢) C S. Toisaalta joukon
S komplementti S on suljettu. Olkoon

€ = min |z—2|>0.
zEY* 2 €S
Valitsemalla
6,
T2
kiekko D(z,m) C S kaikilla z € v* (ks. kuva 3). O
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Kuva 3: Luvun m valinta

Lause 1.11. Olkoon S C C avoin ja vy sellainen polku parametrivdlindgdn
la, B], etta v* C S. Talloin on olemassa sellainen vakio m > 0 ja sellaiset
avoimet kiekot Do, D+, ..., Dy, ettd

1. kaikilla k = 0,1,...,N, Dy = D(~(ty), m), missc a =ty <t; < - - <
tN:ﬂ;'

2. kaikilla k =0,1,...,N — 1, Dy N Dyy1 # 0;
3. kaikilla k = 0, 1, .. .,N — 1, ’y([tk,tk+1]) g Dk;
47Ul DeCS.

Todistus. Vrt. [7, s. 52]. Kompaktisuuden avulla lause voidaan todistaa il-
man jakoa sileddn ja yleiseen polkuun. Kiekkojen olemassaolon todistami-
seksi valitaan reaaliluku m apulauseen 1.1 mukaisesti. Polku v koostuu &a-
rellisestd méaaristd kdyrid ja v(t) on suljetulla valilld rajoitettu, joten v* on
rajoitettu. Joukko 7* on kompleksitason suljettuna osajoukkona siis kom-
pakti, joten lauseen 1.8 perusteella on olemassa déarellinen maard m-séteisia
kiekkoja, jotka peittavit joukon ~*. Peitto-ominaisuudesta johtuen kiekot ei-
vét voi olla erillisi, joten valitsemalla kiekoksi Dy kiekko D(y(tx), m), missi
k=0,1,..., N, lauseen ehdot 1-4 tayttyvat. O]
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1.2.1 Polkujen homotopia ja yhdesti yhteniisyys

Maaritelmia 1.21. Olkoon S C C avoin ja epétyhja ja olkoot 7 ja 4 sen um-
pinaisia polkuja. Polku 4 saadaan polusta  alkeisdeformaatiolla, jos on ole-
massa sellaiset joukon S avoimet ja konveksit osajoukot Sy, S1, ..., Sy_1,ettd
polku v voidaan esittdéd polkujen g, 71, - .., Yn—1 ja 7 polkujen

1,72, - - -, Yn—1 yhdistelyné siten, ettéd jokaisella luvulla k = 0,1,..., N — 1
polut v, ja 4% kuuluvat joukkoon Sy ja niilld on yhteiset alku- ja loppupisteet.

Maaritelmén mukaan polkujen v ja 4 kuvat tasossa peitetddn pééllek-
kédin menevilld konvekseilla joukoilla, joiden sisélla osa polusta v* korvataan
osalla 4*. Lisdamalla rajoitteita ndiden toimien méérélle saadaan seuraava
maéadritelmé:

Maaritelma 1.22. Joukon S polut v ja ¥ ovat homotooppiset joukossa S,
jos 4 saadaan polusta ~ aérellisella méasralla alkeisdeformaatioita.

Maéritelma 1.23. Joukon S polku v on nollapolku, jos v* = {a} jollakin
pisteelld a € S. Alue €2 on yhdesti yhten&inen, jos jokainen sen umpinainen
polku on homotooppinen nollapolun kanssa.

Huomautus. Jos alue €2 on konveksi, niin se on yhdesti yhtendinen. Olkoon
~ konveksin alueen {2 umpinainen polku pisteesta a. Silloin

(1—u)y(t)+ua € S, jokaisella arvolla 0 < u < 1, joten (¢,u) — (1—wu)y'(t)+
ua on polun v ja vakiokuvauksen ¢ — a vélinen homotopia. Ks. [6, s. 46].

2 Kuvauksista

2.1 Perusteita
2.1.1 Raja-arvo ja jatkuvuus
Maaritelma 2.1. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus maééritelldan seuraavasti:

1. Olkoon f : S — C kuvaus ja olkoon a € S. Talloin lim,_, f(z) = w,
jos jokaisella positiivisella luvulla € on olemassa sellainen positiivinen
luku ¢, etta

zeSjal<|z—al<di=|f(z) —w| <e
2. Olkoon f : .S — C funktio. Funktio f on jatkuva pisteessd a € 5, jos

jokaisella positiivisella reaaliluvulla € on olemassa sellainen positiivinen
reaaliluku ¢, etta

zeSjal0<|z—al<d=|f(z)— fla)] <e
Funktio f on jatkuva joukossa S, jos se on jatkuva kaikissa a € S.
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Kompakteissa joukoissa méaritellyille jatkuville funktioille voidaan osoit-
taa, ettd funktiot siilyttavit kompaktisuuden eli kuvajoukko on kompakti ja
siten rajoitettu ja suljettu. Téaten voidaan paatella, ettd kompaktissa joukos-
sa méaritellyn jatkuvan funktion itseisarvolla on minimi ja maksimi, jotka
funktio myo6s saavuttaa.

Lause 2.1. Olkoon S C C kompakti ja f : S — C jatkuva funktio. Tdilloin
kuvajoukko f(S) on kompakti.

Todistus. [8, s. 36]. Olkoon (wy,ws,...) joukon S kuvajoukon f(S) pistei-
den muodostama jono. T&lloin kullakin luvulla n > 1 on olemassa sellainen
joukon S piste z,, ettd f(z,) = w,. Koska jono (2, 29,...) on kompaktissa
joukossa S, on olemassa joukon S piste z, ja sitd kohti suppeneva osajono
(Znys Zngs - - -). Koska f on jatkuva

klim Wy, = klim f(zn,) = f(20).
Niin havaitaan, ettd jonolla (wy, ws,...) on joukon f(S) pistettd f(z.) kohti
suppeneva 0sajono (W, , Wn,, . ..). Taten f(S) on kompakti mééritelman 1.17
perusteella. O

Lause 2.2. Olkoon S C C kompakti ja f : S — R jatkuwva funktio. Talloin
funktiolla f on maksimiarvo joukossa S, eli on olemassa joukon S piste z,

missa f(z) < f(z«) kaikilla z € S.

Todistus. [8, s. 36]. Koska joukko S on kompakti ja funktio f on jatkuva,
lauseen 2.1 perusteella joukko f(S) C C on kompakti. Lauseen 1.7 perusteella
joukko f(S) on suljettu ja rajoitettu. Olkoon b joukon f(S) pienin yliraja,
eli

b = sup f(.5).
Téten b on joukon f(.S) sulkeuman piste ja kuuluu joukkoon f(.9) silld joukko
on suljettu. Taten on olemassa joukon S piste z,, missd b = f(z,). O]

Lauseen 2.2 péittely voidaan toistaa myos funktion f minimiarvolle vaih-
tamalla supremum infimumiin. Téten on osoitettu seuraava tulos:

Lause 2.3. Olkoon S C C kompakti ja f : S — C jatkuva funktio. Tdlloin

1. f on rajoitettu, eli on olemassa sellainen darellinen vakio M, ettd
lf(2)| < M kaikissa z € S

2. f saavuttaa rajansa, eli on olemassa sellaiset joukon S pisteet z, ja zs,
etta

|f()] < 1F(R)] < [f(22)]
kaikilla z € S.
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2.1.2 Kompleksinen derivaatta ja funktion holomorfisuus

Maéaritelma 2.2. Olkoon S C C avoin. Funktio f : S — C on differentioi-
tuva pisteessd z € S, jos

o FE ) = ()

h—0 h

on olemassa. Raja-arvoa merkitdin symbolilla f’(z).

Maaritelma 2.3. Alueessa 2 mééritelty kompleksinen funktio on holomor-
finen, jos se on differentoituva joukon jokaisessa pisteessia. Funktio f on ho-
lomorfinen pisteessé zp, jos se on holomorfinen pisteen z, ympéristossa.

2.2 Funktiojonot ja suppeneminen

Maéritelmi 2.4. Funktiojono (fx) on pisteittdin suppeneva joukossa S,
jos jokaisessa pisteessd z € S jono (fi(2), f2(2),...) on suppeneva. Téasté
rajafunktiosta kiytetaan merkintad f(z). Talloin f on jonon (fx), k= 1,2, ...
rajafunktio.

Maéritelma 2.5. Olkoon funktiojono (fx), k£ = 1,2,..., pisteittdin sup-
peneva joukossa S. Jono (fx) suppenee tasaisesti joukossa S, jos jokaisella
positiivisella luvulla € on olemassa sellainen indeksin & arvo kg, etté

|fi(z) = f(2)] <
kaikissa z € S, kun k > k.

Maééritelmé 2.6. Funktiojono (fy) suppenee lokaalisti tasaisesti kohti raja-
funktiota f joukossa S, jos jokaisella a € S on olemassa sellainen ympéristo
U C S, etté (f,) suppenee siin tasaisesti.

Lause 2.4. Jono lokaalisti tasaisesti suppenevia jatkuvia funktioita suppenee
kohti jatkuvaa rajafunktiota.

Todistus. Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Télloin tasaisen suppenemisen pe-
rusteella on olemassa sellainen kg, etté

€

i) = F)] < §

aina, kun k > ko ja z € S. Jos jokainen fj on jatkuva, niin pisteessd zy € S

1) = filz0)] < 5.
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kun ollaan pisteen zy d-ympéristossa. Tarkastellaan tilannetta, jossa k > ko
ja zo € D(zp,6). Téalloin

|f(2) = f(20)| = [f(2) = fu(2) + fu(2) — fr(20) + fi(20) — f(20)]
< |f(2) = [l + | fr(2) = fu(20)[ + [fi(20) — f(20)]
< g -+ 5 + § = €.

Taten havaitaan, ettd rajafunktio f on jatkuva kaikkialla, silld zq valittiin
mielivaltaisesti. [

Maiaritelma 2.7. Olkoon S C C avoin ja (fx), £ = 1,2,... funktiojono
joukossa S madriteltyja funktioita. Funktiojono ( f;) on tasajatkuva pisteessé
29, jos jokaiselle positiiviselle luvulle € on olemassa sellainen positiivinen luku
0, etté

| fr(2) — fi(z0)| <€
jokaisella luvulla £, kun z kuuluu joukkoon D(zg,d) N S.

Maiaritelma 2.8. Olkoon (fi), £ = 1,2,... funktiojono joukossa S. Jono
(fx) on tasaisesti rajoitettu, jos on olemassa sellainen vakio K, etté

[fe(2)] < K

jokaisella k =1,2,...jaz € S.

2.3 Arzelan-Ascolin lause

Lause 2.5. Arzelan-Ascolin lause. Olkoon (fi, fa2,...) jono kompleksitason
kompaktissa osajoukossa mddriteltyji kompleksiarvoisia funktioita. Olkoon
funktiojono (fi) myés tasaisesti rajoitettu ja tasajatkuva kaikkialla. Tdlloin
jonolla (f) on tasaisesti suppeneva osajono.

Todistus. [8, s. 43]. Valitaan aluksi jono (21, 29, ...) joukon S pisteita siten,
ettd jokaisella z € S on olemassa sellainen jonon jésen z;, ettd etéisyys pis-
teiden z ja z; vililld saadaan mielivaltaisen pieneksi. Témé on tiheé jono, eli
jokaisen jonon jasenen ympéristo sisiltda toisen joukon S pisteen. Esimerk-
ki téllaisesta jonosta on pisteet, joissa koordinaatit ovat rationaaliset. Koska
funktiojono (fx) on tasaisesti rajoitettu, itseisarvot |fy(z1)| ovat rajoitetut.
Téten Bolzanon-Weierstrassin lauseen seurauksen 1.1 perusteella jonolla ( fx)
on olemassa pisteesséd z; € S suppeneva osajono

(2.1) (f11, fr2: fis o)

Koska funktiojonon (fx) on tasaisesti rajoitettu, osajono 2.1 on rajoitettu
my0s pisteessd 2o € S. Vastaavasti jonon 2.1 edella esitellylla tavalla koostet-
tu osajono on rajoitettu pisteissi z; ja zp. Jolloin rajoitettuna jonona, silla
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on ainakin yksi suppeneva osajono. Prosessia voidaan jatkaa induktiivisesti.
Oletetaan, ettd j:s askel tuottaa osajonon

(fjlvfj?afj?n e )

joka suppenee pisteissd 21, 22,...,2; € S. Koska tdmé jono on edeltévin
tarkastelun mukaisesti rajoitettu pisteessd z;11 € S, on olemassa osajono

(fj+1,17 fj+1,27 fj+1,37 e )

joka suppenee pisteiden zy, ..., z; lisdksi pisteessd z;;1. Tuloksena saadaan
jono osajonoja, misséa seuraaja on aina edellisen jonon osajono. Namé jonot
voidaan koota déarettoméan matriisiin

Jiu fiz fis

Jar fo2 fazo ...

far fa2 S|
jonka rivin k jono on rivin k—1 osajono ja se suppenee pisteissa 21, 22, . . . , 2.

Diagonaalin funktiojonossa

(22) (fll7f227f337--')
luvulla j > jo funktiot f;; muodostavat rivin j, osajonon. Téten diagonaalin
jono suppenee kaikissa pisteissd 21, . .., z;,. Koska jo on mielivaltainen, diago-
naalin jono (2.2) suppenee ddrettoméan monessa pisteessi z1, 2a, . . .. Kyseistd

menetelméé nimitetddn Cantorin diagonaalimenetelméksi.

Seuraava askel on osoittaa diagonaalijono tasaisesti suppenevaksi joukos-
sa S. Valitaan € > 0 mielivaltaisesti. Olkoon z, joukon S mielivaltainen piste.
Oletuksen mukaan funktiojono (fi) on tasajatkuva, joten on olemassa sellai-
nen pisteen z, ympéaristo U(z,), ettd

€

| fe(2) = fr(z)] < 6

kaikissa pisteissd z € S N U(z,). Talloin missé tahansa kahdessa pisteessi
2/ 2" e SNU(z) ja jokaisella k = 1,2,. ..

[

€ €
23) i) = Sl < Iful) = felzo)l + 1fil) = i) < £+ £ = £

Ympiéristot U(z.), z« € S muodostavat joukon S avoimen peitteen. Koska S
on kompakti, niin talla peitteellda on dérellinen osapeite Uy, Us, ..., U,. Tasté
ddrellisestd maardstd ymparistoja U,, missd o = 1,...,s valitaan kustakin
jonon 21, 2, ... piste z; . Ndin muodostetussa dérellisessé pistejoukossa jono
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(2.2) suppenee, silld se suppenee darettomaéssi pistejoukossa z1, 2, . . .. Valit-
semalla v tarpeeksi suureksi

€
(24> ‘f//'/j'(zja') _fl/l/(zja)‘ < §7
jokaisella luvulla z; , 0 = 1,...,s, kunhan pu,v > 1.

Olkoon z mielivaltainen joukon S piste. Koska ymparistot Uy, Us, ..., U

muodostavat joukon S peitteen, piste z kuuluu ainakin yhteen ympéristéon
U,. Kolmioepéyhtélosta seuraa, etta

‘fuu(z) - fuu(z)‘ =
|f,uu(z) - fuu(zja) + fuu(zja) - fl/l/(zja) + fm/(zja) - f,,,,(z)|
< fun(2) = FunCzi )+ | fun(z5,) = fon(zi)| + | fon(25,) = fun (2],

missé z;, on aikaisemmin valittu ympéariston U, piste. Kéyttamalla arvioita
(2.3) ja (2.4) havaitaan, etta

€

|fﬂﬂ(2> - fw/(z)’ < 33

= 6’
kun 1, v > 1. Koska z valittiin mielivaltaisesti, jono ( f,,,) suppenee tasaisesti
joukossa S. [

Lauseessa 2.5 oletettiin, ettd joukko S C C on kompakti. Lauseen 2.5
laajentamiseksi alueeseen tarvitaan seuraava apulause.

Apulause 2.1. Olkoon Q C C avoin. Tdlloin on olemassa jono (K,) sellai-
sia joukon €1 avoimia ja kompakteja osajoukkoja, etti 2 = US| K,,. Lisdksi
joukot K, voidaan valita seuraavien ehtojen mukaisiksi:

1) K, CKS ,n=12,...

2) jokainen joukon  kompakti osajoukko K sisdltyy joukkoon K, jollakin
indeksin arvolla n.

Todistus. [8, s. 44]. Olkoon

1
Kn:{z:|z|§n ja d(z,C\Q)EE}v

jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n. K, on suljettu ja rajoitettu, joten
selvésti

1
K, : < 1 ] Q =K%, ,.
nC{z |z| <n+ ja d(z,C\ )>n+1} b

Téaten kohta 1 on todistettu, ks. kuva 2.3. Nyt, jos z kuuluu joukkoon
), on olemassa sellaiset luvut m; ja my, etti |z| < my ja d(z,C\ Q) > =

Téten z kuuluu joukkoon K, jollakin luvulla n. -
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Kuva 4: Joukot K, ja K] ;, kunn =1

Vastaoletuksesta z ¢ | J~ | K, seuraa, etté jokaisella luvulla n itseisarvo |z| >
n tai d(z, C\Q) < . Ensimmiisessé tapauksessa z = 0o ja toisessa z kuuluu
joukkoon C\ 2. Kummassakin tapauksessa seurauksena on ristiriita.
Kohdasta 1 seuraa, ettd Q = (J, K2. Joten, jos K on joukon Q kompakti
osajoukko, | J7 | K,, muodostaa sen avoimen peitteen. Lauseen 1.9 mukaan
joukolla K on &érellinen osapeite, eli se voidaan peittad dérellisellda masralla
joukkoja K. Téten joukko K sisdltyy joukkoihin K, jollakin suurella luvulla
n. [

Seurauslause 2.1. Olkoon (fi, fa,...) jono alueessa Q@ C C mddriteltyja
kompleksiarvoisia funktioita. Oletetaan lisiksi, ettd funktiojono (fx) on ta-
saisesti rajoitettu ja tasajatkuva kaikkialla. Tdlldin jonolla (fy) on jokaisessa
alueen €2 kompaktissa osajoukossa K tasaisesti suppeneva osajono.

Todistus. [8, s. 45]. Olkoon jono (K7, Ks,...) joukon  lauseen 2.1 omi-
naisuudet omaava tayttd. Tarkastellaan joukkoon K rajoittuvaa funktio-
jonoa (f1, fa,...). Lauseen 2.5 mukaan télld jonolla on joukossa K tasai-
sesti suppeneva osajono (fi1, fi2,-..). Soveltamalla samaa péaéttelyd jonoon
(fi1, f12, - . .) joukossa K», saadaan joukossa K, tasaisesti suppeneva osajo-
10 (for, faa,...). Jatkamalla samaa pééttelyd saadaan jonon (fr.1, fm2,---)
0sajono (fmi1.1s fmt1.2,---), joka suppenee tasaisesti joukossa K, 1. Diago-
naalijono (fi1, fao,...) suppenee tasaisesti jokaisessa joukossa K, ja lauseen
2.1 mukaisesti jokaisessa alueen €2 kompaktissa osajoukossa K. O]
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2.4 Kompleksinen logaritmi ja eksponenttifunktio

Maéritelmi 2.9. Kompleksinen logaritmi on funktion Z = e* moniarvoinen
kadnteisfunktio eli
log Zy = 29 + 2mna,

missé Zy = e* ja n € Z. Kun merkitdan zg = xg + 1yp, saadaan logaritmille
esitys
IOg ZO =29 =20+ iyo =In |ZQ| —i—z’arg ZQ,

missd arg Z, on vaihekulma.

Pisteen Zj ympaéristossi vaihekulma voidaan méaritelld jatkuvaksi ja yk-
sikésitteiseksi funktioksi, koska

Y
arg Z = arctan X tai argZ = cot™! v

riippuen siitd, kumpi pisteen Z koordinaateista on nolla. Tatéa funktiota kut-
sutaan logaritmin haaraksi.

Lause 2.6. Kompleksinen eksponenttifunktio on kompleksisen logaritmin
kddnteisfunktio, eli missd tahansa logaritmin haarassa

log z

€ = Z.

Kadnteisesti: Olkoon z joukon
{z=z+iy:yo <y <yo+2r}
piste, missd yo on kiinted. Tdlloin
loge* = z,
kun tarkastellaan logaritmin haaraa, missd Im z € [yo, yo + 27).

Todistus. Vrt. [8, s. 77]. Maaritelmén 2.9 mukaan

6logz _ 6ln\z|—‘,-zargz _ eln|z\ezargz _ |Zlezargz —

Oletetaan sitten, ettd z = z + 1y ja yo < y < y, + 2. Talloin méaritelmansé
mukaan

loge® = In|e?| +iarge” = In|e“e”| + iarge®e” = Ine® +iy =z + iy = 2.

Taten lause on tosi. O
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3 Cauchyn integraaliteoria

3.1 Polkuintegraali ja integroinnin perusteita

Polkuintegroituvan funktion on oltava paloittain jatkuva.

Maaritelma 3.1. Reaaliarvoinen funktio A on paloittain jatkuva valilla

[a, B] , jos on olemassa pisteet a« =ty < ¢t < ... < t,, = (3 ja sellaiset
jatkuvat funktiot hy : [tr, tkr1] — R, ettd h(t) = hg(t), kun t € (tg, tgs1)
ja k = 0,1,...,n — 1. Funktion h ei tarvitse olla mééaritelty yhdessdkéaan

pisteessa ty.

Mééritelmén 3.1 nojalla funktio A on jatkuva muualla paitsi déarellisessé
madrissd epajatkuvuuskohtia. Reaaliarvoinen paloittain jatkuva funktio on
integroituva ja integraali voidaan laskea seuraavasti:

(3.1) / " htydt = nz /t M

Maaritelma 3.2. Olkoon g kompleksiarvoinen funktio, joka on mééaritelty
vélilla [, 5] C R ja kirjoitetaan muodossa Re g + ilm ¢, missd Re ¢ ja Im ¢
ovat funktiota valilta [a, 3] reaalilukujen joukkoon. Funktio g on integroituva,
jos ja vain jos Re g ja Im g ovat integroituvia, jolloin integraali maaritellaan

seuraavasti: 5 5 5
/ g(t)dt :/ Re g(t)dt—i—i/ Im g(t)dt.

Maéritelméa 3.3. Olkoon v polku parametrivéilindén [a, 3]. On olemassa
sellaiset pisteet a = tg < t; < ... < t, = [, ettd polku v yhtyy kullakin
valilla [ty, txo 1] jatkuvasti differentioituvan funktion kanssa. Kunkin kahden
valin rajalla pisteessé t; derivaatan 7' ei tarvitse olla olemassa.

Olkoon f : v* — C jatkuva. Polkuintegraali pitkin polkua ~

B
32) [ 1z = [ raonae

Lause 3.1. Perusintegraali. Kompleksitason pisteessd a ja sdteelld r > 0

z—a)"dz =
/wa,r)( ) {27Ti (n=-1),

missd y(a,r) on ympyrd keskipisteenddn a ja sdteenddn r.
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Todistus. [7,s. 121]. Luvussa 1.2 esitellyn seké kaavojen (3.2) ja (3.1) perus-
teella

2
/ (z —a)"dz = / (a+re' —a)"rie"dt
y(a,r) 0
2 ) ) 2
= / rerietdt = ir™ ! / ity
0 0
2m 2m
="t </ cos (n + 1)tdt + z/ sin (n + 1)tdt>
0 0

( 21 27
SAVE Sy =T R

Lause 3.2. Analyysin peruslause. Olkoon 7 polku parametrivilinddin [o, 3] ja
funktio F' mddritelty joukon v* sisdltdvdssd avoimessa joukossa. Oletetaan,
ettd F' on jatkuvasti derivoituva kaikissa z € v*. Tdlloin

LS {OFw(ﬁ)) ~F(y(@))  yleisesti,

kun v on umpinainen.

Todistus. 7, s. 124]. Oletaan, ettd vy on jatkuvasti derivoituva eli siled. Ole-
tuksista seuraa, etté yhdistetty funktio F' o~ on differentioituva vélilla [, 3],
joten ketjusdadnnon kaytosta seuraa, ettd (F o) (t) = F'(v(t))y/(t). Téten

B

B
/ F(2)dz = / F(y(®) (t)dt = / (f o)/ (8)dt

«

B
= [ e (for(0) + it (F o) ()t

8 B
- /Re (foy)(t)—i—i/lm (fon(t)

= Re (f 07)(F) = Re (f o 7)(a) +ilm (f 07)(8) —ilm (f o 7)(a)

= F(y(8)) = F(y(a)).
Kun edelld yhdistetty funktio jaetaan reaali- ja imaginaariosiinsa, voidaan
kéayttada hyvéksi reaalianalyysin peruslausetta. Tama siksi, ettd kumpikin

osa on reaalifunktio. Yleista tapausta varten valitaan sellaiset o = tg < t; <
. < t, = [, ettd polku 7[tg, try1] on siled jokaisella k = 0,1,...,n — 1.
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Sovelletaan ylldolevaa tulosta kuhunkin siledén polkuun erikseen, jolloin

[Fee=X [ Fawp o

k=0 7tk

= 3" Fy(ten)) — F(a(t)
= F(v(B)) — F(v()),

silla polkuintegraali voidaan laskea kullekin sileélle osapolulle. [l

Polkuintegraalin arvolle voidaan saada arvio seuraavalla yksinkertaisella
tavalla.

Lause 3.3. [7, s. 125]. Olkoon ~ polku parametrivilinddn [o, 3] ja olkoon
f 7" — C jatkuva. Tdilloin

Af@ﬂz

Jos |f(2)| < M kaikissa pisteissi z € ~*, niin
/f(z)dz
N

B
pituus (2) = [ @)

B
< / FO ) (8)de.

< M x pituus (),

MiSSa

Todistus sivuutetaan.

3.2 Cauchyn integraalilause konveksissa alueessa

Seuraavaksi ldhdetédén osoittamaan Cauchyn integraalilausetta. Lahtokohta
on osoittaa, ettéd integraali havida kierrettéessa piste kolmion muotoista pol-
kua pitkin avoimessa joukossa. Tulosta kutsutaan nimelld Goursat’'n lemma
ja sitd hyddynnetédén todistettaessa integraalilause konveksissa eli reiétto-
méssd alueessa.

Lause 3.4. Goursat'n lemma. Olkoon f holomorfinen avoimessa joukossa S,
joka sisdltid kolmion vy ja se sisdpuolisen alueen. Tdlloin

Lf@ﬂz:ﬁ
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Todistus. Ks. [7, s. 129], [8, s. 149] tai [1, s. 109]. Lahteista [1] ja [8] esitté-
véat lauseen kolmion sijasta neliossé. Ero ei ole merkittava, silld molemmis-
sa tapauksissa integraalin arvo pitkin valitun kuvion reunaa voidaan laskea
summana integraaleista pitkin kuvion sisdén konstruoituja pienempiéd moni-
kulmioita. O

Lause 3.5. Olkoon S konveksi alue ja f : S — C jatkuva funktio. Oletetaan,
etta fv f(2)dz = 0 kaikilla kolmioilla v, joilla v* C S. Olkoon a € S, jolloin
funktio
F(z) = f(w)dw
[a,2]

on holomorfinen joukossa S ja F' = f.

Todistus. [7, s. 131]. Olkoon z € S ja D(z,r) C S siten, ettd |h| < r =
z + h € S. Osoitetaan, ettd (F(z + h) — F(2))/h — f(z), kun h — 0.
Kun |h| < r joukon S konveksisuuden perusteella janat [a, 2|, [z, 2 + h] ja
la, z + h] sisdltyvit joukkoon S. Oletuksen perusteella funktion f integraali
pitkin kolmiota [a, z, z + h] on nolla. Téten

F(z+h)—F(z):/[ e [ (w)dw:/[ | Jw

Parametrisoimalla h saadaan f[z th) 1dw = h. Taten
F(z+h)—F(z 1
\< ) (>—f@>=—ﬂ/ um»—ﬂwmﬂ
h I W

1
< x il sw (5w - G,
| | wE|[z,z+h|

missd viimeinen arvio saadaan lauseesta 3.3. Viimeinen lauseke ldhestyy nol-
laa kun h — 0, silld f on jatkuva pisteessa z. O]

Lause 3.6. Olkoon S konveksi alue ja f € H(S). Tdlldin on olemassa sel-
lainen F € H(S), ettd F' = f.

Todistus. [7, s. 132]. Oletusten ja lauseen 3.4 perusteella

lf@MZIQ

kaikilla kolmioilla, joilla v* C S. Téaten lauseen 3.5 oletukset tayttyvit ja
voidaan todeta, ettd vaadittu holomorfinen funktio

F(z)= f(w)dw.

[a,7]
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Lause 3.7. Olkoon S konveksi alue ja f € H(S).
Talloin fw f(2)dz = 0 jokaisella umpinaisella polulla vy, jolla v* € S.

Todistus. [7, s. 132]. Oletusten ja lauseen 3.6 mukaan on olemassa funktio
F € H(S) ja F' = f. Olkoon #, jolla v* C S umpinainen polku paramet-
rivalindén [«, 5]. Funktio f on olemassa ja holomorfinen joukossa +*, joten

lauseen 3.2 perusteella
/F’(z)dz = /f(z)dz =0.
g g

Koska polku v on mielivaltainen, lause seuraa. O
Nyt voidaan todeta Cauchyn integraalilause kaarimonikulmiolle.

Lause 3.8. Olkoon f holomorfinen kaarimonikulmion v sulkeumassa. Til-
loin [ f(z)dz = 0.

Todistus. Ks. [7, s. 132].

3.3 Cauchyn integraalilause (yleinen)

Lause 3.9. Olkoon f holomorfinen funktio avoimessa joukossa S ja olkoot
v ja v joukon S homotooppiset polut. Tdlloin

/7 F(2)dz = /7 £(2)dz.

Todistus. 7, s. 144]. Oletetaan, ettd polku 4 saadaan polusta v alkeisdefor-
maatiolla. Kdytadmme méadritelmén 1.21 merkintoja.

Jokaisella luvulla £ = 0,1,..., N — 1 yhdistely I'x, joka saadaan osista g,
[V (tks1), Y(Sk+1)], =7 ja [¥(sk), v(tx)], on umpinainen polku konveksissa alu-
eessa Sy. Téten lauseen 3.7 nojalla ka f(2)dz =0, joten

/Wf(Z)dz—Lf(Z)dz = NX{j( fz)dz— | f(z)dz)

Tk Tk

Lause 3.10. Olkoon f holomorfinen yhdesti yhtendisessd alueessa Q2. Talloin

[ f(2)dz =0

jokaisella joukon ) umpinaisella polulla .
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Todistus. Alueen €2 yhdesti yhtenéisyys tekee umpinaisesta polusta v homo-
tooppisen nollapolun 4 kanssa. T&ll6in

/7 f(2)dz = /7 F(2)dz = 0.
O

Téssé kohtaa tarkastellaan uudelleen antiderivaatan olemassaoloa.
Lauseessa 3.6 osoitettiin, ettd konveksissa alueessa holomorfisella funktiol-
la on olemassa integraalifunktio, jonka derivaatta alkuperdinen funktio on.
Siirtyminen konveksista alueesta yhdesti yhtendiseen alueeseen tekee reitin
kahden pisteen z ja zg vélilla monimutkaisemmaksi, silld janan sijasta valissé
voi olla useasta janasta koostuva murtoviivapolku.

Lause 3.11. Olkoon ) yhdesti yhtendinen alue ja f € H(QY). Talloin on
olemassa sellainen F € H(Y), etti F' = f.

Todistus. Vrt. [7, s. 132, 145]. Olkoon a € Q ja v(z) = v(a,z) murtoviiva.
Koska  on avoin, kaikilla a € € on olemassa D(a,r) C Q,r > 0. Olkoon
|h| < r, jolloin

F&+M—FV%=AWMfWMw—A@fWMw=%;meMw

Murtoviivat (z) ja v(z + h) sekd jana [z, z + h] muodostavat umpinaisen
polun konveksissa kiekossa D(a, ), joten integraali titd polkua pitkin hiviaa
lauseen 3.10 perusteella, eli

/:+h f(w)dw + /V(ZW fw)dw + /W) F(w)dw = 0.

Nyt f[z’wh} ldw = h, joten

F(z+h)— F(z 1
CENZFE j) < bsnx s [f(w) - £
| | wE€|z,2+h]
Epéyhtalon oikea puoli ldhestyy nollaa, kun A — 0. [l

Tésséd kohtaa voidaan esittdé vaihtoehtoinen luonnehdinta yhdesti yhte-
néiselle alueelle. Sitd varten tarvitaan ns. kierrosluvun késitetté:

Maiiritelmé 3.4. Olkoon v umpinainen polku ja w ¢ .. Kierrosluku pisteen

w ympari
( ) 1 / dz
n(vy,w) = — )
i 2mi ), w— 2z

Lause 3.12. Alue Q on yhdesti yhtendinen, jos ja vain jos n(y,a) = 0 jo-
kaisella joukon Q umpinaisella polulla v ja jokaisessa pisteessi a ¢ Q.

Todistus. Ks. [1, s. 139-140]. O
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3.4 Kompleksinen logaritmi yhdesti yhtendiisessa alu-
eessa
Lause 3.13. Olkoon () yhdesti yhtendinen alue, johon ei sisdlly luku 0. Tdl-

l6in on olemassa sellainen funktio f = log, € H(Q), etti /) = 2 kaikilla
z€Q ja

7(2) — fa) = / ~

kaikilla a, z € Q. Tdssd v on polku, jonka padtepisteet ovat a ja z. Funktio f
on luvun 2mi monikertaa vaille yksikdasitteinen ja jokaisella z € €)

log, 2 = In|z| 4+ i6(z),
missd 0(z) € arg z ja z — 0(2) on jatkuva joukossa Q.

Todistus. Vrt. [7,s, 140,146]. Toisen antiderivaattalauseen 3.11 perusteella on

olemassa sellainen funktio f € Q, ettd f'(z) = 1 kaikilla z € Q. Ketjusdéinnon

perusteella

eI Z IO _ L p()e~f) = o) _ 21 _ g,

dz z

Téaten
5 — e T(R)f(2) — (]ef(Z)’

missd C' on nollasta poikkeava vakio. Luku C' voidaan olettaa luvuksi 1, kun
lisdtddn funktioon f sopiva vakio. Kiinnitetyn pisteen a ympéristossa D(a, r),

kun |h| <7
dw dw dw
— 4+ — — =0,
(a,z) W [z,24h] W (z+h,a) W

/ dw / dw / dw
(a,2) w (a,z+h) w [z,2+h] w .

/( )%w:f(”h)—f(a)—f(Hth(z)=f(z)—f(a)_

eli talloin

Taten

Oletetaan, etté ef(*) = ¢9(2) kaikilla z € Q ja f,g € H(). Tallsin

F= SO 2,

eli ketjusdannolla

4 10g=06) Z o) f1(2)e9C) _ of) g (2)e~9) — 0 eli

el P(2)e9E) = oI ) gf (2)e9),
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Koska ef(®) e79(:) = 0, jakamalla viimeinen yhtlo puolittain havaitaan, etta
f'(z)=4'(2).

Téten erotuksen f — g derivaatta on nolla,joten f — g on jokin vakio K.
Voidaan siis todeta, etta

(D) e=9(2) — f(2)=9(2) — K _ 1
Taytyy siis olla, ettd K = 2mni,n € Z. Loppuosa saadaan méédritelmés-
td 2.9 ja vaihekulman jatkuvuus siitd, ettd holomorfisen funktion reaali- ja
imaginaariosat ovat jatkuvia. [

Lause 3.14. Jos f(z) on holomorfinen ja nollasta poikkeava yhdesti yhte-
ndisessd alueessa €2, niin on mahdollista mdadritelld logaritmin log f(z) holo-
morfinen yksikdsitteinen haara.

Todistus. Vrt. [1, s. 142]. Yhdesti yhtenéisessd alueessa on olemassa funktio
F(z), jolle F'(z) = f'(2)/f(2). Kirjoittamalla lauseessa 3.13 w = f(u) # 0,

saadaan
1) - sl = [ HE

yksinkertaisella muuttujanvaihdolla ‘;—Z = f'(u). Kayttamaélla jélleen tietoa

siité, ettd funktion f(z)e /() derivaatta on nolla, valitsemalla piste zy € Q
ja valitsemalla jokin funktion log f(zo) arvo havaitaan, etta

e (2)=F(z0)+log f(z0) _ f(2).
Téten voidaan valita log f(z) = F(z) — F(z0) + log f(z0). O

3.5 Cauchyn integraalikaava

Lause 3.15. Cauchyn integraalikaava. Olkoon f holomorfinen positiiviseen
kiertosuuntaan kierretylld polulla v ja sen sisdlld. Tédlloin, jos piste a on
polun sisdpuolella

(3.3) Fla) = %m/%dw.

Todistus. [7, s. 152] On olemassa sellainen positiivinen reaaliluku R, ettd
kiekko D(a, R) on polun ~ rajoittaman alueen sisipuolen I(y) osajoukko.
Milld tahansa reaaliluvulla r, kun r < R

[10 g [ I,
,YU}—CL V(Wn)w—a
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Kuva 5: Pisteen a R- ja r-ympéristot

lauseen 3.9 perusteella. Koska f(a) on vakio, se ei vaikuta integraalin arvoon,

eli
fla) IR
foumat=1@ [ ot =2rife

miké seuraa perusintegraalista.
Seuraavaksi voidaan laskea integraalikaavan ja halutun arvon erotus, jolle
saadaan arvio sijoittamalla w = a + re? (ks. kuva 5), eli

L[ f(w) |1 fw) — f(a)
%/vw_adw—f(a)—ﬁ/v(w) P dw'
L[ flatre”) — fla)

270 Jo ret

z'rewde'

1 i0

< —2r x sup |f(a+re”)|
27 0€[0,27]

estimaatiolauseesta 3.3. Koska f on jatkuva pisteessé a, pienin yliaraja ldhes-
tyy nollaa séteen r ldhestyessd arvoa 0. Koska yhtédlon vasen puoli ei riipu
sdteestd r, sen arvon taytyy olla 0. O]

Arvion yhteydessi tehty sijoitus w = a +7e? tuottaa seuraavan tuloksen:
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Lause 3.16. Gaussin keskiarvolause [6, s. 57]. Olkoon f holomorfinen alu-
eessa, joka sisdltida kiekon D ={z : |z —a| < r} sulkeuman. Silloin

2m
fla) = %/0 fla+re®)ds.

Cauchyn integraalikaavasta sadaan myos esitys derivaatalla f’(z). Vali-
taan kiekosta D pisteet z ja z + A. Lauseen 3.15 kaavasta (3.3) saadaan
(3.4)

FASIRERy G0 INR (5) PR A R R

Koska f on jatkuva kiekon D reunalla, on olemassa sellainen luku M, etta
|f(Q)| < M, kun ¢ € 9D. Téten saadaan

7 I dc|
AD@—wxc—z—Af“ mmc—zvﬂwgﬂﬂ” op 1C—2PIC— 2 )]

Téastd ndhdédn, ettd

. 19 o[ 9 4
0

320 Jop €= 2)(C—2 =) - 2P

Kaavasta 3.4 saadaan téten esitys

(3.5) Fl2) = % /8 %d(.

Lause 3.17. Olkoon f holomorfinen positiiviseen kiertosuuntaan kierretylld
murtoviivalla vy ja sen sisdlli ja olkoon a sen sisipiste. Téalloin f™(a) on
olemassa jokaisella n =0,1,2,... ja

271

ﬂwwzli/agﬁ%gm}meﬂw»

Todistus. Ks. [7, s. 157]. O

3.6 Taylorin lause

Cauchyn integraalikaavan avulla voidaan osoittaa, ettd jokaisella kiekossa
holomorfisella funktiolla on potenssisarjakehitelmé. Téta esitystd kutsutaan
Taylorin kehitelméksi. Seuraava lause koskee potenssisarjojen derivoimista:

Lause 3.18. Olkoon sarjan y_ c,2" suppenemisside R > 0 ja funktio f mdd-
ritelty kiekossa D(0, R) siten, ettd f(z) =Y -, ca2". Tdlldin ovat voimassa
seuraavat ominaisuudet

1

1. sarjan Y nc,z"~' suppenemissdide on R.
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2. f on jatkuva kiekossa D(0, R).

3. f on holomorfinen kiekossa D(0, R) ja f' saadaan derivoimalla ter-
meittain:

f1(z) =) ne.z"" (|2l < R).
n=1
4. funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat kiekossa D(0, R). Edel-
leen f™ =nle,, kun n > 0.

Todistus. Lauseen kohdat (2) ja (4) seuraavat kohdasta (3), kohta (2) suoraan
ja kohta (4) induktiolla. Kohdan (1) todistus 16ytyy muun muassa ldhteesté
[7, s. 74 seurauslause 6.10] ja kohdan (3) todistus [7, s. 75 lause 6.11]. O

Lause 3.19. Taylorin lause. Olkoon f holomorfinen kiekossa D(a, R), missd
R > 0. Tdlloin on olemassa sellaiset yksikdsitteiset vakiot c,, ettd

flz) = ch(z —a)" (2 € D(a, R)).

Vakio ¢, saadaan kaavasta

L w0
Cn = [Y(w dw =

270 —a)t! n!

missd v on ympyrd y(a,r), (0 < r < R) tai mikd tahansa kiekossa D(a, R)
pisteen a posititviseen kiertosuuntaan kiertdvd umpinainen murtoviiva 7,
missd D(a,r) C I(7y).

Todistus. 7, s. 163] Kiinnitetddn piste z € D(a, R) ja valitaan luku r siten,
ettd |z — a| < r < R. Olkoon 7 = v(a,r). Cauchyn integraalikaavan 3.15

mukaan . Fw)
w
1) =55 / "

dw.
z
Koska |z — a| < |w — a] kaikilla w € v*, yhtdlon oikea puolella

1 1 1

w—z w—a(l—(z—a)/(w-—a))

z—
w—

voidaan laajentaa geometrisena sarjana, kun merkitdén ¢ = 2=% niin |¢| < 1,

joten
1 ¢ a0 ma)n
w—z_z—anzzoq _nzzoz—a_nzzo(w—a)"Jrl
Téaten
10 = g [
 2mi Y = (w—a)*t



Kompaktissa joukossa v* jatkuva funktio f on rajoitettu, joten vakiolla M

) <an = 2 ()

‘ (w—a)"t! r r

Téssd kohtaa vedotaan ns. Weierstrassin M-testiin. Kun | f,(z)| < M, kaikil-
la lahtojoukon alkioilla z ja > 7" M, < oo, sarja > ; [, suppenee tasaises-
ti. Toisin sanoen, jos itseisesti suppenevalle sarjalle 16ytyy suppeneva majo-
rantti, tAméa minorantti suppenee tasaisesti. Todistus télle tulokselle 16ytyy
esimerkiksi ldhteista [8, s. 55| ja [1, s. 36-37|. Sarja »_ M, suppenee, silld
|z — a| < r. Téten tasaisen suppenemisen perusteella summa ja integraali
voidaan vaihtaa keskenéén, joten saadaan

Jalkimmainen yhtdsuuruus seuraa lauseesta 3.17. Yksikésitteisyys seuraa
lauseen 3.18 kohdasta (4). O

3.7 Weierstrassin lause

Lause 3.20. Moreran lause. Olkoon f jatkuva alueessa §2 ja

A F(2)dz =0

jokaisella joukon 0 kolmiolla ~v. Tdlléin f on holomorfinen alueessa €2.

Todistus. Vrt. [7,s. 156]. Olkoon a € 2 jar > 0 sellainen luku, ettd D(a,r) C
Q2. Kiekko D on konveksi joukko, jolloin lauseen 3.5 perusteella on olemassa
kiekossa D holomorfinen funktio F', jonka derivaatta F’ = f. Funktio f on
holomorfinen, silla kiinnittdmaélla piste a ja valitsemalla luku s > 0 siten,
etté suljettu kiekko D(a,2s) C Q kaavasta 3.5 seuraa, etti

Mol =f) L / g <(w —— o 1 a)2> du
=gt 0 (s )
o |t (e Ydw

 2mi ~(a,2s) (w—a)?>(w—a—h)?

kun |h| < s. Kun h — 0, niin yhtélén oikea puoli ldhestyy arvoa
2 [ e f(w)/(w — a)’dw. Tamé raja-arvo on selvéstikin olemassa. Koska
piste a on mielivaltainen, viite seuraa. O
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Lause 3.21. (Weierstrass, [1, s. 176]). Olkoon funktio f,(z) mddritelty ja
holomorfinen alueessa ,,n = 1,2, ... ja oletetaan, ettd funktiojono (fn(z))
suppenee kohti funktiota f(z) alueessa S ja tasaisesti jokaisessa alueen €
kompaktissa osajoukossa. Tdlloin f(z) on holomorfinen joukossa 2 ja f)(z)
suppenee tasaisesti kohti funktiota f'(z) jokaisessa joukon Q kompaktissa os-
ajoukossa.

Todistus. Kukin funktio f, on mééritelty ja holomorfinen alueessa €2, mut-
tei valttamatta jokaisessa niistd. Rajafunktion f maéarittelyjoukon () pisteet
sisaltyvéit kukin johonkin alueeseen €2,,, mutta vasta tietysté indeksin arvosta
ngo eteenpéin jokaiseen niistd. Tamén luvun ng ei tarvitse olla sama jokaiselle
joukon 2 pisteelle, eli suppenemisen ei tarvitse olla tasaista joukossa (2.

Olkoon D = D(a,r) € Q ja D = D\ dD. Kiekko D on kompakti, joten
sen jokaisella peitteelld on dérellinen osapeite. Alueet €2,, muodostavat kiekon
D avoimen peitteen, joten D siséltyy kokonaisuudessaan tiettyyn alueeseen
,,, ja Cauchyn integraalilauseen perusteella

L Fu(z)dz =0

jokaisella suljetulla polulla v C D. Kompaktissa joukossa D tasaisesti sup-
penevien holomorfisten ja siksi jatkuvien funktioiden rajafunktiona f on jat-
kuva. Tasaisen suppenemisen perusteella integraali ja rajallekdynti voidaan
vaihtaa keskendédn (ks. [7, s. 173 lause 14.19]), jolloin

/f(z)dz :/ lim f,(2)dz = lim [ f,(2)dz=0.
5 ,YTLHOO n—oo 5

Téaten Moreran lauseen 3.20 perusteella f on holomorfinen kiekossa D. Koska
keskipiste a on mielivaltainen, voidaan todeta, ettd f on holomorfinen koko
alueessa ().

Lisdyksen todistamiseksi tarkastellaan ympyréviivaa C, jolla [ — a|] = r
ja |z — a| < r. Cauchyn derivaattakaavan perusteella

oy fa(Q)dC
fal2) = 2i /C (¢ —2)%

Derivaattajonon (f/ (z)) suppeneminen on tasaista jokaisessa kompaktissa os-
ajoukossa. Merkitdan luvulla €y joukon 2 kompaktin osajoukon K etdisyytti
reunasta 0S) ja joukon 0f2 reunaviivan pituutta [:1l4. Talloin, kun z € 01 ja
(e K

fn() —
(o

S < 5wl - Gl
0 0N
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Téten, kun joukossa K funktiojonon (f,) suppeneminen on tasaista, niin ar-
vion perusteella (f!) suppenee tasaisesti kohti funktiota f’. Koska derivaat-
tajonon suppeneminen on tasaista voidaan tehda kuten edellé, eli

1 L(CO)d ,
i £ = 5 [ Jim U = e

Koska kompakti osajoukko on mielivaltainen, derivaattajonon suppenemisen
taytyy olla tasaista jokaisessa kompaktissa osajoukossa K. Téten lause on
todistettu. O]

3.8 Funktion nollakohdat ja Rouchén lause

Maisritelma 3.5. Olkoon funktio f € H(D(a,r)) positiivisella luvulla r.
Pistettd a kutsutaan funktion f nollakohdaksi, jos f(a) = 0. Nollakohdan a
kertaluku on m, kun

0=f(a)=f(a)=...= [ V(a) ja f(a)#0.

Funktion f nollakohdan kertaluvulla 0 tarkoitetaan sitd, ettd f on holo-
morfinen pisteessi a ja f(a) # 0.

Lause 3.22. Olkoon funktio f € H(D(a,r)) ja olkoon sen Taylorin kehitel-
mé f(z) =Y 0" cn(z —a)" kiekossa D(a,r). Tdllgin seuraavat ehdot ovat
yhtapitdvat:

10=fa)=Pla)=... = F"D(a) ja [ () £0;

2. f(z) =" cula—2)", missi ¢, # 0;

3. f(2) =(2—a)"g(z), missi g € H(D(a,R)) ja g(a) #0;
4. on olemassa sellainen nollasta eroava vakio C € C, ettd

lim(z —a)™ f(z) on olemassa ja on yhtd suuri kuin C.

zZ—a

Todistus. Ks. [7,s. 177-178] O

Lause 3.23. Identtisyyslause kiekolle. Olkoon f € H(D(a,r)) ja f(a) =0,
talloin joko

1. f on identtisesti nolla kiekossa D(a,r) tai

2. funktion f nollakohta on eristetty, eli on olemassa sellainen positiivi-
nen reaaliluku €, ettd punkteerattuun kiekkoon D'(a,€) ei sisdlly yhtadn
funktion f nollakohtaa.

Jos a on joukon Z(f) kasautumispiste, f =0 joukossa D(a,r).
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Todistus. [7,s. 179] Taylorin lauseen (lause 3.19) mukaan

= ch(z —a)" (z€ D(a,r)).

On kaksi mahdollista tapausta. Jos jokainen ¢, = 0, selvistikin lauseen kohta
(1) on voimassa. Muutoin on olemassa sellainen pienin kokonaisluku m > 0,
etté ¢, # 0 ja silloin

F(2) = (z—a)"g(z), missi g(2) i= > cpym(z — a)F.
k=0

Funktion g mééarittelevin sarjan suppenemisséde on ainakin r. Téten g on
jatkuva kiekossa D(a,r). Koska g(a) = ¢,, # 0 ja g on jatkuva pisteessi a,
on olemassa sellainen positiivinen reaaliluku €, ettd g(z) # 0 punkteeratussa
kiekossa D'(a, €). Lépi koko punkteeratun kiekon myos f(z) # 0. O

Lause 3.24. Identtisyyslause (yleinen). Olkoon 2 alue ja f € H(Q2). Olete-
taan, ettd joukolla Z(f) funktion f nollakohtia on kasautumispiste joukossa

Q. Taten f = 0 alueessa 2. Erityisesti, jos f = 0 jossakin avoimessa kiekossa
D(a,r) CQ, niin f =0 joukossa €.

Todistus. Vrt. [7, s. 180]. Lahteen todistus on topologinen ja perustuu avoi-
miin joukkoihin. Téssé esitetdédn vaihtoehtoinen todistus, jossa kaytetadn
hyviksi identtisyyslausetta kiekolle.

Olkoon piste zy € € joukon Z(f) kasautumispiste. Koska 2 on avoin,
luvulla € > 0 kiekko D(zp,€) C  sisdltdd dérettoméan méadran joukon Z(f)
pisteitd ja f € H(D(zo,€)) oletuksen mukaan. Koska f(z9) = 0, lauseen 3.23
perusteella f = 0 kiekossa D(zo, €).

Valitaan piste z; € D(zp,¢€). Koska f(z1) = 0 ja D(z1,€;) sisaltda aéret-
tomén médrdan joukon Z(f) pisteitd kaikilla ¢, > 0. Valitaan €; siten, ettd
D(z,€1) C €. Piste z; on joukon Z( f) kasautumispiste ja kuten edelld f =0
kiekossa D(z1, €1). Néin voidaan jatkaa induktiivisesti. Olkoon f(a) # 0 jolla-
kin a € €. Koska €2 on alueena murtoviivayhtenéinen, on olemassa murtoviiva
v, joka yhdistda pisteet zy ja a. Tamé& murtoviiva on kompaktina joukkona
peitettavissa darelliselld madralla kiekkoja, joissa esitellyn konstruktion mu-
kaisesti f = 0. Taten vastaoletuksesta seuraa ristiriita ja lause on tosi. [

Tarkastellaan rationaalifunktiota

P(z)

Q(z)’

missd P ja ) ovat polynomifunktioita, joilla ei ole yhteisid tekijoitd eiké
siten yhteisiéd nollakohtia. Sielld, misséd funktio () saa arvon nolla, funktio R
saa arvon ddreton (laajennetulla tasolla). Funktion ) nollakohtaa kutsutaan

funktion R navaksi, jolla on sama kertaluku kuin funktion @ nollakohdalla.[1,
s. 30

R(z) =
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Kuva 6: Joukon Z(f) kasautumispisteitd joukossa 2

Huomautus. [7, s. 202] Olkoon f € H(D'(a,r)). Funktiolla f on kertaluvun
m napa pisteessi a, jos ja vain jos

lim(z —a)"f(z) = D, misséi

zZ—a

luku D on &érellinen, nollasta poikkeava vakio.

Maaritelma 3.6. Olkoon S C C avoin. Funktio f : S — C on meromorfi-
nen,jos se on holomorfinen napoja lukuunottamatta kaikissa z € S.

Lause 3.25. Olkoon funktio f holomorfinen positiiviseen kiertosuuntaan
kierretylld kaarimonikulmiolla v ja sen sisipuolella. Olkoon f # 0 polulla ~
ja olkoon silli N nollakohtaa sen sisdpuolella. Silloin

L (e,
ﬁ q/f(z)dz—]\[.

Todistus. [7, s. 183] Funktio fTI on holomorfinen polulla v ja sen sisépuolella
kaikissa muissa pisteissé paitsi funktion f nollakohdissa. Olkoot nollakohdat
ai,as,...,ayN jamg,ma,...,my niiden kertaluvut. On olemassa sellaiset eril-
liset avoimet kiekot D(ay, ), ettd on olemassa joukossa D(ay, ;) nollasta
poikkeava ja holomorfinen funktio g,. Liséksi funktiolla gr on ominaisuus

f(2) = (z —ar)™gr(2) (2 € D(ag,71)).

Talloin

1'(2) _ M 95,(2) (z € D'(ag,r1)).



Maéritellaan

(% N mi : N
R = e os 2 € UL Diagory),

2 - 215;%\! Zr_nij’ jOS S D(ak,rk), (k‘ = 1, Ce ,N).
J

F(z):=

Q
o~
—~

<«
=
—~

Télloin funktio F' on holomorfinen polulla ~ ja sen sisdpuolella. Lauseen 3.8
perusteella fv F(z)dz = 0. Itse viite seuraa lauseesta 3.1. []

Lause 3.26. Rouchén lause. Olkoot funktiot f ja g holomorfisia kaarimoni-
kulmiolla v ja sen sisdpuolella ja olkoon |f(z)| > |g(z)| joukossa ~v*. TallGin
funktioilla f ja f + g on sama mddrd nollakohtia polun ~y sisdlld.

Todistus. [7,s. 184] Olkoon t € [0, 1]. Koska |f(z)| > |g(z)| joukossa v*, niin
(f+tg)(z) # 0 jokaisessa joukon v* pisteessi z kolmioepéyhtilon perusteella,
silla

£ (2) +tg(2)| = [f(2) + tg(2)| = |[f(2)| = [tg(2)[| > 0.

Oletetaan, ettd polku ~ kierretdén positiiviseen kiertosuuntaan ja mééritel-

laan
L [ +t9)()
/7 Gt "

Lauseen 3.25 nojalla ¢(t) on polun ~ sisdpuolisten funktion f-tg nollakohtien
lukumééra. Funktio ¢(t) saa vain kokonaislukuarvoja, joten sen on oltava
vakio ollakseen jatkuva. Jos néin olisi, ¢(0) eli funktion f nollakohtien maara
polun + sisdlld olisi sama kuin ¢(1) eli funktion f + ¢g polun + sisilld olevien
nollakohtien maara.

Kiinnitetddn parametri ¢ ja tarkastellaan funktiota

Ct—s Gf=F9k) .
) = pls) = 5 — L (f +t9)(2)(f + s9)(2)

(Tésséd kohtaa ldhdeteoksessa on painovirhe.)Lauseen 2.3 perusteella ole-
massa sellaiset positiiviset vakiot m ja M, ettd kaikissa joukon 7 pisteissa
(g f—19)(2)] <M, g(z) <M jal(f+tg)(z)| > m, silla kukin funktioista
on jatkuva ja joukko 74 on kompakti. Taten kolmioepéayhtélon perusteella

p(t) =

T 2mi

m,

DO | —

[(f +s9)(2)] 2 [(f +tg)(2)] = |s — tllg(2)| >

jos |s —t| < 57. Téten estimaatioteoreeman 3.3 perusteella, kun |s — t| on
tarpeeksi pieni
|s —t|M

X pituus(y).
m

o(t) — @(s)| <

Kun s — t, erotuksen itseisarvo saadaan mielivaltaisen pieneksi ja funktio ¢
on jatkuva pisteessé t. Téten viite seuraa. O
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Lause 3.27. Olkoon funktio f meromorfinen ei-vakiofunktio alueessa ) ja
olkoon zy € Q. Oletetaan, etti f(zy) = Zy k:ssa pisteessd ja k > 1. Tdlloin
jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku 6 > 0, ettd jokainen
funktion f arvo Z # Zy, Z € D(Zy,0) saavutetaan kiekossa D(zy, €) tdsmdl-
leen k:ssa pisteessd ja kussakin niistd vain kerran.

Todistus. [8,s.295]. Aluksi voidaan olettaa, ettd Zy # oo, jolloin funktio f on
holomorfinen pisteen z, ympéristosséa. Jos kuitenkin Z; = oo, tarkastellaan
funktiota 1/f.

Koska zp on kertaluvun k Zy-piste, funktiolla f(z) — Zy on kertaluvun k
nollakohta pisteessé zy. Tamé& nollakohta on eristetty identtisyyslauseen 3.23
perusteella, silld f ei ole vakio. Muutoin globaalin identtisyyslauseen 3.24 pe-
rusteella néin olisi. Tédten voidaan valita positiivinen luku € siten, ettd f on
differentioituva kiekon D(zg,€) = {z: |z — 20| < €} jokaisessa pisteessi. Li-
saksi zy on funktion f(z)— Zy ainoa nollakohta samaisessa kiekossa. Funktio
f(2) = Zy on jatkuva ja saa nollasta poikkeavia arvoja kaikissa kompaktin
joukon v = {z : |z — 2| = €} pisteissd. Tdten on olemassa sellainen positiivi-
nen reaaliluku 0, ettéd |f(z) — Zo| > 9, kun |z — 2| = €. Téten, jos Z on miké
tahansa kompleksiluku, jolle pétee, etta |Z — Zy| < 4, niin

120 = Z| = |Z — Zo| < |f(2) — Zo
kaikissa pisteissid z € 7. Lauseen 3.26 perusteella tdstd seuraa, ettd funktiolla

f(2) =2 =(f(2) = Z0) + (20— 2)

on sama méard nollakohtia kuin funktiolla f(z) — Zy kertaluvut mukaan
lukien.

Tarvitsee vield osoittaa, ettd yhtélon f(z) = Z juuret ovat yksinkertaiset.
Havaitaan, ettd f’ ei ole identtisesti nolla joukossa €2, joten sen nollakohdat
ovat eristettyja. Valitaan tarvittaessa pienempi €, jolloin f” ei saa arvoa nolla,
kun 0 < |z — 29| < e. Téten lause on todistettu. O

Lauseella 3.27 on viliton seuraus, jota hyodynnetdin Riemannin kuvaus-
lauseen todistuksessa.

Seurauslause 3.1. Ei-vakio meromorfinen funktio f kuvaa avoimet joukot
avoimiksi joukoiksi. Erityisesti f(€2) on alue, jos Q on alue.

Todistus. [8, s. 296]. Olkoon 2 avoin joukko. Mille tahansa joukon f(£2) pis-
teelle Zy on olemassa ainakin yksi piste 2o € €, jossa f(z9) = Zy. Oletetaan,
ettd zg on kertaluvun k£ > 1 omaava Zj-piste. Oletetaan luku € > 0 tarpeeksi
pieneksi, jotta lauseen 3.27 mukaisesti on olemassa sellainen luku 6 > 0, etta
kukin kiekossa D(zy,0) arvosta Z; poikkeava arvo Z saavutetaan kiekossa
D(zo, €) kerran kussakin k:ssa pisteessi. Toisin sanoen, pisteen Z; ympéristo
D(Zy, ) sisdltyy joukkoon f(€2). Téten f(£2) on avoin. O
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3.9 Maksimiperiaate

Cauchyn integraalikaavan 3.15 avulla voidaan todistaa seuraava téirkeé tulos.

Lause 3.28. Lokaali maksimiperiaate. Olkoon f holomorfinen kiekossa
D(a,R) ja |f(2)| < |f(a)| kaikissa z € D(a, R). Tdlloin f on vakio.

Todistus. [7, s. 188]. Valitaan 0 < r < R. Cauchyn integraalikaavan 3.15 ja
Gaussin keskiarvolauseen 3.16 mukaan

a —L f(z)dz
f(a) / i

21 zZ—a

/ fla+re?)

Estimaatiolauseesta 3.3 ja oletuksesta seuraa, etta

1

@l < 5 [ 1@t reide < 1o

Siksi .
:/0 (1£(@)| = |f(a+re®)]) do = o.

Koska integroituva funktio on jatkuva ja ei-negatiivinen, sen tdytyy olla
identtisesti 0, mikéli integraali havida. Tama on totta jokaisella luvulla r <
R. Téten seuraa, etté | f| on vakio kiekossa D(a, R), joten funktion f téaytyy
olla vakio. O

Lause 3.29. Maksimiperiaate. Olkoon () rajoitettu alue ja funktio f € H(S2)
ja jatkuva alueen Q sulkeumassa 2. Talldin | f| saavuttaa maksiminsa rajalla

20 =10\ Q.

Todistus. [7, s. 189] Joukko  on rajoitettu ja suljettu ja lauseen 2.3 perus-
teella saavuttaa pienimmén ylirajan M jossakin sulkeuman € pisteessé. Teh-
ddan vastaoletus, ettéd | f| el saavuta arvoa M rajalla 0€2. Talloin | f(a)| = M
jossakin joukon € pisteessé a. Koska €2 on avoin, on olemassa sellainen reaa-
liluku R > 0, ettd D(a, R) C 2. Lauseen 3.28 perusteella f on vakio kiekossa
D(a, R). Téten identtisyyslauseen 3.24 perusteella f on vakio joukossa ().
Jatkuvuudesta johtuen f on vakio koko sulkeumassa € ja saa siten pienim-
mén ylarajan jokaisessa sulkeuman pisteessé, miké on vastoin oletusta. Lause
seuraa. [

Globaalille maksimiperiaatteelle voidaan esittad myos vaihtoehtoinen
muotoilu:
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Lause 3.30. Olkoon f € H(2) alueessa §2. Jos on olemassa sellainen piste
zo € Q, etta

[f(2)] < |f(20)]

kaikilla z € ), niin funktion f on vakio alueessa 2.

Todistus. Olkoon zy sellainen piste, ettd |f(z)] < [f(z0)| kaikilla z € Q.
Talloin on olemassa zp-keskeinen kiekko, missé lokaalin maksimiperiaatteen

oletukset tayttyvat. Siis lauseen 3.28 perusteella f on vakio koko alueessa
Q. O

Huomautus. Maksimiperiaatteen mukaan funktio, joka ei ole vakio, ei saavuta
suurinta arvoaan avoimessa joukossa.

Maksimiperiaatteen véliton seuraus on Schwarzin lemmana tunnettu tu-
los:

Seurauslause 3.2. Schwarzin lemma. Olkoon f holomorfinen ja |f(2)| < M
kiekossa D(0, R) ja f(0) = 0. Talloin

£ < 2l (2 < R).

Jos yhtisuuruus on voimassa jossakin pisteessd z ja |z| < R, niin on olemas-
sa sellainen reaalinen vakio \, etti f(z) = Mze" /R pisteessi z € D(0, R).

Todistus. Vrt. [7, s.189]. Koska f(0) = 0, on olemassa sellainen kickossa
D(0, R) holomorfinen funktio, ettd zg(z) = f(z) kaikissa z € D(0, R) lauseen
3.22 mukaisesti. Ympyréviivalla |z]| =r < R

f)l M

<=
T T

l9(2)] <

Kayttamélla globaalia maksimiperiaatetta 3.29 funktioon g joukossa D(0, )
saadaan arvio |g(z)| < M/r, kun |z| < r. Annetaan luvun r lihestyi rajatta
lukua R, jolloin |g(z)| < M/R, kun |z| < R. Tamé& onkin kysytty raja it-
seisarvolle | f(z)| kaikissa pisteissd z # 0 ja koska f(0) = 0, epdyhtalo patee
my6s, kun z = 0. Oletetaan sitten, ettd yhtdsuuruus on voimassa pisteessé
z, jolla |z] < R. Téten

fI M

K

Maksimiperiaatteen 3.28 mukaan f(z)/z ei voi saavuttaa maksimia, jollei se
ole vakio. Tédten on olemassa sellainen reaalinen vakio A, etté

f(2) _ M N
z R 7
mistid seuraa jilkimmiinen viite f(z) = Mze™/R. O
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4 Riemannin kuvauslause

4.1 Konformikuvauksista

Maéaritelma 4.1. Funktio f : 2 — C on konformikuvaus alueessa €2 C C,
jos f € H(Q) ja f'(z) # 0 kaikissa alueen z € . Kuvaus f on konforminen
pisteessi z, jos se on konforminen jossakin kiekossa D(z,r),r > 0.

Lause 4.1. Olkoon f konformikuvaus avoimelta yksikkokiekolta itselleen ja
olkoon f(a) =0, |a| < 1. Tdlloin on olemassa sellainen reaaliluku 9, ettd

4.1 — L
(1) fle) = e 2
Todistus. [8, s. 312, 308] Olkoon

z—a«
4.2 fel = )
(1) oulz) =

missi selviisti p,(a) = 0. Kuvaus ¢, on ns. Mébiuksen transformaatio, joka
kuvaa suorat suoriksi ja ympyrit ympyroiksi (ks. [8, s. 305, lause 67]). Se on
holomorfinen, kun |z| < 1/]a| ja siksi my6s kiekon D(0,1) sulkeumassa eli
kun |z| < 1. Kolme yksikkokiekon reunan pisteistd kuvautuu yksikkokiekon
reunalle, joten koko yksikkokickon reuna kuvautuu itselleen(ks. kuva 7).

l—« —-1—-«

eall = 22| =1 el = [ | =1
2ali)] = |1 | = 1.

Maksimiperiaatteen mukaan |¢,(2)| < 1 kaikilla z € D(0,1). Funktio
|0a| €l lauseen 3.30 perusteella voi saavuttaa maksimiarvoaan yksikkokiekon
sisdlld, koska se ei ole vakiofunktio (f(a) = 0). Téten |p(a)(z)] < 1, kun
|z| < 1. Téten voidaan todeta, etta (4.2) on kuvaus yksikkokiekolta itselleen.

Huomataan, etta

e’ Pa(2),
missé ¥ on reaaliluku, on myo6s konformikuvaus yksikkokiekolta itselleen.

Olkoon f sellainen konformikuvaus yksikkokiekolta itselleen, ettd f(«) =
0. Talloin kuvaus g = f o ¢, ! on konforminen injektio yksikkokiekolla ja se
kuvaa origon origoksi. Schwarzin lemman (seurauslause 3.2) ensimmaéisesta
osasta seuraa, etta

9(:)] < J2l, kun || < 1.

Koska myos kidinteisfunktio ¢g~! saa arvon nolla origossa, missi tahansa yk-
sikkokiekon D pisteessa z

2] = g7 (9(2))] < |g(2)].
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Kuva 7: Pisteiden etéisyydet kuvauksessa ¢,

Téten |g(z)| = |z| kaikissa kiekon D pisteissd z. Schwarzin lemman jalkim-
maéisen osan mukaan on olemassa sellainen reaaliluku ¢, ettéa
g(z) =e?z, kun |2| < 1.

z—a
l1-az

Korvaamalla z lausekkeella ja kayttamalla hyviksi tietoa g o ¢, = f

saadaan

1—az

, kun |z] < 1.

4.2 Sileista funktioista

Maéaritelmi 4.2. Holomorfista funktiota f sanotaan sileéiksi alueessa €2, jos
se on injektio eli f(z1) # f(z2), kun 2z # 2.

Madritelmén 4.2 perusteella voidaan kayttaa siledn funktion sijasta nimi-
tystéd holomorfinen injektio. Tésté eteenpéin kaytetiddn siledn funktion sijasta
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vaihtoehtoista nimitysté ja varataan sileys kdyran ominaisuudeksi. Lauseella
3.27 on seuraava holomorfista injektiota koskeva seuraus:

Seurauslause 4.1. Olkoon f holomorfinen injektio alueessa Q). Tdlldin f' #
0 kaikkialla alueessa Q.

Todistus. [8, s. 316] Tehddin vastaoletus, ettd funktion f derivaatalla on nol-
lakohta zy alueessa ). Merkitdan funktion arvoa téssé pisteessi f(z9) = Zo.
Talloin 2y on Zy-piste, jonka kertaluku on ainakin 2, silla lauseen 3.27 nojalla
kullakin arvolla Z, joka on tarpeeksi ldhelld arvoa Z,, on olemassa ainakin
kaksi alkukuvaa joukossa 2. Téméa on ristiriidassa funktion f injektiivisyyden
kanssa. Téten vastaoletus on védra ja lause tosi. O]

Lause 4.2. Olkoon (f1, fa,...) jono alueessa 2 mdadriteltyji holomorfisia in-
jektioita. Oletetaan, ettd jono suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukon €
kompakteissa osajoukoissa. Jos funktio f ei ole vakiofunktio, se on holomor-
finen injektio.

Todistus. [8, s. 320]. Rajafunktio f on holomorfinen Weierstrassin lauseen
3.21 perusteella.

Oletetaan, ettd f ei ole vakiofunktio ja tehddén vastaoletus, ettd f ei ole
injektio. T&lloin on olemassa funktion arvo w, ja kaksi joukon 2 pistetta z;
ja z9, jotka ovat erillisid ja f(z1) = f(22) = w,. Oletetaan, ettd w, = 0.
Muutoin voidaan funktion f sijasta tarkastella funktiota f — w,. Valitaan
€ > 0 niin pieneksi, etté

1. suljetut kiekot D(z;,€),7 = 1,2 kuuluvat joukkoon € ja ne ovat erilliset

2. kiekkojen keskipisteet z; ovat funktion f ainoat nollakohdat kiekoissa
D(zj,€).

Toinen ehto tayttyy, silla oletuksen mukaan funktio f ei ole identtisesti nolla.
Koska f on holomorfinen funktio kompaktissa kiekossa D(z1,€), se on holo-
morfinen avoimessa kiekossa D(z,€). Lauseen 3.23 perusteella tiytyy olla
joko f = 0 tai nollakohta on eristetty téssa kiekossa. Jos ensimmaéinen tilan-
ne on voimassa, niin lauseen 3.24 perusteella f = 0 koko alueessa. Koska f ei
ole vakiofunkio, néin ei voi olla. Téaten lauseen 3.23 perusteella nollakohtien
z1 ja zo taytyy olla eristettyja. Maaritellaan

o= min (_min_[7(:)]_min_17(:))

|z—z1]=¢€ |z—z2|=€

Huomataan, ettd a > 0, silla f ei havid kiekkojen reunoilla. Koska funktio-
jono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f kompakteissa osajoukoissa,

[fu(2) = F(2)] < a,
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kun |z — zj| = € ja n on tarpeeksi suuri. Rouchén lauseen (lause 3.26) perus-
teella funktioilla

on sama maard nollakohtia kiekossa D(z;,€). Téstd seuraa, ettd tarpeeksi
suurella indeksin n arvolla funktioilla f,, on nollakohtia kummassakin kiekos-
sa D(z1,€) ja D(z9,€). Tadmi on vastoin oletusta funktioiden f,, injektiivisyy-
desté, eli ristiriita. Taten lause on tosi. [l

4.3 Riemannin kuvauslause

Riemannin kuvauslause antaa riittavét ehdot alueelle, joka voidaan kuvata
konformisesti yksikkokiekolle.

Lause 4.3. Riemannin kuvauslause[8, s. 321]. Olkoon Q yhdesti yhtendinen
alue, ei kuitenkaan koko kompleksitaso C. Tdlloin on olemassa holomorfinen
injektio, joka kuvaa alueen 0 konformisesti yksikkokiekolle. Kuvaus voidaan
valita siten, ettd mielivaltainen alueen ) piste kuvautuu kiekon keskipisteeksi.

Ennen lauseen todistusta on syytéd hahmotella todistuksen kulkua. Todis-
tus tapahtuu ratkaisemalla dériarvo-ongelma holomorfisten funktioiden luo-
kassa.

Olkoon €2 yhdesti yhtendinen kompleksitason alue ja olkoon z; sen kiin-
nitetty piste. Merkitain symbolilla H niiden alueessa 2 méériteltyjen funk-
tioiden f joukkoa, jotka tayttéivét seuraavat ehdot:

1. f(Zo) = O,
2. f on holomorfinen injektio alueessa € ja
3. |f(2)] < 1 kaikkialla alueessa €.

Olettamalla €2 koko kompleksitasosta poikkeavaksi varmistetaan, ettd H
ei ole tyhja joukko (todistuksen 1. askel). Liséksi kaikkien joukon H alkioiden
derivaatat f’ osoittautuvat rajoitetuiksi pisteessd zy (todistuksen 2.askel).
Kolmannessa askeleessa esitetéddn sellaisen funktion f, olemassaolo joukossa
H, etté | f.| on maksimaalinen. Téamé f, on haluttu funktio, miks osoitetaan
askeleessa 4.

Todistus. Askel 1: Oletuksen perusteella on olemassa kompleksitason piste
Zy, joka ei kuulu alueeseen 2. Téten funktio
1

Z — Zx

h(z) =

on holomorfinen alueessa 2, silla

d 1
Zhiz) = —
)

(z = z)?
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on aina olemassa.
Koska funktio ¢(z) = z — z, on nollasta poikkeava ja koska 2 on yhdesti
yhtenéinen alue, lauseen 3.14 oletukset tayttyvét ja funktio

_ dg
H(z) = / e

missé v(zp,z) on pisteet zg ja z yhdistava siled kdyrd, on yksikésitteisesti
maéadritelty ja silla on derivaatta

(4.3) H(z) = —— 20

2 — Zy

kaikkialla alueessa €2 ja H(zp) = 0.
Kaavasta (4.3) seuraa, ettd

d el H'(z) 1

il — oH()
dz(z—z* ¢ (z—z* (z — 24)?

joten osamaara

on vakio alueessa ). Taten

eH(Z) eH(ZO)

Z—Ze 0 — 2
kaikkialla alueessa 2. Koska H(zp) = 0, voidaan téten todeta, etté

Z — 2%k

4.4 et = :
( ) 20 T Rx
Seuraavaksi osoitetaan, ettd H ei saa kahdessa eri pisteessa arvoja, jotka
poikkeavat toisistaan luvun 2mni, n = 0,1, ... verran.
Oletuksesta
H(Zg) = H(Zl) + 27mi,

missd n on kokonaisluku, seuraa, etté

H(z1) H(z1)

(45) eH(ZQ) _ eH(z1)+27rni _ eH(zl) 2mni x1=¢ .

e =e
Kaavan (4.4) perusteella néin voi olla vain, jos z; = zo. Kun n =0, H(z) on
injektio.

Koska alueen kuva on on myos alue seurauslauseen 3.1 perusteella, funktio
H saa kaikki arvot w tietystd arvon w = 0 ympéristostd |w| < p, missd
voidaan yleisyytté rajoittamatta olettaa, ettd p < m. Koska funktion H arvot
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eivit poikkea toisistaan luvun 27i verran, funktio H ei saa ainakaan arvoja
w, joille |w — 2mi| < p eli

(4.6) |H(z) — 2mi| > p

kaikkissa alueen €2 pisteissa.
Maéaéritelladn uusi funktio g siten, etté

Arvion (4.6) perusteella havaitaan, etté

p  prl
9(z)| < —+5- <

1
< - =-<1
4T 2p — 4

1
2

Taten funktio g tayttdd ehdon 3. Ehtojen 1 ja 2 tdyttyminen seuraa funktion
H ominaisuuksista, silli H on holomorfinen injektio ja

9(2) = —+c——F—="—+

PP 1 _p o op 1
dri 2 H(zo) —2mi 4w 2

Téten on 16ydetty funktio g € 'H.

Askel 2: Tisséi osoitetaan, ettd jokaisen f € H derivaatta f’ on rajoitettu
pisteessé zp. Valitaan luku R > 0 pisteen 2 ja alueen 2 reunan viélisen etéi-
syyden puolikkaaksi. Télloin R-séteinen suljettu kiekko keskipisteendén z
kuuluu kokonaisuudessaan alueeseen (). Cauchyn integraalikaavan seurauk-
sena johdetusta kaavasta (3.5) saadaan seuraava esitys funktion f derivaa-

talle: ) 0)
fz0) = — / SO e
’ 2mi [¢—z0|=R (C - 20)2
Tasta saadaan edelleen arvio derivaatalle
1 1 1
—227TR = E,

21 R
koska |f| < 1 kaikilla joukon H funktioilla. Téten itseisarvot |f'(zo)| ovat
rajoitettuja kaikilla funktioilla, jotka kuuluvat joukkoon H. Merkitdéan

(4.7) C. = sup|f'(z0)].
feH

/' (20)| <

Huomataan, ettad C, > 0, silld jos derivaatta saa arvon nolla, niin seuraus-
lauseen 4.1 mukaan f ei ole holomorfinen injektio.
Askel 3: Jokaisella n = 1,2,... on olemassa sellainen joukon H funktio

o, ettd
, 1
| fn(20)| = Cs — —.

n

o1



Seuraavaksi osoitetaan, etté jono (f,), n = 1,2, ... on tasajatkuva joukossa ).
Olkoon z, joukon €2 mielivaltainen piste. Olkoon r pisteen z, etéisyys joukon
Q reunasta. Kun z € D(z,, ), Cauchyn integraalikaavasta saadaan

RO e =g [ QG e
_L (C_Z*)_<C_Z>
i e M) @

o (Z - Z*) fn(g)
= R o e

Tésta taas seuraa estimaatiolausetta 3.3 kdyttamalla, etta

1a(2) = fale] < |2 = 2],

silla | fn(2)] < 1.

Arzelan-Ascolin lauseen seurauslauseen 2.1 perusteella jonolla (f,,) on
osajono (fp, ), missd v = 1,2,. .., joka suppenee pisteen zo kompaktissa ympé-
ristossé tasaisesti kohti holomorfista rajafunktiota, jolle kiytetdin merkintéé
f«. Edelleen Weierstrassin lauseen 3.21 perusteella

fr (20) = fu(20),
kun v lahestyy daretonta ja siksi
|f;(20)| = C..

Koska C, > 0, rajafunktio f, ei ole vakio ja lauseen 4.2 perusteella se on
holomorfinen injektio.

Koska lim,, .« fn(20) = f«(20) pisteen zy ympéristossa ja kukin f,(z9) =
0, niin f.(z0) = 0. Koska |f.(z)| < 1(n € N), |f.(2)] < 1 jokaisessa alueen
() pisteessd z. Koska f, ei ole vakiofunktio, |f.(2)| < 1 kaikkialla alueessa €,
mikd on seurausta maksimiperiaatteen 3.30 kontrapositiomuodosta. Téten
f« €H.

Askel 4: On vield osoitettava, etté f, saa jokaisen arvon wy, missi |w,| <
1. Muutoin on olemassa ainakin yksi sellainen w,, missi |w,| < 1, mutta
f«(2) # w, kaikkialla alueessa 2. Tehdddn vastaoletus, ettd w, on téllainen
piste, ja madritellddn apufunktio h seuraavalla tavalla:

fi(2) — w,
1- Wy f * (Z) '
Télloin h(z) # 0 kaikkialla alueessa 2. Funktio h muodostuu yhdistettynéa

funktiosta f. ja injektiosta (4.1) yksikkokiekolta itselleen, téten h on kah-
den holomorfisen injektion yhdistetty kuvaus. Siksi A on my6s holomorfinen

h(z) =
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injektio. Funktiolla A on seuraavat ominaisuudet:

(4.8) h(z) = % = —w, ja
(4.9) W (20) = (1 = [w.|*) fo(20),

silla

i = L0 =T () + (1) - w )T )
(1 -w.f(2))?

Maaritellaan funktio H seuraavasti:

CHE
m”‘l%@mo“

missé 7y(zg, z) on mielivaltainen polku pisteiden z ja zo vélilla. T&ll6in

h/

4.10 H = —
( ) h’

misté seuraa, etté

7 Ge) = (el - ) =

silld maaritelméansid mukaan

Taten funktio

h(z)

on vakio ja siksi my6s funktio h(z)e (). Lauseen 3.14 mukaisesti yhdesti
yhtendisessé alueessa voidaan médritella logaritmille yksikésitteinen haara,
jolloin

H(z) =logh(z) + H(zp) — log h(2o).

Taten

elog h(z)eH(zo) h(Z)GH(ZO)

H(z) _ elog h(z)+H (z0)—logh(z0) __ _
elog h(zo) h(Z())

e

Koska H(zp) = 0 ja h(z9) = —ws, on osoitettu, etti

(4.11) o) = ) ja
Wi
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h(z)+Infw, |

Injw, | -Infw, |

Kuva 8: kaavakuva paéttelysta

(4.12) Re H(z) = In|h(z)| — In |w,].

Kaavan (4.11) perusteella H on holomorfinen injektio, koska myos h on. Kun
tiedetéén, ettd |h(z)| < 1, kaavasta (4.12) saadaan arvio (ks. kuva 8)

(4.13) Re H(z) + In|w.| =In|h(2)| < 0.

Madritelldén vielda funktio g seuraavalla tavalla:

H(z)
H(z)+2In|w,|

(4.14) 9(z) =

__(HE) +Infw.]) —Infw,|
(H(2) +In|w.]) = (= In |w.])

Kaavan (4.13) perusteella on selvad, etti

l9(2)] <1

kaikkialla alueessa ). Lisdksi siitd, ettd H(zy) = 0 seuraa, ettd g(zy) = 0.
Huomataan vield, ettd g on holomorfinen injektio funktion H samaisen omi-
naisuuden nojalla (g(z1) = g(z2) = H(z1) = H(z2)). Naiden ominaisuuksien
perusteella funktio g kuuluu joukkoon H.

Kaavoista (4.8), (4.9) ja (4.10) yhdessa seuraa, etta

(4.15) H'(20) = i,;((zj)) - _u'}i“*' - fulz0).
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Funktion g méaaritelmésta (4.14) seuraa, etté
oy d H(z)
9(z) = dz (H(z) —|—21n|w*|)
— () (H(2) + I fua]) ! — H(2)(H(2) + In )21 (2)
o 1 _ H(z)
=) |y~ G S
H(z)+2In|w.| — H(z)

2In |w,|

- — - H ;
O G | = T gy )
soveltamalla kaavaa (4.15) huomataan, etti
21n |w,|
/ 2 g * Hl Z
90 = Ty + 2mpoy 2 )
1 1-— |w*|2 ’
1-— ’w*‘Q ’
Téten sijoittamalla A = ﬁ > 1 havaitaan, etta
(4.16)
19/(20)| 11— ]1/)? A—1/\ A—1/\ A—1/\
Z e - . * = |—-- |- * = | ]| * = %
FE= N 2m/ 210 |1/)| 21 — 200 A 210 A
Kaavassa (4.16) olevan murtolausekkeen nimittédjan ja osoittajan erotus on
1
(4.17) 2ln A — ()\ — X) ja
tamén erotuksen derivaatta muuttujan \ suhteen on
2 I 22X —-1 —(A\2=2)\+1) 1 9

Derivaatta on aina negatiivinen, koska A > 1, joten erotus (4.17) on aidosti
viheneva. Koska erotus ldhestyy nollaa, kun A ldhestyy arvoa 1, sen téaytyy
olla negatiivinen kaikilla A > 1. Esimerkiksi, kun A = 2, niin

1 3
2In2-(2—--)=2ln2--<0.
n ( 2) n 5
Téten kaavassa (4.16) tarkastellun osaméérin arvo on aina suurempi kuin 1.
Téaten on osoitettu, etté

(4.18) 9 (z0)] > C..

Koska funktio g kuuluu joukkoon H, epayhtilo (4.18) on ristiriidassa valitun
arvon C, kanssa. Vastaoletus on véara ja funktio f, saa kaikki arvot ws, joille
|lw,| < 1. On siis 16ydetty haluttu funktio f, ja Riemannin kuvauslause on
todistettu. [
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