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Tiivistelma

Tutkielmassa esitellddn u-kalkyyli ja monadinen toisen kertaluvun predikaat-
tilogiikka M SO. p-kalkyylille esitetddn sekd standardi- ettd peliteoreetti-
nen semantiikka ja todistetaan nadiden yhtépitavyys. Tutkielmassa todiste-
taan myo0s, etté jokainen Lu-lause on bisimilaari-invariantti ja etta vastaavaa
ominaisuutta ei ole M SO-lauseilla. Lisdksi madritelladn standardikdannos
p-kalkyyliltd monadiseen toisen kertaluvun predikaattilogiikkaan, siis néy-
tetddn, ettd jokaista Lu-kaavaa vastaa ekvivalentti M SO-kaava, itseasiassa
ekvivalentti M SO-lause. Tutkielmassa todistetaan myos, ettid jokaista bisi-
milaari-invarianttia M SO-lausetta vastaa ekvivalentti Lu-kaava. Tutkielman
paatuloksena onkin, ettd monadisen toisen kertaluvun predikaattilogiikan bi-
similaari-invariantti fragmentti on tdsmélleen p-kalkyylin kaavojen bisimilaa-
ri-invariantti fragmentti. Avoimeksi kysymykseksi jaé onko olemassa bisimi-
laari-invarianttia Lu-kaavaa, jota ei vastaisi jokin ekvivalentti Lu-lause, siis
onko monadisen toisenkertaluvun predikaattilogiikan bisimilaari-invariantti
fragmentti tédsmalleen p-kalkyyli, kun tarkastellaan ainoastaan lausemééari-
teltavyyttd. Walukiewiczin ja Janinin artikkelin 5] perusteella néin on.
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1 Johdanto

p-kalkyyli ei ole syntynyt modaalilogiikan filosofisesta traditiosta, vaan taus-
talla on modaali- ja aikalogiikoiden soveltaminen ohjelmien verifiointiin. Mo-
daali- ja aikalogiikoita on kéytetty ohjelmien verifioinnissa aina 1960-luvulta
lahtien. Tunnetuimpia tédhén tarkoitukseen kehitettyja logiikoita ovat 1960-
luvulla kehitelty Floyd-Hoare logiikka (FHL), 1970-luvulla kehitetyt proposi-
tionaalinen dynaaminen logiikka (PDL) ja Hennessy-Milner logiikka (HML),
sekd 1980-luvulla kehitetty CTL. Dexter Kozen julkaisi 1983 tutkimuksen,
jossa hén esitteli logiikan, joka yhdisti HML:n kaltaiset yksinkertaiset moda-
liteetit kiintopisteoperaattoreihin, jotka loivat erdanlaisen rekursion. Tamé
logiikka on modaalinen pu-kalkyyli. Siité tulikin todennékdisesti kaikkein tut-
kituin ohjelmien verifiointiin liittyvé aikalogiikka. Silla on yksinkertainen syn-
taksi ja semantiikka, mutta samalla valtava ilmaisuvoima. Suurinosa muista
aikalogiikoista, kuten CTL, onkin vain p-kalkyylin fragmentti.

Téasséd tutkielmassa kasitelldadan p-kalkyylid ja sen suhdetta monadiseen
toisen kertaluvun predikaattilogiikkaan. Monadinen toisen kertaluvun predi-
kaattilogiikka on ilmaisuvoimansa vahvuuden vuosi hyva vertailukohta ver-
tailtaessa erilaisten logiikoiden kuten p-kalkyylin ilmaisuvoimaa. p-kalkyyli
on modaalilogiikka, johon on lisdtty rekursiivisia ominaisuuksia lisadmalla
modaalilogiikkaan suurin ja pienin kiintopisteoperaattori. Nama rekursiiviset
ominaisuudet lisdavit huomattavasti modaalilogiikan ilmaisuvoimaa, mutta
my0s vaikeuttavat logiikan ymmartamista. Kiintopisteoperaattorien merkitys
lauseissa ei ole kovin intuitiivinen, jonka vuoksi tdmén tutkielman luvussa
3.1.3 on esitelty peliteoreettinen ndkokulma p-kalkyyliin, jonka tarkoitus on
selventédd kiintopisteoperaattorien merkitysté p-kalkyylissa. Sen liséksi, etté
p-kalkyyli on mielenkiintoinen matemaattisesta ja loogisesta ndkokulmasta,
on se myos paljon kiytetty logiikka tietojekésittelytieteessd. Monet systee-
mien verifioinnissa kiytetyt logiikat ovatkin osa p-kalkyylia.

Tutkielman alussa maéaritelladn lyhyesti tutkielman kannalta tarkeita ka-
sitteitd, sekd todistetaan joitakin myohemmin kdytettavia aputuloksia. Lu-
vussa 3.1 kasitelladn p-kalkyylid. Aluksi esitellddn funktion kiintopisteen ké-
site, jonka jdlkeen siirrytddn méadarittelemaan p-kalkyylin standardiseman-
tiikka. Tamaéan jalkeen lukijan ymmaéartamystd p-kalkyylin luonteesta syven-
netaan esittelemalld p-kalkyylin peliteoreettinen semantiikka. Tamén jalkeen
todistetaan standardi- ja peliteoreettisen semantiikan yhtapitavyys. Luvun
lopussa todistetaan joitakin p-kalkyyliin liittyviad tarkeitéd tuloksia.

Luvussa 3.2 esitelldan lyhyesti monadinen toisen kertaluvun predikaatti-
logiikka, jonka jélkeen luvussa 3.3 esitellddn ja todistetaan standardikdannos
p-kalkyyliltd monadiseen toisen kertaluvun predikaattilogiikkaan.

Luvussa 5 todistetaan tutkielman paétulos, ettd jokainen bisimilaarisesti
suljettu M SO-mééritelty luokka transitiosysteemejd on Lu-kaavaméaritelty.
Tamé tulos on todistettu Walukiewiczin ja Janinin artikkelissa [5] ja se on



uudelleen muotoiltu Rohden toimesta artikkelissa [6]. Todistuksessd kéyte-
taan hyviksi luvussa 4 esiteltyjia automaatteja. Edella mainitut automaatit
on kehittdnyt Walukiewicz ja Janin (ks. [9] ja [4]).

Lukijan oletetaan olevan perehtynyt niin modaalilogiikkaan, ensimmaéisen
kertaluvun predikaattilogiikkaan kuin automaattien perusteisiinkin ja tunte-
van naiden alojen peruskésitteistoa. Lukijalta ei oleteta aikaisempaa tun-
temusta p-kalkyylistd tai monadisesta toisen kertaluvun predikaattilogiikas-
ta. Vaikka téassa tutkielmassa maaritelladn lyhyesti niin transitiosysteemin
kuin bisimulaationkin kasitteet, niin niiden késittely on ldhinna kertaavaa,
ei uutta opettavaa. Lukijan oletetaan tuntevan ainakin seuraavat késiteet;
transitiosysteemi, konjunktio, disjunktio, negaatio, modaalioperaattorit (a)
ja [a], kvanttorit V ja 3, yksi- ja kaksipaikkainen predikaattisymboli, relaa-
tio, bisimulaatio, lause, automaatti. Tutkielmassa automaatteja on kaytetty
ainoastaan todistusteknisiné vélineiné, joten automaattien sisdinen toimin-
ta on jétetty tutkielman rajauksen ulkopuolelle. Siis lukijalta ei varsinaisesti
vaadita automaattien teorian hallintaa. Automaattien sisdiseen toimintaan
liittyvat todistukset on téssé tutkielmassa sivuutettu. Kiinnostunut lukija
voi perehtyé téssd tutkielmassa esiintyvien automaattien sisdiseen toimin-
taan esimerkiksi artikkelien [1], [4] ja [9] avulla.

Tutkielmassa on kiytetty péddasiallisena lahteend Walukiewiczin ja Jani-
nin artikkelia [5] ja Rohden tdmén perusteella tekeméé artikkelia [6]. Vene-
man luentorunkoja [7] ja [8] on kiytetty ldhteend u-kalkyylin peliteoreetti-
sessa osassa.



2 Alustavia tuloksia

Téassé luvussa kerrataan nopeasti transitiosysteemin, transitiopuun ja bisi-
mulaation maaritelmat. Lisaksi kappaleessa maaritelldan tutkielman kannal-
ta tarked transitiosysteemin w-laajennus seké todistetaan joitakin olennaisia
w-laajennuksen ominaisuuksia.

2.1 Transitiosysteemit ja transitiopuut

Maaritelma 2.1. Merkitdan symbolilla X adédretonta joukkoa joukkomuut-
tujia ja merkitdan sen alkioita symboleilla X,Y, Z .. ..

Maaritelma 2.2. Merkitdan symbolilla P ddretonta joukkoa yksipaikkaisia
predikaattisymboleita ja merkitdan sen alkioita symboleilla p,p/,p” . ...

Maaritelma 2.3. Merkitdan symbolilla R daretonta joukkoa kaksipaikkaisia
predikaattisymboleja ja merkitaan sen alkioita symboleilla 7,7/, r” .. ..

Maéritelmi 2.4. Struktuuria M = (SP sr™ {r™ | r € R}, {p™ | p €
P}), missi S™ on epityhji joukko, sr™ joukon S™ eriis alkio, ja P ja R
kuten edelld, kutsutaan transitiosysteemiksi, jolla on juuri, tai lyhyemmin
transitiosysteemaiksi.

Huomautus 2.1. Merkinnélld r™ tarkoitetaan relaatiosymbolin r tulkintaa
transitiosysteemissa 9. Jatkossa, vaikkei struktuureja tai symboleja muuten
mainittaisi tai maariteltiisi, merkinnalla symb™ tarkoitetaan symbolin symb
tulkintaa transitiosysteemissé 901.

Maaritelma 2.5. Olkoon 91 mielivaltainen transitiosysteemi, » € R jokin
relaatiosymboli ja s € S™ jokin piste. Merkinnilld scc™(s) tarkoitetaan pis-

teen s kaikkien r-seuraajien joukkoa transitiosysteemissa 9. Siis
scc(s) == {t € S™| (s,t) € r™}.

Maaritelma 2.6. Transitiosysteemia 90t kutsutaan transitiopuuksi, jos tran-
sitiosysteemin 901 jokaisesta pisteestd s € S™ on yksikisitteinen polku juu-
reen sr™. Toisin sanoen jokaista pistettd s € S™ kohden on olemassa tis-
milleen yksi jono sg, 51, ..., s,, missid s; € S™, 59 = sr™, 5, = s ja si1; €

scc(s;) tésmélleen yhdelld r; € R, kun 0 <4 < n.

Maaritelma 2.7. Olkoon ¢ jokin kaava. Kaavaa ¢ sanotaan lauseeksi, jos
siind el esiinny vapaita muuttujia.

Maéritelmé 2.8. Olkoon 90 transitiosysteemi. Funktiota V : X — o(S™)
kutsutaan valuaatiofunktioksi tai lyhyemmin valuaatioksi. Jos V' on malliin
M liittyva valuaatio ja X € X, niin joukkoa V' (X) kutsutaan muuttujan X
tulkinnaksi transitiosysteemissd 91 valuaatiolla V.



Maéritelma 2.9. Olkoon V' valuaatio. Merkinnélld V[X := T tarkoitetaan
valuaatiota, jolla pétee, ettd V(X =T|(X) =T ja VX :=T|(Y) = V(Y),
kun YV # X.

Miiritelmé 2.10. Olkoon 9 transitiosysteemi, s € S™ jokin piste ja V
jokin valuaatio. Sanotaan, etta transitiosysteemi 9 toteuttaa kaavan ¢ valu-
aatiolla V' ja merkitadn

(M, 5,V) E ¢,

jos s € ||6]|F, eli jos piste s kuuluu kaavan ¢ totuusjoukkoon mallissa 9
valuaatiolla V.

Miiritelmi 2.11. Olkoon 901 transitiosysteemi ja s € S™ jokin piste. Sa-
notaan, ettd transitiosysteemi M toteuttaa kaavan ¢ ja merkitdan

(9, 5) = ¢,
jos (M, s, V) E ¢ kaikilla valuaatiolla V.

Lause 2.1. Olkoon ¢ jokin lause, tdlldin
(M, 5,V) E o= (M, s) F 0.

Todistus. Koska ¢ on lause, niin siinéd ei esiinny vapaita muuttujia, joten
valuaatio V' ei vaikuta lauseen ¢ toteutuvuuteen, josta viite seuraa. O]

Maaritelma 2.12. Olkoon 91 ja 9 transitiosysteemeja. Epéatyhjia kaksi-
paikkaista relaatiota B C S™ x S™ kutsutaan bisimulaatioksi transitiosys-
teemien M ja I wvdlilld ja merkitdan R : 9 < M, jos seuraavat ehdot
patevat:

1. (sr™ sr™) € R.
2. Jos (s,5') € R, niin kaikilla p € P pétee, ettd (M, s) F p < (WM, s) Ep.

3. Jos (s,8') € Rja (s,t) € r™ missd r € R, niin silloin on olemassa
sellainen ¢ € S™ etti (t,t') € R ja (s, ') € r™.

4. Jos (s,5') € Rja (s',¢') € ™ missd r € R, niin on olemassa sellainen
t e S™ etti (t,t') € Rja (s,t) € r™.

Maaritelma 2.13. Olkoot 9 ja M’ transitiosysteemeji.

1. Jos transitiosysteemien 901 ja 9 vilille voidaan muodostaa bisimulaa-
tiorelaatio, kutsutaan niitd bisimilaarisiksi.

2. Jos transitiosysteemit 9t ja 9’ ovat bisimilaarisia relaation R suhteen
eli R: M < MM, kutsutaan niitd R-bisimilaarisiksi.



3. Bisimulaatiota R transitiosysteemien 90U ja 9 vélilla sanotaan katta-
vaksi, jos

Vse S™:3¢ € S™ i (s,5) € R ja
Vs' € S™ 35 € S (s,8) € R.

Maaritelma 2.14. Transitiosysteemien luokkaa C' sanotaan bisimulaation
suhteen suljetuksi, jos kyseinen luokka siséltaa kaikki transitiosysteemit, jotka
ovat bisimilaarisia jonkin luokan C' transitiosysteemin kanssa. Eli

MeCjaMeM)=MeC.

2.2 Transitiosysteemin w-laajennus

Maiiritelmé 2.15. Olkoon 90 transitiosysteemi ja s € S™ sen eris piste.
Jonoa
80((11, T, Sl)(a27 Tro, SZ) o (a/na Tn, Sn)7

missi sg = st™, s, = 5, a; € Njasj, € sccgﬁrl(si), kun 0 <7 < n, kutsutaan

pisteen s w-poluksi.

Huomautus 2.2. Jokaista juuresta sr™ eroavaa pistettd s vastaa ainakin

numeroituvasti ddretén madra w-polkuja, jotka eroavat toisistaan ainoastaan
termien a; suhteen.

Maééritelmé 2.16. Transitiosysteemin 90 = (ST sr™ {rP | r € R}, {p™ |

p € P}) w-laajennus 0 = (Sim o {rm | r € R}, {pm | p € P}) méadritel-
laén seuraavasti.

o SMon joukon S™ kaikkien alkioiden kaikkien w-polkujen joukko.

o st = gt

—

o (u,v) € r™ joss v =u(a,r,s), missi a € Njau € S

Jokaiselle pisteen s w-polulle s pétee, ettd (M, s) F p < (ﬁ, s) E p,
missi p € P ja s € S™.

Huomautus 2.3. Olkoon Mt jokin w-laajennus. Jos v = u(a,r,s) € S{U\t,
jollain a € N, niin w; = u(a;, r, s) € S™ kaikilla a; € N.

Esimerkki 2.1. Olkoon M = (SP sr™ ™ p™) transitiosysteemi, jossa
ST ={1,2,3}, sr™ =1, r™ = {(1,2),(2,3)} ja p™ = {1,3}..
Transitiosysteemin 9 w-laajennus M = (Sm fm, 93?7 p™), missi

L4 Sﬁ: {]-a 1(@17T, 2),1((11,7", 2)((12,7", 3) | a € N’ az € N}’



o 7 — {(1,1(as,7,2)), (1(ay,r,2),1(ar,r,2)(az,r,3)) | a1 € N,as € N},
o p™ = {1,1(a1,7,2)(as,7,3) | a1 € N, a5 € N}.

Lause 2.2. (Vrt. [6, s. 241|.) Transitiosysteemin I w-laajennus M on tran-
s1tiopu.

Todistus. Olkoon 901 transitiosysteemi ja M sen w-laajennus. Tehddan vas-

taoletus, etté M ei ole transitiopuu. Siis on olemassa sellainen piste s € S{D\?,

josta ei ole polkua juureen tai silld on ainakin kaksi eri polkua juureen.

m

Maédritelméstd 2.16 seuraa, ettd sr™ = sr™. Valitaan mielivaltainen w-

polku s € S™. Mairitelmén 2.15 perusteella
/S\: SO(ala T, Sl)(a27 T2, 82) cee (an7 Tn, Sn)a

missd so = 5™, a; € N ja 5,41 € sccffil(si), kun 0 < i < n. Koska S™ on
joukon S™ kaikkien w-polkujen joukko, niin on helppo nihdai, etté jos

/S\n = 80(a17 1, 81)(0,2,7"27 82) e (a/na Tn, Sn) € Sgﬁv

niin -
~ m
S; = solay, 1, s1)(ag, re, $2) ... (@i, iy 8;) € S7,
kun 0 < i < n. Ndhdaédn helposti, ettd 5,11 = S;(@iq1,7it1, Siv1), kun

0 < i < n. Méaaritelméstd 2.16 seuraa, ettd (8;,S;41) € 7’?3}1, kun 0 < i < n,
jonka perusteella voidaan helposti todistaa induktiolla w-polun pituuden suh-
teen, ettd pisteestd s on polku juureen transitiosysteemissd 9. Itseasiassa eh-
dosta S; 11 = S;(@;41,7i41, Siv1) seuraa, ettéd pisteelld S;,1 on ainoastaa yksi
suora edeltdjd, nimittain r;,-edeltaja s;. Koska jokaisella juuresta eroaval-
la pisteelld on ainoastaan yksi suora edeltdjd, niin ei ole olemassa sellaista

pistetté, josta olisi kaksi eri polkua juureen. Erityisesti juuresta sr™ on tés-
malleen yksi polku juureen, nimittédin tyhja polku.
Siis transitiosysteemin 91 w-laajennus 991 on transitiopuu. O]

Esimerkki 2.2. Olkoon M = (S™ sr™ ™ p™) transitiosysteemi, jossa
ST = {1,2,3,4}, sr™ =1, 7" = {(1,2),(1,3),(2,3)} ja p™ = {1, 3,4}.
Transitiosysteemin 9 w-laajennus M = (S™, sr™ ™ p™) missi

o S™ = {1,1(as,r,2),(as,r,3), L(ar,r,2)(as,r,3) | a1 € N, as € N},

o sr =1,

o 17 = {(1,1(a1,7,2)), (1, 1(ar,7,3)), (1(ar, 7, 2), 11,7, 2) (a, 7, 3)) |
a € N, as € N}7



o pﬁ ={1,1(ay,7,3),(a,r,2)(az,r,3) | a1 € N,ay € N}.
Huomionarvoista on se, ettd 91 ei ole transitiopuu, mutta M on.

Lause 2.3. (Vrt. [6, s. 241]) Olkoon I transitiosysteemi. Nyt M < M.

Todistus. Olkoon R C S™ x S™ sellainen relaatio, ettd (s,t) € R, joss t on
pisteen_s w-polku. Todistetaan, ettd R on bisimulaatio transitiosysteemien
M ja M valilla kidymalla 1lapi maaritelméan 2.12 ehdot.

1. sr™ on pisteen sr™ w-polku, joten (sr™, sr™) € R.

2. Valitaan mielivaltainen (s,s’) € R. Koska s’ on pisteen s w-polku, niin
madritelmésta 2.16 seuraa, ettd s ja s’ toteuttavat samat propositio-
symbolit.

3. Oletetaan, etti (s,s') € R ja (s,t) € r™, missi r € R. Valitaan jokin
a € N. Nyt pisteen ¢ eriis w-polku on t' = s'(a, r,t) € S™, joten (s',t') €
r™ ja (t,t') € R.

4. Oletetaan, ettd (s,s') € R ja (s',t') € r™ missd r € R. Nyt mééritel-
misti 2.16 seuraa, etti t' = s'(a,r, t), jollain t € S™ ja a € N. Itseasias-
sa t’ on pisteen ¢t w-polku, joten (¢,t') € R. Koska s’ = u(a;,r;, s) (tai
erikoistapauksessa s’ = sr™ = sr™ = ), niin t' = u(ai, i, s)(a,r,t) (tai
t' = s(a,rt)), jollain a; € N, r; € R ja u € S™. Koska #' on w-polku
niin médritelmésta 2.15 seuraa, etti (s,t) € r™.

Kaikki bisimulaation méaritelmén ehdot patevét, joten 91 ja M ovat bisimi-
laarisia. O
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3 u-kalkyyli ja M SO

Téassd luvussa maaritellaan p-kalkyyli, monadinen toisen kertaluvun predi-
kaattilogiikka ja esitetddn standardikdannds p-kalkyylistd monadiseen toisen
kertaluvun predikaattilogiikkaan.

Luvun ensimmaéisessé osassa késitelldadn p-kalkyylid. Aluksi méaritellaan
funktion kiintopiste ja todistetaan Knaster-Tarski -lause, joka kertoo, etta jo-
kaisella muotoa f : p(S) — p(9) olevalla monotonisella funktiolla f on suu-
rin ja pienin kiintopiste. Tamén jalkeen siirrytédén tarkastelemaan p-kalkyylin
standardisemantiikkaa, jonka jilkeen esitellidn p-kalkyylin peliteoreettinen
semantiikka, jonka tarkoitus on havainnollistaa u-kaavojen merkitystéa. Lo-
puksi todistetaan joitakin p-kalkyyliin liittyvid perustavanlaatuisia tuloksia.

Luvun toisessa osassa madritellain monadinen toisen kertaluvun predi-
kaattilogiikka ja todistetaan joitakin tuloksia.

Luvun viimeisesséd osassa esitetdén standardikdannos p-kalkyylistd mo-
nadiseen toisen kertaluvun predikaattilogiikkaan ja todistetaan kddnnoksen
p-askel.

3.1 p-kalkyyli

3.1.1 Kiintopisteet

Téssé kappaleessa ldhteind on kiytetty teoksia [1] ja [2].

Olkoon 9 jokin transitiosysteemi, ¢(X) jokin kaava, jossa joukkomuut-
tuja X esiintyy vapaana ja V jokin valuaatio. Yksi tapa kuvata muuttu-
jan X tulkinnan suhdetta kaavan ¢(X) totuusjoukkoon on ajatella kaa-
vaa ¢(X) funktiona fd‘)/( X); joka saa parametrikseen muuttujan X tulkinnan

ja palauttaan kaavan ¢(X) totuusjoukon. Talloin funktio f;/& x) On muotoa
Fixy 2 9(S™) — o(S™) ja fix)(Y) = [¢(X)[[Pix.oy)- Kutsutaan télldista
funktiota fq‘f( x) kaavan (X)) merkitysfunktioksi. Jos muuttuja X ja valuaa-

tio V, johon funktiota f(;/( X) sovelletaan, on asiayhteydesté selvd, kiytetdan
yksinkertaisesti merkintda fj.

Maaritelma 3.1. Olkoon S jokin joukko ja f : p(S) — p(5) jokin funktio.

1. Funktio f on monotoninen, mikali kaikille X, Y € p(S) pétee, etté jos
X C Y niin f(X) C f(Y).

2. Joukkoa X sanotaan funktion f kiintopisteeksi, jos f(X) = X.

3. Joukkoa X sanotaan funktion f pienimmaéksi kiintopisteeksi, jos X on
funktion f kiintopiste ja kaikille funktion f kiintopisteille Y pétee, etté
XCY.
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4. Joukkoa X sanotaan funktion f suurimmaksi kiintopisteeksi, jos X on
funktion f kiintopiste ja kaikille funktion f kiintopisteille Y pétee, etté
Y C X.

Lause 3.1 (Knaster-Tarski -lause). (Vrt. [3, s. 260].) Olkoon f : p(S) —
©(S) monotoninen funktio. Tdlldin funktiolla f on pienin kiintopiste LF P(f)
ja suurin kiintopiste GFP(f) siten, ettd

1. LEP(f) = ({{X € § | f(X) C X} ja
2. GFP(f) = U{X € S| X C J(X)}.

Todistus. Selvasti {X C S| f(X) C X} siséltdd aina joukon S ja {X C S |
X C f(X)} siséltdéd aina tyhjin joukon, joten edelld mainitut joukot ovat
aina epétyhjia. Todistetaan, ettd LFP(f) on funktion f pienin kiintopiste
ja, ettd GFP(f) on funktion f suurin kiintopiste.

1. Olkoon x = {X C S| f(X) C X} ja Z =[)x. Ndytetddn ensin, etté
Z on funktion f kiintopiste eli, ettd f(Z) = Z.

Valitaan mielivaltainen X € y. Selvisti Z C X. Funktion f monotoni-
suudesta seuraa, ettd f(Z) C f(X). Koska X € x, niin f(X) C X. Siis
f(Z) € X. Koska X valittiin mielivaltaisesti, niin f(Z) C X kaikilla
X € x. Koska Z = x, niin f(Z) C Z.

Todistetaan vield, ettd Z C f(Z). Edellisen perusteella f(Z) C Z,
joten funtion f monotonisuuden perusteella f(f(Z)) C f(Z). Nahddén
heti, ettd f(Z) € x, joten Z C f(Z). Néin tullaan todistaneeksi, etté
[(Z)=Z.

Todistetaan vield, ettd Z on pienin kiintopiste. Olkoon Y jokin funktion
f kiintopiste. Talloin f(Y) =Y ja erityisesti f(Y) C Y, joten Y € y.
Tésté seuraa, ettd Z C Y, joten Z on pienin kiintopiste. Siis LF'P(f) =
X S5 f(X)C X}

2. Olkoon x ={X C S| X C f(X)} ja Z = |Jx. Néytetddn ensin, ettd
Z on funktion f kiintopiste eli, ettd f(Z) = Z.

Valitaan mielivaltainen X € x. Selvisti X C Z. Funktion f monotoni-
suudesta seuraa, ettd f(X) C f(Z). Koska X € x, niin X C f(X). Siis
X C f(Z). Koska X valittiin mielivaltaisesti, niin X C f(Z) kaikilla
X € x. Koska Z = |J x, niin Z C f(2).

Todistetaan vield, ettd f(Z) C Z. Edellisen perusteella Z C f(Z), joten
funktion f monotonisuuden perusteella f(Z) C f(f(Z)). Nahdaén heti,
ettd f(Z) € x, joten f(Z) C Z. Néin tullaan todistaneeksi, etta f(Z) =
Z.

Todistetaan vield, ettd Z on suurin kiintopiste. Olkoon Y jokin funktion
f kiintopiste. Télloin f(Y) =Y ja erityisesti Y C f(Y), joten Y € y.
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Téastéd seuraa, ettd Y C Z, joten Z on funktion f suurin kiintopiste.

Siis GFP(f) = J{X C S| X C f(X)}.
]

Korollaari 3.1. Olkoon [ : o(S) — @(S) monotoninen funktio. Tdlloin
funktion f pienimmdlle kiintopisteelle LF P(f) ja suurimmalle kiintopisteelle
GFP(f) pdtee, etti

1. LFP(f) = (X € S| f(X) = X} ja
2. GFP(f) = UfX €S| X = F(O}

Siis lauseessa 3.1 esiintyvdt ehdot f(X) C X ja X C f(X) voidaan korvata
merkinndlld f(X) = X.

Todistus. Lauseen 3.1 perusteella, kun f on monotoninen, niin LFP(f) ja
GFP(f) ovat aina olemassa ja ne ovat kiintopisteitd siten, ettd jokaisella
funktion f kiintopisteella X LFP(f) C X ja X C GFP(f). Siis LFP(f) =
N{X C S| F(X) = X} ja GFP(f) = U{X C S| X = f(X)}. .

3.1.2 p-kalkyylin standardisemantiikka

Maaritelma 3.2. Merkitadn symbolilla L daretonta joukkoa modaliteettien
nimié ja merkitddn sen alkiota symboleilla a, b, . . ..

Maaritelma 3.3. Olkoon ¢(X) kaava, jossa konnektiiveina kiytetddn vain
konjunktiota ja negaatiota. Erityisesti jokainen implikaationuoli ja ekviva-
lenssinuoli on purettu maaritelmiensd mukaan konjunktioiden ja negaatioi-
den avulla. Muuttujan X esiintyméé kaavassa ¢(X) sanotaan positiivikseksi,
mikéli sithen vaikuttaa parillinen méaré negaatioita. Jos muuttujan esiinty-
méan vaikuttaa pariton mé#rd negaatioita, sanotaan esiintyméai negatiivi-
seksi.

Esimerkki 3.1. Kaavassa (Y A —(a)(—=Z A Z)) A uX.(X A p) muuttuja X
esiintyy positiivisesti, Y negatiivisesti ja Z esiintyy sekd positiivisesti etté
negatiivisesti.

Maaritelma 3.4. u kalkyylin kieli Lp(X,P,L) muodostuu joukkomuuttu-
jista X € X yksipaikkaisista propositiosymboleista p € P ja modaliteettien
nimisté a € L. Kielen Lu(X,P, L) kaavat muodostuvat seuraavasti.

e Jokainen joukkomuuttuja X € X on kaava.
e Jokainen propositiosymboli p € P on kaava.
e | on kaava.

e T on kaava.
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Jos ¢ on kaava, niin —¢ on kaava.

Jos ¢ ja ¢9 ovat kaavoja, niin ¢; A ¢ on kaava.

Jos ¢ on kaava ja a € L, niin (a)¢ on kaava.

Jos ¢(X) on kaava, jossa X esiintyy vain positiivisesti, niin puX.4(X)
on kaava.

Muut konnektiivit méaritelladn konjunktion, negaation ja mahdollisuuso-

peraattorien (a) avulla tavanomaisesti. Pienimmén kiintopisteoperaattorin
pX duaali vX.p(X) = uX.—¢(—X).

Huomautus 3.1. Vastaavasti pienin kiintopisteoperaattori X voidaan maa-
ritelld suurimman kiintopisteoperaattorin X duaalina. Talloin

pX.G(X) = wX.~¢(=X).

Esimerkki 3.2. Oletetaanettda € L, p,q € Pja X,Y € X. Nyt X, (a)(p/Aq)
ja 7Y ApuX.(X A—=(a)—X) ovat kaavoja, mutta uX.(X A (a)—X) ei ole kaava.

Maaritelma 3.5. Olkoon 9 transitiosysteemi ja V' valuaatio. Maéaritellaén
kaavan ¢ totuusjoukko |43 induktiivisesti seuraavasti.

o | X|P:=V(X), kun X € X,

o plI?* :==p™ kun p € P,

o [|LIP =0,

o [ITIR" := 8™,

o [0V == 5™ — |l

o [l62 A G2llP = [l NV ll6ulIF,

Ka)olI7* := {s € 8™ [ secg(s) N |97 # 0}, kun a € L,
o [[pX X" = {T € 8™ [ [|9(X) V5.1 € T}-

Huomautus 3.2. Jos u-kalkyyli on méaéritelty siten, ettd pX on maéaritelty
suurimman kiintopisteoperaattorin v X duaalina, niin

X oI := (T € ST T S [[6(X)[Px.=m}
Huomautus 3.3. Itseasiassa ||uX.¢(X)[|3 on kaavan ¢(X) merkitysfunk-

tion pienin kiintopiste ja vastaavasti || X.¢(X) |3 on kaavan ¢(X ) merkitys-
funktion suurin kiintopiste (ks. lause 3.6).
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Todistetaan, ettd maaritelmassa 3.5 esitellyn pienimmén kiintopisteope-
raattorin uX duaali vX on huomautuksessa 3.2 esitelty suurin kiintopisteo-
peraattori. Todistetaan myos, ettd suurimman kiintopisteoperaattorin duaali
on pienin kiintopisteoperaattori.

Maaritelma 3.6. Olkoon 901 transitiosysteemi ja A jokin joukko. Kaytetadn
seuraavaa lyhennysmerkintaa

~A=8"_ A

Lause 3.2. Pienimmdn kitntopisteoperaattorin duaali on suurin kiintopis-
teoperaattor: ja suurimman kiintopisteoperaattorin duaali on pienin kiinto-
pisteoperaattort.

Todistus. Olkoon 9 mielivaltainen transitiosysteemi, V' mielivaltainen valu-
aatio ja ¢(X) mielivaltainen Lu-kaava, jossa X esiintyy vain positiivisesti.
Todistetaan ensin, ettd suurimman kiintopisteoperaattorin duaali on pienin
kiintopisteoperaattori.

|~ X~ (~X) |
—~ [ X =g (~X) [
=~ (T S S T C (= X)|[Bxn}
=~ | (T € ™ |~ (- X) Py S~ T}
=~ | (T € S™ | 1(~X) By S~ T}
=~ i~ K € ™[ [6(-X) P —i) € K}
=~ |~ K € 8™ [6(X) Py € K}
= (K € 8™ 6(X) By € K}
— XS (X) |

Siis suurimman kiintopisteoperaattorin duaali on pienin kiintopisteoperaat-
tori. Kaytetddn tata tulosta apuna, kun todistetaan, ettd pienimmén kiinto-
pisteoperaattorin duaali on suurin kiintopisteoperaattori.

=X~ (~X) I =~ [1X =0~ X)
=~ X g (X
= VX H(X)

]

Maaritelma 3.7. Merkinnélla nX viitataan sekd kiintopisteoperaattoriin
uX etta vX.
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Maaritelma 3.8. Muuttujan X esiintymad Lu-kaavassa ¢ sanotaan sido-
tuksi, mikali se on jonkin kiintopisteoperaattorin nX vaikutuspiirissd. Jos
muuttujan X esiintymaé kaavassa ¢ ei ole sidottu, on se vapaa.

Huomautus 3.4. Sama muuttuja voi yhtd aikaa esiintya kaavassa seké va-
paana etta sidottuna.

Esimerkki 3.3. Kaavassa Y AuX.(pV{(a)XVZ) muuttujat Y ja Z esiintyvét
vapaana, kun taas muuttuja X esiintyy sidottuna.

Maaritelma 3.9. Ly kaavaa ¢ sanotaan puhtaaksi, mikali

1. jokaista kaavassa ¢ esiintyvai sidottua muuttujaa X sitoo tasmaélleen
yksi kiintopisteoperaattori nX ja

2. mikédan sidottu muuttuja X ei esiinny vapaana kaavassa ¢.

Lause 3.3. (Vrt. [8, s. 3-11].) Jokaista Lu-kaavaa ¢ vastaa ekvivalentti puh-
das Lu-kaava ¢*.

Todistus. Mielivaltaisesta Lu-kaavasta ¢ saadaan ekvivalentti puhdas Lu-
kaava muuttujavaihdosten avulla. Mikéli jokin sidottu muuttuja esiintyy va-
paana kaavassa ¢, vaihdetaan sidotun muuttujan tilalle jokin sellainen muut-
tuja, joka ei jo esiinny kaavassa ¢. Jos kaksi kiintopisteoperaattorien ilmenty-
méa sitoo samaa muuttujaa, vaihdetaan jalkimmaéaisen muuttujan tilalle jokin
kaavassa ¢ ennestdédn esiintymaton muuttuja. Nain muokattu Lu-kaava on
selvasti puhdas ja ekvivalentti alkuperiisen kaavan kanssa. O

Esimerkki 3.4. Olkoot ¢ = puX.(pV (a) X) AuX.(pA{(a)X) jad = puX.(pV
(a)X) N X. Kaavat ¢ ja 9 eiviit ole puhtaita. Kaavaa ¢ vastaa puhdas ekvi-
valentti kaava ¢* = uX.(pV (@) X)ApY.(pA{a)Y) ja kaavaa o) vastaa puhdas
ekvivalentti kaava * = puY.(p VvV (a)Y) A X.

Tasta lahtien puhuttaessa Lu-kaavoista oletetaan ne automaattisesti puh-
taiksi kaavoiksi.

Lause 3.4. Jokaista Lu-kaavaa ¢ vastaa ekvivalentti Ly kaava ¢*, jossa
negaatioita esiintyy ainoastaan propositiosymboleiden ja vapaiden muuttujien
edessd.

Todistus. Olkoon ¢ mielivaltainen maaritelméan 3.4 mukainen Lpu-kaava. Ol-
koon 9 kaavan ¢ jokin alikaava.

e Jos ¥ =L (tai ) = —T) niin yhtépitédvaa on, ettd ¥ = T (tai d = L).
Korvataan alkuperiisen kaavan ¢ esiintymét kaavassa ¢ muokatulla
kaavalla 1.
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o Jos ¥ = —(1y Aihg) (tai 9 = —=(3hy V 1be)), joillain kaavoilla ¢y ja 1,
niin sovelletaan kaavaan v vastaavaa de Morganin lakia, jonka jéalkeen
¥ = iy V iy (tai ¥ = =Py A —1)y). Korvataan alkuperédisen kaavan 9
esiintymat kaavassa ¢ muokatulla kaavalla ).

e Jos ¥ = —(a)y (tai 9 = —[a|y), jollain kaavalla ¢ ja jollain a € L,
niin sovelletaan kaavaan 9 modaalioperaattorien duaalisdéntod, jonka
jalkeen ¥ = [a]—) (tai ¥ = (a)—). Korvataan alkuperdisen kaavan
esiintymét kaavassa ¢ muokatulla kaavalla .

o Jos ¥ = ~puXY(X) (tal ¥ = -vX.9(X)), jollain kaavalla ¢(X), niin
sovelletaan kaavaan 1} kiintopisteoperaattorien duaalisdantod, jonka jal-
keen ¥ = vX.—p(=X) (tai ¥ = pX.—(=X)). Korvataan alkuperiisen
kaavan 9 esiintyméat kaavassa ¢ muokatulla kaavalla ¥.

e Poistetaan kaikki kaavassa ¢ esiintyvat tuplanegaatiot.

Soveltamalla sopivaa operaatiota edelld mainituista operaatioista jokaiseen
negaatioon, joka ei esiinny propositiosymbolin tai joukkomuuttujan edessé,
saadaan ¢ lopulta haluttuun muotoon ¢*. Selvésti edelld mainitut operaatiot
sdilyttaviat kaavan ¢ merkityksen, joten ¢ ja ¢* ovat ekvivalentteja. Erityi-
sesti minkdan sidotun muuttujan edessé ei voi olla negaatiota, silld kaavan
nX.(X) alikaavassa (X ) saa X esiintyd vain positiivisesti. ]

Esimerkki 3.5. Olkoon ¢ = =(p A (=X V ({(a)g A uX.(pV ({a)X))))). Muo-
dostetaan Lu-kaavan ¢ kanssa ekvivalentti Lu-kaava ¢* seuraavien askelten
kautta.

“(p A (=X V ({(a)g A pX.(pV ((0)X)))))
& p V(=X V ((a)g A pX.(pV ((a)X))))
&t =pV (=X A=({a)g A pX.(pV ((a) X))
&2 p V(X A (~(a)g vV pX.(pV (

&3 =p v (X A ([ =g VX =(pV (@)X

Ekvivalenssiketjussa on kidytetty seuraavia sdéntoja: 1 de Morganin laki, 2
kaksoisnegaation eliminointi, 3 modaalioperaattorien duaalisdénto ja 4 kiin-
topisteoperaattorien duaalisddnté. Nédin muodostettu kaava ¥ = —p V (X A
([a]=q V v X.(=p A [a]X))) on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa ja siiné esiintyy
negaatioita ainostaan vapaiden muuttujien ja propositiosymboleiden edessa.
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Lause 3.5. Olkoon 9M jokin transitiosysteemi, V jokin valuaatio, ¢p(X) sel-
lainen Lu-kaava, jossa X esiintyy vain posititvisesti ja fX(X) sithen listtyvd
merkitysfunktio. Tdlloin funktio f;s/&x) on monotoninen.

Todistus. Selvasti

(3.1) Faxy(A) C fix)(B),

(3.2) o) I x =y S 1)V x2 5,

(3.3) (M, 5, V[X = A]) E $(X) = (M, s, V[X = B]) F $(X)
kaikilla s € S™,

ovat yhtépitavid. Oletetaan, ettd ¢(X) on saatettu sellaiseen muotoon, etta
negaatioita esiintyy ainoastaan vapaiden muuttujien ja propositiosymbolei-
den edessé. Todistetaan véite induktiolla kaavan ¢(X) rakenteen suhteen.

Valitaan mielivaltaiset A, B € S™ siten, ettd A C B. Todistetaan, etti
talloin £} ) (A) C f}x)(B). Valitaan mielivaltainen s € S™.

1. Oletetaan, ettd ¢(X) =ptai p(X) =Y missip e P, Y € XjaY # X.
Nyt selvasti

(9,5, VX = A]) F ¢(X) & (M, s, VX := B]) F ¢(X),
joten vaite seuraa kaavasta 3.3.

2. Oletetaan, ettd ¢(X) = X. Viite seuraa suoraan joukkojen A ja B
valinnasta.

3. Oletetaan, ettd ¢(X) = U1 (X ) AY5(X) ja tehddén induktio-oletus, etté
véite pétee kaavoille 91 (X) ja ¥5(X). Tallin

(9, 5, VIX := A]) E o(X)
< (M) s V[X A]) E91(X) A 9o(X)
(Sﬁ s, VX 1= A]) E¥1(X) ja (M, s, V[X := A]) E91(X)
10 (m, s, V[X = B)) Ev1(X) ja (M, s, V[X := B]) E ¥2(X)
@(?IR,S,V[X B]) E 91(X) A 92(X)
< (M, s, VX := B|) E o(X).

josta véite seuraa kaavan 3.3 perusteella.

4. Oletetaan, ettd ¢(X) = ¥1(X) V92(X). Todistus on oleellisesti saman-
lainen kuin edellinen kohta.
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5. Oletetaan, ettd ¢(X) = (a)J(X) ja tehdddn induktio-oletus, etta viite
pétee kaavalle ¥(X). Téalloin

(M, 5, V[X := A]) F $(X)
< (M, s, VX = A]) E (a)(X)
e 3te S™ it e sec™(s) ja (M, t, VX = A]) E9(X)
=103t € S™ .t € sec?(s) ja (I, t, V[X = B]) E9(X)
< (M, s, VX = B]) E (a)¥(X)
& (M, s, V[X := B]) F ¢(X),

josta véite seuraa kaavan 3.3 perusteella.

6. Oletetaan, ettd ¢(X) = [a](X). Todistus on oleellisesti samanlainen
kuin edellinen kohta.

7. Oletetaan, ettd ¢(X) = pY.9(Y, X). Tehddén induktio-oletus, etté vii-
te patee kaavalle ¥(Y, X), missd X on merkitysfunktiossa fg/(x X)(X )
esiintyva joukkomuuttuja. Talléin

(M5, V[X := A)) F 6(X)

S (M, s, VX = A]) FuY oY, X)

s WS S™| I X)IVyirxma S T

=195 e ﬂ{T C ST (Y, X)“E\)/ﬁ[Y::T,X::B] cT}

< (M, s, VX := B]|) E Y 9(Y, X)

< (M, s, VX = B]) E o(X),
josta viite seuraa kaavan 3.3 perusteella. Todistuksessa esiintyva impli-
kaatio seuraa induktio-oletuksen perusteella kaavasta 3.2, silld sen pe-
rusteella [|J(Y, X)H??[Y:T,X::A} c [[9(Y, X)H\S/R[Y::T,X::B] kaikilla 7" C
S™M.Siis, jos Z € {T C ST | ||9(Y, X)H%t[Y::T,X::B} C T}, niin Z €
{T C S™| ||v(Y, X)H?/ﬁ[Y::T,X::A] C T}, josta implikaatio seuraa.

8. Oletetaan, etta ¢p(X) = vY. (Y, X). Todistus on oleellisesti samanlai-
nen kuin edellinen kohta.

Induktioperiaatteen nojalla vaite patee. O

Lause 3.6. Kaavan uX.¢(X) tulkinta on kaavan ¢(X) merkitysfunktion pie-
nin kiintopiste LFP(f,). Vastaavasti kaavan vX.¢p(X) tulkinta on kaavan
¢(X) merkitysfunktion suurin kiintopiste GFP(f,).

Todistus. Tulos seuraa suoraan méaaritelmasta 3.5, Knaster-Tarski -lauseesta
(lause 3.1) ja lauseesta 3.5. O
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Maaritelma 3.10. Olkoon ¢ ja ¥ kaavoja. Merkitaan ¢ <49, jos ¢ on kaavan
¥ alikaava.

Maaritelma 3.11. Olkoon ¢ jokin puhdas Lu-kaava ja &x = nxX.¢ox ja
& = nyY.¢y kaavan ¢ alikaavoja. Mikéli £x < &y sanotaan, ettéd kiintopis-
teoperaattori nx on riippuvainen kiintopisteoperaattorista 7y kaavassa ¢ ja
merkitaan nx <4 ny.

3.1.3 Peliteoreettinen nidkokulma pu-kalkyylin semantiikkaan

Edella esitetty méaéritelma p-kalkyylisté ei ole kovin intuitiivinen. Kiintopis-
teen ja etenkin pienimmaén ja suurimman kiintopisteen késitteet eivit sindnsé
ole vaikeita ymmartaa, mutta pelkistadn maéritelméan 3.5 perusteella on vai-
kea sanoa, mité itseasiassa tarkoittaa, kun transitiosysteemin jossain pistees-
sé pétee jokin muotoa puX.p(X) oleva kaava. Kun muotoa puX.¢(X) olevaa
kaavaa tarkastellaan peliteoreettisesti, kaavan merkitys selvidd paremmin.
Peliteoria antaa p-kalkyylille verrattain helposti ymmarrettavan rekursiivi-
sen merkityksen. Tarkastellaan mielivaltaisen Lyu-kaavan toteutumista transi-
tiosysteemissa p-valuaatiopelin € avulla. Téssa kappaleessa lahteend on péaa-
asiassa kiytetty Yde Veneman luentorunkoja [7] ja [8].

Maéritelmi 3.12. (Vrt. [8, s. 2-4]) Olkoon 90 transitiosysteemi, s € S™ V
jokin valuaatio ja & Lu-kaava. Seuraavanlaista pelid kutsutaan u-valuaatiope-
liksi ja merkitdén (&, (9, s, V')). Oletetaan lisiksi, ettd kaava £ on saatettu
sellaiseen muotoon, ettd negaatioita esiintyy ainoastaan vapaiden muuttujien
ja propositiosymboleiden edessi. Kaytetaan pelistd (&, (9, s, V)) lyhennys-
merkintdd e.

e Peli alkaa tilanteesta (¢, s).
e Pelid pelataan seuraavien saantojen mukaisesti:
— Jos peli on tilanteessa (¢1 V ¢9, s), on pelaajan 3 vuoro. Pelaaja 3

valitsee uudeksi tilanteeksi tilanteen joukosta {(¢1, s), (¢2, s)}.

— Jos peli on tilanteessa (¢1 A ¢o, s), on pelaajan V vuoro. Pelaaja V
valitsee uudeksi tilanteeksi tilanteen joukosta {(¢1, s), (¢2, s)}.

— Jos peli on tilanteessa ([a]¢, s), on pelaajan V¥ vuoro. Pelaaja V va-
litsee uudeksi tilanteeksi tilanteen joukosta {(¢,t) | t € sccX(s)}.

— Jos peli on tilanteessa ({a)¢, s), on pelaajan 3 vuoro. Pelaaja 3 va-
litsee uudeksi tilanteeksi tilanteen joukosta {(¢,t) | t € sccX(s)}.

— Jos peli on tilanteessa (nxX.dx,s), niin peli siirtyy tilanteeseen
(¢X7 S)'

— Jos peli on tilanteessa (X, s), missd X on sidottu muuttuja, niin
peli siirtyy tilanteeseen (¢x, s).
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— Jos peli on tilanteessa (P, s), missd P on looginen vakio, propo-
siosymboli, vapaa muuttuja tai jonkin néistd negaatio, niin peli
paattyy tdahan.

e Jos peli paattyy siihen, ettd pelaaja ei voi tehda valintaa, niin vastus-
taja voittaa pelin automaattisesti.

e Mikili peli padttyy tilanteeseen (P, s), niin pelaaja 3 voittaa pelin,
mikéli (M, s, V) E P. Jos (M, s, V) P pelaaja V voittaa pelin.

e Jos peli ei padty edelld mainituilla tavoilla, on peli dareton.

Olkoon peli € ddreton. Nyt pelid € vastaa ddreton jono pelattuja tilan-
teita. Olkoon

(&,5)(P1,5i) - (Dn, Sn) - - -

kyseinen jono. Nyt laatikkoperiaatteen nojalla on olemassa sellainen
muuttuja X joka esiintyy jonossa m = (&, ¢1,...,dn, ... ) dérettoméan
monta kertaa.

e Adrettémén pelin voittaja ratkaistaan seuraavasti:

— Merkinnélld Un f*°(m) tarkoitetaan joukkoa, joka siséltaé jokaisen
kaavassa ¢ sidotun muuttujan, joka esiintyy jonossa 7 ddrettoman
usein. Olkoon Un f,° (m) vastaava joukko, jossa jokainen muuttuja
X on korvattu sité sitovalla kiintopisteoperaattorilla 7x.

— Pelaaja 3 voittaa pelin, jos mazr< (Unfp°(m)) = vx, kun taas pe-
laaja V voittaa pelin, jos mar< (Unf°(7)) = px, missi X €
X. Merkinnélld mawr<, (A) tarkoitetaan joukon A suurinta alkiota
madritelmassa 3.11 maaritellyn osittaisen jarjestyksen <, suhteen.
Kun peli on déretdn on helppoa néhdi, ettd joukko Unf () si-
saltaa aina suurimman alkion osittaisen jarjestyksen <, suhteen.

Pelaajalla 4 sanotaan olevan voittostrategia pelissa £ mikali riippumatta pe-
laajan V valinnoista pelaaja 3 voi pelata pelid siten, ettd 3 voitaa pelin €.
Jos pelaajalla 3 on voittostrategia pelissa (€, (9, s, V'), niin sanotaan, etta
kaava & on peliteoreettisesti tosi mallissa 90, pisteessd s, valuaatiolla V' ja

merkitdan (9, s, V) I €.

Lause 3.7. Olkoon 9N transitiosysteemi, s € S™, V valuaatio ja ¢ Lu-kaava.
Nyt
M, s, V)Eo<= (M, s, V) IFo.

Todistus. (Vrt. |7, s. 25].) Oletetaan, ettd ¢ on puhdas Lu-kaava, joka on
saatettu sithen muotoon, ettd negaatioita esiintyy ainoastaan propositiosym-
boleiden ja vapaiden muuttujien edessi. Todistetaan vaite induktiolla kaavan
¢ rakenteen suhteen.
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Todistukset propositiosymboleille p € P, joukkomuuttujille X € X, nii-
den negaatioille, konjunktioille, disjunktioille ja modaalioperaattoreille ovat
verrattain yksinkertaisia ja intuitiivisia, joten ne sivuutetaan.

Tehdéén induktio-oletus, etté véite patee kaavalle ¢(X). Todistetaan véi-
te ensin pienimmalle kiintopisteoperaattorille.

(=) Oletetaan, ettd (M, s, V) F uX.¢(X), joka on yhtapitéviad sen kans-
sa, etti s € ({T' C S™ | ||¢(X)||$}X::T] C T} ja olkoon W := {s € S™|
(M, s, V) IF uX.(X)}. Nyt riittdé todistaa, etta H¢(X)”xg)/t[x;zw} C W, silla
téstd seuraa, ettd s € W, eli (M, s, V) IF uX.¢(X). Kéytetdén lyhennysmer-
kintda V' = V[X = W].

Valitaan mielivaltainen t € S™ ja oletetaan, ettd (9, ¢, V') E ¢(X). Tar-
koituksena on todistaa, ettd talloin (9,¢, V') E X. Induktio-oletuksen pe-
rusteella patee, ettd (I, ¢, V') IF ¢(X). Siis pelaajalla 3 on voittostrategia f’
pelissd G' = e(p(X), (I, ¢, V). Selviisti pétee, ettd

M, t, VY EX

s teV(X)

sSteW

< (M, V) IF pX.o(X)

< Pelaajalla 3 on voittostrategia f pelissd G = e(uX.¢(X), (9, ¢, V)).
Nyt siis riittad todistaa, ettd jos pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd G’, niin

pelaajalla 3 on voittostrategia myd6s pelissd GG. Todistetaan tdméa pelaamalla
pelejd G ja G' samanaikaisesti seuraavan taulukon mukaisesti.

Pelit G = e(uX.D(X), (M, £,V)) G = e((X), (M, 1, V"))
Alkutilanne (uX.0(X), 1) (p(X), 1)
(0(X), 1) :
(X,u) (X.u)
(¢(X), u)

Oletetaan, etté pelid G’ pelataan pelaajan 3 voittostrategian f’ mukaisesti.
Pelit G ja G’ alkavat tilanteesta (uX.¢(X),t) ja (¢(X),t). Pelin sdéntojen pe-
rusteella peli G siirtyy vélittomaésti tilanteeseen (¢(X),t), jolloin molemmat
pelit ovat samassa tilanteessa. Olennaista on se, ettd pelit G ja G’ eroavat
toisistaan ainoastaan tilanteen (X, u), missi u € S™, kiisittelyn suhteen. Siis,
jos pelattaessa pelid G’ voittostrategian f’ mukaisesti ei koskaan jouduta ti-
lanteeseen, joka on muotoa (X, ), niin f’ toimii pelaajan 3 voittostrategiana
myos pelisséd G, josta viite seuraa. Oletetaan, ettd peleja G ja G’ on pelattu
siten, ettd pelaajan V siirrot pelissd G on siirretty peliin G’, josta on palau-
tettu peliin G voittostrategian f’ ehdottama pelaajan 3 siirto ja molemmissa
peleissé ollaan paadytty tilanteeseen (X, u). Nyt, koska pelia G’ on pelattu
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pelaajan 3 voittostrategian mukaisesti, niin v € V/(X). Siis u € W eli pe-
laajalla 3 on voittostrategia f,, pelissd G, = e(uX.¢(X), (MM, u,V)). Peli G,
alkaa tilanteesta (uX.p(X),u) ja siirtyy valittomaésti tilanteeseen (¢(X), u).
Nyt pelaajalla 3 on voittostrategia pelissi G, tilanteessa (¢(X),u). Koska
myo6s pelissi G ollaan tilanteessa (¢(X), u) ja peleissd G, ja G samoja tilan-
teita késitelladan tdsmaélleen samalla tavalla, niin voittostrategiaa f, voidaan
soveltaa peliin G, jolloin 3 voittaa pelin G. Téasta seuraa, ettd pelaajalla 3
on voittostrategia pelissé G joudutaan pelissi tilanteeseen muotoa (X, u) tai
ei, josta vaite seuraa.

(<) Oletetaan, etta (M, s, V) Ik uX.¢(X), siis pelaajalla 3 on voitto-
strategia f pelissi G = e(uX.¢(X), (M, s,V)). Tehdaéan vastaoletus, ettd
5 ¢ X H(X) |3 i, etti s ¢ (T C S™ | |6(X)|By._py C T}. Kytetiidn
lyhennysmerkintda V' = V[X := ||uX.6(X)||¥.

Valitaan mielivaltainen ¢ € S™ siten, ettd t ¢ ||uX.¢(X)||¥. Pienim-
mén kiintopisteen méiritelméin perusteella ||¢(X)||3% C ||uX.¢(X) [P, joten
t ¢ ||o(X)||P%. Tallsin induktio-oletuksesta seuraa, etté pelaajalla 3 ei ole
voittostrategiaa pelissi Gy = e(p(X), (M, ¢, V')). Erityisesti pelaajalla 3 ei
ole voittostrategiaa pelissi G/ = e(¢(X), (M, s, V")), silli s ¢ [|uX.¢(X)[|I%.
Pelataan peleja G ja G’ yhtdaikaa seuraavan taulukon mukaisesti.

Pelit G=c(uX.o(X), (M, s,V)) G =ce(o(X), (M, s, V"))
Alkutilanne (uX.0(X),s) (p(X),s)
(¢(X), s) :
(X.u) (X, u)
(9(X), u)

Peli G siirtyy vélittomaésti tilanteeseen (¢(X), s), jonka jélkeen pelit G ja G’
ovat samassa tilanteessa. Pelataan pelejda G ja G’ siten, ettd pelia G pela-
taan voittostrategian f mukaisesti siten, etta pelistd G’ siirretdén pelaajan
V siirto peliin G, josta lahetetddn peliin G’ voittostrategian f ehdottama
pelaajan 3 siirto. Huomataan, etta pelit G ja G’ eroavat toisistaan ainoas-
taan muotoa (X, u) olevien tilanteiden kisittelyssd joten, jos voittostrate-
gian f mukaan pelatussa pelissé G ei koskaan jouduta tilanteeseen muo-
toa (X, u), niin pelaajalla 3 olisi voittostrategia myoskin pelissd G', josta
seuraisi ristiriita. Siis jossain vaiheessa pelid molemmat pelit padatyvét ti-
lanteeseen (X, u), jossa u € S™. Koska pelaajalla 3 ei ole voittostrategi-
aa pelissd G', niin v ¢ V'(X). Valuaation V' mééritelméista seuraa, ettd
u ¢ uX.GX)F. Koska 6O C [nX.o(X)F, nin u ¢ [o(X)[F,
josta induktio-oletuksen perusteella seuraa, ettd pelaajalla 3 ei ole voitto-
strategiaa pelissi G, = e(p(X), (M, u,V’)). Pelin G, ja G’ ainoa eroavai-
suus on se, ettd peli G, alkaa tilanteesta (¢(X),u), kun taas peli G’ al-
koi tilanteesta (¢(X),s). Koska peli G on tilanteessa (¢(X),u), niin pe-
leja G ja G, voidaan alkaa pelaamaan samanaikaisesti aivan, kuten pe-
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leja G ja G'. Téstd seuraa, ettd voittostrategian f mukaan pelatun pe-
lin G téaytyy olla ddreton, mutta talléin korkein kiintopisteoperaattori, jo-
ka esiintyy pelatussa pelissd G dérettoméan usein on pu, josta seuraa, ettd V
voittaa pelin, joten f ei ole voittostrategia pelissd G. Téstéd seuraa ristirii-
ta oletusten kanssa, joten vastaoletus on viirin ja s € |[uX.¢(X)|¥. Siis
(M, s, V) IF pX.p(X) = (M, 5, V) E uXop(X).

Edellisten perusteella (M, s, V) E uXo(X) < (M, s, V) IF uX.6(X).

Todistetaan tdmén jalkeen lauseen vaite suurimmalle kiintopisteoperaat-
torille.

(=) Oletetaan, ettd (M.s,V) E vX.¢(X). Tehddédn vastaoletus, etté
(M, s, V) ¥ vX.¢(X), eli toisin sanoen pelaajalla 3 ei ole voittostrategi-
aa pelissi G = e(vX.¢(X), (M, s,V)). Kéytetddn lyhennysmerkintdd V' =
VIX = v X.0(X) |2,

Suurimman kiintopisteen mééritelmésta seuraa, etta
(3.4) v X.6(X) IV S lle(X)P-
Valitaan mielivaltainen t € S™. Nyt
(M, ¢, V) FrvX.o(X)
=54 (M8, V) F ¢(X)
1O (M, V') IF ¢(X)
& Pelaajalla 3 on voittostrategia f; pelissi Gy = e(p(X), (M, ¢, V")).

Nyt siis pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd G5 = ¢(¢(X), (M, s,V’)). Pe-
lataan pelejd G ja G, yhtdaikaa seuraavan taulukon mukaisesti.

Pelit G=c(wX.o(X),M,s,V)) Gs=¢e(o(X), (M, s, V"))
Alkutilanne (v X.9(X),s) (p(X), s)
(0(X), s) :
(X, w) (X,w)
(¢(X), u)

Peli G siirtyy valittomasti tilanteeseen (¢(X), s), jonka jilkeet pelit G ja G
ovat samassa tilanteessa. Pelataan peleja G ja G, siten, ettd pelid G pela-
taan pelaajan 3 voittostrategian f; mukaisesti siten, etté pelistd G siirretaén
pelaajan V siirrot peliin G josta ldhetetddn peliin G voittostrategian f, eh-
dottama pelaajan 3 siirto. Huomataan ettd pelit G' ja G eroavat toisistaan
ainoastaan muotoa (X, u) olevien tilanteiden késittelyssé joten, jos voitto-
strategian fs; mukaan pelatussa pelissd ei koskaan jouduta muotoa (X, u)
olevaan tilanteeseen, niin pelaajalla 3 olisi voittostrategia myoskin pelissé
(G, josta seuraisi ristiriita. Siis jossain vaiheessa pelid molemmat pelit p&aa-
tyvit tilanteeseen (X, u), jossa u € S™. Koska peliii G pelataan voitto-
strategian f, mukaisesti, niin u € V/(X), joten u € ||[vX.¢(X)||¥. Kaavan
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3.4 ja induktio-oletuksen perusteella pelaajalla 3 on voittostrategia pelissa
Gy = e(o(X), (M, u, V')). Peli G, alkaa tilanteesta (¢(X),u), siis samasta
tilanteesta, johon pelissi GG on péaadytty. Koska pelit G ja G, eroavat toi-
sistaan tdsmélleen samalla tavalla kuin pelit G ja G ndhdédan helposti, etté
pelaamalla peleja G ja GG, voittostrategian f, mukaisesti siten, ettd pelaaja
3 ei voittaisi pelid G, on pelien jalleen péddyttavéa johonkin muotoa (X, v)
olevaan tilanteeseen. Tésté seuraa induktiivisesti, ettd pelissi G pelataan
kaavaa X ddrettomén usein. Koska muuttujaa X sitoo kiintopisteoperaattori
v, niin valuaatiopelin sddntojen perusteella 3 voittaa pelin, miké on ristiriita.
Siis vastaoletus on vaarin ja (9, s, V) IF v X.¢(X).

(<) Oletetaan, ettd (9M,s,V) IF vX.¢(X) ja olkoon W = {s € S™ |
(M, s, V) IF vX.¢(X)}. Nyt riittdd todistaa, ettd W C ||¢(X)||$T[X::W], silla
silloin

W C | HT € 87T C 19X 1 Pxen} = [l X-o (X

Kéytetaan lyhennysmerkintda V' = VI[X := W].
Valitaan mielivaltainen ¢t € S™. Nyt t € W, joss pelaajalla 3 on voitto-
strategia f; pelissd Gy = e(vX.¢(X), (M, t,V)). Selvésti pétee, etté

(M, 1, V') E $(X)

O (M, 1, V") IF ¢(X)
& Pelaajalla 3 on voittostrategia pelissi G' = e(4(X), (I, ¢, V")).
Riittaa siis todistaa, ettd jos pelaajalla 3 on voittostrategia f; pelissd Gy,

niin pelaajalla 3 on voittostrategia pelissa G’. Todistetaan tdmé pelaamalla
peleja G’ ja G; samanaikaisesti seuraavan taulukon mukaisesti.

Pelit Gy =e(X.¢o(X), (M, t,V)) G =ce(o(X), (M, ¢, V"))
Alkutilanne (v X.¢(X),1) (¢ (X) t)
(0(X),1)
(X, u) (Xl )
(0(X), w)

Peli G, siirtyy vélittomaésti tilanteeseen (¢(X),t), jonka jilkeen pelit G’ ja G,
ovat samassa tilanteessa. Pelataan peleja Gy ja G’ siten, etta pelid G pelataan
pelaajan 3 voittostrategian f; mukaisesti siten, ettéa pelistd G’ siirretadn pe-
laajan V siirrot peliin G, josta ldhetetdéan peliin G’ voittostrategian f; ehdot-
tama pelaajan 3 siirto. Huomataan ettéd pelit G; ja G’ eroavat toisistaan ai-
noastaan muotoa (X, u) olevien tilanteiden késittelyssi joten, jos voittostra-
tegian f; mukaan pelatussa pelissé ei koskaan jouduta muotoa (X, u) olevaan
tilanteeseen, niin pelaajalla 3 olisi voittostrategia myos pelissa G', josta véite
seuraa. Oletetaan siis, ettéd jossain vaiheessa pelid molemmat pelit padtyvat
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tilanteeseen (X, u) ja tehddén vastaoletus, ettd pelaaja V voittaa pelin G'.
Tésséd tapauksessa u ¢ V'(X), joten u ¢ W. Joukon W valinnan perusteella
pelaajalla 3 ei ole voittostrategiaa pelissi G = e(vX.¢(X), (M, u,V)). Peli G
alkaa tilanteesta (vX.¢(X),u) ja siirtyy valittoméasti tilanteeseen (¢(X),u),
siis tilanteeseen, jossa pelissi Gy ollaan. Peleissd G ja Gy samoja tilanteita ké-
sitelldén tasmélleen samalla tavalla. Oletusten perusteella, ja koska pelida G,
ollaan tdhén asti pelattu voittostrategian f; mukaisesti, tilanteessa (¢(X), u)
pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd G, mutta ei pelissid G, miké on risti-
riita. Siis vastaoletus on véérin ja pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd G’,
josta vaite seuraa.

Siis on todistettu, ettd (M, s, V) F vX.¢(X) & (M, s, V) IF vX.o(X),
jos viite patee kaavalle ¢(X).

Induktioperiaatteen nojalla (MM, s, V) E ¢ < (M, s, V) IF ¢. ]

Lauseen 3.7 p-askeleen todistus on uudelleenmuotoilu Veneman todis-
tuksesta luentorungossa |7, s. 25|, v-askeleen todistamisessa on sovellettu
p-askeleessa kaytettyja tyokaluja.

3.1.4 Tuloksia p-kalkyylista

Maaritelma 3.13. Olkoon C' luokka transitiosysteemeja. Sanotaan, ettéa Lpu-
lause ¢ mddrittelee luokan C'| jos

C'=C"(¢) = {M| (M, sr™) F ¢}.

Luokka C' on Lpu-mddriteltdvi jos on olemassa sellainen Lu-lause ¢, joka
madrittelee kyseisen luokan.

Maaritelma 3.14. Olkoon C' luokka transitiosysteemeji. Sanotaan, ettéa Lju-
kaava ¢ mdadrittelee luokan C| jos

C = CH(p) = {M | (M, sr™, V) E ¢ kaikilla valuaatiolla V'}.

Luokka C' on Lpu-kaavamddriteltivd jos on olemassa sellainen Lu-kaava ¢,
joka méaarittelee kyseisen luokan.

Korollaari 3.2. Jokainen Lu-mddariteltavd luokka transitiosysteemejd on Lji-
kaavamddriteltava.

Todistus. Tulos seuraa suoraan maariteltavyyden ja kaavamaériteltdvyyden
maédritelmista. ]

Kaédnteinen tulos ei kuitenkaan pidéa paikkaansa.
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Korollaari 3.3. On olemassa Lu-kaavamddriteltdvi luokka transitiosystee-
mejd, joka et ole Lu-mddriteltdva.

Todistus. Viite seuraa lauseesta 3.11 ja korollaarista 3.4, jotka esitetdén jal-
jempana. 0

Maaritelma 3.15. Olkoot 9t ja M’ R-bisimilaarisia transitiosysteemeja ja
olkoot V' ja V' transitiosysteemeja 901 ja 9 vastaavia valuaatioita. Valu-
aatioiden V' ja V' sanotaan kunnioittavan bisimulaatiota R, mikali kaikilla
joukkomuuttujilla X € X patee, etta

(s,8) € R= (s € V(X) joss s’ € V'(X)).

Maaritelma 3.16. Olkoon R bisimulaatio transitiosysteemien 91 ja 9 va-
lilla. Maaritelldén joukon X generoima R-bisimilaarijoukko R(X ) seuraavalla
tavalla. Jos X C S™ niin

R(X):={seS™|3se X :(s,5) € R}
Jos taas X C Sm, niin
R(X):={s€S™|3' € X:(s,5)€ R}

Lause 3.8. Olkoon R bisimulaatio transitiosysteemien 9 ja M vdlilld ja
olkoot A, B C S™. Jos A C B, niin R(A) C R(B).

Todistus. Oletetaan, ettd A C B ja valitaan mielivaltainen o’ € R(A). M&a-
ritelméin 3.16 perusteella on olemassa sellainen a € S™, etti (a,a’) € R ja
a € A. Koska A C B, niin a € B ja mééritelmén 3.16 perusteella a’ € R(B).
Siis R(A) C R(B). O

Lause 3.9. Olkoot M ja ' R-bisimilaarisia transitiosysteemeja ja V ja V'
valuaatioita, jotka kunnioittavat bistmulaatiota R. Olkoon ¢ sellainen Lu-
kaava jolle pitee, ettd

(3.5) (s,sYeR= (M, s,V)Eod & (M, V')E ¢.

Talloin
R(|I6[7) < 1l
Todistus. Valitaan mielivaltainen s’ € R(||¢[|?). Médritelmiin 3.16 perusteel-

la on olemassa sellainen s € S™, etti (s,s') € R ja s € ||¢||. Oletuksen 3.5
perusteella s’ € ||¢||3%, joten R(||||7) C [|¢[|3 . O
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Lause 3.10. Olkoot 9 ja 9 R-bisimilaarisia transitiosysteemejd, joihin
liittyvat valuaatiot V- ja V' kunnioittavat bisimulaatiota R. Nyt kaikille Lp-
kaavoille ¢ patee, ettd

(s,s) e R=((M,s,V)Ep&= (M, s, V') E ¢).

Todistus. Valitaan mielivaltainen pari (s,s’) € R ja todistetaan induktiolla
kaavan pituuden suhteen, etta (MM, s, V) E ¢ < (I, s, V') E ¢. Symmetri-
syyden perusteella riittda todistaa, ettd (9, s, V) F ¢ = (M, s, V') E ¢.

1.

Maéritelméstd 2.12 seuraa, etté jos (s,s’) € R, niin s ja s’ toteuttavat
samat propositiosymbolit.

. Oletetaan, ettid (9M,s,V) F X. Siis s € | X[| = V(X), joten s €

V'(X) ja edelleen s’ € || X||3F eli (90,5, V') E X.

Tehd&déan induktio-oletus, etté véite pétee kun ¢ = ¢. Oletetaan, etté
(M, s, V) E =0, joten (IM,s,V) ¥ . Induktio-oletuksen perusteella
(M, s, V') E 9, joten (I, s, V') E 0.

Tehdaén induktio-oletus, ettd viite pétee kun ¢ = ¥ ja kun ¢ = 9.
Oletetaan, ettd (M, s, V') E 91 A0, Nyt (M, s, V) E ¥y ja (M, s, V) E Jy
ja induktio-oletuksesta seuraa, ettd (9, s', V') E ¥ ja (I, ', V') E 0.
Siis (O, 8", V') E 91 A 0s.

. Tehd&én induktio-oletus, ettd viite patee kun ¢ = ). Valitaan mieli-

valtainen a € L ja oletetaan, ettd (M, s, V) F (a)d). Siis on olemassa
sellainen ¢ € S™, etti t € scc?(s) ja (MM, ¢, V) F 9. Bisimulaation méi-
ritelméstd 2.12 seuraa, ettd on olemassa sellainen ¢ € S™, ettd t' €
scc? (s') ja (t,t') € R. Induktio-oletuksen perusteella (I, ', V') E o,
joten (M, s, V') E (a)v.

Todistetaan véite suurimmalle kiintopisteoperaattorille. Olkoon ¢(X)

sellainen Lu-kaava, jossa muuttuja X esiintyy vain positiivisesti. Teh-
dddn induktio-oletus, etta viite pétee kaavalle ¢(X).

Oletetaan, ettd (9, s, V) F vX.¢(X). Suurimman kiintopisteen méé-
ritelmén perusteella s € (J{T' C S™ | T C ||¢(X)||\9;I[X:=T}}' Siis on
olemassa sellainen Ty C S™% etti s € Ty ja Ty C H¢(X)H?}T[X::To]. Nyt

To C () Px.=my =" ** R(To) € R(I6(X)V]x=m))
=16 R(Ty) C H¢<X)”§X)/JEI[X::R(TO)}'
Siitd, ettd s € Tp ja (s,8’) € R seuraa, ettd ' € R(Tp). Koska R(Tp) C
IO x.— ez niin R(To) € {T € S | T C [o(X)Px.omy}
joten s € Y{T € S™ | T C ||¢(X)\‘933'[X::T]}. Téten (M, s, V) E
VX.6(X).
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Induktioperiaatteen nojalla (9, s, V) E ¢ & (MM, s, V') E ¢. O

Lause 3.11. Jokainen Lu-mddaritelty luokka transitiosysteemeji on bisimu-
laation suhteen suljettu.

Todistus. (Vrt. |6, s. 245].) Valitaan mielivaltainen Lu-lause ¢ ja todistetaan,
ettd sen méiraami luokka C#(¢) on suljettu bisimulaation suhteen. Valitaan
mielivaltainen transitiosysteemi 9t € CL#(¢) ja mielivaltainen sen kanssa bi-
similaarinen transitiosysteemi 9t'. Olkoon R jokin transitiosysteemien 9 ja
M’ vililla oleva bisimulaatio. Todistetaan, ettd kaikilla valuaatioilla V' ja V'
pitee, ettd (M, sr™ V) E ¢ < (M, sr™ V') E ¢. Koska ¢ on lause, niin sen
toteutuvuus mallissa ei riipu valuaatiosta, joten valuaatiot voidaan kiinnit-
tad. Valitaan valuaatiot V' ja V' siten, ettd ne kunnioittavat bisimulaatiota
R. Madritelmén 2.12 perusteella (sr™, sr™) € R, joten lauseesta 3.10 seuraa
suoraan ettd (M, sr™ V) E ¢ < (MM, sr™, V') E ¢ kaikilla kaavoilla ¢. Kos-
ka valittu ¢ on lause, niin (90, sr™) E ¢ < (M, sr™) E ¢. Siis M’ € CL#(p),
joten luokka CT#(¢$) on suljettu bisimulaation suhteen. O

Esimerkki 3.6. (Vrt. [6, s. 245].) Olkoon ¢ = —=({(r)X A (r)=X) ja olkoon
C = CM(¢) sen midraimi luokka transitiosysteemeji. Siis C' = CL#(¢) =
{9 | (M, sr™ V) E ¢, kaikilla valuaatioilla V}.

Siis luokka C' siséltda sellaiset transitiosysteemit 9T, joissa jokaisella va-
luaatiolla V' (9, sr™ V) ¥ (r)X tai (I, sr™, V) ¥ (r)=X. Siis jokaisella
valuaatiolla V' scc®(sr™) NV (X) = 0 tai scc?(sr™) C V(X).

Olkoon M = (S sr™ ™ p™) transitiosysteemi, jossa S™ = {1,2},
st =1, ™ = {(1,2)} ja p™ = {2}. Valitaan mielivaltainen valuaatio V.
Nyt V(X) C {1,2}. Kdyddan lapi kaikki mahdolliset valuaation V' valinnat.
Jos V(X) = 0 tai V(X) = {1}, niin scc®(sr™) N V(X) = (. Jos taas
V(X) = {2} tai V(X) = {1,2}, niin scc?(sr™) C V(X). Tésti seuraa, etti
jokaisella valuaatiolla V' scc™(sr™) NV (X) = 0 tai scc?(sr™) C V(X), joten
Mme C.

Olkoon M’ = (S™, sr™ ™ p™) transitiosysteemi, jossa S™ = {1,2,3},
sr™ = 1, ™ = {(1,2),(1,3)} ja p™ = {2,3}. Selviisti M ja M ovat
bisimilaarisia. Valitaan valuaatio V' siten, ettd V(X) = {2}. Nyt selvésti
scc™(sr™) NV (X) = {2} # 0 ja sccX(sr™) = {2,3} € V(X) = {2}, joten
M ¢ C. Tasté seuraa, ettd C' ei ole bisimilaarisesti suljettu joukko transi-
tiosysteemeja.

Korollaari 3.4. On olemassa Lu-kaavamadritelty luokka transitiosysteeme-
ja, joka ei ole bistmulaation suhteen suljettu.

Todistus. Tulos seuraa suoraan esimerkistd 3.6 OJ

Maaritelma 3.17. Olkoon ¢ jokin Lu-kaava. Kaavaa ¢ sanotaan positiivi-
seksi, jos jokainen kaavassa ¢ esiintyva vapaa muuttuja esiintyy ainoastaan
positiivisesti. Kaavaa ¢ sanotaan monotoniseksi, jos jokaisella kaavassa ¢
esiintyvilla vapaalla muuttujalla X funktio f4x) on monotoninen.
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Lause 3.12. Olkoon ¢(X) Lyu-kaava, jonka merkitysfunktio fux) on mono-
toninen ja olkoon C*(p(X)) luokka transitiosysteemeji, jonka kaava ¢(X)
madrittelee. Kaavan ¢(L), jossa jokainen muuttujan X esiintymd kaavassa
&(X) on korvattu loogisella vakiolla 1, mddrittelemdlle luokkalle transitio-
systeemeji CT*(p(L)) pitee, etti C(d( L)) = CH(p(X)).

Todistus. (C) Olkoon V' mielivaltainen valuaatio. Valitaan mielivaltainen
transitiosysteemi 9 € CL#(p(L)). Siis pitee, ettid (I, sr™, V) E ¢(L). Sel-
vasti [} y)(0) = [[¢(L)[[7* Funktion f} ) monotonisuudesta seuraa, ettd
lo( L) C fq‘s/&x)(A) kaikilla A C S™. Koska (9, sr™ V) E ¢(L), niin
(O, sr™ V) E ¢(X). Koska V valittiin mielivaltaisesti, niin (9, sr™, V)
(X)) kaikilla valuaatiolla V. Siis 9 € C#(p(X)). On siis todistettu, etti
P (9(1)) C CH(B(X)).

(D) Valitaan mielivaltainen transitiosysteemi M € CL#(¢p(X)). Selvis-
ti (M, sr™ V) E ¢(X) kaikilla valuaatioilla V. Erityisesti (90, sr™, V) &
#(X) kaikilla sellaisilla valuaatiolla V', joilla V(X) = (). Tastd seuraa, et-
td (M, s V) E ¢(L) kaikilla valuaatioilla V, silld || L] = 0, joten I €
CH(¢(L)). On siis todistettu, etti CL*(p(X)) C CEH(H(L)).

Siis CH(( 1)) = CH(6(X)). n

Maaritelma 3.18. Kaavoja ¢ ja 9 sanotaan ekvivalenteiks:, mikali niiden
médrdémille transitiosysteemiluokille pétee, ettd C'(¢) = C(9)).

Korollaari 3.5. Olkoon ¢ monotoninen Lu-kaava. Nyt Lu-lause 9, joka
saadaan korvaamalla jokainen kaavassa ¢ esiintyvd vapaa muuttuja loogisella
vakiolla 1, on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa.

Todistus. Sovelletaan lausetta 3.12 jokaiseen kaavan ¢ vapaaseen muuttu-
jaan, josta vaite seuraa. O

Korollaari 3.6. Olkoon ¢ Lu-kaava, jossa vapaat muuttujat esiintyvit ai-
noastaan positiivisesti ja olkoon ¥ Lu-lause, joka saadaan korvaamalla jokai-
nen kaavan ¢ vapaana esitntyvd muuttuja loogisella vakiolla L. Nyt ¢ ja 0
ovat ekvivalentteja.

Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseesta 3.5 ja korollaarista 3.5. [

Korollaari 3.7. Olkoon ¢ Lu-kaava, jossa jokainen vapaa muuttuja esiintyy
joko ainoastaan positiivisesti tai ainoastaan negatitvisesti ja olkoon v Lu-
lause, joka saadaan korvaamalla jokainen kaavan ¢ posititvisesti vapaana
esuintyvd muuttuja loogisella vakiolla L ja jokainen negatiivisesti vapaana
estintyvd muuttuja loogisella vakiolla T. Nyt ¢ ja v ovat ekvivalentteja.

Todistus. Valitaan mielivaltainen transitiosysteemi 9. On helppoa nahda,
etta
(M, sr™) E ¢ = (M, sr™) E ¢
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missd ¢’ on saatu kavasta ¢ korvaamalla jokainen kaavassa ¢ negatiivisesti
esiintyvé vapaa muuttuja X kaavassa ¢ ennestidian esiintyméttoméan muuttu-
jan X' negaatiolla. Ndin muodostetussa kaavassa ¢’ vapaat muuttujat esiinty-
vit ainoastaan positiivisesti, joten tulos seuraa suoraan korollaarista 3.6. [

3.2 Monadinen toisen kertaluvun predikaattilogiikka

Maaritelma 3.19. Monadisen toisen kertaluvun predikaattilogitkan, lyhyem-
min M SO, aakkosto muodostuu joukkomuuttujista X, yksipaikkaisista pre-
dikaattisymboleista P, kaksipaikkaisista predikaattisymboleista R ja vakio-
symbolista sr. Sen kaavat muodostuvat seuraavasti.

e Jos X € X niin sr(X) on kaava.

Jos X € X ja p € P, niin p(X) on kaava.

Jos X, Y € X, niin X CY on kaava.

Jos ¢ on kaava niin —¢ on kaava.

Jos ¢1 ja ¢9 ovat kaavoja, niin ¢; A ¢9 on kaava.

Josr € Rja X,Y € X, niin 7(X,Y) on kaava.

Jos X € X ja ¢ on kaava, niin 3X.¢(X) on kaava.
Muut konnektiivit méaritelladn tavanomaisella tavalla edellisista.

Maaritelma 3.20. Muuttujan X € X esiintyméa M SO-kaavassa ¢ sano-
taan sidotuksi, jos se on jonkin kvanttorin VX tai 3.X vaikutuspiirissd. Muut-
tujan esiintyméa sanotaan vapaakst, jos se ei ole sidottu.

Esimerkki 3.7. Kaavassa VX (X AY)VX muuttujan Y esiintyymé on vapaa,
ensimmainen muuttujan X esiintyméa on sidottu ja jalkimmaéinen vapaa.

Maaritelma 3.21. Olkoon 91 transitiosysteemi ja V' valuaatio. Maaritellaan

MSO-kaavojan toteutuvuus induktiivisesti seuraavalla tavalla.
F sr(X), joss V(X) = {sr™},

p(X), joss V(X) € p™*

,V

FXCY,joss V(X) CV(Y),

)

(I

(M
(m, v
(om, v
(M, v
(M

F o1 A ¢, joss (I, V) E ¢p ja (M, V) E o,

)

,V)Er(X,Y), joss on olemssa sellaiset s,t € S™, ettd V(X) = {s},

V)
) F
)
) E =, joss (M, V) F ¢ ei pide,
)
Vi) -

{t} ja (s,t) € r™
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o (M, V)EIX.¢(X), joss on olemassa sellainen T C S™ jolla piitee, etti
(O, VX :=T]) F o(X).

Maaritelma 3.22. Otetaan kiyttoon lyhennysmerkinté

sing(X) =VA(AC X A=(X CA)) - VB(AC B))
ANIC(CC X N-(X CO)).

Lyhennysmerkinta sing(X) tarkoittaa siis, ettd joukkoon X kuuluu tésmél-
leen yksi alkio.

Maaritelma 3.23. Olkoon C' luokka transitiosysteemejia. Sanotaan, ettd
MSO-lause ¢ mddarittelee luokan C jos

C'=C"0(g) = {M | MF ¢}.

Luokka C' on M SO-mddriteltivd jos on olemassa sellainen M SO-lause ¢,
joka méaarittelee kyseisen luokan.

Maaritelma 3.24. Olkoon C' luokka transitiosysteemeja. Sanotaan, etté
MSO-kaava ¢ mddarittelee luokan C, jos

C = CM5O(g) = {IM | (M, V) E ¢, jokaisella valuaatiolla V'}.

Luokka C' on M SO-kaavamddriteltdvd jos on olemassa sellainen M SO-kaava
¢, joka madrittelee kyseisen luokan.

Lause 3.13. (Vrt. [6, s. 245|.) Luokka C transitiosysteemeji on MSO-mddri-
teltavd, joss se on M SO-kaavamdariteltdva.

Todistus. (=) Selvésti jokainen M SO-méériteltava luokka on myds MSO-
kaavamaériteltava.

(<) Olkoon ¢(Xo,...,X,) mielivaltainen M SO-kaava, jonka vapaana
esiintyviit muuttujat ovat Xo, ..., X, ja olkoon C' = CM59(p(X,,...,X,))
sen madrittdma luokka transitiosysteemeja. Olkoon

v :=VXy... VX, (0(Xo, ..., X5)).
Selvésti ¥ on M SO-lause. On helppoa ndhda, etta
(M, V) E ¢(Xo, ..., X,) kaikilla valuaatioilla V' < 90t E 9.

Siis CM59((Xy, ..., X,)) = CM59(¥9), joten jokainen M SO-kaavamidritel-
tava luokka on myods M SO-méariteltéava. n
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3.3 Standardikdannés: Ly — M SO

Maéritelma 3.25. (Vrt. [6, s. 246].) Olkoon ¢ mielivaltainen Lu-kaava ja
olkoon X jokin sellainen muuttuja, joka ei esiinny kaavassa ¢. Kaavan ¢
standardikddnnos STy (¢) muuttujan X suhteen méaritellaan induktiivisesti
seuraavalla tavalla.

(3.6) STx(Y) =X CY,
(3.7) STx(p) = p(X),
(3.8) STx(=¢) = ~STx(0)),
(3.9) STx(p NY) = STx (o) AN STx(V),
(3.10) STx((r)¢) =Y (r(X,Y) A STy (),
missd Y on sellainen muuttuja, joka ei esiinny kaavassa ¢,
(3.11) STx(pY.¢(Y)) =VI((VZ(sing(Z) — (STz(¢(T))

—ZCT)—-XCT),

missé Z ja T ovat sellaisia muuttujia, jotka eivit esiinny kaavassa ¢(X).

Selvisti jokaisen Lpu-kaavan ¢ standardikdédnnos STx(¢) on M SO-kaava.

Lause 3.14. (Vrt. |6, s. 246].) Jokaiselle Lu-kaavalle ¢, sen standardikddin-
nokselle STx(¢) ja jokaiselle pisteelle w € S™ pitee, etti

M, w,V)E ¢ (MV[X = {w}]) E STx(9).

Todistus. Todistetaan véite induktiolla lauseen ¢ pituuden suhteen. On help-
po nidhda, etta viite pétee standardikddnnoksen kohdille 3.6-3.10. Todiste-
taan kohta 3.11.

Olkoot M, w € S™, V ja ¢(Y) mielivaltaisia kuitenkin siten, ettd Y esiin-
tyy kaavassa ¢(Y') vain positiivisesti ja olkoon X jokin sellainen muuttuja,
joka ei esiinny kaavassa ¢(Y).

(M, w, V) E pY.o(Y)

& w € ||y oY)

& {w} C oY)

& {w} C(UT < S™ | (X)) |[Pxery C T3

& VT C S (o) V=) € T) = I XIWix gy € T)

& VT C S™((Vz € STz € [0(X)IWx gy = 2 € T)) = X IPxmuy € T)

< (M VX = {w}]) EVT((VZ(sing(Z) — (STz(6(T)) — Z CT)))
— X C T)

& (M VX = {w}]) F STx (uY.¢(Y))

Siis véite patee standardikddnnoksen kohdalle 3.11. Induktioperiaatteen no-
jalla viite patee kaikille Lu-lauseille ¢. O
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Huomautus 3.5. Vaikka standardikddnnos tehdaén teknisesti joukkomuut-
tujan suhteen, niin kiytdnnossa kddnnos tehdédan pisteen suhteen, silla jo-
kainen X € X, joka esiintyy yhteydessd STx on rajoitettu tdsmaélleen yhden
alkion joukoksi, joka on olennaisesti sama asia kuin piste.

Esimerkki 3.8. Olkoon 9 transitiosysteemi, s € S™ ja V jokin valuaatio.
Nyt

Xi={s}]) F STx(p A (r)q)

X = {s}]) F STx(p) A STx((r)q)
X=A{s}]) Fp(X) A (FY (r(X, Y) A STy (q)))
X=A{s}) Fp(X) A (FY (r(X,Y) A g(Y)))
Xo=A{s}]) F Y (p(X) Ar(X,Y) Ag(Y))

M, s, V)E uY.(pV (r)Y)

& (M VX = {s}]) F STx(uY.(pV (r)Y))

& (M VX = {s}]) EVT((VZ(sing(Z) — (STz(pV (rT) — Z CT)))
— X C T)

S (M VX = {s}]) EVT((VZ(sing(Z) — ((STz(p) V ST ({(r)T))
~ZCT)—XCT)

< (M VX :={s}]) EVT((VZ(sing(Z) — (p(Z) Vv U (r(Z,U)
ASTU(T))) — 2 € T)) — X C T)

S (M VX = {s}]) EVT((VZ(sing(Z) — (p(Z) vV U (r(Z,U)
ANUCT))—ZCT))—XCT)

Lause 3.15. (Vrt. [6, s. 246].) Jokainen Lu-kaavamddritelty luokka transi-
tiosysteemeji on myos M SO-kaavamddaritelty.

Todistus. Olkoon ¢ mielivaltainen Lpu-kaava, jossa ei esiinny muuttujaa X.
Nyt CL#($) on kaavan ¢ midraimai luokka transitiosysteemeji. Valitaan mie-
livaltainen transitiosysteemi 9t € CL#(¢). Nyt mielivaltaiselle valuaatiolle V'
patee seuraavaa.

(M, s V) E ¢ < (M, VX = {sr™}]) E STx(0)
s (M VX = {sr™}]) E 3X (sr(X) A STx(9))
& (M, V) EIX (sr(X) A STx(0)).

Siis (M, sr™) E ¢ < M E IX (sr(X)ASTx(¢)). Tisti seuraa, ettd CL#(¢) =
CM30(g'), missd ¢/ = IX (sr(X) A STx(¢)). O
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Korollaari 3.8. Jokainen Lu-kaavamdadritelty luokka transitiosysteemeji on
myos M SO-mddritelty.

Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseista 3.13 ja 3.15. [

Korollaari 3.9. Jokainen Lu-mdadritelty luokka transitiosysteemeji on myos
MSO-madritelty.

Todistus. Tulos seuraa korollaarista 3.8 ja siitéd, ettd jokainen Lpu-lause on
Lu-kaava. O]
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4 Automaatit ja pelit

Maaritelmé 4.1. Olkoon U = {py, ..., p,} dérellinen joukko propositiosym-
boleja. Funktiota m : U — @(T') kutsutaan joukon T' markkeeraukseksi.

Maaritelmé 4.2. Olkoon U = {py, ..., p,} dérellinen joukko propositiosym-
boleja. Merkinnélld Sent(U) tarkoitetaan jotain joukon U alkiosta muodos-
tettujen ensimmaisen kertaluvun predikaattilogiikan kaavojen joukkoa.

Maaritelma 4.3. Jonoa (Q,Xp, YR, qr,0,2), missd ) on darellinen jouk-
ko tiloja, gr € @, Xp C P &drellinen joukko yksipaikkaisia predikaatti-
symboleja, Xr C R &dérellinen joukko kaksipaikkaisia relaatioita, § : @ X
p(Xp) — Sent(Xr x Q) transitiofunktio ja 2 : @ — N funktio, kutsutaan
p-automaatiksi. Funktiota () kutsutaan pariteettifunktioksi.

Maiiritelmé 4.4. Olkoon 9 transitiosysteemi ja s € S™. Merkit#éin seuraa-
vasti niiden predikaattisymboleiden p € P joukkoa, jotka toteutuvat pisteesséa
s ja kuuluvat aakkostoon ¥ p.

L™(s) == {pep| (M,s)E p}.
Merkitaén pisteen s kaikkien >.,.-seuraajien joukkoa seuraavasti.

SCC™M(s) := U sccXY(s).

’V‘EER

Maaritelma 4.5. Olkoon 91 transitiosysteemi ja A p-automaatti. Seuraa-
vanlaista pelid kutsutaan p-peliksi ja merkitdéan G(9, A).

e Peli aloitetaan tilanteesta (so, qo) = (sr™, qr).

e Jos ollaan tilanteessa (s;,q;) on pelaajan 0 vuoro. Pelaaja 0 valitsee
markkeerauksen m;; : g X Q — p(SCC™(s;)) siten, ettd seuraavat
ehdot patevit.

— Jokaisella 7 € X ja ¢ € Q miy1(r,q) C scc?(s;) ja
— struktuuri N = (SCC™(s;),{(r,¢)” | r € Yr,q € Q}), missi
SCC™(s;) on struktuurin universumi ja (r, ¢) predikaattiosymbo-

li, jonka tulkinta on funktion m;(r, ¢) maaraama joukko, toteut-
taa lauseen 6(g;, L™(s;)). Toisin sanoen 9 F §(q;, L™(s;)).

Oleellista on siis, ettd pelaaja 0 valitsee funktion m;,;. Kun funktion
valinta on tehty, peli on tilanteessa m;, 1, missda m;; on valittu mark-
keeraus.
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e Jos ollaan tilanteessa m; on pelaajan 1 vuoro. Pelaaja 1 valitsee jotkin
ri € Yr, ¢; € Q ja s; € my(ry,q;). Seuraavaksi tilanteeksi tulee pari
(si,q;). Oleellista on siis, ettd pelaaja 1 valitsee mihin markkeerausta
m; sovelletaan ja mikd sen antamista vaihtoehdoista otetaan mukaan
uuteen tilanteeseen.

e Jos pelaaja 0 (pelaaja 1), ei voi tehdé valintaa, niin pelaaja 1 (pelaaja
0) voittaa.

e Jos molemmat pelaajat voivat aina tehdé valinnan, niin peli on déreton
ja siihen liittyy dareton jono

(Srzm’ CH); mi, (517 91)7 ma, ...

Olkoon 7 = (g1, q1, G2, - - - ) tésté jonosta saatu jono pelattuja automaa-
tin tiloja. Koska @) on &darellinen, niin laatikkoperiaatteen nojalla on ole-
massa sellainen ¢ € @), etta se esiintyy jonossa 7 ddrettoméan usein, jo-
ten on olemassa sellainen k& € N joka esiintyy ddrettoméan usein jonossa
(Qqr), 2q1),2(gz), - .. ). Merkinnalld minInf(2(r)) tarkoitetaan pie-
nintéd lukua, joka esiintyy jonossa (2(qr), 2(q1),2(qz), . ..) dérettomén
usein. Pelaaja 0 voittaa pelin, joss minInf(§2(7)) on parillinen.

Jos pelaajalla 0 on voittostrategia fy pelissi G(9, A), niin p-automaatti A
hyviksyy transitiosysteemin 901.

Maaritelma 4.6. Olkoon A p-automaatti. Luokkaa
L(A) = {9 | A hyviiksyy transitiosysteemin 9t}
kutsutaan p-automaatin A hyviksymdksi kieleksi.

Maaritelma 4.7. Maaritelladn jokaiselle n € N ensimmaéisen kertaluvun
predikaattilogiikan kaava

diff(xy, ..., x,) = /\ T; # Tj.

1<i<j<n

Lause 4.1. (Ks. |6, s. 249|) Luokka C transitiosysteemeji on Lu-mddaritelty,
joss C' = L(A) jollain sellaisella p-automaatille A = (Q,Xp, YR, qr,6,),
jossa Sent(Xr X Q) sisdltid vain disjunktioita kaavoista, jotka ovat muotoa

R s /\ Pr (T5) A VY \/ Pr;(Y)),

1<i<m 1<i<m
missa py, € Xg X @, kun 1 <1i < m.

Todistus. Lause on uudelleenmuotoilu Janinin ja Walukiewiczin artikkelin [4]
tuloksesta. O

37



Lause 4.2. (Ks. [6, s. 249|) Luokka C' transitiosysteemeji on Lu-kaavamddi-
ritelty, joss pitee, etta C = L(A) jollain sellaisella p-automaatilla A =
(Q,Xp, YR, qr1,6,Q), jossa Sent(Xgr x Q) sisdltid vain disjuktioita kaavoista,
jotka ovat muotoa

R s /\ Pr (i) A Yy \/ X)),

1<i<m 1<i<m

missd px, € Yr X Q, kun 1 <1 < m ja x(y) on muotoa p(y) olevien kaavojen
konjunktioiden disjuktio, missi p € Xg X Q.

Todistus. Tulos seuraa Walukiewiczin artikkelista [9]. O

Lause 4.3. (Ks. [6, s. 249|) Luokka C' transitiopuita on MSO-mddritelty,
joss C' = L(A) jollain sellaisella p-automaatille A = (Q,%p, Xr,qr,0,82),
jossa Sent(Xr x Q) sisdltid vain disjuktioita kaavoista, jotka ovat muotoa

(4.1) Jar, o am( N\ e (@) A diff(, . 2)

1<i<m

AYY(diffly, @1, ..., xm) — x (1)),

missd px, € Xr X Q, kun 1 <1 < m ja x(y) on muotoa p(y) olevien kaavojen
konjunktioiden disjuktio, missd p € Xg X Q.

Todistus. Tulos seuraa Walukiewiczin artikkelista [9]. Yksityiskohtaisempi
todistus 16ytyy artikkelista |1, s.293-297]. ]
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5 Ilmailsuvoimien vastaavuus

Maaritelma 5.1. Olkoon ¢ jokin muotoa

(5.1) Ay, . ( /\ i, () A diff(ze, ... 2)

1<i<m

A Vy(diﬁ(yw Liy.e 7:13771) - X(y)))

oleva kaava. Merkinnalla 9* tarkoitetaan kaavaa, joka saadaan korvaamalla
kaikki kaavan diff esiintymét loogisella vakiolla T kaavassa ¢. Siis ¥* on
muotoa

(5.2) Frr,am( N\ pe(@) AVY(X(®))).

1<i<m
Jos 0 =9, V--- V4, missd ¥; on kuten 9 kaikilla ¢, niin 6* =97V --- V.

Maaritelma 5.2. Olkoon ¢ MSO-lause ja C' sen méadraama luokka tran-
sitiopuita. Lauseen 4.3 perusteella on olemassa sellainen p-automaatti A =
(Q,Xp, 2R, q1,6,S2), jossa Sent(Xg X Q) sisdltdd vain kaavan 4.1 muotoa ole-
vien lauseiden disjuktioita, ettd C' = L(A). Muodostetaan téstd automaa-
tista A uusi automaatti A* korvaamalla transitiofunktio ¢ transitiofunktiolla
0% siten, ettéd kaikilla ¢ € @ ja P C ¥p 6*(q, P) = (d(g, P))*, missd * on
méadritelméssd 5.1 madritelty funktio.

Lause 5.1. Olkoon M transitiosysteemi ja olkoot A ja A* mddritelmdssd 5.2
mainittuja automaatteja. Automaatti A* hyviksyy transitiosysteemin M, joss
automaatti A hyviksyy sen w-laajennuksen IN.

Todistus. (Ks. [6, s. 253] ja vrt. [, s. 273].) Olkoot G*(9M, A*) ja G(ﬁ, A)
pareja (9, A*) ja (53\1, A) vastaavat p-pelit. Kdytetdén peleistd lyhennysmer-
kintoja G* ja G.

(=) Oletetaan, ettd automaatti A* hyvéiksyy transitiosysteemin 9. Siis
pelaajalla 0 on voittostrategia f; pelissa G*. Rakennetaan induktiivisesti,
pelaajalle 0 voittostrategia fy peliin G. Tehddian tdmaé pelaamalla peleja G
ja G* yhtédaikaa. Ideana on siirtdd pelaajan 1 siirto pelistd G peliin G* ja
siirtdd voittostrategian f; ehdottama pelaajan 0O siirto takaisin peliin G.

Molemmat pelit alkavat tilanteesta (sr™, q;); itseasiassa G alkaa tilantees-
ta (sr™, qr), mutta kuten hyvin tiedetiiéin on sr™ = sr™. Tehdiin induktio-
oletus, etté peleissd G ja G* molemmat pelaajat ovat tehneet n siirtoa siten,
ettéd alla mainitut ehdot 1, 2 ja 3 pitdvat paikkaansa. Olkoon

(Srma q1)7 ma, (ub q1)7 s 7mn<un7 Qn)

tahéan asti pelattu peli G ja
(Srmv C]I)» m; (Sla q1)a s 7m;kl($na QH)
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tahan asti pelattu peli G*. Pelin sddnnoisté seuraa, etta u;,q on jokin pisteen
w; Ti11 seuraaja jollain r; 11 € Xg, joten w1 = (a1, riv1, Siv1), kun ¢ < n,
missi a4 € N ja s;1; € S™. Vastaavasti piste s,41 on jokin pisteen s; 741
seuraaja jollain r;;, € Yg.

1. Markkeeraus m; on valittu voittostrategian f; mukaisesti, kun i < n.

2. Pelissid G pelattu piste u; on pelissd G* pelatun pisteen s; w-polku, kun
1 <n.

3. Voittostrategian f; ehdottama markkeeraus m; pelissa G* on siirretty
peliin G markkeerauksena m; alla mainitulla tavalla, kun i < n.

Olkoon my,; : ¥z x Q — p(SCC™(s,)) voittostrategian f; ehdottama
markkeeraus tilanteessa (s,, ¢,) pelissd G*. Mééritellddn peliin G markkee-

rauksen m;_, avulla markkeeraus m,41 : ¥p X Q — p(SCC’/m\?(un)) seuraa-
vasti:

(5.3) masa(r.q) = | {unla,r,t) | £ € miy, (r.9)).

a€eN

Erityisesti saadaan, etté

(5.4) my_ 1 (r,q) # 0 < myia(r,q) # 0.

Miiritelméstd 2.16 seuraa, ettd my,,1(r,q) C scc™(u,). Induktio-oletuksen
ehdosta 2 ja madritelmésta 2.16 seuraa, etté kaikilla p € P

(5.5) Sn €PN S, € p/gﬁ.

Jalkimmaisesta seuraa suoraan, etté pisteet s, ja u, toteuttavat samat pro-
positiosymbolit p € ¥p eli L¥(s,) = L™(u,,) (ks. méiritelmi 4.4). Edelleen
tastd ja maaritelmastd 5.2 saadaan, etta

(5.6) 8 (s L™(50) = (6(n L™(5)))" = (8(gns L™(un)))".

Koska markkeeraus my , valittiin voittostrategian perusteella, niin on se
laillinen valinta. M&aritelméan 4.5 perusteella struktuurille

N = (SCC™(sn), {(r,a)" | € Tr,q € Q})
patee, etta
(5.7) N 5 (gn, L™ (50))-

Vastaavasti, jotta edelld maéaritelty markkeeraus m,., olisi laillinen siirto
pelissé G taytyy struktuurille

A~

N = (SCC™(u,), {(r,9)™ | r € Shyq € Q})

40



patea, etta
(5.8) NE 6(gn, L™(uy)).

Osoitetaan, ettd nédin on.

Olkoon ¥* jokin disjunktion 6*(g,, L™(s,)) sellainen muotoa 5.2 oleva
disjunkti, ettd 9 F ¥*. Todistetaan, etta télldin N E ¥, missé ¥ on muotoa
5.1 oleva lause, josta saadaan ¢¥* kun siihen sovelletaan mé&aritemassa 5.1
midriteltyd *-funktiota. Seurauksena w-indeksoinnista jokaista joukon (r, ¢)™
)

alkiota vastaa dérettomén monta joukon (r,q)”" alkiota, toisin sanoen jos

s € (r,q)™, niin u, = u,(i,r,s) € (r,q)™ kaikilla 7 € N. Téstd johtuen
lauseessa ¥ esiintyvien muuttujien xy, ..., z,, tulkinnat voidaan valita aina
pareittain erillisiksi mallissa 1. Siis koska

MNE Ell'l, ce 7$m( /\ pkz(xl))7

1<i<m

niin R
ME Tz, ..z /\ i (@) A diff(ze, ... 2)).

1<i<m

Valitaan mielivaltainen piste v = u,(a,r,t) € SCC™(u,). Koska u, on pis-
teen s, w-polku, niin maaritelmista 2.15 ja 2.16 seuraa, ettd ¢ on pisteen
s, T-seuraaja transitiosysteemissi 9, joten t € SCC¥(s,). Edelleen kaa-
voista 5.2 ja 5.7 seuraa, ettd 91 F x(¢), siis malli 9 toteuttaa sopivat kaa-
vassa x(t) esiintyvit predikaatit (r,q), eli Nk (r,q)(t). Siis jokaisella edel-
1 mainitulla predikaatilla pétee, ettd ¢ € (r,q)", joten kaavasta 5.3 seu-
raa, etti v € (r,q)” jokaisella edelli mainitulla predikaatilla (r,q). Tésté
seuraa, etta N E (r,q)(v) jokaisella edelld mainitulla predikaatilla (r,q),
joten M E X(v). Koska v oli valittu mielivaltaisesti, niin N E Yy(x(y)),
joten erityisesti N E Yy(diffly, z1, ..., xm) — x(y)). Siis N E 9, joten
N E (g, L™ (un)).

Tasta seuraa, ettd markkeeraus m,, 1 on laillinen siirto pelaajalle 0 pelissa
G, joten siirto lisdtdédn voittostrategiaan fy. Nyt pelaaja 1 valitsee jotkin
alkiot 7,11 € YR, quyi € Q ja Upp1 = un(avrwrlat) € mn+1(rn+17Qn+l)'
Uudeksi tilanteeksi tulee pari (w41, ¢n+1) pelissd G. Siirretddn pelaajan 1
siirto peliin G* siten, ettd uudeksi tilanteeksi pelissd G* tulee (8,11, ¢ni1),
missad s,11 = t ja q,+1 kuten edelld. Induktioperiaatteen nojalla jokainen
pelissé G pelattu piste u; on vastaavan pelissié G* pelatun pisteen s; w—polku.

Koska f; on pelaajan 0 voittostrategia pelissé G, niin pelaaja 0 voi aina
tehda valinnan. Téstd seuraa induktioperiaatteen nojalla, ettd pelaaja 0 voi
aina tehdé valinnan pelisséd G. Selvdd on myoskin se, etté jos pelaaja 1 ei voi
tehda valintaa pelissd G*, niin hén ei voi tehda valintaa vastaavassa tilan-
teessa pelissd G. Joten, jos peli G on darellinen, niin se paattyy siihen, etté
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pelaaja 1 ei voi tehda valintaa, jolloin pelaaja 0 voittaa pelissa G. Oletetaan
sitten, ettd peli G on déreton ja jono

(Srm7 QI)umlu (u17q1)7 s 7mn(un7QTL)7 s

vastaa pelin G siirtoja. Talloin yhtaaikaa pelattu peli G* on myoskin &areton,
ja sen siirtoja vastaa jono

(Srm7 QI)amTJ (817q1)7 cee 7m2(3n7qn)7 e

Molemmissa peleissa pelataan vastaavissa tilanteissa aina samoissa automaa-
tin tiloissa. Olkoon ™ = (qr,q1, g2, - ..) jono néissd peleissi pelattuja tiloja.
Koska pelid G* on pelattu voittostrategian f; mukaan, niin pelaaja 0 voit-
taa, joten pienin kokonaisluku joka esiintyy jonossa (2(q;), 2(q1), 2(g2), - .)
aarettoman usein on parillinen. Koska pariteettifunktio on molemmissé au-
tomaateissa sama, niin pelissi G minInf(€(7)) on sama kuin pelissd G*.
Erityisesti se on my6s parillinen, joten pelaaja 0 voittaa myoskin pelissd G.
Siis fo on voittostrategia pelissi G. Téstd seuraa, ettd A hyviksyy transitio-
systeemin 9. .

(<) Oletetaan, ettd automaatti A hyviksyy transitiosysteemin 91. Siis
pelaajalla 0 on voittostrategia fj pelissd G. Rakennetaan kuten edelld pelaa-
jalle 0 voittostrategia f; peliin G*, pelaamalla peleja G ja G* samanaikaises-
ti. Aivan kuten edelli molemmat pelit alkavat tilanteesta (sr™, ¢r). Tehdién
induktio-oletus, ettd peleissd G ja G* molemmat pelaajat ovat tehneet n
siirtoa siten, ettd alla mainitut ehdot 1, 2 ja 3 patevit. Olkoon

(Srzma QI>7 mTa (517 Q1)7 s 7m2<5n7 Qn)

tahén asti pelattu peli G* ja olkoon

(Srma QI)7 my, (ula q1)7 s 7mn<un7 Qn)
tahéan asti pelattu peli G.

1. Pelaaja 0 on valinnut markkeeraukset m; pelissd G voittostrategian fy
mukaisesti, kun 7 < n.

2. Pelin G tilanteet (u;, ¢;) on valittu siten, ettd u; on pelin G* tilanteessa
(8i,q;) esiintyvén pisteen s; w-polku, kun i < n.

3. Pelissa G* pelatut markkeeraukset m; on valittu alla mainitulla tavalla
voittostrategian fy ehdottaman markkeerauksen m; perusteella, kun
1 < n.

Olkoon my, 41 : X X Q — ©(SCC™(u,)) voittostrategian f; ehdottama
markkeeraus tilanteessa (u,,g,) pelissd G. Maaritellddn vastaava markkee-
raus mj,,, : Lr X Q — p(SCC™(s,)) voittostrategiaan f; tilanteessa (s, ¢,)
pelissd G* markkeeraauksen m,, 1 avulla. Olkoon

m;k1+1(7“> q) = {t S Sim | Ela € N(Un<(1,7“, t) € mn+1(T7 Q))}
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Todistetaan, ettd néin valittu markkeeraus on laillinen siirto pelaajalle 0 pe-
lissé G*. Koska u,, on pisteen s, w-polku, niin méaaritelmistda 2.15 ja 2.16

seuraa, ettd my_ (r,q) C scc™(s,,). Markkeeraus m,,,; on valittu voittostra-

tegian fy mukaisesti, joten se on laillinen siirto pelissa G. Siis
(5.9) N 0(gn, L7 ().

Maééritelmien 2.16 ja 4.4 perusteella tiedetdan, etta Lﬁ(un) = L™ (s,). Tésti
ja madritelmésta 5.2 saadaan, etté

(5.10) (O(an, L™(n)))" = (8(qn, L™(50)))" = 6" (qn, L™(s0)).

Olkoon ¥ jokin sellainen muotoa 5.1 oleva lauseen (g, L™(u,)) disjunk-
ti, ettéiA‘)A’t F o). Todistetaan, ettd talloin 9 F 9%, josta seuraa ettd M F
(6(qn, L™ (uy)))* ja kaavan 5.10 perusteella, ettd 9 E 6*(gn, L™ (sn)).

Jokainen lauseessa ¥ esiintyvd predikaatti on muotoa (r,q), missid r €
Yrjaq € Q. Olkoon {px, | 1 < i < m} kaikkien lauseessa ¥ esiityvien
predikaattien joukko. Nyt pp, = (7},q}), jollain v} € Yg ja ¢/ € @, kun
1 <@ < m. Koska ¥ on muotoa 5.1, niin

(5.11) NE o, xm N\ i)

1<i<m

Erityisesti tdsta seuraa, etté N E 3z;(p, (x;)), kun ¢ < m. Valitaan mieli-
valtainen ¢ € {1,...,m}. Nyt on olemassa sellainen v; € SCCﬁ(un), etta
v; € (r;,qg)‘ﬁ. Edelleen tiedetddn, ettéa (7“;,q§)§ﬂt = Mui1(r,q)) C scc?(un),
joten v; on jokin pisteen u, r. seuraaja, eli v; = u,(a,r},t), jollain ac N,
t € S™. Markkeerauksen m}_, valinnan perusteella t € m’_ (1}, ¢}). Kos-
ka wu, on pisteen s, w-polku, niin edellisestd ja méaaritelmésta 2.15 seuraa,
ettid ¢ € scc(s,) C SCC™M(s,). Téstd seuraa, ettd M F Ju;(py, (x;)). Kos-
ka i € {1,. . ,m} valittiin mielivaltaisesti, niin M F Ja;(px,(x;)) kaikilla
ie{l,...,m}, joten

NE Jxq, ..., 20 /\ Dr, (4).

1<i<m
Koska 9t E 9, niin on olemassa sellaiset ¢y, ..., ¢, € SCC’ﬁ(un), etté
(512) sj\t F /\ Pk, (Cl) A dlﬁ(y, Cly- - 7Cm) ja

1<i<m

N EVy(diffly. ci, .- cm) — X))

Valitaan mielivaltainen ¢t € SCC™(s,). Téllsin t € scc™(s,) jollain r €
Y. Nyt w-laajennuksen seurauksena struktuurissa 91 on &irettoméan mon-
ta alkion u, r seuraajaa jokaista struktuurin 9 alkion s, r-seuraajaa koh-

den. Erityisesti voidaan valita sellainen b € N, ettd v = wu,(b,r,t) ja =
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diff(v,c1, ..., cm), silld kaavasta 5.12 ndhdéén, etta NE diff(c1, ..., cm). Téas-
td seuraa, etti N F x(v). Méaéaritelménsa perusteella x(v) muotoa (7, q) ole-
vien propositioiden konjunktioiden disjunktio. Olkoon p,, A --- A p,, jokin
sellainen lauseen y disjunkti, ettd 9 F Doy (V) A=+ A py,(v). Siis

Ve pg} = (Tvm qm)m - mn—i—l(rvia qm)

jokaisella i € {1,...,l}. Nyt markkeerauksen m} , valinnasta seuraa, etté

te m;kl-i-l(rvi? qUi) = (rvm qvi)m = pg}.,

jokaisella ¢ € {1,...,1}, joten M E p,, (t) A --- Apy,(t) ja edelleen N E x(2).
Koska pisteen ¢ valinta tehtiin mielivaltaisesti, niin 91 F Yy(x(y)).
Edellisten perusteella saadaan, etta

NE oy, xm( N\ pe(2) AVY(X(W))),

1<i<m

siis M F *. Tésti seuraa, kuten edelld jo mainittiin, ettd M E §*(q,, L™(s,)).
Siis markkeeraus m,, ; on laillinen siirto pelaajalle 0 pelissd G*, joten lisdtddn
se muodostettavaan voittostrategiaan fj. Nyt

(STm, QI)a m; (817 QI)7 s 7m;(8n7 qn)) m:LJ,-l

on tahéan asti pelattu peli G* ja

(Srm7 QI)u my, (uh Q1)7 s 7mn(un7 QTL)J Mp41

tatd vastaava osa voittostrategian fy mukaista pelia G. Nyt pelaaja 1 valit-
see jotkin alkiot 7,41 € Xg, ¢u1 € Q ja Spp1 € My (Thg1, @ugr) pelissd G
Parista (Spy1,@n41) tulee uusi tilanne peliin G*. Markkeerauksen m)_ , va-
linnasta seuraa, ettd on olemassa sellainen a € N, ettd w,(a, 41, Sps1) €
M1 (Tni1, Gni1). Olkoon a,.q jokin télldinen a. Merkitaéan, ettd wu,,; =
Un(@nat1, Tnats Sne1). Nyt pari (tni1,@ne1) on laillinen valinta pelaajalle 1
pelissd G. Pelaaja 1 tekee tdmén valinnan. Néin toimittaessa edelld tehdyt
oletukset pitavéit edelleen paikkansa ja induktioperiaatteen nojalla, aina kun
pelaaja 0 voi tehd4 siirron pelisséd G voi se tehdé vastaavassa tilanteessa siir-
ron myos pelissi G*. Koska pelid G pelataan voittostrategian f; mukaan,
niin pelaaja 0 voi aina tehdé siirron pelissé G, joten pelaaja 0 voi aina tehdé
siirron myds pelissd G*. Siis pelaaja 0 ei voi havita pelida G* darelliselld maa-
rilla siirtoja. Kuten edellisen suunnan todistuksessa todettiin, niin peleisséa
G ja G* pelataan vastaavissa tilanteissa aina samassa automaatin tilassa ja
koska pariteettifunktiot ovat automaateissa samat ja koska pelid G pelataan
pelaajan 0 voittostrategian mukaan niin darettomassé pelissé G, aivan kuten
pelissd G*, minInf(Q(m)) on parillinen. Tésté seuraa, ettd pelaaja 0 voittaa
pelissd G* ja edelleen, ettd ndin muodostettu strategia f; on voittostrategia
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pelaajalle 0 pelissd G*. Téstéd seuraa, ettd A* hyviksyy transitiosysteemin
M.

Siis automaatti A* hyviksyy transitiosysteemin 9, joss automaatti A
hyvaksyy sen w-laajennuksen 9. O]

Maaritelma 5.3. Kaavaa ¢ sanotaan bisimilaari-invariantiksi, jos sen maé-
radmé luokka transitiosysteemeja C'(¢) on suljettu bisimulaation suhteen.

Lause 5.2. Olkoon ¢ mielivaltainen bisimilaari-invariantti M.SO-lause. On
olemassa sellainen Lu-kaava ¢, ettd jokaiselle transitiosysteemille N pdtee,
etta - R

ME ¢ < (M, sr™) E ¢

Todistus. (Vrt. |6, s. 252-253] ja [5, s. 273].) Olkoon C' = CM59(¢), C; =
{9 € C | M on transitiopuu} ja C, = {ﬁ | M € C}. Siis C,, on kaikkien
luokan C' transitiosysteeminen w-laajennusten joukko. Jokainen w-laajennus
on transitiopuu, C on bisimulaation suhteen suljettu luokka transitiosystee-
mejé ja lauseen 2.3 perusteella jokainen transitiosysteemi on bisimilaarinen
w-laajennuksensa kanssa, joten C, C C; C (. Lauseen 4.3 perusteella on
olemassa sellainen lauseessa 4.3 mainittu p-automaatti A, ettd L(A) = C;.
Lauseen 5.1 perusteella automaatin A perusteella tehty automaatti A* hyvak-
syy transitiosysteemin 9, joss automaatti A hyvéksyy sen w-laajennuksen
. Siis -
Me L(A") «Me L(A).

Automaatti A* on lauseessa 4.2 mainittua muotoa, joten

L(A*) = {9 | (M, sr™, V) £ &, kaikilla valuaatioilla V'},

o~

jollain Lu-kaavalla ¢.
Valitaan mielivaltainen transitiosysteemi 99t. Nyt
ME¢ = Me C,
= m e Cy
&M e L(A)
& M e L(AY)
& (M, sr™ V) E ¢, kaikilla valuaatioilla V.

Siis M E ¢ < (M, sr™, V) E ¢, kaikilla valuaatioilla V. O
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Lause 5.3. Olkoon C' bisimulaation suhteen suljettu luokka transitiosystee-
meji. Luokka C on MSO-mddritelty, joss se on L,-kaavamddritelty.

Todistus. Korollaarista 3.8 seuraa suoraan, ettd jokainen Lu-kaavamaéaritelty
luokka transitiosysteemeja on myds M .SO-méaritelty.

Todistetaan vield, ettd jos luokka C' on M SO-maééritelty, niin se on myos
Lu-kaavamaaritelty. Olkoon ¢ M SO-lause, joka méarittelee luokan C'. Va-
litaan mielivaltainen transitiosysteemi 9. Lauseesta 2.3 seuraa, ettd 9 on
bisimilaarinen w-laajennuksensa 9 kanssa. Koska C' on bisimilaarisesti sul-
jettu, niin -

MeCsMeC,
mista seuraa, etta

ME ¢ < ME 6.

Lauseen 5.2 perusteella on olemassa sellainen Lu-kaava gg, etta
§J\T|=gz§<:> (O, sr™) |=ng5.

Siis
ME G ME ¢ < (M, sr™) E o

-~ ~

Siis M € CLr(g) & M € CM5O(¢), joten CHH(p) = CM5O(p) = C. Siis C
on Lu-kaavaméaritelty.

On siis todistettu, ettd luokka transitiosysteemeji on M .SO-méaritelty,
joss se on Lu-kaavamaaritelty. O]
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6 Johtopaatokset

Korollaarin 3.9 ja lauseen 5.3 perusteella ndhdaén selva yhteys Lu-maéritel-
tavyyden ja M SO-maéériteltavyyden vélilla. Lause 3.11 sanoo, etté jokainen
Lp-maaritelty luokka transitiosysteemejd on bisimulaation suhteen suljet-
tu ja korollaarin 3.9 perusteella myo6s M SO-maéritelty. Lauseesta 5.3 seuraa
taas, etta bisimulaation suhteen suljettu luokka transitiosysteemeja on M SO-
madritelty, joss se on Lu-kaavamaaritelty. Herddkin kysymys, ettda onko ole-
massa bisimulaation suhteen suljettua Lpu-kaavamaériteltya luokkaa transi-
tiosysteemejé, joka ei olisi Lu-méaritelty. Siis pitddko paikkaansa, ettd bisi-
mulaation suhteen suljettu luokka transitiosysteemeja on M SO-méaéritelty,
joss se on Lyu-maédritelty. Walukiewicz ja Janin vastaavat ensimmaéiseen ky-
symykseen ei ja jalkimmaéiseen kylla. Artikkelissaan [5] he todistavat nime-
nomaan, ettd bisimulaation suhteen suljettu luokka transitiosysteemeja on
M SO-mééritelty, joss se on Lu-méaritelty. Tosin artikkelissa ei eksplisiit-
tisesti todisteta bisimulaation suhteen suljetun Lpu-kaavamééaritellyn luokan
ja Lp-mééritellyn luokan vastaavuutta. Artikkelien [5] ja [6] todistuksissa
ilmeisesti kidytetadan implisiittisesti oletusta, ettd bisimilaari-invarianttia Lu-
kaavaa vastaa ekvivalentti Lyu-lause.

Mika on siis Lu-lauseen ja bisimilaari-invariantin Lu-kaavan ero, vai onko
sitd lainkaan. Korollaarin 3.5 perusteella tiedetdan, ettd monotonista kaavaa
vastaa ekvivalentti Lu-lause. Lauseesta 3.5 seuraa, etté jokainen positiivinen
kaava on monotoninen ja korollaarista 3.7 puolestaan seuraa, ettd kaavaa,
jossa ei ole vapaata muuttujaa, joka esiintyy seka positiivisesti etta negatii-
visesti, vastaa ekvivalentti Lpu-lause.

Oletetaan, ettd Walukiewicz ja Janin ovat oikeassa eli, ettd bisimulaation
suhteen suljettu luokka transitiosysteemeja on M SO-maéritelty, joss se on
Lp-maaritelty. Tamén oletuksen perusteella voidaan todistaa mielenkiintoi-
nen yhteys bisimulaation ja Lu-lauseiden vililla.

Lause 6.1. Olkoon ¢ Lu-kaava. Nyt C**(¢) on bisimulaation suhteen sul-
jettu, joss on olemassa Lu-lause ¥, joka on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa.

Todistus. (<) Oletetaan, etté on olemassa kaavan ¢ kanssa ekvivalentti Lpu-
lause 9. Koska ¢ ja 9 ovat ekvivalentteja, niin CT#(¢) = CL#(4). Lauseen
3.11 perusteella C*#(19) on bisimulaation suhteen suljettu, joten myds C*#(¢)
on bisimulaation suhteen suljettu, mika olikin todistettava.

(=) Oletetaan, ettd C™(¢) on bisimulaation suhteen suljettu luokka
transitiosysteemeji. Lauseen 3.15 perusteella CL#(¢) = CMS9(¢'), missi
¢ = JX(sr(X) A STx(¢)). Lauseen 3.13 perusteella on olemassa sellai-
nen MSO-lause ¢*, etti CM5C(¢/) = CM59(¢*), erityisesti CM5O(¢) =
CMSO(YX,.. . VX, (¢)), missi Xy, ..., X, ovat kaikki kaavassa ¢’ esiintyvit
vapaat muuttujat. Koska CL#(¢) = CM59(¢) = CM59(¢*) ja CL#(¢) on bi-
simulaation suhteen suljettu, niin myds C™*°(¢*) on bisimulaation suhteen
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suljettu. Oletuksen perusteella bisimulaation suhteen suljettu luokka transi-
tiosysteemeji on M SO-midritelty, joss se on Lu-médritelty, siis CM59 (%)
on Lp-méidritelty eli C1#(¢) on Lu-méiritelty. Tisté seuraa, ettdi on ole-
massa sellainen Ly-lause g/g, joka on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa, josta viite
seuraa.

Siis C*#(¢) on bisimulaation suhteen suljettu, joss on olemassa Ly-lause

9, joka on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa. O

Korollaari 6.1. Olkoon ¢ Lu-kaava. Nyt ¢ on bisimilaari-invariantti, joss
on olemassa monotoninen Lu-kaava 9, joka on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa.

Todistus. (=) Oletetaan, etté ¢ on bisimilaari-invariantti Lu-kaava. Lauseen
6.1 perusteella on olemassa Lu-lause, joka on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa.
Jokainen lause on monotoninen, josta viite seuraa.

(<) Oletetaan, ettd on olemassa monotoninen Lu-kaava 1, joka on ekvi-
valentti kaavan ¢ kanssa. Korollaarin 3.5 perusteella Lu-lause, joka saadaan
korvaamalla jokainen kaavassa 1 esiintyvd muuttuja loogisella vakiolla 1 on
ekvivalentti kaavan ¢ kanssa, joten se on ekvivalentti kaavan ¢ kanssa. Viite
seuraa lauseesta 6.1. O

Korollaari 6.2. Olkoon ¢ Lu-kaava. Nyt ¢ on bisimilaari-invariantti, joss
on olemassa sellainen posititvinen Lu-kaava 9, joka on ekvivalentti kaavan
¢ kanssa.

Todistus. Viite seuraa lauseista 3.5 ja 6.1 ja korollaarista 6.1. O

p-kalkyyli vaikuttaa varsin mielenkiintoiselta logiikalta. Se on ilmaisu-
voimaltaan vahva ja sitd on peliteoreettisesta ndkokulmasta katsoen verrat-
tain helppo ymmaértaa. Vaikka p-kalkyyli ilmaisuvoimaltaan haviddkin mo-
nadiselle toisen kertaluvun predikaattilogiikalle, on se laskennallisesti tehok-
kaampi. Laskennallinen tehokkuus ja suuri ilmaisuvoima onkin syyné sille,
miksi p-kalkyyli on mielenkiintoinen tietojenkasittelytieteen néakokulmasta.
Kun rajoitutaan tutkimaan ainoastaan bisimulaation suhteen suljettuja omi-
naisuuksia, p-kalkyyli on yhtd ilmaisuvoimainen kuin M.SO. Moniin tarkoi-
tuksiin p-kalkyyli onkin hyvd kompromissi ilmaisuvoiman ja laskennallisen
tehokkuuden valilla.
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