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Tiivistelma

Téssa tyossa tarkastellaan kehystason méariteltavyytta erilaisissa modaalilogii-
koissa. Lahtokohtana on Goldblatt-Thomasonin lause, jonka mukaan elemen-
taarinen kehysluokka on modaalisesti maariteltavissa tésmélleen silloin, kun
se on suljettu generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten ku-
vien suhteen seké heijastaa ultrafiltterilaajennuksia. Elementaariset kehysluo-
kat ovat kompakteja tavallisen modaalilogiikan suhteen, minké johdosta ensim-
maisessa Goldblatt-Thomasonin lauseen analogiassa on siirrytty tarkastelemaan
kompaktisuutta. Sen mukaan generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-
morfisten kuvien suhteen suljettu £-kompakti kehysluokka on £-maéariteltavissa
kehysluokan C' suhteen, kun oletetaan, etté luokan C' jokaista kehysta F ja sen
pistettd w kohti on olemassa logiikan £ sellainen kaavajoukko A, ettd A toteu-
tuu pisteessd w ja jos se toteutuu kehyksen G jossain pisteessi v, niin JF,, on ke-
hyksen G, p-morfinen kuva. Esimerkiksi aérellisesti haaratuvien kehysten luokka
toteuttaa tdmén ehdon, mista seuraa, ettd ML|®, 79]-kompakti kehysluokka K
on madriteltdvissa suhteessa ddrellisesti haarautuvien kehysten luokkaan, kun
K on suljettu mainittujen sulkeumaehtojen suhteen. Jos edelld voidaan olettaa,
ettd p-morfisena kuvana olemisen vélittdmiseen riittaa yksittdinen L£-kaava, voi-
daan kompaktisuusoletuksesta luopua. Téllainen kaava 16ytyy modaalisessa u-
kalkyylissd, kun rajoitutaan dérellisten kehysten luokkaan. Aérellisyysrajoituk-
sesta padstaan eroon siirtymalla darettomat disjunktiot ja konjunktiot sallivaan
modaalilogiikkaan tai muuhun modaalilogiikkaan, jossa polkukvanttori on mé&a-
riteltavissa ja propositiosymboleita on kiytossa riittdvan paljon erottelemaan
tarkasteltavien kehysten kaikki pisteet toisistaan. Esimerkiksi darettomien kiel-
ten avulla polkukvanttori A voidaan méaéiritelld kaavalla A{O"¢p | n € N}.
Talloin tarkasteltavien kehysten kokoa taytyy kuitenkin rajoittaa tai vaihtoeh-
toisesti sallia, ettd propositiosymboleja on kiytossa aito luokka. Lopuksi tarkas-
tellaan viela laskentaoperaattoreita kiyttavad GML-madriteltavyytta, maari-
telladn g-saturoituvat mallit ja osoitetaan, ettd GML-kompakti kehysluokka on
GML-maariteltavissé darellisesti haarautuvien kehysten luokassa téasmaélleen sil-
loin, kun se on suljettu g-morfisten kuvien, generoitujen alikehysten ja erillisten
vhdisteiden suhteen. Myo6s laskentaoperaattoreita kiayttdvada modaalilogiikkaa
laajennetaan polkukvanttorin avulla ja esitetdén perinteiselle modaalilogiikalle
analogiset tulokset GML-maariteltdvyydestd ja GMLy  -madriteltavyydesté.



Abstract

This work is about definability on the level of frames in various modal logics.
The starting point is the Goldblatt-Thomason Theorem, which states that an
elementary class of frames is modally definable if and only if it is closed under
generated submodels, disjoint unions and bounded morphic images and reflects
ultrafilter extensions. Elementary frameclasses are ML|®, 79|-compact. Here we
prove that an L-compact frameclass which is closed under generated submodels,
disjoint unions and bounded morphic images, is £-definable with respect to a
frameclass C', if we can assume that for each frame F € C and its point w
there exists a set of formulas A such that A is satisfied in a point w and if it is
satisfied in a point v of a frame G, then F,, is a bounded morphic image of G,.
For example the class of image finite frames fulfills this condition and therefore
ML|®, 7p|-compact frameclass is definable with respect to the class of image
finite frames, if the mentioned closure conditions are fulfilled. If we can assume
that being a bounded morphic image can be transferred by a single £-formula
instead of a set of formulas, we can leave out the compactness condition. Such
a formula can be written in modal p-calculus, when we restrict ourselves to the
class of finite frames. We get rid of finiteness by allowing infinite disjunctions
and conjunctions and sufficiently large amount of proposition symbols (possibly
a proper class) to separate each point of a frame to be considered. Then we do
not need fixed points to define the path quantifier A, formula A{O"p | n € N}
will do. Thereby we get that, a class of frames MLy, ,,|®]-definable with respect
to a frameclass in which the size of every frame is at most x if it is closed
under generated submodels, disjoint unions and bounded morphic images and
the size of ® is at least k. In the last section we concider definability in graded
modal logics. We define the notion of g-saturated models and g-morphic images
and prove that GML-compact frameclass is GML-definable with respect to the
class of image finite frames if and only if it is closed under g-morphic images,
generated subframes and disjoint unions. Then we add the path quantifier also
to graded modal logics and prove that a class of frames K is definable with
respect to the class of finite frames by simple pGML|®|-formulas, if K is closed
under generated submodels, disjoint unions and bounded morphic images and
the size of @ is at least w. Futhermore we show that a class of frames is definable
with respect to a class of frames in which the size of every frame is at most s
by GML ,|®|-formulas, if it is closed under the mentioned closure conditions
and the size of ® is at least .
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1 Johdanto

Maéariteltavyysteoria on logiikan osa-alue, jonka tehtavéna on tutkia ja vertail-
la erilaisten logiikoiden ilmaisuvoimia. Yksi peruskysymys on téalloin, millaisia
malliluokkia valitulla logiikalla pystytddan karakterisoimaan. Kuhunkin tarkoi-
tukseen sopivaa logiikkaa etsittéessé valinta tehddén ilmaisuvoiman ja muiden
"hyvien ominaisuuksien" valilta. Ilmaisuvoiman kasvattaminen johtaa usein ei-
toivottuihin seurauksiin kuten epatéydellisyystuloksiin.

Tasséa tyossa peruslahtokohdaksi on valittu tavallisen modaalilogiikan kie-
i ML|®, 7], jonka etuna on yksinkertainen syntaksi. Toisaalta talloin semant-
tiset tarkastelut joudutaan rajaamaan Kripke-malleihin, jotka ovat oleellisesti
relationaalisia struktuureita, joissa on kaytossa yksi kaksipaikkainen relaatio ja
propositiosymboleiden tulkintaa vastaavat yksipaikkaiset relaatiot. Modaalilo-
giikan kaavat voidaankin kdantda suoraviivaisesti ensimmaéisen kertaluvun lo-
giikan kaavoiksi, joissa edelld mainitun relationaalisen aakkoston liséksi riittda
kaksi muuttujasymbolia ja relaatioilla rajoitetut kvantifioinnit. Toisaalta voi-
daan osoittaa, ettd mallien tasolla tavallinen modaalilogiikka vastaa ensimmai-
sen kertaluvun logiikan bisimulaatioinvarianttia fragmenttia. Kehysten tasolle
siirtyminen antaa kuitenkin liséda ilmaisuvoimaa sallimalla perinteisen logiikan
nakokulmasta monadisia toisen kertaluvun kvantifiointeja. On olemassa kehys-
luokkia, jotka voidaan méaritelld modaalilogiikassa, muttei ensimméisen kerta-
luvun logiikassa.

Téssa tyossa madriteltdvyydesssa liikutaan paasaantoisesti kehysten tasol-
la. Goldblatt-Thomasonin lause on klassinen tulos, joka poimii elementaari-
sesti (ensimméisen kertaluvun logiikassa) méériteltavissid olevien kehysluok-
kien joukosta tdsmaélleen ne, jotka ovat suljettuja tiettyjen kehyskonstruktioi-
den suhteen. Naistd konstruktioista kolme (generoidut alimallit, erilliset yh-
disteet ja p-morfiset kuvat) on hyvin luonnollisia, mutta neljas aiheuttaa jo
enemman péaadnvaivaa. Taman tyon ldhtokohtana onkin ollut "péastd eroon"
Goldblatt-Thomasonin lauseen neljannestad ehdosta, ultrafiltterilaajennuksista.
Toinen, edellisen kappaleen jilkeen perusteltu, tavoite on ollut elementaari-
suusoletuksesta luopuminen.

Ensimmaéisessé varsinaisessa luvussa (Luku 2) esitellddn tyossa tarvittavia
peruskasitteitd. Lukijan oletetaan kuitenkin hallitsevan tavallisen modaalilo-
giikan syntaksiin ja semantiikkaan liittyvit peruskésitteet, jotka esitelladn vain
hyvin pintapuolisesti. Hyvié lahteita tarkempaan perehtymiseen ovat esimerkik-
si [1] ja [10]. Luvussa 3 esitellddn lahtokohtana olevan Goldblatt-Thomasonin
lauseen esittdmisessa ja todistamisessa tarvittavia késitteitd. Koska luvun 2 kéa-



sitteet ovat jatkon kannalta keskeisessd asemassa, on ne pyritty esittaméaén ja
todistamaan niitd koskevat tulokset huolellisesti. Sen sijaan luvussa 3 nojaudu-
taan kirjallisuuteen ja klassisen malliteorian tuloksiin ainakin niiden késitteiden
ja tulosten osalta, jotka eivét ole tamén tyon kannalta yhté olennaisia.

Lukujen 4 ja 5 tulokset pohjaavat padsddntoisesti (Jankov-Fine-kaavojen
esittelyd ja niistd seuraavaa lemmaa lukuunottamatta) omaan tyohon ja sen
pohjalta muun tutkimusryhmén (Tampereen yliopiston logiikanryhmaé) kans-
sa kaytyihin keskusteluihin. Vaikka ne ovatkin paikoin ldhdeviitteiden osalta
niukkoja, 10ytyy taustalta kuitenkin monenlaisia keskusteluja, kursseja, kirjoja,
artikkeleita, seminaareja, lukupiireja ja niiden pohjalta herdnneitd ajatuksia.
Ajatus polkukvanttorista tuli van Benthemin artikkelin [2] tiimoilta ja se oli
helppo méaritella p-kalkyylissd ja edelleen darettoméan modaalilogiikan avulla.

Inspiraatio lukuun 6 syntyi Conradien [5] tyotaan késittelevin esitelmén
pohjalta. MyShemmin 16ytyi myos alkuperdinen de Rijken [11]| g-bisimulaation
madritelméa. Naiden ldhteiden pohjalta oli hyva lahted kehittdmaan Goldblatt-
Thomasonin lauseen analogian todistamisessa tarvittavia késitteita ja tuloksia
aiempien lukujen tapaan.



2 Peruskasitteita

Téassa luvussa maaritellaan jatkossa tarvittavia peruskasitteitd ja osoitetaan
joitakin naitd koskevia perustuloksia. Luvun tarkasteluissa kiytetadn taval-
lista modaalilogiikan kieltd ML|®, 75|, joka saadaan lisaamalla joukon ® pro-
positiosymboleilla varustettuun propositiologiikkaan similariteettityypin' [1, s.
11] 7o = ({<¢}, {(<,1)}) yksipaikkainen modaalioperaattori <. Operaattorin <
duaalioperaattorille kiytetddn merkintdd O ja se maéritellidn ehdon O =4 ==
avulla.

ML[®, 79|]-kaavojen tulkinnassa kiytetddn (Kripke-)kehyksia (W, R) ja -mal-
leja (W, R, V'), missd W on epétyhjd (maailmojen/pisteiden) joukko, R C W x
W kaksipaikkainen relaatio ja V' : ® — P (W) valuaatio(funktio), jonka avul-
la propositiosymboleiden totuus maaraytyy. Propositiosymboli p € ® on tosi
mallin M = (W, R, V) pisteessia w € W (merkitddn M, w = p), jos w € V(p).
Konnektiivien osalta totuusehdot maéaritelladin luonnollisella tavalla. Kaavan
O totuus mallin M pisteessd w maaraytyy ehdon

MuwlECps ' e W: ((w,w') € R ja M w E )

mukaisesti. Kaava ¢ on validi mallissa M (merkitddn M = ¢), jos se on tosi
mallin M jokaisessa pisteessd. Kaava ¢ on validi kehyksessd F = (W, R) (mer-
kitddn F = ), jos se on validi kehyksen F jokaisessa mallissa M = (W, R, V).

Useat luvun tarkastelut voitaisiin yleistda myos tapaukseen, jossa sallitaan
similariteettityyppi, joka sisaltad useampia yksipaikkaisia modaalioperaattorei-
ta tai useampipaikkaisia operaattoreita. Télloin vastaavissa Kripke-malleissa ja
-kehyksissd olisi vastaavasti kiytossd useampia kaksipaikkaisia relaatioita tai
ja useampipaikkaisia relaatioita. Myohemmin téssd tyossa tarkastellaan myos
joitakin muita téssd esitellyn perusmodaalilogiikan laajennuksia (p-kalkyyli,
GML).

Yksi modaalilogiikan keskeisia peruskasitteitd on bisimulaation késite.

Maaritelma 2.1 Olkoot M = (W, R, V) ja M’ = (W’  R', V') Kripke-malleja.
Epétyhja relaatio Z C W x W’ on bisimulaatio mallien M ja M’ valilla, jos se
toteuttaa seuraavat ehdot.

(i) Jos (w,w’) € Z, niin w ja w' toteuttavat samat propositiosymbolit.

(i) Jos (w,w’) € Z ja (w,v) € R, niin on olemassa sellainen v/, ettd (v,v’) € Z
ja (w',v") € R'.

ISimilariteettityyppi kertoo kiytdssé olevat operaattorit ja niiden paikkaluvut.



(iii) Jos (w,w’) € Z ja (w',v") € R, niin on olemassa sellainen v, ettéd (v,v’) €
Z ja (w,v) € R.

Jos Z on bisimulaatio ja (w,w’) € Z, merkitdin
Z: Maw— M .

Talloin pisteet w ja w' ovat bisimilaariset. Jos on olemassa bisimulaatio Z mal-
lien M ja M’ pisteiden w ja w’ vililli, voidaan merkita M, w «— M’ w’. Mikali
mallit ovat asiayhteydesté selvét, voidaan merkita lyhyesti w «— w’.

Merkitdan M, w =y, M W', jos (M,w | ¢ & M w' | ¢) pitee jo-
kaisella modaalilogiikan kaavalla ¢. Koska bisimilaarisia tiloja ei voi erottaa
perusmodaalilogiikan kaavoilla, voidaan bisimulaation avulla arvioida mallien
samankaltaisuutta modaalilogiikan nékokulmasta.

Propositio 2.1 Olkoot M = (W, R, V) ja M' = (W', R, V') Kripke-malleja.
Jos M w «— M’ w', niin M,w =y M’ w'.

Todistus. Osoitetaan induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen, ettéa
Vuvw' : (M,w — M w') = (M,w ¢ M W' = ¢)). (%)

Kun ¢ on propositiosymboli, on (x) selvd bisimulaation méaéritelmén nojalla.
Oletetaan, ettd (*) on voimassa kaavoilla 1, ja 1be. Selvésti talloin (%) on voi-
massa myos kaavojen ¢, ja 19 boolen kombinaatioilla.

Oletetaan sitten, ettd ¢ = Oy ja M,w «— M w'. Jos M, w [= ¢, on ole-
massa sellainen v € W, etta (w,v) € R ja M,v | ;. Koska pisteet w ja w’
ovat bisimilaariset, on olemassa sellainen v" € W', ettd (w',v’) € R’ ja pisteet
v ja v’ ovat bisimilaariset. Nyt induktio-oletuksen mukaan M’ v’ = v, joten
M w' = ¢. Ekvivalenssin toinen suunta saadaan vastaavasti, joten (*) on voi-
massa myos modaalioperaattoreiden tapauksessa. O

Kehysten vélinen bisimilaarisuus maaritelladn jattdamalla méaaritelman 2.1
propositiosymboleita késitteleva kohta (i) pois.

Maaritelma 2.2 Kehysten F = (W, R) ja F' = (W', R') pisteet w € W ja
w' € W' ovat bisimilaariset (merkitdan F,w « F' w'), mikili on olemassa
mééritelmén 2.1 ehdot (ii) ja (iii) toteuttava relaatio Z C W x W', jolla (w,w’) €
Z.



Jatkossa kiinnostuksen kohteeksi nousevat usein erityisesti sellaiset kehysten
F = (W,R) ja F' = (W' R') viliset bisimulaatiot Z C W x W’/ jotka toteut-
tavat ehdot Vw' € W' : Jw € W : (w,w') € Z ja Yw € dom(Z) : ' €
W (w,w') € Z (eli ovat surjektiivisia osittaisfunktioita). Kutsutaan téllaisia
kehysbisimulaatioita F’-kattaviksi.

Propositio 2.2 Kehysvalidisuus sdilyy kattavissa kehysbistmulaatioissa.

Todistus. Olkoon Z kehysten F = (W, R) ja F' = (W', R') vélinen F'-kattava
bisimulaatio ja olkoon kaava ¢ validi kehyksessé F. Jos nyt kaava ¢ ei olisi validi
kehyksessé F’, olisi olemassa kehyksen F' malli M’ = (F’, V') ja sen piste v/,
joilla M’ v £ ¢. Mééritelldén kehykseen F valuaatio V' ehdon

ueV(p) e (uedom(Z)ja Z(u) e V'(p))

avulla ja asetetaan M = (F,V). Nyt méaédritelmén 2.1 ehto (i) on voimassa,
joten Z on bisimulaatio mallien M ja M’ vililla. Koska Z on F'-kattava, on
olemassa sellainen v € W, ettd (v,v") € Z. Proposition 2.1 nojalla pisteet v ja
v toteuttavat tdsmélleen samat kaavat. Siispd M, v = —¢, mikd on ristiriita,
silld M on kehyksen F malli ja oletetiin, ettd F |= ¢. O

Maaritelladn seuraavaksi kolme keskeisté kehyskonstruktiota: generoidut ali-
kehykset, erilliset yhdisteet ja p-morfiset kuvat ja osoitetaan, etté kehysvalidi-
suus sailyy naissa konstruktioissa.

Maaritelméa 2.3 (Joukon generoimat alikehykset) Olkoon F = (W, R)
Kripke-kehys. Epétyhjan joukon U C W generoima alikehys Fy on kehys
(W' R'), missa W’ on pienin ehdon

UCWija(weW A(w,v) € R)=veW)

toteuttava joukko ja R' = RN (W' x W'). Jos U = {w}, voidaan puhua pisteen
w generoimasta alikehyksestd JF,,. Jos generoivan pisteen korostaminen ei ole
oleellista, voidaan puhua lyhyesti vain pistegeneroidusta kehyksesta.

On helppo nahdé, ettd alkuperdisen ja generoidun alikehyksen vélilla on gene-
roidun kehyksen kattava bisimulaatio (identtinen kuvaus), joten proposition 2.2
nojalla saadaan seuraava propositio.

Propositio 2.3 Kehysvalidisuus sdilyy generoiduissa alikehyksissa.



Todistus. Olkoon kehys F' = (W' R’) joukon U generoima kehyksen F =
(W, R) alikehys. Nyt Z = {(w,w') € W x W' | w € Fyjaw = w} on F'-
kattava bisimulaatio. O

Generoidut alikehykset antavat mahdollisuuden siirtyd johonkin sopivaan
kehyksen osaan, joka usein on alkuperéistd kehystd pienempi. Erillisten yhdis-
teiden avulla puolestaan yhdistetdan useista pienistd palasista isompi kokonai-
suus, jossa palaset eivat kuitenkaan paase vaikuttamaan toisiinsa.

Maaritelméa 2.4 (Erilliset yhdisteet) Kehysten F; = (W, R;) (i € I) eril-
linen yhdiste ¢, F; on struktuuri (U;W/, U;R;), missé joukot W/ ja R saadaan
tekemalld alkuperaiset kehykset erillisiksi. Kanoninen tapa téhén erillistdmiseen
on maaritella

Wi = {(w,i) | we Wi}
ja
R; = {((wawa (U,Z)) ‘ (’LU,U) S RZ}

On hyva huomata, ettd tdmén kanonisen erottelutavan seurauksena yksittaisen
kehyksen erillinen yhdiste ei ole identtinen alkuperéisen kehyksen kanssa, mika
voi joissain tilanteissa aiheuttaa sen, etta tarkastelut on hoidettava "isomorfiaa
vaille".

Kehysvalidisuus séilyy myos erillisissé yhdisteissa, mutta koska kattavaa bi-

simulaatiota ei saada maériteltya kehysjoukolta kehykselle, joudutaan todistuk-
sen eteen tekeméadn vahan enemmaéan toita.

Propositio 2.4 Kehysvalidisuus sdilyy erillisissd yhdisteissa.

Todistus. Olkoon F = (W, R) kehysten F; = (W;, R;), (i € I), erillinen yhdis-
te. Oletetaan, ettd kaava ¢ on validi kehyksessd JF; kullakin ¢ € I ja tehddén
vastaoletus, etta F p£ ¢. Talloin on olemassa kehyksen F malli N = (F, V) ja
sen piste (w, 1), joka toteuttaa kaavan —¢. Maéaritelladn kehykseen F; valuaatio
Vi: Vi(p) = {w | (w,i) € V(p)} kullakin p € ® ja asetetaan M = (F;, V;). On
helppo néhdi, ettid Z = {(w, (w,4)) | w € F;} on bisimulaatio mallien M ja A/
valilld. Nyt proposition 2.1 nojalla M, w = —¢, miké on ristiriita, silla F; = ¢.
Siis vastaoletus on vééra ja kaava ¢ on validi kehyksessa F. O

Maaritelladn vield p-morfiset kuvat ja todetaan, ettd kehysvalidisuus séilyy
myos niissa.



Maaritelma 2.5 (p-morfiset kuvat) Tarkastellaan kehyksid F = (W, R) ja
F' = (W' R). Kuvaus f: W — W' on p-morfismi, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot.

(i) Jos (w,v) € R, niin (f(w), f(v)) € R
(i) Jos (f(w),v") € R, niin on olemassa v, jolla (w,v) € R ja f(v) =v'.

Jos on olemassa surjektiivinen p-morfismi kehykseltd F kehykselle ', F' on
kehyksen F p-morfinen kuva.

Koska surjektiivinen p-morfismi on suoraan méaritelmien nojalla kattava bisi-
mulaatio, ei seuraava propositio todistusta kaipaa.

Propositio 2.5 Kehysvalidisuus sdilyy p-morfisissa kuvissa.

Todistus. Seuraa suoraan propositiosta 2.2. O

Mallien tasolla modaalilogiikan kaavat voidaan suoraviivaisesti ka&ntaé pre-
dikaattilogiikan kaavoiksi. Téaté varten tarvitaan perusmodaalilogiikkaa vastaa-
va ensimméisen kertaluvun aakkosto 4;, jossa on yksipaikkainen predikaatti-
symboli P; kutakin propositiosymbolia p; € ® kohti ja lisdksi kaksipaikkainen
relaatiosymboli R.

Maaritelméa 2.6 (Standardikidinnoés) Olkoon z predikaattilogiikan muuttu-
ja. ML[®, 19|-kaavan ¢ standardikidnnos ST,(¢p) A;-kaavoiksi mééritelladn in-
duktiivisesti seuraavasti:

ST.(pi) = Fi(x)

ST, () = ~ST.(¥)

ST, (Y1 01e) = ST.(11) 0o STp(1h2), kun o € {A,V, —, <}
STo(Ov) = Fy(R(z,y) AST,(¢)),

missé y on uusi muuttuja |1, Méaéritelma 2.45, s. 84].

Standardikddnnos on tyokalu, jonka avulla padstadn kdyttaméén (mallien tasol-
la liikuttaessa) predikaattilogiikasta tuttuja tuloksia. Voidaan nimittain osoit-
taa, ettd jokaisella mallilla M ja sen pisteelld w on M, w |= ¢ voimassa tdsmal-
leen silloin, kun M = ST, (¢)[w] (M voidaan tulkita myo6s predikaattilogiikan
malliksi) on voimassa [1, Propositio 2.47, s. 85].

Téamén tyon kannalta hyvin keskeinen késite on (modaalinen) mééritelté-
vyys kehystasolla.



Maaritelma 2.7 Kehysluokka K on modaalisesti madriteltdvissd, jos on ole-
massa ML-kaavojen joukko I', joka méarittelee sen eli ehto

FeEKsFET (1)

on voimassa. Madriteltdvyys voidaan esittdd myos suhteessa johonkin kehys-
luokkaan C. T&llsin ehto (1) saa muodon VF € C': (F € K & F T2

Seuraavassa luvussa esiteltdava Goldblatt-Thomasonin lause antaa kehysluo-
kan sulkeumaehtoihin nojautuvan karakterisoinnin modaaliselle maariteltavyy-
delle. Edellisten toteamusten nojalla on luonnollista vaatia, etta téallaisissa ka-
rakterisoinneissa oletetaan kehysluokan olevan suljettu generoitujen alimallien,
erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen, silld jokainen modaalises-
ti maariteltava kehysluokka tosiaan on suljettu ndiden konstruktioiden suhteen.
Lisdmielenkiintoa néille konstruktioille voidaan hakea analogioista universaalial-
gebraan (ks. [3]), missd luokan generoima varieteetti saadaan sulkemalla luok-
ka ensin tulojen, sitten alialgebrojen ja lopuksi homomorfisten kuvien suhteen.
Duaalisuusteoria (ks. [1, Luku 5.4]) ja yhteydet algebraan on kuitenkin varsi-
naisesti rajattu tdmén tyon ulkopuolelle. Yksi néitd kolmea kehyskonstruktio-
ta yhdistava modaalilogiikan tulos saadaan seuraavassa propositiossa, joka sallii
néiden sulkeumaehtojen ollessa voimassa rajoittaa tarkastelut juurellisiin (piste-
generoituihin) kehyksiin, mikd on esimerkiksi mychemmin esiteltdvien Hintikka-
kaavojen kirjoittamisen kannalta varsin kaytannollista.

Propositio 2.6 Jokainen kehys voidaan esittda pistegeneroitujen alikehystensd
erillisen yhdisteen p-morfisena kuvana.

Todistus. Olkoon F = (W, R) mielivaltainen kehys ja olkoon G = (Wg, Rg)
kehysten F,,, w € W, erillinen yhdiste. Maéritellaan

Z ={((v,w),v) e Wg x W |v,w e W}

ja osoitetaan, ettd Z on surjektiivinen p-morfismi G — F.

Ensinnékin jokaisella kehyksen G pisteelld (v,w) € Wy on olemassa yksi-
késitteinen kuva v € W. Toisaalta jokainen kehyksen F piste v on ainakin
itsensd generoimassa alikehyksessé, joten jokaista kehyksen F pistettd v koh-
ti on olemassa kehyksen G piste (v,v), joka kuvautuu pisteelle v. Siispd Z on
surjektiivinen kuvaus. Osoitetaan vield, ettd p-morfismin ehdot ovat voimassa.

2Huomaa, ettd tissi ei vaadita, ettd, K C C olisi voimassa.



Wo,0 Wo,0

Kuva 1: Esimerkin 1 mallit

(i) Oletetaan, ettd ((v,w), (v',w')) € Rg. Koska G on erillinen yhdiste, on
oltava w = w' ja (v,v’) € Rz, C R. Siispa (Z((v,w)), Z((v',w"))) =
(v,7') € R.

(ii) Oletetaan sitten, ettd (Z(v,w),v") = (v,v’) € R. Nyt v' € F,, joten eril-
lisessé, yhdisteessd G on piste (v/, w), joka kuvautuu pisteeksi v’ ja liséksi
((Ua w)a (Ula ’LU)) € Rg.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla Z on p-morfismi. a

Edella esitettyjen tarkastelujen nojalla voisi helposti paatya esittamaén, etta
méadriteltdvyyden karakterisoinnissa riittdvadn asemaan nousevat juuri generoi-
dut alikehykset, erilliset yhdisteet ja p-morfiset kuvat, tai yleisemmin kattavat
bisimulaatiot. Namaé eivit kuitenkaan riité, silla vaikka mallien pisteet toteut-
taisivat tésmélleen samat modaalilogiikan kaavat, niiden ei silti tarvitse olla
bisimilaarisia.

Esimerkki 1 [1, Esimerkki 2.23, s. 68-69] Olkoon M = (W, R, V'), missd W =
{wiy | J < i€ N}U{woo}t, R = {(woo,wio) | i € N} U {(wiy, wij41) |
j+1<ieN}jaV(p) =0 jokaisella p € . Olkoon M’ = (W' R/, V'), missi
W'=WU{w,; | j €N} R =RU{(wo0 wwo)} U{(Wewe,1) | J € N}
ja V(p) = 0 jokaisella p € ® (ks. kuva 1). Kuten myShemmin tullaan (n-
bisimulaatioiden kautta) huomaamaan, modaalilogiikan kaavat pystyvit puhu-
maan vain dérellisen mittaisista poluista. Siispad mallien M ja M’ pisteet wy g
toteuttavat tédsmélleen samat kaavat. On kuitenkin helppo néhdé, ettd ndma
pisteet eivat ole bisimilaarisia - toisessa mallissa on déreton polku, mutta toisen
mallin kaikki polut ovat darellisia. Kiinnitettiinpd mallin M’ ddrettomén polun



alku relaatiolla Z miten tahansa, tullaan mallien relaatioita eteenpéin kulke-
malla aina lopulta siihen tilanteeseen, ettd mallissa M on umpikuja ja mallissa
M’ voidaan jatkaa relaatiota eteenpain.

Esimerkin 1 mallien juurien wy ( vélilla on kuitenkin rajoitetumpi n-bisimulaatio
jokaisella luonnollisella luvulla n. Téllainen n-bisimulaatio voidaan méaaritelld
tasmallisesti pelin avulla.

Maaritelméa 2.8 Olkoot M = (W, R, V), M' = (W' R, V') malleja ja w,
w' vastaavasti niiden pisteitd. Peli G, ((M,w), (M’,w")) (n € N) mééritelladn
seuraavasti:

Pelaajat: Hyokkadva pelaaja V ja puolustava pelaaja 4.

Alkutilanne: Jos M,w | p ¢ M’ w' = p jollain p € ®, niin 3 hividd heti.
Muutoin kiinnitetddn vy = w ja v = w' ja asetetaan k = 1.

Pelinkulku: Jos k = n+1 peli on padttynyt. Oletetaan, ettd parit (v;, v))i<x €
W x W' on pelattu, 1 < k < n eiké kumpikaan pelaajista ole vield hévin-
nyt. Talloin

1. Pelaaja V valitsee siirtymén (vg_1,v;) € R tai (v)_,,v,) € R'. Mikili
V ei voi valita, peli paiattyy ja tarkastetaan voittoehto.

2. Pelaaja 3 valitsee jaljelle jéadneestd mallista vastaavasti siirtymén
(vp_1,v;) € R tai (vg—1,v,) € R. Jos 3 el voi valita, peli padttyy
ja tarkastetaan voittoehto.

3. Tarkastetaan voittoehto. Kasvatetaan laskurin k£ arvoa yhdella ja jat-
ketaan pelid, mikili kumpikaan pelaajista ei ole viela héavinnyt.

Voittoehto: Pelaaja 3 haviaa pelin, jos

e hin ei voi tehda valintaa kohdassa 2,

e M v, Ep > M v, = pjollain p € O.
Jos 1 ei ole havinnyt millddn pelatulla kierroksella & < n, han voittaa pelin.

Muutoin V voittaa. (Tasapelejé ei tunneta.)

Maaritelma 2.9 Pelaajan X strategia pelissd G on joukko sdéantoja, jotka ker-
tovat tasmallisesti miten kussakin pelitilanteessa tulee menetelld. Pelaajan X
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kiyttama strategia on voittostrategia, jos strategiaa noudattaen peli paattyy ai-
na pelaajan X voittoon toisen pelaajan siirroista riippumatta. Kun pelaajalla 3
on voittostrategia pelissd G,,((M,w), (M’ ,w')), sanotaan, etta pisteet w ja w’
ovat n-bisimilaariset. Merkitaan talloin M, w «—, M’ w'.

Kuvasta 1 on helppo néhda, ettd esimerkin 1 mallien juuret ovat n-bisimilaa-
riset jokaisella n € N. Bisimilaarisuus kaatui darettoméan polkuun, mutta n-
bisimilaarisuuden tapauksessa mallin M’ déretontd polkua voidaan kidydéa lapi
vain n askelta. Koska n on pelissid etukiteen kiinnitetty ja mallista M 16ytyy
kaiken pituisia adrellisida polkuja, pelaaja 3 voi valita aina &dédrettémén polun
vastineeksi jonkun riittavan pitkén polun.

Pisteiden n-bisimilaarisuudesta seuraa, etta kyseiset pisteet toteuttavat tés-
malleen samat modaalilogiikan kaavat. Jos liséksi oletetaan, ettd kiaytettavissa
on vain aarellinen maéra propositiosymboleita, myos kidanteinen suunta modaa-
lisesta ekvivalenttisuudesta n-bisimilaarisuuteen on voimassa. Tamaén todista-
misessa voidaan kayttda apuna Hintikka-kaavoja.

Maaritelma 2.10 Olkoon propositiosymboleiden joukko ¢ &érellinen, M =
(W, R, V) Kripke-malli ja w € W jokin mallin M piste. Mallin M pisteeseen w
liittyvé n-Hintikka-kaava ¢, madritellidn induktiivisesti seuraavasti

P = N | (1 = p tai ¢ = —p jollain p € ®) ja M, w |= ¢}

Prtw = Phaw N (AOCR | (w,0) € RYADNV{ @R, | (w,0) € RY).

Tyhjien disjunktioiden ja konjunktioden varalta mééritellidin A{ } = T ja
V=1

Huomaa, ettd koska propositiosymboleita on kiytossa vain darellinen méara,
ovat konjunktiot ja disjunktiot edella darellisia, vaikkei tarkasteltava malli oli-
sikaan aarellisesti haarautuva.

Modaalilogiikan kaavan ¢ aste deg(¢) maaritelldén induktiivisesti seuraavien
kohtien avulla.
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Hintikka-kaavojen maérittelystd ndhdédén, ettd jokaisen n-Hintikka-kaavan o},
aste on n.

Propositio 2.7 Olkoon ® darellinen, M = (W, R, V) ja M' = (W' R V')
Kripke-malleja seki w ja w' niiden maailmoja. Talloin seuraavat ehdot ovat
yhtdapitavid.

(i) M,w —, M' w,

(i) Myw = ¢ & M w' | ¢ jokaisella ML-kaavalla ¢, jolla deg(¢) < n
(tdlloin merkitiin M, w =Y, M',w'),

(i) M',w" = Oy -
Todistus. Implikaatioketjuna.

(i) = (ii) Osoitetaan induktiolla luvun n suhteen, etta
Ywe W V' e W' (M,w—, M w)= (M,w=f;, M, w)). (%)

Kun n = 0, (%) on voimassa n-bisimilaarisuuden mééritelmén nojalla: 0-
bisimilaariset pisteet toteuttavat samat propositiosymbolit ja on helppo
nihda, etta talloin sama péatee myos kaikilla niiden boolen kombinaatioilla
eli kaikilla astetta 0 olevilla kaavoilla.

Oletetaan, ettd () on voimassa, kun n = k, ja oletetaan, etta pisteet w ja
w’ on (k + 1)-bisimilaarisia. Nyt myos M, w <, M’ w', joten induktio-
oletuksen nojalla w ja w’ toteuttavat samat korkeintaan astetta k olevat
kaavat.

Tarkastellaan nyt astetta k + 1 olevaa kaavaa ¢ = <. Oletetaan, etta
M, w | ¢. Téll6in on olemassa piste v € W, jolla (w,v) € R ja M, v |= 1.
Koska pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd Gy1((M,w), (M’,w')), hin
voi valita siirtyméé (w,v) € R vastaavan siirtymén (w’,v’) € R’ mal-
lista M’'. Koska 3 kiyttda voittostrategiaansa, on pisteiden v ja v’ olta-
va k-bisimilaarisia, joten induktio-oletuksen mukaan M’ v" |= . Talloin
M w' = ¢. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd M’ w' = ¢ = M, w = ¢.
On helppo todeta, ettd ekvivalenssi on télléin voimassa myos kaikkien
muotoa <1 olevien kaavojen boolen kombinaatoilla eli kaikilla astetta
k + 1 olevilla kaavoilla.

(ii) = (iii) Seuraa suoraan siitd, ettd M, w = o}, ,, ja n-Hintikka-kaavat ovat
mééritelménsd mukaan (korkeintaan) astetta n.
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(iii) = (i) Osoitetaan induktiolla luvun n suhteen, etté
Vuvw' : (M w' b= ¢y ) = (Mw =y M '), (%)

0-Hintikka-kaava antaa yksikésitteisesti (kun propositiosymboleita dérelli-
nen méara) pisteen propositionaalisen tyypin, joten (%) on voimassa, kun
n = 0. Oletetaan, ettd (%) on voimassa, kun n = k ja oletetaan, ettd
M w' | i3 Tarkastellaan nyt pelii Grqr (M, w), (M',w')). Koska
M ' = @9\47w, niin pisteet w ja w’ toteuttavat tasmaélleen samat propo-
sitiosymbolit, eikd peli siis lopu heti alkuunsa.

1. Oletetaan, ettd V valitsee siirtymén (w,v) € R. Télléin oletuksen ja
(k + 1)-Hintikka-kaavan mééritelmén nojalla on voimassa M’ w' |=
Oyl Sils on olemassa piste v' € W, jolla (w',v') € R ja M',v' |=
@i~ Pelaaja 3 valitsee siirtymén (w’,v") € R’ ja induktio-oletuksen
mukaan hénelld on voittostrategia loppupelissa.

2. Oletetaan, ettd V valitsee siirtyméan (w’,v’) € R'. Koska M’ w' |
O(V{ehio | (w,v) € R}) (eiké disjunktio voi olla tyhjé, koska pis-
teelld w’ on seuraaja v’), on jollain siirtymélld (w,v) € R voimassa
M0 = oy, Nyt 3 valitsee téllaisen siirtymén (w,v) € R, jolloin
induktio-oletuksen mukaan hénelld on voittostrategia loppupelissa.

3. Mikéli V ei voi valita, 3 voittaa pelin.

Kohtien 1-3 nojalla pelaajalla 3 on voittostrategia pelissd Gy, joten
Mw =g MW O

Téamén proposition kohdalla on hyvd huomata, ettd rajoittuminen perusmo-
daalilogiikkaan ja a#relliseen propositiosymboleiden joukkoon on siind mielessa
olennaista, ettd propositio 2.7 ei pade, jos kielen similariteettityypissa 7 salli-
taan ddreton maara propositiosymboleita tai modaalioperaattoreita.

Esimerkki 2 Olkoon ® déireton propositiosymbolien joukko ja I = {A C @ |
A aérellinen}. Olkoon M = (W, R, V), missa W = {w} U{w; | i € I}, R =
{(w,w;) | © € I} ja V(p) = {w; | p € i} jokaisella p € ®. Olkoon M’ =
(W' R, V'), missa W = W U{ws}, R = RU{(w,we)} ja V'(p) = V(p) U
{we} jokaisella p € @ (ks. kuva 2). Nyt mallien M ja M’ pisteet w ja w
toteuttavat samat modaalilogiikan kaavat (kaavat dérellisia), mutta eivit ole
edes 1-bisimilaarisia (V valitsee maailman weg).

Vastaavanlainen esimerkki voidaan konstruoida myo6s tapauksessa, jossa relaa-
tiosymboleita on kiytossa dareton méaara.
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M M’

WA, WA, WA, WA, WA, WAg Wo

Kuva 2: Esimerkin 2 mallit. Maailmassa wa ovat tosia tdsmélleen joukon A
propositiosymbolit.
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3 Klassinen Goldblatt-Thomasonin lause

Esimerkissd 1 néhtiin, ettd pisteiden ei tarvitse olla bisimilaarisia, vaikka ne
toteuttaisivat samat modaalilogiikan kaavat.

Maaritelma 3.1 Malliluokkia M, joilla on voimassa ehto
VMM e M :Vw,w' : (M,w =y, M, w') = (M,w— M w)),
kutsutaan Hennessyn-Milnerin luokiksi |1, Mééritelmé 2.52, s. 92].

Téllaisilla luokilla modaalinen ekvivalenssi on itsessédan bisimulaatio, joten kaa-
voja voidaan tehokkaasti hyodyntaéd esimerkiksi mallien vélisen p-morfismin
méarittelyssa.

Yksi esimerkki Hennessyn-Milnerin luokista on m-saturoitujen mallien luok-
ka, jonka maéaarittelyssa tarvitaan toteutuvuuden kasitetta.

Maéritelma 3.2 Olkoon M = (W, R, V) Kripke-malli. Kaavajoukko 3 on to-
teutuva joukossa X C W, jos on olemassa joukon X piste, jossa jokainen jou-
kon ¥ kaava on tosi. Kaavajoukko on adrellisesti toteutuva joukossa X, jos sen
jokainen &arellinen osajoukko on toteutuva joukossa X.

Maaritelma 3.3 Malli M on m-saturoitu, jos jokainen &érellisesti sen pisteen
w seuraajien joukossa toteutuva kaavajoukko ¥ C ML|®, 79|, on myds toteutuva
pisteen w seuraajien joukossa.

Propositio 3.1 Olkoon M luokka m-saturoituja malleja. Tdlloin M on Hen-
nessyn-Milnerin luokka.

Todistus [1, Proposition 2.54 todistus, s. 93]. Olkoot M = (W, R, V) ja M’ =
(W', R', V') m-saturoituja malleja. Osoitetaan, ettd relaatio Z = {(w,w’) €
W x W' | M,w =y, M',w'} on bisimulaatio mallien M ja M’ vélilla.

(1) Jos (w,w’) € Z, niin w ja w’ toteuttavat samat kaavat, joten ne toteutta-
vat myos samat propositiosymbolit.

(ii) Oletetaan, ettd (w,w’) € Z ja (w,v) € R. Olkoon ¥ pisteen v modaalinen
tyyppi {¢ € ML|®, 79| | M,v | ¢}. Nyt jokaisella dérelliselléd osajou-
kolla § C ¥ on voimassa M,w = <O(Ad), joten oletuksen mukaan myos
M w' = O(\0). Siispa X on dérellisesti toteutuva pisteen w’ seuraajien
joukossa. Koska M’ on m-saturoitu malli, seuraa tasté, ettd on olemas-
sa pisteen w’ seuraaja v’, jolla M’ v" |= 3. Nyt relaation Z maéaritelmén
nojalla (v,v") € Z.
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(iii) Tapaus (w,w’) € Z ja (w',v") € R’ on symmetrinen kohdan (ii) kanssa.
Kohtien (i ) — (iii) nojalla Z on bisimulaatio. a
Adrellisesti haarautuvien mallien luokka tarjoaa konkreettisemman esimer-
kin.

Maéaritelma 3.4 Malli M = (W, R, V) on ddrellisesti haarautuva (image-
finite), jos kullakin w € W joukko {v | (w,v) € R} on #érellinen.

Lemma 3.1 Adrellisesti haarautuvat kehykset ovat m-saturoituja.

Todistus. Olkoon M &érellisesti haarautuva malli. Olkoon ¥ kaavajoukko, joka
on adrellisesti toteutuva mallin M pisteen w seuraajien wy,...,w, joukossa.
Jos X ei olisi toteutuva pisteen w seuraajien joukossa, olisi jokaisella maailmal-
la w; olemassa kaava v; € X, jolla M, w; = —;. Mutta {¢; | 1 < i < n} on
joukon X darellinen osajoukko, joten se on oletuksen mukaan toteutuva jossain
pisteessa w;. Tama on ristiriita, joten > on toteutuva pisteen w seuraajien jou-
kossa. Siispa malli M on m-saturoitu. O

M-saturoituja malleja voidaan konstruoida ultrafiltterilaajennusten avulla.
Téata varten tarvitaan ultrafilttereité.

Maéritelma 3.5 (Ultrafiltterit) Olkoon W # (. W-filtteri F on joukon
P (W) osajoukko, joka toteuttaa ehdot

(i) WeF,
(i) X,)Y e F=XNY €F,
(iii) (X€FjaXCZCW)=ZcF.

W-filtteri F on aito, jos F' # P(W). W-ultrafiltteri U on maksimaalinen aito
W -filtteri eli toteuttaa ylldolevien ehtojen lisdksi ehdon

(iv) X eU e (W\X)gU
jokaisella X € P(W) [1, Maaritelmé A.12, s. 491].

Yhden alkion w generoimaa ultrafiltterida =, = {X C W | w € X} kutsu-
taan prinsipaaliseksi ultrafiltteriksi |1, Maaritelma A.15, s. 492|. Hilateoriassa
ultrafiltteri vastaa hilan (P(W), C) alkufiltterid [7, s. 41] ja prinsipaalinen ult-
rafiltteri alkion virittamaa paafiltteria.

16



Maaritelma 3.6 (Ultrafiltterilaajennus) [1, Madritelmé 2.57, s. 94| Kehyk-
sen F = (W, R) ultrafiltterilaajennus ueF on kehys (Uf (W), R*¢), missa Uf (W)
on W-ultrafilttereiden joukko ja

(u,v) e R VX ev:{weW | e X : (w,w') € R)} € u.

Koska ultrafiltterilaajennus ei ole konstruktiona yhté intuitiivinen kuin aiemmat
kehyskonstruktiot, lienee paikallaan selventéé asiaa yksinkertaisella esimerkilla.

Esimerkki 3 Olkoon F = (W, R), missda W = {1,2} ja R = {(1,2)}. Nyt hilan
(P(W), ©) alkufiltterit eli kehyksen F W-ultrafiltterit ovat u; = {{1,2}, {1}} ja
ug = {{1,2},{2}}. Merkitdan mgr(X) ={w e W | 3w € X : ((w,w') € R)} ja
tehdéén pieni taulukko ultrafiltterikehyksen relaation laskemista helpottamaan.
Koska jokaisella X € ug joukko mp(X) ={w e W |3 € X : (w,w’) € R)} €

X X € Ui X € U9 mR(X) mR(X) € Uy mR(X) € U9

{1} + - 0 - -
{2} - + {1} + -
{1,2} + - {1} + -

uy, niin (uq,uz) € R". Vastaavasti koska {1} € u;, mutta {w € W | Ju’ €
{1} : (w,w’") € R)} = 0 & s, saadaan, ettd (ug,u1) ¢ R"C. Itseasiassa ueF on
isomorfinen kehyksen F kanssa.

Yleisesti voidaan osoittaa, etté dérellisen kehyksen ultrafiltterilaajennus on aina
isomorfinen alkuperéisen kehyksen kanssa.

Propositio 3.2 Olkoon F = (W, R) ddrellinen kehys. Tdlloin F = ueF.

Todistus. Valitaan mielivaltainen v € U f(W). Koska u on &érellinen ultrafilt-
teri, on (u = {w} € u voimassa jollain w € W. Liséksi (w,v) € R< VX CW
joillav € X twe{weW|WeX: (vw)e R & VX €my:
{fweW | R eX: (v e R} €m & (Ty,m) € R, joten kuvaus
f:F — ueF, f(w) = m,, on isomorfismi. O

Tama ei kuitenkaan péade yleisesti, silla ddrettomilla kehyksilla on myds ei-
prinsipaalisia ultrafilttereité.

Esimerkki 4 [1, Esimerkki 2.58, s. 95| Olkoon kehys N' = (N, <) luonnol-
listen lukujen jérjestys. Prinsipaalisille ultrafilttereille voidaan proposition 3.2

tapaan todeta, ettd ((w,v) € <) & ((mw, ™) € <"). Lisdksi kehykselld N on
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Kuva 3: Esimerkin 3 kehykset, osajoukkohila ja sen alkufiltterit

ei-prinsipaalisia ultrafilttereitd. Esimerkiksi kaikkien joukon N ko-aarellisten
osajoukkojen joukko on aito filtteri, jolla on aérellisen leikkauksen ominaisuus
(adrelliset leikkaukset epatyhjid), joten se voidaan Ultrafiltterilauseen [1, Fact
A.14, s. 492] nojalla laajentaa W-ultrafiltteriksi.

Olkoon v mielivaltainen ei-prinsipaalinen ultrafiltteri. Ei-prinsipaaliset filt-
terit sisaltdvit vain ddrettomia joukkoja (ultrafiltterin ehtojen nojalla dérelli-
sesté joukosta voidaan lohkoa paloja, kunnes jéljelld on vain ultrafiltteriin kuu-
luva yksio), joten VX € v : {w € N | Jw' € X : w < w'} = N € wu. Siispd
(u,v) € <" aina, kun v on ei-prinsipaalinen ultrafiltteri.

Yleisessé tapauksessa alkuperdinen kehys on siis ultrafiltterilaajennuksen alike-
hys, mutta ei valttamatta generoitu alikehys.

Voidaan osoittaa, etté jos kaava on validi kehyksen F ultrafiltterilaajennuk-
sessa weF, niin se on validi myos kehyksessda F |1, Korollaari 3.16, s. 141]. Jos
siis jonkin kehyksen ultrafiltterilaajennus kuuluu modaalisesti méariteltavaan
kehysluokkaan, taytyy myos alkuperéisen kehyksen kuulua siihen. Téstd saa-
daan Goldblatt-Thomasonin lauseen neljds ehto, ultrafiltterilaajennusten hei-
jastaminen.

Maaritelma 3.7 Kehysluokka K heijastaa ultrafiltterilaajennuksia, jos se to-

teuttaa ehdon
ueF e K = F e K.
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Kuva 4: Kehyksen N/ = (N, <) ultrafiltterilaajennus. Relaatio on transitiivinen
ja kaikki maailmat ovat relaatiossa ellipsin sisdlléd olevien pisteiden (ddreton
méarid) kanssa.

Kehysluokka ei siis voi olla modaalisesti méaéariteltavissa ellei se heijasta ultra-
filtterilaajennuksia. Esimerkiksi ehdon Vz3y(Rzy A Ryy) toteuttavien kehysten
luokka on suljettu erillisten yhdisteiden, generoitujen alimallien ja p-morfisten
kuvien suhteen, mutta ei ole modaalisesti maériteltavissé, koska se ei heijasta
ultrafiltterilaajennuksia [1, s. 141]. Vastaesimerkiksi kdy esimerkiksi luonnollis-
ten lukujen jarjestys (N, <), jonka ultrafiltterilaajennus (ks. esim 4) toteuttaa
mainitun ehdon, vaikka kehys itse ei sita toteuta.

Koska lauseen 3.1 todistuksessa liikutaan myos mallin tasolla, on tarpeen
madritelld ultrafiltterilaajennusten késite myos mallien tasolla.

Maaritelma 3.8 (Mallin ultrafiltterilaajennus) |1, Maaritelmé 2.57, s. 94]
Mallin M = (F,V) ultrafiltterilaajennus ueM on malli (ueF, V") missd
Vee(pi) ={ue UF(W) | V(p:) € u}.

Havainnollistetaan tétd maéaritelméaa laajentamalla esimerkin 3 kehykset mal-
leiksi.

Esimerkki 3 (jatkoa) Olkoon F esimerkin 3 kehys ja M = (W, R, V) sen
malli, jossa V(p;) = {i} jokaisella p € ® = {p1,p2}. Nyt V¥(p;) = {u €
Uf(W) [ V(p1) € u} ={ur} ja V*(p2) = {uz}.

Voidaan osoittaa (vrt. [1, Propositio 2.59, s. 96]), ettd jokaisella kaavalla ¢
ja jokaisella ultrafiltterilla v € U f(WW) on voimassa V(¢) € u & ueM,u =
¢. Lisdksi ueM on m-saturoitu (vrt. [1, Propositio 2.61, s. 97|) eli jokainen
kaavajoukko 3, joka on aarellisesti toteutuva mallin ueM pisteen w seuraajien
joukossa, on toteutuva pisteen w seuraajien joukossa.
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Maaritellaan viela ultratulon kisite. Olkoon I # (), U [-ultrafiltteri ja W; # ()
jokaisella i € I. Funktiot f,g € C = Il;c;W; ovat U-ekvivalentit (merkitaan
f~ug),jos{iel]| f(i)=g(i)} € U. Huomaa, ettd ~; on ekvivalenssirelaatio
joukossa C'. |1, s. 492].

Maaritelma 3.9 (Joukon ultratulo) [1, A.17, s. 492| Olkoon fy = {g € C'|
g ~u f}. Joukkojen W; ultratulo modulo U (merkitaan I WW;) on relaation ~¢;
ekvivalenssiluokkien joukko eli

HyWi = {fv | f € Wie/Wi}.

Maéritelma 3.10 (Mallien ultratulo) Mallien M; = (W;, R;,V;) (i € 1)
ultratulo Ty M; modulo U on struktuuri (Wy, Ry, Viy), missé

(i) Wy =y Ws,
(i) (fu,9v) € Rv < {iel|(f(i),q9(i)) € R;} €U ja
(ii) fo € Vulp) & {ie | f(i) e Vilp)} €U.

Jos M; = M jokaisella ¢ € I, puhutaan mallin M ultrapotenssista. [1, Maari-
telméd A.18, s. 492-493|.

Téatédkin késitetta lienee paikallaan selventidd pienelld esimerkilla.

Esimerkki 5 Olkoon I = {a,b}, U = {{a},{a,b}} I[-ultrafiltteri ja M, =
My = M = (W, R, V) esimerkin 3 malli. Muodostetaan mallin M ultrapotenssi
HUM = <WU, RU, VU>

Aloitetaan joukon W ultrapotenssilla. Merkitdén W x W = {(1,1),(1,2),
(2,1),(2,2)} = {f, f,9,9'} Nyt f ~v f', g ~v ¢ ja f # g, joten joukon W
ultrapotenssi IIyW on = {fy, guv}. Siis Wy = {fu,gv}. Relaation Ry maé-
rittdmistd varten todetaan, ettd {i € I | (f(i),9(i)) € R} = {a} € U ja
{iel|(g(i),f(@) e R} =0¢&U,joten (fu,gv) € Ru ja (gu, fu) € Ry. Vas-
taavasti voidaan todeta, ettd (fy, fu) € Ru ja (gu,gu) € Ry. Valuaatiota Vi
varten {i € I | f(i) € V(p1)} ={a,b} e U, {i eI | f(i) e V(p)} =0 U
ja{ie I gi) e Vip)t ={b} ¢ U, {i €I|g(i) € V(p2)} ={a} € U, joten
Vu(p1) = {fu} ja Vu(ps) = {gv}. Tarkkasilméinen lukija huomannee, etté téssa
tapauksessa mallin M ultrapotenssi on isomorfinen alkuperéisen mallin kanssa.

Vaikka alla olevan lauseen 3.1 muotoilussa ei eksplisiittisesti puhuta ultra-
tuloista, ovat ne kuitenkin sisddnrakennettuna elementaarisuusoletukseen, silla
malliteorian tuloksista (vrt. [4, Lause 4.1.12, s. 220]) seuraa, etté elementaariset
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luokat ovat suljettuja myos ultratulojen suhteen. Nailla eviilla voidaan siirtya
Goldblatt-Thomasonin lauseen tdsmaélliseen muotoiluun ja todistamiseen.

Lause 3.1 (Goldblatt-Thomason) FElementaarinen kehysluokka K on mo-
daalisesti mddriteltivissda tasmdlleen silloin, kun se on suljettu p-morfisten ku-
vien, generoitujen alikehysten ja erillisten yhdisteiden suhteen sekda heijastaa
ultrafiltterilaajennuksia.

Todistus (vrt. [1],s. 179 — 181). Olkoon ® = {py, p1, ...} ja K elementaarinen
kehysluokka. Jos K on modaalisesti maariteltavissa, niin aiempien toteamuksien
perusteella se toteuttaa mainitut sulkeumaehdot.

Oletetaan sitten, ettd K on suljettu p-morfisten kuvien, generoitujen alike-
hysten ja erillisten yhdisteiden suhteen seké heijastaa ultrafiltterilaajennuksia.
Olkoon Ax = {¢ | F |= ¢ jokaisella F € K}.

Osoitetaan, ettd A madrittelee (modaalisesti) kehysluokan K. Selvésti impli-
kaatio F € K = F = Ak on voimassa, joten riittaa osoittaa, ettd jokaisella
kehyksella F, jolla F = Ak, on voimassa F € K.

Olkoon F = (W, R) kehys, jolla F = Ag. Koska proposition 2.6 mukaan
jokainen kehys saadaan (piste)generoitujen alikehystensé erillisen yhdisteen p-
morfisena kuvana ja K on suljettu mainittujen operaatioiden suhteen, voidaan
olettaa, ettd F on pisteen w € W generoima.

Kiinnitetddn propositiosymboleiden joukoksi &' = {p4 | A € W}. Olkoon
M = (F,V), missi V(psa) = A kullakin py € @'. Tarkastellaan pisteen w
modaalista tyyppid A = {¢ € ML[®', 1] | M,w = ¢} ja osoitetaan, ettd se on
aarellisesti toteutuva luokassa K.

Valitaan &dérellinen § C A. Jos 0 ei olisi toteutuva luokassa K, olisi =(/\ )
validi luokassa K. Koska ¢ on déarellinen joukko &dérellisid kaavoja, on olemassa
kaavajoukko ¢ C ML[®, 7g], joka on saatu kaavajoukosta ¢ korvaamalla yhden-
mukaisesti jokainen p, jollain (erisuurella) p;. Téll6in myos —( A ¢’) olisi validi
luokassa K, joten =(A\¢') € Ak ja F = —(/\ ). Koska ¢’ on saatu universaalil-
la substituutiolla joukosta ¢, F = = /A 0. Tdmé on kuitenkin ristiriita, silla M
on kehyksen F malli, jolla M = A 4. Siispa ¢ on toteutuva luokassa K.

Olkoon I = {§ C A | § dérellinen }. Edelld todetun perusteella jokaisella § €
I on olemassa (pisteen vs generoima) malli N5 = (Wj, Rs, Vi), jolla (Ws, Rs) €
K ja Ns,vs = d. Merkitédén 6 = {0 € I | o0 € §} jokaisella 0 € A. Nyt joukolla
E = {6 | 0 € A} on &érellisen leikkauksen ominaisuus (dérelliset leikkaukset
epatyhjié, koska {o1,...,0,} € a1 N ...Nd,), joten ultrafiltterilauseen |1, Fact
A.14, s. 492] mukaan se voidaan laajentaa [-ultrafiltteriksi U.
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Olkoon N = TIN5 ja f € Tse; W5 kuvaus, jolla f(§) = vs. Nyt {6 € T |
Ns,vs |= o} € U jokaisella 0 € A, joten Losin lauseen [1, Lause A.19, s. 493|
mukaan N, fy E A. Koska luokka K on (elementaarisuutensa vuoksi) suljettu
ultratulojen suhteen, mallin A kehys G = (X, S) € K. Edelleen koska K on
suljettu generoitujen alikehysten suhteen, voidaan olettaa, ettd G on pisteen
b = fu generoima. Koska K on suljettu ultrapotenssiensa p-morfisten kuvien
suhteen ja heijastaa ultrafiltterilaajennuksia, todistuksen loppuun saattamiseksi
riittéé osoittaa, etta kehyksen F ultrafiltterilaajennus ueF on kehyksen G jonkin
ultrapotenssin p-morfinen kuva.

Malliteorian tuloksista (vrt. [4], lauseet 6.1.4 ja 6.1.8) seuraa (standardi-
kiddnnosta |1, Luku 2.4] hyviksi kiyttamalld), ettd on olemassa numeroituvasti
saturoitu mallin A/ ultrapotenssi N7 = (X', 8", U’), jonka kehys (X', S") € K
(K on elementaarisena luokkana suljettu ultrapotenssien suhteen). Nyt jokainen
mallissa N’ darellisesti toteutuva kaavajoukko X on toteutuva mallissa N/ ja
lisiksi A on m-saturoitu (vrt. [1], lause 2.65).

Maaritelladn jokaisella s € X:

f(s) ={ACWI|N' s |=pa}

ja osoitetaan, ettd f on surjektiivinen p-morfismi X' — U f(W). Tamén osoit-
tamiseksi on hyodyllista todeta, etta

MEoeNEO (2)

pétee aina, kun ¢ € ML[®, 7] (vrt. [1, s. 180]).
Osoitetaan aluksi, ettd f on kuvaus mainittujen mallien valilla eli f(s) €
U f(W) jokaisella méérittelyjoukon alkiolla s. Valitaan mielivaltainen s € X.

(i) Mallin M mééritelmén nojalla M |= py . Siispd ekvivalenssin 2 nojalla
N & pw, joten erityisesti N7, s |= py ja siis W € f(s).

(ii) Oletetaan, ettd A, B € f(s). Joukon f(s) mééritelmén nojalla N/, s =
pa/App. On helppo todeta, ettd M |= paApp < pans, joten ekvivalenssin
2 nojalla N, s = panp eli AN B € f(s).

(iii) Oletetaan, ettd A € f(s) ja A € B C W. Joukon f(s) mééritelmén
nojalla N’| s = pa. Koska M = psy — pp, kun A C B, saadaan edellisen
kohdan tapaan B € f(s).

(iv) Olkoon A € P(W). On suoraviivaista osoittaa, ettd talloin N/, s = ps <
N slEpwaeli Ae f(s) e W\AEZ f(s)
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Kohtien (i)-(iv) nojalla f(s) on W-ultrafiltteri.

Osoitetaan sitten, ettd kuvaus f on p-morfismi (eli on bisimulaatio). Koska
ueM ja N ovat m-saturoituja malleja, riittdd (proposition 3.1 nojalla) osoit-
taa, etta pisteet u € U f(W) ja s € X' ovat modaalisesti ekvivalentit tdsmélleen
silloin, kun f(s) = u. (T&ll6in modaalinen ekvivalenttisuusrelaatio on yhtenevi
kuvauksen f kanssa ja mainitun proposition nojalla kyseinen relaatio on bisi-
mulaatio.)

(i) Jos u ja s ovat modaalisesti ekvivalentit, niin jokaisella A C W pitee, etta
N' s |Epa < ueM,u = pa. Koska mallin ue M valuaation méaritelméan
nojalla on voimassa, ettd ueM,u = ps < A = V(pa) € u, niin f(s) =
{ACW | N sEpa}={ACW|A€u}=u.

(ii) Oletetaan sitten, ettd f(s) = u ja ¢ € ML[®, 7]. Télloin ueM,u = ¢ &
ueM, f(s) E ¢ & V(p) € f(s) & N',s = py(g). Koska M | ¢ <
Pv(e), saadaan ekvivalenssin (2) nojalla N, s |= py (s < N, s |= ¢, joten
(ekvivalenssiketjut yhdistaméilld) u ja s ovat modaalisesti ekvivalentit.

Néin on osoitettu, ettd f on p-morfismi.

Osoitetaan lopuksi, ettd f on surjektio. Olkoon u € U f(W). Osoitetaan,
ettd joukko X = {pa | A € u} on &arellisesti toteutuva mallissa A/’. Olkoon
o = {pa,,-.-,pa,} € X. Koska u on ultrafiltteri, A; N...N A, # 0, joten
Jw, : M,w, = pa, A ... A pa,. Siispad o on toteutuva mallissa M. Koska M
on pisteen w generoima, jollain n € N on voimassa M,w | O"(/\ o). Siis-
pa O"(A o) € A, joten N, b = O"(/\ o) eli o on toteutuva mallissa N. Koska
N’ on mallin A ultrapotenssi, on o on toteutuva myos mallissa N’. Nyt X
on #irellisesti toteutuva mallissa N’. Koska A’ on numeroituvasti saturoitu,
on X on toteutuva mallin A jossain pisteessa s’ eli N7, s’ = 3. Nyt jokaisella
A € u on voimassa A € f(¢) eli u C f(s'). Jos A & u, niin W\ A € u (u
on ultrafiltteri). Télloin W \ A € f(s), joten koska myds f(s') on ultrafiltte-
ri A ¢ f(s'). Siispd myos f(s') C u, joten f(s') = u. Néin on osoitettu, etté
Vu € Uf(W) : 3" € X' : f(s') = u, joten f on surjektio ja ueF on jonkun
kehyksen G ultrapotenssin p-morfinen kuva. O
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4 Kompaktisuus

Elementaarisuusoletusta ja ultrafiltterilaajennuksia tarvittiin Goldblatt-Tho-
masonin lauseessa olennaisesti kahdessa kohdassa. Ensinnédkin elementaarisuu-
desta saatiin malli (ultratulo) ja sen piste, jossa (dérellisen toteutuvuuden kaut-
ta) saatiin toteutettua kokonaan alkuperiisen mallin pisteen modaalinen tyyppi.
Tété varten riittéisi kompaktisuusoletus. Toiseksi elementaarisuuden (ultrapo-
tenssin) ja ultrafiltterilaajennusten avulla saatiin kaksi m-saturoitua kehysté,
joiden vélillda modaalinen kaavaekvivalenssi on suoraan bisimulaatio. Tamé vas-
taa rajoittumaa Hennessyn-Milnerin luokkiin. Kayttamalld erottelevaa mallia,
jossa eroteltiin alkuperéisen kehyksen kaikki mahdolliset osajoukot, taattiin li-
siksi, ettd kaavaekvivalenssista muodostettu bisimulaatio on itseasiassa surjek-
tiivinen kuvaus eli p-morfismi. Tarkastellaan seuraavaksi, miten ndiden havain-
tojen kautta voidaan lahted muokkaamaan alkuperéistd Goldblatt-Thomasonin
lausetta.

Ensimmaéinen askel on siirtyd elementaarisuusoletuksesta kompaktisuuso-
letukseen. Koska jatkossa ollaan kiinnostuneita muistakin modaalilogiikoista,
madaritellddn kompaktisuus yleisesti kielen £ suhteen.

Maaritelma 4.1 (L-kompaktisuus) Olkoon £ tarkasteltavan (modaali)logii-
kan kieli. Kehysluokka K on L-kompakti3, jos jokainen &direllisesti luokassa K
toteutuva L-kaavojen joukko on myos toteutuva (tosi jonkun kehyksen mallin
jossain pisteessé) luokassa K.

Standardikddnnoksen avulla voidaan osoittaa, ettd elementaariset kehysluokat
ovat kompakteja.

Lause 4.1 FElementaariset kehysluokat ovat ML|®, 1o|-kompakteja.

Todistus. Olkoon K elementaarinen kehysluokka ja A &éarellisesti luokassa
K toteutuva ML[®, 7p|-kaavojen joukko. Olkoon A = {P, | p € ®} U{R} U
{c} tarkasteltavaa modaalilogiikan similariteettityyppid vastaava ensimméisen
kertaluvun logiikan aakkosto, johon on lisdtty yksi vakiosymboli ¢ ja olkoon
Ta = {ST.(p) | ¢ € A} joukon A kaavojen standardikddnnoksid (médritelméa
2.6) vastaava ensimmaéisen kertaluvun logiikan teoria.

Koska K on elementaarinen kehysluokka, on olemassa aakkoston A teoria
T, jolla K = Mod(T). Nyt T'U Ta on aakkoston A teoria. Osoitetaan, etta
jokaisella darelliselld Ty C T'U Tx on olemassa A-malli My, jolla M, |= Tp.

3Huomaa, etti kompaktisuus voidaan miiritelld myds abstraktissa kontekstissa logiikan
S = (L, M, =) suhteen (katso esimerkiksi [5, Méaéritelma 1.1.2, s. 2]).
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Olkoon Ty C T U Tx é&arellinen. Merkitddn 6 = Ty N Ta ja olkoon &y, =
{¢ € ML|®, 9] | STe(p) € d}. Nyt dpr, € A on aérellinen, joten oletuksen
mukaan on olemassa kehys (W, R) € K, valuaatio V' ja piste w € W, joilla

(W, R, V), w = N\ bue.

Télloin standardikddnnoksen ominaisuuksien [1, Propositio 2.47, s. 85| nojalla

My = (W, R, (V(p))pes,w) = \ 6.

Lisaksi (W, R) € K, joten My |=T. Siispa My =T U6 eli My = Tp.

Koska teoria T'UTa on aarellisesti toteutuva, on se predikaattilogiikan kom-
paktisuuslauseen nojalla toteutuva jossain aakkoston A mallissa M = (W, RV,
(PY),eca, ™). Nyt erityisesti (W, R") = T, joten (W, R") € K. Lisiksi koska
M = Th, saadaan

(W, R, V),w = A,

missi R = R"Y, w=c" jaV(p)=P", kun p € ®. O

Esimerkki 6 Lauseen 4.1 nojalla esimerkiksi irrefleksiivisten ja transitiivisten
kehysten luokat ovat ML|®, 75]-kompakteja.

Esimerkki 7 Olkoon ® = {p; | i € N}. Airellisten kehysten luokka Ky,
ei ole ML[®, 79]-kompakti, silld kaavajoukko {&™(p, A A, —pi) | n € N}U
{O"(pn A N\j<p, 7Pi) | m € N} on dérellisesti toteutuva luokassa Ky, mutta ei
ole kokonaisuudessaan toteutuva missdan darellisessd kehyksessa. Lauseen 4.1
nojalla tama luokka ei siis ole myoskdaan maéariteltavissa predikaattilogiikassa.

Kompaktisuuden liséksi tarvitaan vielé jokin tapa, jolla taataan, etta tarkas-
teltava kehys saadaan méariteltdvan kehysluokan jonkin kehyksen p-morfisena
kuvana. Jos oletetaan, etta tama voidaan tehda sopivalla kaavajoukolla, saadaan
seuraava lause.

Lause 4.2 Oletetaan, etti jokaista luokan C kehystd F ja sen pistettd w kohti
on olemassa logitkan L kaavajoukko Ar,,, joka toteutuu pisteessd w, ja jos se to-
teutuu kehyksen G jossain pisteessd v, niin F,, on kehyksen G, p-morfinen kuva.
Olkoon K L-kompakti kehysluokka, joka on suljettu generoitujen alimallien, eril-
listen yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen. Tdlloin K on L-mddriteltdvissd
luokan C' suhteen (Ax mddrittelee luokan K ).
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Todistus. Olkoon K L-kompakti kehysluokka, joka on suljettu generoitujen
alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen. Olkoon Ax =
{¢p € L | F E ¢jokaisella F € K}. Selvasti F € K = F | Ag. Olkoon F
luokan C' kehys, jolla F = Ag. Koska jokainen kehys saadaan pistegeneroitu-
jen kehystensa erillisen yhdisteen p-morfisena kuvana (Propositio 2.6) ja luokka
K on suljettu ndiden operaatioiden suhteen, riittda tarkastella pistegeneroituja
kehyksia. Voidaan siis olettaa, ettd F on pisteen w generoima. Nyt jokaista &a-
rellistd joukkoa 0 C Ax,, kohti on olemassa luokan K kehys G, joka toteuttaa
kaavan A d pisteessddn vs (muutoin olisi K = —( §) voimassa, misté seuraisi,
ettd F = —(/\0), mikd on ristiriita sillda Az, erityisesti siis myos A 0, toteu-
tuu kehyksen F pisteessd w). Koska K on kompakti kehysluokka, on olemassa
kehys G € K, joka toteuttaa kaavajoukon Az, pisteessédén v. Nyt oletuksen
mukaan F,, on kehyksen G, p-morfinen kuva, joten luokan K sulkeumaehtojen
nojalla F € K. O

Tavallisen modaalilogiikan kaavojen validisuus sdilyy generoiduissa alimal-
leissa, erillisissé yhdisteissd ja p-morfisissa kuvissa, joten talloin méariteltavyy-
desté seuraa suoraan sulkeuma néiden ehtojen suhteen. On siis luontevaa aloit-
taa jatkotarkastelut pohtimalla, millaisilla ehdoilla sopiva kaavajoukko Ag,,
loydetaan, kun kiaytossa on tavallisen modaalilogiikan kieli.

Goldblatt-Thomasonin lauseessa sopiva kaavajoukko 16ytyi tarkasteltavan
kehyksen erottelevan mallin juuren modaalisesta tyypista. Proposition 2.7 nojal-
la vastaava asia voidaan tehdé n-Hintikka-kaavojen avulla, mikali voidaan olet-
taa propositiosymboleiden joukon olevan aarellinen. Tallainen oletus voidaan
tehdé, jos rajoitutaan aarellisesti haarautuvien kehysten luokkaan, silla talléin
kehyksen pisteiden erotteluun syvyyteen n asti riittaa darellinen propositiosym-
boleiden joukko. Maéritellaan tata varten mallien ja kehysten n-rajoittumat.

Maaritelméa 4.2 Olkoon F = (W, R) Kripke-kehys. Pisteen w € W n-ympid-
risté H,(w) (n-hull [11, s. 6]) mééritelladn rekursiivisesti kohtien

Hy(w) :={w}, Hps1(w) :={ueW | e H,(w) : (v,u) € R}

avulla. Kehyksen F n-rajoittuma F, , suhteessa pisteeseen w on struktuuri
(Wy, Ry), missé W, = Uye;e,, Hi(w) ja R, = RN (W, x W,). Mallin M =
(W, R, V) n-rajoittuma M;; suhteessa pisteeseen w on vastaavasti struktuuri
(Wi, Ry, Vi), missd V,,(p) = V(p) N W,,.

Adrellisesti haarautuvien kehysten tapauksessa, niille n-rajoittumille voidaan
madritella sopivasti erottelevat Hintikka-kaavat seuraavasti.
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Maéaritelma 4.3 Olkoon F = (W, R) dérellisesti haarautuva kehys, w € W sen
piste ja n € N. Kehyksen F erotteleva malli M” on struktuuri (F, V), missi
V(py) = {v}, kun p, € ¥ = {p, | v € F}. Olkoon N mallin M’ n-rajoittuma
suhteessa pisteeseen w ja ® = {p, | v € F,,}*. Mairitelliin Hintikka-kaava
O w = PRra> Missid oy on mallin NV pisteeseen w littyvéd n-Hintikka-kaava
(ks. méaritelma 2.10).

Lemma 4.1 Olkoon F = (W, R) ddrellisesti haarautuva kehys, w € W sen
piste ja Ag = {¢%,, | n € N}. Olkoon G kehys ja v sen piste, joka toteuttaa
joukon Ag,,. Tdlloin F,, on kehyksen G, p-morfinen kuva.

Todistus. Olkoon N = (Wy, Ry, Vi) kehyksen G, malli, jonka pisteella v €

Wi on voimassa N, v = Ag,,. Nyt jokaisella n on voimassa

M7 w oy ML w =, N,
missi M7 on kehyksen F erotteleva malli ja Mi,n sen n-rajoittuma suhteessa
pisteeseen w. Siispd mallin M7 piste w ja mallin N piste v toteuttavat samat
modaalilogiikan kaavat.

Osoitetaan, etti jokaista mallin N pistettd v’ kohti on olemassa mallin M7
piste w’, joka toteuttaa tdsmélleen samat modaalilogiikan kaavat. Valitaan mie-
livaltainen mallin N piste v’. Koska A/ on pisteen v generoima, on olemassa
Ry-polku pisteesta v pisteeseen v’'. Merkitadn tamén polun pituutta luvulla m.
Tarkastellaan nyt pelid G, (N, v), (M7, w)), jossa pelaaja V pelaa ensim-
miiset m siirtoaan polkua v...v" pitkin. Koska M”,w <, N,v on voimas-
sa jokaisella n, pelaajalla 3 on voittostrategia téssa pelisséd jokaisella n. Koska
M7 on #irellisesti haarautuva malli, on olemassa mallin M7 sellainen piste
w', ettd pelaajan 3 voittostrategian mukainen vastine pisteelle v on w’ mieli-
valtaisen suurilla luvun n arvoilla. Valitaan téllainen w’ € W. Nyt pelaajalla
J on voittostrategia pelissi G, ((N,v'), (M7, w')), joten pisteet v’ ja w’ ovat
n-bisimilaariset jokaisella n ja néin ollen toteuttavat tdsmaélleen samat modaa-
lilogiikan kaavat.

Maéritelldén relaatio f = {(v/,w’) € Wy x Wg, | v ja w' toteuttavat tis-
mélleen samat modaalilogiikan kaavat} ja osoitetaan, ettd f on surjektiivinen
p-morfismi. Edelld todetun perusteella jokaisella v' € Wy on olemassa kehyk-
sen F,, piste w’, jolla (v',w’) € f. Koska M? on erotteleva malli, timé kuva
f(v") = w' on yksikasitteinen.

4Huomaa, etti koska F on direllisesti haarautuva kehys, ® on direllinen ja Hintikka-kaavat
voidaan madaritelld ilman darettomia disjunktioita ja konjunktioita.
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Osoitetaan sitten, ettd f on surjektio. Valitaan mielivaltainen w; € Wg,.
Nyt M” w; = p., ja on olemassa polku pisteesti w pisteeseen wy. Siispd
MT w = O"p,, jollain n € N. Koska pisteet w ja v toteuttavat samat kaavat,
N, v = O"p,,. Siispa on olemassa mallin A piste vy, jolla N, v; = py,. Koska
f on kuvaus, on olemassa kehyksen F,, piste ws, jolla f(v;) = wy. Koska M7
on erotteleva malli ja kuvauksen f vastinpisteet toteuttavat samat kaavat, on
oltava we = wy. Siispa f on surjektio.

Osoitetaan vield, ettd f on bisimulaatio.

(ii) Oletetaan, ettd (vi,wy) € f ja (v,v2) € Ry. Koska f on kuvaus, on
olemassa wy € Wg,, jolla f(vy) = wy. Koska M% wy = pu, ja pisteet
Vg, Wy toteuttavat samat kaavat, N, vy = pu,. Nyt N,v; E Opy, ja siis
MT w; E Opy,. Nyt on olemassa wz € W, jolla (wy, w3) € Rjaws E pu,-
Koska M7 on erotteleva malli tiytyy pisteiden ws ja ws olla identtiset.

(iii) Oletetaan sitten, ettd (vi,w;) € f ja (wy,ws) € R. Koska M7 wy = pu,,
MF wy | Opy,. Siispd N, v; | Opu,. Nyt on olemassa v € Wy, jolla
(v1,v2) € Ry ja vy = pu,. Koska f on kuvaus, on olemassa piste ws €
Wg,, jolla f(vy) = wz. Nyt w3 |= pu,, joten koska M7 on erotteleva malli,
on oltava ws = ws.

Kohtien (ii) ja (iii) nojalla f on bisimulaatio kehysten F,, ja G, vélilld. Nain on
osoitettu, ettd kehys F,, on kehyksen G, p-morfinen kuva. a

Liséksi Ar,, on toteutuva kehyksen F pisteessd w, joten lauseesta 4.2 ja lem-
masta 4.1 yhdessd aiemmin todettujen perustulosten kanssa saadaan seuraus-
lause.

Seuraus 4.3 Olkoon ® (vihintddn) numeroituvasti ddreton propositiosymbolei-
den joukko. Kompakti kehysluokka on ML|®, 7o|-mddriteltivissi® suhteessa dd-
rellisesti haarautuvien kehysten luokkaan tismdlleen silloin, kun se on suljettu
generoitujen alikehysten, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen.

Huomautus 1 Olkoon ® = {p; | i € N}. Adrellisesti haarautuvien kehysten
luokka Kins ei ole ML[®, 7p]-kompakti, silla kaavajoukko {<(pn, A AL, —pi) |
n € N} on éérellisesti toteutuva luokassa K5, mutta ei ole kokonaisuudessaan

STarkkaan ottaen téssi pitdd vield kiddntdd Hintikka-kaavojen joukon Az, kaavat
ML[®, 7y]-kaavoiksi, mutta koska kaavajoukko Az ,, on korkeintaan numeroituva, se voidaan
tehdé korvaamalla joukon Ar ,, kaavojen propositiosymbolit yhdenmukaisesti joukon ¢ sym-
boleilla.
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Kuva 5: Esimerkin 8 mallit. Maailmassa ¢ ovat tosia ne propositiosymbolit py,
joilla k& < 1.

toteutuva missadn &darellisesti haarautuvassa kehyksessd. Lauseen 4.1 nojalla
tamé luokka ei siis ole myoskdan méaariteltavissa predikaattilogiikassa.

Adrellisestd haarautuvuudesta voisi pyrkié eroon yrittamalla yleistds Hin-
tikka-kaavoja numeroituville malleille ja numeroituvalla propositiosymboleiden
joukolle ® = {p; | © € N}. Téllaiset m, n-Hintikka-kaavat voitaisiin mééritella
kullakin m rajoittamalla propositiosymboleiden joukkoa ® joukkoon {p; | i <
m} ja méiritteleméllda muutoin n-Hintikka-kaavojen tapaan. Vastaavasti m,n-
bisimilaarisuus voitaisiin maaritella pelin G,,, avulla. Nain saataisiin kullekin
kehykselle F ja sen pisteelle w joukkoehdokas A" = {p% | m,n € N}. Néin
méaritelty kaavajoukko ei kuitenkaan riitd takaamaan edes n-bisimilaarisuutta.

Esimerkki 8 Olkoon M = (W, R, V), missa W on luonnollisten lukujen joukko
N, R={(0,i) | i€ N\{0}} jaV(p;) = {k | k > i}. Olkoon M' = (W' R V'),
missd W' = WU{w}, R = RU{(0,w)} ja V'(p;) = V(p:) U{w}. Nyt mallin M
piste 0 on m, n-bisimilaarinen mallin M’ pisteen 0 kanssa jokaisella m,n € N,
silla kun propositiosymboleista tarkasteluun otetaan vain symbolit pg, £ < m,
jollain ennalta kiinnitetylla vakiolla m, ei pistettd w voida erottaa mallin M
pisteestda m. Mallin M piste 0 ei kuitenkaan ole 1-bisimilaarinen mallin M’
pisteen 0 kanssa, silld kun propositiosymboleita on kiytossd adreton méaara,
pelaaja V voittaa ensimmaéisella kierroksella valitsemalla maailman w.

Seuraavassa luvussa Goldblatt-Thomasonin lauseen yleistyksid haetaan vahven-
tamalla kiytettavaa kielta.
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5 Ilman kompaktisuusoletusta

Lauseen 4.2 todistuksessa pédstiin kompaktisuuden avulla kaavajoukon Ag ,,
adrellisesta toteutuvuudesta sen toteutuvuuteen. Jos tamé kaavajoukko on alun-
perin aarellinen, ei kompaktisuusoletusta tarvita. Téalléin p-morfisuus voidaan
valittad yksittaisella kaavalla.

Lause 5.1 Oletetaan, etti jokaista luokan C kehystd F ja sen pistettda w kohti
on olemassa logitkan L kaava @r ., joka toteutuu pisteessi w, ja jos se toteutuu
kehyksen G jossain pisteessd v, niin F,, on kehyksen G, p-morfinen kuva. Olkoon
K kehysluokka, joka on suljettu generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja
p-morfisten kuvien suhteen. Tdlloin K on L-madriteltavissd luokan C' suhteen
(A madrittelee luokan K ).

Todistus. Olkoon K kehysluokka, joka toteuttaa mainitut sulkeumaehdot ja
olkoon F luokan C kehys, jolla F = Ax = {¢p € L | F = ¢ jokaisella F € K}.
Koska F saadaan pistegeneroitujen kehystensé erillisen yhdisteen p-morfisena
kuvana ja luokka K on suljettu nédiden operaatioiden suhteen, riittda todistaa
vaite pistegeneroiduille malleille. Voidaan siis olettaa, ettd F on pisteen w ge-
neroima. Koska oletus K = —pz,, johtaisi ristiriitaan F = @z, tdytyy olla
olemassa luokan K kehys G, joka toteuttaa kaavan ¢z, pisteessdan v. Oletuk-
sen mukaan F = F,, on talloin kehyksen G, p-morfinen kuva, joten luokan K
sulkeumaehtojen nojalla F € K. |

Ensimméinen luonnollinen askel lauseen 5.1 oletusten toteuttamiseksi on
rajoittaa luokkaa C' niin, ettéd sopiva kaava 16ytyy. Aérellisten ja transitiivisten
kehysten tapauksessa tahén kiyvit Jankov-Fine kaavat [1, s. 143 — 144].

Maaritelma 5.1 Olkoon F = (W, R) déarellinen, transitiivinen kehys jaw € W
sen piste. Numeroidaan kehyksen F,, maailmat w = wy, ..., w, ja maaritelladn
erotteleva malli M7 = (F,, V), missd V(p;) = {w;}, kun i < n. Jankov-Fine
kaava ¢ £ ,, saadaan seuraavien kaavojen

(i) S(poV ...V pn),
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(v) (pi — =<p;) A O(p; — =Op;) aina, kun (w;, w;) € R
konjunktiona.

Vastaava asia voitaisiin toki tehdd myo6s Hintikka-kaavojen avulla, mutta Jan-
kov-Fine kaavojen kohdat on maééritelty niin, ettd p-morfismin todistaminen,
silla lisdoletuksella, ettd myos toinen kehys on transitiivinen, on suoraviivaista.

Lemma 5.1 Olkoon F ddrellinen, transitiivinen kehys, w sen piste ja Vg,
vastaava Jankov-Fine-kaava. Tdlloin jokaisella transititvisella kehyksella G, jo-

ka toteuttaa kaavan 1r,, pisteessdidn v, on olemassa surjektiivinen p-morfismi
G, — Fu (eli Fy, on kehyksen G, p-morfinen kuva). (vrt. [1, Lemma 3.20, s.

144]).

Todistus. Olkoon G = (Wg, Rg) transitiivinen kehys. Oletetaan, ettd on ole-
massa sellainen valuaatio V' ja sellainen maailma v, ettd (G, V), v |= ¢z,,. M&é-
ritellddn f(v') = w;, kun v/ € V(p;) ja osoitetaan, ettéd f on surjektiivinen
p-morfismi G, — F,,.

Osoitetaan ensin, ettd f on funktio. Valitaan mielivaltainen v" € Wy, .

(i) Jos v" = v, niin oletuksen mukaan v € V(py) ((G,V),v = po). Liséksi
(G, V),V = po — —pj, kun j # 0, joten v’ & V(p;), kun j # 0.

(ii) Jos v" # v, niin (v,v") € Rg, (G, transitiivinen ja pisteen v generoima).

Nyt (G, V),v" | (poV ...V pu) A Niyy(pi — —pj). Siispd " € V(p;)
tasmaélleen yhdelld 0 < 7 < n.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on hyvinmééritelty kuvaus.
Osoitetaan sitten, ettd f on surjektio. Valitaan mielivaltainen w; € Wy, .

(i) Jos w; = w = wy, niin f(v) = w;.

(i) Jos w; # w, niin (w,w;) € Rg (F, transitiivinen ja pisteen w generoima).
Nyt (G,, V), v = po A (po — <p;), joten on olemassa sellainen v' € W, |
ettd (v,v') € Rg, ja (G,, V), v = p;. Talloin f(v') = w;.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on surjektio.
Osoitetaan vield, ettd f on p-morfismi G, — F,,.

(i) Oletetaan, ettd (v,v2) € Rg,. Nyt joillain i ja j patee f(vi) = w; ja
f(va) = wj eli vy € V(pi) ja va € V(p;). Nyt (G, V), 01 pi — —Cpy,
joten on oltava (f(vq), f(v2)) = (wi, w;) € Re.
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(ii) Oletetaan sitten, ettd f(v1) = w; ja (w;,w;) € Re. Nyt v1 € V(p;) ja li-
siksi oletuksen mukaan (G,, V'), v = p; — <p;. Siis on olemassa sellainen
Vg, ettéd (v1,v2) € Rg, ja va € V(p;). Nyt f(vg) = wj.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on p-morfismi. a

Liséksi ¢z ,, on toteutuva kehyksen F pisteessé w, joten lemman 5.1 ja lauseen
5.1 nojalla saadaan seuraava tulos.

Seuraus 5.2 Transitiivinen kehysluokka, joka on suljettu generoitujen alimal-
lien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen, on mddriteltivissd®
adrellisten kehysten luokan Ky, suhteen.

Yksi tapa kiertad transitiivisuutta, on lisata Jankov-Fine-kaavoihin sopivasti
O-operaattoreita. Esimerkiksi kaava A\, O'(p1V...Vpy) sanoo, etté kaikilla po-
luilla, joiden pituus on korkeintaan n, on voimassa (p;V...Vp). Tadmé ei kuiten-
kaan riité, silla ilman asyklisyysoletusta darellisessidkin kehyksesséa voi olla mieli-
valtaisen pitkia polkuja, jolloin kaavoja tarvitaan aareton maéara ja ollaan taasen
kompaktisuusoletuksen tarpeessa. Yksinkertaisena esimerkkinéd tastd voidaan
tarkastella kehyksen F = ({w}, {(w,w)}) Jankov-Fine-kaavaa ¢z, = p A Op.
Lisaamalld O-operaattoreita saadaan kaava %, = p A (A<, O'p). Kuitenkin
jokaisella n on olemassa (&érellinen) kehys (polku, jonka pituus on suurempi
kuin n), jossa kaava Y%, toteutuu, mutta jonka p-morfinen kuva alkuperéi-
nen kehys ei kuitenkaan ole. Tarkastellaan seuraavaksi, miten polkukvanttorin
A (vrt. [2, s. 296]) kdytto tuo helpotusta tédhdn ongelmaan.

Maaritelma 5.2 Olkoon M = (W, R, V) malli ja w sen piste. Maaritelldén
jokaisella kaavalla ¢

M,w | Ap < ¢ on tosi jokaisessa pisteestd w ldhtevan polun pisteessa.

Téllainen polkukvanttori on maééariteltavissd seuraavaksi esiteltévissid modaa-
lisessa p-kalkyylissa |9, 13|, jonka esittelyssid kiytetddn useasta eri lahteesta
kootun seminaariesitelmén [8] merkint6ja.

Maaritelma 5.3 Symbolin p esiintymé kaavassa ¢ on positiivinen, jos kaavas-
sa ¢ on parillinen maard negaatiosymboleita, joiden vaikutusalassa kyseinen
symbolin p esiintymé on. Modaalisen pu-kalkyylin kieli pML saadaan lisaamalla

6Téssé @ = {p; | i € N}, eik erillistd kiiinnosti tarvitse tehds, silld Jankov-Fine-kaavoissa
kiytetdan vain joukon ® propositiosymboleita.
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tavallisen modaalilogiikan kaavanmuodostussaéantoihin seuraava kaavanmuodos-
tussaanto:

Jos ¢ on kaava, jossa kaikki symbolin p esiintyméat ovat positiivisia, niin
up.¢ ja vp.¢ ovat kaavoja.

Kiintopisteoperaatorit u ja v sitovat edelld propositionaalisen muuttujan p.

Jatkossa meille riittavit itseasiassa yksinkertaiset pML-kaavat, joissa kiintopis-
teoperaattoria kaytetddn vain kerran, joten rajoitetaan jatkotarkastelut téllai-
siin yksinkertaisiin pML-kaavoihin.

Modaalilogiikan kaava ¢ méérittelee kullakin mallilla M = (W, R, V) ku-
vauksen g ,(X) : P(W) — P(W):

emp(X) ={w e W[ (W, R, V'), w = ¢, missd V' =V (X/p)},

missd V(X/p)(p) = X ja V(X/p)(q) = V(q), kun ¢ # p. Joukko Z € P(W) on
kuvauksen ¢, kiintopiste, jos sen arvo ei muutu kuvauksessa eli pr,(2) = Z.
Osajoukkorelaation suhteen pieninté téllaista joukkoa kutsutaan pienimméksi
kiintopisteeksi (least fixed point) ja suurinta suurimmaksi kiintopisteeksi (grea-
test fixed point). Kun uML-kaavojen ehto symbolin p positiivisuudesta on voi-
massa, kuvaukset ¢, ovat monotonisia, joten suurin ja pienin kiintopiste ovat
aina olemassa. Niinpé kiintopisteoperaattoreiden tulkinnat voidaan luontevasti
antaa ndiden kuvausten p,, pienimmén kiintopisteen (merkitdédn LEP.paq,)
ja suurimman kiintopisteen (merkitédén GFP.pp,) avulla.

Maaritelma 5.4 Olkoon M malli ja w sen piste. Talléin
M, w = pp.p < w e LFP.py,

ja
M, w = vp.p & we GFP.ou .

Nyt voidaan osoittaa, ettd pML-kaava vp.(¢» AOp), missa p ei esiinny kaavassa 1)
ja 1 on tavallisen modaalilogiikan kaava, maéarittelee polkukvanttoria kayttavin
kaavan A.

Lemma 5.2 Olkoon M = (W, R, V') malli ja v tavallisen modaalilogiikan kaa-
va, jossa ei esiinny symbolia p. Talloin

{weW | MwEvp.(YpAOp)t={weW | M, wkE Ay},
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Todistus. Merkitddn ¢ = (¢ A Op). Talloin oy p(X) = {w € W | Mw =
Y ja V' (w,w') € R=w" € X)}. Merkitdén F = {w € W | M,w | Ay}
ja osoitetaan, ettd £ on kuvauksen ¢y, suurin kiintopiste.

Osoitetaan, ettd £ C pa,(F). Valitaan mielivaltainen w € E. Siis M, w =
A1), joten erityisesti M, w = 1). Liséksi kaikilla pisteestd w lahtevilla poluilla ¢
on tosi. Erityisesti jos (w,w’) € R, on v tosi myos kaikilla pisteestd w’ lahtevilla
poluilla. Siispé V' : ((w,w’) € R = w' € E), joten w € g ,»(E).

Osoitetaan sitten, ettd E on suurin ehdon £ C pa,(F) téyttava joukko.
Oletetaan, ettd B toteuttaa ehdon B C @a,(B), ja valitaan mielivaltainen
w € B. Talloin w € pp,(B), joten M, w = 1. Olkoon w = woRw1 R ... Rwy,
pisteestd w lahteva polku, jolla ¢ on tosi ja jolla w; € B, kun ¢ < k. Valitaan
mielivaltainen wy, 1, jolla (wy,wry1) € R. Oletuksen nojalla wy, € B, joten
wp € pamp(B). Tallsin M, wy, = 9 ja jokaisella w’, jolla (wg,w’) € R on
voimassa, myos w’ € B on voimassa. Erityisesti siis w1 € B. Mutta nyt
Wit1 € Pamp(B), joten myds M, wi41 = 1. Néin on osoitettu, ettéd jokaisella
pisteestd w lahtevélla polulla v on tosi, joten w € E. Siis B C E.

Koska E on suurin ehdon E C pu,(E) tayttava joukko, niin operaattorin
©m,p Mmonotonisuuden nojalla sen taytyy olla operaattorin ¢a,, suurin kiinto-
piste eli {w e W | M,w = vp.( ANOp)} = GFP.ppm,p = E. |

Polkukvanttorin avulla (esimerkiksi p-kalkyylissd) saadaan méériteltyd &é-
rellisille malleille Jankov-Fine-kaavoista muunnos, jossa ei tarvitse olettaa tran-
sitiivisuutta.

Maaritelma 5.5 Olkoon F = (W, R) &dérellinen kehys ja w € W sen piste.
Olkoon ® = {p, | v € F,,}. Méiritelliéin erotteleva malli M” = (F,,, V), missi

V(py) = {v}, kun v € F,. Olkoon ¢ kaavojen
(i) Vve]:w Do,
(i) Aurg(Po = —1y),
(i) Awger(e = Opq);
)

(iv /\(u,q)eR(pv — —=Opy)

konjunktio. Médritellddn % , = pu, A Ap.

Lemma 5.3 Olkoon F = (W, R) ddrellinen kehys, w € W, ¥l mddritelmdin
5.5 mukainen kaava ja G = (Wg, Rg) kehys, jonka malli N = (G, V) toteuttaa
kaavan w%w pisteessddn v. Talloin F,, on kehyksen G, p-morfinen kuva.
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Todistus. Mééritelladn f(v') = w, kun o' € V(p,), ja osoitetaan, ettd f on
surjektiivinen p-morfismi kehykselta G, kehykselle F,,,.
Osoitetaan ensin, ettd f on funktio. Valitaan mielivaltainen v" € Wy, .

(i) Jos v’ = v, niin oletuksen mukaan v' € V(p,,) (N,v = py,). Lisdksi N, v' =
Pw — Pu, kun u # w, joten v’ € V(p,), kun u # w.

(ii) Jos v # v, niin on olemassa Rg-polku pisteesta v pisteeseen v’. Koska

Nov | Ap, niin Nov' E (Vez, Pu) A (Nyry(Pu — —pg)). Siispd v €
V(p.) tdsmélleen yhdelld u € F,.

Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on hyvinmééritelty kuvaus.
Osoitetaan sitten, ettd f on surjektio. Valitaan mielivaltainen v € Wg, .

(i) Jos u = w, niin f(v) = u.

(ii) Jos u # w, niin on olemassa R-polku w = woRw1R ... Rw, = u pisteesta
w pisteeseen u. Osoitetaan induktiolla polun pituuden suhteen, etta jokai-
nen polun piste w; € W on jonkun kehyksen G, pisteen v; f-kuva. Kohdan
(i) perusteella véite on voimassa, kun polun pituus on 0. Oletetaan, et-
td véite pétee, kun polun pituus on k& < n. Nyt N, vx = pu, A (Pw, —
OPuyyy ), joten on olemassa sellainen vy € Wg,, ettd (vg, vit1) € Rg ja
N, Vi1 [ Dy, - TGN f(Up41) = Wit

Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on surjektio.
Osoitetaan vield, ettd f on p-morfismi G, — F,,.

(ii) Oletetaan, ettd (vq,v2) € Rg,. Nyt joillain maailmoilla i, 7 € Wg, pétee
f(v1) =i ja f(ve) = jeli vy € V(pi) ja vy € V(pj). Jos olisi (4,) € R,
olisi myds N, vy = p; — —COp; voimassa. Mutta N, v | —(p; — —Op;y),
joten on oltava (f(v1), f(v2)) = (i,7) € Rg,.

(iii) Oletetaan sitten, ettd f(vy) =i ja (i,7) € Rg,. Nyt vy € V(p;) ja lisdksi
oletuksen mukaan N,v; = p; — Op;. Siis on olemassa sellainen v, etté
(v1,v2) € Rg, javs € V(p;). Nyt f(v2) = j.

Kohtien (ii) ja (iii) nojalla f on p-morfismi. |

Lisaksi w%w on toteutuva kehyksen F pisteessd w, joten lemman 5.3 ja
lauseen 5.1 nojalla saadaan seuraava tulos.
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Seuraus 5.3 Generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten ku-
vien suhteen suljettu kehysluokka on mddriteltivissd’ ddrellisten kehysten luokan

suhteen yksinkertaisten pML-kaavojen avulla.

Liséksi on yleisesti tunnettua, ettd uML-kaavojen totuus siilyy bisimulaatiois-
sa, joten kehysluokka, joka on méariteltdvissa pML-kaavojen avulla, on myos
suljettu generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suh-
teen.

Seuraava tavoite on padstd myos aarellisyydestd eroon. Téhén ei edes téay-
si p-kalkyyli riitd, silla pMI-kaavoja on vain numeroituva madrd (kun pro-
positiosymboleja on kiytossd korkeintaan numeroituva médrd), kun taas ei-
bisimilaarisia kehyksid on ylinumeroituva maéaré.

Esimerkki 9 Mééritellddn jokaisella ordinaalilla o kehys F,, = (W,, R,), mis-
si, W, on joukkojen kumulatiivisen hierarkian® taso V,, ja R, on alkiorelaation
€ kadnteisrelaatio 3. On helppo havaita, etta

(Fo,w= Fpw') & (w=w').

Jos nimittéin w # w’, on olemassa v € (w\w'Uw'\w). Jos pisteet w ja w’ olisivat
bisimilaariset, téytyisi olla olemassa pisteen v kanssa bisimilaarinen v # wv.
Talloin on edelleen olemassa u € (v\v'Uv'\v) ja sen kanssa bisimilaarinen u' #
u. Koska €-relaatio on hyvinperustettu, paadytadn airellisen monen askeleen
jalkeen tilanteeseen, jossa toinen alkioista on tyhja ja toinen epéatyhja. Niinpa
alkuperaiset pisteet eivéit voi olla bisimilaariset.

Esimerkin 9 nojalla omaa pML-kaavaa ei millian voi riittad jokaiselle kehyk-
selle. Luonteva keino ylittda tdmé ongelma on siirtyminen aarettomiin kieliin.
Jotta erottelevat mallit saataisiin médariteltya mielivaltaisen suurille kehyksille,
voi @ olla mielivaltaisen suuri, jopa aito luokka. T&lloin sallitaan vastaavasti
madriteltavyys aidolla kaavaluokalla. Vaihtoehtoisesti voidaan asettaa tarkas-
teltavien kehysten koolle jokin ylaraja  ja valita propositiosymboleiden joukko
®, jonka koko on vihintdan x. Talloin saadaan méariteltavyystuloksia suhteessa
kehysluokkaan, jonka kehysten koko on korkeintaan k.

"Téssé oletetaan, ettéd kiytdssd on vihintiin numeroituvasti ddretén propositiosymbolei-
den joukko ®. Koska 1/)‘;_-710 sisdltdd vain &darellisen médrédn propositiosymboleita, se voidaan
kidantdd yksinkertaiseksi pML[®]-kaavaksi korvaamalla propositiosymbolit yhdenmukaisesti
joukon @ propositiosymboleilla. Vaihtoehtoisesti voitaisiin kaavan maérittelyssa kiinnittaa
propositiosymbolit, kuten Jankov-Fine-kaavojen méarittelyssa tehtiin.

8Kumulatiivinen hierarkia mééritelliin seuraavasti: Vp = 0, V, = Uﬁea Vs, kun a on
rajaordinaali, ja Voi1 = Vo UP(V4).
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Maaritelma 5.6 Olkoon ® luokka propositiosymboleja. Kieli MLy, ,|®, 7] saa-
daan kielestd ML|®, 7| sallimalla dérettomat disjunktiot ja konjunktiot. Merki-
tadn tavallisesta modaalilogiikasta ML|®, 7] saatua &éretonta kieltd MLy, ,[P]
tai lyhyesti MLy ,,, kun ® on asiayhteydesta selvé.

Nyt luonnollinen yleistys kaavoille @/)%w saadaan jattamallda maaritelmasta 5.5
aarellisten kehysten oletus pois ja sallimalla darettéméat konjunktiot ja disjunk-
tiot.

Maaritelméa 5.7 Olkoon F = (W, R) kehys ja w € W sen piste. Olkoon ¢ =
{p, | v € F,}. Mééritelldén erotteleva malli M7 = (F,,, V), missi V(p,) = {v},
kun v € F,. Olkoon ¢ kaavojen

(1 \/ve}‘w D,

)

(i) Aysg(Po = 70g),

(iif) /\(U,q)eR(pv - Opq)v
)

(iV /\(U,q)QR(pU - _'<>pq)
konjunktio. Médritelladn %, = p, A Ap.

On suoraviivaista niahdé (lemman 5.3 tapaan), ettd jos kehyksen G piste v to-
teuttaa kaavan ¢, niin kehys F, on kehyksen G, p-morfinen kuva. Néin
saadaan seuraava tulos.

Seuraus 5.4 Olkoon ® propositiosymboleiden joukko, jonka koko on vdhintddin
k. Generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen
suljettu kehysluokka on mddriteltivissi yksinkertaisten pMLy,[®]-kaavojen®
avulla suhteessa kehysluokkaan, jonka kehysten koko on korkeintaan k.

Lisdksi MLy o|®]-kaavojen totuus séilyy bisimulaatioissa, joten kehysluokka,
joka on méériteltavissd MLy, o[P]-kaavojen avulla, on my6s suljettu generoi-
tujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen.

Kiintopisteet tulevat kuitenkin tarpeettomiksi, silla polkukvanttori voidaan
maadritelld suoraan ML, ,-kaavojen avulla.

9Kun kiiytettivissi on vihintiin x propositiosymbolia ja kehyksen F koko on korkeintaan
K, voidaan kaava 1%, kiidntdd yhdenmukaisesti #MLo ,[®]-kaavaksi.
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Lemma 5.4 Olkoon M = (W, R, V') malli ja v tavallisen modaalilogiikan kaa-
va. Tdalloin

{fweW | MwkE A{D"W[ne N} ={weW | MuwkE Ay},

Todistus. Jos M, w = Ay, on M, w = O™ voimassa jokaisella n € N. Jos taas
M, w £ A, on olemassa (mahdollisesti O-mittainen) R-polku wRw R ... Rw,,
jonka pisteessd w,, on voimassa M, w, W= 1. Talléin M, w = 0" eli M, w =
MO | n € N}, :

Seuraus 5.5 Olkoon ® propositiosymboleiden joukko, jonka koko on vahintddin
k. Generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen
suljettu kehysluokka on MLy ,,|®|-mdadriteltivissi suhteessa kehysluokkaan, jon-
ka kehysten koko on korkeintaan k.

Liséksi MLy |®]-kaavojen totuus séilyy bisimulaatioissa, joten kehysluokka,
joka on méériteltévissd ML ,|®|-kaavojen avulla, on my6s suljettu generoitujen
alimallien, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten kuvien suhteen.

Huomautus 2 Jos voidaan olettaa, ettd propositiosymboleita on kiytossa tar-
peeksi (aito luokka) jokaisen kehyksen erottelevan mallin méaéarittelyyn ja jos
sallitaan méaariteltdvyys aidolla kaavaluokalla, voidaan seurauksista 5.4 ja 5.5
poistaa kokorajoitteet.

OHuomaa, ettd 0% = 1.
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6 GML-maariteltavyys

Modaalilogiikan kieltd voidaan vahventaa ottamalla kiyttoon operaattoreita,
joiden avulla voidaan laskea seuraajien lukumaérié. Téllaisia operaattoreita kay-
tetdén kuvauslogiikoissa (ks. esim. [6]), joissa voi olla tarpeen sanoa esimerkik-
si, etta jélkeldisia on vahintéén 3 ja korkeintaan 5. Téssa lienee hyva huomaut-
taa vield taustatiedoiksi, etté yksinkertainen kuvauslogiikka ALC (jossa ei ole
laskemista) on multimodaalilogiikan K, (jossa on kdytossd m yksipaikkaista
modaalioperaattoria) merkinnéllinen variantti [12]. Kdytdnnon sovelluksissa on
luonnollista ottaa kiyttoon useampia relaatioita (ja niita vastaavia laskentaope-
raattoreita). Téssd rajoitutaan kuitenkin yksinkertaisuuden vuoksi tapaukseen,
jossa kdytossd on vain yksi relaatio (ja sitd vastaavat laskentaoperaattorit).

Madritellddn seuraavaksi GML-kaavat (formulas of Graded Modal Logic).
Kolmiomerkinta laskentaoperaattoreille on omaksuttu Conradien [5] tyosté. Las-
kentaoperaattoreita merkitdén usein myos indeksoitujen timanttien <; ja bok-
sien O; avulla (ks. esim. [11]). Kolmiomerkinnéin kdyttod puoltaa se, etta lasken-
taoperaattorit kiyttaytyvat eritavoin kuin tavallinen timantti (eivéit ole distribu-
tiivisia disjunktion suhteen [5, s. 26]). Lisdksi <- ja >-merkit kertovat indekseja
paremmin millainen semantiikka operaattoreille tulee.

Maaritelma 6.1 Olkoon ® joukko propositiosymboleja. GML|®|-kaavat maa-
ritellddn induktiivisesti seuraavasti.

e p € ® on GML|®|-kaava.

e Jos ¢ on GML|®|-kaava, niin = on GML|®|-kaava.

e Jos ¢ ja ¢ ovat GML|®|-kaavoja, niin (¢ A ¢) on GML|®|-kaava.
e Jos ¢ on GML|®|-kaava ja n € N, niin <s,¢ on GML|®|-kaava.

Jos ® on asiayhteydesté selvd, voidaan puhua lyhyesti GML-kaavoista. GML-
kaavan 1 aste deg() on maksimaalinen sisidkkéisten laskentaoperaattoreiden
méaéré ja indeksi I1(1)) on suurin kaavassa 1) esiintyva laskentaoperaattorin ra-
joite (>m) [11, s. 6].

Olkoon M = (W, R, V) malli ja w € W sen piste. Talloin
M, w s Gpp = [{veW | (w,v) € RA(M,v E @)t = n

eli GML-kaava <>, on tosi mallin M pisteessd w tadsmalleen silloin, kun on
olemassa vahintdan n pisteen w seuraajaa, joissa ¢ on tosi. Luonnollisella tavalla
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voidaan mééritelld myos kaavat <<, := = <>,41 ¢ (on olemassa korkeintaan n
seuraajaa, joissa ¢ tosi), <d—p = (<>, A<d<, ) (on olemassa tasan n seuraajaa,
joissa @ tosi) ja Oy := <s1¢ (on olemassa vihintddn yksi seuraaja, jossa ¢ tosi)
(vrt. [5, 27 — 28]).

De Rijke esitteli artikkelissaan tdhéan yhteyteen sopivan g-bisimulaation [11,
3 — 4] ja rajoitetun gx-bisimulaation [11, s. 5| kéisitteen ja todisti joitakin niihin
liittyvia perustuloksia. Hén heitti ilmaan myo6s kysymyksen g-bisimulaatioiden
kéytosta Goldblatt-Thomasonin lauseen analogian todistamisessa [11, s. 12],
mihin téssd luvussa pyritddn antamaan jonkinlaista lisdvaloa. Maarittelyissa
kiytetaan Conradien [5] esitystapaa g-bisimulaatiolle ja de Rijken esitysta yk-
sinkertaistavaa peliméérittelya rajoitetulle gi-bisimulaatiolle.

Maaritelma 6.2 Olkoot M = (W, R, V) ja M’ = (W', R', V') malleja. Epéa-
tyhja relaatio Z C W x W’ on g-bisimulaatio (counting bisimulation [5, s. 39]),
jos

(i) Jos (w,w’) € Z, niin w ja w’ toteuttavat samat propositiosymbolit.

(ii) Jos (w,w’) € Z ja S C {v | (w,v) € R} on #érellinen'!, niin on olemassa
sellainen S” C {v' | (w',v') € R'}, etta |S| = ||, Vo € S : T € S :
(v,v')eZjaVw €S :weS:(v,v)eZ.

(ili) Jos (w,w') € Z ja S" C {v'| (w',v") € R'} on aérellinen, niin on olemassa
sellainen S C {v | (w,v) € R}, ettd |[S| = |5, Vv e S: I € 5" : (v,0) €
ZijaWw eSS :Jvel:(v)eZ.

Jos Z on g-bisimulaatio mallien M ja M’ vililla ja (w,w’) € Z, merkitdan
Z: Myw—, M '

Voidaan osoittaa |11, Propositio 3.3, s. 4], ettéa g-bisimilaariset pisteet toteutta-
vat samat GML-kaavat. Tarkasteltaessa g-bisimulaatioita kehysten vélilla, ehdot
(ii) ja (iii) riittavét.

G-bisimilaarisuus voitaisiin méaaritella myos pelin avulla. Jatkossa tarvitaan
kuitenkin méaritelméaa tilanteeseen, jossa kaavojen astetta ja indeksia on rajoi-
tettu etukdteen. Maaritelldan téata varten seuraava peli.

Maaritelma 6.3 Olkoot M = (W, R, V) ja M’ = (W' R, V') Kripke-malleja
ja w, w' vastaavasti niiden pisteitd. Peli G, (M, w), (M’ w’)) méadritelladn
seuraavasti:

HTHssé voitaisiin sallia ekvivalentisti ddrellisten joukkojen lisiksi myds numeroituvasti #-
rettomét joukot.
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Pelaajat: Hyokkaava pelaaja V ja puolustava pelaaja 3.

Alkutilanne: Jos M,w | p; ¢ M, w' = p; jollain p;, niin 3 haviaa heti.
Muutoin kiinnitetdén vy = w ja v = w' ja asetetaan k = 1.

Pelinkulku: Jos k = n + 1 peli on paattynyt. Oletetaan, etta parit (v;, v));<
on pelattu, 1 < k£ < n ja kumpikaan ei ole vield havinnyt. Talloin

1. Pelaaja V valitsee joukon S C {v € W | (vg_1,v) € R}, 0 < |S| <m
tai joukon S C {v' € W' | (v},_;,v") € R'}, 0 < |S'] < m. Mikili V ei
voi valita, peli paéttyy ja V havida pelin.

2. Pelaaja 3 valitsee vastaavasti jiljelle jaaneestd mallista joukon S C
{v € W' | (v,,_q,v") € R’} tai joukon S C {v € W | (v,_1,v) € R}
ja kiinnittda bijektion f : S — S’. Jos 3 ei voi valita joukkoa tai
kiinnittaa bijektiota, peli paattyy ja 3 havida pelin.

3. Pelaaja V valitsee alkion v € S ja asetetaan (v, v},) = (v, f(v)).

4. Tarkastetaan allaoleva voittoehto. Kasvatetaan laskurin £ arvoa yh-
delléd ja jatketaan pelid, mikali kumpikaan pelaajista ei ole vield ha-
vinnyt.

Voittoehto: Pelaaja 3 haviaa pelin, jos

e hin ei voi suorittaa kohtaa 2,
o M,v, =p; & M v, = p; jollain i.

Jos d ei ole hdavinnyt milla&n pelatulla kierroksella k& < n, hian voittaa pelin.
Muutoin V voittaa.

Kun pelaajalla 3 on voittostrategia pelissid Gy, (M, w), (M, w’))!? sanotaan,
ettd pisteet w ja w' ovat n-g,,-bisimilaariset (g,,-bisimulation up to n |11, s. 5]).
Télloin merkitdin M, w <7 M’ w'. Mikili mallit ovat asiayhteydestd selviit
voidaan merkitd myds w <y w'.
Esimerkki 10 Olkoon M = (W, R, V)jaM' = (W' R, V'), missa W = {w}U
{i1e NJU{(i,j)[i>jeN}, R={(wi)|ie N}U{(z(i,))) | i = je N},
Vpe @ V(p) = B W = WU {w}U{(wj)|jeN} R = RU{(ww)}U
{(w, (w,7)) | j € N} jaV'(p) = V(p) (ks. kuva 6). Mallien M ja M’ pisteet

12Jos pelin sallitaan jatkuvan #érettémén kauan, padstiin g,,-bisimilaarisuuden kisittee-
seen.
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Kuva 6: Esimerkin 10 mallit. Propositiosymbolit ovat epétosia jokaisessa maa-
ilmassa.

w ja w ovat n-g,,-bisimilaariset jokaisella n ja m!3

g-bisimilaariset.

, mutta eivat kuitenkaan ole

Merkitdéin M,w =) M’ w' (tai lyhyemmin w =) w’), jos pisteet w ja
w’ toteuttavat samat korkeintaan astetta n olevat GML-kaavat, joiden indek-
si on korkeintaan m. On helppo havaita, ettd jos pisteet w ja w’ ovat n-g,,-
bisimilaariset, niin w =} w’ (ks. lemma 6.1). Ké#nteinen suunta on voimassa,
kun propositiosymboleita on kiytossa dérellinen maara. Todistusta varten méa-

ritelldan n, m-Hintikka-kaavat.

Maaritelma 6.4 Olkoon ¢ &arellinen propositiosymboleiden joukko. Mallin
M = (W, R,V) pisteeseen w liittyvé n, m-Hintikka-kaava ", miéritellidn
induktiivisesti seuraavasti

o, = N\ | @ =pitai ¥ = —p;) ja M,w =}

n+lm n,m
SOM,w - SOM,w/\

Aoy | 370 (w,v') € Rja @iy, = @i, 1 <i<m— 1A
Azl | 3770 (w,0) € Rja @yl = @3} A
O (VAR | (w,v) € RY).

Koska propositiosymboleita on ddrellinen maéra ja kaavat ovat tietyn muotoisia,
edelld kaikki konjunktiot ja disjunktiot ovat &érellisia. On helppo n&hda, etta

M, w @i, deg(@iry,) =1 ja I(e)y,) = m.

13Itseasiassa pisteet w ja w ovat jopa g,,-bisimilaariset jokaisella m.
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Lemma 6.1 Olkoon ® dadrellinen joukko propositiosymboleja, M = (W, R, V')
ja M' = (W' R, V') malleja ja w € W, w' € W'. Talléin seuraavat kohdat
ovat yhtdpitdavid.

(1) Myw =" M w.

am
(i) Myw=; M, w'.
(i) M, w'" = o),

Todistus.
(i) = (ii). Osoitetaan induktiolla luvun n suhteen, etta
Vuvw' (M, w =, M w') = (Mw=, M, w)).

Selvasti tapaus n = 0 on voimassa eivitkd konnektiivit tuota ongelmia. Ole-
tetaan sitten, etta M, w @Zjn'l M W' ja M,w = <5, missd deg(yp) < n ja
i < m. Nyt pelaaja V voi valita pelissid G, (M, w), (M',w’)) sellaisen joukon
S C W, ettd |S| =i ja jokaisella v € S pétee v |= . Koska oletuksen mukaan
pelaajalla 3 on voittostrategia, hian voi valita vastaavan joukon S’ C W' ja bi-
jektion f : S — S’ siten, ettd hédnelld on voittostrategia loppupelissa. Induktio-
oletuksen nojalla joukon S’ pisteet toteuttavat kaavan ¢, joten M’ w' |= <.
Suunta M’ w' | <50 = M,w E <s;¢ on symmetrinen. Néin on osoitettu,
ettd pisteet w ja w’ toteuttavat samat GML-kaavat.

(ii) = (iii). Mé&é&ritelmén nojalla n, m-Hintikka-kaavojen indeksi on < m.
Koska deg(gp%’fw) = 0 ja deg(@}j{’tm) = deg(¢),,) + 1, on n, m-Hintikka-
kaavojen aste (induktion nojalla) < n. Osoitetaan vield induktiolla, ettd Yw €
WM w = ¢,

Kun n = 0, viite on voimassa. Oletetaan, ettd viite patee, kun n = k.
Tarkastellaan maailmaa w. Induktio-oletuksen mukaan M, v = ¢/, jokaisella
v, erityisesti my6s maailmalla w ja niilla maailmoilla o', joilla (w,v’) € R. Siispa

e M,wl= i,

o M,w k= asilyly, kun 3700 ((w, ') € Rja iy, = o) jal <i <
m — 1,

o M,w = <m@ly, kun 3770 1 ((w,v') € R ja oy, = o), ja

o M,w = BV{L, | (w,v) € R}).
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Siispd M, w 90”/\/1+1um
(iii) = (i). Osoitetaan, ettd
vovw' (M w' | ¢if,) = (Mw <p ML) ()

am

induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 0, (*) on voimassa jokaisella m. Oletetaan
induktio-oletuksena, ettd () on voimassa lukuun n asti jokaisella m. Oletetaan
sitten, ettd M’ w' |= @ﬂi}m Osoitetaan induktiolla pelaajan V valitseman
joukon S* koon k < m suhteen, ettd kaikissa tapauksissa pelaaja 3 pystyy
vastaamaan sopivasti eli M, w @;‘: M

Oletetaan ensin, ettd k =1 eli |[S*| = 1.

1. V valitsee joukon S = {v} C W, missid (w,v) € R. Koska v’ |= @ﬂ’tm,

niin w' = <9519, Siis on olemassa alkio v" € W', jolla v = (. Nyt
3 voi valita S" = {v'} ja asettaa bijektion f(v) = ¢'. Induktio-oletuksen
nojalla pelin loppuosa hoituu.

2. V valitsee joukon S’ = {v'} C W', missd (w',v') € R'. Koska w' |=
OV{¢w | (w,v) € R}) ja disjunktio \/{¢y(, | (w,v) € R} ei voi
olla tyhja (muutoin olisi w’ = O L, mika on ristiriita, silld pisteella w’ on
seuraaja v'), niin on olemassa alkio v € W, jolla (w,v) € R ja v’ |= @)/
Valitaan téllainen alkio v. Nyt 3 valitsee joukon S = {v} ja asettaa bijek-
tion f(v) = v'. Induktio-oletuksen nojalla pelin loppuosa hoituu téssékin
tapauksessa.

Oletetaan sitten, ettd pelaajalla 3 on voittostrategia, kun valittujen jouk-
kojen T'C W ja T C W’ koot ovat < k + 1 < m. Olkoon S*, |S*| = k + 1,
pelaajan V ensimméinen valinta. Nyt S* voidaan esittdd muodossa 7™ U {v*}.
Olkoon f : T — T’ pelaajan 3 voittostrategian mukainen bijektio (joukolta T*
tai joukolle 7). Nyt jokin seuraavista neljastd kohdasta on voimassa.

L S*=TU{v} CW (eli (w,v) € R) ja @, # ¥\, jokaisella u € T
Koska M',w" = <19}, on olemassa alkio v € W', jolla v' = ¢/
Koska ¢/, # ¢, jokaisella u € T, ei v' voi olla mikdén joukon T
vastinpisteistd. Nyt 3 valitsee joukon S = T"U{v'}, ja joukon T kuvaavaa
bijektiota voidaan laajentaa bijektioksi S* — S’ asettamalla f(v) = v/,
eikd 3 ndin meneteltdessa havia talla kierroksella.

2. S =T"U{v'} CW' (eli (w',v') € R') ja @lyp' # Py jokaisella u € T.
Koska M’ w' = O(V{g)(, | (w,v) € R}) (ja disjunktio ei voi olla tyhja),
on olemassa alkio v € W, jolla (w,v) € R ja v' = ¢}, Koska nyt
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Ot = Ppw F Prsw jokaisella u € T, ei v voi olla mikéin joukon
T pisteista. Nyt 3 valitsee joukon S = T U {v}, ja joukon T kuvaavaa
bijektiota voidaan laajentaa bijektioksi S — S* asettamalla f(v) = v/,
eikd d nédin meneteltdessa havia talla kierroksella.

3. S*=TU{v} CW (eli (w,v) € R) ja o), = @1y jollain u € T. Olkoon
i={u €T |y, =Pl Koska M w' = <sip19),, on olemassa
alkio v’ € W'\ T", jolla v' = ¢)y(,. Nyt 3 valitsee joukon S" = T" U {v'},
ja joukon T kuvaavaa bijektiota voidaan laajentaa bijektioksi S* — S’
asettamalla f(v) = ¢/, eikd 3 nédin meneteltdessé havia talla kierroksella.

4.8 =T U{v} CW (eli (w',v') € ') ja p)p'y = @iy, jollain u € T
Koska M',w' = O(\V{p)y, | (w,v) € R}) (eikd disjunktio voi olla tyhja),
niin on olemassa alkio v € W, jolla (w,v) € R ja v' |E ¢),. Nyt on
vield taattava, ettd v € W voidaan valita niin, ettei se kuulu joukkoon
T. Olkoon i = [{v" € T' | p)\i'n = ©fy = Papw - Nyt M w'" =
9>i11¥)\ ., joten ei voi olla voimassa M, w = <<y, Siispd M, w =
Uir19) - Koska pelid pelataan niin, ettd vastinpisteet toteuttavat samat
hintikkakaavat, taytyy olla olemassa joukon T ulkopuolinen piste u, jolla
Ot = Prso Nyt 3 valitsee joukon S = T U {u}, ja joukon T kuvaavaa
bijektiota voidaan laajentaa bijektioksi S — S* asettamalla f(u) = v/,
eikd 3 ndin meneteltdessa havia talla kierroksella.

Kaikissa tapauksissa bijektiota saadaan laajennettua niin, ettd sen mukaiset
vastinpisteet toteuttavat samat Hintikka-kaavat. Siispd induktio-oletuksen no-
jalla pelaajalla 9 on voittostrategia loppupelissé, valitsipa V seuraavan pelatta-
van pisteen miten tahansa. Induktioperiaatteen nojalla implikaatio (iii) = (i)
on todistettu. |

Maaritelladn seuraavaksi laskentaoperaattoreilla vahvistetun modaalilogii-
kan tapaukseen sopiva p-morfisten kuvien vastine.

Maaritelma 6.5 Olkoot (W, R) ja (W', R') Kripke-kehyksid. Kuvaus f : W —

W' on g-morfismi, jos se on g-bisimulaatio.

Huomautus 3 Korkeintaan numeroituvien puumallien'* juurien vilinen g-bisi-
mulaatio on isomorfismi [5, Lemma 4.4.8, s. 41|. Yleisesti surjektiivinen g¢-
morfismi ei kuitenkaan ole isomorfismi.

MMalli M = (W, R, V) on puumalli, jos silld on olemassa yksikisitteinen juuri, sen muilla
alkioilla on yksikésitteinen R-edeltdji ja R on asyklinen.
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Esimerkki 11 Olkoot F = ({w}, {(w,w)}) ja G = (W, R), missdé W = N ja
R ={(i,i+1)|ie N}. Kuvaus f : W — {w}, f(i) = w on surjektiivinen
g-morfismi, mutta ei kuitenkaan ole isomorfismi.

Kielen laajentaminen ei vaikuta erillisten yhdisteiden eiké generoitujen ali-
mallien maéarittelyyn. Koska kielen laajennus on kuitenkin vaikuttanut bisimu-
laation (ja morfismin) késitteeseen, on kuitenkin hyvé tarkistaa, pitaviatko luvun
2 perustulokset edelleen paikkansa.

Propositio 6.1 GML-kehysvalidisuus sdilyy kattavissa kehysten vdilisissd g-bisi-
mulaatioissa.

Todistus. Olkoon Z kehysten F = (W, R) ja F' = (W', R') vélinen F'-kattava
g-bisimulaatio ja olkoon kaava ¢ validi kehyksessa F. Jos nyt kaava ¢ ei olisi
validi kehyksessé F', olisi olemassa kehyksen F' malli M’ = (F’, V') ja sen piste
V', joilla M’ 0" [~ . Mééritellddn kehykseen F valuaatio V' ehdon

ueV(p) e (uedom(Z)ja Z(u) € V'(p))

avulla ja asetetaan M = (F, V). Nyt mééritelmén 6.2 ehto (i) on voimassa,
koska Z on méarittelyjoukossaan funktio, joten Z on g-bisimulaatio myts mal-
lien M ja M’ valilla. Koska Z on F’-kattava, on olemassa sellainen v € W,
ettd (v,v") € Z. Proposition [11, 3.3] nojalla (g-bisimilaariset) pisteet v ja v’
toteuttavat tdsmélleen samat kaavat. Siispd M, v = —p, mika on ristiriita, silla
M on kehyksen F malli ja oletettiin, ettd F = . O

Seuraus 6.1 GML-kehysvalidisuus sdilyy generoiduissa alimalleissa ja g-mor-
fisissa kuvissa.

Todistetaan vield, ettd GML-kehysvalidisuus séilyy erillisissd yhdisteissé.

Propositio 6.2 GML-kehysvalidisuus sdilyy erillisissi yhdisteissq.

Todistus. Olkoon F = 4, F; kehysten F; = (W;, R;) (i € I) erillinen yhdiste ja
Fi = pjokaisella i € I. Tehddén vastaoletus, ettd on olemassa kehyksen F malli
M = (W, R,V) ja sen piste (w, 1), joilla M, (w,7) £~ ¢. Maéaritellddn kehyksen
F; malliin M, valuaatio ehdon v € Vg (p) < (v,i) € V(p) avulla. Koska vali-
disuus séilyy generoiduissa alimalleissa, ¢ on validi myos kehyksen JF; pisteen
w generoimassa alikehyksessd. Mutta identtinen kuvaus on g-bisimulaatio ge-
neroitujen alimallien M, ;) ja (M), Vélilld, joten F; = o, miké on ristiriita. O
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Propositio 6.3 Jokainen kehys voidaan esittid pistegeneroitujen kehysten eril-
lisen yhdisteen g-morfisena kuvana.

Todistus. Todistukseksi riittda huomata, etta proposition 2.6 (s. 8) todistukses-
sa kaytetty kuvaus on myos g-bisimulaatio. |

Madritelladn seuraavaksi m-saturoituvuuden (méadritelmé 3.3, s. 15) vastine
laskentaoperaattoreilla vahvistetun modaalilogiikan tapaukseen.

Maaritelma 6.6 Kaavajoukko X on n-toteutuva (joukossa X), jos on olemassa
vahintdan n (joukon X) pistettd, joissa se toteutuu. Kaavajoukko ¥ on ddrel-
lisesti n-toteutuva, jos sen jokainen aarellinen osajoukko on n-toteutuva. Malli
M = (W, R, V) on g-saturoitu, jos jokainen kaavajoukko X, joka on &éarellisesti
n-toteutuva pisteen w € W seuraajien joukossa, on myos n-toteutuva pisteen
w seuraajien joukossa.

Lemma 6.2 Adrellisesti haarautuvat mallit ovat myés g-saturoituja.

Todistus. Olkoon M = (W, R, V') aérellisesti haarautuva malli ja ¥ kaavajouk-
ko. Oletetaan, ettd X on airellisesti n-toteutuva pisteen w € W seuraajien
joukossa. Olkoon S pisteen w R-seuraajien joukko. Oletuksen mukaan |S| > n.
Tehdaan nyt vastaoletus, jonka mukaan > ei ole n-toteutuva pisteen w seuraa-
jien joukossa ja olkoon S' = {vy,...,v;} niiden pisteiden joukko, joissa ¥ ei
ole tosi. Koska X ei ole tosi joukon S’ pisteissé, on kullakin v; olemassa kaa-
va ¢; € X, jolla v; & 1;. Nyt jokaisella joukon S’ pisteelld v; on voimassa
Vj # Ni<p<i k- Toisaalta {¢), | 1 < k < i} on joukon ¥ &irellinen osajoukko,
joten oletuksen mukaan se on n-toteutuva pisteen w seuraajien joukossa. Tama
on ristiriita silla |S — S’| < n. Siispd vastaoletus on védra ja ¥ on n-toteutuva
pisteen w seuraajien joukossa. Néin on osoitettu, ettd M on g-saturoitu. 0O

De Rijke [11, Lemma 4.2] todisti, ettd w-saturoitujen mallien pisteiden véli-
nen kaavaekvivalenssi on myos g-bisimulaatio. g-saturoituvuuden késitteen avul-
la parjataan kdymatta ensimmaisen kertaluvun logiikan puolella.

Propositio 6.4 Olkoot M = (W, R, V), M' = (W' R V') g-saturoituja mal-
leja ja w, w' niiden pisteitd, joilla M, w =, M',w'. Tdlloin M,w «—4 M’ w'.

Todistus. Osoitetaan, ettd Z = {(v,v’) | v =, v'} on g-bisimulaatio mallien
M, M’ pisteiden w, w’ valillA.
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(i) Oletuksen mukaan Z on epédtyhjd ja relaation Z mééritelmén mukaan
pisteet v ja v’ toteuttavat samat propositiosymbolit aina, kun (v,v') € Z.

(ii) Oletetaan, ettd (v,v') € Z ja S C {u | (v,u) € R} on #éarellinen. Luetel-
laan joukon S = {uy,...,u,} pisteiden tyypit'® tpy, tps, ..., tpr ja olkoot
11,19, ..., 1 vastaavasti tyyppien kertaluvut, jotka kertovat kuinka monel-
la joukon S pisteelld on sama tyyppi.

Tarkastellaan mielivaltaista tyyppia tp;, 1 < 7 < k. Koska i; € N ja
(v,u) € R, niin v = <3, A\ 0 jokaisella dérelliselld 0 C tp;. Koska pisteet v
ja v’ toteuttavat samat GML-kaavat, sama patee myos pisteelld v’. Siispé
tp; on &érellisesti i;-toteutuva pisteen v’ seuraajien joukossa. Koska M’
on g-saturoitu malli, ¢p; on nyt my0s i;-toteutuva pisteen v’ seuraajien
joukossa. Poimitaan nyt pisteen v’ seuraajien joukosta sellainen joukko
S’ ettd sen tyypit ja niiden kertaluvut tdsmaavit joukon S tyyppien ja
niiden kertalukujen kanssa. Néin ehto |S| = |S’| on voimassa ja edelleen
VueS:3 eSS (u,u)eZjavu eSS :JuesS: (uu)eZ.

(iii) Symmetrinen tapauksen (ii) kanssa.

Kohtien (i)-(iii) nojalla Z on g-bisimulaatio. O

Todistetaan seuraavaksi seuraukselle 4.3 analoginen Golblatt-Thomasonin
lauseen versio.

Lause 6.2 GML-kompakti kehysluokka K on GML-mddariteltdvissa suhteessa
adgrellisesti haarautuvien kehysten luokkaan Ky, tasmdlleen silloin, kun se on
suljettu g-morfisten kuvien, generoitujen alikehysten ja erillisten yhdisteiden
suhteen.

Todistus. Olkoon K GML-kompakti kehysluokka. Jos K on GML-maéri-
teltdvissd, niin se on toteuttaa mainitut sulkeumaehdot aiemmin esitettyjen
huomautusten nojalla.

Oletetaan sitten, ettd K on suljettu g-morfisten kuvien, generoitujen alike-
hysten ja erillisten yhdisteiden suhteen. Olkoon ® = {p; | i € N} ja Ay = {p €
GML[®] | F = ¢ jokaisella F € K}. Osoitetaan, ettd Ax GML-méérittelee
kehysluokan K. Selvisti implikaatio 7 € K = F E Ag on voimassa, joten
riittédé todistaa kdénteinen suunta F = A = F € K ddrellisesti haarautuville
kehyksille.

5Pisteen u tyyppi on niiden kaavojen joukko, jotka ovat tosia pisteessi wu.
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Olkoon F = (W, R) dérellisesti haarautuva kehys, jolla F }= Ax on voimas-
sa. Koska jokainen kehys voidaan esittaa pistegeneroitujen alikehystensa erillisen
yvhdisteen g-morfisena kuvana ja luokka K on suljettu ndiden ominaisuuksien
suhteen, riittda tarkastella pisteen generoimia kehyksia. Voidaan siis olettaa, et-
td F on pisteen w generoima. Olkoon M kehyksen F erotteleva malli. Olkoon
A = {pi, € GML[®] | m,n € N}'¢ vastaava n, m-Hintikka-kaavojen joukko.
Osoitetaan, ettd A on (dérellisesti) toteutuva luokassa K.

Valitaan #érellinen § C A. Jos 0 ei olisi toteutuva luokassa K, olisi =/\ &
validi luokassa K. Téll6in olisi voimassa = /\ § € Ag. Koska F = A, niin talloin
F | = /\ 0, miké on ristiriita, silld kehyksen F mallilla M péitee M, w E A 9.
Siispd A on dérellisesti toteutuva luokassa K. Nyt kompaktisuuden nojalla on
olemassa kehys G = (Wy, Ry) € K ja sen malli N' = (Wy, Ry, Vy) ja piste
v € Wy, joka toteuttaa joukon A. Koska K on suljettu generoitujen alikehysten
suhteen, voidaan olettaa, ettd G on pisteen v generoima. Nyt N,v = ¢,
jokaisella n ja m, joten lemman 6.1 nojalla pisteet w ja v ovat n-g,,-bisimilaariset
jokaisella n ja m ja toteuttavat siis tdsmailleen samat GML-kaavat.

Osoitetaan nyt, ettd jokaista mallin AN pistettd v” kohti on olemassa mal-
lin M piste w’, joka toteuttaa tdsmélleen samat modaalilogiikan kaavat. Va-
litaan mielivaltainen mallin N piste v’. Koska N on pisteen v generoima, on
olemassa Ry-polku pisteestd v pisteeseen v’'. Merkitddn tdmén polun pituutta
luvulla k. Tarkastellaan nyt pelid Gippm((N,v), (M, w)), jossa pelaaja V va-
litsee ensimmaéiset & joukkoa ja pistettd niin, ettd hin etenee polkua v...v'.
Koska M, w <y N, v on voimassa jokaisella n, m pelaajalla 3 on voittostra-
tegia tassd pelissa jokaisella n ja m. Koska M on &érellisesti haarautuva malli,
on olemassa mallin M sellainen piste w’, ettd pelaajan 3 voittostrategian mu-
kainen vastine téssd pelissd pisteelle v’ on w’ mielivaltaisen suurilla luvun n
arvoilla. Valitaan tallainen w’ € W. Nyt pelaajalla 3 on voittostrategia pelissi
Gnm((N, V), (M,w')), joten pisteet v' ja w’ ovat n-g,,-bisimilaariset jokaisella
n ja m ja nain ollen toteuttavat tdsmaélleen samat GML-kaavat.

Maéritelldén (epatyhja) relaatio Z = {(v,w') € Wy x W | v/ =, w'}
ja osoitetaan, ettd Z on itseasiassa surjektiivinen g-morfismi. Edelld todetun
perusteella jokaista v' € Wy kohti on olemassa w’ € W, jolla (v/,w') € Z.
Koska M on erotteleva malli, kuva Z(v') = w’ on liséksi yksikésitteinen.

Osoitetaan sitten, ettd Z on surjektio. Valitaan mielivaltainen w; € W.

6Huomaa, ettd tissid Hintikka-kaavat mé#éritellasin itseasiassa erottelevan mallin n-
rajoittumassa kiytossé olevien propositiosymboleiden suhteen, joita on kullakin tasolla kéy-
tossé vain addrellinen méara, koska M on &arellisesti haarautuva malli. Namé kaavat voidaan
kuitenkin yhdenmukaisesti kddntdd GML[®]-kaavoiksi, miké oletetaan téssd tehdyksi.
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Nyt M,w; | pu, ja on olemassa polku pisteestd w pisteeseen w;. Siispd
M,w | O'p,, jollain n € N. Koska pisteet w ja v toteuttavat samat kaa-
vat, N,v | O"p,,. Siispa on olemassa mallin A piste vy, jolla N, vy E py,.
Koska Z on kuvaus, on olemassa kehyksen F piste ws, jolla Z(v1) = wy. Koska
M on erotteleva malli ja kuvauksen Z vastinpisteet toteuttavat samat kaavat,
on oltava wy = wy. Siispa Z on surjektio.

Osoitetaan vield, ettd Z on g-bisimulaatio.

(1)

(i)

(iii)

Jos (v, w') € Z, niin relaation Z mééritelmén nojalla v" ja w’ toteuttavat
samat GML-kaavat ja siis my0s samat propositiosymbolit.

Oletetaan, ettd (vi,w1) € Z ja S C {vy € Wy | (v1,v2) € Ry} on
aarellinen. Olkoot tpy,tps,...,tpr joukon S pisteiden tyypit ja olkoot
11,19, ...,1 vastaavasti tyyppien kertaluvut.

Tarkastellaan joukon S pisteen u tyyppid tp;, 1 < j < k. Koska i; € N
ja (vi,u) € Ry, niin v; = <, A\ 0 jokaisella dérelliselld 0 C tp;. Koska
pisteet v1 ja w; toteuttavat samat GML-kaavat, sama péatee myos pisteel-
14 w;. Nyt ¢p; on dérellisesti ¢j-toteutuva pisteen w; seuraajien joukossa.
Koska M on lemman 6.2 nojalla g-saturoitu malli, ¢p; on nyt myo6s ;-
toteutuva pisteen w, seuraajien joukossa. Poimitaan nyt pisteen w; seu-
raajien joukosta sellainen joukko S’ ettd sen tyypit ja niiden kertaluvut
tdsmadvat joukon S tyyppien ja niiden kertalukujen kanssa. Néin ehto
|S| = |9’ on voimassa ja edelleen Yu € S : Ju' € S' : (u,v') € Z ja
Vu' € S":Fue S: (u,u) e Z.

Oletetaan, ettd (vi,wy) € Z ja 8" C {wy € W | (w1, wz) € R} on &érelli-
nen. Tarkastellaan mielivaltaista pistettd wy € S’. Koska M on erotteleva
malli, M, w |= py,. Siispd M, w; E Op,,. Koska pisteet v, ja w; toteut-
tavat tasmélleen samat kaavat, N, v; = Op,,. Siispa on olemassa pisteen
v1 R-seuraaja vy, jolla N, vy = pu,. Koska Z on kuvaus, on olemassa piste
ws € W, jolla Z(ve) = ws. Nyt M, w3 = py,, joten koska M on erotteleva
malli, on oltava ws = w,. Siispé jokaista joukon S’ pistettd wsy kohti on
olemassa mallin N piste vq, jolla (v1,v5) € Ry ja Z(vz) = wq. Poimitaan
nyt joukkoon S téllainen piste jokaista joukon S’ pistettd kohti. Koska
Z on kuvaus Wy — W, téaytyy jokaista joukon S’ pistetta kohti 16ytya
eri piste. Siispa |S| = [S'] ja lisdksi Vu € S : Fu' € " : (u,v) € Z ja
Vu' € §':FJueS:(uu) e Z.

Kohtien (ii) ja (iii) nojalla Z on g-bisimulaatio kehysten F ja G vélilla. Néin on
osoitettu, ettd kehys F on kehyksen G € K g-morfinen kuva. O
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Maéritelmén 2.6 standardikddnnos ST, voidaan laajentaa (ks. [11, s. 2-3|)
koskemaan myds laskentaoperaattoreita lisiamalla ehto

STx(42n¢) = Elyl < Elyn ( /\ (yz 7é yj) A /\ (R(x,yl) N STZ/Z(¢))>

1<i£j<n 1<i<n

Lauseen 4.1 tapaan elementaariset kehysluokat voidaan osoittaa myocs GML-
kompakteiksi.

Lause 6.3 Elementaariset kehysluokat ovat GML-kompakteja.

Todistus. Olkoon K elementaarinen kehysluokka ja A &érellisesti luokassa
K toteutuva GML-kaavojen joukko. Olkoon A = {P, | p € ®} U {R} U {c}
tarkasteltavaa modaalilogiikan similariteettityyppié vastaava ensimmaisen ker-
taluvun logiikan aakkosto, johon on lisédtty yksi vakiosymboli ¢ ja olkoon Th =
{ST.(¢) | ¢ € A} joukon A kaavojen standardikdénnoksié vastaava ensimmaéi-
sen kertaluvun logiikan teoria.

Koska K on elementaarinen kehysluokka, on olemassa aakkoston A teoria
T, jolla K = Mod(T). Nyt T'U Ta on aakkoston A teoria. Osoitetaan, etta
jokaisella ddrelliselld Ty € T'U Ta on olemassa A-malli My, jolla My = Tp.

Olkoon Ty C TUT, &érellinen. Merkitéén § = ToNTa ja olkoon domr, = {¢ |
¢ on GML-kaava ja ST.(¢) € 6}. Nyt dgmr, € A on &érellinen, joten oletuksen
mukaan on olemassa kehys (W, R) € K, valuaatio V ja piste w € W, joilla

<VV7 R7 V>7 w ): /\6GML‘

Talloin standardikdédnnoksen ominaisuuksien [11, s. 3] nojalla

My = (W, R, (V(p))pes,w) = J\ 0.

Lisdksi (W, R) € K, joten My =T Siispd My =T U6 eli My = To.

Koska teoria T'UTa on aarellisesti toteutuva, on se predikaattilogiikan kom-
paktisuuslauseen nojalla toteutuva jossain aakkoston A mallissa M = (W, RV,
(PY),eca, ™). Nyt erityisesti (W, R") =T, joten (W, R") € K. Lisiksi koska
M = Th, saadaan

(W, R, V),w = A,

missi R =R, w=c"jaV(p)=P", kunp € ®. m|
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Seuraus 6.4 Elementaariset kehysluokat ovat GML-mddriteltivissa'” suhtees-
sa ddrellisesti haarautuvien kehysten luokkaan tdsmdalleen silloin, kun ne ovat
suljettuja g-morfisten kuvien, generoitujen alikehysten ja erillisten yhdisteiden
suhteen.

Huomautus 4 Huomautuksesta 1 seuraa, ettei aarellisesti haarautuvien ke-
hysten luokka ole myoskddn GML-kompakti. Hivenen yksinkertaisemman vas-
taesimerkin tarjoaa kaavajoukko {<>; T | i € N}.

Yleistetddn seuraavaksi Jankov-Fine kaavat ja polkukvanttorin kiytto las-
kentaoperaattoreita kiyttavin ja darettomat disjunktiot ja konjunktiot sallivan
modaalilogiikan tapaukseen.

Maaritelma 6.7 Olkoon F = (W, R) kehys ja w € W sen piste. Olkoon & =
{p, | v € F,}. Méiritelliiéin erotteleva malli M” = (F,,, V), missi V (p,) = {v},
kun v € F,. Olkoon ¢ kaavojen

(1 \/’Uefw p’U )
(ii

(111 /\(v,q)GR(pU - <]=1p(1)7

)
) /\v;éq (Po = —pg),
)
)

(iV /\(U,q)QR(pU - _'<>pq)

konjunktio. Méaritellaan Qﬁ]G:%L = puw N Agp.

Lemma 6.3 Olkoon F = (W, R) kehys, w € W, wﬁ%L madritelmdan 6.7 mu-
kainen kaava ja G = (Wg, Rg) kehys, jonka malli N = (G, V) toteuttaa kaavan

JQ_%L pisteessddan v. Talloin F,, on kehyksen G, g-morfinen kuva.

Todistus. Méaéritelladn f(v') = w, kun o' € V(p,), ja osoitetaan, ettd f on
surjektiivinen g-morfismi G, — F,.
Osoitetaan ensin, ettd f on funktio. Valitaan mielivaltainen v" € Wy, .

(i) Jos v’ = v, niin oletuksen mukaan v' € V(p,,) (N,v = py). Lisdksi N, v’ =
Pw — “Pu, kun u # w, joten v' € V(p,), kun u # w.

(ii) Jos v # v, niin on olemassa Rg-polku pisteestd v pisteeseen v'. Nyt

N E (Vyer, Pu) A (/\u#q(pu — —pg)). Siispd v' € V(p,) tdsmélleen
yvhdelld u € F,,.

17T#ssé oletetaan aiemmista analogioista tuttuun tapaan, ettd kiytossid on numeroituvasti
ddreton joukko propositiosymboleja.
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Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on hyvinmééritelty kuvaus.
Osoitetaan sitten, ettd f on surjektio. Valitaan mielivaltainen v € Wg, .

(1)
(i)

Jos u = w, niin f(v) = u.

Jos u # w, niin on olemassa R-polku w = woRw R ... Rw, = u pisteesta
w pisteeseen u. Osoitetaan induktiolla polun pituuden suhteen, etta jokai-
nen polun piste w; € W on jonkun kehyksen G, pisteen v; f-kuva. Kohdan
(i) perusteella véite on voimassa, kun polun pituus on 0. Oletetaan, et-
td véite pétee, kun polun pituus on k& < n. Nyt N, vx = pu, A (Pw, —
OPuy,, ), joten on olemassa sellainen vy € Wg,, ettd (vg, vey1) € Rg, ja
N, Upi1 [ Dy, - TGN f(Up41) = Wit

Kohtien (i) ja (ii) nojalla f on surjektio.
Osoitetaan vield, ettd f on g-morfismi G, — F,,.

(i)

(iii)

Oletetaan, ettd (v, wy) € fja S C {va € Wg, | (vi,v2) € Rg} on
ddrellinen. Asetetaan S’ = {f(vq) | vo € S}. Valitaan mielivaltainen wq €
S’ Nyt we = f(vy) jollain vy € S. Jos olisi voimassa (wy,ws) ¢ R, niin
N v1 | puy, — =OPpu,. Mutta N, v1 = puy A Opu,. Siispa (wr, ws) € R
ja 8" C {wsy | (wy,we) € R}. Selvésti |S| > |S'], Yvg € S : Jwy € 5 :
(vo,we) € f jaVwy € 8" : Jug € S : (v, wy) € f. Osoitetaan vield, ettd
|S] < |S']. Oletetaan, etté joillain vy, v3 € S pétee f(ve) = f(vs) = ws.
Koska (wy,ws) € R, niin vy = Py, — <=1Pw,. SiiSpéd on oltava ve = v3.

Oletetaan sitten, ettd (v, w;) € f ja S" C {wy € Wg, | (w1, ws) € R} on
dérellinen. Asetetaan S = {vg € Wg, | Jwy € 5" : vy € fH(we)} N{vy €
Wg, | (v1,v2) € Rg}. Valitaan mielivaltainen wy € S’. Koska vy = py, —
d-1Pw,, ON olemassa tédsmélleen yksi vy, jolla (v1,v9) € Rg ja vy = Du,-
Koska f on kuvaus ja M7 erotteleva malli, tdytyy olla f(vy) = wy. Siis
ve € 5, |S] = |5 ja Ywy € S 2 Fug € S ¢ (v, wy) € f. Valitaan
nyt v, € S. Joukon S maééritelmén mukaan on olemassa wy € S’; jolla
(vg,wg) € f. Siispd Yy € S : Jwy € 5" : (v9, wo) € f.

Kohtien (ii) ja (iii) nojalla f on g-morfismi. O

Seuraus 6.5 Olkoon ® numeroituvasti ddreton joukko propositiosymboleja. Ge-
neroitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja g-morfisten kuvien suhteen sul-
jettu kehysluokka on mddriteltavissd darellisten kehysten luokan suhteen yksin-
kertaisten uGML|®|-kaavojen avulla.
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Todistus. Olkoon K kehysluokka, joka toteuttaa mainitut sulkeumaehdot ja ol-
koon F #érellinen kehys, jolla F = Ax = {¢ € uGML[®] | G = ¢ jokaisella G €
K}. Koska F saadaan pistegeneroitujen kehystensé erillisen yhdisteen g-morfi-
sena kuvana ja luokka K on suljettu naiden operaatioiden suhteen, rittaa to-
distaa véite pistegeneroiduille malleille. Voidaan siis olettaa, ettd F on pisteen
w generoima. Olkoon YEML miiritelmén 6.7 mukainen kaava. Koska JF on #é-
rellinen kehys, kaava wgfﬁﬁL sisaltda vain adrellisen méadrdan propositiosymbole-
ja. Se voidaan siis kdéntdd yhdenmukaisesti pGML|®|-kaavaksi. Koska oletus
K | —pghF, johtaisi ristiriitaan F |= =@M téytyy olla olemassa luokan K
kehys G, joka toteuttaa kaavan ¢F31L pisteesséén v. Lemma 6.3 nojalla, F = F,
on talloin kehyksen G, g-morfinen kuva, joten luokan K sulkeumaehtojen no-
jalla F € K. O

Seuraus 6.6 Olkoon ® joukko propositiosymboleja, jonka koko on wvdhintddn
k. Generoitujen alimallien, erillisten yhdisteiden ja g-morfisten kuvien suhteen
suljettu kehysluokka on mddriteltdvissé GMLu o|®|-kaavojen avulla suhteessa
kehysluokkaan K., jonka kehysten koko on korkeintaan k.

Todistus. Olkoon K kehysluokka, joka toteuttaa mainitut sulkeumaehdot ja ol-
koon F € K, kehys, jolla F = Ax = {¢ € GMLy ,[®] | G |= ¢ jokaisella G €
K}. Koska F saadaan pistegeneroitujen kehystensé erillisen yhdisteen g-morfi-
sena kuvana ja luokka K on suljettu ndiden operaatioiden suhteen, rittda todis-
taa vaite pistegeneroiduille malleille. Voidaan siis olettaa, ettd F on pisteen w
generoima. Olkoon ¢$" méfritelmén 6.7 mukainen kaava. Koska F on luokan
K, kehys, kaava w%L sisaltda korkeintaan k propositiosymbolia. Se voidaan
siis kaéntéd yhdenmukaisesti GMLe | ®|-kaavaksi. Koska oletus K |= —p&hF,
johtaisi ristiriitaan F = —¢FE téytyy olla olemassa luokan K kehys G, joka
toteuttaa kaavan Y F41* pisteessién v. Lemma 6.3 nojalla, = F,, on talloin ke-

hyksen G, g-morfinen kuva, joten luokan K sulkeumaehtojen nojalla F € K. 0O

Huomautus 5 Jos voidaan olettaa, ettd propositiosymboleita on kiytossa tar-
peeksi (P aito luokka) jokaisen kehyksen erottelevan mallin méérittelyyn ja jos
sallitaan madariteltdvyys aidolla kaavaluokalla, voidaan seurauksesta 6.6 pois-
taa kokorajoitteet. Talloin saadaan tulos, jonka mukaan generoitujen alimal-
lien, erillisten yhdisteiden ja g-morfisten kuvien suhteen suljettu kehysluokka
on madriteltévissi GMLe ,|®|-kaavojen avulla.
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7 Yhteenveto ja tyon ulkopuolelle jaaneita kysy-
myksia

Klassinen Goldblatt-Thomasonin lause kertoo, ettd elementaarinen kehysluokka
on modaalisesti madriteltavissé tdsmélleen silloin, kun se on suljettu p-morfisten
kuvien, generoitujen alikehysten ja erillisten yhdisteiden suhteen seké heijastaa
ultrafiltterilaajennuksia. Tadmén tyon kantavana ideana oli luopua elementaa-
risuusoletuksesta ja ultrafiltterilaajennusten heijastamisesta. Tamé tehtiin ra-
joittamalla tarkasteltavia kehysluokkia, kiyttamalld kompaktisuusoletusta seké
siirtymaélla polkukvanttorin ja p-kalkyylin kautta &arettomiin kieliin. Apuvé-
lineinad todistuksissa kaytettiin erottelevia malleja, Hintikka-kaavoja, Jankov-
Fine-kaavojen yleistyksia ja rajoitettuja bisimulaatiopeleja. Perinteisen modaa-
lilogiikan tarkastelujen jalkeen vastaavat méarittelyt tehtiin myos laskentaope-
raattoreita kiyttavan modaalilogiikan (GML) tapaukseen ja todistettiin analo-
giset tulokset GML-maariteltavyytta koskien.

Kun rajoitutaan kompakteihin kehysluokkiin, saadaan tulos, jonka mukaan
ML|®, 7p|-méadriteltévissa suhteessa dérellisesti haarautuvien kehysten luokkaan
tasmaélleen silloin, kun se on suljettu generoitujen alikehysten, erillisten yhdis-
teiden ja p-morfisten kuvien suhteen. Vastaava tulos on voimassa myos GML-
kaavojen ja g-morfisten kuvien suhteen.

Kompaktisuusoletuksesta paastaan aarellisten kehysten luokassa eroon siir-
tymaélla perusmodaalilogiikasta modaaliseen p-kalkyyliin. Kehysluokka on pML-
médriteltavissa suhteessa aarellisten kehysten luokkaan tésmaélleen silloin, kun
se on suljettu generoitujen alikehysten, erillisten yhdisteiden ja p-morfisten ku-
vien suhteen. Adrellisyysoletuksesta pédstéin eroon suoraviivaisesti ottamalla
p-kalkyylin vahvistukseksi darettomaét disjunktiot ja konjunktiot. Téll6in kui-
tenkin kiintopisteoperaattorit tulevat tarpeettomiksi, silla polkukvanttori on
ML -maériteltavissa. Adrettomiin kieliin siirryttéessd on lisiksi huomattava,
ettd erottelevan mallin méarittelemiseksi tarkasteltavien kehysten koolle taytyy
asettaa jonkin yléraja tai vaihtoehtoisesti sallia aito luokka propositiosymboleja
ja madriteltdvyys kaavaluokan avulla. Vastaavat tulokset ovat voimassa myos
GML-kaavojen ja g-morfisten kuvien suhteen.

Téssa tyossa kaytetty maariteltdvyyden késite joutui koetukselle darellisten
ja transitiivisten kehysten yhteydessa. Siitd herési ajatus erotella maéritelta-
vyys jossain luokassa C' (K C C) ja jonkin luokan C' suhteen (K ¢ (). Tés-
sé tyossa kiytettiin jalkimmaistd méarittelytapaa, miké oli oleellista esimerkiksi
seurauksen 4.3 yhteydessé. Jos nimittéin vaaditaan, ettd méériteltdva (kompak-
ti) kehysluokka sisdltyy #érellisesti haarautuvien kehysten luokkaan, rajataan
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kiytettivissi olevien esimerkkien méasrdas merkittiavisti. Asrellisesti haarautu-
vien kehysten luokkahan ei ole itsessdén kompakti. Erottelemalla ndmé kaksi
madriteltdvyyden kasitettd lemma 5.1 saa muodon, jonka mukaan kehysluok-
ka K on maéariteltavissa transitiivisten kehysten luokassa, darellisten kehysten
luokan suhteen téasmaélleen silloin, kun se on suljettu erillisten yhdisteiden, gene-
roitujen alimallien ja p-morfisten kuvien suhteen. Nyt voidaankin kysyé, mika
on naiden maériteltdvyyden késitteiden keskindinen suhde ja edelleen, miten
tuloksia tai niiden todistuksia joudutaan muokkaamaan, mikali siirrytaan ka-
sitteestd toiseen. Vaatimus K C C voi toisaalta helpottaa joitakin todistuksia,
mutta toisaalta samalla rajata mahdolliset esimerkit hyvinkin yksinkertaisiin
kehysluokkiin.

Hennessyn-Milnerin luokilla (ks. méédritelmé 3.1, s. 15) modaalinen kaava-
ekvivalenssi on bisimulaatio. Esimerkissa 2 nahtiin, ettd kun kiytossa on adére-
ton propositiosymboleiden joukko, kaavaekvivalenssi ei takaa edes n-bisimilaa-
risuutta. Nyt voidaankin kysyé, millaisia ovat ne malliluokat, joilla on voimassa
ehto

VM, M € M :Yw,w'": (M,w =y, M, w') = (Yn: M,w —, M w)).

Esimerkiksi malliluokka, joka sisaltdé (vain) esimerkin 1 mallit, toteuttaa tamén
ehdon, muttei kuitenkaan ole Hennesyn-Millnerin luokka. Edelleen voidaan ky-
sya, millaisissa tilanteissa kaavaekvivalenssi (tai joku muu sopivasti valittu yksi
relaatio) on itsessddn n-bisimulaatio jokaisella n. Vastaavat kysymykset voita-
neen muotoilla myos n-g,,-bisimilaarisuuden yhteydessa. Télloin voidaan méaéri-
telld g -bisimulaation (n-g,,-bisimilaarisuuden valittdmiseen riittdé sama relaa-
tio jokaisella n) ja g¥-bisimulaation (n-g,-bisimilaarisuuden vélittdmiseen riit-
téd sama relaatio jokaisella n ja m) késitteet ja pohtia tarjoavatko ne lisdvaloa
mallien tarkasteluun ja vertailuun.

Luvussa 3 esiteltiin (mallien) ultrafiltterilaajennukset, jotka tuottavat ai-
na m-saturoituja malleja. Laskentaoperettaatoreiden my6téd luvussa 6 m-sa-
turoituvuuden kisite laajennettiin g-saturoituvuudeksi. Nyt voidaankin kysya,
ovatko ultrafiltterilaajennukset myos g-saturoituja ja ellei nédin ole, millaisella
konstruktiolla sitten voidaan tuottaa g-saturoituja malleja. Naihin kysymyksiin
vastaaminen voi osaltaan auttaa Goldblatt-Thomasonin lauseeen suoran GML-
analogian todistamisessa, ainakin siiné tapauksessa, ettd g-saturoituvuuden tuot-
tava konstruktio on riittavan hyvin kayttaytyva.

Lauseen 4.1 nojalla elementaariset kehysluokat ovat ML[®, 7y|-kompakteja,
mutta ovatko ML|[®, 7o|-kompaktit kehysluokat elementaarisia. Jos néin ei ole,
miten konstruoidaan vastaesimerkki eli kehysluokka, joka on ML[®, 79|-kompak-

o6



ti, muttei ole elementaarinen. Enté jos ® on aérellinen, onko silloin miké tahansa
kehysluokka ML[®, 7p]-kompakti?

Kun tarkastellaan &érettomia kielid, n-Hintikka-kaavat ja peli G, ((M,w),
(M’;w')) voidaan yleistdéd mielivaltaisille ordinaaleille. Tété pelid G, pelataan
seuraaja ordinaalien tapauksessa kuten pelid G,,, mutta rajaordinaalin tapauk-
sessa V valitsee pienemmaén ordinaalin 3, minka jilkeen pelataan pelid Gg. Voi-
daan osoittaa, ettd darettomat a-Hintikka-kaavat takaavat voittostrategian ole-
massaolon pelissd GG,. On hyvd huomata, ettd kun o > w, ndmaé pelit G, ovat
mielivaltaisen pitkid, mutta kuitenkin darellisid. Kun pelaajalla 3 on voittostra-
tegia pelissd Go((M,w), (M’ w')), sanotaan, ettd pisteet w ja w’' ovat a-bi-
similaariset. Nyt voidaankin kysyé, 16ytyyko jokaisella ei-bisimilaarisella malli-
piste-parilla sellainen «, jolla kyseessé olevat pisteet eivét ole a-bisimilaariset. Ja
edelleen, onko jokaista (erottelevaa) mallia M7 ja sen pistettd w kohti olemassa
kiinted «, jolla a-Hintikka-kaava @j\j’gw riittdaa valittaimadn bisimilaarisuuden
mihin tahansa malliin eli ehto

YNV (N | iz, = (Mw — N, v))

on volmassa.

Tassa esitetyt kysymykset ja pohdinnat tarjoavat yhden mahdollisen suun-
nan jatkotutkimukselle, jonka tuloksena on toivottavasti jonain paivané vaitos-
kirja.
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