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Esipuhe

Perinteisen suomalaisen sananparren mukaan ”Hiljaa hyvd tulee, ajatellen
atwan kaunis”. Kyseinen sananparsi on lohduttanut tdmén tyon tekijaa, kun
tutkimuksen valmistuminen on siirtynyt syystd tai toisesta suunnittelemas-
tani aikataulusta. En osaa itse arvioida tuliko tyostd “hyva~ tai “aivan kau-
nis”. Toivon kuitenkin, ettd oma noin 15 vuoden matematiikan opettajan
kokemus sekéd peruskoulussa ettd lukiossa on tuonut mukaan tutkimukseen
niitd opettajan tyon ’hiljaisen tiedon’ elementtejd, jotka tekevit tyoni tu-
lokset uskottaviksi nuorten parissa opetus- ja tutkimustyotd harjoittaville
lukijoille.

Tutkimukseni on jatkoa lisensiaatintydlleni. Sekd lisensiaatintydssini etta vii-
toskirjatyoni alkuvaiheessa minua ohjasi asiantuntevasti ja kannustavasti pro-
fessori emeritus Jarkko Leino. Tdmaéan johdosta haluan osoittaa hénelle mita
ldmpimimmaét kiitokset.

Tyoni valmistumiseen vaikutti enemmaén kuin arvaakaan ohjaajani koulutus-
johtaja, filosofian tohtori Harry Silfverberg, jonka huolellinen paneutuminen
tyohoni sekéd asiantunteva ohjaus asettivat minut pohtimaan tekemiéni rat-
kaisuja tyossani. Ohjaajan rakentava kritiikki ja kannustus ovat tarkeimpié
tekijoita vaitoskirjatyon loppuunsaattamisessa. Naistd haluan hanta erityisen
lampimasti kiittaa!

Tyoni esitarkastajat professori Erkki Pehkonen ja dosentti Pekka Kupari teki-
vat asiantuntevia ja yksityiskohtaisia tutkimukseeni kohdistuvia parannuseh-
dotuksia, joiden johdosta osoitan heille [ampimét kiitokseni. Téassa yhtey-
dessé haluan kiittdd myos valtakunnallista matematiikan, fysiikan ja kemian
tutkijakoulua, jossa olen saanut esitelld tutkimustani ja keskustella tutkija-
kollegojen kanssa siihen liittyvistd ratkaisuistani.

Tarked tekija tyoni valmistumisessa on ollut kollegojeni tuki molemmissa
tyoyhteisoissini: Tervakosken lukiossa ja Tampereen yliopiston opettajankou-
lutuslaitoksessa Hameenlinnassa. Lukuisat keskustelut tyStovereiden kanssa
tutkimusaiheestani ovat tuoneet minulle uusia nakokulmia ja siten osaltaan
parantaneet tyotdni. Mainitsematta ketddn teista erityisesti haluan osoittaa
sydamelliset kiitokset tuestanne. Kiitdn lampimasti tyotoveriani ja edeltdjaa-
ni nykyisessd virassani dosentti Sinikka Lindgrenié lukuisista keskusteluista
matematiikan didaktiikan saralta ja saamistani asiantuntevista sekd kannus-
tavista kommenteista tyoni eri vaiheissa. Erikoistutkija Simo K. Kiveld an-
toi korvaamatonta apua LaTeX-ongelmiini ja yliopiston lehtori (ma) Jorma
Vainionpéad konsultoi minua tilastojen késittelyssa. Téstd osoitan heille kii-
tokset! Téarkedn osan tyostd muodostavat kielenhuolto ja kieliasun tarkista-



minen. Naistd kiitdn lAmpimaésti dosentti Marja-Liisa Pynndosta ja filosofian
maisteri Jorma Viitasta, jotka paneutuivat tychoni asiantuntevasti ja perus-
teellisesti.

Tyoni valmistumiseen on oleellisesti vaikuttanut myos saamani taloudellinen
tuki. Kiitdn téssd yhteydessd saamistani apurahoista Suomen Kulttuurira-
haston Hameen rahastoa ja Tampereen Yliopiston Tukisdétion Ammattikas-
vatuksen rahastoa.

Jos tutkimustyo on koettelemus tekijélleen, niin on se vihintddnkin yhté
suuri piina tutkijan ldheisille. Perheeni on myo6tédelanyt véitoskirjatyon eri
vaiheet ja ollut aina tukenani uskoen tyon valmistumiseen. Suurimmassa
kiitollisuudenvelassa olen puolisolleni Helenalle, joka on joutunut kantamaan
suurta vastuuta perheen jokapéiviisestd eldiméstéd isdn ollessa linnoittautu-
neena tietokoneen viereen. Poikani Mikko on ollut lukiolaisena hyva oppo-
nentti pitkdin matematiikan opiskelijoiden ndkékulman arvioinnissa. Tytté-
reni Marjukka on osoittanut kiinnostusta isdnsd tyohon ja esittidnyt mie-
lenkiintoisia kommentteja. Lampiméit kiitokset perheelleni! Omistan tyoni
perheelleni ja vanhemmilleni. Edesmenneelld isilléni lehtori Esa Joutsenlah-
della on ollut suurin vaikutus kehittyesséni opettajaksi.

Tervakoskella 18.12.2004

Jorma Joutsenlahti



Tivistelma

Lukiolaisen tehtiviorientoituneen matemaattisen ajattelun
piirteita

Tutkimuksen teoreettisen viitekehyksen keskeisin kiisite on matemaattinen
ajattelu, jolle ei ole ainedidaktisessa kirjallisuudessa vakiintunutta kuvaus-
ta. Ty0ssé tarkastellaan erilaisia ldhestymistapoja matemaattisen ajattelun
kisitteeseen: yksilon kykyrakenne, kulttuuriymparisto, yksilon uskomukset,
matematiikan rakenteiden opettaminen, matematiikan ymmértidminen, on-
gelmanratkaisu ja informaation prosessointi. Matemaattinen ajattelu kuva-
taan tutkimuksessa metakognitioiden ohjaamana informaation prosessointi-
na, joka ymmarretddn konnektionismin mukaisina aivon toimintoina. Yksi-
16n uskomukset vaikuttavat ratkaisevasti ajatteluprosessien ohjaukseen me-
takognitioiden kautta. Yksilon matemaattinen tieto kuvataan proseduraali-
sena, konseptuaalisena tai strategiatietona. Néiden tiedon lajien avulla ku-
vataan taidon ja ymmértamisen kisitteet matematiikassa. Asenteet ja tun-
netilat kuuluvat osana uskomuksia, joita tassa tyossa kasitellddn yksilén ma-
tematiikkakuvan kautta.

Tutkimuksen empiirisessa osassa tarkastellaan pitkin matematiikan opiskeli-
jan matemaattista ajattelua kolmesta eri nikokulmasta: yhteiskunnan, opet-
tajan ja opiskelijan. Pddongelmana on pitkdn matematiikan opiskelijan teh-
tavaorientoituneen matemaattisen ajattelun kuvaaminen, johon etsitdin vas-
tausta kolmesta mainitusta ndkokulmasta arvioimalla ja kuvaamalla opiske-
lijan matemaattista osaamista sekd matematiikkakuvaa. Alaongelmina tar-
kastellaan opiskelijoiden matemaattista osaamista ja matematiikkakuvaa eri
sukupuolten, eri opetussuunnitelmien mukaan opiskelleiden ja pitkéin mate-
matiikan pakollisena tai ylim&ariisend kirjoittaneiden ryhmissa.

Yhteiskunnan ndkokulmassa tarkastellaan pitkdn matematiikan ylioppilas-
kirjoituksia ja niiden tuloksia seké valtakunnallisten opetussuunnitelmien pe-
rusteissa asetettujen tavoitteita. Opettajan nikokulma tuo koulun tasolla ta-
pahtuvan arvioinnin yhdessé lukiossa. Opiskelijan ndkokulmassa tulee esille
opiskelijan matematiikkakuva, joka sisidltdd hdnen uskomuksensa matematii-
kasta, itsestddin matematiikan oppijana ja taitajana, matematiikan opetuk-
sesta sekd oppimisesta.

Empiirinen aineisto muodostuu 1990-luvun keviiden (paitsi 1994) pitkin
(laajan) matematiikan kirjoittaneiden ylioppilaskokeista (n==89804), Terva-
kosken lukion pitkin (laajan) matematiikan opiskelijoiden (n=103) suorituk-



sista 1990-luvulla seké haastatteluista (n=6) ja kahdeksan lukion pitkén ma-
tematiikan opiskelijoille (n=384) tehdystd uskomuskyselystd vuonna 1999.
Tutkimusmenetelméné ylioppilaskokeiden tuloksien ja koulussa tehtyjen ar-
viointien suhteen kdytettiin regressioanalyysin pohjalta muodostettua neli-
kenttdd. Matematiikkakuvaa tutkittiin frekvenssi- ja faktorianalyysin avulla
sekd nelikentén avulla.

Nelikentésta erottuivat tunnusmerkilliset ryhmét: "Menestyjat”, "Kypsyjat”,
"Suoriutujat” ja sen alaryhminé "Luovuttajat” sekd "Pettyjit”. Opiskelijan
matemaattista ajattelua on tarkasteltu viiden matemaattisen osaamisen piir-
teen kautta: kisitteellinen ymmartdminen, strateginen kompetenssi, mukau-
tuva paittely, proseduraalinen sujuvuus ja matematiikkakuva. Nelikentin
ryhmiin kuuluvien opiskelijoiden matemaattista ajattelua voi kuvata kol-
messa kategoriassa: sisdltorajoittunut, laaja-alainen ja suppea matemaatti-
nen ajattelu. Pitkdin matematiikan kursseissa tarkoin rajatulla sisidltoalueel-
la hyvin menestyneet, mutta matematiikan ylioppilaskirjoituksissa heikosti
menestyvit muodostivat ryhmén "Pettyjat” ja heiddn matemaattista ajatte-
luaan voidaan kuvata siséltorajoittuneeksi. Alaryhmé "Luovuttajat” on péa-
osin syntynyt vuoden 1996 ylioppilaskirjoitusuudistuksen jdlkeen, jossa pit-
kin matematiikan kirjoittaminen tuli vapaaehtoiseksi. Pitkin matematiikan
pakollisena kirjoittavien ja ylimaariisend kirjoittavien erot tehtaviorientoitu-
neessa matemaattisessa ajattelussa ovat merkittavit kaikkien kolmen n&ako-
kulman kannalta. Uskomustutkimusten pitkittaistarkastelussa tuli esille opis-
kelijoiden pitkédjanteisyyden viheneminen pitkdn matematiikan opiskelussa.
Avainsanat: Matemaattinen ajattelu, matemaattinen osaaminen, pitkd ma-
tematiikka, lukio, matematiikkakuva



Abstract

Characteristics of task—oriented mathematical thinking among
students in upper—secondary school

The most important and perhaps the most difficult concept in the theore-
tical framework of the study is “mathematical thinking ", which is defined
in many different ways in the literature. The study examines approaches to
the concept of mathematical thinking. The approaches are students” beliefs,
students’ mathematical abilities, the anthropological perspective, problem
solving and the information process. In the study mathematical thinking is
described as the information process monitored by one “s metacognition. The
information process is understood in the same way as in the theory of connec-
tionism. The role of students’ beliefs as part of one “s metacognition is crucial
in the monitoring of thinking processes. Student’s mathematical knowledge is
described as procedural, conceptual and strategic knowledge. The concepts of
“skill” and “understanding” are defined by three kinds of knowledge. In the
study attitudes and emotions are part of beliefs, which form part of student’s
view of mathematics.

In the empirical part of the study examines upper-secondary school stu-
dents’ mathematical thinking in the longer course in mathematics from th-
ree perspectives: the perspective of society, the teacher’s and the student’s
perspective. The main problem in the study is to describe features of the stu-
dent’s test—oriented mathematical thinking. The description from the three
study perspectives consists of features of students’ mathematical proficiency
and view of mathematics. The subproblems consider what kind of differences
exist in the mathematical proficiency and in the view of mathematics between
genders, between students who studied according to different curricula and
between students who chose a compulsory test or an optional test in the
matriculation examination.

In the societal perspective the focus is on the test of the longer course in
mathematics in the matriculation examination and the curricula. The teac-
her’s perspective consists of studies of evaluation of mathematics learning
in Tervakoski Upper-Secondary School. Students’ views of mathematics are
studied from the student’s perspective. The view of mathematics includes
student’s beliefs about mathematics, beliefs about oneself as a learner and as
a user of mathematics, beliefs about mathematics teaching and beliefs about
mathematics learning.



The empirical data of the study were collected throughout the 1990s (except
1994). The empirical data consist of test results (n=89804) of matricula-
tion examinations in mathematics, students’ (n=103) test results in the lon-
ger courses of mathematics and students’ interviews (n=6) in Tervakoski
Upper—Secondary School. In addition, students (n=384) in eight secondary
schools answered the questionnaire. The questionnaire included 46 Likert-
scaled statements. The empirical data on the matriculation examination and
of Tervakoski Upper—Secondary School were analysed using usual statistical
analysis. Using regression analysis especially a two-by-two frequency table
was formed. Students’ view of mathematics was researched using frequency
and factor analyses.

Found four groups were identified in the two-by-two frequency table. They
are ”Successful students”, "Mature students”, ”“Just doing” students” and
its subgroup "Losers” and "Disappointed students”. Students’ mathematical
thinking is described through five features of mathematical proficiency:
conceptual understanding, strategic competence, adaptive reasoning, proce-
dural fluency and the view of mathematics. Students’ mathematical thinking
in the two-by-two frequency table is divided into three categories: (1) con-
tents bound mathematical thinking (2) broad mathematical thinking and (3)
narrow mathematical thinking. The group "Disappointed students” consist of
students who have had success in the specific substance of the longer course
in mathematics, but who failed in the mathematics test in the matriculation
examination. "Disappointed students” have contents bound mathematical
thinking. The subgroup "Losers” has grown mostly after the reform of the
matriculation examination in 1996 when the longer course in mathematics
became optional. The differences in mathematical thinking between tho-
se who had chosen a compulsory test or who had chosen an optional test
in the matriculation examination are observable in every one of the three
perspectives. In the research on students’ beliefs the result was that stu-
dents “perseverance in studies has diminished.

Keywords: Mathematical thinking, mathematical proficiency, view of mathe-
matics, longer course in mathematics, upper-secondary school
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Luku 1

Johdanto

Hywvin monet opiskelijat tuntevat, ettewvdt kykene milloinkaan ym-
mdrtdmddan matematitkkaa, mutta ettd he voivat oppia tarpeek-
st pettddakseen tenttijat luulemaan heiddn ymmdrtivin. He ovat
kuin sanansaattaja, jonka on toistettava lause hdnelle tuntema-
tonta kieltd — taynnd huolta saada sanoma ilmoitetuksi, ennen
kuin muisti pettdd, hdn saattaa tehdd mitd kummallisempia vir-
heitd. Sellainen opiskelu on selvisti ajantuhlaamista. Matemaat-
tinen ajattelu on tydkalu. (Sawyer 1958, 7-8)

1.1 Tutkimuksen lahtokohtia

1.1.1 Opettaja ja opiskelijan matemaattinen ajattelu

Suomen lukioissa otetaan kiyttoon uudistetut opetussuunnitelman perusteet
1.8.2005. Johdannon alkuun poimittu Sawyerin sitaatti sisdltdd yhé ajankoh-
taisen huolen koulumatematiikan opiskelusta, mikd on otettava huomioon
opetussuunnitelmia kehitettdessi. Lukion pitkdn matematiikan opetussuun-
nitelmien laatijat ja kehittdjéit joutuvat jalleen kerran pohtimaan matematii-
kan opiskelun tavoitteita ja sisiltojé, jotta opiskelijat osaamisen liséksi ym-
maértdisivit matematiikan keskeisen oppisisallon entistd paremmin. Taméan
tutkimuksen aineistot ajoittuvat vuosien 1985 ja 1994 opetussuunnitelmien
perusteiden voimassaoloaikaan. 1990-luvun pitkéin matematiikan opiskelijoi-
den suoritusten ja nikemysten analyysi on perustana 2000-luvun opetussuun-
nitelmien uudistamistyolle. Tutkimuksen kohteena on opiskelijan matemaat-
tinen ajattelu, jonka kehittdminen on ndhty opetussuunnitelmien perusteissa
yhdeksi matematiikan opetuksen keskeiseksi tehtaviksi.
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Olen opettanut matematiikkaa 1980-luvun alkupuolelta ldhtien peruskoulun
ylaasteella ja lukiossa. Etenkin lukiossa pitkin matematiikan opettajana poh-
din toistuvasti rooliani opetussuunnitelman toteuttajana ja toisaalta opiskeli-
joiden oppimisprosessin tukijana. Abiturienttien valmistautuminen matema-
tiikan ylioppilaskirjoituksiin ja heiddn lukion koesuorituksensa antoivat viit-
teitd kyseisestd sanansaattaja-metaforasta. Luokaton lukio ja pitkdn mate-
matiikan kirjoittamisen salliminen vapaaehtoisena 1990-luvulla eivit muutta-
neet tilannetta opettajan nikokulmasta ainakaan parempaan suuntaan. Pel-
kisin, ettd pitkdn matematiikan kirjoittajien tilanne alkaa muistuttaa lyhyen
matematiikan tilannetta. Lyhyessd matematiikassa oli vapaaehtoisen kirjoit-
tamisen myo6téd syntynyt luokattomassa lukiossa opiskelijaryhmié, jotka tun-
tuivat opettajan ndkokulmasta hallitsevan matemaattista tietoa lukion paat-
tovaiheessa heikommin kuin he hallitsivat lukion alkuvaiheessa (Joutsenlahti
1996). Heiddn matemaattinen ajattelunsa naytti taantuneen lukioaikana ke-
hittymisen sijasta.

Matemaattisen ajattelun kisite on tullut opettajille tutuksi seké lukion ope-
tussuunnitelmien (1985 ja 1994) perusteista etti ainedidaktisesta kirjallisuu-
desta. Lahtiessini selvittdmadn tarkemmin kyseisen késitteen sisiltod huo-
masin, ettd sen madarittely tai kuvailu jatetddn useimmissa yhteyksissa pois
ja annetaan kunkin lukijan toimia mielikuviensa pohjalta. Kirjallisuudessa
esitetyt matemaattisen ajattelun méairitelmét eiviat ole vakiintuneet, miké
hankaloittaa mainitun kisitteen kiyttoa.

Tutkimuksen viitekehyksessé joudun siis paneutumaan matemaattisen ajat-
telun késitteen analysointiin, silld kyseiseen késitteeseen on useita lihestymis-
tapoja (Sternberg 1996). Eri ldhestymistavoista olen valinnut informaation
prosessoinnin kuvaamaan matemaattista ajattelua. Sen taustalla on konnek-
tionismi. Tdméan valinnan my6td matemaattisen tiedon késite nousee kes-
keiseksi tarkastelun kohteeksi. Kaikessa inhimillisessd toiminnassa mukaan
lukien matematiikka ovat affektiiviset tekijat merkittivissid asemassa. Té-
mén vuoksi opiskelijoiden uskomukset, asenteet ja emootiot on huomioitava
arvioitaessa heidan toimintaansa.

Opiskelijan matemaattista ajattelua ei voi havainnoida suoraan. Lukiossa
matemaattinen ajattelu ilmenee muun muassa uusien késitteiden oppimis-
prosesseissa ja ongelmien ratkaisujen yhteydessd. Rajaan lukiolaisten mate-
maattisen ajattelun tutkimisen tehtédvien ratkaisemisessa ilmeneviédn ajatte-
luun, silld aineistoni koostuu paéosin opiskelijoiden koesuorituksista. Tehté-
viorientoituneella matemaattisella ajattelulla tarkoitan opiskelijan tehtévien
ratkaisuprosesseissa kiayttamaa matemaattista ajattelua, jota ohjaavat opis-
kelijan omaksumat ratkaisustrategiat.
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Suomalaisten lukiolaisten matemaattista ajattelua ei ole kovin paljon tutkit-
tu. Suomen lukiolaiset osallistuivat kansainvilisiin koulusaavutustutkimuk-
siin vuosina 1964 ja 1981. Naissd tutkimuksissa arvioitiin pitkdn matematii-
kan opiskelijoiden matemaattisen ajattelun tasoa. Yrjonsuuri (1989, 1990) on
tutkinut lukiolaisten opiskeluorientaatiota ja menestymistd matematiikassa
sekd matemaattisen ajattelun oppimista. Matemaattista ajattelua on tarkas-
teltu naissd tutkimuksissa tehtdviorientoituneena prosessina, jolloin tehté-
vien suorituksista pédteltiin niiden ratkaisemiseen tarvittavan matemaatti-
sen ajattelun piirteita.

Opiskelijan matemaattinen ajattelu saattaa ilmeté eri tavoilla nakokulman
valinnasta riippuen. Opettajan ndkékulma koulun tasolla ei tuo riittdvin mo-
nipuolisesti esille tutkittavan ilmion piirteita ja siksi on syyté valita muitakin
ndkokulmia. Tallaisiksi ndkdkulmiksi olen valinnut valtakunnalliset ylioppi-
laskirjoitukset ja opiskelijan omat nakemykset.

Tutkimuksen tarkoitus on kuvata minkéilainen on lukion pitkdn matematii-
kan opiskelijan matemaattinen ajattelu lukion paattyessa. Tarkastelu tapah-
tuu mainituista kolmesta nakokulmasta. Naissd ndkokulmissa tutkin, millai-
sia eroja matemaattisessa ajattelussa on tyttdjen ja poikien vililld, pitkin
matematiikan pakollisena ja yliméaériisené kirjoittavien vililla sekd vuosien
1985 ja 1994 opetussuunnitelmien perusteiden aikana opiskelleiden vélilla.

1.1.2 Kouludidaktiikka ja koulumatematiikka

Tutkimukseni kuuluu matematiikan didaktiikan alueeseen, joka luetaan Suo-
messa kasvatustieteen osa-alueeksi (Ahtee & Pehkonen 2000, 9). Uljens
(1997) on kehittényt kouludidaktiikan reflektiivisen mallin (kuvio 1.1), jo-
ka sisaltdd opetuksen suunnittelun, opetus-opiskelu-oppiminen prosessin ja
arvioinnin. Kouludidaktinen malli on rajoittunut opetuksen ja kasvatuksen
kysymyksiin institutionaalisessa koululaitoksessa ja on siten yleisen didaktii-
kan osa-alue. Kouludidaktiikka siséltaé ainedidaktiikan. (mt., 91-92.)

Opiskelija ja opettaja ovat intentionaalisesti ja reflektoiden toimivat keskei-
set tekijat Uljensin mallissa (kuvio 1.1), joka siséltdéd kollektiivisen tason
suunnittelun ja arvioinnin sekd opettajan tekeman suunnittelun, opetuksen
ja arvioinnin. Mallissa on lisdksi huomioitu opiskelijan tekemé& opetuksen ar-
viointi ja itsearviointi. (mt., 66.)

Kollektiivisen tason suunnittelua (S1) edustaa lukiossa opetussuunnitelman
perusteet, johon on kirjattu muun muassa pitkin matematiikan opiskelun
tavoitteet ja sisallot. Valtakunnalliset opetussuunnitelman perusteet on niin
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S1: Suunnittelu (intentiot) virallisella kollektiivisella tasolla.

S2a: Opettajan opintojaksoa edeltdvé suunnittelu suhteessa
kollektiivisen tason suunnitteluun.

S2b: Opettajan opintojaksoa edeltdvd suunnittelu sunteessa
yksilon, paikallisen kulttuurin ja koulun kontekstiin,

S3: Opettajien ja opiskelijoiden jatkuva tilannekohtainen suunnittelu.

Al: Arviointi virallisella kollektiivisella tasolla.

A2a: Opettajien opintojakson arviointi suhteessa opetussuunnitelmiin
ja kollektiivisen tason arviointiin,

A2b: Opettajien opetusprosessin ja sen tulosten arviointi suhteessa
yksilon, paikallisen kulttuurin ja koulun kontekstiin,

A3: Opettajien ja oppilaiden jatkuva tilannekohtainen reflektoiva

opetus- ja oppimiskokemusten arviointi,

O1. Opiskelijan koulua koskeva esiymmairys, intentiot ja kokemukset.

Koulu: Luokka ja paikallinen kouluympdristd.

Konteksti: Kasvatuksen epdavirallinen kulttuuriympdristo.

KUVIO 1.1: Pedagogisen toiminnan tasot ja muodot Uljensin kouludidaktii-
kan reflektiivisessé mallissa (Uljens 1997, 65).
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sanottu kirjoitettu opetussuunnitelma, jossa on kuvattu opetuksen ja kou-
lukasvatuksen tavoitteet yleisesti. Opettaja suunnittelee kirjoitetun opetus-
suunnitelman pohjalta kullekin opetusryhmaille oppitunnilla toimeenpanta-
van opetussuunnitelman (S2a), joka siséltdd oppitunnilla tehtévit toimen-
piteet ja opetettavat asiat. Opetuksen jilkeen opettaja pohtii toteutunutta
opetussuunnitelmaa ja opiskelijat pohtivat kokemaansa opetussuunnitelmaa

(S3)!. (Ahtee & Pehkonen 2000, 20-21.)

Uljensin mallissa nousee suunnittelun liséksi esille arviointi kollektiivisen,
opettajan ja opiskelijan tason arviointina (Uljens 1997, 82). Tutkimuksessani
kollektiivinen arviointi (A1) on pitkdin matematiikan valtakunnalliset yliop-
pilaskirjoitukset. Opettajan arviointi on opintojaksojen arviointia kurssiko-
keilla ja kurssiarvosanoilla (A2). Opiskelijan arviointi on itsearviointia (A3).
Tutkimuksessani jad vihélle huomiolle mallissa esitetty koulu- ja paikallinen
kulttuuriympdristo, silld niiden vaikutusta opiskelijan matemaattiseen ajat-
teluun on vaikea arvioida.

Matematiikan ndkokulmasta kouluissa opiskeltava matematiikka koostuu
opetussuunnitelmassa mainituista késitteistd ja operaatioista sekd tietyn
tyyppisten valmiiksi annettujen ongelmien ratkaisemisesta (Dreyfus & FEi-
senberg 1996, 254). Voimme nimittdé edelld kuvattua matematiikkaa koulu-
matematiikaksi. Siind tarvitaan seki laskutaitoa ettd ymmirtimisti?, mutta
muun muassa matematiikalle tyypillinen todistusajattelu on vihaistd. Mo-
lemmat mainitut koulumatematiikan osa-alueet ovat esilld kaikissa lukion
opetussuunnitelman perusteissa, mutta niiden painotukset ovat vaihdelleet.

Opiskelijan matemaattinen ajattelu tulee esille koulumatematiikan ongel-
mien ratkaisuprosesseissa sekd matemaattisten kisitteiden opiskelussa.

1.2 Katsaus aikaisempiin tutkimuksiin

1.2.1  Peruskoulun oppilaiden matematiikan tiedot ja
taidot seki oppilaiden ja opettajien uskomukset

Peruskoulu antaa valmiudet matematiikan lukio-opintoihin. Peruskoulun ma-
tematiikan opetuksessa luodaan tieto-, taito- ja uskomusperusta lukion pit-
kéin matematiikan opiskelulle. Tamén vuoksi on syyté tarkastella viimeaikai-
sia suomalaisen peruskoulun yldastetta kisittelevida kansainvélisia ja kansalli-

'Vrt. Kangasniemi 1989, 45-46.
2Ks. Pehkonen 2000, 375.
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sia matematiikan arviointitutkimuksien tuloksia. Esittelen lyhyesti kansain-
vilisistd tutkimuksista TIMSS3- ja PISA*-tutkimukset sekii kansallisista tut-
kimuksista Opetushallituksen arvioinnin perusopetuksen paittovaiheen ma-
tematiikan oppimistuloksista. Esitén liséksi lyhyen katsauksen Soron (2002)
tutkimukseen, jossa on selvitetty peruskoulun matematiikan opettajien us-
komuksia tytoistd ja pojista matematiikassa. Koska sekd peruskoulun etté
lukion matematiikan opettajilla on aineenopettajan koulutus, niin uskoisin
Soron (2002) tutkimuksen tulosten antavan viitteitd myos niisté lukion ma-
tematiikan opettajien uskomuksista, joiden mukaan sukupuoli vaikuttaa ma-
tematiikan opiskeluun. Vastaavaa tutkimusta ei ole tehty lukion matema-
tiikkan opettajista. Téssd yhteydessd jaa késitteleméttd huomattava joukko
peruskoulun matematiikan opiskeluun liittyvid tutkimuksia, koska ne eivit
kuulu liheisesti timén tyon aihepiiriin. Téllaisia ovat esimerkiksi MODEM?-
projektiin kuuluvat tutkimukset (Haapasalo 1998, 200-221) seké Silfverbergin
(1999) ja Hannulan (2002, 2004) tutkimukset.

Peruskoulun seitseméisluokkalaiset osallistuivat vuonna 1999 TIMSS-tutki-
mukseen, jossa suomalaisten tulokset olivat OECD-maiden hyvéié keskitasoa.
Tutkimuksen tuloksiin Suomen osalta vaikutti, ettd osa tutkimuksen mate-
matiikan tehtévistd oli aihepiiriltdén sellaisia, joita ei ollut kisitelty Suomes-
sa 7. luokkaan mennessd. Suomalaisten osaaminen oli kuitenkin tutkituilla
matematiikan alueilla keskimé&araistda parempaa. Affektiivisen puolen tulok-
sista voidaan todeta, ettd suomalaisten peruskoululaisten luottamus mate-
matiikan taitoihinsa on kansainvilisesti arvioiden korkea ja pojilla on tyttoja
vahvempi itseluottamus matematiikassa. (OPH 2002, 24-29.)

PISA-tutkimusohjelmaan osallistui suomalaisia yhdeksédsluokkalaisia vuosina
2000 ja 2003. Vuonna 2000 matematiikka oli sivualue pdéapainon ollessa luku-
taidon mittaamisessa. Vuoden 2003 arviointitutkimukseen, jossa pddhuomio
kohdistui matematiikan osaamiseen, osallistui 41 maata. Matematiikan osaa-
misella (mathematical literacy) tarkoitetaan téssé yhteydesséd ”oppilaiden ky-
kya hyodyntad matemaattisia tietojaan ja taitojaan suhteessa tulevaisuuden
haasteisiin” (Kupari & Korhonen 2000, 10). Tulevaisuuden haasteisiin kuu-
luu muun muassa omien matemaattisten ajatusten viestiminen toisille ja ma-
temaattisten ongelmien asettaminen, muotoileminen ja ratkominen erilaisissa
tilanteissa (mt., 10). Matematiikan osaamisessa Suomi kuului OECD-maiden
parhaaseen neljinnekseen vuonna 2000. Vuoden 2003 PISA-tutkimuksessa
Suomi oli OECD-maiden paras ja toiseksi paras kaikista osallistujista (Ku-
pari ym. 2004). Vuoden 2000 PISA-tutkimuksessa oppilaiden osaaminen oli

3 The Third International Mathematics and Science Study.
4 Programme for International Student Assessment.
®Matematiikan Opetuksen Didaktis-Empiirisii Malleja.
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sisallollisesti tasaista, mutta esimerkiksi yleistdmisté ja perusteluja vaativissa
tehtivissi vastaamatta jittaneiden osuus oli suuri (21 %-55 %). Suomalaisil-
la oppilailla oli oman opiskelun kontrollointi selviisti muiden OECD-maiden
keskitasoa alhaisempi. Tama tuli esille esimerkiksi suomalaisten muita vas-
taajia negatiivisemmassa suhtautumisessa vaitteeseen “opiskellessani yritin
selvittad, mitd asioita en ole vield selvisti ymmadartinyt”. (Valijarvi ym. 2001,
24 — 40.) Vuoden 2003 PISA-tutkimuksessa suomalaisten nuorten osaami-
nen oli hyvitasoista kaikilla tutkittavilla osa-alueilla®(Kupari ym. 2004, 10).
Molemmissa PISA-tutkimuksissa tyttéjen ja poikien erot suorituksissa oli-
vat vihiiset kuten TIMSS-tutkimuksessakin. PISA 2003-tutkimuksessa tuli
ilmi, ettd suomalaisten nuorten luottamus omaan osaamiseen oli hieman alle
OECD:n keskitason ja ettd Suomessa pojat luottivat itseensid huomattavasti
enemmén kuin tytot (mt., 45). Tuloksia alueellisesti tarkasteltaessa voitiin
todeta koulujen vélisten erojen olevan Suomessa pienid. Suomessa maan si-
sdinen osaamisen vaihtelu oli muihin osallistujamaihin verrattuna hyvin va-
héistd (mt., 12).

Korhonen (2001) on esitellyt perusopetuksen paéttovaiheen matematiikan
oppimistuloksia kansallisessa arvioinnissa, joka tehtiin vuonna 2000. Vaikka
nama oppilaat eivit kuulu tdméan tutkimuksen lukioikdluokkiin, niin he ovat
opiskelleet vuoden 1994 opetussuunnitelmien perusteiden mukaan, ja siksi
arvioinnin tulokset ovat suuntaa antavia myos 1990-luvun loppupuolella pe-
ruskoulunsa kéyneille ikdluokille. Arvioinnin tuloksena todetaan, ettd mate-
matiikkaa osataan keskiméirin opetussuunnitelman perusteiden mukaisesti.
Oppilaita, jotka eivit selviydy hyviksyttiviasti matematiikan opinnoistaan,
on noin 4 % ja vastaavasti kiitettaviaan tai erinomaiseen suoritukseen yltévia
on noin 25 % kaikista paattovaiheen oppilaista. Paattovaiheen oppilailla on
vaikeuksia matematiikassa ongelmanratkaisutehtévissa ja matematiikan osa-
alueista algebrassa. Algebran vaikeudet keskittyvit nimenomaan perusraken-
teiden hallintaan. Tytt6jen suoritusten keskiarvo oli parempi kuin poikien,
mutta ei tilastollisesti merkitsevisti. Kuitenkin poikien asenteet matema-
titkkaa kohtaan olivat myonteisemmaét kuin tyttojen. Samoin kisitys itsesté
matematiikan oppijana oli pojilla tilastollisesti merkitsevisti parempi kuin
tytoilla.

Soro (2002) on selvittinyt peruskoulun yldasteen matematiikan opettajien
uskomuksia tytoisti, pojista ja tasa-arvosta matematiikassa. Seka lukion etté
peruskoulun yldasteen matematiikan opettajilla on useimmiten samankaltai-
nen aineenopettajan koulutus, joten Soron tutkimuksen tuloksia yldasteen
matematiikan opettajista voi pitdd ainakin suuntaa antavina myds lukion

6Tutkittavat osa-alueet olivat: médrillinen ajattelu, tila ja muoto, muutos ja yhteydet
sekad, epavarmuus.
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matematiikan opettajille. Peruskoulun matematiikan opettajan arvioilla op-
pilaasta matematiikan oppijana saattaa olla huomattava vaikutus oppilaan
lukiovalintoihin. Soron tutkimuksen opettajilla oli stereotypioita sukupuo-
lista. YIi 70 % opettajista oli sitd mielta, ettd tyton useammin kuin po-
jan menestys perustuu enemménkin tunnontarkkaan harjoitteluun kuin ym-
mértamiseen ja ettd hiljainen puurtaja ja tyotd oppimisen eteen tekevd on
useammin tytté kuin poika. Opettajista 86 % oli sitd mielté, ettd laiskuu-
den takia alisuoriutuva on useammin poika kuin tytté. Opettajien mukaan
poika useammin kuin tytto selvidéd lukion pitkdstd matematiikasta helpom-
min. Viidennes opettajista oli sitd mielta, ettd vaativampaan matemaattiseen
ajatteluun kykenevid ja matemaattisesti lahjakkaita esiintyi poikien joukossa
useammin kuin tyttojen joukossa. (Soro 2002, 126-128.)

Peruskoulua koskevista tutkimuksista voidaan kootusti todeta, ettid lukion
pitkin matematiikan opiskelun kannalta oppilaiden kontrollistrategioiden
puutteellisuus on ongelmallista. Omien metakognitioiden tiedostaminen ja
omaehtoinen pyrkimys selvittdd epaselvit asiat ovat tarkeitd taitoja lukio-
opiskelussa. Pitkin matematiikan opiskelun kannalta on huolestuttavaa Kor-
hosen (2001) havainto, etti peruskoululaisilla on ongelmia algebrassa pe-
rusrakenteiden kanssa. Niiden heikko hallinta hidastaa lukiossa pitkdn ma-
tematiikan opiskelun alkua, kun jo peruskoulussa kiydyt algebran alkeet
joudutaan kayméan uudelleen lapi. Tata puutetta on jouduttu paikkaamaan
lukioissa muun muassa peruskoulua kertaavilla ja tdydentivilla matematii-
kan aloituskursseilla (nollakursseilla). Vasta tdmén jilkeen on voitu aloittaa
opetussuunnitelman perusteiden mukaiset pakolliset kurssit. Vaikka tytot
menestyvit hyvin peruskoulun matematiikassa, he eivit luota itseensa mate-
matiikan oppijoina. Tyttojen heikko itsetunto ohjaa heididn lukiovalintojaan,
joten vain pieni joukko heistd ottaa opiskellakseen pitkdd matematiikkaa.
Opettajien nikemyksilld, joita ei vilttdméatta lausuta ddneen, on mitd ilmei-
semmin osuutensa tyttojen lukiovalintoihin.

1.2.2 Lukiolaisten matematiikan tiedot ja taidot

Lukiolaisten matemaattista ajattelua on kuvattu tutkimuksissa mittaamalla
tietoja ja taitoja eritasoisilla tehtévilla. Niitd mitataan vuosittain ylioppilas-
kirjoituksissa, joita tarkastelen mychemmin. Téssé esittelen lyhyesti kansain-
vilisen arviointitutkimuksen tuloksia Suomen osalta seké lisiksi Yrjonsuuren
(1989, 1990), Haapasalon (1998) ja Merenluodon (2001) tutkimustuloksia.

Suomi on osallistunut TEA:n” kansainvilisiin arviointitutkimuksiin 1960-

" International Association for the Evaluation of Educational Achievement.
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luvulta ldhtien. Suomalaisten lukiolaisten matematiikan osaamista mitattiin
viimeksi 1981 SIMS®-tutkimuksessa. Kangasniemi (1989, 2000) on esitellyt
ja analysoinut tdmén tutkimuksen suomalaisia tuloksia. Suomesta osallistui
1550 lukion 3. luokan pitkdn matematiikan opiskelijaa 81 lukiosta. Par-
haiten he menestyivit matematiikan osa-alueista algebrassa ja huonoiten
geometriassa. Tutkimuksessa arvioitiin opiskelijoiden matemaattisen ajat-
telun tasoa. Wilsonin mallin® perusteella jaotelluista tehtivistd he osasivat
laskutaitotason tehtavistd keskiméarin 69 %, ymmartamistehtivistd 66 %,
soveltamistehtivistd 49 % ja analysoimista vaativista tehtavista 34 %. Pitkaa
matematiikkaa opiskelevien poikien koulusaavutukset olivat parempia kuin
tyttojen niin matematiikan eri osa-alueilla kuin matemaattisen ajattelun eri
tasoillakin. Tulokset olivat kaikilla matematiikan osa-alueilla paremmat tai
yhtd hyvéit kuin vuoden 1964 IEA-tutkimuksessa. Huomioitava on, etti pit-
ki matematiikka tuli vuonna 1966 pakolliseksi ylioppilaskirjoituksissa. Sitéd
ennen se oli matemaattisen linjan opiskelijoille valinnainen reaalin kanssa.
(Kangasniemi 1989, IV-XIII). Suomen lukiolaiset eivit ole tdmén jilkeen
toistaiseksi osallistuneet kansainvilisiin koulusaavutustutkimuksiin.

Yrjonsuuri (1989, 1990) on tutkinut lukiolaisten opiskeluorientaatioita ja me-
nestymistd matematiikassa sekd lukiolaisten matemaattisen ajattelun oppi-
mista. Tuloksina hén sai muun muassa, ettd laajan matematiikan opiskelijoi-
den kurssiarvosanojen parhaat selittajit olivat ongelmanratkaisuun suuntau-
tuminen ja luopuminen. Kaikissa tutkittavissa ryhmissé, joiden jakoperuste
oli matematiikan ylioppilaskirjoituksiin osallistumisen laatu (laaja, yleinen, ei
kirjoita), matematiikan opiskelusta luopuminen ilmeni kiinnostumattomuu-
tena ja valinpitamattomyytend oppia ymmartamaidn matematiikkaa. Yrjon-
suuri (1990) tutki yleisen matematiikan opiskelijoiden matemaattisen ajatte-
lun oppimista. Han tarkasteli matemaattista ajattelua neljina hierarkkisena
tasona: symbolien ja operaatioiden kiyttdminen, kisitteiden ominaisuuksi-
en tietdminen, matemaattisten rakenteiden yleistiminen ja ongelmanratkai-
sun koettelu. Kognitiivisen taidon kayttdmistd kuvaavat kaksi ensimmadistd
ominaisuutta ja kaksi viimeistd reflektoivaa ajattelua. Kognitiivisen taidon
kiyttamiselld oli vahvempi yhteys matematiikan arvosanaan kuin reflektoi-
valla ajattelulla. Tutkimuksen mukaan matematiikan rakenteiden oppiminen
ja késitteiden tietdminen onnistuivat puolelle yleisen matematiikan kirjoituk-
siin osallistuvista ja neljasosalle siithen osallistumattomista.

Lisensiaatintutkimuksessani (Joutsenlahti 1996) tarkastelin lukion yleisen
ja laajan matematiikan opiskelijoiden matemaattisen ajattelun kehittymis-

8 The Second International Study of Mathematics.
9Tehtivien Wilsonin mallin tasot: laskutaito, ymmirtiminen, soveltaminen ja analy-
sointi.
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td. Tutkimuskohteena olivat Tervakosken lukion opiskelijat. Asennemittariin
vastasi myos Laitilan lukion opiskelijoita. Laajan matematiikan opiskelijoilla
tapahtui tutkimuksen mukaan selvid matemaattisen ajattelun kehittymis-
td. Tutkimuksessa tarkasteltiin yleisen matematiikan opiskelijoiden lukion
matematiikan padttoarvosanan ja yleisen matematiikan ylioppilaskirjoitus-
pistemédrin vilistd riippuvuutta regressioanalyysin avulla. Suoritusten kes-
kiarvojen avulla luotiin nelikenttd. Siitd l0ytyi alaryhmié, joille 16ytyi yhteisid
piirteitd asenteista ja uskomuksista. Erityisesti yleisen matematiikan yliop-
pilaskirjoituksissa yliméaraisend kirjoittavat ja opiskelijat, jotka eivat kirjoi-
ta ollenkaan matematiikkaa, muodostivat ominaisuuksiltaan homogeenisia
ryhmia.

Haapasalon (1998, 208-218) MODEM- tutkimusprojektissa on useita tut-
kimuksia, joista pddosa koskee peruskoulun matematiikan opetusta. Lukio
on ollut mukana muun muassa suoran jyrkkyyden opetuskokeilussa ja raja-
arvon, jatkuvuuden sekd derivaatan késitteiden oppimistutkimuksissa. Tut-
kimuksessa "Miten lukiolaiset hallitsevat raja-arvon kisitteen?"(Haapasalo
ym. 1995) kartoitettiin lukiolaisten raja-arvon késitteen ymmértamistd ja
kykya soveltaa sitd. Tutkimukseen kuului myos analyysi oppikirjoista ja yli-
opiston opettajien raja-arvoon liittyvista ndkemyksista. Tutkimus osoitti, et-
ta lukion 2. luokan oppilaat hallitsevat raja-arvon késitteen varsin huonosti.
Tutkimuksessa kédytetyn testin suoritusten keskiarvo oli 45,8 ja hajonta 18,9
pistettd maksimipisteméérin ollessa 120 pistettd (mt., 37).

Merenluoto (2001) on selvittinyt lukiolaisten reaalilukukésitetti. Tutkimuk-
sessa tarkasteltiin kisitteellisid muutoksia. Naissd muutoksissa aikaisempi tie-
to ohjaa uuden tiedon rakentumista, mutta se saattaa tuottaa myos syste-
maattisia vadrinkasityksid uuteen tietoon. Lukukisitteen laajentamista ra-
tionaalilukuihin ja irrationaalilukuihin rajoittaa useimmilla tutkituilla opis-
kelijoilla "seuraava luku” -ajattelu, joka perustuu luonnollisten lukujen ké-
sitteeseen. Tutkimuksen péatulos lukiolaisten kohdalta oli, ettd suurin osa
tutkituista laajaa matematiikkaa opiskelleista (n=640) néyttda olleen alku-
vaiheessa lukukésitteen laajentamisen suhteen. Tutkimustulosten perusteella
nayttad siltd, ettd lukujen hierarkiaan ja lukujoukkojen keskinisiin eroihin
liittyva tietdmys on lukiolaisille suurimmaksi osaksi ulkoa opeteltavaa fakta-
tietoa. Lukukésitteeseen liittyvit tiedot nayttivit jadneen useimmilla opis-
kelijoilla irrallisiksi tiedon osiksi. (Merenluoto 2001, 157-159.)
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1.2.3 Lukiolaisten uskomukset ja asenteet matematii-
kan opiskelussa

Lukiolaisten uskomuksia ja asenteita on tutkittu useissa eri yhteyksissa, sil-
14 niiden avulla voidaan ymmartaa paremmin eroja oppijoiden ajattelussa ja
suorituksissa (esimerkiksi Robitaille 1989, 178). Kangasniemi (1989, 2000) on
analysoinut Suomen osalta SIMS-tutkimuksessa mitattuja laajan matematii-
kan opiskelijoiden asenteita ja uskomuksia. Esittelen lisdksi lyhyesti Sara-
sen (1992) ja Koposen (1994) tutkimustuloksia seké lisensiaattityoni tuloksia
(Joutsenlahti 1996).

SIMS-tutkimuksessa olivat kohdejoukkona Suomessa lukion 3. luokan laajan
matematiikan opiskelijat. He uskoivat, ettd matematiikka auttaa ajattele-
maan loogisesti ja ettd arviointikyky on tirked matemaattinen taito. Lisdksi
opiskelijat nakivit, ettd matematiikka ei ole suurimmaksi osaksi ulkoa op-
pimista ja ettd matematiikka ei ole vain joukko sddntdji. Opiskelijat kui-
tenkin uskoivat, ettd aina on olemassa sddnto, jota voi soveltaa annettuun
tehtaviaan. 1980-luvun alun laajan matematiikan opiskelijoilla oli melko hyva
kuva itsestddin matematiikan taitajana. Matematiikkaa ei koettu vaikeaksi,
vaikka vihemmaén kuin puolet vastaajista piti itseddn hyvind matematiikas-
sa. Opiskelijan aikaisempi koulumenestys niytti vaikuttaneen hénen asentei-
siinsa koulumatematiikkaan ja matemaattiseen mindkuvaansa (Kangasniemi
2002, 65-66). Pojat ilmoittivat tyttoji useammin ymmértivansi sen, mi-
td matematiikan tunnilla kisitelladn. Tytot tekivat keskimédrin puoli tuntia
kauemmin kotitehtdvid kuin pojat. Lukion 3. luokan laajan matematiikan
opiskelijoista tytot ponnistelivat poikia enemmén oppimistulosten saavutta-
miseksi (Kangasniemi 1989, 279-281).

Sarasen (1992) tutkimuskohteena oli lyhyen matematiikan abiturienttivai-
heessa olevien opiskelijoiden asenteiden mittaaminen. Han kaytti pitkalti sa-
moja viitteitd, joita oli kiytetty SIMS-tutkimuksessa. Saranen (1992, 54) tut-
ki vastausjakaumia matematiikan ylioppilaskirjoituksiin osallistuvien ja osal-
listumattomien ryhmissé ja totesi merkittivid eroja seké aineen hallinnassa
ettd suhtautumisessa matematiikkaan. Kaikilla matematiikan sisdltéalueil-
la seké tiedollisen tason (laskutaidon, ymmaértamisen ja soveltamisen tasoil-
la) mukaan tarkasteltuna erot olivat matematiikan kirjoituksiin osallistuvien
hyviaksi. Télla ryhmallé oli selvisti positiivisempi késitys matematiikan hyo-
dyllisyydestd ja omasta itsestdin matematiikan opiskelijana kuin matematii-
kan kirjoituksiin osallistumattomilla. Nama tulokset ovat oman tutkimukseni
kannalta siind mielessé mielenkiintoisia, ettd vuoden 1996 jéilkeen pitkédnkin
matematiikan on voinut jattaa kirjoittamatta ylioppilaskirjoituksissa, vaikka
olisi suorittanut oppimaaraan kuuluvat kurssit.
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Koponen (1994) on yhdistianyt ylaasteen ja lukion oppilaiden asennekyselyn
tulokset. Vastaajia, joiksi valikoitui seké yleisen ettd laajan matematiikan
opiskelijoita, oli yhteensd 512, heistd lukiolaisia oli 94. Kyselyn vastaajista
75 % ilmoitti yleensd ymmartivinsa, mitd matematiikan tunneilla kisitel-
ladn. Vastaavasti 11 % ei ymmartanyt. Ymmaértaikseen uuden asian mate-
matiikassa 72 % vastaajista oli valmis tyoskenteleméin pitkdankin aikaa. Sa-
ma prosenttiméaara ei hyviksynyt vaitettd ”"vaikka yrittdisin kuinka, en siitd
huolimatta menesty matematitkassa”. Viaitteen ”en halua kdyttad kovin pal-
jon aikaani matematiikan opiskelemiseen” kanssa samaa mieltd oli 34 % ja
eri mieltd 33 % vastaajista. Vaikean matematiikan tehtivin koki mieluisaksi
haasteeksi 44 % ja epamieluisaksi 33 % vastaajista. (Koponen 1994, 123-124.)

Lisensiaatintyohoni (Joutsenlahti 1996) kuului myos uskomus- ja asennetesti.
Testin vaittdmat olivat suurimmaksi osaksi samat kuin SIMS-tutkimuksessa
ja Sarasen (1992) tutkimuksessa. Tutkimukseeni otti osaa 84 lukiolaista eri
luokilta. Suurin osa opiskeli laajaa matematiikkaa. Vastausjakaumat vaitta-
miin olivat samansuuntaiset kuin Sarasella (1992) ja SIMS-tutkimuksessa.

1.2.4 Lukion paittavien matematiikkaan liittyvit opis-
keluvalmiudet korkeakouluissa

Lukio-opetuksen pitdd antaa opiskeluvalmiudet korkeakouluopiskeluun (Lu-
kiolaki 1998). Vilijarvi (1997) on selvittényt korkeakouluopettajien nike-
myksia lukiolaisten matemaattisista opiskeluvalmiuksista korkeakouluissa.
Opiskelijan korkeakouluvalmiuteen siséltyvit korkeakoulun opettajien mu-
kaan ainakin riittavit yleistiedot ja opiskeltavan alan perustietdmys, opis-
kelussa tarvittavat taidot sekdi myonteinen perusasenne. Viimeksi mainitun
ominaisuuden puuttuessa opiskelija ei pysty menestyksekkiisti opiskele-
maan, vaikka héanelli olisikin riittavit perustiedot ja -taidot.

Matematiikan osalta on tiarkeéa, ettd opiskelijalle on tullut lukiosta oikea ké-
sitys matematiikan luonteesta, sen struktuureista ja eksaktin paattelyn me-
netelmisti. Erityisesti on tarkeédd, ettd opiskelija nikee matematiikan deduk-
tiivisena tieteend, jossa systemaattisen todistamisen merkitys on keskeista.
Todistamisen taito yhdessd matematiikan perusteiden hallinnan kanssa luo
edellytykset matematiikan opiskelulle jatkossa. Téarkeitd menestyvin opiske-
lijan ominaisuuksia olivat halu tyontekoon ja tavoitteellisuus. (mt., 8 — 11.)

Tavoitteellinen tyonteko ei kuitenkaan riitd korkeakoulussa, silld erds kor-
keakoulun opettaja totesi matematiikan lukio-opinnoista:

Mikdli oppiminen on perustunut pelkkddn ulkolukuun ja kaavojen
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kdyttoon esimerkkien avulla, ei siitd ole paljon hyotyd. Matema-
titkan tulisi opettaa ajattelemaan, oppilaiden tulisi hallita laajasts
se tietomadrd, joka heille on opetettu, niin ettd he pystyvdt yh-

distelemddn heille opetettua tietoa ja kdyttdmdadan sita. (Valijarvi
1997, 9.)

Matematiikan opiskelijoiden perustiedot matematiikasta ovat korkeintaan
kohtuulliset ja muutos aiempaan on korkeakouluopettajien mielestd negatii-
vinen. Erityisesti geometrian osa-alueen taidot ovat heikot. Syyksi heikkoon
perustietimykseen korkeakouluopettajat arvelevat, ettd vaikka matematiik-
kaa opetetaan lukiossa maaréllisesti paljon, niin mihink&édn aiheeseen ei
ehditd paneutua kunnolla. Opiskelijat eivit ole lukiossa ymmaértineet mate-
matiikan keskeisid kdsitteita riittavan syvéllisesti, ja jopa laskurutiinien hal-
linta on puutteellista. Lukio ei anna riittavésti tietoa nuorille matematiikan
eri mahdollisuuksista soveltaa matemaattisia teorioita luonnontieteelliseen
tietoon. (mt., 20.)

Matemaattinen tieto opitaan lukiossa ndkeméin taulukkokirjojen kaavakoko-
elmien vuoksi ikddn kuin tietosanakirjaksi, joka tuottaa vastauksen oikeasta
kohdasta avattuna. Kaikki se, mika liittyy kaavojen ja niiden kiyton peruste-
luun, ei nédyttéisi olevan kovin merkityksellistd lukion opiskelussa. Kaavako-
koelmien lisiksi kehittyneiden laskinten korostunut kiytto lisda kuilua lukio-
ja korkeakouluopiskelun vélill4. (mt., 28.)

Korkeakoulujen nidkokulmasta lukion matematiikan opiskelun keskeisid on-
gelmia lukiossa ovat Vilijarven tutkimuksen (1997, 41-42) mukaan perus-
teiden ohut hallinta ja ulkoaoppiminen. Muita ongelmia ovat apuvélineisiin
luottaminen selkeédn ajattelun kustannuksella sekd tottumattomuus pitkéjan-
teiseen tyoskentelyyn taitojen kehittdmiseksi.
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Luku 2

Lukion matematiikan opetukseen
1990-luvulla vaikuttaneita
tekijoita

2.1 Johdanto

Opetussuunnitelmat ja ylioppilaskirjoitukset ohjailevat lukion matematiikan
opetusta. Opetussuunnitelmissa kuvaillaan opetuksen tavoitteet ja méérite-
tdan opetettavat sisdllot. Opetussuunnitelmien perusteissa madratadn tun-
tiresurssit, joilla tavoitteet olisi saavutettava. Ylioppilaskirjoitukset ohjaa-
vat ja motivoivat lukiolaisen pitkdn matematiikan opiskeluun (vrt. LOPS
1985, 14). Ylioppilaskirjoitukset on valtakunnallinen tasomittari, jossa opis-
kelijan menestyminen auttaa hantd pidisemaidn jatko-opintoihin. Toisaalta
menestyminen on myonteinen palaute matematiikan opettajalle hanen teke-
mastadn tyostd. Useat opiskelijat ja opettajat kokevat lukion matematiikan
opintojen yhdeksi keskeiseksi tavoitteeksi mahdollisimman hyvin menestyk-
sen ylioppilaskirjoituksissa. Kirjoitukset muodostavat siis erdénlaisen piilo-
opetussuunnitelman varsinaisen opetussuunnitelman rinnalle siitdkin huoli-
matta, ettd ylioppilaskirjoitukset pohjautuvat aina voimassaoleviin opetus-
suunnitelmiin.

Muita huomioon otettavia tekijoitd 1990-luvulla olivat pitkdn matematii-
kan suosio lukiovalinnoissa ja valtakunnallinen LUMA-hanke?. Peruskoulun
jilkeen nuoret valitsevat péasiddntoisesti lukio- ja ammatillisen koulutuksen

'Kéytin lyhennettd LOPS 1985 vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteista.
2LUMA on lyhenne luonnontieteiden ja matematiikan opetuksen kehittimishankkeelle.
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valiltd. LUMA-hankkeella paattdjat kiinnittivit valtakunnallisesti huomiota
matemaattisten aineiden opetukseen. Matematiikan opettajien tdydennys-
koulutusmahdollisuudet lisdantyivit, ja useissa kunnissa vahvistettiin mate-
maattisten aineiden opetuksen resursseja: kouluihin hankittiin ajanmukaisia
opetusvilineitd matemaattisten aineiden opetukseen. Matemaattisten ainei-
den opetusta kehittdmélld haluttiin nostaa néiden aineiden suosiota lukio-
laisten ainevalinnoissa niin lukio-opinnoissa kuin kirjoituksissakin.

2.2 Matematiikan opetussuunnitelmat 1990-
luvulla

2.2.1 Matematiikan opetussuunnitelmien kehityslinjoja

Oppikoulujen toiminnan loputtua 1970-luvulla tuli lukioille oma opetussuun-
nitelmansa. Kurssimuotoisen lukion kokeiluja oli vuodesta 1976 lahtien, mut-
ta vasta vuodesta 1981 lahtien tuli valtakunnallisesta opetussuunnitelmasta
kurssimuotoinen. (Malinen 1985, 28-29.) Luokattomuus tuli lukioon vuoden
1994 opetussuunnitelman perusteiden myota.

Kupari (1999, 44-53) on esitellyt peruskoulun matematiikan opetussuun-
nitelmien vaiheita koko Suomen tunnetun kouluhistorian ajalta. Vastaavat
vaiheet ovat l6ydettavissa myos lukion opetussuunnitelmien perusteissa, sil-
14 lukion ja peruskoulun opetussuunnitelmia on muutettu samaan aikaan.
Opetussuunnitelmavaiheet ovat olleet yhtélaisia USA:n vastaaviin vaiheisiin,
mutta vuosien viiveelld. Suomessa erotettavat vaiheet olivat viime vuosikym-
meniné: "uusi matematiikka”® (noin 1970-1976), "takaisin perusteisiin™* (noin
1974-1985), “ongelmanratkaisu”® (noin 1983~ ) ja “kansalliset péittotavoit-
teet” (noin 1994- ). Niistd kaksi viimeistd vaihetta niakyvét lukion opetus-
suunnitelmissa 1990-luvulla.

Keskeinen kisite opetussuunnitelmia rakennettaessa on yleissivistys, jonka
sisdltojen valitseminen ja kuvaaminen ovat kullekin aikakaudelle ominai-
sia. Esimerkiksi vuoden 1985 lukion opetussuunnitelmien perusteissa pide-
tdan erddnd matematiikan yleistavoitteena ”- - matemaattisen yleissivistyk-
sen saavuttamista - -7 (LOPS 1985, 283). Matemaattis-luonnontieteellisen
perussivistyksen komitea (ns. Leikolan komitea) tulkitsee, ettd yleissivis-
tykseen kuuluu sekd ammattisivistykseen kuuluvia asioita ettd jokaisen

3New Mathematics”,
YBack to basics”.
57”Problem Solving”.
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kansalaisen ammatin ulkopuolella eliméissédin tarvitsemia tietoja ja taito-
ja (Komiteanmietintd 1988, 26-27). Tamén vuoksi Leikolan komitea ot-
taa kiayttoon kisitteen 'perussivistys’, joka kattaa yleissivistyksen molem-
mat aspektit. Leikolan komitea kuvailee vélimietinnOssddn matemaattis-
luonnontieteellisen perussivistyksen seuraavasti:

Matemaattis-luonnontieteellinen perussivistys kdsittad lahinnd
matematitkan eri osien perusteet ja matematiitkan kayttotaidon,
tietamyksen luonnon ilmidistd ja niitd hallitsevista laeista se-
kd ndiden sovelluksista tdihtitieteen, fysiikan, kemian ja biolo-
gian purissd, tietdmyksen thmisestd luonnontieteellisend ilmiond
ja thmisen ja muun luonnon vdlisista suhteista sekd tietamyk-
sen  matemaattis-luonnontieteellisista tutkimusmenetelmista ja
kyseisten tieteenalojen historiasta (Komiteanmietinto 1988, 29).

Matemaattis-luonnontieteellinen perussivistys koostuu matematiikan osalta
edelld olleen perusteella joukosta tietoja ja taitoja, joiden véliset suhteet
jaavit kuvauksen ulkopuolelle kuten affektiivinen komponentti.

Perussivistyksen kunkin aikakauden maérittely ohjaa opetussuunnitelmien
rakenteita ja sisiltoja. Gjone (2001) on tarkastellut opetussuunnitelmia
hyoty- ja sivistysdimensioiden kannalta. Hyotyndkokulmassa korostuu ma-
tematiikan vélinearvo (Gjone 2001, 105). Esimerkiksi kuviossa 2.1 hahmot-
tuu "uuden matematiikan” ja sitd seuranneen "back to basics” vaiheiden
sijoittuminen tdhan kenttddn. Keskella oleva katkoviiva esittda sivistys- ja
hyotyndkokulman vilistd tasapainoa. Tasapaino lienee tavoiteltava, jotta
“heiluriliike” naiden kahden n#kokulman painotuksien suhteen vaimenisi.
Kuparin kuvaamat opetussuunnitelmien kehityksen kaksi viimeistd vaihetta
ilmeisesti osuvat ldhemméksi tasapainotilaa kuin Gjonen esimerkit kuviossa
2.1, silla vuosien 1985 ja 1994 opetussuunnitelmien perusteiden sisdllolliset
muutokset eivit ole niin suuria kuin Gjonen esimerkkien suuntauksissa.

Tietokdsityksen muutokset ovat nikyneet ja vaikuttaneet koulutyoskente-
lyyn sekd opetussuunnitelmatyon ettd opettajakoulutuksen kautta. Mouwitz
(2003) erottelee kolme erilaista lahestymistapaa tiedon kisitteeseen koulu-
maailmassa: esimoderni, moderni ja myohdismoderni.

Esimodernissa lahestymistavassa koulussa tarvittava tieto ilmaistaan dikoto-
miana tiedot ja taidot. Koulun oppiaineet on jaettu teoreettisiin ja kaytan-
non oppiaineisiin. Koulu antaa opiskelijoille valmiiksi paloitellut ja ryhmi-
tellyt tiedon palaset, jotka ovat usein faktatietoa ja teorioita. Namé tiedot
koulu on valinnut etukéteen ja niiden oletetaan olevan tosia seké relevantte-
ja oppilaan tulevaisuuden suhteen. Opiskelijat oppivat koulussa toistamalla,
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KUVIO 2.1: Opetussuunnitelmat hyoty- ja sivistysperspektiivissia (Gjone
2001, 105)

opettajan antamaa mallia ja taitoja lisdksi "drillataan”, kunnes ne osataan
toistaa. Opiskelijan pitdd osata kokeessa toistaa ne uudelleen kokeen laatijan
haluamassa jarjestyksessi. (Mouwitz 2003.) Koulumatematiikassa esimoderni
lahestymistapa on edelleen tyypillinen opettajan toimeenpanemassa opetus-
suunnitelmassa. Opettaja painottaa usein opetuksessaan niitd matemaatti-
sia tietoja ja taitoja, joita suurella todennikéisyydelld tarvitaan esimerkiksi
ylioppilaskokeista selviytymiseen.

Modernia lahestymistapaa voi luonnehtia yrityksené siilyttad edella esitetyt
vanhat késitykset ja yhdistda ne uusiin. Talloin hyviksytdaan faktatiedon ja
teorioiden ongelmallinen luonne ja lisiksi otetaan mukaan korostetusti hiljai-
sen tiedon késite. Ymmaértamisen ja reflektion kisitteet ovat mukana, jotta
nikemys kontekstisidonnaisen tiedon transferista kouluopetuksessa voitaisiin
selittdd uudella tavalla. Affektiivisilla tekijoilld ndhd&an olevan téarked rooli
oppimisessa, mutta ne eristetddan omaksi joukokseen kognitiivisista tekijois-
td. Oppilasarvioinnissa oppilaan pitdd osoittaa eri tavoilla ymmértadneensi
oppimansa. Téssd ldhestymistavassa korostuu toisaalta perinteinen kisitys
koulusta tiedon jakajana ja toisaalta korostuu oppilaan oma kontekstisidon-
nainen tiedon konstruktio. (Mouwitz 2003.) Koulumatematiikan kirjoitetuis-
sa opetussuunnitelmissa tulevat esille ymmaértadmisen ja soveltamisen merki-
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tys®.

Myohédismodernissa ldhestymistavassa se, mitd tiedetddn koulussa, ilmais-
taan kompetenssien joukkona. Koulu on yksi paikka muiden joukossa, missé
oppilaat voivat kehittdd kompetenssejaan selviytydkseen ennustamattomas-
ta ja nopeasti muuttuvasta tulevaisuudesta. Kaikki tieto on epdvarmaa, ja
tiedon palasilla on vain rajoittunut pragmaattinen arvo. Kompetenssi sisél-
tda itsearvioinnin ja kyvyn késitelld ennalta arvaamattomia tilanteita. Tés-
sé lahestymistavassa ei ole tarvetta luokitella erilaisia tiedon muotoja kuten
edelld olleissa lahestymistavoissa, vaan jokainen kompetenssi sisiltaé kaiken-
laisen tiedon, johon myos affektiiviset tekijéat vaikuttavat. Oppilasarviointi on
ensisijaisesti eliméssa tarvittavien kompetenssien arviointia eikd perinteisti
koulumaista sisaltdjen kuulustelemista. (Mouwitz 2003.) Myohéismodernin
ldhestymistavan piirteitd ei ole juurikaan havaittavissa 1990-luvulla voimas-
sa olleissa opetussuunnitelman perusteissa.

2.2.2 Kisitykset matematiikan oppimisesta 1990-luvun
opetussuunnitelmissa

Konstruktivismia on pidetty 1990-luvulla hallitsevana oppimiskasityksena.
Se on lahestymistapa oppimistilanteeseen, jossa oppilas itse on vastuullise-
na tietojensa rakentajana. Konstruktivismi kattaa useita teorioita, joilla on
sama kognitiivinen perusnidkokulma oppimiseen (Watts & Pope 1989, 327).
Piaget’n teorian voidaan katsoa jo sisidltdneen konstruktivismin perusajatuk-
set, vaikka siind korostettiinkin enemmén geneettisyytta ja strukturalismia
kuin konstruktivismissa (Seineld 1992; Leino 1993).

Konstruktivismissa on 1990-luvulla syntynyt lukuisia erityyppisid lahesty-
mistapoja oppimisprosessin mallintamiseen. Niiden pohjana on aikaisem-
pien vuosikymmenien oppimisteorioita tai aivan uusimpien tutkimuksien
nikemyksid. Ernest (1995, 466-482) nikee seuraavien seitsemén paradig-
man vaikuttaneen eniten kisitykseen oppimisesta: traditionaalinen empiris-
mi, informaatio-prosessi -teoria, triviaali konstruktivismi, sosiokulturaalinen
kognitio, radikaali konstruktivismi, sosiaalinen konstruktivismi ja sosiaalinen
konstruktionismi. Opetuksen kannalta tirkeitd konstruktivismeja ovat niin
sanottu triviaali, radikaali ja sosiaalinen konstruktivismi (vrt. Leino 1997,
41). Nam4 suuntaukset ovat omalta osaltaan vaikuttaneet Suomessa opetus-
suunnitelman perusteisiin ja niiden tulkintaan. Esittelen ne tédssd lyhyesti
Ernestin (1995, 1996) nikemyksid mukaillen.

SEsimerkiksi vuosien 1985 ja 1994 opetussuunnitelmien perusteissa korostetaan mate-
maattisen ajattelun kehittymista.
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Nimitys triviaali (heikko) konstruktivismi tulee von Glasersfeldilta (1995),
joka halusi néin tehda eron radikaaliin konstruktivismiin. Molemmissa néissa
konstruktivistisissa suuntauksissa ovat pohjana Piaget'n kisitykset oppimis-
prosessista, mutta oleellinen ero on tiedon késitteessi. Triviaalissa konstruk-
tivismissa hyviaksytddn objektiivinen tieto, joka on yksilén konstruoitavissa
omaan tietorakenteeseensa (Boudouries 1998; Haapasalo 1997a; Leino 1997).
Yksilo itse konstruoi tietorakenteensa ja ihmismieli voidaan ndhdé "pehmeé-
nid” tietokoneena.

Radikaalissa konstruktivismissa jokainen oppija konstruoi oman ainutlaatui-
sen tietorakenteensa ja jokaisella on oma todellisuutensa. Konstruktivismin
keskeisid periaatteita on von Glasersfeldin (1988) mukaan, ettd tietoa ei voi
vastaanottaa passiivisesti aistien varassa tai kommunikaation kautta, vaan
sitd on aktiivisesti konstruoitava opittavasta aiheesta. von Glasersfeld (2000,
6) pitda konstruktivismia tietdmisen teoriana, joka pyrkii osoittamaan tiedon
voivan olla vain ja ainoastaan kokemuksen generoimaa. Tieto ndhdaian sub-
jektiivisena konstruktiona, jota varittavit yksilon oma sosiaalinen, kulttuuri-
nen, affektiivinen seké kognitiivinen kokemusmaailma. Yksilén maailmanku-
va muodostuu siis yksilon kokemasta maailmasta. Kuitenkaan von Glasers-
feld (2000, 7) ei kielld, etteikd absoluuttista todellisuutta voisi olla olemassa,
mutta samalla hdn toteaa, ettd meilld ei ole mitdén keinoja tuntea sité.

Sosiaalinen konstruktivismi, jolla on samat ldhtokohdat kuin radikaalilla kon-
struktivismillakin, korostaa tiedon sosiaalista ja kulturaalista alkuperaa. Eri-
tyisesti kielen asema on keskeinen. Ernest (1996) niikee kaksi erilaista lahto-
kohtaa sosiaalisen konstruktivismin viitekehykseen. Ensimmaéinen pohjautuu
Piaget ‘n teoriaan ymmarryksesté, jolloin ldhtokohtana yksilon tiedon kon-
struointiprosessiin on edelld esitelty radikaali konstruktivismi. Lisdksi huo-
mioidaan yksilon vuorovaikutuksen merkitys ryhméssé kyseisen prosessin tu-
kena. T&ll6in siis priorisoidaan yksilokeskeinen nédkokulma tiedon rakentu-
misessa, mutta toisaalta myonnetdan sosiaalisen interaktion merkitys tiedon
konstruoinnissa sekundéiirisend vaikuttajana. Sama voidaan esittdd myos yk-
silon tiedon konstruointina intra-individuaalisena ja interpersoonallisina pro-
sesseina. Edellinen sisdltdd yksilon oman konstruktion tiedosta sekd ymmér-
ryksen siitéd ja jalkimméinen sosiaalisen vuorovaikutuksen sekd ihmisten vé-
listen keskustelujen merkityksen. Edella esitetyista ldhestymistavoista kayte-
tddn myos nimitystd sosiokonstruktivismi, joka sisalloltdan on padpiirteittédin
sama kuin sosiaalinen konstruktivismi néin esitettyni. (Ernest 1996, 65-67.)
Toinen lahestymistapa sosiaaliseen konstruktivismiin on Ernestin (1996) mu-
kaan Vygotskyn teoria ymmarryksesti, jossa korostetaan sosiaalista konteks-

tia ja kielen merkitystéa erityisesti tiedon konstruointiprosessissa. Yksilon ym-
maérryksen kasvu on siis tdméan ndkemyksen mukaan yhteisollistd ja henkil6i-
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den keskustelujen synnyttamaié, silla kaiken yksilon ajattelun perustana ovat
sosiaalisessa kontekstissa syntyneet tiedot. Kaikki henkiset toiminnot ovat
Vygotskyn mukaan kollektiivisia.(Ernest 1996, 68-69.)

Vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteissa ei ole eksplisiittisesti
ilmaistu oppimiskésitysti. Sen sijaan vuoden 1994 lukion opetussuunnitel-
mien perusteissa tulee esille konstruktivistinen oppimiskésitys samoin kuin
oppimisprosessin yksilokeskeisyys ja uusien tietojen rakentuminen olemassa
olevaan tietojirjestelméén vuorovaikutuksessa ympériston kanssa (Seppéla
1994, 12). Téssé on pohjana Piaget'n kisitys oppimisesta, joka ilmenee seki
heikossa ettd radikaalissa konstruktivismissa. Toisaalta matematiikan ope-
tuksessa niahdédan tarkedksi oppilaiden yhteistoiminnalliset tyoskentelymuo-
dot, jotka sopivat ongelmakeskeiseen oppimiseen, ja niissd korostuvat kes-
kindisen kommunikaation taidot (Seppéld 1994, 14). Téassi erottuu Vygots-
kyn nidkemys sosiaalisen vuorovaikutuksen merkityksestd oppimisessa, miké
on pohjana sosiaalisessa konstruktivismissa. Vuonna 2004 kiyttoon otetta-
vissa peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa kuvaillaan erikseen oppi-
miskésitys, jossa sosiaalista konstruktivismia painotetaan entistd vahvemmin
(OPH 2003b, 11). Lukion vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteissa oppi-
miskédsitys on esitetty suppeammin kuin edelld mainitussa peruskoulun vas-
taavassa (OPH 2003c, 14).

2.2.3 Laajan matematiikan opetussuunnitelman perus-
teet 1985

Vuoden 1985 opetussuunnitelmien vaihetta voidaan kutsua "ongelmanratkai-
sun vaiheeksi”, silld taustana téille uudelle painotukselle oli USA:n matema-
tiikan opettajajirjeston (NCTM) ongelmanratkaisua korostava toimintaoh-
jelma, jonka painotukset haluttiin perustaksi myos Suomen matematiikan
opetussuunnitelmien perusteissa (Kupari 1999, 50).

Vuoden 1983 koululaeissa sidddettiin vastuu opetussuunnitelmien laadinnas-
ta kuntien tehtaviksi. Kouluhallitus antoi 1985 uudet opetussuunnitelman
perusteet, joissa muun muassa peruskoulun yhdeksinnen luokan matematii-
kan tunnit vihenivit neljastd kolmeen viikkotuntiin. Yldasteelta poistuivat
tasokurssit, joita matematiikassa oli ollut kolmen eri tasoisia’; niisti alin
taso ei antanut lukiokelpoisuutta. Tilalle tuli tuntikehysjarjestelmé, jonka
puitteissa opetusta voitiin eriyttié taitotasoltaan heterogeenisissi opetusryh-
missi (16-19 oppilasta). Opetussuunnitelmissa korostuivat ongelmakeskei-

"Suppea, keski- ja laaja kurssi.

38



nen lahestymistapa opiskeltavaan aiheeseen. Yldasteen matematiikan oppisi-
silloistd poistettiin vektoreiden, epayhtéloiden ja todennikoisyyden osuudet
sekd esimerkiksi polynomilaskennan ja rationaalilausekkeiden sieventédmisen
osuutta kevennettiin (Kupari 1999, 51).

Matematiikan opetuksen yleistavoitteissa nousee esille hyvén jatko-opintokel-
poisuuden saavuttaminen, harrastuneisuuden lisidminen matematiikkaa koh-
taan ja matemaattisen yleissivistyksen saavuttaminen. Yleissivistyksen tulee
Yedistia kykyd uuden tiedon hankkimiseen, kriittiseen arvioimiseen, sovelta-
miseen ja valittamiseen”. Laajan matematiikan tavoitteet olivat laskuteknis-
ten valmiuksien hankkiminen, matematiikan loogiseen ja abstraktiin raken-
teeseen tutustuminen sekd matematiikan tavallisimpiin sovelluksiin tutustu-
minen. (LOPS 1985, 283-285.)

Nimitys “ongelmanratkaisu” ei esiinny matematiikan yleistavoitteissa eika
laajan matematiikan tavoitteissa. Terminologiasta puuttuu myo6s nimitys ’tai-
to’. Sen asemesta kiytetddn kasitettd 'kyky’ esimerkiksi néin: 7 - - kyvyn
kayttid hyviksi laskimia” tai ”- - kyvyn ratkaista yhtdloita - -7 (mt., 284).
Laajan matematiikan tavoitteissa nousee esille todistamisen ja toisaalta eri-
laisten ajattelutapojen® merkitys matematiikassa. Opetussuunnitelmassa on
huomioitu laskinten ja tietokoneiden osuus matematiikan opiskelussa. Tosin
tietotekniikan osalta tavoitteeksi on kirjattu matematiikan sovelluksissa kési-
teltavaksi ”tutustuminen automaattisen tietojenkdsittelyn mahdollisuuksiin ja
rajoituksiin matemaattisia probleemoja ratkaistaessa” (mt., 285). Rajoituk-
sien korostaminen téssi vaiheessa johtunee useiden matematiikan opettajien
epailyksistd kompelon ja suhteellisen vihén kdytetyn tietotekniikan hyddyl-
lisyydestd matematiikan opetuksessa.

Taulukossa 2.1 on vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteissa nimetyt
kurssit. Samaan kurssiin on voitu sijoittaa keskendidn hyvin erilaisia asiasi-
siltoja. Esimerkiksi kurssissa 1 on reaaliluvut ja tilastomatematiikkaa seké
kurssissa 8 todennékoisyyslaskentaa ja tilastotiedettd sekd lukujonot ja sar-
jat. Osasta kursseja tuli sisélloltddn hajanaisia. Kurssien suoritusjérjestys oli
vuoden 1985 kurssien kohdalla taulukon 2.1 mukainen.

Laajan matematiikan opetussuunnitelman perusteet olivat voimassa vuodes-
ta 1985 seuraavan vuosikymmenen puoliviliin asti, jolloin lukiot siirtyivat vai-
heittain kiyttdméaan uusia opetussuunnitelman perusteita. Lukioiden opetus
1990-luvun alkupuolella oli jo padsddntoisesti jaksotettua joko 5- tai 6- jak-
sojérjestelmiin. Kurssien opetus saattoi olla keskitettyid® tai hajautettua!®.

8Deduktiivinen, induktiivinen ja analoginen.
9Yhdessi jaksossa yksi kurssi.
10Yksi kurssi useamman jakson aikana.

39



TAULUKEKO 2.1: Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteiden laajan ma-
tematiikan kurssit ja vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden pakolliset
pitkin matematiikan kurssit.

Kurssi Nimi (1985) Nimi (1994)
1. Reaaliluvut Funktiot ja yhtalot I
Johdatus tilastomatematiikkaan
2. Yhtalo- ja epayhtédlooppia Funktiot ja yhtalot 11
3. Vektorit Geometria
Geometriaa
4. Analyyttistd geometriaa Analyyttinen geometria
5. Funktio—oppia Trigonometria ja vektorit
Trigonometriaa
6. Raja-arvo Differentiaalilaskenta I
Jatkuvuus
Derivaatta
7. Differentiaalilaskentaa Differentiaalilaskenta I1
8. Todennékoisyyslaskentaa ja Integraalilaskentaa
tilastotiedetta
Lukujonot ja sarjat
9. Integraalilaskentaa Tilastotiedetta ja
todennékoisyyslaskentaa
10. Vektorilaskennan tdydennys Lukujonot ja sarjat
Avaruusgeometriaa
Kompleksiluvut
11. Kertauskurssi
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Lukiolaisen suurin sallittu kurssimééra oli 85,5 kurssia.

Lukiossa kaytettdvien oppikirjojen oli oltava kouluhallituksen tarkastamia
ja hyviaksymid. Leikolan komitea piti néitd hyvin kirjoitettuina, mutta piti
puutteena muun muassa ongelmanratkaisundkokulman puutetta. Tata ku-
vastaa Leikolan komitean vilimietinnossé (1988, 126) esitetty arvio laajan
matematiikan oppikirjoista:

Lukion laajan matematitkan oppimddran kirjat puolestaan ovat
padosin hyvin kirjoitettuja, mutta livan laajoja. - - arkieldmdn so-
vellusten, ongelmanratkaisun ja geometrian osuudet ovat jadneet
suhteellisen vihdisiksi, kun toisaalta analyysin osuus on maamme
matemaattisen tradition vuoksi litankin vankka.

Oppikirjoissa oli matematiikan keskeisten tulosten todistamista ja siten opis-
kelijoille tuli tutuksi matematiikan tapa tuottaa tietoa.

2.2.4 Pitkin matematiikan opetussuunnitelman perus-
teet 1994

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden aloittamaa vaihetta Kupari
(1999) nimittdd "koulukohtaisuuden ja standardien vaiheeksi”''. Sen myoti
siirryttiin vanhasta keskitetystd opetussuunnitelmajérjestelmésta uuteen ha-
jautettuun jarjestelméién, jossa opetushallitus antaa opetussuunnitelman pe-
rusteet ja opetusministerié tuntijaon ja ndiden pohjalta koulut laativat omat
opetussuunnitelmansa. Erot vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteisiin
eivit olleet kovin suuria, mutta muun muassa opetuksen tavoitteet ja sisallot
esitettiin tiiviimmin ja yleisemméssd muodossa kuin edellisisséd opetussuun-
nitelman perusteissa. (Kupari 1999, 52.). Konstruktivistinen oppimiskésitys
oli osaltaan ohjaamassa opetussuunnitelman rakenteita viljemmiksi, jolloin

vastuu tavoitteiden saavuttamisesta siirtyi yhé enemmaén oppilaille itselleen.

Matematiikan oppiméiran nimitys laaja matematiikka muuttui jélleen pit-
kiiksi matematiikaksi'?. Opetussuunnitelman perusteet olivat selvisti viljem-
miét eivitkd ohjanneet endd niin voimakkaasti opetustyota kuin vuoden 1985
opetussuunnitelman perusteet. Lukiot laativat omat koulukohtaiset, omalei-
maiset opetussuunnitelmansa, joissa ne saattoivat tarjota pakollisten kurssien
lisdksi syventévia ja soveltavia kursseja. Lukiot saattoivat luoda omaa profii-
liaan verrattuna muihin lukioihin painottamalla esimerkiksi matematiikkaa

' My6s “kansallisten padttotavoitteiden vaiheeksi”.
12Vastaavasti yleinen matematiikka lyhyeksi matematiikaksi.
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kurssitarjonnassaan. Suurin osa kouluista otti kiytt66n uudet opetussuunni-
telmat joko vuonna 1994 tai 1995.

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteissa'® lukion matematiikan opetuk-
sesta todettiin seuraavaa (LOPS 1994, 70):

Matematitkan opetuksen pdamdadrind on saada opiskelijat ym-
mdrtimdan matemaattisen tiedon luonne, kehittdmddn mate-
maattista ajattelua ja perehtymddn matematitkan peruskdsittei-
stin ja taitoihin.

Opetussuunnitelman perusteissa kiytetdin matemaattisen ajattelun késitet-
td, mutta sitd ei kuvailla eikd méaritelld erikseen. Matemaattiset tiedot ja
matematiikan taidot ovat opetussuunnitelmassa keskeisiéd késitteita.

Pitkdn matematiikan opetuksen pyrkimyksend on pystyd kisittelemain tie-
toa matematiikalle ominaisella tavalla, tottua tekemadn otaksumia, tutkia
niiden oikeellisuutta ja laatia tadsmallisid perusteluja sekd oppia arvioimaan
esitettyjen perustelujen pitevyytta ja tulosten yleistettavyytta (Ylioppilas-
tutkintoasetus 1994, 70-71). Liséksi perusteissa korostetaan opiskelijoiden
sellaisten matemaattisten valmiuksien saamista, joita tarvitaan matematii-
kan, luonnontieteiden ja tekniikan jatko-opinnoissa.

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden (LOPS 1994, 70-71) mukaan
pitkin matematiikan opiskelun tavoitteena on, etti opiskelija:

1. tottuu arvostamaan ja ymmartamdadan matematitkan asemaa yhteiskun-
nan kehityksessd ja padtoksen teossa sekd kansalaisten jokapdivdisessd
elamdssd,

2. oppii luottamaan omitn matemaattisiin kykythinsa, taitothinsa ja ajat-
teluunsa sekd tottuu pitkdjinteiseen tydskentelyyn; tdssd tarkoitukses-
sa hdnta rohkaistaan kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen
keksimiseen sekd niiden kriittiseen arviointiin,

3. oppit ymmartamdan ja kdyttamadn matematitkan kieltd, seuraamaan
matemaattisen tiedon esittamistd, keskustelemaan matematitkasta ja
lukemaan matemaattista tekstid sekd arvostamaan esittamisen tasmdl-
lisyyttd ja selkeyttd,

4. kehittdd monipuolisen harjoittelun avulla taidot kdyttdia laskenta- ja
padttelytaitojaan, apuvdlineitd ja tietoldhteitd,

3K#ytin lyhennettd LOPS 1994 vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteista.
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5. osaa kdyttdida ja soveltaa matematitkkaa ongelmien ratkaisemiseen, har-
jaantuu, mallintamaan kdytinnon ongelmatilanteita ja hyddyntimdadn
erilaisia ratkaisustrategioita ja

6. pystyy kdsittelemddn tietoa matematitkalle ominaisella tavalla, laati-
maan tasmdllisid perusteluja sekd oppii arvioimaan esitettyjen perus-
telujen pdatevyyttd ja tulosten yleistettdvyyttd.

Ensimmaisessid kohdassa tulee esille hyotyndkokulma ja toisaalta arkipaivin
matematiikka nostetaan térkedksi, mikd on opiskelijoita motivoiva lahtokoh-
ta. Toisen kohdan matemaattisen mindkuvan kehittdminen on keskeinen af-
fektiivisen alueen tekijé ja samaten pitkdjanteiseen tyoskentelyyn suuntautu-
minen on erityisesti pitkidssid matematiikassa ehdoton menestymisen edelly-
tys. Kohdissa 4 ja 5 tulee esille ongelmanratkaisuvalmiuksien kehittdminen ja
itse ratkaisuprosessin hallinta seké kohdissa 3 ja 6 matematiikan sivistysnako-
kulma ja matemaattisen tiedon luonne. Suomen vuoden 1994 matematiikan
opetussuunnitelman perusteissa on pitkilti sama henki kuin Yhdysvaltojen
"Math Power” -hankkeessa'*.

Pitkéissi matematiikassa oli kymmenen pakollista kurssia (taulukko 2.1) ja
lisiiksi koulukohtaisissa opetussuunnitelmissa maériteltavit syventavit seké
soveltavat kurssit. Kurssit muodostivat selkeimpid kokonaisuuksia kuin vuo-
den 1985 perusteissa olleet kurssit.

Pakollisten kurssien lisiksi lukiossa tarjottiin valinnaisina kursseina syventé-
vid kursseja, jotka voivat olla esimerkiksi analyysi, numeeriset menetelmit,
lukuteoria ja logiikka tai kertauskurssi. Kurssit saattoivat olla myos koulussa
itse suunniteltuja ja toteutettuja'®. Pakollisten ja syventivien kurssien ohel-
la lukio saattoi tarjota soveltavia kursseja, jotka paidsdantoisesti arvioitiin
vain hyviksytty- hylattyasteikolla muiden kurssien kuuluessa paasadntoisesti
normaalin numeroarvioinnin piiriin. Useimmissa lukioissa oli erdédné sovel-
tavana kurssina aloituskurssi, jolla kerrattiin ja syvennettiin matematiikan
perustietoja ja -taitoja.

Oppikirjoja ei endd alistettu opetushallituksen ennakkotarkastukseen, vaan
niiden valmistaminen oli vapaata. Tadméa mahdollisti omien oppimateriaalien
valmistamisen itse suunnitelluille syventéville ja soveltaville kursseille. Op-
pikirjojen tekijit padsivit entistd vaivattomammin oppimateriaalin suunnit-
teluun ja kokeiluun, mutta kirjojen kiyttdjien arvioitavaksi jaivit kirjojen
sisallolliset ja pedagogiset ratkaisut.

14Tarkemmin kohdassa 4.6 Matemaattinen osaaminen ja kompetenssi.
15Esimerkiksi Kryptografian kurssi ja MatTa-kurssi Tervakosken lukiossa.
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2.3 Ylioppilaskirjoitukset

Vuoden 1947 ylioppilastutkintoasetus (717/1947) oli voimassa vuoteen 1996
asti, jonka jélkeen oli voimassa uusi ylioppilastutkintoasetus (1000/1994).
Tité asetusta on muutettu 1990-luvulla joillakin uusilla asetuksilla'®. Seu-
raavassa esittelen lyhyesti 1990-luvun pitkén matematiikan ylioppilaskirjoi-
tuksia.

Ylioppilastutkintolautakunta kertoo matematiikan kokeen tarkoituksen kir-
jeessdan "Ylioppilastutkintolautakunnan ohjeita rehtoreille ja matematiikan
opettajille” (1.2.1990) néin:

Ylioppilastutkintoon, jonka tarkoituksena on saada selville, ovat-
ko oppilaat saavuttaneet riittdvin kypsyyden sekd oppilaitoksia
varten vahuvistettujen oppikurssien mukaisen tietomddrdan, kuuluu
mm. matematiikan koe, jossa on osoitettava riittdvid matematii-
kan tietoja ja taitoja tehtdivissd, joista enintddn kymmenen ote-
taan koetta arvosteltaessa huomioon.

Tietojen ja taitojen riittdvyyden méérittelee ylioppilastutkintolautakunta
kussakin kokeessa erikseen.

Ennen vuoden 1996 uutta asetusta ylioppilastutkinnossa opiskelijalla oli pa-
kollisina aineina didinkieli, toinen kotimainen kieli, vieras kieli ja joko ma-
tematiikan koe tai reaalikoe. Jos opiskelija oli valinnut matematiikan laa-
jan oppimairan, niin se kuului automaattisesti pakollisena kirjoitettavien
aineiden joukkoon. Laajan matematiikan ylioppilaskokeessa oli kymmenen
tehtdvid, joissa neljissd tai viidessé olivat vaihtoehtoiset tehtavit. Opiskeli-
ja vastasi ndihin kymmeneen tehtdviin suorittaen vaihtoehtoisista kohdista
jommankumman. Vuodesta 1994 alkaen lautakunta on sallinut abiturienttien
kiyttaa ylioppilaskirjoituksissa graafisia laskimia, jotka eivit sisalla symbo-
lisia toimintoja. Graafisten laskinten kiyttoonotto on muuttanut merkitta-
visti pitkdin matematiikan opiskelua. Késitteitd voidaan ldhestya erilaisten
tutkimustehtéivien kautta, jolloin laskimen avulla opiskelija voi nopeasti ha-
vaita kisiteiden keskeisid ominaisuuksia itsendisesti tai ohjatusti esimerkiksi
funktioiden kuvaajista, yhtdloiden juurten likiarvoista jne. Graafisen laski-
men avulla opiskelija voi usein varmistua muun muassa koetehtédvien loppu-
tulosten mielekkyydestéd ja siten kontrolloida omaa suoritustaan. Laskimen
kiyton opetus on tullut lisénéd opetussuunnitelman maérittelemiin siséltojen
opetukseen. Kokeessa sallittujen taulukkokirjojen kaavakokoelmat laajenivat

16 Asetuksilla 210/1995, 126/1996, 518/1997 ja 1192/1998.
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entisestddn, mikd puolestaan myos vaikutti tehtdvien luonteeseen. Tehtévissa
ei endd kontrolloitu kaavojen muistamista, vaan niiden mielekés kaytto tuli
tarkeAmmaksi.

L E. M ¢ B A

5% 15%  20%  24%  20%  11% 5%

KUVIO 2.2: Ylioppilaskirjoitusten ohjeellinen arvosanajakauma kaikkiin kir-
joitettaviin aineisiin vuodesta 1996 lihtien (Ylioppilastutkintolautakunta
1995).

Asetuksessa 1000/1994 laaja matematiikka muuttui nimeltdén pitkiksi ja
yleinen lyhyeksi matematiikaksi. Opiskelija saattoi hajauttaa tutkintonsa
useammalle kirjoituskerralle, ja ylioppilaskirjoitusten yleisarvosanaa ei enia
laskettu opiskelijalle. Pitkdin matematiikan pakolliset kurssit suorittanut opis-
kelija sai valita pakolliseksi kokeeksi joko pitkén tai lyhyen matematiikan yli-
oppilaskokeen tai valita ylimaaraiseksi jommankumman edelld mainituista
kokeista. Lisdksi asetus antoi mahdollisuuden olla kirjoittamatta minkaan-
laista matematiikan koetta. Asetuksen uskottiin lisddvan pitkin matematii-
kan opiskelijoiden méaaria, silli endd ei pitkin matematiikan opiskelleiden
kokelaiden tarvitsisi peldta pitkdn matematiikan ylioppilaskokeesta selviyty-
mista.

TAULUKKO 2.2: Ylioppilaslautakunnan antamat ohjeelliset pisterajat eri
arvosanoille.

LIE|{M|C|BJ|A
03142 133125]19 |15

Arvosteluasteikkoon (kuvio 2.2) tuli uusi arvosana E (eximia cum laude
approbatur), joka sijoittuu arvosanojen M (magna cum laude approbatur)
ja L (laudatur) viliin siten, ettd vanha laudatur-arvosana on jaettu kahteen
osaan E ja L. Uuden laudatur-arvosanan saa kirjoittajista noin 5 %, kun ai-
kaisemmin sen sai noin 20 % kirjoittajista. Muiden arvosanojen!” osuudet
pysyivéit ohjeessa samoina.

17 Cum laude approbatur (C), lubenter approbatur (B), approbatur (A) ja improbatur (I).
J
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Kuvion 2.2 arvosanojen suhteelliset osuudet ovat ylioppilastutkintolautakun-
nan laatimat suurpiirteiset ohjeet, joita ei ilmeisesti ole tarkoitus noudattaa
prosenttiyksikon tarkkuudella kaikissa kirjoitettavissa aineissa.

Taulukossa 2.2 on ylioppilaslautakunnan antamat ohjeelliset pisterajat eri ar-
vosanoille matematiikassa. Yleensi pisterajat kullekin arvosanalle ovat olleet
1990-luvulla niiden ohjeellisten arvojen alapuolella!®.

2.4 Muita opetukseen vaikuttaneita tekijoita

2.4.1 Lukio-opintojen ja pitkin matematiikan suosio
1990-luvulla

Peruskoulun oppilasméérissi ei tapahtunut suuria vaihteluita 1990-luvulla
(kuvio 2.3). Sen sijaan lukion oppilasméaarit kasvoivat tasaisesti. Kun vuon-
na 1990 péaivilukioissa opiskeli yhteensd 88160 lukiolaista, niin vuonna 1998
lukiolaisia oli jo 111328 (Tilastokeskus 2003). Lukiolaisten osuuden kasvu on
nahtivissd myos oheisesta kuviosta 2.3 ja taulukosta 2.3.

TAULUKKO 2.3: Eri ikdluokkien peruskoulun paittotodistuksien saaneiden
(Pk:n ptod) ja ylioppilastodistuksen (Yotod) saaneiden lukuméérit ja yliop-
pilastodistusten saaneiden prosenttiosuus saman ikidluokan paittotodistuk-
sen saaneiden lukuméérdstd. Suluissa on vuosiluku. (Suomen tilastollinen

vuosikirja 2000, 469-470.)

Pk:n ptod Yotod Prosenttiosuus
61054 (1990) | 29351 (1993) 48%
64175 (1991) | 32069 (1994) 50%
65634 (1992) | 33853 (1995) 52%
65483 (1993) | 34695 (1996) 53%
64297 (1994) | 35026 (1997) 54%
63756 (1995) | 34701 (1998) 54%
63514 (1996) | 34276 (1999) 54%

Suurin osa jokaisesta ikdluokasta suorittaa peruskoulun ja sen jélkeen lu-
kionkin samaan tahtiin ikdtovereidensa kanssa. Lukio-opiskelun venyminen

18yrt. kuvio 6.3 s. 116
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KUVIO 2.3: Peruskoulun (Pk) ja lukion (Lukio) oppilasméérit yhteenséi vuo-
sina 1990, 1995-1999. (Tilastokeskus 2003.)

neljddn vuoteen luokalle jaddmisen tai etukdteen suunnitellun opintoaikatau-
lun perusteella koski 1990-luvulla suhteellisen harvoja. Témé&n perusteella
saadaan lukio-opintojen suosiosta viitteitd, kun tarkastellaan peruskoulun
paattotodistuksen saaneiden lukumaaraé ja siitd ajankohdasta kolme vuotta
myohemmin ylioppilaskirjoituksissa hyviaksyttyjen lukumaarad. Naiden maa-
rien vertaaminen antaa vain viitteellisen kuvan lukio-opintojen suosiosta, sil-
14 lukioon saattaa pyrkiéd eri ikdluokkiin kuuluvia opiskelijoita ja toisaalta
kirjoituksissa hyviksyttyjen joukossa on myos eri ikdluokkiin kuuluvia. Pe-
ruskoulun padttotodistuksen saaneet ovat idltdan kohtalaisen homogeeninen
joukko kuten lukioluokatkin'®.

Taulukossa 2.3 lasketut ylioppilastodistuksen saaneiden ja peruskoulun péaat-
totodistuksen saaneiden lukumaééarien suhde nayttaa, ettd yhi suurempi osa
ikdluokista suorittaa ylioppilastutkinnon ja siis myos lukion oppimééran. Yli-
oppilastodistuksen saajien méard on kasvanut 1990-luvun lopulle tultaessa
noin 34-35 tuhanteen, mutta ikdluokat eiviit ole kasvaneet samassa suhtees-

sa. Tyttojen osuus ylioppilastutkinnon suorittaneista 1990-luvulla oli noin 60
% (Tilastokeskus 2002, 16).

Pitkin matematiikan valitsi vuosina 1997-2001 noin 40 % lukiolaisista ja

talukiota lukuun ottamatta.
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TAULUKKO 2.4: Koko maan lukion pitkin matematiikan oppiméarian suo-
rittaneet ja paattotodistuksen saaneet vuosina 1997-2001. Prosentit kuvaa-
vat pitkdn matematiikan valintojen osuutta kunakin vuonna. Vuoden 2000 ja
2001 luvuissa on mukana aikuislukiot, iltalukiot ja lukioiden iltalinjat. (OPH
2003, 11.)

Vuosi | Pitkdin matematiikan | Tyttojen Poikien
opiskelijoiden lukuméara | lukumaéré
prosenttiosuus

1997 39,5 4964 7683

1998 40,3 5225 7660

1999 40,6 5402 7516

2000 39,4 5996 7706

2001 40,2 5880 7968

suurin osa (noin 60 %) pitkdn matematiikan valinneista oli poikia (taulukko
2.4). Tytot ovat siis aliedustettuina pitkdssd matematiikassa siind mielessa,
ettd lukion aloittavista opiskelijoista noin 60 % oli tyttoja.

2.4.2 LUMA-hanke

LUMA-hanke oli opetushallituksen koordinoima matematiikan ja luonnon-
tieteiden kehittdmisprojekti vuosina 1996-2002. Kyseistd hanketta toteutet-
tiin 16 kehittdmisverkossa, joissa toimi 78 kuntaa ja niiden alueella yhteensé
270 oppilaitosta (peruskouluja, lukioita, ammatillisia ja muita oppilaitoksia).
Keskeisené tavoitteena oli aikaan saada muutoksia opettajissa ja heidan ta-
vassaan opettaa. Motivoituneiden ja asiansa osaavien opettajien toiminnan
kautta uskottiin my6s oppilaiden kiinnostuksen ja osaamisen tason kasvavan.
(OPH 2002.)

Matematiikan osalta verkkojen toiminnan tavoitteina oli muun muassa tytto-
jen kiinnostuksen lisdédminen, opetusmenetelmien monipuolistaminen ja yh-
teistyon lisidminen niin oppilaitosten kuin opettajien vililla. Opetuksessa ta-
pahtuneesta muutoksesta seuraisi, ettd opiskelijat kiinnostuisivat enemmaén
matematiikasta, erilaiset oppijat pystyisivit parantamaan osaamisensa laa-
tua ja opiskelijat hankkisivat todellisessa elimaéssi ja jatko-opinnoissa tarvit-
tavaa osaamista. Maarallisend tavoitteena oli opetusministeri Heinosen aset-
tama tavoite: 16000 pitkin matematiikan kirjoittajaa vuonna 2002. Tavoitet-
ta tarkistettiin myohemmin 17 000 opiskelijaan. Lisiksi pyrittiin nostamaan
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tyttojen osuus yli 40 %:iin pitkdn matematiikan opiskelijoista. Tavoitteisiin
uskottiin padstivan lisidmalla opetuksessa voimakkaasti kokeellisuutta, so-
veltavuutta ja ongelmanratkaisua. Opetuksen ldhtokohdat ja esimerkit tuli
valita opiskelijoille tutusta arkielaméstd ja tasapuolisesti seki tyttojen etta
poikien elaménpiirista (OPH 1998, 10.)

Opetushallitus tarjosi tukitoimina opettajille maksutonta tdydennyskoulu-
tusta, johon kuului muun muassa yliopistollisten arvosanojen suorittamista
sekd 3-5 opintoviikon laajuisia tdydennyskursseja. Néiden kurssien tavoittee-
na oli aineenhallinnan ja didaktisen osaamisen paraneminen. Vuosina 1996—
1999 aloitti matematiikan yliopistollisen arvosanakoulutuksen (15 ov, 20 ov
tai 22 ov) 15069 opettajaa. Muuhun opintoviikkokoulutukseen osallistui myos
opettajia, silli matematiikan koulutukseen osallistui vuosina 1997-1999 926
opettajaa (OPH 1999, 39). Lisiksi LUMA-projekti tuotti opettajien kiyttoon
monenlaista lisimateriaalia.

Loppuraportissa LUMA-tukiryhmé arvioi tavoitteiden toteutumista koko
LUMA-ohjelman osalta. Pitkistd matematiikasta raportissa todetaan, et-
tei pitkdn matematiikan opiskelijoiden lukuméairé kasvanut toivotulla ta-
valla. Lisiksi raportissa huomautetaan, ettd vuoden 1996 ylioppilastutkin-
toasetuksen mukainen ylioppilastutkinto ei kannusta suorittamaan pitkai
matematiikkaa. Huomattavasti pienempi osa tytoistd kuin pojista valitsee
lukiossa pitkdn matematiikan, vaikka peruskoulun paattovaiheessa osaami-
nen on samantasoista. Syyksi tdhan otaksutaan, ettd tyto6illa on heikompi
itseluottamus matematiikan osaamisessa kuin pojilla. (OPH 2002, 3-4.)

Matematiikan osaamisen osalta loppuraportissa pidetddn huolestuttavana
pitkdin matematiikan lukeneiden voimakasta jakaantumista paremmin ja
huonommin osaaviin. Tamé ndkyy pitkdn matematiikan ylimaardisend kir-
joittavien heikkona tasona. Asian korjaamiseksi loppuraportissa ehdotetaan
tuntijaon ja opetussuunnitelmien perusteiden uudistamista siten, ettd opis-
kelijalle jiisi ydinasioiden sisdistémiseen riittavisti aikaa. (OPH 2002, 27.)

LUMA-projektin myotd matemaattisten aineiden opetus oli pdittdjien ja
tiedotusvilineiden huomion kohteena 1990-luvun loppupuolella. Matemaat-
tisten aineiden opetusta kehitettiin opettajille maksuttomilla kursseilla seka
kuntien opetusvélineinvestoinneilla. LUMA-kouluksi padseminen loi koulul-
le luonnontieteisiin painottuvaa profiilia; samalla kunta sitoutui hankkimaan
tarvittavia opetusvélineita.
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Luku 3

Matemaattisen ajattelun piirteita

3.1 Lahtokohtia matemaattiseen ajatteluun

3.1.1 Johdanto

Matemaattisen ajattelun kisitteen kiaytto ndyttad vakiintuneen kansallisessa
ja kansainvilisessi ainedidaktiikan kirjallisuudessa' seki hallinnollisissa teks-
teissi?. Kirjoittajilta jid useimmiten kiisite tarkentamatta, joten lukijan on
yritettdvi muodostaa siitd mielikuva kontekstin perusteella tai pitdydyttava
omissa ennakkokésityksissadn. Toisaalta kyseisen kisitteen sisaltoa kuvail-
leet tutkijat eivit ole paédtyneet yhdenmukaisiin sisdltokuvauksiin. Sternberg
(1996) tutki matemaattisen ajattelun madritelmié ja kuvauksia loytaikseen
niistd yhteisid elementtejd. Téllaisia ei 10ytynyt. Nainpad hin paitteli, et-
té erilaiset tutkimusldhtokohdat painottavat erilailla matemaattiseen ajatte-
luun vaikuttavia tekijoitd. Néin syntyy oleellisesti erilaisia ndkemyksid ma-
temaattisen ajattelun luonteesta. Esimerkiksi psykometriikan tutkija kysyy,
mitkd kykyfaktorit ovat keskeisii matemaattisessa ajattelussa, kun taas kog-
nitiivisen psykologian tutkija kysyy, mitkd mentaaliset prosessit ja represen-
taatiot ovat relevantteja matemaattisessa ajattelussa. Kulttuuriorientoitunut
ajattelun tutkija méaarittad, mitkd ajattelun elementit ovat vuorovaikutuk-
sessa kulttuurin kanssa. Koulutuksen tutkija etsii vastauksia siihen, mitké
oppilaan ohjaamisen periaatteet ongelmanratkaisussa ovat relevantteja ma-
temaattisen ajattelun kehittymisen ohjaamisessa. Matemaatikko saattaa ky-
sya, mitkd ajattelun ndkokulmat ovat matematiikan rakenteiden ymmarta-

!Esim. Hannula 2004; Niemi 2004; Malaty 2002; Sternberg 1996.
’Esim. OPH 1994, 2003b, 2003c.
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misessé tarkeitd. Ndiden kysymyksenasettelujen pohjalta syntyvét erilaiset
kuvaukset matemaattisen ajattelun luonteesta. (Sternberg 1996, 314.)

Edella esitetyn perusteella matemaattista ajattelua on tarkasteltu muun
muassa seuraavien kisitteiden yhteydessa: opiskelijan uskomukset ja kyvyt,
opiskelijaa ympéaroiva kulttuuri sekd opiskelijan ongelmanratkaisutaito ja
informaation prosessointi. Namé lihtokohdat matemaattisen ajattelun tut-
kimukseen on koottu kuvioon 3.1. Kyseisessd kuviossa on kisitteitd, joiden
avulla voidaan ymmartda ja kuvata matemaattista ajattelua tai ne vaikut-
tavat oleellisesti ajatteluprosessiin.

atemaattinen

Informaation
prosessointi

KUVIO 3.1: Keskeisia ldhtokohtia opiskelijan matemaattisen ajattelun tut-
kimukseen.

3.1.2 Uskomukset

Matematiikan oppimisen ja opettamisen tutkimuksessa on 1980-luvulta al-
kaen nostettu esiin affektiivisen alueen tekijoiden vaikutus. Niiden katsotaan
voivan selittdd matematiikassa huomattavan osan oppijoiden kognitiivisen
alueen vaihtelusta (Schoenfeld 1985b; McLeod 1992; Pehkonen 1998). Peh-
kosen (1998, 58) mukaan oppilaan uskomukset ovat ikdén kuin suodatin, jon-
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ka kautta kaikki oppilaan ajattelu ja toiminta tapahtuu. Oppilaan uskomuk-
set voivat olla esteend muutoksille opiskelussa, joten oppilaan uskomuksia
tuntemalla voi ennustaa oppilaan ajattelua (Furinghetti & Pehkonen 2000,
8). Uskomukset ovat matematiikan opiskelussa keskeisid vaikuttajia oppilaan
ajatteluun ja toimintaan.

Affektiivisen alueen tai affektin méiritelmid on useita, silld eri tieteenalat
ovat omista ldhtokohdistaan muodostaneet méaritelmidén kyseisestd késit-
teestd. Naitd on esitelty tarkemmin esimerkiksi Malmivuoren (2001) v&itos-
kirjassa. Yksi tapa madritelld affekti on tehdé luettelo sithen kuuluvista osa-
alueista. Lisdksi niiden yhteydessid voidaan maéadritella esimerkiksi affektin
intensiteetti, suunta ja kohde. McLeod (1992, 578) liittd4 affektiiviseen alu-
eeseen uskomukset (beliefs), asenteet (attitudes) ja tunnetilat (emotions).
Hén tulkitsee niitd intensiteetin, suunnan ja laajuuden kannalta. Uskomuk-
set, asenteet ja tunnetilat eroavat toisistaan muun muassa kognitiivisen ja af-
fektiivisen komponentin painotuksen sek keston suhteen. Niistd uskomukset
ovat melko pysyvia ja kehittyvit pitkdn ajan kuluessa, mutta eivit ole ko-
vin voimakkaita. Uskomusten kognitiivinen komponentti on voimakkain, kun
taas affektiivinen komponentti on vihéisin. (McLeod 1992, 578-579.)

Opiskelijan uskomusten, asenteiden ja tunteiden lisiksi voitaisiin tarkastel-
la oppimisprosessiin vaikuttavina tekijéind myos opiskelijan motivaatiota ja
itsesddtelyd, jotka osaltaan suuntaavat ja kontrolloivat opiskelijan oppimis-
ta, motivaatiota seki suoritusta®. Muita affektiivisen alueen kisitteiti ovat
esimerkiksi opiskelijan késitykset, nidkemykset, itseluottamus, itsetunto, ma-
tematiikkapelko ja kunnianhimo (ks. Malmivuori 2001, 15). Néista késitteis-
ta tarkastelen vain niitd nakemyksid, jotka liittyvit ldheisesti uskomuksiin.
Tutkimukseni empiirisen aineiston tarkastelussa on tarpeellista erotella toi-
sistaan késitteet uskomus (késitys), asenne ja tunnetila.

Kisitteen 'uskomus’ méarittely ei ole vakiintunut kirjallisuudessa. Maéarit-
telyt ovat painottuneet joko uskomusten kognitiiviseen tai affektiiviseen®
komponenttiin. Uskomukset ovat kognitiivisen ja affektiivisen alueen vili-
maastossa, silld niilld on komponentti molemmissa alueissa. Uskomuksia voi-
daan tarkastella kognitiivisen alueen ja affektiivisen alueen nikokulmista.
(Pehkonen 1998, 41-42.)

Tiedon ja uskomuksen vilille on ongelmallista 10ytaa selvi ero, silla klas-
sinen filosofinen kisitys on, ettd tieto on ”hyvinperusteltu tosi uskomus”
(Niiniluoto 1992a, 48-49). Kééntéien voitaisiin ajatella, ettd uskomus on sub-

3Tarkemmin Ruohotie 1997.
4Uskomuksen ja tiedon suhde.
5Uskomuksen suhde asenteeseen ja tunnetilaan.
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jektiivista tietoa, joka perustuu yksilon kokemuksiin, havaintoihin ja tiedos-
tamiseen (Kangasniemi 2000, 13). Yksilon subjektiiviset uskomukset edus-
tavat yksilon kognitiivisia rakenteita tiedon ndkokulmasta (Pehkonen 1998,
43). Furinghetti (1998, 28) nikee yksilon tietorakenteen sisaltdvin aina us-
komukset. Han jakaa tiedon edelleen kahteen erityyppiseen komponenttiin,
joista toinen kasittda “virallisen” ulkopuolelta vahvistetun tiedon ja toinen
"yksityisen” oman persoonallisen tiedon. Green (1971, 69) loytaa tietdmisen
ja uskomisen eron niiden totuusarvon varmuudesta ja siten myos tiedon ja
uskomuksen eron. Tieto on siis Greenin mukaan tosi ja oikeutettu uskomus®.
Luonnontieteellisen tiedon muodostamisessa on keskeistd empiria yhdessé
teorian muodostuksen kanssa, jolloin tutkijan uskomukset eivit voi olla vai-
kuttamatta tiedon syntyprosessiin tutkijan ennakkokisitysten, intuition ja
muun sellaisen muodossa. Tieteelliselld tiedolla on kuitenkin tiedeyhteison
asettamat kriteerit, jotka erottavat sen uskomuksista.

Uskomuksen késitteen madrittelyssa on luontevaa korostaa yksilon subjektii-
vista kokemusmaailmaa, joka ei aina tue tieteellisen tiedon ymmartamista.
Pehkonen (1999, 121) méérittelee kiisitteen uskomus seuraavasti:

Uskomukset ymmdrretddan yksilon henkilokohtaisena subjektiivise-
na kokemusperdisend tietona (ja tuntemuksena) tietyistd asioista
- uskomuksen kohteesta, joille uskomuksille ei aina pystytd anta-
maan objektiivisesti hyviksyttivid perusteluita.

Uskomukset voidaan jakaa edelleen tietoisiin (concious beliefs) ja tiedosta-
mattomiin uskomuksiin (unconcious beliefs), joista edellisilli tarkoitetaan ké-
sityksid (conceptions) ja jalkimmaisilla primitiiviuskomuksia (primitive be-
liefs). Yksilon késityksissd kognitiivinen komponentti on hallitseva, kun taas
primitiiviuskomuksissa on affektiivinen komponentti on painottuneempi. Tie-
toisia uskomuksia, joissa on painottunut affektiivinen komponentti, kutsu-
taan nakemyksiksi (views). (Pehkonen 1998, 45.) Kupari (1999, 12) nékee
késitykset korkea-asteisimpina uskomuksina, jotka syntyvit yksilon péatte-
lyprosessin tullessa yhé tietoisemmaksi ja jotka muodostavat pohjan eva-
luoinneille.

Greenin (1971) mukaan uskomukset eivit koskaan esiinny eristdytyneiné yk-
sin, vaan ne esiintyvit aina joukoissa ja muodostavat uskomusjirjestelmia.
Uskomusjérjestelmissd uskomukset ovat kvasi-loogisissa suhteissa keskenéén.
Toisin sanoen ne ovat suhteissa, jotka yksilo itse on luonut niiden vélille eivét-
ki valttdmatté ole objektiivisesti loogisia. Uskomusjarjestelméassa uskomuk-

6Vrt. Lindgren 2003.
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sista toiset ovat tirkedmpid ja keskeisempid yksilon kannalta kuin toiset. Si-
ten uskomusten yhtensd ominaisuutena on psykologinen keskeisyys. Kolman-
tena ominaisuutena uskomusjarjestelmille Green mainitsee klusterirakenteen,
jonka mukaan uskomukset voivat muodostaa suhteellisen itsendisid ryhmia.
(Green 1971, 41-47.)

Kisitteitd uskomus ja asenne pidetddn usein toistensa synonyymeind tai
néhdddn uskomuksien olevan yksi asenteiden luokka (Malmivuori 2001, 48).
Asenteet ovat reaktiotaipumuksia, ja sellaisina ne viittaavat kiyttaytymisen
suuntautuneisuuteen (Koponen 1994, 7). Psykologiassa asenteen jotain ob-
jektia kohtaan maéaaritellidn muodostuvaksi kolmesta komponentista: usko-
mukset objektista, tunnereaktiot objektiin ja kiyttdytyminen objektia koh-
taan (Malmivuori 2001, 16). Saari (1983, 39) méérittelee asenteen kompo-
nenttirakenteiseksi késitteeksi, joka sisdltdd affektiivisen, kognitiivisen ja ko-
natiivisen tai toimintavalmiutta edustavan komponentin. McLeod (1992, 581)
katsoo asenteen olevan affektiivinen reaktio, joka siséltda joko positiivisia tai
negatiivisia tunteita kohtalaisen intensiivisesti ja pysyvésti. Asenteessa on siis
affektiivinen komponentti hallitsevampi kuin niissé késityksissi, jotka painot-
tuvat kognitiiviselle alueelle. Késitteen ’asenne’ méaérittelyyn tulee edelleen
uusia ndkokulmia, joiden pohjalta syntynee uusia méarittelyja (ks. Di Mar-
tino & Zan 2001). Matematiikkaan liittyvit asenteet siséltévit pitdmisté,
nauttimista tai kiinnostusta tai niiden vastakohtia eri asioihin matematii-
kassa. Kuitenkin matematiikan eri osa-alueisiin voi opiskelijalla olla erilai-
sia asenteita: esimerkiksi opiskelija ei pidd geometrian todistuksista, mutta
nauttii ongelmanratkaisutehtavistd (McLeod 1992, 578).

Tunnetilalla tarkoitetaan intensiivistd mutta lyhytkestoista affektiivista reak-
tiota, joka voi siséltdd negatiivisia tai positiivisia tuntemuksia (Malmivuori
2001, 15). Matematiikan opiskelussa esiintyvid negatiivisia tunnetiloja ovat
esimerkiksi pelko, pettymys, turhautuminen, suuttumus tai jopa kauhu ja po-
sitiivisia esimerkiksi ilo, tyytyvéisyys, ahaa-elamys; viimeksi mainitut saat-
tavat olla pitkdaikaisiakin (Malmivuori 2001, 89). Tunnetilat eivét ole stabii-
leja, vaan voivat vaihtua suunnaltaan piinvastaisiksi’ lyhyessi ajassa. Tun-
netilat ovat sidoksissa tilanne- ja asiakonteksteihin (Kangasniemi 2000, 15).

Tiivistden voi todeta, etta siirryttiessd vasemmalta oikealle kéisitejonossa us-
komus, asenne ja tunnetila affektiivinen osuus kasvaa ja kognitiivinen osuus
vihenee, samoin myos reaktioiden intensiteetti kasvaa, mutta pysyvyys vi-
henee. Affektiivisen alueen hahmottaminen edelld esitetyilld kasitteilla ei
ole aukoton eikd ristiriidaton. Uskomuksia voidaan tarkastella akseleilla
kognitiivinen-affektiivinen ja tietoinen-tiedostamaton (Pehkonen 1998). Tés-

"Esimerkiksi suru iloksi.
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sé kentéssé késityksissd painottuu kognitiivinen ja tietoinen alue, asenteissa
affektiivinen tietoinen alue ja tunnetiloissa affektiivinen tiedostamaton alue.
Jaottelu ei ole kategorinen, vaan suuntaa antava, joten erojen tekeminen
mainituille késitteille on tulkinnan varaista.

Nojaan empiirisen aineistoni tulkinnassa Pehkosen (1999, 1998) esittdméin
uskomuksen médritelméén. Tutkimukseni kannalta riittéva késitteisto affek-
tiivisen alueen késittelyyn muodostuu uskomuksista, kisityksisté, asenteista
ja tunnetiloista. Sijoitan “uskomus “-kisitteen ylikésitteeksi, joka siséltad ka-
sityksen, asenteen ja tunnetilan®. Opiskelijoiden uskomuksia tarkastelen hei-
din matematiikkakuvansa (view of mathematics) kautta®.

3.1.3 Kulttuurin vaikutus

Yksilon uskomuksiin vaikuttaa kulttuuri, jossa héin eldé. Barton (1996, 1036)
yhtyy D’Ambrosion ndkemykseen, jonka mukaan oman kulttuurin omaksu-
neelle ryhmaélle ovat ominaisia itse kehitetyt kidytanteet, tiedot, ammattikieli
ja koodit, jotka ovat erityisen tirkeitd matematiikan alueella. Muiden tietei-
den lisdksi myos matematiikka nihd&dn kunkin oman kulttuurin muodosta-
mien “linssien” 1api. Niitd muotoilevat kunkin kulttuurin historia, toimintata-
vat, sosiaaliset kontekstit, kielen rakenne jne. Lahtokohtana on, ettad yksilon
matemaattinen ymmarrys karttuu ja muotoutuu ymparoivassi kulttuurissa
yksilon oman toiminnan kautta. Han konstruoi ja strukturoi matemaattis-
ta tietdmystddn ennakkokdsitystensi pohjalta kiytadnnon elaméén liittyvista
tilanteista, joissa esimerkiksi mitataan tai ollaan sosiaalisessa vuorovaiku-
tuksessa. Uusi matemaattinen tieto on kietoutunut yksilon jokapiiviiseen,
kulttuurisidonnaiseen elimédn. (Saxe ym. 1996, 121.)

Tutkittaessa yksilon matemaattista ajattelua kulttuurin ndkokulmasta kes-
keisiksi tekijoiksi nousevat oppimisen tilannesidonnaisuus, kieli ajattelun vé-
lineend ja kansallisen kulttuurin ominaispiirteet. Viimeksi mainitut tunne-
taan omana tutkimusalueenaan etnomatematiikkana (ethnomathematics).

Matematiikan oppimisen tilannesidonnaisuus tulee esille arkipidivin mate-
matiikassa (everyday math), jossa sovelletaan proseduureja arkielimén ma-
tematiikkaa vaativissa tilanteissa. Nama tilanteet ovat usein sosiaalista kans-
sakdymistd kaupassa, pankissa ja muissa paikoissa asioitaessa. Talloin tulee
esille sellaisia kansallisen kulttuurin ominaispiirteité, jotka eivit ole suoraan
siirrettavissé toisiin kulttuureihin. Esimerkiksi teollistuneissa maissa koneet

8Vrt. Pehkonen 1998.
9Ks. McLeod 1992; Pehkonen 1998.
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tekevit laskutoimitukset, joten asiakkaan huomio ei endé kiinnity varsinai-
sesti laskemisen oikeellisuuteen, vaan siihen, onko tuote laskutettu kerran vai
useamman kerran ja vastaako tuotteeseen merkitty hinta kassakuitissa ole-
vaa hintaa. Samat ostotapahtumat lasketaan kehitysmaissa manuaalisesti, ja
asiakkaan on syytd tarkistaa laskutoimituksen oikeellisuus. (Sternberg 1996,
308-309.)

Antropologisesta nikokulmasta on mielenkiintoista tutkia kielen rakennet-
ta ja sanojen etymologiaa. Esimerkiksi eri kielilli muodostettujen lukusano-
jen rakenne antaa viitteitd ihmiskunnan lukukasitteen kehityksestd. Toisaal-
ta erot lukusanojen rakenteessa selittiavit omalta osaltaan lasten vaikeuk-
sia lukukésitteen oppimisessa (Sternberg 1996, 308). Kieli vaikuttaa mate-
maattiseen ajatteluun ja tuo mukaan kulttuurin omaleimaisen vaikutuksen
(Barton 1996, 1044). Kielen merkitys ajattelun — myos matemaattisen ajat-
telun — jasentdmisessd ja ilmaisemisessa on ollut tarked tutkimuksen ja ke-
hittimisen kohde!?. Matematiikan didaktiikan tutkimuksissa — etenkin kvali-
tatiivisissa tutkimusmenetelmissd — kielen merkitys ajattelun vélittdjana on
keskeinen.

Etnomatematiikassa keskeisid tutkimuksen kohteita ovat eri sukupolvien ma-
temaattisen tiedon siirtimisen ja matemaattisten prosessien jéljittdminen se-
ki analysointi vaihtelevissa kulttuurisysteemeissid. Etnomatematiikan tutki-
muskohteina ovat olleet niin sanotut kolmannen maailman maat Afrikassa ja
Aasiassa. Niissa elintaso on matala ja koulutusjirjestelmét ovat kehittymét-
tomia. Tutkimusten késitteind ovat olleet esimerkiksi epéformaali matema-
tiikka (informal mathematics), spontaani matematiikka (spontaneous mathe-
matics), ei-standardi matematiikka (non-standard mathematics) ja kitketty
matematiikka (hidden mathematics). Tyypillistd kaikille mainituilla késit-
teille on, ettd niihin sisdltyvi matemaattinen ajattelu on opittu paiasias-
sa koulutusjérjestelmien ulkopuolella ja on vahvasti kietoutunut arkielimén
matemaattisiin ongelmiin. (Gerdes 1996, 912-914.)

Suomalaisessa kulttuurissa tunnetaan sanonta “terveen talonpoikaisjarjen
kiyttd” myos matemaattisten ongelmien ratkaisuissa. Talloin viitataan esi-
isiemme tapaan ratkoa kidytadnnon eldméissd vastaan tulleita matemaattisia
ongelmia ilman kouluoppia hiljaisen tiedon varassa'!. Se sisilti#i runsaasti
kansallisesta kulttuurista omaksuttua jokapdiviisessd eldméissa tarvittavaa
tietoa, jota asianomainen ei pysty vilttdmattd kuvailemaan verbaalisesti.
Kulttuurildhtoisessd lahestymistavassa tulee esille matemaattisen ajattelun
tilannesidonnaisuus ja arkipaivin esimerkkien vaikutus opiskeluun.

10Ks. Pimm 1987; Joutsenlahti 2003a, 2003b.
UEnglanniksi tacit knowledge (Polanyi 1962).
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3.1.4 Matemaattiset kyvyt

Eroja matematiikan oppimisessa on pyritty selittiméiin yksilon matemaat-
tisten kykyjen (abilities) erolla'?. Kisitteet 'kyky’, 'kyvykkyys’, lahjakkuus’
ja ’alykkyys’ ovat lahella toisiaan. Kukin edella luetelluista kasitteista on ol-
lut tutkimuskohteena. Esimerkiksi matematiikkaan liittyvéit kyvyt ja kykyra-
kenteet ovat olleet tarkastelun kohteina Suomessa muun muassa Vahervuon
(1948), Malisen (1969), Leinon (1977, 1978) ja Kerannon (1981) matematii-
kan ainedidaktiikan piiriin kuuluvissa tutkimuksissa.

Kisitteiden 'kyky’, ’taito’ (skill) ja ’alykkyys’ (intelligence) yhteys nédkyy
esimerkiksi Silfverbergin (1999, 106) spatiaalisen kyvyn méérittelyssa:

Spatiaalisilla kyvyilld viitataan - - sellaisiin spatiaalisen ajattelun
taitoihin, jotka ovat suhteellisen pysyvid sekd vaikeasti kehitettd-
vid ja myds lihelld sitd, mitd me yhdeltd osalta ymmdrrimme
yleiselld alykkyydelld.

Téssd méadrittelyssa tulee hyvin esille kisitteiden 'kyky’ ja ’taito’ paallekkéi-
syys. Samanlainen paillekkiisyys ndkyy vuoden 1985 lukion opetussuunni-
telmien perusteissa'®, jossa kyky viittaa lihinnid hankittavaan taitoon. Ki-
site 'kyky’ viittaa yksilon potentiaalisiin ominaisuuksiin. Taito on yksilol-
listd aktiviteettia, joka pohjautuu yksilon kykyyn ja jossa intentionaalisesti
sekd suunnitelmallisesti luodaan tai tehddén jotakin (Savolainen & Airaksi-
nen 1992, 203-204). Madrittelyssd esiintynyt dlykkyyden késite johtaa lah-
jakkuuden kisitteeseen. Matemaattisesti kyvykkadksi luokitellulla henkilol-
14 on Gardnerin lahjakkuusluokituksen'* mukaan ilmeisesti ainakin loogis-
matemaattista ja spatiaalista lahjakkuutta.

Krutetskii (1976, 318,350) pitdi matemaattisten kykyjen olennaisina piir-
teind kyvykkyyttd ymméartaa kirjoitettua ja suullista matemaattista tietoa,
itse esittdd sitd sekd kirjallisesti ettd suullisesti ja kyvykkyyttd muistaa ma-
temaattista informaatiota. Krutetskii 16ysi tutkimuksissaan neljé erityyppis-
td matemaattista kykyé: analyyttinen, geometrinen, abstraktis-harmoninen
ja mielikuvien avulla tyoskentely. Keranto (1981, 85) yhdistda yksilon ky-
kyrakenteen ja hdnen toimintastrategiansa siten, ettd yksilon kykyrakenne
vaikuttaa toimintastrategiaan ja toisaalta toimintastrategian valinta saattaa
kertoa yksilon sen hetkisesta kykyrakenteesta.

12Esim. Vahervuo 1948.
13Ks. LOPS 1985, 284.
MEsim. Uusikylad 1994, 66.
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Kilpatrick (1983) luettelee erditd matemaattisten kykyjen osa-alueita. Tél-
laisia ovat muun muassa kyky loogiseen ajatteluun kvantitatiivisten ja spati-
aalisten suhteiden, lukujen ja kirjainsymbolien alueella, kyky ajatella mate-
maattisin symbolein ja kyky lyhentdd matemaattisen ajattelun prosessia seké
kyky ajatella lyhennetyilld struktuureilla. Liséksi tyypillisid matemaattisten
kykyjen ilmentymid ovat pyrkimys ratkaisujen selvyyteen, yksinkertaisuu-
teen, taloudellisuuteen ja rationaalisuuteen ja henkisen prosessin joustavuus
matemaattisessa toiminnassa. Erittdin tidrked on my6s kyky henkisen pro-
sessin suunnan nopeaan ja vapaaseen uudelleen konstruoimiseen kytkemél-
14 ajatteluketju painvastaiseen suuntaan. Naistd ainakin osa voitaisiin lukea
taitojenkin joukkoon.

Carrollin (1996) kehittdma kognitiivisten kykyjen kolmikerros-teoria (three-
stratum, theory) on esimerkkind uusista faktorianalyysiin perustuvista kyky-
tutkimuksista. Carroll (1996, 4) méadrittelee matemaattisen kyvyn viittaavan
yksiloiden vélisiin eroihin suorittaa onnistuneesti eri vaikeustasoisia mate-
maattisia tehtaviluokkia. Yksilo6 on matemaattisesti kyvykis, jos han rat-
kaisee kaikki tai ldhes kaikki vaikeiden matemaattisten tehtédvien luokkaan
kuuluvat tehtévit. Carrollin (1996) mukaan matemaattisen ajatteluun vai-
kuttavia kykyjd yleisen kyvykkyyden (g) lisiksi ovat joustava intelligenssi
(fluid intelligence), karttuva intelligenssi (crystallized intelligence), yleinen
muistamiskyky (general memory), yleinen visuaalinen havaintokyky (general
visual perception) ja informaation prosessointinopeus (speed of information
processing). Joustava intelligenssi, josta Keranto (1981) kiyttdd my6s nimi-
tystd "myotasyntyisyyden ja kypsyneisyyden” faktori, sisdltdd taidon péaatte-
lyketjujen muodostamiseen ja paittelynopeuden. Karttuva intelligenssi, jos-
ta Keranto (1981) kidyttdd nimitystd “opitun ja koetun &lykkyyden” fakto-
ri, sisdltdd tiedon hallinnan ja kielitaidon. Yleinen visuaalinen havaintokyky
kisittad visualisoinnin, spatiaaliset suhteet, mekaanisen tiedon, havaintono-
peuden, paidtoksentekonopeuden ja paidtoksenteon joustavuuden.

Carrollin tapa luokitella yksiloiden matemaattinen kyvykkyys hierarkkisiin
luokkiin eri vaikeusasteisten matemaattisten tehtivien suoritusten perusteel-
la on perinteinen tapa tutkia matemaattista kyvykkyyttd. Carrollin edelld
esitetty matemaattisten kykyjen maéaaritelma on rakenteeltaan samanlainen
kuin esimerkiksi Vahervuon (1948, 8) esittdma:

Yksilon matemaattisella suorituskyvylld (erddnd hetkend) tarkoi-
tamme kaikkien nitden matemaattisluontoisten tehtdvien suorit-
tamismahdollisuutta, jotka hdin sind hetkend kykenist ratkaise-
maan.

Kyvyt ovat yksil6illa suhteellisen muuttumattomia. Kuitenkin ndin muotou-
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tuvan matemaattisen ajattelun prototyypin, joka koostuu esimerkiksi fakto-
rianalyysin avulla I6ydetyista kyvyistd, on vaikea kuvata ja ennustaa yksilon
ajattelua esimerkiksi matematiikan eri osa-alueilla: heikot kyvyt geometrian
alueella eivit estd menestyméstéd algebran tai tilastotieteen alueilla. (Stern-
berg 1996, 305-306.)

Edelld kuvatuissa médritelmissd matemaattinen kyky ndhdddn piidasiassa
tehtdvin ratkaisuun orientoituneena. Krutetskiilla ja Kilpatrickilla — osittain
Carrolillakin — matemaattiset kyvyt tulevat esille erilaisten matematiikan
kannalta tirkeiden ajatteluprosessien hallintana, joten kuvaus matemaatti-
sista kyvyistd on prosessien hallinnan kuvausta. Yksilon matemaattiset ky-
vyt ovat ldhinna ihmisyksilon potentiaalinen ominaisuus, ja ne muodostuvat
matematiikan kannalta merkittivien ajatteluprosessien hallinnasta. Yksilon
matemaattinen ajattelu on hinen matemaattisten kykyjensi sidiatelema pro-
sessi.

3.1.5 Ongelmanratkaisu

Eriit tutkijat!® ovat pitineet ongelmanratkaisua koko matemaattisen ajatte-
lun ytimené. Tunnetun historian ajan koulumatematiikassa on ratkottu har-
joituksina rutiininomaisia ongelmia, mutta ongelmanratkaisu Polyan'® (1971)
kuvailemassa merkityksessi painottui tutkimuksissa ja opetussuunnitelmis-
sa vasta 1980-luvulta lahtien (Schoenfeld 1992, 336). Ongelmanratkaisututki-
muksissa on ollut useita eri lahtokohtia: tiedon prosessiluonne (1970-luvulla),
oppijoiden metakognitiot (1980-luvun puolivélissi) ja sosiaalinen interaktio
oppimisprosessissa (1980-luvun loppupuolella) (Schoenfeld 1992, 347). Zim-
mermann (2001, 55) mainitsee pohjoismaisista ongelmanratkaisututkijoista
tutkijat Bjorkvist, Haapasalo, Niss ja Pehkonen, joista Haapasalo on tutki-
nut uusien teknologioiden kiyttod ja Pehkonen matemaattisten uskomusten
vaikutusta ongelmanratkaisussa.

Bjorkqvist (2001, 116) viittaa ongelmanratkaisun téarkeyteen kouluopetuk-
sessa ja esittda retorisen kysymyksen, voisiko ongelmanratkaisua kuvata jopa
matematiikan ytimeksi? Lester ja Lambdin (2004) nikeviit ongelmanratkai-
susta suurta hyotyd matematiikan opetukselle. Heidin nakemyksensa mukaan
ongelmanratkaisu matematiikassa kehittaéd opiskelijan ymmarrystd matema-
tiikasta tavalla, joka on opiskelijaa motivoivaa, vaikuttaa opiskelijan asen-
teisiin ja uskomuksiin, helpottaa opitun muistamista, vahvistaa opitun siir-
tovaikutusta uusiin tilanteisiin ja syvempdd ymmértamistd (mt., 192-194).

I5Esim. Schoenfeld 1992, 1994.
6Teoksen “How to solve it~ 1. painos ilmestyi 1945 (Princeton University Press).
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Berry (1994, 51) jaottelee koulumatematiikassa ongelmanratkaisun kolmen
otsakkeen alle: perusongelmat, matemaattiset tutkimustehtivit sekd mallin-
taminen. Kahdessa viimeksi mainitussa otsakkeessa ongelmanratkaisu sisil-
tdd Polyan mallin (Polya 1971) mukaisia ratkaisuprosesseja, joissa on nel-
ja vaihetta: ymmaérrd ongelma, laadi suunnitelma, toteuta suunnitelma ja
tarkista tuloksesi. Ongelmanratkaisun osatekijoita ovat Schoenfeldin (1985a,
44-45; 1992, 348) mukaan resurssit, strategiat, kontrolli ja emootiot seké us-
komukset. Resurssit tarkoittavat kaikkea sitd tietotaitoa miké ratkaisijalla
on kiytettavissddn ongelmanratkaisutilanteessa. Kontrolli sekd emootiot ja
uskomukset tulevat esille metakognitioiden kautta. Opiskelijoiden kokeiden'”
ajatellaan koostuvan ongelmanratkaisutaitoja mittaavista tehtavistd, mutta
nididen kokeiden tehtavityypit ovat olleet enimmaékseen suljettuja tehtivia,
joissa on tietty alkutila ja ratkaisuoperaatioiden jilkeen saatava yksikésittei-
nen lopputila'®. Polyan ongelmanratkaisuprosessin vaiheet tulevat parhaiten
esille avoimissa ongelmissa, joista puuttuvat joko alku- tai lopputila tai mo-
lemmat'®. Schoenfeldin (1992) mukaan ongelmanratkaisu edellyttii mate-
maattista ajattelua. Ongelmanratkaisussa korostuvat strategioiden hallinta
seké, sopivien strategioiden tunnistaminen ja valitseminen kuhunkin ongel-
maan. Tatd prosessia ohjaavat opiskelijan metakognitiot, jotka véljasti tul-
kiten tarkoittavat yksilon ajattelua omasta ajattelustaan. Metakognitioiden
rooli ongelmanratkaisussa on keskeinen, silld ne ohjaavat ratkaisijan paatok-
sentekoa: mitd strategiaa hin missikin vaiheessa kiyttda ja miten kauan hén
yrittdd sen avulla ratkaista ongelmaa ennen kuin valitsee uuden strategian
(McLeod 1989, 25).

Dreyfus ja Eisenberg (1996, 253-281) ovat luetelleet hyville ongelmanrat-
kaisijalle tarkeitd ajattelun taitoja. Heiddn mukaansa keskeisid asioita kehit-
tyneessid matemaattisessa ajattelussa ovat ajattelun esteettisyys, analoginen
paattely, struktuurien ymmartidminen, esittdminen, visuaalinen paittely ja
kddnteinen ajattelu. Edelld mainitut matemaattisen ajattelun puolet mahdol-
listavat yhdesséd yksilon joustavan ajattelun, jolloin esimerkiksi ongelmanrat-
kaisija voi ndhda ongelman “sisdpuolelta” ja monesta eri nikokulmasta.

Ajattelun esteettisyys tarkoittaa, ettd opiskelija pyrkii elegantteihin ratkai-
suihin, joille usein on ominaista lyhyt esitystapa ja omaperidinen seki oivalta-
va tapa yhdistelld ratkaisuun tarvittavia elementteji. Useimpiin ongelmiin on
olemassa useita erilaisia ratkaisuja, joista toisissa on matemaatikon mieles-
td enemmaén viehédtysvoimaa kuin toisessa. Monille ammattimatemaatikoille
ratkaisun esteettisyys onkin juuri matemaattisen ajattelun ydin. (mt., 254.)

1"Esim. ylioppilaskirjoitustehtévit.
18Ks. Pehkonen 1994, 62.
19Ks. Pehkonen 1994.
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Analogisesti paattelevi opiskelija nikee yhtenevié piirteiti erityyppisten ma-
temaattisten ongelmien vililld ja hyodyntda niitd uusien ongelmien ratkai-
suissa sekd uusien késitteiden oppimisessa. Analogiat ovat yksi ongelman-
ratkaisun heuristiikkaa?. Jos jokin ongelma on vaikea ratkaista sellaisenaan
esimerkiksi kolmiulotteisessa avaruudessa, niin silloin se voidaan ensin rat-
kaista yksinkertaisemmassa tapauksessa esimerkiksi tasossa ja vasta sitten
péatelld kysytty ratkaisu. (mt., 260.)

Opiskelija ymmartaa struktuureja, kun hin hahmottaa faktojen vélisid suh-
teita sekd suhteiden vilisia suhteita. Matemaattisten kasitteiden struktuu-
rin omaksuminen on keskeinen osa matemaattista ajattelua. Usein opiske-
lijaa auttaa kisitteiden rakenteen ymmaértédmisessia analogioiden l6ytyminen
uusien ja ennen opittujen kasitteiden vililla. Opiskelijan kannattaa tutkia ké-
sitteeseen tutustuessaan myos symmetriaa. Késitteen tai ongelman struktuu-
rin l6ytdminen merkitsee opiskelijalle seuraavia asioita: kertoo mahdolliset
operaatiot kyseisessi tapauksessa, kehittda taitoa arvioida eri toimenpiteiden
tuloksellisuutta, rakenteen tunteminen mahdollistaa analogian kiyttdmisen
ongelmanratkaisussa ja helpottaa kisitteiden muistamista. Strukturoitu tieto
on tehokkaampaa kiyttdéd kuin irralliset tiedon palat. (mt., 264-267.)

Matemaattisen tiedon esittdminen eri muodoissa on téirkeéd taito ongelman-
ratkaisussa, jossa annetun ongelman esittdminen jossain toisessa isomorfises-
sa muodossa saattaa johtaa ratkaisun loytymiseen. Késitteelld voi olla usei-
ta erilaisia esitysmuotoja. Esimerkiksi funktio voidaan esittdd muun muassa
algebrallisessa, graafisessa tai tilastollisessa esitysmuodossa. Monille opiske-
lijoille ongelman tai kisitteen visualisointi helpottaa kokonaisuuden hahmot-
tamista ja ymméirtdmistid. Opiskelijan matemaattinen ajattelu on sitd te-
hokkaampaa, mitd useampaa kisitteen esitysmuotoa hin pystyy kiyttamain
rinnakkain ja l6ytdméaan niiden vélille yhteyksid. (mt., 267-271.)

Visuaalisesti paittelevid opiskelija hahmottaa kokonaisuuksia ja ymméartaé
erilaisia struktuureja muita tapoja helpommin kuvien kautta. Symmetrian
havaitseminen saattaa olla opiskelijalle helppoa visuaalisista esityksista.
Funktioiden ominaisuuksien tutkimisessa graafiset esitykset antavat opiske-
lijalle viitteitd siitd, mitd kannattaa laskea. Toisaalta niiden avulla voidaan
tarkastaa jo suoritettujen laskelmien paikkansa pitdvyys. Mutta visualisointi
voi myos rajoittaa opiskelijan ajattelua: ongelma voi yksinkertaistua liikaa,
jos tarkasteltavaksi tuleekin jokin erikoistapaus. (mt., 272-274.)

Kaanteisessé ajattelussa ratkaisija tietdda ongelman lopputilan ja ratkaisee on-
gelman paittelemalld lopputuloksesta ongelman alkutilan ja lopputilan vili-
sen ratkaisuprosessin. Useille ihmisille ratkaisuun johtaneen ajattelun kulun

20yrt. Polya 1971.
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miettiminen on erittdin vaikeaa, silld siind pannaan yhta suuri painoarvo itse
ajatteluprosessille kuin saadulle tuloksellekin. (mt., 274-279.)

Matemaattinen ajattelu painottuu ongelmanratkaisulihtokohdasta tehtavi-
orientoituneeksi. Opiskelijalle uusien matemaattisten kisitteiden opiskelu
voidaan toteuttaa ongelmakeskeisesti?!, mik#i ei kuitenkaan ole matema-
tiikassa ainoa tapa. Opiskelijan késitteen muodostamisprosessi voi edeté
vaiheittain myos ilman erityistd ongelman asettelua.

3.1.6 Informaation prosessointi

Kasitteitd informaatio ja tieto kdytetddn usein puhekielessé synonyymeina.
Niiniluoto (1992a, 9) huomauttaa tahén liittyen tieto-opin ja informaatioteo-
rian radikaalista erosta: tieto-opin juuret ovat antiikin Kreikassa, mutta in-
formaatioteoria on kehitetty vasta 1920-luvulla. Informaatio voidaan jakaa ei-
kielelliseen informaatioon??, informaatiota kantaviin merkkijonoihin?® ja kie-
lelliseen informaatioon®* (Niiniluoto 1992a, 64). Informaatiota voidaan pitéi
laajana ylékisitteend, jonka suppea erikoistapaus tieto on (mt., 64). Infor-
maation prosessointia tutkivan lahestymistavan pohjana on ihmisen ajattelun
kuvaaminen tietokoneen toiminnan mallilla. Thmisen tiedonkasittelyjérjestel-
maéssé, tyypillistd informaation prosessointia ovat muun muassa havaitsemi-
nen, muistaminen, mieltdminen, ajattelu ja paitoksenteko (Laarni ym. 2001,
87). Tarkeimmiét ajatteluprosessit ovat kategoriointi, padatoksenteko, padtte-
ly ja ongelmanratkaisu. Ajatteluprosessin ydin on mieltdminen (apperseptio),
joka muodostaa ajattelun pohjana olevalle tietoesitykselle (representaatiolle)
sen siséllon. (Laarni ym. 2001, 109.)

Assosiaatioteoriaan perustuvassa konnektionismissa® (connectionism) tie-
don edustus oletetaan hajautetuksi, ja tiedon prosessointi tapahtuu rinnak-
kain yli koko kentén. Bereiter (2002, 31) kuvaa konnektionismia aivojen me-
taforalla: aivoihin kuuluu runsaasti toisiinsa kytkeytyneitd yksikoitd, jotka
aktivoivat ja sammuttavat yhteyksia yksikostd toiseen kautta koko verkon.

21 GillG tarkoitetaan opetusta, jossa opettaja problematisoimalla oppimistilanteet johdat-
telee oppilaat itsendgiseen tiedonkeruuseen, -kdsittelyyn ja -arviointiin” (Pehkonen 1994,
61).

227 Fysikaalisen tai mentaalisen maailman jirjestyneisyys.” (mt., 64)

23 Data (mt., 64).

M7 Kolme tasoa: syntaktinen (merkkien suhteellinen esiintymisharvuus), semanttinen
(vaitelauseiden ilmaisuvoima) ja pragmaattinen (merkityksellisyys kielen kayttajalle)”
(mt., 64-65).

25Konnektionismi on “ajattelutapa, jonka mukaan ihmisen kiyttiytymisen kokonaisuudet
ovat elementtien yhdistelmid eli konnektioita.” (Saariluoma ym. 2001, 268).
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Konnektionismin keskeiset periaatteet sopivat tiedon rakentumisen ja siten
my6s matemaattisen ajattelun kuvaamiseen.

Useat tiedon ja mielen tutkijat ovat kiinnostuneet konnektionismista kuten
esimerkiksi Bereiter (2002). Tall6in ihmismielen toimintaa verrataan neuro-
verkon toimintaan. Se koostuu suuresta miiristi yksikoita® ja niiden véili-
sistd yhteyksistd?’. Yksikot voidaan jakaa kolmeen luokkaan: sydte- (input),
vaste- (output) ja piiloyksikot (hidden unit). Syteyksikot saavat kvantitatii-
viset arvonsa joko verkon ulko- tai sisdpuolelta. Vasteyksikot lahettavit kvan-
titatiivisia arvoja, joita tulkitaan ja toisinaan lihetetddn takaisin sy6teyksik-
kéon. Piiloyksikot saavat arvonsa verkon toisilta yksikoiltd, ja ne lahettavit
tuloksensa vastaavasti toisille yksikoéille. Eri yksikdiden vilisten kytkentdjen
voimakkuuksia kuvataan painokertoimilla (weights), jotka toteutetaan yleen-
sé jatkuva-arvoisina lukuina. Painokerroin voi olla positiivinen tai negatiivi-
nen. Negatiivinen painokerroin tarkoittaa yksikon estotilaa. Positiivinen tila
puolestaan tarkoittaa vastaanottoa. Yksikon painokertoimen laadun eli akti-
vaatiotilan méairad aktivaatiofunktio, joka laskee yhteen kaikkien ldhettavien
yksikoiden osuudet. Kunkin yksikon osuus on mééritelty sen ja tarkastelta-
van yksikon yhteyden painokertoimen avulla. Tietty kognitiivinen toiminta
saattaa verkon lopulta vakaaseen tilaan, jossa aktivoituneiden yksikéiden va-
liset yhteydet pysyvit vakaina. Oppimisen tulos koodautuu painokertoimiin.
Konnektionismissa oletetaan, ettd ihmisen kaikki kognitiivinen toiminta voi-
daan esittdd verkon yksikodiden ja niiden vélisten yhteyksien aktivaatiotason
kuvauksilla. Muistaminen ja unohtaminen voidaan esittdd verkon toiminnan
avulla. (Bereiter 2002, 35; Garson 2002.)

Konnektionismi on kiyttokelpoinen malli matemaattisen ajattelun kuvaami-
sessa, koska kummassakin keskeisid tarkasteltavia kasitteitd ovat tiedot ja
prosessit. Tietoon liitetdan usein ymmaéartadmisen kéasite, jota voidaan tutkia
ongelmanratkaisun avulla. Prosessien ohjaukseen liittyvit strategiat, meta-
kognitiot ja emotionaaliset tekijat. Uskomukset ja asenteet ovat térkeitd yk-
silon matemaattiseen ajatteluun liittyvié tekijoitd, joita 2000-luvun taitteen
tutkijat pitivit keskeisind opiskelijoiden opintomenestysta selittdvini kasit-

teina?s.

26Vrt. neuronit.
2TVrt. synapsit.
28Esim. TIMSS-tutkimus ja NAEP 2000.
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3.1.7 Tiivistelma matemaattisen ajattelun piirteisti

Edelld esitetyistd teoreettisista lihtokohdista voidaan kuvata matemaattis-
ta ajattelua erilaisten prototyyppimallien (prototypical model) avulla. Niiden
keskeinen ajatus on, ettd madriteltaville késitteelle ei ole 16ydettéivissa tar-
kasti erottuvia piirteitd, vaan ainoastaan ominaispiirteité, jotka ovat tyypil-
lisid kiisitteen konstruktiolle (Sternberg 1996, 304). Sternberg (1996) on luo-
kitellut matemaattista ajattelua tutkivia lahestymistapoja niille tyypillisten
prototyyppien perusteella.

Hén on jakanut ldhestymistavat karkeasti viiteen ryhméén (Sternberg 1996,
304-314):

1. Psykometrinen lahestymistapa ( The psychometric approach)

2. Antropologinen lahestymistapa ( The anthropological approach)
3. Pedagoginen lahestymistapa (The pedagogical approach)

4. Tiedematematiikan lahestymistapa ( The mathematical approach)

5. Tiedon prosessoinnin ldhestymistapa (The computational approach)

Neljinnen ldhestymistavan nimeéin tiedematematiikaksi erotukseksi koulu-
matematiikan tai matematiikan ldhestymistavasta. Téassd lahestymistavassa
korostuvat matematiikan tieteenalan ominaiset piirteet, jotka eivit korostu
samalla tavalla esimerkiksi pedagogisessa ldhestymistavassa. Viidennen ryh-
mén nimen voisi kidntaa nimelld komputationaalinen ldhestymistapa. Tamé
nimi viittaa kognitivismin perusldhtokohtaan, jossa ajattelua pidetidédn tie-
tokonemaisena informaation prosessointina (Hautaméki 1993, 56). Jatkossa
kiaytan kuitenkin edelld valitsemaani termid 'tiedon prosessoinnin lihesty-
mistapa’, koska tutkimuksessani tietokésitys on keskeinen, jolloin ajattelua
ei nahda tietokonemaisena symbolien manipulaationa.

Kuviossa 3.2 on kuvattu matemaattisen ajattelun tutkimisen kannalta kes-
keisten késitteiden ja Sternbergin (1996) eri lahestymistapojen suhteita. Suu-
rin osa Sternbergin ldhestymistavoista sisdltdd useampia edellé esitettyja 1ah-
tokohtia matemaattiseen ajatteluun (kuvio 3.2). Tarkastelen lyhyesti Stern-
bergin ldhestymistapoja.

Psykometrisessa ldhestymistavassa matemaattinen ajattelu kuvaa ihmismiel-
td ikddn kuin karttana, jossa on useita erikokoisia ja eri puolilla sijaitsevia
alueita (Sternberg 1996, 305). Keskeinen tutkittava kéisite on opiskelijan ma-
temaattiset kyvyt.
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Informaation
prosessointi

KUVIO 3.2: Késitteelliset ldhtokohdat ja Sternbergin (1996) lihestymistavat
matemaattisen ajatteluun.

Antropologinen ldhestymistapa tarkastelee matemaattista ajattelua kulttuu-
rin nikokulmasta. Arkipdivin matematiikka sisdltdd ympéardivin kulttuurin
virittdman kontekstin, jonka vain siind ympéristossa eldva voi taysin ymmér-
tdd. Antropologiseen lihestymistapaan voi liittda myos uskomukset, sillé us-
komusten ja opiskelijaa ymparoivan kulttuurin valilla on viistamatta kiinted
yhteys.

Pedagogisessa lahestymistavassa matemaattiseen ajatteluun otetaan lahto-
kohdaksi opettamisen ndkokulma: toiset matemaattiset kisitteet ovat hel-
pompia opettaa oppilaille koulussa tuloksekkaasti kuin toiset. Tarkastelemal-
la opettamis- ja oppimisprosesseja jalkeenpédin voidaan kuvailla oppilaiden
matemaattiseen ajatteluun vaikuttavia tekijoita ja etsid keinoja kehittaa op-
pilaiden ajattelua. Ongelmanratkaisu on keskeinen tyoskentelytapa matema-
tiikan opiskelussa. Muita tarkasteltavia tekijoita ovat oppilaiden uskomukset
ja asenteet matematiikasta ja matematiikan opiskelusta, sosiaalinen interak-
tio luokassa, opetettavan siséllon kontekstisidonnaisuus ja mielekkyys oppi-
laille sekéi opetusviranomaisten ohjeistukset (Sternberg 1996, 312; Bransford
ym. 1996, 244-246). Pedagogisessa ldhestymistavassa nousee esille opetus-
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suunnitelman merkitys koulussa haluttujen toimintojen méarittdjané ja oh-
jaajana. Opetussuunnitelman perusteissa kouluviranomaiset valitsevat kou-
luissa opetettavan matemaattisen sisdllon miniméaarat ja kuvailevat, minka-
laista oppilaiden matemaattista ajattelua tavoitellaan. Opetussuunnitelmat
méadrittavit matemaattisen ajattelun kisitteen sisdltod sekd pedagogiselta
ettd yhteiskunnan kannalta ja tdten matemaattisen ajattelun kisite joutuu
my0s poliittisen padatoksenteon vaikutuspiiriin.

Tiedematematiikan 1dhestymistavassa tutkitaan, mitkd matemaattisen ajat-
telun piirteet ovat keskeisimpid matemaattisten kisitteiden muodostamispro-
sessissa ja ongelmanratkaisussa opiskeltaessa matematiikan tieteenalaa esi-
merkiksi yliopistossa. Téassa ldhestymistavassa tulee esille ongelmanratkaisun
lisdiksi informaation prosessoinnin kuvaus.

Tiedon prosessoinnin ldhestymistapa kattaa nikemyksen informaation pro-
sessoinnista ja koulukontekstissa myos ongelmanratkaisuldhtokohdan. Ongel-
manratkaisussa on erotettavissa erityyppisten tietojen prosessointia, jonka
avulla kuvataan siind tapahtuvaa matemaattista ajattelua. Ongelmanratkai-
suprosessia ohjaavat opiskelijan metakognitiot, joihin hdanen uskomuksillaan
on huomattava vaikutus. Tiedon prosessoinnissa uskomuksilla on téirkea oh-
jaava rooli ja siksi ne on syyta ottaa tarkasteluun mukaan.

Kootusti ilmaistuna kuvaan lukiolaisen matemaattista ajattelua tiedon pro-
sessoinnin ldhestymistavalla, jolloin otan huomioon myo6s opiskelijan usko-
mukset tiarkedna ajattelua ohjaavana tekijana.

3.2 Matemaattisen ajattelun kuvauksia

3.2.1 Johdanto

Tarkastelen seuraavaksi sellaisia matemaattisen ajattelun méaritelmia ja ku-
vauksia, joissa painottuu edelld esitelty tiedon prosessointia kuvaava ldhesty-
mistapa. On hankalaa tulkita, mistd ndkokulmasta matemaattinen ajattelu
kulloinkin méaaritelladn. Kaikissa méaaritelmissa ei kiytetd nimitystd mate-
maattinen ajattelu, vaikka ne viittaavat kyseiseen kisitteeseen.

Vuoden 1994 opetussuunnitelmien perusteiden mukaan koulun tehtavina on
edistdd oppilaiden (matemaattisen) ajattelun kehittymista (Seppala 1994,
21). Ajattelua on vaikeaa madritella. Erdiden tutkijoiden mielestd ajatte-
lun kisite on niin monitahoinen, ettd sen médritteleminen eksplisiittisesti
on mahdotonta (Bourne ym. 1971, 8). Psykologiassa ajattelun keskeisimpi-
ni elementteinéd pidetdin ongelmanratkaisua, kisitteen muodostamista seké
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kielen ja ajattelun yhteyttd (mt., 9). Mehtildinen (1992) nékee tiedon ra-
kenteiden ja kognitiivisten prosessien vililld voimakkaan vuorovaikutuksen,
joten ajattelun kehittyminen on

tiedon kdsitteellisen ja sen kdyttoon listtyvin organisoidun raken-
teen omaamista ja hyddyntimaistd, tiedon muodon ja sisdallon kyt-
keytymistd (mt., 27).

Ajattelussa prosessoitavan tiedon rakenne ja muoto antavat ajattelulle tun-
nistettavia ominaispiirteita.

Kaikki Bournen, Ekstrandin ja Dominowskin (1971) mainitsemat ajattelun
komponentit korostuvat koululaisen matemaattisessa ajattelussa, jossa kes-
keisintd on ongelmanratkaisu ja kasitteen muodostamisprosessi. Matemaat-
tinen ajattelu on toisinaan rajattu vain ongelmanratkaisuprosessien yhtey-
teen??, mutta matemaattisten kisitteiden rakentumisprosessi erilaisissa op-
pimistilanteissa kuuluu my6s matemaattisen ajattelun piiriin. Matematii-
kan opetuksen keskeinen padmédrd on lukion opetussuunnitelman perustei-
den (1994) mukaan opiskelijan matemaattisen ajattelun kehittyminen, kuten
edelld alaluvussa 2.2.4 on jo esitetty.

Sierpinska (1994) on tutkinut ymmértdmistd. Tarkasteltuaan muiden tutki-
joiden Kkisityksia ymmartamisestd hin on jakanut siihen liittyvid malleja ja
teorioita neljdén luokkaan (mt., 119-120):

1. Teoriat, jotka ovat keskittyneet ymmértadmisen tasojen hierarkiaan
(Hierarkkiset teoriat)

2. Teoriat, joiden keskeinen idea on kehitelld "mentaalimalleja” (mental
model), "késitemalleja” (conceptual model) tai "kognitiivisia struktuu-
reja” (cognitive structure) (Rakenneteoriat)

3. Teoriat, joissa ymmartamisprosessin objekti- ja prosessitulkinnat vuo-
rottelevat ymmaértadmyksen kasvaessa (Dialektiset teoriat)

4. Teoriat, joissa on historiallis-empiirinen ldhestymistapa tulkittaessa
ymmértamisprosessia (Historiallis-empiiriset teoriat)

Suomenkieliset termit hierarkkiset teoriat, rakenneteoriat sekd dialektiset
teoriat ettd historiallis-empiiriset teoriat ovat téssi tyossid kayttoon otet-
tuja nimityksid. Sierpinskan (1994, 72) Ymmaértdminen voidaan hahmottaa

29Esim. Schoenfeld 1994.
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prosessina (process of understanding); sellaisena se luonnollisesti siséltyy ma-
temaattiseen ajatteluun®’. Tissd tydssi ymmirtiminen liitetiin konseptu-
aaliseen tietoon. Kaytan edelld esitettya jakoa luokitellessani matemaattista
ajattelun teorioita ja kuvauksia, joissa korostuu tiedon prosessointia kuvaava
lahestymistapa.(vrt. Sierpinska 1994, 72.)

3.2.2 Hierarkkiset teoriat

Hierarkkisiin teorioihin kuuluvat teoriat, jotka kuvaavat ymmértamisen ja
ajattelun kasvua vaiheittaisena, toisistaan eroteltavissa olevina prosessei-
na. Koulumaailmassa oppilaan matemaattista ajattelua voidaan havainnoi-
da pidasiassa kahdessa erityyppisessa prosessissa: kisitteen muodostumisessa
ja ongelmanratkaisussa. Témén tutkimuksen empiirinen osa rajoittuu tehta-
viorientoituneeseen matemaattiseen ajatteluun. Nien kuitenkin aiheellisek-
si esitelld myo6s késitteen muodostusprosessia kuvaavan teorian, jotta mate-
maattisen ajattelun eri puolet tulisi riittavasti esille.

Avitalin ja Shettleworthin teoria sopii ongelmanratkaisussa tarvittavan ma-
temaattisen ajattelun kuvaamiseen ja Pirien & Kierenin teoria kisitteen op-
pimisessa esiintyvin prosessoinnin kuvaamiseen. Esittelen Pirien ja Kierenin
teorian hieman tarkemmin kuin muut seuraavan katsauksen teoriat, koska se
edustaa ainoana kisitteen muodostumisprosessin kuvausta.

My6s van Hielen teoria®' kuuluu hierarkkisiin teorioihin, ja silli on yhti-
laisyyksid Pirien ja Kierenin teoriaan (Silfverberg 1999, 60). Koska sitd on
tutkittu l[dhinné vain geometrian alueella, sivuutan téssa yhteydessé kyseisen
teorian. Esittelyn ulkopuolelle jatan myos hierarkkisen Piaget’'n teorian ylei-
sesté lapsen ajattelun kehityksesté, vaikka sitd voisi soveltaa matemaattisen
ajattelun kuvaamiseen.

Matemaattinen ajattelu voidaan Awvitalin ja Shettleworthin teorian mukaan
jakaa kolmeen hierarkkiseen tasoon (Avital & Shettleworth 1968, 6): 1)mie-
leenpalauttaminen (tai tunnistaminen), 2)yleistaminen (algoritminen ajatte-
lu) ja 3)avoin etsiminen. Alin taso on asian mieleenpalauttaminen tai tunnis-
taminen siind muodossa, kun se on henkil6lle opetettu. Seuraavassa tasossa
on yksinkertainen yleistdminen tai siirtovaikutus opitusta tehtavista tai si-
siallosta uuteen opitun kaltaiseen tehtdvadn tai sisdltoon. Tatd tasoa voidaan
kutsua myos algoritmisen ajattelun tasoksi; télld tasolla ihminen kayttiaa

30Pehkonen (2000, 376) yhtyy Tallin (1991) nikemykseen, etti matemaattinen ymmér-
tdminen muodostaa keskeisen osan yksilon matemaattiseen ajatteluun liittyvia oppimista.
31Ks. Silfverberg 1999.
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opittuja algoritmeja uusissa tilanteissa, jotka eivit kovin paljon eroa alku-
perdisestd algoritmin oppimiskontekstista. Matemaattisen ajattelun komp-
leksisuuden ylin taso on avoin etsiminen, jossa yksilon toiminta ei rajoitu
operaatioihin ja ennalta opittuihin tehtdvan ratkaisumalleihin. Han voi uu-
delleen jarjestdd tai esittdd tehtdvin osat ja havaita niiden vililla uusia riip-
puvaisuuksia. Matemaattinen keksiminen ja oivaltaminen liitetdin usein té-
mén tason ajatteluun. (Kangasniemi 1989, 99-100). Ylimmén tason ajattelu
vastaa reflektoivaa ajattelua . Télle luokitukselle on 16ydetty vastineet teh-
tavien luokituksessa kidytetyssd Wilsonin taksonomiasta, jossa on kuvailtu
matematiikan opetuksen tavoitteiden tiedollisia taksonomisia luokkia. Kan-
sainvélisessi koulusaavutustestissi (SIMS-testi) on kdytetty tdmén teorian
mukaista hierarkkista prosessikuvausta rinnastettuna tehtdvien luokitukseen
kiytettyyn taksonomiaan.

Pirien ja Kierenin teoriassa (1994) ymmérryksen kasvu nahdaan kokonais-
valtaisena, dynaamisena ja vaiheistettuna seki ei-lineaarisena prosessina.
Ymmartaminen ei siis ole tiedon hankintaa tai 16ytdmistd, vaan monin ta-
voin kehittyvé prosessi, jossa on erotettavissa hierarkkisia vaiheita. Kyseises-
sé teoriassa on kahdeksan sisikkiistd ymmértdmisen tasoa, joista jokainen
taso on prosessi itsessdan. Matemaattisen ymmartidmisprosessin edistymises-
sii voidaan erottaa seuraavat kahdeksan eri vaihetta®? (Pirie & Kieren 1994;
Silfverberg 1999):

1. Alkeistietdmisen vaihe (Primitive Knowing PK)

2. Mielikuvan muodostamisen vaihe (Image Making IM)

3. Mielikuvan hallinnan vaihe (Image Having TH)

4. Ominaisuuksien huomioimisen vaihe (Property Noticing PN)

5. Formalisoinnin vaihe (Formalising F)

6. Havaitsemisen vaihe (Observing O)

7. Jasentédmisen vaihe (Structuring S)

8. Keksimisen vaihe (Inventising I)

Alkeistietdmisen vaihe (PK) ymmaértdmisprosessissa ei tarkoita alkeellista
matematiikkaa, vaan se saattaa olla pitkéin edellisen ymmértadmisprosessin

32Suomennokset Silfverbergin ja kirjoittajan.
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tulos, joka on alkutila uudelle prosessille. Téméa vaihe sisidltdd oppijan esi-
tiedot kisitteistd, joita oppija pyrkii ymmértdméan tai joita oppija tarvitsee
uuden késitteen ymmartidmisessd. Esimerkiksi murtolukujen yhteenlaskuun
perehdyttiessd oppijalla taytyy olla ymmarrys murtolukukasitteestd ja yh-
teenlaskusta, mutta oppija ei osaa murtolukujen yhteenlaskua.

Mielikuvan muodostamisen vaiheessa (IM) oppija ldhtee muodostamaan uu-
den tyyppisiad yhdistelmié hallitsemiensa tietojen pohjalta kiayttamalla apu-
vilineenddn tuttuja havainnollisia objekteja. Mielikuva (ei pelkéstdin visu-
aalinen kuva) tutkittavasta kisitteestd syntyy tarkoituksenmukaisen toimin-
nan kautta. Oppija kykenee tekemaén mielikuvamalliinsa rakenteellisia muu-
toksia téssid vaiheessa, vaikka hén ei vield ymmartaisikidn téysin mallinsa
yleistystd mentaalitasolla. Tétd vaihetta voi tukea esimerkiksi murtoluku-
jen yhteenlaskun kohdalla konkreettisilla malleilla®3. Niisséi voidaan liittii
eri murtolukuja konkreettisesti yhteen ja todeta mallista summaksi tuleva
murtoluku. Liséksi oppija kykenee tulkitsemaan mallinsa avulla saman sum-
malausekkeen symboliesityksené.

Mielikuvan hallinnan vaiheessa (IH) oppija ei tarvitse endd konkreettisia
objekteja pystydkseen toimimaan, vaan hin pystyy toimimaan mentaalimal-
liensa avulla. Téssd vaiheessa oppija tunnistaa mahdolliset ristiriitaisuudet
mallinsa kiytdssad, mutta ei kykene alkuvaiheessa loytdméédn siithen syyta.
Kun oppija kykenee kuvaamaan malliansa sanoin hén pystyy perustelemaan
mistd mahdolliset ristiriitaisuudet johtuvat. Hinen mentaalimallinsa saattaa
silti olla vield puutteellinen. Murtolukujen yhteenlaskun kohdalla oppija osaa
ajatella murtoluvut lukuina, jotka kuvaavat méariad. Han kykenee toimimaan
symbolitasolla.

Ominaisuuksien huomioimisen vaiheessa (PN) oppija kykenee manipuloi-
maan tai yhdistelemdan eri ndkokulmia mielikuvistaan ja rakentaa niiden
pohjalta kontekstiin sidottuja relevantteja ominaisuuksia. Hin kykenee luo-
kittelemaan tutkimaansa ilmitta havaitsemiensa ominaisuuksien perusteella.
Kyky ilmaista jollakin tavalla ndmé ominaisuudet ja mahdolliset luokat ovat
valttdméton vaihe siirryttidessa seuraavaan ylempéidn vaiheeseen. Murtolu-
kujen yhteenlaskussa oppija ennakoi tulevaa yhteenlaskemista hajottamalla
murtolukuja sellaisiin osiin, jotka hidn osaa yhdistdi, ja yhdistdd ne lopulta
uudelleen sellaisessa muodossa, ettd yhteenlasku onnistuu.

Formalisoinnin vaiheessa (F) oppija kykenee irtautumaan mielikuvistaan tut-
kittavasta késitteestd havaitsemiensa yleisten ominaisuuksien avulla ja pys-
tyy operoimaan pelkistddn symboleilla ilman suoraa kiinnekohtaa mieliku-
viinsa. Esimerkiksi murtolukujen yhteenlaskussa oppija késittelee yhteenlas-

33Erilaiset murtolukumallit.
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kua formaalina matemaattisena operaationa, joka toimii kaikille murtoluvuil-
le ilman viittausta niiden fysikaaliseen maérélliseen merkitykseen.

Havaitsemisen vaiheessa (O) oppija jatkaa edellisen formalisoinnin tarkas-
telua edelleen reflektoimalla ja koordinoimalla uudelleen kisityksiddn seké
havaitsee niistd uusia yleistyksié, jotka hin kykenee ilmaisemaan matemaat-
tisina lauseina. Murtolukujen yhteenlaskussa oppija ymmartad, ettd sama
murtoluku voidaan esittdd usealla eri tavalla; toisin sanoen ne muodosta-
vat ekvivalenssiluokan, josta voi valita yhteenlaskuun sopivan edustajan tar-
kastelemalla kaikille yhteenlaskettaville sopivaa nimittajaa. Menetelma, jolla
oppija rakentaa ekvivalenssiluokkia, saattaa olla viela hyvin puutteellinen
ja toimii vain esille tulleissa esimerkeissd, mutta se on kuitenkin yleistetty
omaksi matemaattiseksi lauseeksi siihen astisten havaintojen pohjalta.

Jasentdmisen vaiheessa (S) oppija yrittdd ajatella omia formaaleja havain-
tojaan yleisené teoriana. Tall6in oppija on tietoinen, miten hénen kehittele-
miensd matemaattisten lauseitten joukko on kesken#én riippuvuussuhteissa
ja tdmén pohjalta han pyrkii perustelemaan tai todistamaan véitteenséi joko
loogisten tai matemaattisten argumenttien avulla. Murtoluvut voidaan néh-
di jarjestettyna parina % ja niiden yhteenlasku néiden jarjestettyjen parien
vilisend operaationa, joka on mairitelty yleisené laskualgoritmina.

Keksimisen vaiheessa (I) oppijalla on tiysin jdsentynyt ymmaérrys teorian ta-
solla tarkasteltavasta asiakokonaisuudesta ja hin kykenee pdidseméén eroon
kaikista asiaan liittyvistd ennakkokasityksistéin, jotka rajoittavat uusiin ké-
sitteisiin johtavaa ymmartimistd sekd kysymyksenasettelua. Murtolukujen
kohdalla uutena pohtimisen kohteena voi olla jéirjestettyjen lukuparien a/b
jalkeen vaikkapa jarjestettyjen lukunelikoiden a/b/c/d merkitys ja niiden las-
kutoimitusten tutkiminen ja méarittely. Talloin kaikki edelld ollut ymmér-
tdmys muodostaa PK—vaiheen tille uudelle ymmértamisprosessille.

Kuviossa 3.3 on esitetty vaiheiden sisdkkdinen rakenne. Pirien ja Kierenin
teorian muita keskeisid piirteitd ovat eri vaiheisiin sisaltyvit vélivaiheet, eri
vaiheparien autonomisuus ja siirtyminen eri vaiheiden vililla molempiin suun-
tiin.

Jokaiseen muuhun vaiheeseen lukuun ottamatta ensimmaéisté ja viimeista vai-
hetta kuuluu kaksi vilivaihetta, jotka ovat toimintavaihe (acting) ja ilmai-
suvaihe (expressing). Taulukossa 3.1 on esitetty nididen vaiheiden ilmenemis-
tavat eri padvaiheiden yhteydessd. Ymmaértdmisprosessissa tulee aina ensin
toiminnallisen osan hallinta ja vasta sen jéilkeen ilmaisun hallinta. Toimin-
tavaihe sisiltda kaiken aikaisempaan tasoon liittyvin hallinnan ja tuo siten
jatkuvuutta sisemmaén ja sitd seuraavan ulomman tason vilille. [Imaisuvai-
he sen sijaan sisaltad selvisti erotettavan oman uuden substanssin kyseiselle
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KUVIO 3.3: Matemaattisen ymmartamisprosessin vaiheet Pirien ja Kierenin
(1994) mukaan. Paksut viivat ovat "Don’t need”-rajoja.

vaiheelle. Reflektointi on toimintaan kuuluva osaprosessi, sillé se sisaltaé tar-
kastelun miten edellinen ymmaértidmisen vaihe konstruoitiin. [lmaisuvaiheessa
oppija tuo esille mita edelliseen toimintavaiheeseen sisiltyi.

Toinen térked piirre on rajat, jotka ovat padvaiheiden IM ja IH, PN ja F
sekd, O ja S vilissd. Niitd rajoja teorian kehittdjat kutsuvat "Don’t need”
— boundaries (kuvio 3.3), jolla he tarkoittavat rajaa, jonka toisella puolella
oppija kykenee tyoskentelemadn kisityksilld, jotka eivit ole endd sidottuja
aikaisempiin vaiheisiin. Nama rajat ei suinkaan esti tarvittaessa paluuta ai-
kaisempiin vaiheisiin. Taulukkoon 3.1 on merkitty ndma rajat vaakaviivoilla
péadvaiheiden vilille.

Kolmas piirre liittyy oppimisprosessin epélineaarisuuteen; toisin sanoen op-
pimisen eri vaiheissa oppija saattaa siirtyd myos takaisin aikaisempiin vaihei-
siin. Téllaista ilmiotd kutsutaan tissd teoriassa takaisin kiertymiseksi (Fol-
ding back). Ilmi6 on tyypillinen ymmaérryksen kasvuprosessissa, silld jos op-
pijan ongelma ei ratkea, niin oppija palaa takaisin johonkin sisempéén vai-
heeseen ja vahvistaa ymmarrystdin silld tasolla, kunnes voi palata takai-
sin alkuperdisen ongelmansa pariin. Erilaiset oppijat liikkuvat eri tavoilla ja
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TAULUKKO 3.1: Pirien ja Kierenin teorian péévaiheisiin (lukuun ottamatta
vaiheita PK ja I) kuuluvat toiminta- ja ilmaisuvaiheet. Vaiheiden véliin piir-
retyt vaakaviivat ovat rajoja, joiden toisella puolella oppija kykenee tyosken-
telem#én itsendisesti ilman kiintedéd yhteytta aikaisempiin vaiheisiin ("Don’t
need”™-boundaries ).

Péaavaihe | Tarkastelukohde | Toimintavaihe Ilmaisuvaihe
(acting) (expressing)
PK
IM Mielikuvan tekeminen uudelleen
lapikdyminen
(Image) (doing) (reviewing)
IH Mielikuvan nikeminen sanominen
(Image) (seeing) (saying)
PN Ominaisuuden ennakointi julkilausuttu
toteaminen
(Property) (predicting) (recording)
F Menetelmén soveltaminen todentaminen
(Method) (applying) (justifying)
O Piirteen tunnistaminen maaraaminen
(Feature) (identifying) (prescribing)
S Teoreeman otaksumien arvailemista | todistamista
(Theorem) (conjecturing) (proving)
I

nopeuksilla vaiheesta toiseen kiertden takaisin yhd uudestaan sisempiin vai-
heisiin konstruoidakseen leveimpaé ja syvillisempad ymmarrysta tutkimas-
taan asiasisillostd. Edetessddn ensimmaéisen kerran vaiheesta toiseen oppija
joutuu kidyméaan kaikki vaiheet lapi jarjestyksessd, mutta sen jalkeen hén voi
litkkkua eri vaiheiden yli kumpaankin suuntaan. Edelld kuvattua ilmicté pide-
taan tyypillisend matemaattisen ajattelun ja sen kehittymisen tunnusmerkki-
né (Silfverberg 1999, 58-60). Téllainen “siksakliike on tyypillistd muidenkin
tutkijoiden mielests oppimisprosessissa®*. Pirien ja Kierenin teorian pohjalta
on tutkittu muun muassa tulevien opettajien matemaattisen ymmarryksen
kehittymisti3s.

34 Esimerkiksi Saenz-Ludlow 1997.
35Ks. Berenson ym. 2001.
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3.2.3 Rakenneteoriat

Rakenneteorioissa ymmairretdin matemaattisen ajattelun rakenne eri kom-
ponenttien yhdistelméané. Ne eivit ole valttamatta toisiinsa ndhden hierark-
kisia vaan rinnakkaisia. Esittelen lyhyesti Ricen, Burtonin, Sternbergin ja
Sierpinskan kuvauksia ja teorioita matemaattisesta ajattelusta.

Rice (1992)ldhestyy matemaattisen ajattelun késitetta luettelemalla tdhén
kisitteeseen kuuluvia ajattelustrategioita, joihin kuuluvat ainakin seuraavat
strategiat: luokittelu, lukujonotaidot, analogian muodostaminen, deduktiivi-
nen péittely ja ongelmanratkaisutaidot (Pehkonen 2000; Ahtee & Pehkonen
2000). Matemaattinen ajattelu on siis Ricen kuvauksessa edelld lueteltujen
taitojen strategista soveltamista lidhinnd ongelmanratkaisutilanteissa. Ongel-
manratkaisutaitojen katsotaan usein sisdltdvin muun muassa analogian muo-
dostamisen hallinnan (vrt. Polya 1971).

Matemaattisen ajattelun voidaan méiritelld olevan ajattelun tyyli, joka on
tunnistettavasti matemaattista toimintaa (Burton 1984, 35). Burton (1984,
38) pitdd matemaattisen ajattelun keskeisind toimintoina neljdd prosessia:
tiasmentamista3® (specializing), otaksumien arvailemista (conjecturing), yleis-
tamistd (generalizing) ja vakuuttumista (convincing). Yrjonsuuri (1990, 25)
on kuvaillut edelld mainittuja prosesseja ja esittdad naiden lisdksi prosesseiksi
koettelua ja periaatteen ymmartamista. Tasmentédmisprosessissa oppija vali-
koi ja kokeilee tiettyja malleja seki sovittelee elementteja ja pohtii késitteité.
Otaksumien arvailussa oppija etsii esimerkeistd yhteyksia seké 16ytad padtte-
leméllé ja heuristiikkojensa avulla mielestdén sopivia otaksumia, jotka hén il-
maisee ja vahvistaa. Yleistdmisessa oppija jarjestad asiatietonsa ja kehittelee
uusia tietorakenteita olemassa olevien tietojensa pohjalta. Vakuuttumispro-
sessissa oppija kokee hallitsevansa tiedon. Koettelu on oppijan argumenttien
konstruointiprosessi, jonka avulla han pyrkii vakuuttamaan ulkoisen, tavoit-
teet asettaneen yhteison oman tietonsa oikeellisuudesta. Periaatteen ymmér-
tamisessa oppija kykenee soveltamaan oppimaansa tietoa.

Yrjonsuuri (1990) on tdmén liséksi jaotellut matemaattisen ajattelun algorit-
miseksi ja reflektoivaksi ajatteluksi, jotka juontavat juurensa matemaattisen
tiedon luonteen jakoon algoritmiseksi ja dialektiseksi matematiikaksi. Algo-
ritminen ajattelu suuntautuu toimintaan ja reflektoiva ajattelu olemassaolon
pohtimiseen (Yrjonsuuri 1990, 3).

Sternbergin (1996) kolmirakenneteorian mukaan matemaattinen ajattelu
(kuten ajattelu yleensiikin) voidaan jakaa kolmeen rakenteellisesti erityyp-
piseen ajatteluun: analyyttiseen, luovaan ja praktiseen ajatteluun. Namé&

36Tai erikoistapaukseen siirtymisté (Pehkonen 2000, 375).
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erityyppiset ajattelutavat ovat eroteltavissa toisistaan ja voivat esiintyé toi-
sistaan riippumatta. Edelld esitettyd jakoa tdydentdd kolme aputeoriaa.
Ne kisittelevit ajattelun komponenttirakennetta®’, kokemuksien vaikutusta
ajatteluun ja kontekstuaalisuuden merkitysta ajattelussa. (mt., 314-315.)

Sierpinska ja Nnadozie ovat tutkineet yliopistotason opiskelijoiden mate-
maattista ajattelua, jota he ovat tutkineet praktisen ja teoreettisen dimen-
sion suhteen (Sierpinska & Nnadozie 2001). Kutsun tdtd teoriaa Sierpins-
kan teoriaksi. Kyseisen teorian mukaan teoreettinen ajattelu on tahdona-
laista henkistd toimintaa, joka on “itseddn palvelevaa” tai ajattelua ajatte-
lun vuoksi, padamadrahakuista ja itseensd viittaavaa tai merkitystd ja pa-
tevyytta (Sierpinska & Nnadozie 2001, 178). Teoreettinen ajattelu on ana-
lyyttistd sekd systemaattista ja se eroaa kokemuksesta suodattamalla koke-
muksen kielien ja kisitejarjestelmien kautta. Teoreettisen ajattelun piirteité
ovat (Sierpinska & Nnadozie 2001, 179): refleksiivisyys, analyyttisyys, sys-
temaattisuus, hypoteettisuus, huoli tulosten péatevyydesta ja kriittinen suh-
tautuminen standardimenetelmiin. Tdmén teorian avulla tutkitaan ldhinna
kehittyneen matemaattisen ajattelun ominaispiirteitd. Niissé oppija hallitsee
teorioitten késitteiston ja on kiinnostunut oppimastaan.

3.2.4 Dialektiset teoriat ja historiallis-empiiriset teoriat

Kiésittelen kaksi viimeistd Sierpinskan luokkaa yhdessd ja esimerkkeind tar-
kastelen lyhyesti Sfardin teorian ja Zimmermannin lihestymistavan mate-
maattiseen ajatteluun. Sfardin teorian yhteydessé esitin lyhyesti myos Grayn
ja Tallin (1994) nikemyksié kiisitteen muodostumisesta.

Dialektisista teorioistaon syyté ottaa esille Sfardin teoria, joka kuuluu Sier-
pinskan luokituksen mukaan 3. kategoriaan (Sierpinska 1994, 120). Sfard
(1991) tulkitsee yksilon matemaattisen ymmartamisprosessin tapahtuvan sa-
maan tapaan kuin se on tapahtunut matemaattisten yhteisojenkin keskuu-
dessa. Monet matemaattiset ideat ovat syntyneet kisitteellistimalld alemman
abstraktiotason objekteihin kohdistuneet operaatiot itsendisiksi objekteiksi.
Téllaista prosessia Sfard kutsuu objektifioinniksi. Se siséltda kolme osapro-
sessia: sisdistdmisen (interiozation), tiivistdmisen (condensation) ja reifikaa-
tion (reification™®). Sisdistdmisessd alemman abstraktiotason toiminnot tule-
vat oppijalle ymmarrettéviksi, ja hin kykenee toteuttamaan ne myos kuvit-
teellisena. Tiivistdmisen yhteydessd oppija kykenee hahmottamaan monivai-

37 Ajatteluprosessin meta-, esittimis- ja tiedonhankintakomponentit.
33The mental conversion of a person or abstract concept into a thing (Oxford English
Dictionary).
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heiset operaatiot kokonaisuuksina. Reifikaatioprosessissa késite muotoutuu
lopullisesti objektiksi. (Sfard 1991; 1998, 17-19.)

Kisitteen muodostusprosessissa matematiikan operationaalinen ja struktu-
raalinen luonne ovat siis duaalisessa vuorovaikutuksessa. Jos kyseinen proses-
si jostain syystéd katkeaa, niin oppija saattaa jatkaa opettelemalla kisitteen-
muodostamisketjua satunnaisesta kohtaa ilman yhteyttd aikaisemmin opit-
tuihin ymmartdmiinsd alemman tason struktuureihin. T&ll6in oppija oppii
vain symboleja vailla niiden syvillisempad merkitystd. Oppimista voi kutsua
pseudostrukturaaliseksi. (Silfverberg 1999, 62.).

Gray ja Tall (1994) nikevit, ettd symbolien joustavan tulkinnan kaksise-
litteisyys on edellytys menestyksekkidlle matemaattiselle ajattelulle. Sama
symbolinen merkintd voi tarkoittaa seki kisitettd ettd prosessia®®. Gray ja
Tall ovat maéiritelleet kisitteen ’procept’ kuvaamaan kolmen komponentin
yhdistelmé&a: prosessi, joka tuottaa matemaattisen objektin, ja symbolin, joka
esittdd joko prosessia tai objektia. Kyky késitelld joustavasti symbolia jo-
ko prosessina tai kisitteend tilanteesta riippuen on ’proceptuaalista’ ajatte-
lua. (mt.,115-122.) "Procept’-kéisite on osoittautunut kiyttokelpoiseksi useis-

sa matematiikan oppimisen tutkimuksissa®’.

Historiallis-empiirisissa teorioissaetsitddn yhtaldisyyksid niissd matemaatti-
sen struktuurin kehittymisen vaikeuksissa, joita ovat kohdanneet matemaat-
tisia struktuureja kehittdneet matemaatikot menneind vuosisatoina ja toi-
saalta timan paivan opiskelijat, jotka koettavat ymmartaa ja omaksua vas-
taavia struktuureja. Zimmermann (2003) onkin tutkinut matematiikkaa ja
matemaattista ajattelua matematiikan historian ndkokulmasta. Hén on sel-
vittdnyt keskeisii motiiveja ja toimintoja, jotka ovat johtaneet aikoinaan
uusien matemaattisten tulosten syntymiseen. Keskeisid motiiveja on ollut
esimerkiksi soveltaa ja konstruoida matematiikkaa elamén laadun paranta-
miseksi, uskontojen harjoittaminen, algoritmien kehittdminen, pelit, esteetti-
set kokemukset, heuristiikkojen keksiminen, halu todistaa tuloksia ja kehittaa

aksiomaattisia systeemeji seké ratkaista haastavia ongelmia (Zimmermann
2003, 29-39).

Toinen ldhestymistapa on tutkia asiaa ohjaajan nidkokulmasta selvittamalla
oppimisen esteité ja niiden voittamista. Tésséa olisi lahtokohtana ottaa oppia
historiasta, jotta 16ytyisi rakenneyhtilédisyyksid opiskelijan ja tiedemiehen
aikoinaan kokemien ideoiden kehittelyn esteiden vililld. Siten voisi seurata
my6s opiskelijan kohdalla samansuuntaisia ratkaisumalleja, joita kyseinen
tiedemies aikoinaan tuli kiyttdneeksi.

39 Esim. % voi tarkoittaa murtoluvun kisitettd tai prosessina jakolaskua.
40Ks. esim. Barnard & Tall 2001; Gray & Tall 2001; Meissner 2001.
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Luku 4

Matemaattinen tieto

4.1 Johdanto

Lahestyn matemaattista ajattelua tiedon prosessoinnin ndkokulmasta, jol-
loin keskeiseksi kysymykseksi nousee: mitd on tieto? Tietdmisen perusteita
tutkivaa filosofian osaa kutsutaan epistemologiaksi, joka voidaan suomen-
taa tietoteoriaksi'. Ernest (1995, 465) méirittelee epistemologian kisitteen
yksilollisen oppimisen sisdltdviné teoriana, joka kuvaa subjektiivisen tiedon
luonnetta, syntyperda ja todenperiisyyttd. Toisaalta epistemologia on tie-
don? luonnetta, syntyperii ja todenperiisyytti kuvaava teoria. Filosofisen
epistemologian lisdksi on syyta tarkastella myos psykologista epistemologiaa,
joka tarkastelee tietoa oppimisen nakokulmasta. Piaget’n psykologinen epis-
temologia on ollut omalta osaltaan muovaamassa nykyaikaisia oppimiskési-
tyksid. Molempia nakdkulmia tarvitaan, jotta voidaan ymmértia matemaat-
tisen tiedon luonne (Leino 1997). Koulumatematiikan nikokulmasta tiedosta
on korostunut erilaisia piirteitd, jotka ovat tulleet esille opetussuunnitelmien
perusteissa ja opettajien seké oppilaiden tuntityoskentelyssé (Mouwitz 2003).
Tarkastelen erilaisia tietokésityksia filosofisen ja psykologisen epistemologian
pohjalta sekd koulun nikokulmasta.

Oppilaan matemaattisia tietoja ja taitoja mitataan useaan otteeseen hénen
kouluaikanaan. Pelkkien tietojen ja taitojen sijaan voidaan puhua oppilaan
matemaattisesta kompetenssista (Kupari & Korhonen; Kilpatrick ym. 2001),

'Kreik. episte’me=tieto, logos=oppi.

2Tieto ymmérretdsin tissd konventionaalisena tai yhteistn yhteisesti hyviksymin tie-
tona. Subjektiivisen ja konventionaalisen tiedon ero on niiden oikeaksi todentamisen me-
netelmissi: edellinen perustuu yksilon kokemuksien antamaan evidenssiin ja jalkimmaéainen
perustuu yhteison méérittelemien kriteerien téyttymiseen (Ernest 1995, 465).
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joka kattaa erilaisten tietojen ja taitojen lisiksi myds oppilaan affektiivisia
tekijoita.

4.2 Tietokasityksia

4.2.1 Filosofinen epistemologia

Perinteisen Platonin méairitelman mukaan "tieto on hyvinperusteltu tost usko-
mus®” (Niiniluoto 1992a, 57). Platon tosin itse osoittaa Theaitetos-dialogissa
oman padtelmansi olevan ristiriitainen, mutta siitd huolimatta sithen on vii-
tattu kautta vuosisatojen®.

Filosofisessa epistemologiassa keskeisend tarkastelun kohteena on tiedon ja
uskomuksen suhde. Ero tiedon ja uskomuksen vililld ei ole kuitenkaan hel-
posti madariteltavissa. Yleisesti hyviksytylla tiedolla on oltava evidenssi ja
validiteetti, mutta jokin tieto voidaan kuitenkin tuomita my6hemmin uusien
teorioiden valossa uskomukseksi ja myos péinvastoin (Thompson 1992, 130).
Erds tapa tehdé ero tiedon ja uskomuksen vilille on jakaa tieto objektiivi-
seen ja subjektiiviseen tietoon, joista viimeksi mainittu edustaa uskomuksia
(Pehkonen 1998, 38). Ernestin (1991, 1998) nikemyksen mukaan matemaat-
tisessa tiedossa ovat erotettavissa edelld mainitut tiedon lajit, jotka muodos-
tavat syklisen riippuvuussuhteen keskendin. Sen mukaan ihmisen lukiessa
ja omaksuessa yleisesti hyviksyttyéd julkista matemaattista tietoa rakentuu
siitd hdnen mielessddn uudelleen muotoutunut subjektiivinen tieto, joka su-
lautuu hdnen persoonalliseen tietorakenteeseensa. Han saattaa erityyppisten
prosessien tuloksena loytda uutta tietoa. Néin luotu yksiloén subjektiivinen
matemaattinen tieto voidaan julkistaa ja alistaa yleisen kritiikin kohteek-
si seké julkisesti paranneltavaksi. Tamén julkisen uudelleen muotoutumisen
kautta tiedosta tulee todennettua, ja se voidaan kasittaa objektiiviseksi ma-
temaattiseksi tiedoksi, joka on yleisesti saatavana ja siten ihmisten uusien
oppimisprosessien ldhteené.

Klassinen méaritelmé voidaan ilmaista myos informaation kisitteen avulla.
Niiniluodon (1992a, 58) mukaan edelld esitetty klassinen mééritelmé voi-
daan tiivistdd ja liittdd informaation késitteeseen seuraavasti: ” Tieto on vdi-
telauseiden sisdltdmdd semanttista informaatiota, joka on hyvinperusteltua
ja totta.”

3Suomennettu my6s muodossa "tosi ja oikeutettu uskomus”.
4Ks. esim. Lindgren 2003.
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Matemaattinen tieto on ymmaérrettivissia joukkona péatevid viitteitd, joka
tarkoittaa teoreemien joukkoa todistuksineen (Ernest 1998a, 248). Monet
koulukunnat ovat pitdneet matemaattista tietoa pohjimmaltaan stabiilina,
universaalina ja absoluuttisena. Usko siihen, ettd matematiikka ja logiikka
tuottavat ehdottoman varmaa totuudenmukaista tietoa perustuu siihen, etta
oletetaan matemaattisten aksioomien, méaaritelmien, todistusten vaittadmien
ja logiikan aksioomien olevan totta (Ernest 1991, 7-8). Téllainen absoluut-
tinen kisitys matematiikasta tieteend pitdd matematiikkaa ajattomana, yli-
inhimillisend ja ihmiskunnan sosiaalisesta sekd historiallisesta kehityksesta
riippumattomana. Lisdksi matematiikka on abstraktia, loogista tietoa seka
arvovapaata eikd se ole kulttuurisidonnaista, koska matematiikalla on uni-
versaalia validiteettia. (Ernest 2001, 278-279.)

Empiristit ovat pitdneet varman tiedon ldhteeni virheldhteistd pudistettua
aistihavaintoa (Niiniluoto 1992a, 58). Matemaattisilla kiisitteilla on empiiri-
nen alkuperé (Ernest 1991, 34). Erotuksena tésté niin sanotusta naivista em-
pirismisti Lakatos (1977) on kehittéinyt kvasiempirismin®, joka perustuu vii-
teen perusteesiin®. Niiden mukaan matemaattinen tieto on epivarmaa, mate-
matiikka on hypoteettis-deduktiivista, matemaattisen tiedon historia on kes-
keistd matemaattisen tiedon ymmaértidmisessi, epaformaali matematiikka on
tarkedd ja tiedon rakentumisen teoria auttaa ymmértamain matemaattisen
tiedon syntya. Matematiikka lienee viimeisia tieteen aloja, jossa on uskottu
vield nédihin péiviin asti absoluuttisiin ja universaaleihin matemaattisiin to-
tuuksiin. Luonnontieteissé esimerkiksi fysiikassa on jouduttu tarkistamaan
nikemyksid Newtonin lainalaisuuksien kaikkivoipaisuudesta. Huomion kiin-
nittdminen matematiikan historiaan auttaa ndkemaan matematiikan inhimil-
lisen toiminnan tuloksena. Epéformaalin matematiikan térkeys tulee esille
kouluissa, jossa arkipiivin matemaattisten ongelmien’ ratkaiseminen lasten
omilla menetelmilld motivoi lapsia matematiikan pariin. Etnomatematiikan
tutkimussuuntauksessa epiaformaali matematiikka on keskeisessi asemassa.

Lakatoksen (1977) teeseistd on johdettavissa nikemys matemaattisen tie-
don luonteesta sisiltii erehtymisen mahdollisuus eli fallibilistinen nikemys®,
jonka mukaan matemaattinen totuus voi olla viara ja korjattavissa oleva ja
on siten aina uudelleen arvioitavissa (Ernest 1991). Télloin klassisen tiedon
méaritelméan ehdot, ettd tiedon on oltava hyvinperusteltu ja tosi, joutuvat
uudelleen arvioitaviksi (Niiniluoto 1992a, 59). Fallibilistinen nékemys koros-

5Ks. myds Ernest 1998b, 97-128.

SErnest (1991, 35-36) on koonnut listan Lakatoksen (1977) esittimisti nikemyksisti
matemaattisen tiedon luonteesta.

"Vrt. everyday math.

8Eng. fallible—erehtyvi(inen), mahdollisesti viira.
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taa matematiikan inhimillisté puolta ja uskoo matematiikan rakentuneen eri-
laisissa sosiaalisissa ja historiallisissa konteksteissa (Rowland 1997). Témén
nikemyksen mukaan matemaattisen tiedon luonteeseen kuuluu, ettid se voi
olla viirias esimerkiksi jossakin uudessa systeemissi® ja siksi sitd on voitava
arvioida ja muokata kaiken aikaa. Tadten matematiikka ei ole koskaan valmis
tietojérjestelméné (Ernest 2001, 280). Niiniluodon (1992a) ksitys tiedosta
edustaa niin sanottua kriittistd tieteellistd realismia. Témén fallibilistisen
kannan mukaan tiedoksi voidaan kutsua

niitd vditteitd, joille meilld on toistaiseksi paras perustelu — siitd
huolimatta, ettd saatamme epdilld niiden totuutta ja olla oitkeassa
tassd epdilyssd (mt., 60.)

Tiedon ja uskomuksen suhteen lisdksi on syyta tarkastella tiedon ja taidon
suhdetta. Tieto voidaan erotella ei-kielelliseen taitoon ja osaamiseen seké
kielelliseen propositionaaliseen tietoon!® (Niiniluoto 1992a). Niiniluoto pitid
taitoa!! tiedon esiasteena. Ei-kielelliseen tiedon luokkaan kuuluu myos hen-
kilon piilev tieto (tacit knowledge), jota asianomainen ei pysty ilmaisemaan
kielen avulla, mutta pystyy toimimaan sen mukaisesti ja siis osaa jotakin.
Taidon ja propositionaalisen tiedon vilimaastosta loytyy kisite taitotieto'?,
joka ilmaisee keinojen ja tavoitteiden suhteita koskevaa vélineellisté tietoa.
Taitotieto on taitoa koskevaa propositionaalista tietoa, josta ei vield seuraa
osaamista. (mt., 65, 50-53.)

Muita propositionaalisen tiedon tyyppeja ovat kuvaileva, selittava ja arvioiva
tieto. Kuvaileva tieto voi olla singulaarista tai yleistd. Singulaariseen tie-
toon kuuluvat muun muassa yksittiiset tosiasiat ja havaintotieto. Yleiseen
tietoon kuuluvat muun muassa luonnontieteiden lait ja teoriat. Selittavaan
tietoon kuuluu syysuhteita ilmaiseva tieto, joka voi kohdistua luontoa seka
ihmisid koskeviin tosiasioihin. Arvioiva tieto ilmaisee jonkin kohteen olevan
hyvéa tai arvokas suhteessa johonkin annettuun arvojarjestelméén, jonka kri-
teerit voivat olla esimerkiksi taloudellisia tai esteettisid. (mt., 65, 55-56.)

9Esim. 1+1 ei ole 2 bin#irijirjestelmissa.

0Tieto, joka voidaan ilmaista viitelauseiden muodossa (Niiniluoto 1992a, 51).
U Kreikaksi tekhne, latinaksi ars.

12Vrt. Rylen (1966) kiisite knowing how.
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4.2.2 Psykologinen epistemologia

Toinen ldhestymistapa tiedon késitteeseen on psykologinen epistemologia, jo-
ta muun muassa Piaget on tutkinut ja kehittdnyt oppimisen ndkokulmasta.
Téasséa 1ahinnd kognitiivisen psykologian ldhestymistavassa tieto, sen suhteet
muihin tietoihin sekd prosessointi uusien tietojen ja tietojen vilisten yhteyk-
sien 16ytamiseksi ovat keskeisid tekijoitd tiedon luonteen ymmértéamiseksi.
Esimerkiksi Dubinsky (1994, 228) luonnehtii henkilon matemaattista tietoa
henkilon pyrkimyksend vastata tietyntyyppisiin havaittuihin ongelmatilan-
teisiin konstruoimalla, rekonstruoimalla ja organisoimalla mentaaliprosesseja
sekd. objekteja néiden tilanteiden késittelyssd. Konnektionismi (connectio-
nism) tarjoaa teoreettisen mallin kuvata tiedon laatua ja prosessointia ih-
mismielessa.

Tiedon kisite on jaettu useassa yhteydessi kahteen eri tyyppiin'®, jossa jaon
perusteena on karkeasti ottaen ollut taidon oppimisen ja tiedon ymmartami-
sen vilisen eron esiin tuominen. Téllaisia tiedon kasitteen jakoja on muun
muassa Piaget’n konseptuaalinen ymmaéartaminen (conceptual understanding)
ja menestyksekés toiminta (successful action), Andersonin deklaratiivinen ja
proseduraalinen tieto ja Baroodyn sekd Gingsburgin merkityksellinen ja me-
kaaninen tieto (Hiebert & Lefevre 1986, 1-2).

Hiebert ja Lefevre (1986) jakavat tiedon konseptuaaliseen (conseptual know-
ledge) ja proseduraaliseen tietoon (procedural knowledge), joista edellinen on
tietoa riippuvuuksista ja jalkimmainen kisittdd formaalin kielen ja késitteen
symboliset esitykset sekd sdannot, toimintakaavat ja algoritmit ongelmien
ratkaisemiseksi. Jako ei ole téydellinen, silld kaikkea tietoa ei kuitenkaan
voida jakaa ndihin luokkiin, ja toisaalta jokin tieto voi sisdltdd molempien
mainittujen tiedon lajien ominaisuuksia. Esimerkiksi heuristiikat eivit sovi
kyseiseen jakoon, joten niitd voidaan kisitelld omana strategiatiedon ryhmé-

nialt.

Tiedon kisite on koettu tarkedksi 1990-luvun opetussuunnitelmissa. Esimer-
kiksi Ruotsissa opettajia perehdytettiin tiedon késitteen muotoihin raportin
"Skola for bildning” (1992) avulla, jossa tiedolla nihtiin olevan nelja eri muo-
toa: fakta (fakta), ymmértaminen (forstielse), taito (fardighet) ja uskotta-
vuus (fortrogenhet). Faktat ovat informaatiota, siéntoji ja toimintatapoja.
Téata tietoa joko on tai ei ole ja sen hallitseminen testeissd mittaa ldhinna
kykya muistaa opittuja asioita. Faktat ovat pohjana ymmaéartamiselle. Ym-
mértadmisen kautta oppija nakee ilmioille merkityksia. Taito on tiedon kay-

13Ks. esim. Haapasalo 2003, 1-2.
14Esim. NAEP 2000; Kilpatrick ym. 2001.
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tdnnollinen ilmenemismuoto eli se miten jotakin tehddin. Uskottavuus on
lahelld kisitettd “hiljainen tieto’. (Mouwitz 2003, 8-10.)

Matemaattisessa ajattelussa on tiedon prosessoinnin nakokulmasta keskei-
simpid prosesseja ongelman ratkaiseminen ja kisitteen muodostaminen. Ké-
sitteen muodostamisessa oppija tarvitsee seki proseduraalista ettd konseptu-
aalista tietoa ja tavoite on, etté késite tulee oppijan konseptuaaliseksi tiedok-
si. Liitdn ymmaértdmisen konseptuaaliseen tietoon ja taidon proseduraaliseen
tietoon. Ongelmanratkaisuprosesseissa tarvitaan molempia edelld mainittuja
tietolajeja, mutta erilaiset heuristiikat ovat myos siiné keskeisid. Heuristii-
kat ja strategiat eivit ole luokiteltavissa ongelmitta edelld esiteltyjen tiedon
lajien jakoon (Hiebert & Lefevre 1986, 9). Siité syysté tarkastelen niité erik-
seen yhdessd ongelmanratkaisun kanssa. Kayttdmaéni tiedon kolmijako muis-
tuttaa rakenteeltaan NAEP:in'® kilyttdmad (NAGB 2000).

4.3 Konseptuaalinen tieto

4.3.1 Konseptuaalinen tieto ja sen ominaispiirteita

Konseptuaalisesta tiedosta kiytetdan myos ilmaisua késitteellinen tieto. Ké-
site (consept) muodostuu neljista elementistd: nimesté, esimerkeisti, attri-
buuteista (relevanteista ja irrelevanteista) seké attribuuttien arvoista. Attri-
buuttien ja niiden arvojen avulla kisitteitd voidaan luokitella ja mahdollises-
ti médritelld esimerkiksi luettelemalla relevantit tunnusmerkit (Joyce & Weil
1986, 30-31). Attribuutit ja niiden arvot luovat myds yhteyksié eri kisittei-
den vilille. Kasitteitd voidaan tutkia myos eri kisitelajien kautta. Matematii-
kassa kayttokelpoinen késitelajeihin jako on seuraava: objekti-, operaatio- ja
riippuvuuskasitteet. On tirked huomata, ettd sama kisite, esimerkiksi mur-
toluku, voi olla objekti, operaattori sekd suhdetta ja riippuvuutta ilmaiseva
kiisite!® (Haapasalo 1997a, 65-66.)

Konseptuaaliselle tiedolle on ominaista, etté silld on runsaasti yhteyksia mui-
hin tietoyksikkoéihin, jolloin se on aina osa laajempaa tietoverkkoa!”. Tieto
on konseptuaalista tietoa vain, jos sen haltija tunnistaa tdmén tiedon suh-
teen muihin informaatioyksikoihin. Tiedon rakentuminen konseptuaalisek-
si tiedoksi kehittyy yhteyksien maaran kasvuna muihin tietoyksikéihin. Té-

I5NAEP (National Assessment of Educational Progress) hahmotteli kolme matemaat-
tista kykyé: konseptuaalinen ymmértaminen, proseduraalinen tieto ja ongelmanratkaisu.

16Vrt. "procept’ (Gray & Tall 1994).

17Vrt. konnektionismi.
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mé linkitysprosessi tapahtuu joko muistissa olevien tai (ja) oppimistilantees-
sa esiintyvien uusien tietoyksikoiden vililla. Esimerkiksi keksivi oppiminen
(discovery learning) on tallainen prosessi. (Hiebert & Lefevre 1986, 3-4.)

Tietojen yhdistaminen voi kuitenkin tapahtua kahdella eri tasolla: primaa-
risella (primary level) tai reflektiivisella tasolla (reflective level). Primaari-
sella tasolla tiedon yhteydet on kytketty samalla tai alemmalla abstraktio-
tasolla kuin tieto itse on esitetty. Reflektiiviselld tasolla jotkut yhteydet on
rakennettu korkeammalla abstraktiotasolla olevien kisitteiden avulla. Tal-
16in yhteydet ovat vihemman sidottuja tiettyyn kontekstiin. Kun tieto on
kehittynyt konseptuaaliseksi tiedoksi, niin tiedon tilaa voidaan kuvata sa-
nalla ’ymmaérretty’ ja samalla saadaan yhteys kisitteiden ’ymméartidminen’
(understanding) ja ’konseptuaalinen tieto’ vilille. (Hiebert & Lefevre 1986,
4-5). Ilmeisesti edelld esitettyjd tasoja voidaan kdyttdd kuvaamaan myos
ymmartamisen astetta.

Konseptuaalisen tiedon yhteys kiisitepariin mielekéis oppiminen (meaningful
learning) ja ulkoaoppinen (rote learning) on selkei. Konseptuaalisen tiedon
on oltava opittu niin sanotun mielekkdan oppimisen tavalla ja toisaalta kon-
septuaalista tietoa ei voi syntyd pelkin ulkoa opettelun tuloksena. Mielek-
kddn oppimisen kautta opitut proseduurit ovat linkittyneet konseptuaaliseen
tietoon ja ovat siten oppilaalle monikiyttoisempid esimerkiksi ongelmanrat-
kaisussa kuin pelkistdin ulkoaopettelun varaan jadneet proseduurit. Kon-
septuaalista tietoa on vaikea kuvitella olevan olemassa ilman siihen linkitty-
neitd proseduureja, silld juuri proseduurit kddntéviat konseptuaalista tietoa
muodosta toiseen. Jos matematiikassa kisitteet ja proseduurit eivit ole yh-
teydessé toisiinsa, niin oppilailla saattaa olla tunne, ettd he hallitsevat ma-
tematiikkaa, vaikka he eivit selvid ongelmanratkaisutehtivista tai he tuotta-
vat ratkaisuja, mutta eivit ymmaérrd miti tekevit. (Hiebert & Lefevre 1986,
8-9.)

Kadijevich ja Haapasalo(2001) ovat tiivistdneet kuvauksen konseptuaalisesta
tiedosta. He kuvailevat konseptuaalisen tiedon seuraavasti'®:

Konseptuaalinen tieto merkitsee erityisen tietoverkon, jonka ele-
mentteind voi olla kdsitteitd, sadntdja (algoritmeja, proseduureja
jne.) ja jopa eri esitysmuodoissa annettuja ongelmia (ratkaistu
ongelma saattaa johtaa uuteen kdsitteeseen tai siadntdon), tunte-
mista ja taidokasta "ajoa” sen osasta toiseen(Kadijevich & Haa-
pasalo 2001, 156-157).

Jatkossa nojaan ylla esitettyyn konseptuaalisen tiedon késitteeseen.

18Ks. myds Haapasalo & Kadijevich 2000.
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Konseptuaalisella tiedolla voi olla useita erilaisia ilmenemismuotoja. Esimer-
kiksi Haapasalon MODEM-projektissa konseptuaalinen tieto nidhdain dynaa-
misella tavalla siten, ettd kyseinen tieto on konstruoitu kayttamalla sellaisia
erilaisia késitteen esittdmismuotoja kuin verbaalinen, graafinen ja symboli-
nen. Konseptuaalinen tieto vaatii tyypillisesti tietoista ajattelemista. (Haa-
pasalo & Kadijevich 2000, 141.)

Koulussa konseptuaalisen tiedon omaksuminen on oppilaille usein vaikeaa.
Tamé voi Haapasalon (1997a, 66) mukaan johtua siitd, ettd oppilas néikee
opiskellut kisitteet irrallisina sekd abstrakteina ja osaa niistd vain maaritel-
mén. Késitteiden viélisid suhteita ei pohdita ja siten oppilaalle jaa syntymatta
linkit késitteiden vélille sekd kaiken kaikkiaan toimiva tietoverkko.

4.3.2 Ymmartamisen kasite matematiikassa

Eri vuosikymmenind on matematiikan kouluopetuksessa korostettu toisinaan
laskutaidon térkeytta (back to basics -vaihe) ja toisinaan ymmértdmista (new
math -vaihe). Ymmaértimisen késite on ollut keskeisend tutkimuskohteena
matematiikassa 1980- ja 1990-luvuilla, jolloin tutkijat (esim. Schoenfeld 1992)
ovat olleet kiinnostuneita muun muassa siitd, miten ymmaéartdminen tulee
esille ongelmanratkaisutaidoissa. Ymmiértimisen muotoja'® voidaan luokitel-
la useita, oman tutkimukseni tarpeisiin rajaan ymmartamisen teoreettiseen
ymmaértidmiseen, joka rajoittuu tieteen ymmartdmiseen.

Ymmaértdminen voidaan ndhdé& prosessina, joka kiinnittyy tiettyyn henkiloon,
tarkasteltavaan matemaattiseen sisiltoon ja erityiseen ympéaristoon (Hiebert
& Carpenter 1992). Téssé tulee esille ymmértamisen situationaalisuus. Ym-
martdminen on talloin toimimista, tuntemista tai ajattelua alykkaasti kus-
sakin eteen tulevassa tilanteessa (Bereiter 2002, 99). Koulumatematiikassa
Greeno (1987, 63) pitdd ymmaértamistd prosessina, jossa oppilas ottaa infor-
maatiota tietystd tilanteesta ja muuntaa sitd sellaiseen muotoon, ettd hin
voi kiyttad sitd kognitiivisissa prosesseissa.

Ymmartaminen voidaan nihdi myos potentiaalisena kykyné tehdé sellaisia
tiettyyn aiheeseen liittyvid ajattelua vaativia toimintoja kuten selittdmis-
té, todisteiden 16ytamista ja esimerkkeja viitteille, yleistdmista, soveltamis-
ta, analogioiden loytamisté ja késitellyn aiheen esittdmisté toisella tavalla.
Tillaista lahestymistapaa Bereiter (2002) nimittdé “esittdmisndkokulmaksi”
(performance perspective). Han nikee ymmértémisen relaationa tietdjin ja

19Esimerkiksi Kieran Egan on jakanut ymméirtimisen viiteen hierarkkiseen luokkaan:
Somatic understanding, mythic understanding, romantic understanding, philosophic un-
derstanding, ironic understanding (Bereiter 2002, 121-122).
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ymmaértidmisen kohteen vililld ja ymmaéartadmistd voidaan siis havainnoida eri
toiminnoissa sen vaikutusten kautta. (Bereiter 2002, 99-100.)

Ymmairtdmisen kisite voidaan liittda tiedon kisitteeseen. Hiebert ja Carpen-
ter (1992) méadrittelevit ymmértamisen késitteen matematiikassa seuraavas-
ti:

Me aloitamme mddrittelemdlld ymmdrtamisen termeilld, jotka
kuvaavat miten, informaatio on esitetty ja rakennettu. Henkilo
on ymmdrtinyt matemaattisen idean tai proseduurin tai faktan,
jos se on osa hdanen sisdistd tietoverkkoaan. Ymmdrtdmisen as-
teen mdarddvat tietoverkon yhteyksien lukumddrd ja voimakkuus.

(mt., 67.)

"Ymmérretty’ on siis konnektionistisen nikemyksen mukaan tiedon tila, joka
ilmaisee kyseisen tiedon yhdistyneen lukuisiin muihin tietoihin eri vahvuisina
yhteyksind ja on siten yhdistettdvissd uusiin tilanteisiin. Ymmaérretty tieto
on konseptuaalista tietoa.

4.4 Proseduraalinen tieto

4.4.1 Proseduraalinen tieto ja sen ominaispiirteita

Proseduraalinen tieto koostuu kahdesta erillisestd osasta. Ensimmaéisen osan
muodostavat matematiikan formaalin kielen symboliset esittédmisjarjestelmét
ja toisen osan algoritmit, proseduurit ja sidnnét matemaattisten ongelmien
ratkaisemiseksi (Hiebert & Lefevre 1986, 6). Matemaattisten symbolien tun-
nistaminen ja niiden kiyttoon liittyvien syntaksisdantdjen hallinta kuuluvat
tdhan tiedon alueeseen. Matemaattinen algoritmi on vaihe vaiheelta ohjattu
matemaattisten operaatioiden suoritusjono, jossa jokainen suoritusaskel on
perusteltavissa. Juuri tdmé jonoluonne ohjeissa erottaa tidméin tiedon lajin
selvimmin omaksi lajikseen. Tyypillisissd matematiikan koulutehtivissé rat-
kaisun muodostaa proseduurien jono tehtdvin annon ja tehtdvin vastauksen
valilla. Nama proseduurit voivat olla tyypiltdan joko standardeja kirjoitet-
tuja matemaattisia symboleja?® tai ei-symbolisia objekteja®!. Koulukokeet
mittaavat padasiassa proseduraalista tietoa, silld koetehtivit ovat paidasias-
sa niin sanottuja hyvin méariteltyji tehtavia, joissa mitataan oppijan taitoja

2Esim. 5, +, V-
2 Konkreettiset objektit, mentaalimallit, ongelmanratkaisustrategiat.
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hallita erilaisia operaatioita annetuilla symboleilla tai ongelmanratkaisutai-
toja jollakin ennalta harjoitetulla proseduurijonolla. (Hiebert & Lefevre 1986,
6-7.)

Kadijevich ja Haapasalo (2001) mééritteleviit proseduraalisen tiedon seuraa-
vasti?2:

Proseduraalinen tieto merkitsee dynaamista ja menestyksekdstd
tiettyjen sddantojen, algoritmien tar proseduurien hydédyntamistd
relevant(e)issa esitysmuodo(i)ssa, jo(t)ka yleensd vaatii (vaati-
vat) ei vain tietoa kaytetyisti objekteista vaan myds tietoa sen
(niiden) muodosta ja syntaksista. (mt., 156-157.)

Opittu matemaattinen tieto sisdltda aina merkityksellistd ja perustavaa laa-
tua olevia yhteyksié konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon vélilld. Mate-
matiikan opetuksen pitdé tukea néiden tiedon lajien linkittymista (Hiebert
& Carpenter 1992, 78; Kadijevich 2003, 22-23). Jos késitteet ja proseduurit
eivit ole toisiinsa kytkeytyneiti, niin opiskelijat saattavat 16ytaa annettuihin
matemaattisiin ongelmiin ennalta harjoiteltuja ratkaisumalleja (proseduuri-
jonoja), mutta eivit varsinaisesti ymmarra tekeméinsi. Kun proseduraalinen
tieto saadaan linkitettyad konseptuaaliseen tietoon, niin silloin ne kytkeytyvét
semanttisesti osaksi laajaa informaatioverkkoa ja silloin my6s proseduraali-
seen tietoon tulee useita eri linkkejd eri suunnista. (Hiebert & Lefevre 1986,
9-11.)

Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon linkittymisestd on hyotya prose-
duraaliselle tiedolle: matemaattiset symbolit saavat ymmérrettavin merki-
tyksen, jolloin voidaan saada uutta merkityksellistd tietoa esimerkiksi sym-
boleita sisiltivid kaavoja sieventdmélld (Hiebert & Lefevre 1986, 10). Prose-
duurien palauttaminen mieleen on helpompaa, kun proseduuri on linkittynyt
useisiin tietoyksikoihin ja on siten osa laajempaa tietoverkkoa. Proseduurien
kiaytto on sitd tehokkaampaa, mitd enemman ne ovat linkittyneet konseptu-
aaliseen tietoon, joka voi kddntda vaikean ongelman yksinkertaisempaan ja
ratkaistavaan muotoon (mt., 11). Liséksi linkitys auttaa proseduurien valin-
nan ja kidyton valvontaa sekd kontrolloi saatavan tuloksen mielekkyytta. Jos
proseduurit on ymmaérretty, niin ne ovat siirrettivissé (transfer) helpommin
rakenteellisesti samanlaisiin ongelmiin. Rakenteellisesti samanlaisissa ongel-
missa on joitakin yhteisid konseptuaalisen tiedon elementteji. Linkit prose-
duurin ja siihen liittyvien késitteiden vélilla yhdistavit kyseisen proseduurin
tietoverkon osana useisiin erilaisiin ongelmarepresentaatioihin. Konseptuaa-

22(Ks. myds Haapasalo & Kadijevich 2000.)
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linen tieto vapauttaa proseduurin pinnallisesta kontekstista, jossa se on opit-
tu ja rohkaisee sen kdyttod muissa rakenteellisesti enemmaén tai vihemmaén
samankaltaisissa ongelmissa. Téllaiset yleistetyt proseduurit vihentavit tar-
vetta opetella eri tehtdviin jokaiseen omaa ratkaisuproseduuria. Opiskeltavien
proseduurien madra vihenee ja muistin kuormitus helpottuu. (Hiebert & Le-
fevre 1986, 11-14.) Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon vélisia linkkeja
on 1oydetty tutkimuksissa 1990-luvulla (Kadijevich 2003, 22-23).

Ymmaértdmisen ja taitamisen painotuksia kouluopetuksessa on pohdittu laa-
jasti (Hiebert & Lefevre 1986, 1). Ymmairretty tieto luetaan konseptuaaliseksi
tiedoksi ja taito lahinné proseduraalisen tiedon piiriin kuuluvaksi. Tarkaste-
len taitoa filosofisesta ja taidon kehittymisen nakokulmista.

4.4.2 Matemaattiset taidot

Platon luokitteli taidot sen mukaan, miten paljon niihin liittyi tietoa (episte-
me) kahteen luokkaan: 1) taito (tekhne) ja 2) tieteelliset taidot. Jalkimmaéiset
jakaantuivat kiytdnnon toissd tarvittavaan laskutaitoon ja filosofian piirissa
harjoitettavaan puhtaaseen geometriaan ja matematiikkaan. Taito (tekhne)
puolestaan oli Platonin mukaan sellaista, joka perustui ”arviokauppaan, ko-
kemuksen tuomaan sormituntumaan ja vaivalloisella harjoittelulla saavutet-
tuun vaistomaiseen kykyyn”. Téllaisia taitoja olivat muun muassa ladkinta-
taito, maanviljelys ja sodankéynti. (Sihvola 1992, 19-20.)

Aristoteles mééritteli taidon (tekhne) ”oikeaksi jarkiperdiseksi tekemisval-
miudeksi”, joka voitiin jakaa poieettisiin taitoihin (poiesis) ja praksikseen
(prazis). Jonkin asian valmistamiseen liittyviit poieettiset taidot, jotka voi-
daan jakaa edelleen kiden ja ruumiin taitoihin (materiaalinen) seki kie-
len kiiyttoon liittyviin taitoihin (symbolinen). Praksis on taito, joka sisaltda
oman padmairinsa. Kuviossa 4.1 on Aristoteleen taitojen jako sekd esimerk-
kejé niistéd. (Niiniluoto 1992b, 7.)

Taidot (tekhne) liittyvét ei-kielelliseen tietoon, johon kuuluvat osaaminen ja
piilevé tieto (tacit knowledge) (Niiniluoto 1992a, 51-52, 65). Piilevin tiedon
kéisite on peréisin Polanyin (1962) filosofiasta. Kyseessi on yksilon tieto, joka
on evoluution ja kokemuksien kautta karttunut, mutta jota yksilo ei kykene
pukemaan sanoiksi?®. Perusajatus on, etti yksilo tietiifi enemmén kuin osaa
kertoa (Niiniluoto 1992a; 51). Esimerkiksi késitydammateissa, joissa taidot
ovat keskeisid, piilevi tieto on térked. Se onkin taidon hallinnan né&kokul-
masta myos proseduraalista tietoa.

23Ks. esim. osasta 'The tacit component’ luku 5 ’Articulation’ (Polanyi 1962, 69-124).
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TAIDOT
(te/el; ne)

VEISTO PUHE
VILJELY VAITTELY LEIKKI
MAALAUS RUNOUS UFEI%SLIU
RAKENTAMI- MUSIHKKI
NEN

KUVIO 4.1: Aristoteleen taitojen jako (Niiniluoto 1992b, 7).

Rylen knowing how?* on Niiniluodon (1992a) mukaan parhaiten ymmérret-
tévissad taitotietona, jolla tarkoitetaan taitoa koskevaa tietoa. Taitotieto on
kielellista tietoa ja se on propositionaalisen tiedon laji, joka ilmaisee véli-
neellistd tietoa. Niiniluoto pitdd tiarkedna erottaa niin pelkkd osaaminen ja
’knowing how’ toisistaan. (mt., 53.)

Modernimman méérittelyn mukaan késitteelld taito (skill) tarkoitetaan kaik-
kia niitd tapoja, joilla ihminen tiedonkasittelyddn kehittamalla pystyy pa-
remmin selviytyméén toimintaympéristostaan (Keskinen 1995, 72). Taidot
voivat olla motorisia tai henkisid suorituksia. Kognitiivisella taidolla ym-
mérretiddn tietynlaista kyvykkyytta suorittaa &lyllisid toimintoja (Yrjonsuuri
1990). Suuri osa ihmisen oppimisesta tahtaé jonkin taidon oppimiseen. Ny-
kyisen kisityksen mukaan sisdiset ajatteluprosessit ovat keskeisid kaikkien
taitojen synnyssi (Keskinen 1995, 70). Keskisen (1995) mukaan taidon omi-

2Ryle (1966) kuvaa kisitetts ’knowing how’: ” What is involved in our descriptions of
people as knowing how to make and appreciate jokes, to talk grammatically, to play chess,
to fish, or to argue? Part of what is meant is that, when they perform these operations, they
tend to perform them well, i.e. correctly or efficiently or successfully.” Tama ei kuitenkaan
Rylen mukaan riitd, vaan on otettava huomioon yksilon dlykkyys soveltaa ja sadidelld
toimintaansa: - - an action exhibits intelligence, if, and only if, the agent is thinking what
he is doing while he is doing it, and thinking what he is doing in such a manner that he

would not do the action so well if he were not thinking what he is doing.” (mt., 29.)
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naisuuksia on, ettd taito on luonteeltaan hierarkkisesti rakentunut ja etta
alemmat toimintahierarkian tasot palvelevat ylempié tasoja.

Kognitiivisenkin taidon oppimisessa on erotettavissa hierarkkiset vaiheet:
kognitiivinen, assosiatiivinen ja autonominen vaihe. Kognitiivisessa vaihees-
sa oppija muodostaa kuvan taitoon sisiltyvistd menettelytavoista ja ymmar-
tda niiden merkityksen taidon hallinnan kannalta. Assosiatiivisessa vaiheessa
oppija liittda kokeilujen tuloksena syntyneet osataidot toisiinsa, jolloin tai-
dosta muodostuu kokonaisuus. Tosiasiatieto muuttuu vihitellen toiminnalli-
seksi tiedoksi. Autonomisessa vaiheessa osataidot seuraavat saumattomasti
ja oikea-aikaisesti toisiaan ja tietoisen kontrollin osuus vihenee. Oppija pys-
tyy tekeméén useaa tehtéviid samanaikaisesti. (Anderson 1980, 226; ks. myos
Keskinen 1995.)

Mainitut taidon ominaisuudet ja oppimisen vaiheet ovat tunnistettavissa
my0s matemaattisissa taidoissa. Opiskelijan matemaattiset taidot ovat pro-
sesseja, joita opiskelijan matemaattiset kyvyt omalta osaltaan ohjaavat. Na-
mé taidot ovat helpommin kehitettavid kuin kyvyt, jotka ovat suhteellisen
pysyvid (vrt. Silfverberg 1999, 106). Proseduraalinen tieto sisdltdé taitojen
hallinnan (Anderson 1980, 223).

4.5 Strategiatiedot matematiikassa

4.5.1 Strategiat ongelmanratkaisussa

Kaikkea tietoa ei voi luontevasti jakaa joko konseptuaaliseksi tai proseduraa-
liseksi. Esimerkiksi ongelmanratkaisussa kaytettavit strategiat ovat tallaista
tietoa (Hiebert & Lefevre 1986, 9). Kéiytéin niistd nimitysté strategiatiedot®.

Strategiat ovat henkisid operaatioita, joilla kognitiivisia prosesseja ohjaillaan
ja kontrolloidaan monimutkaisissa tilanteissa. Strategiat eivit koostu pel-
kistdan joistakin perusoperaatioista, vaan niihin kuuluvat erottamattomana
osana my0s niiden sdételyd ohjaavat metakognitiot. Matemaattiset strategiat
ovat menetelmid, joissa kiytetddn matemaattisia kisitteitd, lauseita tai algo-
ritmeja. Strategioita ja niitd siddtelevid metakognitioita voidaan nimittaé yh-
teisnimitykselld heuristiset?® prosessit (Haapasalo 1997b, 1998). Polya (1971,
5-6)) tutki heuristisia prosesseja ongelmanratkaisun yhteydessé ja kuvaili on-

25Vrt. Haapasalo (1998, 60) ’yleiset menetelmétiedot’.
26 Heuristinen tulee kreikan sanasta heuriskin, joka tarkoittaa ”serving to discover” eli
keksimistéd palveleva (Nickerson ym. 1985, 74)
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TAULUKKO 4.1: Polyan ongelman ratkaisun vaiheet ja niihin liittyvét heu-
ristiikat (Polya 1971; ks. myos Nickerson ym. 1985, 75-81).

Vaihe

Heuristiikat

Ongelman ymmaéartdminen

A. varmista, ettd ymmarrit tuntemattoman,
annetun datan ja sitd yhdistavit ehdot

B. varmista, ettd ymmarriat padmaaran,
lahtotilanteen ja sallitut operaatiot

C. piirrd graafi tai diagrammi ja

ota kiyttoon sopiva merkintitapa

D. jos ensimmaéinen ongelman esitystapa

ei johda ratkaisuun, niin formuloi

ongelma uudelleen

Suunnitelman laatiminen

A. mieti, tunnetko rakenteellisesti
analogista ongelmaa ja yritéd ratkaista

B. mieti, tunnetko yksinkertaisempaa
ongelmaa, jossa on samankaltainen
tuntematon

C. jos et osaa ratkaista ongelmaa,

niin yritd muuttaa ongelmasi sellaiseen
muotoon, jonka osaat ratkaista

D. yksinkertaista ongelma erityistapaukseen
ja ratkaise se

E. yleista ongelma ja ratkaista se

F. jaa ongelma pienempiin osiin, jotka osaat
ratkaista

Suunnitelman toteuttaminen

Tulosten tarkistaminen

A. yrita ratkaista ongelma toisella tavalla
B. tarkista ratkaisusi vaikutukset

gelmanratkaisun nelji vaihetta (taulukko 4.1) ndin: ymmérrd ongelma, laadi
suunnitelma, toteuta suunnitelma ja tarkista tuloksesi.

Ongelman ymmaéartdminen on vilttdméaton alku sen ratkaisemiselle. Matema-
tiikan tehtdvissd tuntemattomat ja annetut tiedot ovat usein helposti tun-
nistettavissa. Sen sijaan visuaalisen ajattelun aktivointi kuvioiden avulla ei
ole kaikille ongelman ratkaisijoille luonteva tapa ldhted ratkaisemaan ongel-
maa. Analogioiden hyddyntdminen vaatii konseptuaalisen tiedon hyodynta-
mistd, sillda muuten siirtovaikutusta tuskin voisi esiintya. Tehtdvan ratkaisijan
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on taytynyt osata menestyksekkaésti ratkaista rakenteeltaan samankaltaisia
tehtévid. Suunnitelman toteuttamisvaihe ei sisélla Polyan (1971) mukaan to-
dellisia heuristiikkoja, vaan koostuu deduktiivisesta toteutuksesta?’.

Schoenfeldin (1992, 353) mukaan Polyan strategioita on helpompi kdyttéa
jalkikdteen ratkaisuprosessin analysoinnissa kuin etukiteen ratkaisua etsit-
tdessd. Kuitenkin opiskelijoiden on tirkedd tuntea strategioita ja esimerkke-
ji niiden kiytosta, silld transferin avulla he voivat ratkaista uusia ongelmia
(Bjorkqvist 2001, 116). 1990-luvulla pitkdn matematiikan lukio-opinnoista
puuttui systemaattinen ongelmaratkaisustrategioiden opettaminen.

4.5.2 Metakognitiot tiedon prosessoinnin saitelijana

Ongelmanratkaisuprosessien hallintaan kuuluvat yksilon metakognitiot, jot-
ka ohjaavat ratkaisijan padtoksentekoa ja sddtelevit strategioiden kayttoa
(McLeod 1989, 25). Metakognitiot ovat strategiatietojen kiyttod séételevi
tekiji, joka tuo mukaan yksilon affektiot. Metakognitioilla on toki vaikutusta
my0s proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon.

Metakognitiot ovat viljasti méaritellen yksilon ajattelua omasta ajattelus-
taan. Metakognitioiden tutkimus on suuntautunut kolmelle ldhekkdin, mut-
ta toisistaan eroteltavissa olevalle intellektuaalisen kiyttdytymisen alueelle:
omien ajatteluprosessien tuntemiseen, kontrolliin tai itsesditelyyn sekd usko-
muksiin ja intuitioihin. Tietoisuus omista ajatteluprosesseista karttuu lapsen
varttuessa, ja siithen on syyté kiinnittda huomiota etenkin vanhemmilla opis-
kelijoilla. Opiskelijalle pitda syntya kuva siitd, mitd han todella hallitsee, jot-
ta hin voi kehittya entisti tehokkaammaksi ongelmanratkaisijaksi. Kontrollin
tai itsesddtelyn avulla ongelmanratkaisija on koko ajan selvilld tekemisistaan
ja hén arvioi tekemisensé tuloksellisuutta. Namé arviot ohjaavat seuraavia
vaiheita ratkaisuprosessissa jatkamaan samalla strategialla tai etsimédén uusia
strategioita. Heikko kontrolli ja itsesdately ovat tyypillisia puutteita opiskeli-
joiden ongelmanratkaisuprosesseissa. Heidén tavallisimpia ennakkokasityksi-
adn matematiikasta ja sen kiyttokelpoisuudesta ovat tavallisimpia opetuksen
kannalta negatiivisia uskomuksia, jotka jopa estidvit uusien asioiden oppimis-
ta. (Schoenfeld 1987, 189-195.)

Schoenfeldin (1987) metakognitioiden tutkimusalueiden luokittelussa tu-
lee esille metakognitioiden voimakas yhteys affektioihin. Yksilon uskomuk-
set, asenteet ja tunnetilat ovat keskeisessd osassa strategioiden sddtelyssa
(McLeod 1989, 31). Témén vuoksi affektiot on syytd huomioida tutkittaessa
matemaattista ajattelua.

2TKs. myos (Nickerson ym. 1985, 78).
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Opiskelijoiden tietoisuutta omista metakognitioistaan voidaan kehittid. A#-
neen ajatteleminen on yksinkertainen, mutta tehokas tapa kehittda metakog-
nitiivista ajattelutapaa. Tassd tulee esille matemaattisen ajattelun ja kie-
len vilinen tarked yhteys, joka muun muassa helpottaa oppilaan ongelman
hahmotus- ja ratkaisuprosessia (ks. Joutsenlahti 2003a, 2003b).

Hannula (2001, 2004) on ottanut huomioon tunnetilat kognitioiden lisik-
si yksilon toimintaa ohjaavina tekijoind. Hin on jakanut mielen metatasoja
neljaltd kannalta: 1) metakognitiot, 2) emotionaaliset kognitiot, 3) kognitii-
viset emootiot ja 4) metaemootiot. Hannula viitaa emootiolla tunnetilaan.
Emotionaaliset kognitiot sisdltavit yksilon subjektiivista tietoa hinen emoo-
tioistaan ja emotionaalisista prosesseistaan. Kognitiiviset emootiot ovat kog-
nitiivisten paddméadrien saavuttamiseen liittyvid tunnetiloja. Metaemootiot,
jotka sidtelevit ja ohjaavat yksilon tunnetiloja, ovat yksilon tunnereaktioita
hénen omiin tunteisiinsa. (Hannula 2001, 55, 60-61.)

Lawson (1980) korostaa metakognitioiden merkitystéd informaation prosessei-
hin vaikuttavana keskeisend tekijaind. Hanen mukaansa metakognitiot kiyn-
nistavit, toteuttavat, valvovat ja saételevit strategioita, joita informaation
prosessointi hyodynt&é. (mt., 145-147.)

Lawsonin (1980) muotoilema metakognitioiden kuvaus liittaé ne strategia-
tietoihin. Hannulan (2001, 60) nikemyksen mukaan osa mielen metatasois-
ta sadtelee yksilon tiedonkésittelyprosesseja myos yksilon tiedostamatta si-
td. Affektiot ovat merkityksellisid kognitiivisten prosessien sditelijoitd, joten
otan huomioon niiden vaikutuksen tiedonkésittelyprosesseihin metakognitioi-
den kautta. En erottele tissi yhteydessd mielen muita metatasoja, vaan tyy-
dyn kisitteleméén metakognitioita Lawsonin (1980) kuvauksen mukaisesti.
Opiskelijan uskomukset ja asenteet vaikuttavat metakognitioiden kautta hé-
nen matemaattiseen ajatteluunsa.

4.6 Matemaattinen osaaminen ja kompetenssi

4.6.1 Johdanto

Matematiikan didaktiikan tutkimuksissa 1990-luvulla keskeinen késite oli ym-
martdminen. Tultaessa 2000-luvulle tutkijat ovat siirtyneet tarkastelemaan
laajemmin oppijoiden kompetensseja (Mouwitz 2003, 5). Tutkijat ovat kéyt-
tdneet hieman erilaisia nimityksid: NAEP:n mittauksissa (NAGB 2000) mate-
maattinen suorituskyky (mathematical power), PISA-tutkimuksessa (Kupari
& Korhonen 2000; Kupari 2003) matemaattinen kompetenssi (mathematical
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competence) ja matemaattinen taito (mathematical literacy) ja Kilpatrickin,
Swaffordin ja Findellin (2001) kdyttdméa késite matemaattinen osaaminen
(mathematical proficiency). Mainitut késitteet koostuvat joukosta tunnistet-
tavia taitoja, jotka liittyvit myos matemaattisen ajattelun kisitteeseen. Ma-
temaattiset kompetenssit ja osaaminen liittyvit erilaisten matemaattisten
tietojen hallintaan. Tarkastelen ensin lyhyesti kahta ensiksi mainittua ldhes-
tymistapaa ja lopuksi matemaattisen osaamisen kéasitetta Kilpatrickin, Swaf-
fordin ja Findellin (2001) tarkoittamassa merkityksessi. Tarkastelen pitkin
matematiikan opiskelijoiden matemaattista osaamista tutkimuksen empiiri-
sessé osassa, jossa tutkimuskohteena on opiskelijoiden suoritukset.

4.6.2 Matemaattinen suorituskyky

Matemaattinen suorituskyky on NAEP:n julkaisussa (NAGB 2000) mééritel-
ty opiskelijan laaja-alaiseksi kyvyksi kerdtéd yhteen ja kiyttdd matemaattista
tietoa. Tama tulee esille loogisena paittelynd, ei-rutiininomaisten ongelmien
ratkaisemisena, kykynd kommunikoida matematiikasta ja matematiikan avul-
la seké kykyné yhdistellé ja soveltaa eri konteksteissa opittua matemaattista
tietoa. Opiskelijan matemaattinen suorituskyky voidaan nihdi opiskelijan
eri matematiikan sisdltdalueisiin liittyvissd esityksissd konseptuaalisena ym-
mértdmisend (conseptual understanding), proseduraalisen tiedon hallintana
(procedural knowledge) ja ongelmanratkaisukykynéd (problem solving). N&-
mé kyvyt eiviit ole toisistaan eroteltavissa. Konseptuaalinen ymmértdminen
niahdaan knowing that- ja proseduraalinen tieto knowing how -tyyppisena
tietona. (NAGB 2000; vrt. Ryle 1966.)

Konseptuaalinen ymmértidminen nékyy opiskelijan suorituksissa, kun opiske-
lija 1) luo esimerkkeji ja vastaesimerkkejd késitteistd, 2) kiyttad ja yhdistaa
malleja, diagrammiesityksié ja toimintamateriaaleja seki erilaisia késitteiden
esitysmuotoja, 3) tunnistaa ja soveltaa periaatteita, 4) tietdd ja soveltaa fak-
toja ja madritelmid, 5) vertaa, asettaa vastakkain ja yhdistdd toisiaan lihelld
olevia kisitteitd sekd periaatteita, 6) tunnistaa, tulkitsee ja soveltaa kasittei-
den matemaattisia symboleja ja esitystapoja sekd tulkitsee annettuihin ké-
sitteisiin liittyvid oletuksia ja niiden vilisid suhteita. Opiskelija, jolla on ke-
hittynyt konseptuaalinen ymmarrys, kiyttidd matemaattisia kisitteitd muita
jaljittelemattomilla, vaihtelevilla ja tarkoituksenmukaisilla tavoilla. (NAGB
2000.)

Opiskelijan proseduraalinen tieto nékyy, kun hén 1) valitsee tehtavéiéin asian-
mukaisen proseduurin ja soveltaa sité oikein, 2) osoittaa valitun proseduurin
soveltuvaksi tehtdvin ratkaisuun joko konkreettisten mallien avulla tai sym-
bolisin metodein, 3) laajentaa tai muokkaa tuntemiaan proseduureja annetun
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tehtévin ratkaisemiseksi (mt., 2000). Hiebertin ja Lefevren (1986) konseptu-
aalinen ja proseduraalinen tieto vastaavat edelld esitettyjd konseptuaalista
ymmartamisté ja proseduraalista tietoa.

Ongelmanratkaisussa opiskelija kidyttdd matemaattisia tietojaan hinelle uu-
dessa tilanteessa. Ongelmanratkaisun hallinta edellyttia, ettd opiskelija oppii
1) tunnistamaan ja muotoilemaan ongelmia, 2) padattdméén annetun tiedon
riittdvyydesti ja konsistenssista, 3) kiyttdméadn strategioita, tietoa, malleja
ja tehtdviin sopivaa matematiikkaa, 4) luomaan, laajentamaan ja muokkaa-
maan proseduureja, 5) kilyttdmiin péaittelyi uusissa tilanteissa ja 6) arvioi-
maan ratkaisujen jarkevyytta ja oikeellisuutta. Ongelmanratkaisussa yhtyvét
konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon kiyton lisdksi padttelyn ja esitté-
misen taidot. (NAGB 2000.) Ongelmanratkaisun taidot perustuvat Polyan
(1971) esittdmiin nikemyksiin.

Mainituissa matemaattisissa suorituskyvyissi on kolme suoritustasoa: perus-
(basic), hyva (proficient) ja kehittynyt (advanced) taso. Perustasolla opiske-
lija hallitsee osittain matematiikan opiskelussa tarvittavat valttaméattoméat
tiedot ja taidot. Hyvin osaamisen tasolla opiskelija hallitsee ja osaa soveltaa
kouluopetuksessa keskeisid matemaattisia késitteité ja periaatteita. Kehitty-

neelld tasolla opiskelijan esitykset ylittdavit kouluun riittivin vaatimustason.
(NAGB 2000.)

Matemaattinen kompetenssi niahdain tassd lihestymistavassa kolmena suo-
rituskykyné, jotka nivoutuvat toisiinsa. Niistd ovat tunnistettavissa tyossani
kiytettavit tiedon lajit. Puutteeksi on luettava, ettd opiskelijan ajatteluun
vaikuttavia affektiivisia tekijoita ei huomioida lainkaan.

4.6.3 Matemaattiset kompetenssit PISA—tutkimuksessa

PISA-tutkimuksen teoreettisessa viitekehyksessd kasitteelli matemaattinen
osaaminen tarkoitetaan 15-vuotiaiden opiskelijoiden kykyd kiyttdd hyvik-
seen matemaattisia tietojaan ja taitojaan suhteessa tulevaisuuden haasteisiin
(Kupari 2003, 83). Jablonka (2003) on eritellyt tarkemmin kyseisti késitet-
td ja todennut, ettd sitd ei voi kisitelld ilman tarkastelematta ymparoivin
yhteiskunnan asettamia vaatimuksia matemaattiselle osaamiselle.

PISA-tutkimuksessa esiintyvilla kisitteelld matemaattiset kompetenssit tar-
koitetaan sellaisia yleisid taitoja ja valmiuksia kuin ongelmanratkaisutai-
to, matematiikan kielen hallinta ja matemaattinen mallintaminen. Mate-
maattisiin kompetensseihin kuuluvat PISA-ohjelman mukaan seuraavat tai-

28Gpatiaalista, induktiivista, deduktiivista, tilastollista.
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dot (Kupari & Korhonen 2000): matemaattisen ajattelun taidot, matemaat-
tisen argumentoinnin taidot, mallintamistaidot, ongelman asettelu- ja ratkai-
sutaidot, esitysmuotoja koskevat taidot, matematiikan kieli ja laskutekniset
taidot, kommunikointitaidot sekid apu- ja tyovéilineiden kayttotaidot. Téssa
yhteydessa matemaattisen ajattelun taidoilla tarkoitetaan taitoja, johon kuu-
luvat matematiikalle luonteenomaiset kysymyksenasettelut, erojen tunnista-
minen erilaisten lausumien vililld seké esitettyjen matemaattisten kisitteiden
laajuuden sekd rajoitusten ymmartaminen ja kasittely. Kyseiset taidot eivit
ole hierarkkisia. Reaalimaailman sovellustilanteissa ihminen saattaa tarvita
kaikkia mainittuja taitoja samanaikaisesti. Néin ollen ei ole tarkoituksen-
mukaista yrittdd mitata kutakin taitoa erikseen, vaan luodaan helpommin
mitattavia taitoluokkia. Téllaisiksi taitoluokiksi on muodostettu seuraavat
kolme hierarkkista taitoluokkaa (Kupari & Korhonen 2000):

1. méadritelmét sekéi lasku- ja suoritustaidot (PISA1)
2. asioiden yhteydet ja yhdistdminen ongelmanratkaisua varten (PISA2)

3. matemaattinen ajattelu, yleistiminen ja oivaltaminen (PISA3)%.

PISA1-taitoluokkaan kuuluvat matemaattinen faktatieto, sen esitys- ja mer-
kintdtavat, kisitteiden yhtalaisyyksien ja vastaavuuksien tunnistaminen seké
matemaattisten objektien ja ominaisuuksien muistaminen. Lisiksi luokkaan
kuuluvat rutiininomaiset laskutoimitukset, tavanomaisten algoritmien sovel-
taminen ja teknisten suoritustaitojen kehittdminen seké symboleja ja kaavoja
sisiltdvien lausekkeiden kisittely ja niihin siséltyvit laskutoimitukset. (Ku-
pari & Korhonen 2000, 12.) Tama taitoluokka vastaa proseduraalisen tiedon
hallintaa.

Taitoluokassa PISA2 keskeisid taitoja ovat matematiikan eri sisdltéalueiden
tietojen yhdistely yksinkertaisten ongelmien ratkaisemiseksi ja strategioiden
sekd, matematiikan tyokalujen valinta ongelmien ratkaisemiseksi. Lisédksi té-
mén taitotason ongelmat vaativat suhteellisen vihin matematisointia ja rat-
kaisija osaa kisitelld erilaisia esitysmuotoja (kuvallinen, sanallinen, symbo-
linen) tilanteen ja tarkoituksen mukaisesti sekd luoda yhteyksia erilaisten
tietojen vilille. Taidoista yhteyksien muodostaminen vaatii kykya erotella
ja suhteuttaa erilaisia lausumia kuten mairitelmét, viitteet, esimerkit, eh-
dolliset vaittdmat ja todistukset. Erityisesti matemaattisen argumentoinnin
taidot, mallinnustaidot, ongelman asettelu- ja ratkaisutaidot seki esitysmuo-
toja koskevat taidot kuuluvat tdhén luokkaan. (Kupari & Korhonen 2000,
12.)

Y KHytin jatkossa edelld mainituista luokista lyhenteitsi PISA1, PISA2 ja PISA3.
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Taitoluokassa PISA3 opiskelija osaa matematisoida ongelmatilanteen ja tun-
nistaa tilanteeseen sisiltyvin matematiikan. Opiskelija kiyttdd matematiik-
kaa ongelman ratkaisemiseksi, jolloin hén analysoi, tulkitsee ja laatii omat
mallinsa seké strategiansa. Han esittdd matemaattiset perustelut seka tarvit-
taessa todistukset ja yleistykset. Oppija analysoi ratkaisumalliansa ja pohtii
mallintamisprosessiaan. Télld tasolla toimiva ongelmanratkaisija taitaa myos
ongelmien asettamisen. Oppija osaa kommunikoida suullisesti, kirjallisesti
ja visuaalisesti. Oppija oivaltaa matematiikan luonteen ja sen kulttuuriset
ja historialliset elementit sekd nidkee matematiikan kdyton mahdollisuudet
muissa yhteyksissd ja muilla opetussuunnitelman alueilla, joihin mallinnus
soveltuu. Téahén luokkaan kuuluvat useat taidot ja valmiudet muista luokis-
ta. (Kupari & Korhonen 2000, 12.) Tamé taitoluokka vastaa konseptuaalisen
ja proseduraalisen tiedon hyvia hallintaa.

Luokat ovat hierarkkisia siind mielessé, ettd luokan kolme tehtivéit ovat ylei-
sesti ottaen vaikeampia kuin luokan kaksi tehtavat. Kuitenkaan luokassa kol-
me hyvin menestyvit eivit valttdméattd menesty hyvin esimerkiksi luokassa
yksi (Kupari & Korhonen 2000).

4.6.4 Matemaattinen osaaminen

Matemaattinen osaaminen (mathematical proficiency) on matematiikan mo-
nipuolista hallintaa. Kilpatrick, Swafford ja Findell (2001) katsovat yksilon
matemaattisen patevyyden koostuvan viidestd piirteestd, joissa on yhtilii-
syyksid edelld esitetyn matemaattisen suorituskyvyn komponentteihin. Namé
piirteet ovat:

1. Késitteellinen ymmairtdminen (conceptual understanding): mate-
maattisten kisitteiden, operaatioiden ja relaatioiden ymmaéartaminen.

2. Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency): taito kiyttad prose-
duureja joustavasti, huolellisesti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti.

3. Strateginen kompetenssi (strategic competence): kyky formuloida,
esittdd ja ratkaista matemaattisia ongelmia.

4. Mukautuva paéttely (adaptive reasoning): pystyvyys loogiseen ajat-
teluun, reflektointiin, selittdmiseen ja todistamiseen.

5. Yrittelidisyys (productive disposition): nidhda luontaisesti matema-
tiikka jarkevina, hyodyllisend ja arvokkaana yhdistettynd uskoon ah-
keruuden merkityksesti ja omiin kykyihin. (Kilpatrick ym. 2001, 16.)
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KUVIO 4.2: Matemaattinen osaaminen koostuu viidesta toisiinsa kietoutu-
neesta piirteesti (Kilpatrick ym. 2001, 117).

Téassd yhteydessd on syytd huomata, ettd kyseiset piirteet ovat toisiinsa
kietoutuneita ja toisistaan riippuvia (kuvio 4.2). Késitteellisesti ymmérté-
va opiskelija tietdd enemmén kuin vain erillisid faktoja ja menetelmid. Han
ymmaértaa lisdksi, missa konteksteissa matemaattiset kisitteet ovat kiyttokel-
poisia, miten eri kisitteet liittyvéit toisiinsa ja miten uudet késitteet on liitet-
tavissd hdnen hyvin organisoituun tietorakenteeseensa. Késitteellisen ymmér-
ryksen ei tarvitse olla verbaalisesti ilmaistavissa, vaikka opettajat néin usein
olettavatkin, silla opiskelijat ymmartavit usein kasitteitd ennen kuin he ky-
keneviit ilmaisemaan ymmaértamystaan. (Kilpatrick ym. 2001 , 118.) Oppilas
ymmértid matemaattiset kisitteet ja niiden vilisid suhteita seki matemaat-
tiset operaatiot (Kilpatrick ym. 2002 , 9). Konseptuaalinen ymmdrtiminen
vastaa edelli esitettyd konseptuaalista tietoa ja sithen liittyvid prosesseja.

Proseduraalinen sujuvuus viittaa proseduurien tuntemiseen: missa tilanteis-
sa ja miten niitd kiytetdan tarkoituksenmukaisesti. Proseduurien hallinta on
yhteydessa késitteelliseen ymmartidmiseen, silla esimerkiksi paikkajirjestel-
mén ja rationaalilukujen ymmaértadminen ei ole mahdollista ilman niihin liit-
tyvien proseduurien hallintaa. (Kilpatrick ym. 2001 , 121.) Tamén piirteen
voi tiivistdd laskemisen osaamiseksi, jossa oppilas hallitsee matemaattisia
proseduureja joustavasti, tasmallisesti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaises-
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ti (Kilpatrick ym. 2002 , 9). Proseduraalinen sujuvuus vastaa edelld esitettyd
proseduraalista tietoa ja sithen liittyvid prosesseja.

Strateginen kompetenssi liittyy ongelman ratkaisuun, jossa ongelman ratkai-
sumenetelméi ei ole opiskelijalle etukiteen selvd. Opiskelijan on tunnettava
ja hallittava useita ongelman ratkaisustrategioita. Hinen on kyettdva tun-
nistamaan annetusta tehtdvisti sen ratkaisun kannalta olennaiset piirteet ja
muotoiltava ongelma sellaiseen muotoon, ettd hin pystyy ratkaisemaan sen.
(Kilpatrick ym. 2001 , 124.) Strateginen kompetenssi ilmenee tietojen ja tai-
tojen soveltamisen osaamisena, jossa oppilas kykenee muotoilemaan ongelmia
matemaattisesti ja keksii ratkaisustrategioita niihin kidyttdmélla matemaat-
tisia kiisitteita ja proseduureja tarkoituksenmukaisesti (Kilpatrick ym. 2002 ,
9). Strateginen kompetenssi vastaa edelld esitettyji strategiatietoja ja niiden
kayttad.

Mukautuva pédttely on kapasiteettia ajatella loogisesti eri kisitteiden ja ti-
lanteiden vélisistd suhteista. Opiskelija on kykenevd mukautuvaan péatte-
lyyn, jos seuraavat kolme ehtoa toteutuvat: 1) opiskelijalla on riittéva tie-
topohja, 2) tehtdvid on ymmaérrettava ja motivoiva ja 3) tehtdvin konteksti
on tuttu sekd miellyttavi. Yksi tdrked mukautuvan paéttelyn ilmenemé on
kyky osoittaa riittdvit perustelut omille valinnoilleen ja tekemisilleen. Var-
sinainen todistaminen on erds muoto perustella toimintaansa. Mukautuva
padttely tulee esille parhaiten ongelmanratkaisussa, jossa opiskelija kdyttaa
strategista kompetenssiaan ongelman muotoilussa ratkaisussa. Mukautuvaa
padttelyd opiskelija tarvitsee, kun hian padttad valitun strategian oikeutuk-
sen. (Kilpatrick ym. 2001 , 129-130.) Mukautuvassa pddittelyssi on sekd stra-
tegiatietoa ettd konseptuaalista tietoa.

Opiskelijan yrittelidisyys on pyrkimystd havaita mielekkyyttd matematii-
kassa ja nidhdd matematiikka sekd hyodyllisend ettd arvokkaana. Lisdksi
opiskelija uskoo, ettd ahkera matematiikan opiskelu kannattaa, ja nikee
itsensd, tehokkaana matematiikan oppijana ja kiyttdjanad. Jos opiskelijal-
la on hyvin kehittyneini edelld esitetyt nelja piirrettd, niin hinen taytyy
uskoa matematiikan olevan ymmaérrettavia ja kiyttokelpoista. Esimerkik-
si ei-rutiininomaisten tehtdvien ratkaiseminen lisdd opiskelijan strategista
kompetenssia, jolloin opiskelijan asenteet ja uskomukset itsestdin mate-
matiikan taitajana muuttuvat positiivisemmiksi, mikd puolestaan edistai
muiden piirteiden kehittymista. (mt., 131.) Opiskelijan yrittelidisyys kuuluu
affektiiviselle alueelle, jossa keskeisia kisitteitd ovat tassa tyossd uskomukset
ja asenteet. Ne vaikuttavat muun muassa metakognition kautta opiskelijan
suorituksiin.
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Téten matemaattinen osaaminen koostuu viidesté piirteestéd (kuvio 4.2), jois-
sa on huomioitu hienojakoisesti aikaisemmin esitellyt tiedonlajit seké opiske-
lijan matemaattiseen ajatteluun vaikuttavat affektiiviset tekijat. Opiskelijan
matemaattinen ajattelu on tiedon prosessointia, jossa tiedon lajeja ja toisaal-
ta tiedon prosessointia ohjaavat affektiiviset tekijit (metakognitio) nékyvat
oppijan matemaattisen osaamisen piirteind. Matemaattinen osaaminen sisél-
tdd edelld esitetyn matemaattisen suorituskyvyn kolme piirrettd sekd PISA-
tutkimuksen matemaattisen kompetenssin ulottuvuudet.
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Luku 5

Tutkimusongelmat ja -asetelma

5.1 Lukiolaisen matemaattinen ajattelu

Lukion pitkissd matematiikassa painottuvat opiskelijan matemaattisessa
ajattelussa eri piirteet kuin peruskoulun matematiikassa. Lukion pitkdn ma-
tematiikan opiskelussa nousevat esille peruskoulun matematiikan opiskelua
selvemmin matemaattisen tiedon rakenne ja siihen liittyvi matematiikalle
tyypillinen todistusajattelu, jossa korostuu erityisesti deduktiivisuus. Lu-
kiossa kiinnitetiin entisti enemmin huomiota kiisitteenmuodostukseen'.
Lukion pitkdin matematiikan opetussuunnitelman perusteissa (LOPS 1994,
71) esitetdén opiskelun tavoitteeksi muun muassa, ettd “opiskelija pystyy
kdsittelemddn tietoa matematiikalle ominaisella tavalla, laatimaan tdsmdl-
lisid perusteluja sekd oppii arvioimaan esitettyjen perustelujen pdtevyyttd
ja tulosten yleistettavyyttd”. Tallaiset kognitiiviset taidot eivit ole keskeisid
peruskoulun matematiikan opiskelussa. Lukiomatematiikan luonne poikkeaa
yliopistossa opetettavasta matematiikasta, jossa kaikki tulokset todistetaan
aukottomasti ja opiskelun péddpaino on ensisijaisesti teorioiden muodostuk-
sessa eikd kiaytdnnon sovelluksissa ja proseduurien harjoittelussa.

Luvussa kolme tarkastelin erilaisia ldhestymistapoja matemaattiseen ajatte-
luun. Tiedon prosessointia korostava lihestymistapa soveltuu parhaiten késil-
14 olevaan tutkimukseen, koska konnektionismi kuvaa tapaa, jolla yksilon tie-
toverkko rakentuu. Luvussa kolme olen lisiksi esitellyt matemaattisen ajat-
telun méaritelmia ja kuvauksia, joissa ajattelun prosessiluonne tulee esille.
Mikéan niistd ei mielesténi tuo esille kaikkia niitd matemaattisen ajattelun
puolia, jotka koen tédrkeiksi tutkittaessa lukion pitkdn matematiikan opis-
kelijan ajattelua. Téméan vuoksi olen luvussa nelja ldhtenyt tarkastelemaan

IKs. opetussuunnitelman perusteet 1985, 1994.
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koulumatematiikkaan soveltuvaa tiedon kisitettd lihemmin ja padtynyt pro-
seduraalisen ja konseptuaalisen tiedon seki strategiatiedon késitteisiin (vrt.
Hiebert & Lefevre 1986).

Tiedon kisitteeseen voidaan sisillyttad kisitteet 'ymmartdminen’, ’taito’ ja
'metakognitiot’. Viimeksi mainittu tiedon laji tuo tarkasteluun mukaan opis-
kelijan affektiivisen puolen komponentteja kuten uskomukset, asenteet ja
emootiot: ne kaikki vaikuttavat ratkaisevasti opiskelijan matemaattiseen ajat-
teluun.

Ajattelu voi olla tiedostamatonta kuten intuitio? tai tietoista kuten ongel-
manratkaisu. Molemmat ajattelun tyypit voivat olla kdynnissid samanaikai-
sestikin. Nahdéakseni opiskelija kiyttad matemaattista ajattelua ainakin seu-
raavissa tilanteissa: 1) opiskellessaan intentionaalisesti matemaattisia késit-
teitd, 2) matematiikan ongelmanratkaisutilanteissa ja 3) assosioidessaan va-
paasti tietojaan. Matematiikan késitejirjestelmén opiskelun on oltava inten-
tionaalista toimintaa, jotta oppimista ylipditinsi voisi tapahtua3. Talloin
opiskelija tarvitsee deduktiivista ja induktiivista ajattelua matemaattisessa
ajattelussaan ymmirtiikseen kiisitejirjestelmin rakenteen?. Pelkkien fakto-
jen (asiatietojen) ulkoaopettelu ja toistaminen ei vaadi matemaattista ajatte-
lua, niin kuin niiden hyédyntédminen ja soveltaminen ongelmanratkaisussa jo
vaatii ajattelua. Matemaattisten taitojen harjaannuttaminen tehtavia ratkai-
semalla, miki on tyypillistd koulumatematiikan tekemisté, saattaa yksinker-
taisimmillaan vastata faktatietojen toistamista. Matematiikassa ongelman-
ratkaisu siind mielessd kuin Polya (1971) on sen esittinyt, on matemaattista
ajattelua vaativa prosessi, jota toisinaan pidetdin matemaattisen ajattelun
keskeisimpéni ilmentymini®. Viimeiseksi mainitsemallani vapaalla assosiaa-
tiolla viittaan esimerkiksi opiskelijan "padhénpistoon” kokeilla tai yhdistell&
oppimiaan kisitteitd ndenniisen satunnaisesti (intuition ohjaamana) ja tar-
kastella niistd saatavia tuloksia, joille selitystd hakiessaan héan voi saada oi-
valluksia. Erityisesti tietotekniikka tarjoaa mahdollisuuden vihalla vaivalla
kokeilla ja yhdistelld tietoja ilman mitddn erityistd padméaraé; valistunut
opiskelija voi kiyttdd matemaattista ajatteluaan ennustaessaan, mita voisi
tapahtua.

Valitsemassani lihestymistavassa matemaattiseen ajatteluun sen elementeik-
si tulevat matemaattiset tiedot, jotka voivat olla proseduraalisia’, konseptu-

?Ks. esim. Pascal 2002.

3Ks. Uljens 1997; Yrjonsuuri & Yrjdénsuuri 1997.

4Esimerkiksi Pirie & Kierenin teoria ymmiérryksen kasvusta kiisitteen oppimisessa.
SEsim. Schoenfeld (1994) Mathematical Thinking and Problem Solving.

6Ks. alaluku 4.3.1.
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aalisia’ tai strategiatietoja®. Jokin tieto voidaan tulkita myds proseduraalisen
ja konseptuaalisen tiedon yhdistelméksi. Tiedon matemaattisuus viittaa tie-
don kuuluvan matematiikan tieteen piiriin. Téastd ndkokulmasta matemaat-
tinen ajattelu on lyhyesti sanottuna matemaattisen tiedon prosessointia. Se
vastaa Dreyfusin ja Eisenbergin (1996, 254) méérittelyé, jonka mukaan mate-
maattinen ajattelu on koulumatematiikassa yksinkertaisesti ajatteluproses-
sityyppi, jota kiytetddn opiskeltaessa matematiikkaa (doing mathematics).
Kuitenkin matemaattisen ajattelun pitdminen pelkkana tiedon prosessoin-
tina tarkoittaa yksinkertaisimmillaan sitd, ettd jos tieto on yksinkertaista
faktatietoa ja prosessina vain esimerkiksi muistaminen, niin mainitun maa-
rittelyn mukaan tdmé edustaisi matemaattista ajattelua. Mehtéaldinen (1992,
18) nékee ajattelun tapahtumana, jossa on tunnusmerkillistd uusien ajatuk-
sien syntyminen. Siis pelkkd faktatietojen toistaminen, vaikka ne olisivat-
kin matematiikkaan liittyvid, ei tuo mitddn uutta tietoa eikd muuta muiste-
tun tiedon suhdetta muihin tietoihin. Siksi méarittelyd on syyté tarkentaa.
Prosessointi ei voi olla pelkdstdin muistamista, vaan prosessointia ovat esi-
merkiksi matematiikalle tyypillisten strategioiden® soveltaminen tai Burto-
nin matemaattiselle ajattelulle keskeiseni pitimit prosessit!’. Ajattelulle on
ominaista useiden tietojen yhtdaikainen prosessointi, jossa ovat merkityksel-
lisié tietojen viliset suhteet ja yleisesti ottaen opiskelijan oma ainutlaatuinen
tietoverkko!!. Toisaalta on syytd huomioida myos niitéi prosesseja ohjaavia
tekijoita.

Opiskelijoiden metakognitiot!'?, jotka ovat osa strategioita ja kuuluvat tissi
luokituksessa strategiatietoihin, ohjaavat ajattelua. Metakognitioiden kaut-
ta opiskelija on tietoinen omasta ajattelustaan ja siihen vaikuttavat muun
muassa opiskelijan uskomukset, asenteet ja emootiot, jotka kohdistuvat ma-
tematiikkaan ja sen opiskeluun. Metakognitiot ovat yhteydessd myds hiljai-
seen tietoon ja intuitioon seké itsesddtelyyn. Néiden kisitteiden erottelemi-
nen ja rajaaminen on vaikeaa. Opiskelijan omat asenteet matematiikkaan ja
uskomukset itsestdin matematiikan oppijana toisaalta ohjaavat hinen ajatte-
luaan ja toisaalta heijastavat ajatteluprosessien kvalitatiivisia piirteitd. Ma-
tematiikkaan liittyvien asenteiden ja uskomusten suotuisat muutokset mate-
matiikan opiskelussa ovat osa opettajan toivomaa opiskelijan matemaattisen
ajattelun kehittymistd. Omassa tutkimuksessani otan huomioon uskomukset,
asenteet ja emootiot matemaattisen ajatteluun vaikuttavina tekijoiné.

"Ks. alaluku 4.2.1.
8Ks. alaluku 4.4.1.
9Ks. alaluku 4.4.1.
10K, alaluku 3.2.3.
Ks. konnektionismi alaluku 3.1.6.
12Ks. alaluku 4.4.2.
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Psykometrinen Antropologinen

Lahestymistavat
matemaattiseen
ajatteluun

Sternberg 1996,
Tiedematematiikan Pedagoginen

Konnektionismi
Tiedon prosessointi

Tieto

Psykologinen epistemologia Filosofinen epistemologia

Konseptuaalinen Proseduraalinen
tieto tieto
Strategiatieto

Uskomukset

Metakognitiot

Strategiat

Ymmartaminen \ Taidot

\ \

Ongelmanratkaisu

- Strateginen l Proseduraalinen'
kompetenssi sujuvuus
Kisitteelling BlCeuing Matematiikkakuva
PP paattely
mmartaminen

Viatemaattinen osaaminen (kipatric ym. 2001)

KUVIO 5.1: Matemaattiseen ajatteluun liittyvien késitteiden suhteet kasilla
olevassa tyossa.

Perustan siis matemaattisen ajattelun kuvauksen seuraavaan (kuvio 5.1):
Opiskelijan matemaattinen ajattelu on hdinen metakognitioidensa ohjaamaa
matemaattisten tietojen (proseduraalista, konseptuaalista, strategiatietoa)
prosessointia, jossa yksilo organisoi uudelleen tietoverkkoaan. Ajattelun paa-
méaarand on kisitteiden ja késitejarjestelmien syvillisempi ymmértdminen
tai suoriutuminen ongelmanratkaisuprosessista. Matemaattista ajattelua voi
tapahtua eri tasoilla kuten esimerkiksi ymmértamistd sen mukaisesti, miké
opiskelijan tietojen asema on tietoverkossa ja kuinka kompleksinen ongel-
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ma tai kiisite on. Nden matemaattisen ajattelun prosessiluonteen keskeiseksi
koko ilmidssa.

Matemaattinen osaaminen, joka Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin (2001)
mukaan muodostuu viidestd piirteestd, tarjoaa kasitteellisen viitekehyksen
erilaisten tietojen prosessoinnille ja ottaa myos huomioon opiskelijan affek-
tiot matematiikan opiskelussa (kuvio 5.1). Matemaattista osaamista voidaan
tutkia opiskelijalle annettujen tehtévien ratkaisuista. Niistd on paételtavissi
osaamisen piirteiden hallinta. Osaamisen piirteilld on yhteys tiedon lajeihin®3.
Tutkimuksessani matemaattinen ajattelu on tiedon prosessointia, joten tie-
don lajin kuvaaminen ja tehtdvin kognitiivisen tason arviointi maarittavat
opiskelijan ratkaisuprosessin matemaattista ajattelua. Matemaattinen osaa-
minen on opiskelijan matemaattisen ajattelun yksi ilmentymaé.

Schoenfeldin (1994, 60) mukaan matemaattisen ajattelun oppiminen tar-
koittaa matemaattisen ndkokulman kehittdmistd arvioimalla ongelmien
matematisointi- ja abstrahointiprosesseja sekd pyrkimystd soveltaa niité
ongelmiin ja kehittdd taitoa kiyttdd matemaattisia tyokaluja ja hycdyntda
niitd pyrkimyksissd ymmartaa tehtiavien struktuureja seki 16ytda matemaat-
tinen mielekkyys niisté.

Lukion matematiikan opiskelussa matemaattisen ajattelun kehittyminen né-
kyy ongelmaratkaisutaitojen lisddntymisend. Oppilaan potentiaalisten ma-
temaattisten kykyjen karttuessa hin 16ytad uusia strategioita ratkaista hé-
nelle entuudestaan tuttuja matemaattisia probleemoja. Toisaalta han pys-
tyy analysoimaan uusia probleemoja sekd 16ytdméaédn niiden ratkaisemiseksi
optimaalisen menetelmin. Matemaattisen ajattelun kehittymiseen kuuluvat
strategiatiedon, konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon méaéirillinen seké
laadullinen kehittyminen. Laadullinen kehittyminen tarkoittaa yhéi komplek-
sisempien struktuurien ja prosessien rakentamista ja hallintaa sekd metakog-
nitiivisten tietojen ja taitojen tiedostamista ettd soveltamiskykyé. Konsep-
tuaalisen tiedon verkottuminen yha edelleen uusiin strategiatietoihin, kon-
septuaalisiin ja proseduraalisiin tietoihin on keskeinen osa matemaattisen
ajattelun kehittymistd. Tama ndkyy matemaattisen osaamisen piirteiden ke-
hittymisené.

13Ks. alaluku 4.6.4.
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5.2 Tutkimusongelmat

Tutkimuksen keskeinen kisite on pitkdn matematiikan opiskelijan matemaat-
tinen ajattelu, jota kuvaan painottaen tiedon prosessointia. Lukiolaisen mate-
maattista ajattelua tarkastelen kolmesta nidkokulmasta: yhteiskunnan, opet-
tajan ja oppilaan. Tutkimuskohde on rajattu pitkdn matematiikan opiskeli-
joihin, jotka ovat kirjoittaneet ylioppilaaksi 1990-luvulla. Silloin ovat olleet
voimassa kahdet opetussuunnitelman perusteet!?. Myds ylioppilaskirjoituk-
sia sédteleviit asetukset (alaluku 2.3) ovat muuttuneet. Sukupuolten viliset
erot mittaustuloksissa ovat olleet tarkasteltavina kansainvélisissa tutkimuk-
sissal!®, joten otan timéinkin nikokulman mukaan.

Opiskelijan uskomusten ja asenteiden vaikutuksen hidnen matemaattiseen
ajatteluunsa otan huomioon tutkimalla opiskelijan matematiikkakuvaa.
Opiskelijan matematiikkakuva koostuu uskomuksista: matematiikasta, it-
sestd matematiikan oppijana ja kiyttdjana, matematiikan opetuksesta seki
matematiikan oppimisesta (Pehkonen 1998, 47). Matematiikkakuva ohjaa
omalta osaltaan opiskelijan metakognitioita ja vaikuttaa siten ongelman-
ratkaisuprosesseihin, jossa metakognitiot ohjaavat strategiatietojen kiyttoa.
Opiskelijoiden on vaikeampi arvioida matemaattista ajatteluaan kuin omaa
matematiikkakuvaansa. Opiskelijan matematiikkakuvan tunteminen aut-
taa ymméartdmain opiskelijan matemaattista ajattelua, jota on tarkasteltu
muista ndkokulmista.

Tarkastelen opiskelijan matemaattista ajattelua hinen osaamisensa kautta.
Osaaminen tulee ndkyviin tehtédvien ratkaisuissa tai ratkaisuyrityksissa, joista
voi péitelld opiskelijan matemaattisen osaamisen piirteiti'® ja tasoa. Osaa-
misen piirteet linkittyvit tiedon lajeihin ja ne edelleen matemaattisen ajat-

telun kuvaukseen'”.

Tutkin ensin pitkdn matematiikan opiskelijan matemaattista osaamista kah-
desta ndkokulmasta (valtakunnan ja opettajan) ja kolmantena nikokulmana
opiskelijan matematiikkakuvaa hénen itsensid arvioimana. Naméi muodosta-
vat kolme ensimmaistd padongelmaa alaongelmineen. Neljis pddongelma ko-
koaa yhteen kolmen edellisen padongelman tulokset ja tulkitsee niitd opiske-
lijan matemaattisen ajattelun kannalta.

14Ks. alaluvut 2.2.3 ja 2.2.4.
I58TMS, TIMSS, PISA.
I6Ks. alaluku 4.6.4.

17Ks. kuvio 5.1 s. 103.
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Tutkimuksen pddongelmat ja niihin liittyvit ala-ongelmat ovat seuraavat:

I Minkilaista valtakunnallisella tasolla on pitkin matematiikan
opiskelijan matemaattinen osaaminen lukio-opintojen paittyessi?

Alaongelmat:

Erityisesti, minkélaista se on

1.1 eri sukupuolten muodostamissa ryhmissa?

1.2 eri opetussuunnitelmien mukaan opiskelevien ryhmissa?

1.3 pitkan matematitkan pakollisena tai ylimddrdisend kirjoittavien ryhmais-
sa?

IT Minkéilaista on pitkin matematiikan opiskelijan matemaattinen
osaaminen koulun tasolla lukio-opintojen pAidttyessi opettajan ar-
vioimana?

Alaongelmat:

Erityisesti, minkélaista se on

2.1 eri sukupuolten muodostamissa ryhmissd?

2.2 eri opetussuunnitelmien mukaan opiskelevien ryhmissd?

2.8 pitkin matematitkan pakollisena tai ylimddrdisend kirjoittavien ryhmis-
sa?

III Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matematiikka-
kuva?

Alaongelmat:

Erityisesti, minkélainen se on

3.1 eri sukupuolten muodostamissa ryhmissd?

3.2 eri opetussuunnitelmien mukaan opiskelevien ryhmissa?

3.8 pitkdn matematitkan pakollisena tai ylimddardisend kirjoittavien ryhmais-
sa?

IV Minkilaista on pitkin matematiikan opiskelijan tehtiviorientoi-
tunut matemaattinen ajattelu lukio-opintojen paittyessi?

Vuosikymmen antaa mahdollisuuden aikaperspektiivissa tarkastella mahdol-
lisia muutoksia opiskelijan matematiikkakuvassa, matemaattisessa osaami-
sessa ja ajattelussa.
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5.3 Tutkimusasetelma

Matemaattinen ajattelu on opiskelijan latentti piirre, jota on syyta tutkia
useasta eri nikokulmasta ja myo0s eri tasoilla. Téall6in voidaan saada nakyville
tutkittavan kohteen eri ulottuvuuksia. Tutkimusasetelman mallina on trian-
gulaatiotutkimus, jossa tarkastellaan henkilon latenttia piirretti kolmesta eri
niakokulmasta osittain erilaisin tutkimusmenetelmin.

Téssd tyossa on valittu kolme eri tarkastelundkokulmaa opiskelijan mate-
maattisen ajattelun tutkimiseen. Ne ovat:

1. yhteiskunnan (valtakunnallisella tasolla)
2. opettajan (koulun tasolla)

3. opiskelijan oma (yksilon tasolla).

Tutkimusasetelman nékokulmia on havainnollistettu kuviossa 5.2. Mate-
maattista ajattelua tutkija voi havainnoida vain epésuorasti. Mittauksien
kohteina ovat opiskelijan matemaattinen osaaminen koulun ja valtakunnan
tasolla sekd opiskelijan uskomukset. Kussakin nidkokulmassa mittauksia ja
muuta aineistoa tulkitaan lisiksi kolmessa ryhméssd (kuviossa nuolen kolme
kirked): sukupuolten vilill4, opetussuunnitelmien suhteen ja matematiikan
pakollisena kirjoittamisen suhteen.

Opettajan ndkdkulma tuo mukanaan muutakin tietoa kuin vain opiskelijoiden
produktien arviointitulokset. Kouluyhteistssid — etenkin pienissa lukioissa —
opettaja tuntee opiskelijan taustamuuttujat ja on runsaassa vuorovaikutuk-
sessa opiskelijoiden kanssa niin tuntitilanteissa kuin niiden ulkopuolellakin.
Opettaja pystyy arvioimaan opiskelijoiden ajatteluprosesseja oppituntien on-
gelmaratkaisutilanteissa, joissa opiskelijat pienissé ryhmissé tai opettajajoh-
toisesti keskustellen etsivit ratkaisumalleja tutkittaviin ongelmiin. Talloin
opiskelijoiden yksil6lliset erot opiskeluprosessissa voidaan ottaa huomioon:
tulosten tulkinta saa syvyyttd. Opettaja arvioi opiskelijoidensa matemaat-
tista osaamista summatiivisten kokeiden avulla, joiden suoritukset antavat
viitteitd opiskelijan matemaattisesta ajattelusta.

Opiskelijan omaa kuvaa matemaattisesta ajattelustaan ja matematiikasta
yleensé sekd sen merkityksesta yhteiskunnassa voidaan mitata asennekyselyn
(uskomuskyselyn) avulla. Affektiivinen komponentti on opiskelussa keskeisel-
14 sijalla. Myonteiset uskomukset ja asenteet matematiikasta ja sen opiskelus-
ta ovat edellytyksid menestyksekkaille oppimiselle. Tlla tasolla tulevat mah-
dollisesti nakyviin my0s sukupuolten viliset erot suhteessa matematiikkaan.
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Yhteiskunnan
nakokulma

Matemaattinen
osaaminen yo-kirjoituksissa

Opiskelijan

Opettajan Opiskelijan
nakdkulma nakokulma

KUVIO 5.2: Tutkimusasetelman kolme nakokulmaa.

Opiskelijoiden uskomusten, asenteiden ja emootioiden edustama "ruohonjuu-
ritason” informaatio ei anna juurikaan viitteitd opiskelijoiden matematiikan
kognitiivisesta tasosta, mutta kuvaa opiskelijoiden metakognitioita.

Yhteiskunnan suorittama arviointi tapahtuu valtakunnallisesti muun muassa
ylioppilaskokeiden, erillisten tutkimusprojektien ja valtakunnallisten kilpai-
lujen tulosten arviointina. T&lloin voidaan hahmotella kuva ikdluokkien ma-
temaattisesta osaamisesta ja kognitiivisesta tasosta. Tuloksia on tarkastelta-
va suhteessa asetettuihin tavoitteisiin, joita on kirjattu opetussuunnitelman
perusteisiin.

Lukiossa matemaattisen osaamisen arviointi on sidottu kursseihin, jotka
edustavat matematiikan eri osa-alueita. Niitd on mielekésta tarkastella erik-
seen, silla esimerkiksi geometria ja algebra edellyttivit eriluonteista mate-
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Pitkin matematiikan kevadn
kokeissa 1990-luvulla kirjoitta-
neet n= 89804

Uskomukset

8 lukiota
n=384

Suoritukset  Tervakosken — — —
lukio n=\103

Opiskelutilanteet

Uskomukset

OPETTAJA

KUVIO 5.3: Tutkimusasetelman kolme nikokulmaa, tutkimusaineistot ja
kohteiden lukumaéarét.

maattista ajattelua. Lopuksi tarkastelen kuitenkin yhten&d kokonaisuutena
pitkin matematiikan opiskelijan matemaattista ajattelua, joka sisdltdi naméa
hieman eriluonteiset matematiikan eri osa-alueisiin kuuluvat ajattelutavat.

Kuviossa 5.3 olen kuvannut tutkittavan pitkdn matematiikan opiskelijajou-
kon jakaantumista eri nikokulmien kesken. Tutkimusaineiston olen rajannut
1990-luvulla kevailld pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituksiin osallistunei-
siin, jota tutkin yhteiskunnan ndkokulmasta pitkin matematiikan ylioppilas-
kirjoitusten tulosten kautta. Téastd joukosta tutkin uskomusten osalta kah-
deksan lukion pitkdn matematiikan opiskelijoita ja edelleen tdhdn joukkoon
kuuluvan Tervakosken lukion opiskelijoita. Osa Tervakosken lukion opiskeli-
joista on osallistunut myos uskomustutkimukseen. Kuviosta 5.3 voin todeta,
ettd kun siirrytddn kohdejoukossa ylhdaltd alaspédin uskomusmittauksiin ja
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Tervakosken opiskelija-aineistoon, niin tiedon laatu monipuolistuu aineiston
lukumééréan pienetessd. Kuviossa 5.3 tdméa nikyy tayttovirin sivyn tumme-
nemisena alaspéin siirryttiessa.

Ensimmaisessad vaiheessa tarkastelen valtakunnallisten pitkdn matematiikan
ylioppilaskokeiden tuloksia ja arvioin opiskelijoiden matemaattisen osaami-
sen tasoa niiden avulla. Toisessa vaiheessa tarkastelen Tervakosken lukion pit-
kin matematiikan opiskelijoiden matemaattista osaamista ja heidén itsensa
nikemyksia pitkdn matematiikan opiskelusta 1990-luvulla. Kolmannessa vai-
heessa analysoin pitkdn matematiikan opiskelijoiden metakognitioita heiddn
matematiikkakuvansa kautta. Se muodostuu heiddn uskomuksistaan, asen-
teistaan ja emootioistaan matematiikan alueella. Tarkastelu tapahtuu siir-
tymalla yleisestd valtakunnan tasosta erityiseen yksittdisen lukion tarkaste-
luun, jolloin empiirisen aineiston méaérd pienenee, mutta kuva tutkittavasta
ilmiostéd tarkentuu (kuvio 5.3). Esittelen kunkin kolmen tarkastelunékokul-
man kohdalla erikseen niihin kuuluvat tutkimuskohteet, teoreettiset kisitteet
ja tutkimusmenetelmaét.

Lopuksi tarkastelen pitkdn matematiikan opiskelijan tehtéviorientoituneen
matemaattisen ajattelun piirteitd kuvattujen ndkokulmien tulosten pohjal-
ta. Kahden ensimmaéisen nidkokulman antama kuva opiskelijan matemaatti-
sen osaamisen piirteistd on pohjana opiskelijan matemaattisten tietojen ar-
vioinnille. Opiskelijan tietorakenteen ominaisuudet kuvaavat matemaattisen
ajattelun piirteité.
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Luku 6

Matemaattinen osaaminen
ylioppilaskirjoituksissa

6.1 Johdanto

Pitkin (laajan) matematiikan ylioppilaskirjoitus on valtakunnallinen mitta-
ri lukion keskeisten oppisisialtjen hallinnasta. Ylioppilastutkintolautakunta
nikee kokeen mittaavan enemmaén kuin vain pelkkdad opetettujen asioiden
osaamista, kuten lautakunnan puheenjohtajan mainitsee:

Pitkin matematiikan koe pyrkii nykyisten opetussuunnitelmien
perusteiden hengessd mittaamaan opiskelijoiden matemaattisen
ajattelun kypsyyttd (Lahtinen 2000, 16).

Matemaattisen ajattelun arvioinnin lahtokohta on opiskelijoiden matemaat-
tisen osaamisen arvioinnissa, joka perustuu tehtivien suoritukseen. Ylioppi-
laskirjoituksien tulokset voivat antaa viitteitd ikdluokkien matemaattisista
kompetensseista, mutta tiedot perustuvat paiasiassa tilastoituihin koetulok-
siin. Opiskelijoiden matemaattisen ajattelun tutkiminen voi tapahtua vain
kdanteiselld paattelylld siitd, mitad opiskelija on tehtdvissd hallinnut ja mité
hén ei ole hallinnut. Opiskelijoiden matematiikan ylioppilaskirjoitusten tu-
losten ja lukion matematiikan opiskelussa osoitetun menestyksen vélisen yh-
teyden kuvaaminen liittdd valtakunnallisen ja koulun tason arvioinnin opis-
kelijan matemaattisesta ajattelusta samaan kehykseen.

Tarkastelen vain kevaédn ylioppilaskirjoituksia, silla pitkéissd matematiikassa
niihin osallistuu ylivoimaisesti suurin joukko ensi kertaa kirjoittavia abitu-
rientteja.
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Ylioppilastutkintolautakunnan jasenet kommentoivat vuosittain kirjoitusten
tuloksia. Asiantuntijoiden analyysit kunkin kevdin matematiikan kirjoituk-
sista on suunnattu alun perin lukion matematiikan opettajille, jotka arvioi-
vat abiturienttien suorituksia. Nama asiantuntijalausunnot ovat tutkijalle osa
ylioppilaskirjoitusten tulosten analysointia, silli monivuotisilla jasenilld on
kokemusta ja ndkemysté sekd tehtdvisarjojen laatimisesta ettd arvioinnista.

Tarkasteltavassa yhteiskunnan nidkokulmassa tutkimuskohteena on pitkéin
matematiikan ylioppilaskirjoitusten tulokset, joissa on eroteltavissa tehté-
viakohtaiset pisteméarit, kokeiden summapisteméirit ja arvosanat. Tulos-
ten tulkitseminen vaatii laajemman kuvan 1990-luvun matematiikan ylioppi-
laskirjoituksista. Mainitusta syysta teen seuraavassa luvussa yleiskatsauksen
kirjoituksiin.

6.2 Katsaus pitkin matematiikan ylioppilaskir-
joituksiin 1990-luvulla

6.2.1 Yleisia huomioita matematiikan ylioppilaskirjoi-
tuksista

Pitkin (laajan) matematiikan ylioppilaskokeeseen ja sen tuloksiin vaikuttivat
1990-luvulla useat tekijiat. Ensimmaiset tasokurssittoman peruskoulun kay-
neet opiskelijat osallistuivat ylioppilaskirjoituksiin vuonna 1991. Lukion laa-
jan matematiikan kirjoittaneilla oli ennen tiatd vuotta peruskoulussa yleenséa
matematiikan laaja oppimééré, jossa oli muun muassa suurempi tuntimaéra
ja sisdlté kuin keskikurssissa ja suppeassa kurssissa. Tasokurssien poistut-
tua arvostelu muuttui peruskoulussa tavoitearvioinniksi, jolloin arvosanojen
vertailtavuus heikkeni; toisaalta hylattyjen suoritusten osuus vaheni perus-
koulussa entisestdén. Vuonna 1992 ja sen jilkeen kirjoittaneet abiturientit
olivat opiskelleet peruskoulussa yhden vuosiviikkotunnin vihemmaén mate-
matiikkaa kuin vanhemmat ikéluokat. Rosenberg (1991, 1992) piti peruskou-
lun matematiikan antamaa heikkoa pohjaa erddné keskeisend syyna laajan
matematiikan ylioppilaskokeen tuloksiin. Yleisen matematiikan ylimaaraise-
né kirjoittavien méérén kasvun syiksi Rosenberg (1993a) nidki muun muassa
oppilaiden vihentyneen tyonteon matematiikan opiskelussa ja sen seuraukse-
na sekéd heikot matematiikan tiedot ja taidot ettd huonon itseluottamuksen
matematiikan tehtédvia ratkottaessa.

Vuonna 1994 tulivat uudet opetussuunnitelman perusteet kayttoon. Niissd
kiinnitettiin huomiota tiedon soveltamiseen, ongelmanratkaisutaitojen kehit-
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tdmiseen ja oppimaan oppimiseen. Koulukohtaisissa opetussuunnitelmissa
saattoi olla koulun omia syventivia ja soveltavia kursseja. Lukio muuttui
luokattomaksi, jolloin opiskelija voi itse suunnitella ohjaamiensa opintojen
etenemisjirjestyksen ja -vauhdin tietyissd rajoissa. Vuodesta 1994 ldhtien
graafisten laskinten kdyttd tuli sallituksi kirjoituksissa. Télloin soveltavien
tehtdvien osuus korostui, koska tehtdvien mekaanisen laskemisen hallinnan
merkitys viheni koetilanteessa.

Vuoden 1995 keviidn laajan ja yleisen matematiikan kokeissa oli kaksi samaa
tehtavia, jotka oli sijoitettu tehtdavijarjestykseen samoille paikoille molem-
missa kokeissa. Kokeilun tarkoituksena oli tutkia, miten tehtdvien mittaamia
molempien oppimééarien keskeisid, perusasioita hallitaan. Laajan matematii-
kan opiskelijat menestyivit néissd tehtdvissd paremmin kuin yleisen mate-
matiikan kokeeseen osallistuneet. Kokeilu jéi vain tdhdn vuoteen.

Kokeen nimi muuttui vuonna 1996 pitkdn matematiikan kokeeksi. Opiskeli-
jat saivat valita sen joko pakolliseksi tai ylimaaraiseksi. Pitkin matematii-
kan opiskelija sai jattda matematiikan kokeen kokonaan kirjoittamatta tai
hén saattoi valita lyhyen matematiikan kokeen joko pakolliseksi tai ylim&a-
riiseksi. Pitkdn matematiikan ylim&ardisend kirjoittaneet ovat menestyneet
heikosti kirjoituksissa. Néilld opiskelijoilla on vakavia puutteita niin perus-
laskutaidoissa kuin péittely- ja todistustaidoissa (Lahtinen 1996b, 1997).

Kokeessa oli 1990-luvulla kymmenen tehtavii, joista neljassa tai viidessi oli
vaihtoehtoinen tehtédva. Tehtavit pyrittiin jarjestimain suunnilleen vaikeus-
jarjestykseen helpoimmasta ldhtien. Vuodesta 1996 alkaen kokeeseen kuului
my06s vaihtoehtoisia syventivien kurssien tehtavia.

6.2.2 Kirjoittajien miarien muutokset

Pitkdn matematiikan kirjoittajien lukuméaéard nousi noin 10000:sta runsaa-
seen 12000 kirjoittajaan 1990-luvulla (kuvio 6.1). Suurin osa kirjoittajista oli
poikia tyttojen osuuden jaadessd noin 40 %:iin, vaikka suurin osa lukiolaisista
olikin tyttoja.

Pitkdn matematiikan oppiméaridn suorittaneiden lukumaérd kasvoi kuiten-
kin enemmén kuin kirjoittajien lukumaara, silla vuosina 1996-1999 lyhyen
matematiikan kokeen kirjoittaneiden pitkdn matematiikan lukijoiden maara
kasvoi joka vuosi' ja myds kokonaan matematiikan kirjoittamatta jittineiden
osuus kasvoi®.

'Vuonna 1996: 680, 1997: 828, 1998: 982 ja 1999: 1094 pitkin matematiikan opiskelijaa.
2Esimerkiksi vuonna 1999 14 % pitkiin matematiikan lukeneista.
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KUVIO 6.1: Pitkdin matematiikan kevadn ylioppilaskirjoituksiin osallistuneet
opiskelijat 1990-luvulla.

LUMA-talkoiden myo6ta nuoria kannustettiin valitsemaan lukiossa pitkd ma-
tematiikka, mutta asetetusta 17000 kirjoittajan tavoitteesta vuoteen 2002
mennessa jaitiin kauas.

Vuodesta 1996 ldhtien pitkin matematiikan ylimiardisend kirjoittavien maa-
rd on kasvanut vuosi vuodelta (kuvio 6.2); 1990-luvun lopulla heité oli jo yli
50 %:a kaikista pitkidn matematiikan kirjoittajista. Toisaalta voidaan sanoa,
ettd pitkdn matematiikan pakollisena kirjoittavien lukumaéri putosi puoleen
1990-luvun loppupuolella verrattuna 1990-luvun alkupuoleen.

Pitkdn matematiikan opiskelleista tytoistd suurin osa valitsee matematiikan
yliméaraiseksi (liite 1, kuvio 9.3). Lisdksi matematiikan ylim&éradisena kirjoit-
tavien tyttdjen madrd on ollut kasvussa koko 1990-luvun lopun ja vuodesta
1997 suurempi kuin pakollisena kirjoittavien (liite 2, kuvio 9.5). Pakollise-
na kirjoittavien poikien lukuméira on pysynyt suurempana kuin ylim&arai-
send kirjoittavien, joiden osuus on ollut myos kasvussa (liite 2, kuvio 9.4).
Suhteellisessa arvosanajakaumassa (liite 1, kuvio 9.2) ei ole eroja sukupuol-
ten vililld, mutta tytoista ylimédariisend kirjoittavien osuus on huomattavan
suuri (69, 7%). Yliméériisend kirjoittavien tyttojen osuuden kasvu kaikista
pitkin matematiikan kirjoittavista tytoistd on huolestuttavaa, silld ylimaa-
raisend kirjoittavien heikko taso saattaa yllapitaa tyttdjen heikkoa itsetuntoa
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KUVIO 6.2: Pitkdin matematiikan pakollisena tai ylim&arédisena kirjoittanei-
den opiskelijoiden lukuméarit kevidn kokeissa 1990-luvulla.

matematiikan osaamisessa sekd streotyyppistd ajattelua sukupuolten mate-
matiikan taidoista. Téllainen ajattelu ei lisdéd pitkin matematiikan suosiota
tyttojen keskuudessa.

6.2.3 Kevaan kokeiden arvosanojen ja niitd vastaavien
pistemairien muutokset

Ylioppilaskokeen arvosanarajat® miiritiin joka vuosi saadun pistesumma-
jakauman perusteella (vrt. kuvio 2.2 s. 45). Hyvéksytyn kokeen pisteraja on
vaihdellut kuudesta pisteestd, joka vastaa yhden tehtdvan maksimipistemaa-
rad, 14 pisteeseen, joka vastaa noin 2,5 tehtévaa (kuvio 6.3).

Vuonna 1991 arvosanojen pisteméairissa tapahtui selked notkahdus alaspiin.
Hyviksytyn kokeen pisterajaksi oli asetettu yhdeksin pistettd, miké vastaa
1,5 tehtiviid, ja tilloin 943 (8,8 %) kirjoittajaa hylittiin?. Laajan matema-
tiikan kokeen tuloksista tehtiin kantelu Opetusministerioon, joka myos kasit-
teli sen. Kuultuaan asiantuntijoita (YTL, OPH ja MAOL) Opetusministeri6

30hjeelliset rajat: 15p=A, 19p=B, 25p=C, 33p=M, 42p=E ja 52p=L.
4 Aikaisempina vuosina hyléttyji oli ollut noin 4-5 % pitkéin matematiikan kirjoittajista.
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KUVIO 6.3: Pitkin matematiikan arvosanarajat keviin ylioppilaskirjoituk-
sissa 1990-luvulla.

osoitti huonon kirjoitustuloksen syiksi seuraavia tekijoita: laajan matematii-
kan valinneiden méirin kasvun®, kokeen alkupiin tehtivien vaativuuden ja
oppilaiden pitkdjanteisen tyoskentelyn puutteen (Rosenberg 1992, 16). Kir-
joittava ikiluokka oli ensimmiinen tasokurssittoman peruskoulun kiynytS.
Paatoksessaan Opetusministerio kuitenkin katsoi, ettd yhdeksén pisteen raja
ei ole kohtuuttoman korkea, silld se vastaa vain puoltatoista tehtavaa kymme-
nen tehtdvin kokeessa ja maksimipistemééra on 60 pistettd. Nailla virallisen
tahon perusteluilla on merkitystd myos tulkittaessa myohempien kirjoitus-
ten tuloksia, silld suunnilleen kaikki edelld mainitut tekijit ovat taustalla
tutkittaessa 1990-luvun tdmén jilkeisia kirjoitustuloksia. Peruskouluun saa-
tiin 1994 uudet opetussuunnitelman perusteet, joissa pyrittiin vaikuttamaan
edelld kuvattuihin peruskoulun matematiikan opetuksen puutteisiin.

Seuraava notkahdus arvosanojen pistemaérissa tapahtui vuonna 1996, jolloin
astul voimaan uusi ylioppilaskirjoitusasetus. Talloin 34 % pitkin matematii-

’Laajan matematiikan valinneiden miiiré oli kasvanut 40 %:sta 50 %:iin lukion aloit-
tavista ja talloin katsottiin huonosti menestyvin opiskelijajoukon osuuden myos kasvavan
laajassa matematiikassa (Rosenberg 1992).

6Tavoitepohjaisen arvioinnin seurauksena oppilaat olivat saaneet kykyihinss nihden
lilan hyvid arvosanoja ja siten arvioineet itse vidrin mahdollisuutensa selvitd laajan ma-
tematiikan opinnoista (Rosenberg 1992).
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kan kirjoittajista valitsi kokeen yliméardiseksi. He menestyivit huonosti, sil-
14 heiddn matematiikan kokeensa pisteidensd mediaani oli alle 17 pistetté;
neljannes néisté kirjoittajista jii alle kymmenen pisteen (Lahtinen 1996b).

Arvosanojen suhteelliset osuudet (kuvio 6.4) on pystytty pitdiméén suunnil-
leen samoina koko vuosikymmenen lukuun ottamatta hylattyjen arvosanojen
(I) osuutta, joka on vaihdellut 4,1 %:n (1995) ja 9,6 %:n (1998 ja 1999) vélilla
pitkdn matematiikan kirjoittajista. Myos edelld kuvattuna vuonna 1991 hy-
ldttyjen osuus oli korkea (8,8 %). Runsas kolmasosa kirjoittajista on saanut
korkeintaan arvosanan B, mutta toisaalta noin viidesosa on saanut arvosanan
M ja samansuuruinen osa arvosanan L (vuoden 1996 jéilkeen E tai L).
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KUVIO 6.4: Pitkin matematiikan arvosanojen prosenttiosuudet kevian yli-
oppilaskirjoituksissa 1990-luvulla.

Pitkin (laajan) matematiikan ylioppilaskirjoitusarvosanan ja lukion péa&tto-
todistuksen arvosanan korrelaatio on ollut koko 1990-luvun korkea (taulukko
6.1). Vuosi 1999 on ainoa poikkeus, jolloin seké pakollisen etti ylimadraisen
matematiikan arvosanojen korrelaatiot putosivat ylldttden. Syyt notkahduk-
seen jaivit epdselviksi (Lahtinen 1999). Yliméérédisend matematiikan kirjoit-
tavien arvosanojen korrelaatiot ovat selkeédsti heikompia kuin pakollisena kir-
joittavien. Lukioiden kurssiarviointi, joka on pohjana paattotodistuksen ar-
vosanalle, on ollut validia koko vuosikymmenen. Ylimaaraisena kirjoittavista
huomattava osa menestyy ylioppilaskirjoituksissa heikommin kuin paattéto-
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distusarvosana ennustaisi (liite 3, kuvio 9.6).

Pakollisena ja yliméd#rdisend kirjoittavien opiskelijoiden arvosanajakaumat
poikkeavat toisistaan merkittavilld tavalla: ylimaardisené kirjoittavista yli
puolet saa korkeintaan arvosanaksi B:n, kun taas pakollisena kirjoittavat saa-
vat puolestaan suurimman osan ylimmisti arvosanoista (liite 3).

Hylattyjen arvosanojen méard on kokonaisuudessaan kasvanut vuoden 1996
jilkeen, ja suurin osa hyldtyistd on ylimé&ardisend kirjoittavia opiskelijoita
(kuvio 6.5). Lahtinen (2000) toteaakin seuraavaa:

Ylioppilaskirjoitusten tulosten perusteella kypsyminen on paikoi-
tellen kovin keskenerdistd, kuten on ollut koko uusien opetussuun-
nitelman perusteiden voimassaoloajan. - - Tilanne nayttid, va-
litettavasti, vakiintuvan sithen, ettd pitkdssd matematitkassa on
kahden kerroksen viked (mt., 16).

Lahtisen (1999, 5) ndkemyksen mukaan tytot ovat poikia epdvarmempia ma-
tematiikan taidoistaan. Tyt6illa on ollut kuitenkin 1990-luvun loppupuolel-
la poikia parempi arvosanojen keskiarvo sekd pakollisessa ettd ylimédaraisessa
matematiikassa’. Esimerkiksi kevailld 1999 pitkin matematiikan kirjoituksis-
sa pakollisena kirjoittavien tyttojen (n=1459) arvosanojen keskiarvo oli 4,66,

"Vuosien 1996, 1998 ja 1999 keviiin kirjoituksissa.

TAULUKKO 6.1: Pitkéin (laajan) matematiikan ylioppilaskirjoitusten arvo-
sanojen ja padttotodistuksen arvosanojen vilinen korrelaatio vuosina 1990-
2000 (paitsi vuonna 1994).

Vuosi | Pakollisena kirj. | Yliméaariisend kirj.
1990 | 0.73 -
1991 | 0.70 -
1992 | 0.73

1993 | 0.69 -
1995 | 0.70 -
1996 | 0.74 0.67
1997 | 0.70 0.61
1998 | 0.72 0.65
1999 | 0.57 0.58
2000 | 0.70 0.66
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KUVIO 6.5: Pitkdin matematiikan kevaén kokeessa hylattyjen opiskelijoiden
madrit eroteltuna pakollisena ja yliméaérdisend kirjoittaneisiin 1990-luvulla.

kun poikien (n=4347) oli 4,59. Ylim&ariisena kirjoittavien tyttojen (n=3357)
ja poikien (n=3014) keskiarvo oli molemmilla sama 3,25.

6.3 Tutkimusmenetelmat

6.3.1 Nelikentta

Olen analysoinut yleisen matematiikan opiskelijoiden ylioppilaskirjoitusten
pisteméairin ja heiddn padttéarvosanojen vilistd riippuvuutta regressioana-
lyysin avulla (Joutsenlahti 1996, 1997). Selittavind muuttujana oli padttoto-
distuksen arvosana, joka oli myos paras selittdvd muuttuja kirjoitusten pis-
teméadralle opiskelijan suorituksista.

Jaoin tason neljain osaan piirtdmalla akseleiden suuntaiset suorat paittoto-
distusten ja ylioppilaskirjoitusten pisteméérien keskiarvojen kohdalle. Niin
syntyi nelikentté (kuvio 6.6), jossa tutkijan mielenkiinnon kohteena olivat ne
kentédn alueet, jossa opiskelijan koulumenestys ei ollut ennustanut oikein me-
nestysté ylioppilaskirjoituksissa. Kenttien tarkastelussa voi huomioida pakol-
lisena ja yliméaraisend kirjoittavat, sukupuolen ja opiskelijoiden uskomukset.
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KUVIO 6.6: Yleisen matematiikan opiskelijoiden suorituksista laadittu ne-
likenttd, jossa on eroteltuna matematiikan pakollisena (A) ja ylima#riisena
(B) kirjoittavat opiskelijat (Joutsenlahti 1997, 344).

Nelikenttd (kuvio 6.6) yhdistdd tutkimuksen nidkokulmat: valtakunnallisen
tason ylioppilaskirjoitusten ndkékulma on y-akselilla, koulun tason suorituk-
set x-akselilla. Kukin havaintopiste edustaa opiskelijaa yksilollisena toimija-
na, jolla on oma kisitys matemaattisesta ajattelustaan. Sovellan nelikenttaé
my6s pitkdn matematiikan opiskelijoiden suorituksiin. Pitkdin matematiikan
opiskelijoilla on vuodesta 1996 ldhtien ollut mahdollista kirjoittaa pitkdn ma-
tematiikan koe ylimaéraisena kokeena, joten pitkin matematiikan opiskelijoi-
den valintamahdollisuudet ovat samanlaiset kuin yleisen matematiikan opis-
kelijoiden 1990-luvun alussa. Tarkastelen ensin ylioppilaskirjoitustehtévien
hallintaa ja siitd saatavaa kuvaa opiskelijoiden matemaattisesta osaamisesta.
Seuraavassa luvussa tutkin koulun tasolla opettajan ndkokulmasta opiskeli-
joiden matemaattista osaamista ja ajattelua sekd heidan omia nikemyksiaan
matematiikan opiskelusta.

6.3.2 Kognitiivisen alueen taksonomia

Tarkastelen pitkdn matematiikan opiskelijan matemaattista osaamista opis-
kelijan matemaattisten tehtidvien suoritusten kautta. Tutkin matemaattista
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ajattelua ensisijaisesti ongelmanratkaisun yhteydessd, mikid antaa viitteitd
opiskelijan proseduraalisten, konseptuaalisten ja strategiatietojen hallinnas-
ta. Mittauksen perustana on oletus, ettd tutkija voi luokitella tehtavit sen
mukaan, minkilaista kognitiivista tasoa tehtdvin ratkaiseminen viahintdan
vaatii. Oikein tai ldhes oikein ratkaistu tehtdvi on edellyttinyt opiskelijalta
tietyn tasoista ajattelua. Sen avulla voidaan kuvata opiskelijan ajattelua tie-
tylld matematiikan osa-alueella. Seki kansallisissa ettd kansainvilisissd kou-
lusaavutustesteissi, sekéi tutkimuksissa® on kilytetty Wilsonin taksonomiaa
tai sen pohjalta luotuja muunnelmia, joissa opiskelijan suoritusten pohjalta
arvioidaan hinen ajatteluprosessejaan.

Wilson (1971) on luonut matemaattisten tehtévien luokitukseen mallin Bloo-
min taksonomian pohjalta. Bloomin tiedollisen alueen taksonomia sisialtaa
kuusi paaluokkaa eli tasoa, joista osa jakautuu alaluokkiin. Luokat ovat hie-
rarkkisia, ja ne ovat alimmasta luokasta korkeimpaan seuraavat (Wilson 1971;
Kangasniemi 1989): tietdminen, ymmaértaminen, soveltaminen, analyysi, syn-
teesi ja evaluaatio. Vaikka ymmartaminen on merkitty Bloomin taksonomian
toiseksi alimmaiseksi tasoksi, niin koko Bloomin taksonomiaa voidaan pitdi
kokonaisuudessaan ymmaértamisen taksonomiana (Bereiter 2002, 94).

Wilsonin (1971) hierarkkisessa mallissa (taulukko 6.2) on nelji tasoa: lasku-
taito, ymmartdminen, soveltaminen ja analyysi. Niméi tasot voidaan jakaa
edelleen alatasoiksi.

Kognitiivisena tasona laskutaito ei edellytd tehtdvissd paidtoksentekoa eikd
monimutkaista muistamista — tosiasioiden muistaminen riittda. Algoritmien
noudattaminen on kykyd manipuloida tehtdvain liittyvid elementteji tietty-
jen opittujen sdintojen mukaan, sen sijaan algoritmia ei tarvitse osata valita
tehtdvaan. (Wilson 1971, 660; Kangasniemi 1989, 101-102.)

Ymmartdmisen raja laskutaitoon on keinotekoinen ja usein vaikeasti erotet-
tavissa, silld tehtdvin ratkaisuun tarvitaan usein molempia kognitiivisia ta-
soja. Taméan tason tehtdvit vaativat ratkaisijalta paatoksentekoa siitd, kuu-
luuko tehtédvi ratkaisijan tuntemaan kiisitteen alaan vai ei. Ymmértamisen
tason tehtdvin ratkaiseminen edellyttdd opiskelijalta kykya noudattaa tiet-
tya ajatuksenkulkua, joka johtaa tehtdvén ratkaisuun. Lisiksi matemaattisen
todistelun ja véittelyn seuraaminen edellyttdd tdmén tason taitoja. (Wilson
1971, 660-661; Kangasniemi 1989, 102-104.)

Soveltamisen tason erottaa edellisista tasoista vaatimus hallita useita tehta-
vin ratkaisuun johtavia reaktioita perdkkiin. Naméa voivat olla opittuja, ja si-

8 Esimerkiksi SIMS- ja PISA-tutkimuksissa sekd mukailtuna Yrjénsuuren tutkimuksissa
(1989, 1990) ja lisensiaatintutkimuksessani (Joutsenlahti 1996).
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TAULUKKO 6.2: Wilsonin mallin matemaattisten kiyttaytymistasojen kes-
keiset piirteet, joita voidaan pitdd myos alatasoina (Wilson 1971, 649).

Kognitiivinen taso Keskeiset piirteet

LASKUTAITO — yksinkertaiset muistamisharjoitukset ja
rutiininomaiset kasittelyharjoitukset

— terminologian tunteminen

— algoritmien kdyton hallitseminen

YMMARTAMINEN | - kiisitteiden tietiiminen

— periaatteen, sddnnon tai yleistyksen tietdminen

— matemaattisen rakenteen tietdminen

— tehtévien eri osien muuntaminen muodosta toiseen
ja menetelméllinen yleistdminen

— tehtdvin loogisuuden seuraaminen ja ymmaéartdminen

SOVELTAMINEN | — rutiinitehtévin ratkaiseminen

— vertailujen tekeminen

— tietojen erotteleminen

— mallien ja rakenneyhtéaldisyyksien hyviksikiytto

ANALYSOIMINEN | — ei-rutiinitehtéivéin ratkaiseminen

— relaation 16ytdminen

— todistuksen konstruointi

— yleistyksen muodostaminen ja koettelu

ten kaiken kaikkiaan opitun siirtovaikutus opiskelijalle uusiin ratkaisutilantei-
siin on vahéinen talla tasolla. Usein opiskelija tunnistaa tehtdvista jo ennen
varsinaista ratkaisua ratkaisuperiaatteen, silli hdn on ratkaissut vastaavan
tyyppisen tehtdvin jo aiemmin. Kuitenkin opiskelija kykenee paloittelemaan
ongelmia osiin ja yhdistelemédin ratkaisemiaan alaongelmia. Opiskelija jou-
tuu paatoksentekotilanteisiin, jotka ovat kuitenkin rutiiniluontoisia tehtdvan
tutun rakenteen vuoksi. (Wilson 1971, 661; Kangasniemi 1989, 104-106.)

Analysoinnin tason kiyttdytymiseen kuuluvat luovuus ja keksimisen koke-
mukset. Talloin esiintyy opitun siirtovaikutusta sisidltoalueille, joilla opiske-
lijalla ei ole ollut harjoitusta (opetus- tai oppimiskokemuksia). Talla tasol-
la opiskelija joutuu eritteleméin ongelman ennalta tuntemattomalla tavalla
osiin ja toisaalta yhdisteleméan osaratkaisut uudelleen koko ongelman ratkai-
suksi. Tehtdvin ratkaiseminen saattaa vaatia kykya havaita uusia muuttujien
tai késitteiden vilisid suhteita, jotka eivit ole tuttuja aikaisemmista malleis-
ta. Olennainen osa matematiikassa on myos matemaattisten todistusten laa-
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timinen eiké pelkistafin niiden toistaminen (soveltamisen taso) tai mieleen
palauttaminen (laskutaidon taso). Korkein taso synteesi on yhdistetty analy-
sointitasoon, koska niiden erottaminen toisistaan on usein erittdin tulkinnan
varaista. (Wilson 1971, 662; Kangasniemi 1989, 106-108.)

Wilsonin mallin tasojen kuvauksissa edelld kivi ilmi tasojen erottelemisen
vaikeus. Yleisestikin voidaan sanoa, ettd tehtidvien luokitteleminen maini-
tun jaon mukaan ei ole yksiselitteistd. Opiskelijoiden ldhtotilanteet eroa-
vat toisistaan. Toisen opiskelijan analysointitason tehtavé voikin olla toiselle
opiskelijalle entuudestaan tuttu soveltamistason tehtiavi. Koska tdsméllinen
rajanveto mainittujen tasojen vililla on erittdin vaikeaa, niin kiytdn vie-
14 pelkistetympééd tehtaviluokitusta, kuten tein lisensiaatintutkimuksessani
(Joutsenlahti 1996, 47). Luokituksessani on kolmea kognitiivista tasoa:

1. Laskutaito/Ymmaértaminen (LY-taso)
2. Ymmaértdminen/Soveltaminen(Y S-taso)

3. Soveltaminen/Analyysi (SA-taso).

Tasojen mukaan voidaan luokitella tehtdvien vaikeusastetta ja siten arvioida,
minké tasoista ajatteluprosessia tehtdvin ratkaiseminen edellyttad. Alimmal-
la tasolla korostuvat faktojen muistaminen ja algoritmien hallintaan liittyvét
taidot eli proseduraalisen tiedon hallinta. Ylimmalla tasolla tarvitaan konsep-
tuaalista tietoa ja strategiatietoa ongelmanratkaisutehtivissi. Keskimmaéisel-
14 tasolla opiskelija hallitsee proseduureja ja kykenee seki siirtdméan etti so-
veltamaan niitd samantyyppisiin tilanteisiin.

Kunkin edelld esitetyn kolmen tason luokan tunnuspiirteind kiytin Wilso-
nin mallin tasojen kuvauksia, joissa on esitetty neljin tason ominaisuudet.
Usein tehtévin arvioinnissa tulee esille piirteitd kahdesta tasosta (neljisté),
ja talloin on helpompi kiyttda mainittua pelkistetympéad tasoluokitusta.

Avitalin ja Shettleworthin (1968, 6) mukaan matemaattinen ajattelu voidaan
jakaa kolmeen hierarkkiseen tasoon, joista alin taso on asian mieleenpalaut-
taminen (tai tunnistaminen), seuraava taso on yleistdminen (matematiikassa
algoritminen ajattelu) ja korkein taso avoin etsiminen. Viimeksi mainittuun
tasoon voidaan ajatella reflektoiva ajattelu. Edellda mainitut tutkijat erotta-
vat kolme matemaattisen ajattelun tasoa ja niitd vastaavasti viisi matemaat-
tista suoritustasoa (Kangasniemi 1989, 101). Matematiikassa alin taksono-
mian taso on luontevaa nimetd Wilsonin mallin mukaan laskutaidon tasoksi.
Taulukossa 6.3 on esitetty matemaattisen ajattelun prosessien ja tehtédvien
taksonomian vélinen yhteys Wilsonin mallin seké tédsséd tyossa kidytetyn mu-
kautetun luokituksen vililla.
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TAULUKEKO 6.3: Matemaattisen ajatteluprosessien (Avital & Shettleworth
1968), Wilsonin kognitiivisten tasojen ja téssd tyossi kdytettyjen hierark-

kisten tasojen likim&ardinen yhteys.

Ajatteluprosessi Wilsonin tasot Tamaéan tyon tasot

mieleenpalauttaminen

avoin etsiminen

[ Tunnistaminen, 1. Laskutaito (L) Laskutaito/

IT Algoritminen ajattelu, | 2. Ymmértdminen(Y) | Ymmaértdminen/
yleistdminen 3. Soveltaminen (S) | Soveltaminen(YS)

III Reflektoiva ajattelu | 4. Analyysi (A) Soveltaminen /

Ymmaértdminen (LY)

Analyysi (SA)

TAULUKKO 6.4: PISA-tutkimuksessa kiytetyn taitojen hierarkkisten luok-
kien ja tdssd tyossd kdytettyjen kognitiivisten tasojen likim#drdinen yhteys.

Taitoluokat Tamén tyon tasot
I Madritelmit, lasku- ja suoritustaidot | Laskutaito/Ymmértdminen (LY)
(PISAI)

IT Taidot ndhd& asioiden yhteydet
ja niiden yhdistdminen (PISA2)

ITT Matemaattinen ajattelu, yleista-
minen, oivaltaminen (PISA3)

Ymmaértdminen /Soveltaminen(YS)

Soveltaminen/Analyysi (SA)

Taulukossa 6.4 on esitetty vastaavasti PISA-tutkimuksessa kiytetyn taitoluo-
kituksen ja tdmén tyon sovellettujen Wilsonin kognitiivisten tasojen likim&a-
riinen yhteys. Matemaattiseen osaamiseen (Kilpatrick ym. 2001) kuuluvista
piirteistd konseptuaalinen ymmaértdminen, strateginen kompetenssi ja mu-
kautuva péattely ovat kuvaustensa perusteella kompetensseja, jotka tulevat
esille erityisesti SA-tason (PISA3-taitoluokan) suorituksissa. Proseduraalinen
sujuvuus ndkyvit LY- (PISAl-taitoluokan) ja YS-tason (PISA2-taitoluokan)

tehtavien hallinnassa.
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6.4 Ylioppilaskirjoitustehtivien tarkastelua

Lukion pitkdn matematiikan kurssit voidaan jakaa sisdltonsé perusteella ryh-
miksi. Seppald (1994, 22-23) esittelee yhdeksi téllaiseksi jaoksi seuraavan:
funktioiden ja yhtildiden kurssit I-II, geometria®, analyysi'®, diskreetti ma-
tematiikka!l. T#ssi tutkimuksessa matematiikan kurssit on jaettu sisiltonsi
perusteella neljain osa-alueeseen: yhtélot (YHT), geometria (GEO), differen-
tiaalilaskenta (DIF) ja todennikoisyyslaskenta, tilastotiede seké lukujonot ja
sarjat (TNLU). Taulukossa 6.5 on esitetty, miten kurssit ennen vuotta 1996
ja sen jilkeen sijoittuvat esittdmaéini jakoon. Jako on rakenteeltaan saman-
lainen kuin Seppélénkin esittdmaé, vaikka nimitykset ovat erilaiset.

TAULUKKO 6.5: Lukion pitkdin matematiikan kurssien jako osa-alueisiin.
Lukion laajan (kurssit ennen vuotta 1996) ja pitkén (kurssit vuoden 1996
jalkeen) matematiikan opetussuunnitelmien perusteiden mukainen kurssinu-
merointi.

Osa-alue | Kurssit ennen vuotta 1996 | Kurssit vuoden 1996 jélkeen
YHT 1,2 1,2
GEO 3,4,5,10 3,4,5
DIF 6,7,9 6,7,8
TNLU 8 9,10

Pitkin (laajan) matematiikan ylioppilaskirjoituksissa oli 1990-luvulla 14-15
tehtévid, joista 4-5 tehtdvid oli valinnaisina toisilleen a)- ja b)-kohtina. Ti-
lastointimenetelmien puutteellisuuksien vuoksi niiden vaihtoehtoisten tehté-
vaparien suorituksia ei ole voinut erotella, vaan tilastoissa on niiden yhteinen
keskiarvo ja hajonta. Tdmén vuoksi tarkastelen vain kevidn tehtévisarjoissa
ilman vaihtoehtoja olleita tehtivia, joita oli 54. Yhteensa tehtéivia oli 147, ja
ne jakaantuivat eri matematiikan osa-alueille taulukon 6.6 mukaisesti. Tau-
lukon 6.6 tehtévien luokituksessa olen kdyttdnyt apuna Myrbergin (1995)
sekd, Hartikan, Partasen, Salosen ja Toivasen (2000) teoksia. Rajanveto teh-
tavien kuulumisesta tiettyihin osa-alueisiin ei ole kuitenkaan kaikissa tapauk-
sissa selked, silld saman tehtdvin ratkaisemiseen voidaan kiyttda usean eri
osa-alueen tietoja. Ratkaisutapojakin voi olla useita samaan tehtidvién. Luo-
kitteluperusteena on kiytetty tehtdvin ratkaisuun tarvittavaa sisiltoaluetta,

9Geometria, analyyttinen geometria seki trigonometria ja vektorit.
10Differentiaalilaskenta I-II, integraalilaskenta.
I Tilastotiede ja todennikodisyyslaskenta seki lukujonot ja sarjat.
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joka sijoittuu kurssijirjestyksessd ylimpéaan kurssiin. Esimerkiksi kaikki teh-
tavit, joissa on tarvittu differentiaalilaskentaa, kuuluvat osa-alueeseen DIF,
vaikka tehtéva liittyisikin geometriaan.

TAULUKKO 6.6: Pitkén (laajan) matematiikan ylioppilaskirjoitusten tehté-
vien jakaantuminen eri matematiikan osa-alueille.

Osa-alue | Vaihtoehdottomat tehtavit | Kaikki tehtévit
YHT 15 (28 %) 31 (21 %)

GEO 13 (24 %) 52 (35 %)

DIF 23 (43 %) 45 (31 %)

TNLU 3 (6 %) 14 (10 %)

MUUT 0 5 (3 %)

Vaihtoehdottomissa tehtivissd painottuu differentiaalilaskennan osuus (osa-
alue DIF). Toisaalta geometrian (GEO) tehtévét ovat olleet useimmin vaih-
toehtoisina tehtdvind (taulukko 6.6). Eri siséltoalueiden tehtédvien luku-
madrit noudattelevat suunnilleen vastaavien pakollisten kurssien maarai.
Osa-alueen TNLU suhteellinen osuus on kasvanut vuoden 1996 jilkeen, silld
vuoden 1994 opetussuunnitelmassa pitkin matematiikan pakollisiin kurssei-
hin kuuluu kaksi erillistd kurssia tiltd alueelta. Taulukon 6.6 osa-alueeseen
MUUT kuuluvat tehtdvit kasittelevit erikoiskursseihin liittyneitd tai sy-
ventdvien kurssien asioita, joita ei voi lukea kuuluviksi edelld mainittuihin

osa-alueisiin'2.

Liitteesséd 4 (taulukko 9.1) on 1990-luvun kevéén pitkén (laajan) matematii-
kan vaihtoehdottomat tehtavit, joista on tutkittu niiden osa-alue, tehtavaa
yrittdneiden suoritusten keskiarvo ja -hajonta, mukautetun Wilsonin mal-
lin mukainen taso (LY, YS tai SA) sekd ratkaisuprosentti. Mainittu taso
on arvioitu tehtdvin sisdllosta ja siind on huomioitu kulloinkin voimassa ol-
leen opetussuunnitelman perusteiden sisdltd. Ratkaisuprosentti maaraytyy
kyseisestd tehtavastd viahintddn nelja pistettd saaneiden opiskelijoiden maa-
rian suhteena kaikkiin pitkdn matematiikan kirjoituksiin osallistuneiden maa-
raan. Tulkintani mukaan tehtdvin ratkaisuperiaate on opiskelijan hallinnassa,
jos hén on saanut tehtdvistd vahintddn nelji pistettad. Pisteen tai parin me-
netykset tulevat usein jo pienistd huolimattomuusvirheisti, jotka eivit liity
tehtdvin ratkaisuperiaatteen hallintaan. Ratkaisuprosenttien arvioinnin olen

12Esimerkiksi kompleksiluvut.
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tehnyt Rosenbergin ja Lahtisen artikkeleissa '?olleista graafisista esityksisté,
joten niissd on noin prosenttiyksikon virhemarginaali puoleen tai toiseen.

Liitteen 4 (taulukko 9.1) perusteella noin 42 % tehtévista kuului LY-tasoon,
27 % tehtavista kuului YS-tasoon ja 31 % SA-tasoon. Jako tarkoittaisi kym-
menen tehtdvin sarjassa suunnilleen sité, ettd kokeen nelji ensimmaista teh-
tavad kuuluvat LY-tasoon ja mittaavat lahinné proseduraalista tietoa (algo-
ritmien hallintaa yms.). Seuraavat 2-3 tehtdvaa kuuluvat YS-tasoon, jossa
tarvitaan sekd proseduraalista ettd konseptuaalista tietoa. Loput 4-3 tehté-
vad kuuluvat SA-tasoon, jossa pddpaino on konseptuaalisen tiedon ja stra-
tegiatiedon hallinnassa. Tdmé rakenne on suunnilleen kaikissa 1990-luvun
tehtavisarjoissa, joissa vaihtoehtoiset tehtdavit on pyritty laatimaan vaikeu-
deltaan keskendin samantasoisiksi.

Korkein tehtévin keskiarvo (liite 4: taulukko 9.1) oli vuonna 1990 tehtévis-
si 4! jonka keskiarvo on oli 5,94 (hajonta 0,47; kirjoittajia 10079). Rosen-
berg (1991, 38) toteaakin tillaisen tehtévin erottelevan erityisen huonosti,
silld 1dhes kaikki (97,7 %) saivat téydet pisteet kyseisesté tehtavéstd. Alhai-
sin keskiarvo 1990-luvulla oli seuraavana vuonna 1991 tehtiviissi 97, jolloin
keskiarvo putosi 0,21:een (hajonta 1,00; kirjoittajia 10655). Kevidn 1991 teh-
tivi yhdekséin synnytti keskustelua julkisuudessal®. Kiveld (1992) toi esille
kannanotossaan lukiolaisten koulumatematiikan ja toisaalta ylioppilastutkin-
tolautakunnan soveltaman yliopistomatematiikan erilaiset ndkokulmat teh-
tavien ratkaisuihin. Hin pohti laajan matematiikan oppimééarien tapaa kéasi-
tella analyysin kisitteistod lahes yliopistollisten cum laude -kurssien tasmalli-
syydelld nédiden késitteiden sovellutusten kuitenkin jaddessé vain tapauksiin,
jotka ovat havaintoon perustuen lihes itsestddn selvid (mt., 29). Vastaava
vastakkainasettelu on tullut esille myéhemminkin ylioppilastehtévissi'”. Té-
td ongelmaa lienee vaikea poistaa jatkossakin.

Pitkin matematiikan ylioppilaskokeiden tehtavityypeistd voi huomioida
erikseen todistustehtivit!'®, konstruointitehtiviit'® ja eri matematiikan osa-

13Rosenberg: Dimension numerot 2/91, 2/92, 2/93, 8-9/93; Lahtinen: Dimension nume-
rot 1/96, 6/96, 6/97, 6/98, 6/99, 6/00 ja 6/01.

Y Tehtéva 4/1990: Eris kirjakauppa myy CD-ROM-sanakirjaa, tietosanakirjaa ja levy-
asemaa seuraavin pakettihinnoin: Sanakirja ja levyasema 9000 mk, tietosanakirja ja le-
vyasema 8200 mk, sanakirja, tietosanakirja sekd levyasema 12000 mk. Mikd on tdmdan
mukaan levyaseman hinta?

5 Tehtévi 9/1991: Funktio f on middritelty vililld ]-1,1f, ja derivaatta f’ on olemassa
pisteessd x=0 (mutta ei vilttamdttd muuvalla). Madritd limg,_o W
16 Esimerkiksi Dimensio 1991:2, 1992:2.
1"Esimerkiksi 5a/1995 keviit ja 10/1995 keviit.
18Esimerkiksi 9/1994 keviit, 3a/1995 keviit, 7b/1995 keviit, 6a/1999 keviit.
Y Esimerkiksi 2b/1992 syksy, 10/1995 keviit.
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alueiden teoriaa kiisitteleviit tehtiviit?’. Niiden tehtéivien pistekeskiarvot ovat
jadneet padsadntoisesti alhaisiksi tai niiden ollessa vaihtoehtotehtévii niité ei
ole juurikaan valittu. Nama tehtavityypit mittaavat konseptuaalista tietoa
ja strategiatietoa. Todistaminen on matematiikalle tyypillinen tapa osoit-
taa lauseiden patevyys. Tamai taidon hankinta jaa kuitenkin keskeneriiseksi
valtaosalta pitkdn matematiikan opiskelijoita, mihin vaikuttanee osaltaan
muun muassa todistusajattelun esittdmisen vihaisyys oppimateriaaleissa.
Konstruointitehtdvit ovat avoimia tehtdvid, ja siksi niiden ratkaisut ovat
erinomaisia kuvaamaan opiskelijan omaa ajattelua. Néiden tehtadvien arvioi-
minen on opettajille ja lautakunnalle vaikeampaa kuin suljettujen tehtavien,
miké osaltaan on valitettavasti pitdnyt niiden lukuméérin suhteellisen piene-
ni. Teoriaa késittelevit tehtavit, joihin on lisdtty esimerkin konstruointi tai
muu vastaava, ovat myos hyvid antamaan kuvaa matematiikan késitteiden
hallinnasta.

Tarkastelen tehtédvien keskiarvoja ldhemmin jakamalla tehtédvit keskiarvon-
sa perusteella kolmeen luokkaan (kuvio 6.7), joista ndkyy myos tehtévien
jakaantuminen eri matematiikan osa-alueille. Téssd on mukana 48 tehtivié,
silld minulla ei ole ollut kiytettavissini vuoden 1994 kevaén kirjoitusten tilas-
totietoja?!. Teht#ivit, joiden suoritusten keskiarvo on ollut yli neljin pisteen,
ovat olleet koesarjan ensimmaéisia tehtavida. Ne ovat luokiteltavissa sisaltonsi
perusteella LY-tason tehtéviksi, ja niiden hallintaan opiskelijalle riittda pro-
seduraalinen tieto. Geometrian tehtidvid on suhteellisen vihén téssé luokas-
sa, mutta toisaalta niitd on ollut vihan vaihtoehdottomina tehtdvina kolmen
ensimmaiisen tehtiviin joukossa??. Alhaisemmat keskiarvot 16ytyvit differen-
tiaalilaskennan tehtévista, jotka ovat olleet padasiassa koesarjan loppupdin
tehtévid (8.-10. tehtévd) ja ovat sisidltonsd perusteella SA-tason tehtavia.
Niiden hallintaan useimmilla opiskelijoilla on oltava proseduraalisen tiedon
lisiiksi konseptuaalista tietoa. TNLU -tehtévistéd voi todeta niiden olevan sen
tyyppisid, ettd ne joko hallitaan hyvin, tai ei lainkaan. Tason YS tehtévid
loytyy kaikista kolmesta keskiarvoluokasta, mutta eniten keskimmaéisesté.

Tehtavien ratkaisuprosenttien avulla voidaan tarkastella tehtdvien mittaa-
mien asioiden hallintaa. Kun tutkitaan tehtavista saatuja pistejakaumia koko
valtakunnassa ja arvioidaan kullekin tehtéville (N=48) kaikista pitkdn (laa-
jan) matematiikan kirjoitukseen osallistuneista niiden opiskelijoiden osuus,
jotka ovat saaneet siitd vihintdén nelja pistettd, saadaan luokittelemalla né-
mé prosenttiosuudet kuvion 6.8 mukainen jakauma. Opiskelijat ovat hallin-

20Esimerkiksi 10/1998 keviit.

21 Poikkeuksellisesti vuoden 1994 keviin matematiikan ylioppilaskirjoitusten tilastotie-
toja ei julkaistu Dimensio-lehdessé.

22K aksi tehtivis 1990-luvulla.
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KUVIO 6.8: 1990-luvun kevitkokeiden (paitsi 1994) pitkédn matematiikan eri
osa-alueiden ylioppilaskirjoitustehtiavit (N=48) jaettuna ratkaisuprosentti-
luokkiin (pakollisena kirjoittavat).
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neet parhaiten osa-alueeseen YHT kuuluneita LY-tason tehtdvia. Téssa pro-
senttiluokassa suurin osa tehtévisté (2) on vuoden 1995 tai aikaisempien vuo-
sien tehtavia, vaikka tissa yhteydessa tarkastellaan vain pakollisena kirjoitta-
via. Tehtévia, jotka on osannut yli 80 % opiskelijoista, oli ennen vuotta 1996
19 % siihen astisista vaihtoehdottomista tehtivistd ja vuodesta 1996 lah-
tien 15 %. Tama on hieman yllattavaa, silld ennen vuotta 1996 pakollisena,
pitkdn matematiikan kirjoittivat kaikki sen opiskelleet: toisin sanoen ldhes
kaksinkertainen maéara opiskelijoita verrattuna vuoden 1996 ja sen jilkeen
pakollisena kirjoittaneiden vuosittaiseen maaraén. Todennédkoisyyslaskennan
ja tilastotieteen (TNLU) tehtdvid joko osataan kohtalaisen hyvin tai ei juuri
olleenkaan (kuvio 6.8). Geometrian ja differentiaalilaskennan tehtévit jakau-
tuvat suhteellisen tasaisesti kaikkiin ratkaisuprosenttiluokkiin. Niissi on siis
ollut eri vaikeusasteisia tehtévid (kuvio 6.8). Vuoden 1996 ja sen jialkeen yli-
madriisend kirjoittaneiden ratkaisuprosentit ovat huomattavasti heikompia
kuin pakollisena kirjoittavien. Téastd ovat esimerkkind vuoden 1999 keviin
vaihtoehdottomien tehtévien keskiarvot ja ratkaisuprosentit taulukossa 6.7.

TAULUKKO 6.7: Keviaan 1999 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen vaih-
toehdottomien tehtédvien keskiarvot ja ratkaisuprosentit pakollisena kirjoit-
tavien ja ylim&ariisend kirjoittavien ryhmissa

Tehtévinro | osa-alue | pakollisena kirj. | ylimiaridisend kirj.
1 YHT 5.34 (89 %) 4.69 (78 %)
2 YHT 4.57 (75 %) 3.42 (55 %)
3 GEO 3.22 (51 %) 2.01 (28 %)
4 DIF 4.10 (65 %) 2.90 (41 %)
8 DIF 1.41 (15 %) 0.53 (3 %)

Pakollisena kirjoittavat ovat saaneet yli pisteen korkeampia keskiarvoja (pait-
si tehtéviistd numero 1) jo alkupddn LY-tason tehtavistd (taulukko 6.7). Sa-
mansuuntainen ero on nahtivissa luonnollisesti my6s tehtdvien ratkaisijoi-
den osuuksissa. Yli puolet pakollisena kirjoittavista on osannut muun muas-
sa nelja ensimmaista tehtdvid, sen sijaan ylimaardisend kirjoittavista néitéd
helpoimpia tehtdvid ei ole hallinnut likimainkaan yhtd suuri osuus. Huoles-
tuttavaa on havaita, ettd ylimairdisena pitkdn matematiikan kirjoitti 1999
kevaalla 52 % pitkdn matematiikan kirjoittajista. Pitkdn matematiikan yli-
méadriisené kirjoittavista 14,8 % ei saanut edes kymmenté pistettéd: toisin
sanoen he saivat hyldtyn arvosanan. Tyttojen ja poikien suorituksia yksittéi-
sistd tehtivistéd ei ole mahdollista verrata tilastotietojen puutteen vuoksi.
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6.5 Valtakunnallisten ylioppilaskirjoitusten tu-
losten sijoittuminen nelikenttaan

Ylioppilastutkintolautakunta on julkaissut opiskelijoiden saamat paittéto-
distusarvosanat ja heidin saamansa ylioppilaskirjoitusarvosanat??. Pitkin
matematiikan opiskelijoilla padttotodistuksen arvosana on selkeiisti yhtey-
dessd menestykseen matematiikan ylioppilaskirjoituksissa (taulukko 6.1 s.
118). Arvosanojen pisterajat muuttuvat vuosittain, mutta arvosanojen suh-
teellinen osuus annetuista arvosanoista pyritdan pitdmaan suurin piirtein sa-
mankokoisena vuodesta toiseen®. Valitsemalla y-akselille opiskelijan saama,
pitkin (laajan) matematiikan ylioppilaskirjoituksen arvosana (I, A, B, C, M,
E, L) ja x-akselille pdéttotodistuksen arvosana (4-10) saadaan kuvion 6.9
nelikenttd. Sen rajat tulevat keskiarvojen kohdalle, jotka osuvat y-akselilla
arvosanojen C ja M viliin seké x-akselilla arvosanojen 7 ja 8 viliin.

L
5,2% 36,9%

E

M (R2D| (R

c (R3D

B 26,3%+13,9% 17.7%
% =40,2%
"g’ A R3’
g 13,9%

4 5 6 7 8 9 10
PAATTOARVOSANA

KUVIO 6.9: Kaikkien pitkin matematiikan kevailld kirjoittaneiden opis-
kelijoiden sijoittuminen nelikenttdén vuosilta 1991-1993, 1995-1999 (N =
89804).

23Rosenberg 1991, 1992, 1993a, 1993b; Lahtinen 1996a, 1996b, 1997, 1998, 1999, 2000,
2001
24Vrt. kuvio 6.3 s. 116.
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Merkitsen ryhmié lyhentein R1, R2, R3 ja R4 (kuvio 6.9). Erotan ryhmésté
R3 alaryhmin R3°. Siihen kuuluvat sellaiset opiskelijat, jotka ovat saaneet
péaattotodistukseen arvosanan 6 tai 7, mutta he ovat saaneet pitkdn (laa-
jan) matematiikan ylioppilaskokeesta arvosanaksi vain arvosanan A tai I.
Kyseiset arvosanat vastaavat kuvion 6.3 mukaisesti korkeintaan noin kahden
tdysin oikein ratkaistun tehtdvin pisteméaéria, mikd on yllattavin vahén sii-
hen osaamisen tasoon verrattuna, jota kyseiset opiskelijat ovat osoittaneet
lukiokursseilla.

L
4,9% 36,7%
E
Pa: 5,1% Pa: 51,4%
Yiim: 4,6% Yiim: 20,0%
M &2
c
25,0%+15,5%=40,5%
B B Po: 18.9%+8,0%=269% 17,9%
:Z(‘ Viim: 32,0%+24,0%=56,0%
3 , Pa: 16,5%
S A 15,5% K3 yiirm: 19,4%
< Pa: 8,0%
£ viirm: 24,0%
4 5 6 7 8 Q 10
PAATTOARVOSANA

KUVIO 6.10: Pitkdn matematiikan keviilla vuosina 1996-1999 kirjoittanei-
den opiskelijoiden (N = 45484) sijoittuminen nelikenttééin ja erikseen pakol-
lisena (Pak) tai yliméérdisend (Ylim) kirjoittaneiden opiskelijoiden prosent-
tiosuudet omista joukoistaan (N = 24227, Ny = 21257).

Ryhmén R1 opiskelijat (37 % opiskelijoista) ovat saaneet padttotodistukseen
arvosanakseen 8 tai enemmén. Odotusten mukaisesti he ovat saaneet arvosa-
naksi vihintaan arvosanan M. Ryhmén R3 opiskelijoilla (26 % opiskelijoista)
on alaryhmén R3’ opiskelijoita (14 % opiskelijoista) lukuun ottamatta men-
nyt kirjoitukset paattotodistuksen ennustamalla tavalla. Ryhméin R2 opis-
kelijoiden (5 % opiskelijoista) padttotodistuksessa on ollut arvosanana kor-
keintaan 7, mutta he ovat saaneet kirjoituksissa matematiikassa arvosanaksi
viahintdén arvosanan M. Ryhmén R4 opiskelijat (18 % opiskelijoista) ovat
menestyneet lukion kursseilla hyvin, mutta matematiikan kirjoitusten arvo-
sana on ollut korkeintaan C. Ryhmien R2, R3’ ja R4 opiskelijat ovat mielen-
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kiintoisia, silld lukiossa osoitettu menestys ei ole ennustanut oikein heidén
menestystddn kirjoituksissa. Niinpé tarkastelen 1990-luvun kirjoittajajouk-
koa ryhmiteltyné eri jakoperusteilla nelikentéssa.

YOARVOSANA
>

4 5 6 7 8 Q 10
PAATIOARVOSANA VLIV [ PAKOL |

KUVIO 6.11: Pitkdn matematiikan kevailld vuosina 1996-1999 pakollise-
na (PAKOL) tai ylimédardisend (YLIM) kirjoittaneiden opiskelijoiden (N =
45484) suhteelliset méérit kussakin nelikentén ryhméssa.

Tarkasteltaessa erikseen pitkdn matematiikan pakollisena ja ylim#édrdisené
kirjoittaneiden sijoittumista nelikenttdan (kuvio 6.10), voi huomata, etté ryh-
mien R2 ja R4 prosenttiosuudet ovat molemmilla ryhmilli likipitien samat?®.
Tama tarkoittaa, ettd pakollisena ja ylimaaraisena kirjoittavien joukoissa, joi-
den lukuméérit ovat lahes yhta suuret, on suunnilleen yhta paljon ryhméén
R2 kuuluvia, koulussa alisuoriutuvia opiskelijoita seki toisaalta ryhméin R4
kuuluvia koulussa menestyvid, mutta kirjoituksissa huonosti menestyneita.
Sen sijaan ryhmissd R1, R3 ja R3’ erot ovat selkeitd ylim#ardisend ja pa-
kollisena kirjoittavien opiskelijoiden vililld (kuvio 6.11). Odotusten mukai-
sesti ryhmiéssd R1 olevista suurin osa (noin 75 %) on pakollisena kirjoittavia
opiskelijoita, silld heille matematiikan pakolliseksi valitseminen on ollut luon-
tevaa hyvin koulumenestyksenkin takia. Ryhmissd R3 ja R3’ yliméériisend
kirjoittavien osuus on suurin (noin 65 % ja 73 %). Heikko tai tyydyttéva kou-
lumenestys ei rohkaise ryhméan R3 opiskelijoita valitsemaan pakollista mate-

»Ks. myds kuvio 6.11.
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matiikkaa. Opiskelija ei ymmaérrettivisti paneudu yliméardisend kirjoitetta-
vaan aineeseen yhtd hyvin kuin pakollisena kirjoitettavaan, ja siksi opiskelija
ei ehki saavuta yliméiriisend kirjoitettavassa aineessa kykyjensd mukaista
tulosta.

L
V: 5,5% V: 37.1%
E u: 4,9% u: 36,7%
M (R2D| (RD
c (R
2 ur 25.07%+195,576=40.57% u: 17,9%
8 A R3’
& V:12,3%
L [ u: 15,5%

4 5 6 7 8 Q 10
PAATTOARVOSANA

KUVIO 6.12: Vanhan (v, vuodet 1991-1995, 1994 puuttuu, N, = 44320)
ja uuden (u, vuodet 1996-1999, N, = 45484) ylioppilaskirjoitussysteemin
mukaan kevaalla kirjoittaneiden opiskelijoiden prosenttiosuudet nelikentéssa.

Ylimé&araisen pitkdn matematiikan kirjoittajista lahes neljannes kuuluu ryh-
médn R3’. Heistd 75 % saa arvosanakseen korkeintaan arvosanan C (vrt. liite
3), ja hylétyista arvosanoista suurimman osan saavat ylimadraisend kirjoitta-
vat, kuten kuvio 6.5 havainnollistaa. Kaiken kaikkiaan pakollisena kirjoitta-
vien ja ylimédrdisend kirjoittavien nelikentdn jakaumat poikkeavat toisistaan
tilastollisesti erittdiin merkitsevisti (y?, p<0,001).

Vertailtaessa vanhaa (-1995) ja uutta (1996-) ylioppilaskirjoitussysteemié
(kuvio 6.12) voi havaita, ettd nelikentén ryhmien koossa ei ole juurikaan ero-
ja. Ne ovat keskendén samaa suuruusluokkaa eivitkd poikkea toisistaan ti-
lastollisesti merkitsevisti (x?, p>0,05). Tdhén viittaavat myos taulukon 6.1
tulokset. Ryhmén R3’ osuus on kasvanut, minka selittad pitkilti ylimaaraise-
né kirjoittavien keskitason opiskelijoiden heikko ylioppilaskirjoitusmenestys.
Vanhassa systeemissi, jossa pitkd matematiikka oli kaikille pakollinen, myés
nidma opiskelijat ponnistelivat saadakseen parhaan mahdollisen tuloksen.
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YOARVOSANA
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KUVIO 6.13: Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteiden mukaan (Vops,
kirjoittaneet vuosina 1991-1997, 1994 puuttuu, N, = 67548) ja vuoden 1994
opetussuunnitelman perusteiden mukaan opiskelleiden (Uops, vuodet 1998—
1999, N, = 22222) opiskelijoiden prosenttiosuudet nelikent#ssé.

Suurin osa 1990-luvulla ylioppilaaksi kirjoittaneista opiskeli vuoden 1985
opetussuunnitelman perusteiden mukaan. Opiskelijat, jotka aloittivat syk-
sylla 1995 opiskelun vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden mukaan,
kirjoittivat pitkdn matematiikan kevialla 1998. Néiden kahden eri opetus-
suunnitelman mukaan opiskelleiden jakautumisessa nelikentan ryhmiin (ku-
vio 6.13) ei ole merkitsevii eroa (x?, p>0,05). Ero alaryhmiissi R3’ selittyy
ldhinné yliméaraisend kirjoittavien suurempana osuutena vuosien 1998-1999
kirjoittajista kuin ennen vuotta 1998 kirjoittaneista eiki opiskelun perustana
olleista opetussuunnitelmista (vrt. kuvio 6.10).

6.6 Mittarien ja tulosten arviointia

Tamén luvun tutkimustulokset perustuvat pitkdn matematiikan ylioppilas-
kirjoitustehtévien tuloksiin. Kaikkia abiturientin yrittdmia tehtavia arvioivat
kaksi sensoria, joista yleensd toinen on lukion matematiikan opettaja ja toi-
nen ylioppilastutkintolautakunnan méaaraama sensori. Arvosteluohjeet ovat
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etukiteen padpiirteittiin sovittuja, mikd yhdenmukaistaa arviointia. Valta-
kunnalliset tulokset ovat luotettavia ylioppilaskokeiden arvioinnin kannalta
tarkasteltuna.

Itse kokeen tason arviointi on vaikeampaa, silld koe on ainutkertainen. Ko-
keen rakenne on ollut koko 1990-luvun samanlainen, mutta asiantuntijoiden
on ollut vaikea laatia vuosittain vaikeustasoltaan samankaltaisia tehtavia ko-
keeseen. Kun vertaa ylioppilastutkintolautakunnan antamaa ohjeellista ma-
tematiikan pistetaulukkoa?® ja toteutunutta pistetaulukkoa??, niin esimerkik-
si hyviksytyn kokeen ohjeellinen 15 pisteen raja on ollut likimain arvosanan
B raja. Muutkin ohjeelliset rajat ovat olleet huomattavasti korkeampia kuin
toteutuneet pistetaulukot. Toisaalta verrattaessa eri arvosanojen suhteelli-
sia miirii ja toteutuneita jakaumia?® ylioppilastutkintolautakunnan anta-
maan ohjeelliseen jakaumaan?’ niin esimerkiksi hylittyjen suoritusten osuus
on vaihdellut 4,1 %:sta 9,6 %:iin ohjeellisen arvon ollessa 5 %:a matematii-
kan kirjoittajien maarasta. Hylattyjen madrd nayttéisi olevan kohoamassa 10
%:iin pitkdn matematiikan kirjoittajista systeemissi, jossa pitkin matematii-
kan voi kirjoittaa ylimaarédisené. Tiiviisti ilmaistuna ongelmana on se, etti jos
hyviikksytyn raja olisi noin 15 pistettd®, niin hylittyjen osuus olisi ollut noin
20 %3, Toisaalta jos hylittyjen pisteraja asetetaan noin 5 %:m kohdalle ja-
kaumasta, niin pisteraja putoaa noin kuuteen pisteeseen (esim. vuonna 1996)
tai alle. Tama vastaa endid yhden tehtdvin antamia pisteitd tai vihemman.
Viimeksi mainitussa tapauksessa kokeen validius ja reliabilius ovat kyseena-
laisia, kun ottaa huomioon muun muassa kokeen mittaamat matematiikan
sisiltoalueet (vrt. Rosenberg 1992). Matematiikan kokeen hyléttyjen suuri
prosenttiosuus verrattuna muihin kirjoitettaviin aineisiin on perusteltavis-
sa ilmeisesti juuri kokeen mittausarvoon liittyvilla syilld. Koetulosten ollessa
kuitenkin vuodesta toiseen alle odotusten herdd seuraavanlaisia kysymyksia:
mittaako koe lukiossa opiskeltavia asiakokonaisuuksia (sisdltovaliditeetti) vai
suoriutuuko lukion kursseista liian heikoin tiedoin, jotka paljastuvat vasta
kirjoituksissa (kriteerivaliditeetti)? Taulukon 6.6 (s. 126) ja liitteen 4 perus-
teella kokeen sisiltovaliditeetti on vahintdan tyydyttavi ja kokeen tehtévit
ovat opetussuunnitelman perusteiden mukaiset. Kokeen sisilto ei selitd suur-
ta maarda heikkoja suorituksia, sillé alkupaddn tehtdvissa on useita, jotka ovat
ratkaistavissa jopa pelkistddn peruskoulusta saaduilla tiedoilla kuten tehté-
va 1 syksylld 1999. Lukion kursseista tuskin péésee lépi liian heikoin tiedoin

26Taulukko 2.2 s. 45.

2TKuvio 6.3 s. 116.

28Kuvio 6.4 s. 117.

29Kuvio 2.2 s. 45.

3025 %:a maksimipistemiifirdsti eli 2,5 tehtéivin pisteet.
31Vastaa enintéifin arvosanan B saaneita.
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verrattuna ylioppilaskirjoitusten vaatimuksiin, mutta heikkojen suoritusten
méard on kokemukseni mukaan kasvanut etenkin 1990-luvun loppupuolella.
Téama tulkinta on luettavissa taulukosta 6.1 (s. 118), silld kirjoitusten ja péét-
toarvosanojen korrelaatio on pysynyt korkeana. Kurssimuotoinen lukio, jossa
pitkdn matematiikan kirjoittaminen ei ole pakollista, houkuttelee osaa lukio-
laisista selviytyméén "rimaa hipoen yli” pakollisista matematiikan kursseista
kurssi kerrallaan. He tulevat ldhes valmistautumatta pitkdn matematiikan
ylioppilaskokeeseen. Kurssimainen opiskelu, jossa keskitytdan vain kapealle
matematiikan osa-alueelle kerrallaan ja jossa kokonaisuuksien hahmottami-
nen jii vasta opintojen loppuvaiheeseen, antaa vairistyneen kuvan matema-
tiikan hallinnasta monille niisté opiskelijoista, jotka ovat menestyneet hyvin
kursseilla. Yliméardisend kirjoittavien opiskelijoiden ennakoitua osaamista-
soa heikommat tulokset pitkin matematiikan kokeessa®? ovat heikentineet
kokeen reliabiliteettia 1990-luvulla.

Ylioppilaslautakunnan tilastoissa ovat kaikkien kirjoittajien tulokset, joten
niihin ei sisilly otoksiin liittyvid virhemarginaaleja. Ylioppilaskirjoitusten
tehtédvien ratkaisuprosentteja olen arvioinut graafisista esityksisté, joten niis-
sd on noin prosenttiyksikon virhemarginaali. Taméa ei kuitenkaan vaikuta
oleellisesti saatujen tietojen jatkokasittelyn luotettavuuteen. Ylioppilaskir-
joitustehtévien suorituskeskiarvoja olen kiyttinyt myos matemaattisen ajat-
telun tasojen arviointiin. Erilaisten tehtaviaryhmien keskiarvoja on kiytetty
my6s aikaisemmissa tutkimuksissa pohjana matemaattisen ajattelun kuvaa-
miselle (ks. Yrjonsuuri 2003).

Olen sijoittanut nelikenttdin valtakunnan kaikki 1990-luvulla keviélla kir-
joittaneet opiskelijat lukuun ottamatta vuonna 1994 kirjoittaneita. Kevéisin
kirjoittaneiden lukuméird n—==89804 on niin suuri, ettd sen pohjalta tehdyt
analyysit antavat tilastollisesti luetettavan kuvan koko vuosikymmenen kir-
joittajajoukosta. Syksylld pitkin matematiikan ensimmaistd kertaa kirjoitta-
vien maird on hyvin pieni verrattuna keviilld ensimmaista kertaa kirjoitta-
vien maarain, silla pitkin matematiikan pakollisia kursseja on paasaantoises-
ti vield 3. lukiovuoden syksylldkin, eikd pitkdn matematiikan opiskelijoiden
joukossa 1990-luvulla ollut huomattavaa méaédrad neljin vuoden opiskelijoita.

32Kuvio 9.6 s. 248.
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6.7 Tutkimuksen tulokset valtakunnan tasolla

I Minkilaista valtakunnallisella tasolla on pitkdn matematiikan
opiskelijan matemaattinen osaamine lukio-opintojen paattyessa?

Pitkdn matematiikan kursseilla tulee opiskeltavaksi suuri joukko erilaisia al-
goritmeja ja muita proseduureja, jotka ovat opiskelijoille useimmiten vain
proseduraalista tietoa. Sitd mittaavat useimmiten kokeen alkupddn LY-tason
tehtévit, jotka kuuluvat useimmiten yhtéloita ja funktioita kisittelevidn osa-
alueeseen YHT?3. Proseduraalinen sujuvuus on vilttimitonti ratkaistaessa
vaativia tehtdvid (YS- tai SA-taso), joiden ratkaisemiseksi tarvitaan mah-
dollisesti lisiksi konseptuaalista tietoa ja strategiatietoa. Proseduraalisen tie-
don hallinta on opiskelijoiden ylioppilaskirjoitustehtéivien ratkaisujen valossa
heikentynyt 1990-luvun loppupuolelle tultaessa, silld hyldttyjen suoritusten
méirs on kasvanut®!. Kaikki pitkin matematiikan abiturientit eiviit edes sel-
vid peruskoulun oppiméérdén kuuluneista laskurutiineista (Lahtinen 1996b,
1997). Erityisesti pitkin matematiikan ylimadrdisend kirjoittavien joukossa
on huomattava méara opiskelijoita, jotka eivit ole harjoitelleet laskutaito-
aan sille tasolle, ettd he hallitsisivat LY-tason tehtidvid. Kirjoittajat, joille
matematiikan koe on ollut pakollinen, ovat tyoskennelleet taltd osin maira-
tietoisesti. He ovat hallinneet merkittavisti paremmin laskutaitoa mittaavia
tehtavida mikd ndkyy muun muassa hyldttyjen arvosanojen jakaumassa 1990-
luvulla3®.

Kisitteellinen ymmaéartadminen, strateginen kompetenssi ja mukautuva paat-
tely3® tulevat esille vaativimmissa ongelmanratkaisutehtivissi, joita 1990-
luvulla ylioppilaskirjoituksissa olivat tehtavéin 5 jilkeen tulevat tehtévit (lii-
te 4). Néiden tehtévien aihealue kuuluu usein osa-alueeseen DIF?7. Todistus-
ja konstruointitehtivien hallinta on melko vaatimatonta, mihin osaltaan vai-
kuttaa opetuksen painotukset muun tyyppisiin tehtiviin. Kuvioiden 6.3 (s.
116) ja 6.4 (s. 117) perusteella yli 30 pistettd saaneiden osuus on véhenty-
nyt vuosikymmenen loppuun tultaessa. Kokeissa mitattavan konseptuaalisen
tiedon ja strategiatiedon hallinta on heikentynyt; 1990-luvun kirjoittavat ika-
luokat ovat pysyneet suunnilleen samankokoisina. Toisaalta 1990-luvun lop-
pupuolella ylimaériisend ja pakollisena matematiikan kirjoittavat muodosti-
vat kaksi aivan erilaista osaamiskategoriaa®®, joita kuitenkin kisitelliin yh-

33Kuvio 6.7 s. 129.

34 Kuvio 6.4 s. 117.

35Kuvio 6.4 s. 117; kuvio 6.5 s. 119.

36 Konseptuaalisen tiedon ja strategiatiedon hallinta.
3TKuvio 6.7 s. 129.

38Kuvio 9.6 s. 248; kuvio 9.7 s. 248.

138



dessd, méaritettiaessi pisterajoja. Ilmeisesti pakollisena kirjoittavien joukon
késitteellisen tiedon ymmértédminen oli vihintdan samalla tasolla kuin ennen
vuotta 1996, mutta pakollisena kirjoittavien lukumaéra oli noin puolet niisté
lukuméiiristi, jotka kirjoittivat pitkiin matematiikan ennen vuotta 19963°.

Nelikentt#? jakaa kirjoittajat ryhmiin, joissa otetaan huomioon ylioppilas-
kirjoitusten lisiksi lukion suoritukset. Noin 40 % kirjoittajista (ryhmét R1
ja R2) on osoittanut hallitsevansa tehtdvid, joiden ratkaiseminen edellyttaa
heiltd kaikkien matemaattisen osaamisen piirteiden kehittyneisyyttd mate-
matiikan eri osa-alueilla. Heiddn matemaattinen ajattelunsa on algoritmisen
lisiksi reflektoivaa, joten he yltavit PISA-tutkimuksen taitoluokissa ylimmil-
le tasoille*'. Hieman alle viidennes kirjoittajista, joilla on paittotodistuksessa
vahintddn arvosana 8, menestyy kirjoituksissa heikommin kuin péattétodis-
tuksen arvosana ennustaisi. Osalla ryhmén R4 jisenistd heikkoon kirjoitus-
menestykseen on syyné pitkin matematiikan valitseminen yliméaaraiseksi kir-
joitettavaksi. Opiskelijat, joilla on paattotodistuksessa arvosana 6 tai 7 ja yli-
oppilaskirjoitusarvosanana A tai I, muodostavat ryhméan R3’. Tamén ryhmén
koko on noin 14 % kirjoittajista. Pitkiin matematiikan yliméaraisena kirjoit-
tavista tihin ryhmiin kuuluu noin neljisosa??. Ryhmin R3’ opiskelijoiden
proseduraalinen sujuvuus on heikkoa. Heilld on ongelmia perusvalmiuksiin
kuuluvien algoritmien hallinnassa, mihin on erdédné syyna harjoittelun puute
ja liian suuri luottamus kokeessa sallittujen villineiden*® apuun.

1.1 Minkélainen valtakunnallisella tasolla on pitkdin matematiikan
opiskelijan matemaattinen osaaminen lukio-opintojen paidttyessa
eri sukupuolten muodostamissa ryhmissa?

Tyttojen ja poikien matemaattisessa osaamisessa ei naytd olevan merkitta-
vid eroa ylioppilaskirjoitusten tulosten valossa (kuvio 9.4, s. 254) ja siksi
edelld esitetty yleinen katsaus matemaattisesta osaamisesta lukiossa kuvaa
my0s tyttojen ja poikien matemaattista osaamista. Mutta eroavuuksiakin
16ytyy. Esimerkiksi tytoilld on joinakin vuosina ollut hieman parempi yliop-
pilaskirjoitusten pitkin matematiikan kokeen arvosanojen keskiarvo. Tytot
ovat kuitenkin ilmeisesti epavarmempia kuin pojat matematiikan taidoistaan
(ks. Lahtinen 1999), silld tytoistd valitsi suurin osa (noin 70 %) 1990-luvun
loppupuolella pitkin matematiikan yliméiriiseksi aineeksi**. Pojista suurin

39Kuvio 6.2 s. 115.

4OKuvio 6.9 s. 131.

HTaulukko 6.4 s. 124.

2Kuvio 6.10 s. 132.

43 Taulukkokirja, graafinen laskin.
44Kuvio 9.5 5. 247.
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osa valitsi pitkiin matematiikan pakolliseksi*®, miké viittaa poikien luottavan
taitoihinsa. Tyttdjen osuus pitkdin matematiikan opiskelijoista on ollut koko
tarkastelujakson pienempi kuin heidén osuutensa koko lukion oppilasméaérés-
ta.

1.2 Minkéilainen valtakunnallisella tasolla on pitkdin matematiikan
opiskelijan matemaattinen osaaminen lukio-opintojen paidttyessa
eri opetussuunnitelmien mukaan opiskelevien ryhmissi?

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden mukaan opiskelleista ensim-
maiset kirjoittivat paadsadntoisesti kevailla 1998, joten 1990-luvulla kertyy
aineistoa uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleista vain kahdelta ke-
vaaltd. Kuvion 6.13 (s. 135) nelikentéissi ei ole juurikaan eroja mainittujen
opetussuunnitelmien mukaan opiskelleiden ryhmisséd. Vuoden 1994 opetus-
suunnitelman mukaan opiskelleiden kirjoitustuloksissa hyldttyjen suoritus-
ten osuus on kasvanut*®, minkii perusteella niyttii peruslaskuvalmiuksien
eli LY-tason tehtdvien hallinta heikentyneen verrattuna vuoden 1985 ope-
tussuunnitelman mukaan opiskelleiden tuloksiin. Uuden opetussuunnitelman
mukaan opiskelleilla on mahdollisuus saada syventévien erikoiskurssien myo-
td laajempi ja syvéllisempi tietdmys matematiikan eri osa-alueista kuin van-
han opetussuunnitelman mukaan opiskelleilla, mika ndkyy entistd laajempa-
na hyvien suoritusten maarina.

1.3 Minkéilainen valtakunnallisella tasolla on pitkdn matematiikan
opiskelijan matemaattinen osaaminen lukio-opintojen paidttyessia
pitkin matematiikan pakollisena tai ylimairdisend kirjoittavien
ryhmissi?

Vuonna 1996 astui voimaan ylioppilastutkintoasetus, joka salli muun muassa
sen, ettd opiskelija voi kirjoittaa pitkin matematiikan ylim&daraisené aineena.
Ylimaariisena kirjoittavien maara kasvoi 1990-luvun loppuun tultaessa jo yli
puoleen pitkin matematiikan kirjoittajista’”. Ylimairiiseni kirjoittavien me-
nestys kirjoituksissa oli merkittiviisti heikompi*® kuin pakollisena kirjoitta-
villa. Huomattavalla osalla ylim&ardisend kirjoittavista opiskelijoista on ollut
vaikeuksia hallita perusoppiainekseen kuuluvia algoritmeja ja proseduureja.
Heidén tietonsa eivit paise yleensi kehittymaan konseptuaalisiksi. Tehtyaan
kirjoitusvalintansa he eivit opiskele lukion viimeisid kursseja kuten kertaus-
kurssin siten, ettd heiddn kursseista omaksumansa irralliset tiedot suhteutui-
sivat muihin tietorakenteen tietoihin ja siten verkottuisivat toisiinsa. Monien

45Kuvio 9.4 5. 247.
46Kuvio 6.4 s. 117.
4"Kuvio 6.2 s. 115.
BKuvio 9.6 s. 248; kuvio 9.7 s. 248.
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yliméaraisena kirjoittavien tietorakenne koostuu yksittéisista faktatiedoista
ja proseduureista, mikd nédkyy ylimaariisend kirjoittavien sijoittumisena paé-
osin (75 %) arvosanaluokkiin I-C*. Vain neljisosa yliméiriisend kirjoitta-
vista sijoittuu nelikentéssd ryhmiin R1 ja R2, joiden jéasenillad on reflektoivaa
ajattelua (taitotasot PISA2 ja PISA3). Ylimé&érdisend kirjoittavien opiske-
lupanos matematiikkaan hiipuu kirjoitusvalinnan jélkeen: heidén tuloksensa
kypsyyskokeessa jaid usein alle paidttotodistuksen arvosanan antamaa ennus-
tetta™.

Pakollisena kirjoittavista yli puolet (56 %) sijoittuu nelikentdn ryhmiin R1
ja R2, joten heiddn matemaattinen ajattelunsa yltda korkeimmille tasoille.
Pakollisena kirjoittavilla on yleensd hyva proseduraalinen sujuvuus. He ovat
suorittaneet lukion viimeiset matematiikan kurssit huolellisesti joten heille
on kehittynyt késitteellistd ymmarrystéd yli kurssisisiltojen.

Pitkdin matematiikan opiskelijoiden sijoittumisessa nelikenttdéin jaoteltuna
vanhan ja uuden ylioppilaskirjoitussysteemin mukaan opiskelleiden ryhmiin
ei niytd olevan eroja 1990-luvulla®. Vuonna 1996 ja sen jilkeen kirjoitta-
neet ovat omina ryhminéén kirjoittaneet keskiméaérin yhta hyvin kuin ennen
vuotta 1996 pakollisena kirjoittaneet. Tdhén vaikuttaa osaltaan arvosanojen
lihes vakiona pysynyt suhteellinen osuus kunakin vuonna.

POKuvio 6.10 s. 132.
50Kuvio 6.1 s. 118.
51Kuvio 6.12 s. 134.
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Luku 7

Opettajan nakokulma
opiskelijoiden matemaattisen
osaamiseen

7.1 Johdanto

Luvussa kuusi tarkastelin opiskelijan matemaattista osaamista sellaisena
kuin se néyttaytyy ylioppilaskirjoituksissa valtakunnan tasolla. Seuraavak-
si tutkin opiskelijoiden osaamista koulun tasolla opettajan ndkokulmasta.
Opettaja seuraa, arvioi ja ohjaa pitkdn matematiikan opiskelijan oppimispro-
sessia kurssien edetessid. Ohjaamisen perustana oleva opiskelijan tuntemus
niin yksilond kuin hinen suoritustensa antaman kuvan pohjalta auttaa opet-
tajaa ymmartamain opiskelijan tapoja ratkaista matemaattisia ongelmia.
Koulun tasolla opettajan saama informaatioméara yksittéisistd opiskelijoista
on moninkertainen verrattuna valtakunnan tasolla tehtdviin arviointeihin.
Tamén ndkokulman tulokset peilautuvat kahden muun nidkokulman tulok-
siin, jotka ovat méarillisesti kattavampia, mutta laadullisesti ohuempia.

Tarkastelen Tervakosken lukion opiskelijoiden pitkéin matematiikan oppimis-
ta 1990-luvulla heiddn oman opettajansa tulkitsemana. Téassi opettaja ja
tutkija ovat sama henkilo teacher as researcher -asetelman mukaisesti. Kysei-
nen tutkimusasetelma on tullut yhi yleisemmiksi myos Suomessa'. LUMA-
hankkeen my6ta on perustettu myos luonnontieteellisille aloille tutkijakoulu-
ja, joissa tyossi kiyvit opettajat voivat tehda ohjattua tutkimusta ja suorit-

!Esimerkiksi Yrjonsuuri 1989, Joki 2002, Soro 2003.
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taa jatkotutkintoja. Esitdn muutamia perusteita tillaisen toiminnan mielek-

kyydelle.

Opetus, oppiminen ja tutkimus nivoutuvat toisiinsa sosiokulttuurisessa kon-
tekstissa. Kehittddkseen omaa tyotdan opettajan pitdd tutkia opetusta ja
oppimista omassa tydyhteisossddn. Oppiminen on koulussa sekd opetuksen
ettd sitd edeltdvin tutkimustyon odotettu tulos. (Crawford & Adler 1996.)

Ihmissuhdetytssid ammattilaisen kiayttdmé tieto pohjautuu osaltaan hinen
omiin kokemuksiinsa ja koulutuksessa opitun tiedon soveltamiseen kulloises-
sakin tyGympdéristossd. Oman tyon tutkiminen siind kontekstissa, jossa tut-
kimusongelmat ovat syntyneet, antaa tekijialleen suoraan hidnen ongelmiksi
kokemiinsa pulmiin vastauksia, jotka muunneltuina voivat auttaa tutkijao-
pettajan kollegojakin tyonsi kehittdmisessa.

Kriittisen opetusteorian mukaan opetuksen tutkiminen ei ole tutkimusta ope-
tuksesta vaan tutkimusta opetukselle. Sen mukaan opettajien itse pitéisi ol-
la tyonsa tutkijoita ja siten myos sen kehittdjia yhdessd ammattitutkijoi-
den kanssa (Carr & Kemmis 1986, 155-156). Hunt (1987) erottaa perintei-
sen outside-in -psykologian inside-out -psykologiasta, jonka mukaan jokainen
on asiantuntija omassa tyossiddn ja voi siten myos tutkia sitd kehittamaélla ja
kokeilemalla omia implisiittisid teorioitaan.

Minua on kiinnostanut koko opettajaurani ajan matematiikan oppimiseen ja
ymmaértadmiseen liittyva problematiikka. Matematiikan erityinen luonne ek-
saktina tieteend, jonka voisi kuvitella olevan opettajalle helppo opetettava
aine loogisuutensa ja yksiselitteisyytensd vuoksi, onkin useille lukion opis-
kelijoille yksi vaikeimmista oppiaineista. Mielenkiintoni kohde on redusoitu-
nut opiskelijan matemaattiseen ajatteluun, jonka néen olevan matematiikan
opettajan kannalta keskeinen késite niin opetuksen suunnittelussa kuin sen
tulosten arvioinnissakin.

Téassa luvussa tarkastelen opiskelijan matemaattista osaamista yksittdisen
koulun tasolla oman tutkijaopettajansa tulkitsemana ja arvioimana. Mate-
maattinen osaaminen on perustana tulkita opiskelijan matemaattisen ajat-
telun piirteita.

7.2 Katsaus Tervakosken lukion pitkin mate-
matiikan opetukseen

Tutkimuskohteena ovat Tervakosken lukion pitkéin matematiikan opiskelijat
ja heidan matematiikan suorituksensa 1990-luvulla. Tervakoski on toinen Ja-
nakkalan kunnan suurista taajamista, joissa molemmissa on oma yldaste ja
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lukio. Tervakosken lukio on niin sanottu yksisarjainen lukio, jossa aloittaa
vuosittain enimmilldén 36 opiskelijaa. Valtaosa opiskelijoista tulee samassa
rakennuksessa toimivasta ylaasteesta.

Pitkdn matematiikan valitsee keskiméarin vahéan yli puolet lukion aloittavista
opiskelijoista. Matematiikassa oppiméaran vaihdon tekee muutama opiskelija
kustakin ikdluokasta yleensd ensimmaéisen lukuvuoden aikana.

Ennen vuotta 1995 lukio-opintonsa aloittaneet opiskelijat saattoivat opiskel-
la 11 kurssia pitkdd matematiikkaa. Vuonna 1995 tai sen jélkeen aloittaneet
voivat valita pitkdd matematiikkaa 15 kurssia, joista kymmenen kurssia on
pakollisia, nelja kurssia syventdvid ja yksi kurssi soveltava. Paasdéntoisesti
pitkdin matematiikan opiskelijat suorittivat kaikki mainitut kurssit. Syven-
tavit kurssit olivat Kryptografia (1. vsk), Analyysi (2. vsk), MatTa-kurssi
(Matematiikkaa Tietokoneavusteisesti) ja Kertauskurssi (3. vsk). Krypto-
grafian kurssissa perehdyttiin tiedonsuojaamiseen muun muassa lukuteorian
antamien mahdollisuuksien avulla. MatTa-kurssilla opiskeltiin matematiik-
kaa tietokoneavusteisesti Iso-M-paketin? avulla (ks. Kiveld 2000), jonka yh-
teydessd, perehdyttiin Mathcad-matematiikkaohjelman kiyttoon. Kertaus-
kurssi oli 3. vuosikurssin viimeinen kurssi, jossa kerrattiin ja tdydennettiin ai-
kaisemmilla kursseilla opiskeltuja matematiikan asiasisaltoji. Lukio-opinnot
aloittava Aloituskurssi oli soveltava kurssi, jossa kerrattiin ja tdydennettiin
peruskoulussa opetettua matematiikkaa.

Olen itse opettanut kaikki pitkin matematiikan kurssit, joten kohtasin opis-
kelijat keskim#drin vihintddn kerran jokaisena koulupéivinid koko lukio-
opiskeluajan. Opetusryhmien ollessa 820 opiskelijaa opettaja oppii tunte-
maan ryhménsi hyvin. Tama auttaa ymmértdméan ja tulkitsemaan opiske-
lijoiden suorituksia erilaisissa kokeissa ja testeissa.

Pitkdn matematiikan kursseihin kuului paasaintoisesti kaksi koetta; kurssin
siis saattoi suorittaa kahdella vilikokeella. Jos opiskelija ei ollut suorittanut
ensimmaisté vilikoetta hyviksytysti tai ei ollut tyytyviinen suoritukseensa,
niin héin saattoi suorittaa koko kurssin loppukokeessa. Kurssiarvosana muo-
dostui koetulosten lisidksi jatkuvasta néytostéd, johon liittyivit tuntiaktiivi-
suus ja kotitehtavien kirjattu suoritusméiri. Poikkeuksena edellisesti olivat
vuoden 1994 opetussuunnitelman mukaiset syventavit kurssit, joissa saattoi-
vat olla arvioinnin perusteena myos portfolio-tyoskentely ja projektityot.

Olen opettanut 1990-luvulla pitkdin matematiikan oppiméaran 103 opiskeli-
jalle, joista 44 on tehnyt tutkimukseeni liittyvin uskomusmittauksen. Kaikis-
ta 103 opiskelijasta on kiytettdvissd tutkimusaineistona koetulokset, kurs-

2Esittely osoitteessa http : //matta.hut.fi/matta (2.1.2005).
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siarvosanat, preliminfiripistem#irit® ja ylioppilaskirjoitusten pisteet seki
arvosanat. Lisdksi uskomuksia mittaavat testit ovat identifioitavissa. Oma
opiskelijatuntemukseni mainituin perustein antaa pohjan tulkinnoille, joita
tulosten analysoinnista syntyy.

7.3 Matemaattisen osaamisen arviointia opis-
kelijan suoritusten perusteella

7.3.1 Opiskelijoiden suoritukset matematiikan eri osa-
alueilla

Tarkastelen opiskelijan matemaattisen ajattelun piirteitd arvioimalla opis-
kelijan matemaattisia tietoja sisiltavia produkteja, jolloin oletan produktin
tason estimoivan suoritusprosessin tasoa’. Tarkasteltavat opiskelijan produk-
tit ovat hdnen kurssikoesuorituksiaan, prelimindirejaén, harjoitustehtavisar-
jojaan tai portfolioon suorittamiaan tehtévié, jotka osoittavat hdnen mate-
maattista osaamistaan. Naiden suoritusten ja opiskelijan tuntityoskentelyn
arvioinnin perusteella opettaja arvostelee kurssin. Kurssit voidaan jakaa si-
siltonsi perusteella eri matematiikan osa-alueisiin kuuluviksi®.

Matematiikan eri osa-alueilla kullekin opiskelijalle voidaan laskea hinen ma-
tematiikan osaamistaan kuvaava parametri, jonka pohjana on matematii-
kan eri osa-alueisiin kuuluvien kurssien arvosanojen aritmeettinen keskiarvo.
Kutsun jatkossa tiatd parametria osaamisparametriksi. Osaamisparametreis-
ta saa viitteitéd opiskelijoille vaikeista ja helpoista matematiikan sisiltoalueis-
ta, joiden arvioinnin tuloksia voi verrata my6hemmin menestymiseen samoil-
ta sisiltoalueilta olevien matematiikan ylioppilaskirjoitustehtiavien ratkaise-
miseen. Tarkastelen télla tavoin nelikentdn x-akselilla olevan péattoarvosa-
nan pohjana olevien matematiikan eri osa-alueiden hallintaa.

Nelikentéssé, jossa opiskelijoiden matematiikan padattdarvosanan ja ylioppi-
laskirjoitusten matematiikan kokeen pistemédrdan vélista riippuvuutta tut-
kitaan regressioanalyysin avulla, yhdistyy valtakunnallinen ja koulun tason
arviointi. Matematiikan kurssien arvostelun tarkastelu tuo tietoa opiskelijan
ajattelusta tietyn matematiikan osa-alueen piiristd. Tutkin vield erikseen,

3Preliminéirit ovat koulussa jirjestettivit ylioppilaskirjoitusten “kenraaliharjoitukset”.
Tervakosken lukiossa matematiikan preliminééri oli MAOL:n laatima valtakunnallinen koe,
jonka rakenne oli samanlainen kuin ylioppilaskirjoitustehtivéisarjan.

4Taulukko 6.4 s. 124.

STaulukko 6.5 s. 125.
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onko 16ydettivissa eroja tuloksissa poikien ja tyttojen vililla, vanhan ja uu-
den opetussuunnitelman aikana opiskelleiden tuloksissa sekid pakollisena ja
ylimdardisend matematiikan ylioppilaskirjoituksen kirjoittaneiden valilla.

Koko 1990-luvun on viimeinen kurssi ollut kertauskurssi (KERT), jota tarkas-
telen erikseen omana kokonaisuutena. Vuoden 1996 jalkeen tulleet syventéa-
vt kurssit® jatin tarkastelun ulkopuolelle, koska niiden vaikutusta on vaikea
arvioida ylioppilaskirjoitusten matematiikan kokeen tulokseen.

Jokaiselle tutkimuksessa olleelle Tervakosken opiskelijalle (n=103) olen las-
kenut tietojen ja taitojen hallintaa kuvaavan osaamisparametrin p, kullekin
taulukossa 6.5 (s. 125) maaritellylle osa-alueelle ja liséiksi kertauskurssille.

Taulukossa 6.3 (s. 124) on esitetty tissid tutkimuksessa kiytetty Wilsonin
kognitiivisten tasojen sovellettu malli. Aikaisemmassa tutkimuksessani (Jout-
senlahti 1996, 47) nimitin osaamista kuvaavia parametreja taitoparametreik-
si, ja niitd tulkittiin kognitiivisiksi tasoiksi. Téassd ty0ssd osaamisparametrin
tulkinta kognitiiviseksi tasoksi tehdédédn vastaavalla tavalla taulukon 7.1 mu-
kaisesti. Nimitys osaamisparametri kuvaa paremmin tidmén tyon keskeisten
késitteiden tieto ja taito hallintaa kuin nimitys taitoparametri.

TAULUKKO 7.1: Opiskelijan n osaamisparametrin p,, ja matematiikan kog-
nitiivisten tasojen vilinen yhteys.

Osaamisparametri p,, | Kognitiivinen taso

Pn € [4,6] laskutaito/ymmértdminen (LY-taso)
Pn €6, 8] ymmértdminen /soveltaminen (YS-taso)
pn €]8,10] soveltaminen /analysoiminen (SA-taso).

Perusteluna taulukossa 7.1 olevalle luokitukselle kiytin kurssikokeiden ra-
kennetta, joka pysyi samana koko 1990-luvun. Pyrin laatimaan kokeeseen
jarjestyksessa kaksi LY-tason tehtivad, kaksi YS-tason tehtavad ja kolme SA-
tason tehtidvad. Niisté seitsemésté tehtiavista opiskelija valitsee kuusi tehté-
via. Kokeen arvostelun pohjana on pistetaulukko, jonka enimméispistemé&a-
rd on 36. Arvosanaan 6 opiskelija tarvitsee pistesumman, joka vastaa noin
2,5 tehtdvad ja arvosanaan 8 tasan nelja tehtdvad. Summapisteiden muunto
suoraan tehtdvien lukumédériksi ja osaamisparametrin arvoksi ei ole sellai-
senaan riittavi menetelmé, vaan on otettava huomioon opiskelijan kokeesta
saama pistejakauma. Siitd on ndhtavissd, minké tasoisista tehtivistd piste-
summa on kertynyt. Summapistemadrin tulkitseminen on todettu parem-

6Esimerkiksi Analyysi ja Numeeriset menetelmiit.
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maksi mittaustavaksi kuin yksittédisten tehtévien tulkitseminen. Esimerkik-
si NAEP-projektissa todettiin 1990-luvun alussa, ettd laskettaessa oppilaan
kykytasoa yksittdisten tehtdvien avulla ei saatu luotettavaa kokonaiskuvaa
oppilaan osaamisesta, mutta muodostettaessa samalta osa-alueelta vaikeus-
tasoltaan vaihtelevista tehtavistd koostuvia tehtdviperheitd voitiin mitata
oppilaan vertikaalista ja horisontaalista ymmaértdmistd (NAGB 2000). Koe-
tehtévisarjaa voi pitdéd edelld kuvatun mukaisena tehtidviperheena.

Tutkimusaineistoon kuuluvat 1990-luvun pitkin matematiikan kurssikokei-
den pistejakaumat. Aineistossa on 84 kokeen 1396 koesuoritusta, jotka ovat
noin kaksikolmasosaa korjaamistani pitkin matematiikan kokeista tarkas-
teltavana ajanjaksona. Aineiston kuuluvat padsdantoisesti koetehtavisarja,
opiskelijoiden tunnistetiedot ja kustakin tehtéviista annettu pisteméira (0-6
pistettd). Kokeiden keskiarvot ovat olleet noin 6,5-7,5. Pistejakaumien avul-
la voin tutkia, minkéalaista osaamista vaativista tehtdvistd opiskelijan piste-
summa on kertynyt. Edelld kuvattu kokeen rakenne antaa perusteen tulkita
kognitiivisten tasojen muutoksia lineaarisesti.

Liitteessd 5 on tutkittavien Tervakosken pitkdn matematiikan opiskelijoiden
(n=103) osaamisparametrit taulukon 6.5 (s. 125) mukaisilla matematiikan
osa-alueilla. Téstd aineistosta on seuraavassa laskettu opiskelijoiden sijoit-
tuminen eri kognitiivisille tasoille taulukon 7.1 mukaan ja lisdksi osaamis-
parametrien aritmeettiset keskiarvot tutkittaville osa-alueille tarkasteltavina
vuosina. Taman jilkeen aineistoa on vield tarkasteltu eri sukupuolten, ope-
tussuunnitelmien ja matematiikan pakollisuuden erottelemissa ryhmissé.

TAULUKKO 7.2: Tervakosken pitkdin matematiikan opiskelijoiden (n=103)
jakautuminen eri kognitiivisille tasoille prosenttiosuuksina matematiikan eri
osa-alueilla.

osa-alue/taso | LY | YS | SA

YHT 14% | 55% | 31%
GEO 19% | 51% | 30%
DIF 24% | 51% | 25%

TNLU 24% | 51% | 24%
KERT 26% | 48% | 26%

Taulukon 7.2 perusteella keskiméérin runsas neljésosa opiskelijoista saavut-
taa SA-tason ja noin viidesosa opiskelijoista jad LY-tasolle tutkittavilla osa-
alueilla. Tasojen hierarkkisuudesta johtuen LY-tason saavuttavat kaikki opis-
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kelijat kaikilla osa-alueilla’ ja keskiméiirin noin 80 % opiskelijoista saavuttaa
YS-tason seké noin 25 %-30 % SA-tason matematiikan eri osa-alueilla.

Tarkasteltaessa opiskelijoiden kurssikokeiden pistejakaumia LY-tason ja SA-
tason opiskelijat erottuvat selkeisti omiksi ryhmikseen. LY-tason laskijat®
saavat aineiston perusteella pisteensd alkupéddn tehtdvistd, joiden ratkaisu
edellyttad kurssiin keskeisesti kuuluvaa proseduraalista tietoa. SA-tason opis-
kelijat? saavat pisteitii kaikista tehtiviityypeisti, koska heilld on kaikki ma-
temaattisen osaamisen piirteet hyvin kehittyneitd. Heiddn mahdolliset pis-
temenetyksensa tulee pistejakaumien perusteella jokaisista tehtdvatyypeista,
jolloin alkupédn tehtdvien pistemenetykseen syynia on useimmiten huolimat-
tomuus. YS-tason opiskelijoista sen sijaan 10ytyy aineistosta kaksi erilaista
ryhméi. Suurin osa (yli 90 %) tdmin tason opiskelijoistal’ saa pisteensi pi-
osin alkupédin tehtéivistd ja irtopisteitd vaativimmista tehtivistd. Heilld on
proseduraalista sujuvuutta. Pieni ryhmé YS-tason opiskelijoital! kerii piste-
summansa suhteellisen tasaisesti kaikista tehtavityypeistd. Heidan osuutensa
kaikista Tervakosken tutkittavista opiskelijoista on alle 10 %'2. Heidén osuu-
tensa YS-tason opiskelijoiden méaérasta on alle viidesosa. Heille on ilmeisesti
kehittynyt kisitteellistd ymmarrysta ja strategista kompetenssia sekd mukau-
tuvaa paattelyd, mutta he eivat hallitse proseduurien kiyttoa riittavasti. He
eivit ole harjoitelleet algoritmien kiyttod tunneilla eiké kotitehtévissa, mutta
he ymmaértavit keskeiset kisitteet ja kykenevit matematisoimaan ongelmia.
Ratkaisuun tarvittavat tyokalut eivit ole kunnolla ndiden opiskelijoiden hal-
linnassa. Néiden opiskelijoiden kohdalla voi olla oppimisessa sellainen P-C
-kytkentd!3, ettii he oppivat matematiikkaa ensin kisitteellisesti ja vasta sen
jalkeen mahdollisesti proseduraalisesti (vrt. Haapasalo 2003).

Taulukossa 7.3 on tutkimusaineistoon kuuluvien opiskelijoiden osaamispara-
metrien keskiarvot ja keskihajonnat laskettuna siihen vuoteen asti, jona he
ovat olleet ylioppilaskirjoituksissa. Kaikilla osa-alueilla opiskelijoiden keski-
méariiset osaamisparametrit ovat YS-tasolla. Tamé tulos on odotettu pit-
kin matematiikan opiskelijoilla. Tkdluokkien vililld on jonkin verran eroja'*,

"Opiskelijat eiviit voi saada muuten hyviksyttyé arvosanaa kurssista.

8Liitteess# 6 opiskelijat OP1/5 ja OP3/24.

9Liitteessi 6 opiskelijat OP10/16 ja OP2/33.

0Tiitteessd 6 opiskelijat OP11/1 ja OP1/21.

Uiitteessd 6 opiskelijat OP15/8 ja OP9/49.

12Tutkittavasta joukosta (n=103) kahdeksalla opiskelijalla oli pistejakauma-aineistossa
useammin kuin kaksi kertaa pistejakauma, jossa oli osapisteitd kaikenlaisista tehtavisté
yhteensd 16—24 pistetta.

13Prosedural-Conseptual.

14 Esimerkiksi vuonna 1995 kirjoittaneiden osaamisparametrit osa-alueilla GEO, DIF ja
TNLU ovat heikompia verrattuna muihin vuosiin.
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TAULUKKO 7.3: Osaamisparametrien p keskiarvot ja suluissa keskihajonnat
matematiikan eri osa-alueilla kullekin ikéluokalle (lukuméérd n) ylioppilas-
kirjoitusvuoden mukaan.

Osa-alue | 1991 1994 1995 1996 1997 1998 1999
n—103 9 11 13 18 19 19 14
YHT | 7,7(1,4) | 7,6(1,3) | 7,3(1,1) | 7.4(1,2) | 7,6(1,0) | 7,8(1,1) | 7,8(L,3)
GEO | 7,6(1,1) | 7,4(1,6) | 6,9(1,1) | 7,5(1,3) | 7,4(1,2) | 7,5(1,1) | 7,4(1,1)
DIF | 7,8(1,3) | 7,2(1,5) | 6,8(1,2) | 7.3(1,3) | 7,3(1,2) | 7,6(1,2) | 7,1(1,2)
TNLU | 7,4(1,5) | 7,4(1,3) | 6,6(1,2) | 7,6(1,3) | 7,8(1,3) | 7,6(1,2) | 7,3(1,1)
KERT | 7,6(1,2) | 7,8(1,7) | 7,5(1,2) | 7,9(1,1) | 7,6(1,4) | 7,2(1,1) | 7,1(1,3)

TAULUKKO 7.4: Poikien ja tyttdjen osaamisparametrien pitkin matematii-
kan eri osa-alueilla (YHT, GEO, DIF, TNLU, KERT), pééttotodistusten ar-
vosanojen (PTOD), preliminéérien (PRE) ja pitkin matematiikan ylioppilas-
kirjoitusten pisteiden (YOPIST) keskiarvot ja suluissa keskihajonnat 1990-
luvulla.

Osa-alue | Pojat (n=69) | Tytot (n=34)
YHT 7.5(1,2) 7.7(1,2)
GEO 7,4(1,2) 7,4(1,2)
DIF 7.3(1,3) 7,2(1,3)
TNLU 7,5(1,3) 7,3(1,3)
KERT | 7,7(1,3) 7,2(1,3)

PTOD 7,6(1,2) 7,5(1,2)
PRE | 28,9(12,5) | 23,0(1L5)

YOPIST | 28,8(12,8) | 22,9(14,2)

mutta ryhmien pieni koko ja heterogeeninen opiskelija-aines selittivit kes-
kiarvojen vaihtelua. Yleensd ensimmaéiset kurssit (YHT) ovat menneet par-
haiten joka vuosi. Naissd kursseissa on kertaavaa ainesta ja toisaalta opiske-
lijat ponnistelevat alussa enemmén tehtdvien ja ongelmakohtien kanssa kuin
my6hemmin, jolloin osa opiskelijoista ei endé selvité itselleen ongelmakohtia.
Differentiaalilaskennan kurssit (DIF) ovat menneet heikoimmin, silld niissi
tarvitaan hyvia aikaisempien asioiden hallintaa ja soveltamista seka lisak-
si uusien kohtalaisen vaikeiden matemaattisten kisitteiden ymmartamista ja
soveltamista. Naissd kursseissa hyva menestys vaatii opiskelijalta aihepiiriin
kuuluvaa késitteellistd ymmértamisti. Kertauskurssin (KERT) tulokset ovat

149




useimmiten aika hyvii, silld ylioppilaskirjoitusten ldheisyys nostaa mielen-
kiintoa kerrattaviin asioihin. Vuosina 1997-1999 kertauskurssi ei ole endi
mennyt paremmin kuin esimerkiksi TNLU-kurssit. Toisaalta kertauskurssin
aihepiirit sovitaan kurssikohtaisesti, jolloin opiskelijat sitoutuvat kurssisisal-
tojen opiskeluun, koska he ovat itse suunnitelleet ne opiskeltaviksi.

Tyttojen ja poikien matemaattisessa osaamisessa (taulukko 7.4) ei ole tilas-
tollisesti merkitsevii eroja!®. Tytot menestyivit lukion ensimméisissi kurs-
seissa (YHT) hieman paremmin kuin pojat, mutta lukio-opintojen edetessé
pojat suoriutuvat keskiméddrin paremmin. Tyttojen ja poikien keskiarvojen
ero kasvaa lukion loppua kohti ja kertauskurssissa (KERT) seké prelimindé-
rien (PRE) pisteiden keskiarvossa on huomattava ero, joka tulee esille myos
kirjoitusten lopullisessa pisteméarassa. Prelimindérien pisteméira on selkeds-
ti yhteydessi kirjoitusten pisteméirain's.

Tyttojen ja poikien sijoittumisessa kognitiivisille tasoille matematiikan eri
osa-alueilla (liite 7, taulukko 9.4) ei ole tilastollisesti merkitsevid eroja (t-
testi, p>0,05). Kyseisen taulukon 9.4 perusteella ndyttéé, ettd kognitiivisten
tasojen suhteelliset prosenttiosuudet eri osa-alueilla ovat samaa suuruusluok-
kaa kuin koko tutkittavalla joukolla (ks. taulukko 7.2) paitsi kertauskurs-
sissa. Ta@han on ilmeisesti vaikuttanut se, ettd noin puolet koko aineiston
tytoistd (n=17) on valinnut matematiikan ylimaaraiseksi ja pojista noin vii-
desosa (n=15). Tyttojen kirjoittamisvalinta nikyy myos taulukossa 7.4 vii-
meisten kurssien kohdalla poikia heikompina keskiarvoina. Edelld todettiin
pitkdin matematiikan yliméaéréiseksi valinneiden heikko kiinnostus kertaus-
kurssin opiskeluun.

Taulukosta 7.5 voidaan myos verrata vanhan ja uuden opetussuunnitelman
mukaan opiskelleiden osaamisparametreja matematiikan eri osa-alueilla. FEn-
nen vuotta 1998 kirjoittaneet opiskelijat ovat lukeneet vanhan opetussuun-
nitelman mukaan ja 1998 seké sen jélkeen kirjoittaneet uuden opetussuunni-
telman mukaan. Kurssien muuttuminen ei ndy osaamisparametrien suuruu-
den muuttumisessa muissa kursseissa kuin kertauskurssissa (KERT), jonka
tulokset ovat huonontuneet vuosikymmenen loppua kohti. Liitteen 7 taulu-
kosta 9.4 on ndhtivissd sama ilmid.

Uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleiden osaamisparametrit (tau-
lukko 7.5) ovat matematiikan eri osa-alueilla paremmat kuin vanhan opetus-
suunnitelman mukaan opiskelleilla, mutta eivit tilastollisesti merkitsevésti
(t-testi, p>0,05). Kertauskurssin, preliminéirien!” ja ylioppilaskirjoitusten

I5T-testi, p>0,05.
16Pearsonin korrelaatiokerroin 0,82; p<0,01.
1T -testi, p<0,001.
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TAULUKEKO 7.5: Vanhan (Vanha ops) ja uuden (Uusi ops) opetussuunnitel-
man aikana opiskelleiden pitkéin matematiikan eri osa-alueiden (YHT, GEO,
DIF, TNLU, KERT) osaamisparametrien, paattotodistuksien arvosanojen
(PTOD), preliminéérien (PRE) ja pitkin matematiikan ylioppilaskirjoitus-
ten pisteiden (YOPIST) keskiarvot ja sulkeissa keskihajonnat 1990-luvulla.

Osa-alue | Vanha ops (n=70) | Uusi ops (n=33)
YHT 7.5(1,1) 7.8(1,2)
GEO 7,4(1,2) 7,5(1,1)
DIF 7,2(1,3) 7,4(1,2)

TNLU 7,4(1,3) 7,5(1,2)
KERT 7,7(1,3) 7,2(1,1)
PTOD 7,6(1,2) 7,6(1,1)
PRE 30,8(11, 3) 18,9(10,9)
YOPIST 29,2(14, 4) 21,9(12, 4)

pisteméiirien'® keskiarvojen suhteen tilanne on piinvastainen. Uuden ope-
tussuunnitelman mukaan opiskelleiden suhteelliset osuudet ovat suurempia
SA-tasolla pakollisissa kursseissa kuin vanhan opetussuunnitelman mukaan
opiskelleilla, mutta kertauskurssin osalta tilanne on péinvastainen (liite 7,
9.4).

Pakollisena kirjoittavien osaamisparametrien keskiarvot ovat odotetusti kaut-
taaltaan parempia kuin ylim&araisené kirjoittavien sekd myos paattotodis-
tusten matematiikan arvosanojen, prelimindérien ja kirjoitusten matematii-
kan pisteiden keskiarvot (taulukko 7.6). Namé erot ovat tilastollisesti erit-
tain merkitsevid (t-testi, p<<0,001) kaikissa muissa paitsi ensimmaisten kurs-
sien kohdalla (YHT). Heikko tai kohtalainen menestys matematiikassa ohjaa
ymmarrettavasti valitsemaan matematiikan ylimaariiseksi kirjoitettavaksi ai-
neeksi. Tervakosken pitkdn matematiikan opiskelijoilla reaalin pakolliseksi va-
litsemiseen vaikutti suurimmaksi osaksi heikko menestys matematiikan opin-
noissa eikd menestys reaaliaineissa. Pitkissd matematiikassa hyvin menesty-
neet, opiskelijat menestyvit usein hyvin myos reaaliaineissa, mutta he valit-
sivat ainakin 1990-luvun puolella usein pitkdn matematiikan pakolliseksi kir-
joitettavaksi aineeksi. Tama valinta ndkyy erityisesti kertauskurssin kohdalla
(taulukko 7.6 ja liite 7 taulukko 9.4), jossa erot pakollisena ja yliméérdisena
kirjoittavien véililla ovat tilastollisesti merkitsevia. Ylim&ariisend kirjoittavat
opiskelijat olivat suurimmaksi osaksi Y'S-tasolla eri osa-alueilla, mutta kurs-

18T testi, p<0,01.
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TAULUKKO 7.6: Pitkin matematiikan pakollisena (Pakollinen) tai ylim#a-
riaisend (Yliméérdinen) vuonna 1996-1999 kirjoittaneiden opiskelijoiden eri
osa-alueiden (THT, GEO, DIF, TNLU, KERT) osaamisparametrien, paétto-
todistusten arvosanojen (PTOD), prelimindarien (PRE) ja pitkdn matematii-
kan ylioppilaskirjoitusten pisteiden (YOPIST) keskiarvot ja suluissa keskiha-
jonnat. Merkintd ”***” tarkoittaa, ettd kyseinen arvo poikkeaa tilastollisesti
merkitsevisti (t-testi, p<0,001) ylimaariisend kirjoittaneiden arvosta.

Osa-alue | Pakollinen (n=38) | Ylimé&&rédinen (n=32)
YHT 8,0(1,1) 7.3(1,1)
GEO 7,97%(1,2) 7,0(0,9)

DIF 7,97%(1,1) 6,7(1,0)
TNLU 8,1°*(1,3) 7.5(0,9)
KERT 8,1°*(1,2) 6,8(0,8)
PTOD 8,07*(1, 1) 7,0(1,0)

PRE 31,3 (12, 2) 19,6(10, 1)

YOPIST | 32,0°*(13,0) 17,2(9,7)

sien tiedot ja taidot eivit jisenny kokonaisuuksien hallinnaksi, mikad nikyy
kertauskurssin, preliminddrien ja ylioppilaskirjoitusten heikkona suoritukse-
na.

Ylimé&araisend kirjoittavien heikko opiskelumotivaatio pitkdn matematiikan
viimeisissi, kursseissa ja heikko valmistautuminen kirjoituksiin on osaltaan
selittdmassi eroja aikaisemmassa vanhan ja uuden opetussuunnitelman aika-
na opiskelleiden vertailussa. Uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleista,
on suurempi osa yliméaariisena kirjoittavia kuin vanhan opetussuunnitelman
aikana opiskelleista téssi aineistossa.

7.3.2 Nelikenttatutkimus

Luvussa kuusi kiytin nelikenttid, jossa y-akselin muuttujaksi olin valinnut
pitkdin matematiikan ylioppilaskirjoituksen arvosanan. Seuraavassa valitsen
selitettdviksi muuttujaksi pitkin matematiikan ylioppilaskokeessa saadun
lautakunnan arvioiman kokonaispistemééran ja selittdvind muuttujana kay-
tian lukion paattotodistuksen pitkdn matematiikan arvosanaa, jonka pohjana
on suoritettujen matematiikan kurssien keskiarvo. Pitkin matematiikan arvo-
sana selittdéd regressioanalyysin perusteella parhaiten matematiikassa anne-
tuista arvosanoista kaikkien matematiikan osa-alueiden hallintaa, jota myés
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mitataan ylioppilaskirjoituksissa. Voidaan olettaa, ettd padsiddntoisesti hei-
kosti matematiikan opinnoissa menestyvit suoriutuvat heikosti myds mate-
matiikan ylioppilaskokeessa ja vastaavasti hyvin menestyvit suoriutuvat hy-
vin. Edelld lasketut osaamisparametrit ja niiden tulkinta kognitiivisiksi ta-
soiksi koskivat ensisijaisesti rajattuja matematiikan osa-alueita. Nelikentidn
selittdvana tekijand on padttdtodistuksen arvosana, joka perustuu rajattu-
jen matematiikan osa-alueiden hallintaan. Kertauskurssin, prelimindirien ja
ylioppilaskirjoitusten tulokset eivit kuitenkaan aina ole odotettuja'?. Niissi
kokeissa ei informoida opiskelijaa, mihin matematiikan osa-alueeseen kukin
tehtdva kuuluu. Nelikentédn dimensiossa "matematiikan padttotodistuksen ar-
vosana” opiskelija on tietdnyt kertauskurssia lukuun ottamatta, mihin mate-
matiikan osa-alueeseen kokeen tehtiva kuuluu. Sen sijaan dimensiossa "yliop-
pilaskirjoituksen pisteet” opiskelija on ratkaistessaan kutakin tehtdvia jou-
tunut ensin harkitsemaan, mihin matematiikan osa-alueeseen tehtéva kuuluu
ja mitké ratkaisuprosessit ovat kdyttokelpoisia.
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KUVIO 7.1: Tervakosken pitkin matematiikan kirjoittaneet ylioppilaat
(n=103) nelikentéssi. Regressiosuoran yhtélo on PIST = 9,4xPTOD—44, 4.

Kuvion 7.1 nelikentdn aineisto koostuu Tervakosken lukiossa 1990-luvulla
pitkin matematiikan ylioppilaskirjoituksissa kirjoittaneiden (n=103) p#ét-
totodistusarvosanoista (x-akselilla PTOD) ja pitkdn matematiikan ylioppi-

Y9 Esimerkiksi taulukot 7.4, 7.5 ja 7.6.
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laskirjoitusten kokonaispistemadrasté (y-akselilla PIST). Spearmannin kor-
relaatiokerroin kyseisten muuttujien suhteen on 0,81 (p<0,01). Tésta voi-
daan paatelld, ettd koulussa tapahtunut arviointi on ennakoinut melko hyvin
menestymistd matematiikan ylioppilaskirjoituksissa. Mielenkiintoisia ryhmié
tutkijan kannalta ovat ne, jotka koulussa menestyvit matematiikassa heikos-
ti, mutta kirjoituksissa hyvin, sekd vastaavasti ne, jotka menestyvit koulussa
hyvin, mutta kirjoituksissa heikosti.
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KUVIO 7.2: Nelikentdn tutkittavat Tervakosken opiskelijaryhmét R1, R2,
R3, R3’ ja R4 seké niiden koot.

Nelikenttd muodostuu siten, ettd padttdtodistusarvosanojen aritmeettinen
keskiarvo (7,6) ja ylioppilaskirjoitusten pitkdn matematiikan kokeen yhteis-
pisteiden aritmeettinen keskiarvo (26,7) méérddvit nelikentén jakoviivat.
Kuviossa 7.1 on esitetty kaikkien tarkasteltavien (n=103) lukuparien (PTOD,
PIST) sijoittuminen nelikentt&dén.

Kuviossa 7.2 on merkitty nelikentéin ryhmét. Niistd ryhmén R3 alaryhmé
R3’ on huomion arvoinen pitkin matematiikan opiskelijoilla. Siind nikyvét
opiskelijat, joiden padttotodistuksen arvosanat ovat joko 6 tai 7, mutta he
ovat saaneet ylioppilaskirjoitusten pitkdn matematiikan kokeessa korkeintaan
12 pistettd, mikd vastaa kahden tehtdvin enimmaispistemaérai. He ovat suo-
rittaneet 11-15 kurssia matematiikan opintoja, miki on suurin kurssiméaari
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yksittiisti oppiainetta Tervakosken lukiossa?.

Seuraavassa tarkastelen kutakin neljid padryhmaé erikseen ja kuvailen, min-
ki tyyppisid opiskelijoita niihin kuuluu (kuvio 7.2). Liséksi analysoin niita
syitd, jotka selittavit opiskelijoiden sijoittumista eri ryhmiin. Tarkastelen sa-
malla nelikentdn ryhmid myo6s jaoteltuna sukupuolen, opetussuunnitelman ja
matematiikan kirjoitusten pakollisuuden suhteen. Liitteessd 7 ovat neliken-
tiat edelld esitettyjen jakojen suhteen esitettynd (kuviot 9.12, 9.13 ja 9.14).
Analyysien perustana on se, ettd olen opettanut jokaista opiskelijaa vahin-
taan 11 kurssin verran (vihintdén 2,5 vuotta) ja minulla on kiytettévissini
heistd monenlaisia taustatietoja: oppilastietolomakkeet, perhetausta, kolle-
gojen arviot niin lukiosta kuin yldasteeltakin, omat muistiinpanot, keskus-
telut opiskelijoiden kanssa jne. Kadvin vanhempainilloissa, jolloin keskustelin
lukiolaisten huoltajien kanssa mahdollisista opiskelijan ongelmista. Keskus-
telin lukuvuoden alussa yldasteen matematiikan opettajien (kolme lehtoria)
kanssa lukion pitkdn matematiikan aloittavien opiskelijoiden aikaisemmis-
ta matematiikan opinnoista ja opiskelutottumuksista. Keskustelin kaikkien
opiskelijoiden kanssa jossain vaiheessa kurssia heidin ndkemyksistdan omas-
ta opiskelustaan. Toisinaan he tekivit myos kirjallisia itsearviointeja.

Ryhm& R1

Ryhmén R1 jiasenten menestyminen ylioppilaskirjoituksissa on ollut opinto-
menestyksen ennustama. Hyvéit tulokset lukio-opinnoissa ovat toteutuneet
my0s valtakunnallisessa kokeessa. Tahdan ryhméan kuuluu 44 opiskelijaa, mi-
ki vastaa 43 % tutkittavista opiskelijoista. Poikia on 29 (42 % pojista) ja
tyttoja 15 (44 % tytoistd), joten molemmat sukupuolet ovat tdssd opetta-
jan kannalta mieluisassa ryhméssd suunnilleen yhtd vahvasti edustettuina.
Pakollisena matematiikan kirjoitti 36 (51 % pakollisena kirjoittavista) ja yli-
médriisend 8 (25 % yliméiriisend kirjoittavista) opiskelijaa eli suurin osa pa-
kollisena kirjoittavista on téssd ryhméissid. Vanhan opetussuunnitelman mu-
kaan opiskelevia on 24 (47 % vanhan opetussuunnitelman mukaan opiskel-
leista) ja 20 (38 % uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleista), joten
ero opetussuunnitelmien vililld ei ole merkittava téssd ryhmaéssa.

Niiden jakojen (pojat/tytot, vanha opetussuunnitelma/uusi opetussuunni-
telma, pakollisena/yliméadrdisend kirjoittaneet) tarkastelu prosenttiosuuksi-
na ei tuo esille merkittaviaé eroa muun kuin pakollisena ja ylimaériisend kir-
joittavien vélilla (liite 7). Tamén selittad se, ettd hyvin menestyvit valitse-
vat matematiikan useammin pakolliseksi kuin heikommin menestyvit, jotka
varmistavat ylioppilaaksi paasynsa valitsemalla matematiikan usein ylimaa-
raiseksi.

20Myos useimmissa muissa Suomen lukioissa.
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TAULUKKO 7.7: Ryhmén R2 ylioppilaskirjoitusten pitkin matematiikan ko-
keen (YOPI) ja preliminédérin (PRE) pisteet, pitkiin matematiikan arvosana
(YOAR) ja matematiikan eri osa-alueiden (YHT, GEO, DIF, TNLU ja KER)
kurssien keskiarvot.

YOPT | YOAR | PRE | KER | YHT | GEO | DIF | TNLU
29 C 29 7 | 7,0 | 7.0 | 7.3 | 8,0
32 M 25 7 | 55| 58 |50/ 60
36 M 36 | 8 | 7,5 | 70|70 80
32 C 26 7 |80 | 75 |73]| 60
29 C 29 7 | 7,0 | 65 |57]| 6,0
35 M 33 | 8 |80 | 75 | 77| 7.0
33 M 32 | 8 |65 ]| 73|70] 70
27 C 32 7 | 7,5 ] 7.5 | 6,7| 80

Ryhmin opiskelijat olivat pddsdédntoisesti tunnollisia kotitehtivien suoritta-
jia ja osallistuivat aktiivisesti opetuskeskusteluun seki olivat halukkaita sel-
vittdmaan ongelmakohdat vilittomasti niiden ilmettyd joko kysymallad opet-
tajalta tai keskenddn keskustelemalla tai itsendisesti tutkimalla erilaisia 1dh-
teitd. Heidén opiskelutottumuksensa olivat siis sellaiset, joihin koulu ohjaa ja
kannustaa. Useilla heistd oli jatko-opintosuunnitelmia, joiden toteutuminen
edellytti pitkin matematiikan tietoja ja taitoja. Taméa osaltaan motivoi hei-
td matematiikan opiskeluun. Ryhmassa R1 kaikilla oli hyva proseduraalisen
tiedon hallinta ja suurella osalla myos konseptuaalisen tiedon sekd strategia-
tiedon hallinta.

Taméan ryhmén matemaattinen osaaminen on odotusten mukaista ja on yl-
tdnyt opetussuunnitelman tavoitteiden suuntaisesti ylimmille kognitiivisille
tasoille.

Ryhmia R2

Ryhmén R2 opiskelijat eivit ole osoittaneet lukio-opinnoissa mainittavasti
menestysta. Tahin ryhmédn kuuluu kahdeksan opiskelijaa eli 7,8 % tutkit-
tavista opiskelijoista. Kaikki ryhmén jisenet ovat poikia. Jokainen heistid on
kirjoittanut matematiikan pakollisena, vaikka kaksi heistd olisi voinut kir-
joittaa pitkin matematiikan yliméirdisenikin?'. He ovat kaikki opiskelleet
vanhan opetussuunnitelman mukaisesti.

Taulukossa 7.7 on huomioitava, ettd pitkin matematiikan ylioppilaskirjoi-

21 He ovat kirjoittaneet vuonna 1996 tai sen jilkeen.
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tusten kannalta keskeisid matematiikan osa-alueita ovat GEO ja DIF, silla
yleensd suurin osa ylioppilaskirjoitusten tehtédvien ratkaisuista vaatii nididen
osa-alueiden hallintaa. Useimmilla ryhmén R2 jasenilld prelimindérit ovat
olleet hyvé ennustaja menestykselle kirjoituksissa. Suurin osa téstd ryhmés-
td on saanut paremman arvosanan kuin kokonaismenestys olisi ennustanut.
Joukossa on opiskelija, jonka suoritukset olivat alussa keskimé&irin alle arvo-
sanan 6 luokkaa. Kuitenkin opintojen loppuvaiheessa héin sai kertauskurssista
arvosanaksi 7, preliminddreista 25 ja kirjoituksista 32 pistettd, joka on ollut
arvosanana M. Hén kuuluu seuraavassa alaluvussa olevien haastateltavien
joukkoon.

Arvioitaessa taustalla olevia syitd kyseiseen ilmioon opettajan niakokulmas-
ta voidaan ottaa esille seuraavia ndkokulmia: opiskelijan opiskelutottumukset
matematiikassa, jatko-opintotavoitteiden selkiytyminen, oppisisiltdjen jasen-
tyminen ja sulautuminen opiskelijan tietorakenteeseen sekd sairaudet, mur-
rosikd ja sosiaaliset ongelmat.

Neljalla opiskelijalla arvioin kyseessd olevan puutteelliset opiskelutottumuk-
set. Namé pojat olivat tottuneet yldasteella suoriutumaan matematiikan
opinnoista tuntityoskentelylld; kotitehtdvien tekeminen tapahtui nopeasti
tuntitehtidvien mallin mukaan. Oppikirjan teorian ja esimerkkien tutkiskelu
kotona eivit olleet tarpeen hyvidn menestykseen matematiikassa. "Matik-
kapadlld” he parjasiviat kaikissa tilanteissa eivdtkd tarvinneet ylimaaraisia
ponnisteluja kotona. Ylaasteella lisdksi kisiteltiin samoja matematiikan asia-
kokonaisuuksia pidempid aikoja kuin lukiossa. Niilld opiskelutottumuksilla
teorian hallinta ja soveltaminen on lukio-opinnoissa hyvin nopeasti erittdin
hankalaa. Matemaattinen ajattelukyky auttaa toki monissa kohdissa suo-
riutumaan hyviksyttavisti, mutta asiat eivit jasenny eikd niitd opita silld
tasolla kuin pitkdn matematiikan kumulatiivinen rakenne edellyttiisi. Hei-
dén proseduraalinen sujuvuus on muun muassa vihéisen harjoittelun vuoksi
puutteellisia, miki osaltaan estdi konseptuaalisen tiedon kehittymisté. Heilld
on kuitenkin strategista kompetenssia ja mukautuvaa paattelyd, silla he saat-
tavat soveltaa luovasti osaamiaan strategioita kerta toisensa jalkeen uusiin
tilanteisiin menestyksekkadsti. Naméa opiskelijat ovat alisuoriutujia poten-
tiaalisiin kykyihinsd ndhden lukio-opintojensa ajan. Lukion loppuvaiheessa
tapahtuva herddminen opiskeluun on koitunut néiden opiskelijoiden onneksi,
silld heiddn matemaattisen ajattelunsa taso on tullut ainakin osittain ar-
vioiduksi oikein. Jatko-opintotavoitteiden selkiytyminen on omalta osaltaan
ollut vaikuttamassa niiden opiskelijoiden opiskeluponnistelujen herddmiseen.
Erityisen huomion arvoista on se itseopiskelun ja kertauskurssin tukema tyo,
jolla opiskelija on muutamissa kuukausien aikana omaksunut niitd matema-
tiikan sisiltdalueita, joissa hénelld oli ongelmia ja jotka siten myo6s tuottivat
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hanelle "vaikean asian”-mielikuvan.

Kahdella opiskelijalla oli nikyvissi oppisisidltojen ymméartdminen ja sulau-
tuminen tietorakenteeseen vasta lukio-opintojen loppuvaiheessa. He tekivit
tunnollisesti t6itd kaikissa kursseissa, mutta asiakokonaisuudet eivit jasen-
tyneet heille. Siten tulokset kokeissa ja tuntityoskentelyssd olivat vaatimat-
tomia. Kokeiden pistejakaumissa tdmé nikyi alkupédén tehtévien hallintana,
mutta vaativimmista tehtdvistd he saivat vain osapisteitd. Vasta kertausvai-
heessa asiasisillot aukenivat heille ja kéisitteiden suhteet toisiinsa hahmottui-
vat. Heilld oli hyvi proseduraalinen sujuvuus, mutta kasitteellisen ymmarta-
misen kehittyminen oli syystd tai toisesta viivistynyt. Strategiatiedot eivéit
olleet my6skadn heiddn hallinnassaan. Kokonaisuuksien tutkimisen myotéa
kertauskurssissa yksityiskohdatkin alkoivat selkiintyd ja jasentyd. Tunnolli-
nen tyonteko ei mennyt hukkaan, silld useimmat oppisisallét olivat muistis-
sa, mutta niiden merkitys oli ennen kertausvaihetta epaselvd. Matemaatti-
nen osaaminen nousi néilld opiskelijoilla loppuvaiheessa korkeammalle tasol-
le, kuin opintojen alussa néytti, kun he saivat vain riittdvisti aikaa asioiden
kisittelyyn, jasentelyyn ja niiden sulauttamiseen tietorakenteeseensa. Kurs-
sien tahti oli ollut heille lilan nopea, jotta he olisivat ehtineet kursseilla ym-
martad syvallisesti opiskeltua késitteistoa.

Kahdella opiskelijalla syynd heikkoon menestykseen olivat lukioaikana koetut
sairaudet ja sosiaaliset ongelmat. Kun he péisivit ndiden ongelmien yli, he
saavuttivat vahintddn sen matemaattisen osaamisen tason, miki heille oli
peruskoulun opintojen pohjalta ennustettavissakin.

Ryhmi R3

My6s ryhméin R3 kuuluvien opiskelijoiden menestys ylioppilaskirjoituksissa
on ollut suurin piirtein lukion opintomenestyksen ennustama. Téaalla on kui-
tenkin syntynyt huomattavan suuri ryhmittymé sellaisia opiskelijoita, joilla
on padttotodistuksessaan arvosana 6 tai 7, mutta heidin yhteispistemaéran-
sd, ylioppilaskirjoituksissa on jadnyt 12 pisteeseen tai sen alle. Tata ryhmaa
merkitsen jatkossa R3’:lla ja tarkastelen sitd yksityiskohtaisesti jaljempéné.

Ryhméin R3 kuuluu 40 opiskelijaa, mikd vastaa 39 % tutkittavista opiskeli-
joista. Ryhmissé on tyttoji 16 (47 % tytoistd) ja poikia on 24 (35 % pojista).
Lahes puolet kaikista tytoistd siis kuuluu tdhan ryhméan. Pakollisena pitkidn
matematiikan heistd kirjoitti 18 opiskelijaa (25 % pakollisena kirjoittavis-
ta) ja ylimaariisena 22 opiskelijaa (69 % yliméaariisena kirjoittavista), joten
suurin osa yliméiréisend kirjoittavista kuuluu juuri tdhdn ryhméian. Vanhan
opetussuunnitelman mukaan opiskelleita on 17 (33 % vanhan opetussuunni-
telman mukaan opiskelleista) ja uuden opetussuunnitelman mukaan opiskel-
leita on 23 (44 % uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleista).
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Ryhmin R3 opiskelijoiden opiskelutottumukset olivat vaihtelevia. Osa heis-
td laiminloi kotitehtédvid ja valitsi “sivustakatsojan” roolin, vaikka olisi voi-
nut niin halutessaan ottaa osaa menestyksekkaisti opetuskeskusteluun. Heil-
14 ei useinkaan ollut selvid jatko-opintosuunnitelmia, mutta he kokivat, et-
td pitkin matematiikan suorittamisesta saattaa olla heille jatkossa hyotya.
Jo pelkistdan pitkin matematiikan kurssien suorittaminen hyviksytysti il-
man menestystd ylioppilaskirjoituksissa oli osalle néistd opiskelijoista riitté-
via. Osa opiskelijoista yritti useimmiten tehda kotitehtdvinsa ja osallistua
tuntityoskentelyyn, mutta opittavien asioiden jasentymaéattomyys heidéan tie-
torakenteessaan ja usein heikot perusvalmiudet peruskoulun matematiikan
opinnoista olivat esteend tehtivien ratkaisemiselle. Lukio-opintojen huomat-
tavasti kiivaampi tempo ja suuri uusien opittavien tietojen ja taitojen maéra
verrattuna peruskoulun matematiikan opiskeluun toi vaikeuksia osalle opis-
kelijoista, mika selittdd heidéin kuulumisensa tdhian ryhméain. Ongelmat ka-
sautuivat vuosien kuluessa tdmén tyyppisissd kumulatiivisissa oppiaineissa,
joten ennuste ylioppilaskirjoitusten mittaamien kokonaisuuksien hallinnasta
ja kypsyydestd matematiikan tiedoissa seké taidoissa oli huono. Opiskelijoilla
oli kohtuullinen tai heikko proseduraalinen sujuvuus. Heille ei ollut juurikaan
muodostunut kasitteellistd ymmaéarrystda matematiikan eri osa-alueista, ja on-
gelmanratkaisussa tarvittavat strategiset kompetenssit ja mukautuva péaatte-
ly olivat hyvin puutteellisia.

Tutkijan kannalta mielenkiintoinen on osaryhma R3’, johon kuuluu 19 opis-
kelijaa (18 % tutkittavista opiskelijoista). Heistd tyttoja on 11 (32 % kaikista
tytoistd) ja poikia 8 (12 % kaikista pojista), joten noin kolmannes tytoista
kuului tdhén joukkoon. Pakollisena pitkdn matematiikan heisté kirjoitti 6 (8
% kaikista pakollisena kirjoittaneista) ja ylimééréisend 13 (39 % yliméériise-
né kirjoittaneista) eli noin kaksikolmasosaa taméan ryhmén jésenisté kirjoitti
matematiikan ylimédariisend. Vanhan opetussuunnitelman mukaan opiskel-
leita heisté oli 7 (14 % vanhan opetussuunnitelman mukaan opiskelleista)
ja uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleita 12 (23 % uuden opetus-
suunnitelman mukaan opiskelleista). Tdmé ryhmé on muodostunut siis suu-
rimmaksi osaksi vuoden 1996 jélkeen, jolloin matematiikan saattoi kirjoittaa
yliméaaraisena.

Kuviossa 7.1 esitetyn regressioyhtélon antama ennuste téssd aineistossa oli-
si padttotodistuksen arvosanalle 7 noin 21 pistettd ja arvosanalle 6 noin 12
pistettd. Viimeksi mainittu pisteméaara vastaa kahden oikein suoritetun teh-
tdvin antamaa yhteispisteméariad maksimipisteméaran ollessa 60 pistetta.
Koearvosanaan 6 vaaditaan kokeessa yli kolmasosa maksimipistemaaristi
(36). Namé opiskelijat ovat suorittaneet 11-15 kurssia pitkdd matematiikkaa
ja voisi olettaa heidédn hallitsevan perusasiat, joiden hallinta riittda ylioppi-
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laskokeessa hyviksyttaviaan suoritukseen, mutta néin ei ole kiynyt.

Useilla vuoden 1996 ja sen jilkeen kirjoittaneilla opiskelijoilla syynd menesty-
mattomyyteen ylioppilaskirjoituksissa oli se, ettd he olivat valinneet reaalin
pakolliseksi kirjoitettavaksi aineeksi. He arvelivat, ettd he saavat reaaliko-
keen varmemmin hyviksytysti suoritetuksi ja voivat saada omalla tyopanok-
sellaan paremman arvosanan kuin pitkin matematiikan kokeessa. Ylimaarai-
seen matematiikkaan valmistautuminen oli ollut heille toissijaista. He meni-
vit matematiikan kokeeseen ldhes valmistautumatta. Tall6in matematiikan
asiakokonaisuudet ovat opiskelijalla hahmottumatta, silld hinen tietonsa ja
taitonsa ovat pysyneet erillisind ja jasentyméttominé. Heilld ei useinkaan ole
selvilla spesifin matemaattisen proseduraalisen tiedon kidyttéon ja sovelta-
miseen liittyvit ehdot. Kokeissa taulukkokirja ja graafinen laskin eivit ole
niille opiskelijoille apuvélineitd vaan péadasialliset tiedon ldhteet, joista et-
sitdin johonkin ratkaisuun johtavia “oljenkorsia”??. Heidin proseduraalinen
tietonsa on kontekstisidonnaista. Matematiikan kisitteellinen ymmartaminen
on heikkoa. Liséksi heilld on suuria puutteita strategisessa kompetenssissa ja
mukautuvassa paattelyssa.

Ryhmin R3’ useimmat opiskelijat ovat ylioppilaskokeessa siind mielessi ali-
suoriutujia, ettd heilld olisi ollut mahdollisuudet huomattavasti parempaan
pistemadrain, jos he olisivat valmistautuneet kirjoituksiin niiden edellytta-
malla tavalla. He ovat tehneet suuren tyon opiskellessaan vahintdan 11 yksit-
taistd kurssia ja ovat osoittaneet kussakin kurssissa kohtalaista tai tyydyttéa-
via hallintaa, mutta opintojen loppuvaiheeseen kuuluvan asiakokonaisuuksi-
en kertaus- ja jasentdmistyon he laiminlyovit. Télloin heiddn kursseihin si-
joittamansa opiskelupanos valuu hukkaan, kun opiskelun viimeinen kokoava
ja syventiva vaihe jaa lihes tekemétti. Koulun ja viime kidessa yhteiskun-
nan tarjoama opetus ei tuota sitd tulosta, mité siltd voitaisiin odottaa.

Matemaattisen osaamisen lopullinen taso jad vaatimattomaksi alimpien ta-
sojen asteelle, vaikka yksittdisten kurssien ja siten eri osa-alueiden hallinta
ennustaisi korkeampaa tasoa. Kapeilla osa-alueilla osoitetut ylimpien taso-
jen mukaiset suoritukset eivit siirry koko lukiomatematiikan tietojen ja taito-
jen hallinnaksi ainakaan téssé vaiheessa, koska opiskelun viimeinen vaihe jaa
keskeneréiseksi. On toki mahdollista, ettd esimerkiksi jatko-opintojen kulues-
sa tdmé paattovaihe matemaattisen osaamisen kehityksessd saatetaan siihen
vaiheeseen, mihin lukion paédttovaiheessa jo pyritaan.

Ryhm& R4

Ryhmén R4 opiskelijat ovat menestyneet koulun matematiikan kursseissa
hyvin, mutta menestys ylioppilaskirjoituksissa on ollut odotuksiin ndhden

22Vrt. Valijarvi 1997 s. 9.
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heikko. Téhén ryhméin kuuluu 11 opiskelijaa eli 11 % tutkittavista opiske-
lijoista. Poikia on kahdeksan (12 % pojista) ja tyttoja kolme (9 % tytoisté),
joten molempien sukupuolten edustus on suhteellisesti samaa luokkaa. Pakol-
lisena matematiikan kirjoitti 9 opiskelijaa (13 % pakollisena kirjoittaneista)
ja ylimééraisend kaksi opiskelijaa (6 % yliméérdisend kirjoittaneista). Heikko
menestys kirjoituksissa ei siis johdu tdmén ryhmén opiskelijoiden suurimmal-
la osalla ainakaan vihéisestd yrittdmisestd tai muista ylimddrdisend kirjoi-
tettavan aineen ominaispiirteistd. Vanhan opetussuunnitelman mukaan opis-
kelleita tdssd ryhméssé oli kolme (6 % vanhan opetussuunnitelman mukaan
opiskelleista) ja uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleita oli kahdek-
san (15 % uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleista). Téhén ryhmédn
kuuluvat ovat kirjoittaneet 1ahinna 1990-luvun loppupuolella. Kaikilla tdméan
ryhmén opiskelijoilla oli pddttotodistuksessa matematiikan arvosanana 8.

TAULUKKO 7.8: Ryhméan R4 opiskelijoiden ylioppilaskirjoitusten pitkin
matematiikan kokeen (YOPI) ja prelimindédrin (PRE) pisteet, pitkéin ma-
tematiikan arvosana (YOAR) ja matematiikan eri osa-alueiden (YHT, GEO,
DIF, TNLU ja KER) kurssien keskiarvot.

YOPI | YOAR | PRE | KER | YHT | GEO | DIF | TNLU
15 B 30 7 190 75 77| 60
26 C 43 | 9 | 80| 7,8 |80/ 80
25 B 25 7 180 | 75 |7,7| 7.0
23 C 17 | 8 | 7.5 | 80 |80/ 80
25 C 23 | 8 | 85 ] 90 |80/ 80
17 B 20 7 |1 90| 83 |83]| 80
24 C 21 8 |85 | 70 (83| 7,5
13 A 19 7 | 80|80 |77| 7.5
27 C 23 7 | 7,5 ] 80 | 80| 85
19 B 21 8 | 801 80|70 7,5

Useimmat ryhméin R4 opiskelijat olivat menestyneet hyvin?® yksittiisissi tie-
tyn rajatun osa-alueen kursseissa (taulukko 7.8). Menestys on ollut kuitenkin
odotettua heikompi kertauskurssissa ja preliminééreissi, joissa vaaditaan ko-
konaisuuksien hallintaa. Mainituissa kokeissa menestymiseen tarvitaan kykya
analysoida tehtdvan sisdltoa ja rakennetta siind mielessé, ettd 16ytda minka
matematiikan osa-alueen tiedot ja taidot johtavat ratkaisuun. Tadméan ryh-
mén yhdekséilla opiskelijalla matemaattisen osaamisen taso kohoaa ylimmille

ZMatematiikan eri osa-alueiden osaamisparametrit olivat 8-9.
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tasoille rajatussa etukiteen tunnetussa matematiikan osa-alueessa. Télloin
tarvittava kisitteistd ja menetelmét ovat ennalta opiskelijan tiedossa ja hén
tietad, ettd niiden kiayttod odotetaan haneltd tehtdvien ratkaisuun. Ryhmén
R4 opiskelijat osoittavat hyvia tai kiitettavii tietojen ja taitojen hallintaa
sekd kykya soveltaa niitd ratkaisuprosessissa. Toisin sanoen nayttaisi, etta
heille matemaattisen osaamisen piirteet ovat kehittyneet hyvin. Kuitenkin
ratkaistessaan ylioppilaskirjoitusten kaltaisia sekalaisia tehtivii?* he joutu-
vat ensin arvioimaan, mitd kisitteitd ja prosesseja he tarvitsevat. Tama taito
nidyttad olevan heilld hyvin puutteellinen. Tieto ja sen soveltaminen on heill&
rajattu vahvasti matematiikan osa-alueeseen. Konseptuaalinen tieto on ra-
joittunutta eikd kisitteiden ymmaéartidmisen aste ole niin korkea kuin ennalta
voisi olettaa. Tilanne vield kirjistyy, kun opiskelija valitsee pitkdin matema-
titkkan ylimaariiseksi kirjoitettavaksi aineeksi. Tamén valinnan seurauksena
matematiikan opiskelun loppuvaiheen tietojen seké taitojen jasentdminen ja
kokonaisuuksien loytdminen jaa entistd vihemmalle. Konseptuaalinen tieto
ei padse linkittyméan yli matematiikan eri osa-alueiden eiké késitteiden ym-
mértamisen aste padse kasvamaan. Kirjoitusten tulos jii hyvin vaatimatto-
maksi ennakko-odotuksiin ndhden. Taito 16ytda tarkoituksenmukaiset késit-
teet ja prosessit ratkaista matematiikan osa-alueeltaan tuntematon tehtava
on kehitettavissd. Taméan taidon harjoittelu alkaa useimmissa lukioissa vas-
ta viimeisend opiskeluvuonna, jolloin ongelmat siind voivat vaikuttaa muun
muassa matematiikan pakollisuuden valintaan.

Osa opiskelijoista on koejannittéjid, mika korostuu ylioppilaskirjoitusten kal-
taisissa isoissa ja ldhes ainutkertaisissa koetilanteissa. Téllaiset opiskelijat
ovat selviisti alisuoriutujia, silld jannitystila on este todellisten tietojen ja
taitojen esille saamiseen. Menestyminen preliminddreisséd ja kertauskurssis-
sa, jotka suoritetaan turvallisen tuntuisissa koetilanteissa, ei ennusta heilld
menestymisté kirjoituksissa.

Ryhmaéssid R4 matemaattisen osaamisen voidaan nihdi nousevan korkeim-
mille tasoille, mutta vain rajatuissa olosuhteissa. Opiskelijoilta puuttuu taito
analysoida tehtdvin matemaattinen konteksti, miki estdd tehtidvin ratkai-
suprosessin alkuun péadsyn. Tdmén taidon voidaan ajatella kuuluvan osana
taksonomisessa luokituksessa analysointitasoon, mutta toisaalta tehtava voi
olla itse asiassa vain ymmartimis- tai soveltamistason prosesseja vaativa,
ja siten mainitun taidon heikkous estdd koko ratkaisuprosessin alkamisen.
Konseptuaalinen tieto on rajoittunut matematiikan osa-alueen keskeisiin si-
sialtoihin. Téssd yhteydessd voidaan ajatella, ettd matemaattisen ajattelun
tasot toimivat kullakin matematiikan osa-alueella hierarkkisesti ja melko it-
sendisesti. Taito tunnistaa tehtdvistd, mistd matematiikan osa-alueesta sen

24 Tehtévistd ei tiedeti etukiiteen, mihin matematiikan osa-alueeseen kukin niisté kuuluu.
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ratkaisuprosessit 16ytyvit, on oma keskeinen matemaattisen osaamisen alue
— erddnlainen metataito.

3% 41%

M @ (5%) (37%) @

g | 24%+19%=43% 13%

S (26%+14%=40%
3 19% (18%)
N (14%)
4 5 6 7 8 Q 10
PAATTOARVOSANA

KUVIO 7.3: Tervakosken opiskelijoiden (N=103) sijoittuminen nelikentt&&n
ja suluissa valtakunnan kaikkien pitkin matematiikan keviilla kirjoittanei-
den opiskelijoiden sijoittuminen nelikenttddn vuosilta 1991-1993, 1995-1999
(N=89804).

Verrattaessa Tervakosken opiskelijoiden ja valtakunnan kaikkien lukioiden
opiskelijoiden sijoittumista nelikenttiin?® Tervakosken opiskelijoiden suhteel-
liset osuudet muuttuvat hieman verrattuna kuvioon 7.2, silla y-akselille tulee
pisteméérin tilalle arvosana (kuvio 7.3). Huomion arvoista vertailussa on, et-
td Tervakosken opiskelijoita oli 103 ja valtakunnallisessa aineistossa on noin
90000 opiskelijaa, jolloin jo yhdenkin opiskelijan méairéin muutos Tervakosken
aineistossa aiheuttaa noin prosenttiyksikon suuruisen muutoksen. Sekd Ter-
vakosken ettd valtakunnan ryhmien prosenttiosuudet ovat likipitden samaa
luokkaa. Lisdksi tutkijan kannalta on mielenkiintoista havaita, ettd keskei-
simpien ryhmien R2, R3’ ja R4 prosenttiosuuksien summa on ldhes sama.
Valtakunnallisessa aineistossa summa on 37 % ja Tervakosken aineistossa
35 %. Ryhmien R3’ ja R4 prosenttiosuuksien eroa Tervakosken ja valtakun-
nallisen aineiston valilld selittdd osaltaan se, ettd kurssiarvosteluni on ollut
suhteellisesti tiukempaa kuin valtakunnallisesti keskim&érin, jolloin valtakun-

25Ks. kuvio 6.9 s. 131.
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nallisesti saman tyyppiselld arvioinnilla kuin minulla ryhmén R3’ osuus olisi
suurempi kuin nyt on. Korrelaatiotarkastelu tukee tata nakemysté, silld val-
takunnallisen aineiston korrelaatio on alle 0,7 ja Tervakosken aineistossa yli
0,8.

7.3.3 Eraiden Tervakosken lukion opiskelijoiden nike-
myksid pitkin matematiikan opiskelusta

Edelld on kuvattu Tervakosken lukion opiskelijoiden sijoittumista neliken-
tdn ryhmiin. Nelikentin akselit edustavat ylioppilastutkintotulosten kautta
valtakunnallista ndkokulmaa ja paattotodistuksen arvosanoissa tulee koulun
niakokulma. Nelikentan piste on opiskelija, jolla on oma nikemys omasta ma-
temaattisesta ajattelustaan. Téma ndkemys on otettava huomioon arvioitaes-
sa opiskelijan matemaattista osaamista monipuolisesti. Tamén vuoksi olen
haastatellut kuutta Tervakosken lukion entistd opiskelijaa, joiden ylioppi-
laskirjoitusmenestys ei vastannut kurssimenestyksen mukaisia odotuksia. He
edustavat nelikentdn ryhmia R2, R3’ ja R4.

Haastattelut olivat puolistrukturoituja teemahaastatteluja. Teemana oli "lu-
kion pitkdn matematiikan opiskelusta Tervakosken lukiossa 1990-luvulla” ja
haastattelurungossa oli nelja pitkdd matematiikkaa kisittelevia alaotsikkoa:
ennakkokasitykset, opiskelu, ylioppilaskirjoitukset ja jatko-opinnot (liite 9).
Nauhoitin haastattelut yhtd lukuun ottamatta; tdmé haastattelu tapahtui
sahkopostin vilitykselld. Haastattelut suoritin syksylla 2001. Téassa yhtey-
dessi késittelen aineistoa ainoastaan siltd osin, kuin se syventidid kuvaa neli-
kentdn ryhmien opiskelijoista. Valitut katkelmat ja niiden tulkinta eivit ole
ristiriidassa opiskelijan muun haastatteluaineiston kanssa.

Haastateltavista viisi oli kirjoittanut ylioppilaaksi 1990-luvun loppupuolella,
joten he olivat opiskelleet uusien opetussuunnitelmien mukaan ja heilla oli
mahdollisuus valita pitkd matematiikka joko pakolliseksi tai ylimaariiseksi
kirjoitettavaksi aineeksi (taulukko 7.9).

Puolet haastateltavista oli tyttojd, ja puolet oli kirjoittanut pitkin matema-
tiikan yliméaraisend. Kaikki olivat kirjoittaneet pitkin matematiikan hyvik-
sytysti ensimmaisella kerralla.
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TAULUKKO 7.9: Haastatteluun syksylla 2001 osallistuneiden opiskelijoiden
taustatietoja. Taulukkoon on merkitty haastateltavan koodi (Haast.), yliop-
pilaaksi kirjoitusvuosi(YoVuosi), valinta (Valinta) kirjoittaako pitkdn mate-
matiikan pakollisena (pak.) vai yliméériisend (ylim.), sukupuoli (Spuoli) ja
nelikentdn ryhmé (NRyhm4).

Haast. | YoVuosi | Valinta | Spuoli | NRyhméa
H1 1998 pak. poika R4
H2 1998 ylim. tytto R3’
H3 1994 pak. poika R2
H4 1998 pak. tytto R4
H5 1999 ylim. | poika R4
H6 1999 ylim. tytto R4

Ryhmia R2

Ryhmaan R2 kuuluva opiskelija H3 on haastateltavista ainoa, joka on opis-
kellut vanhan opetussuunnitelman aikana. Hénelle matematiikan koe oli pa-
kollinen ilman vaihtoehtoa. Koko lukioajan hin opiskeli matematiikkaa tun-
nollisesti, mutta kurssien aikana kaikki keskeiset asiat eivit tulleet selviksi.
Hén jatkoi kuitenkin omaehtoista harjoittelua ratkaisemalla tehtéavid ja tut-
kimalla vanhoja muistiinpanoja.

Kysymykseen "Mitkd tekijat vaikuttivat eniten sinun menestykseesi matema-
tiikan opinnoissa?” haastateltava vastasi (H3):

Lukeminen ja harjoittelu. Kun laski niitd laskuja vudestaan ja
katto sieltd vanhoista vihoista kuinka se meni sielld.

Koulussa ohjatun harjoittelun lisdksi haastateltava H3 laski ennen kirjoituk-
sia "pari kolme” isoa A4:n kokoista vihkoa omaehtoisesti ja totesi edelleen
"Ei stind paljon muuta ehtiny harjoitellakkaan”. Opiskelijalle H3 kehittyi hy-
va proseduraalinen sujuvuus pitkdjanteisen harjoittelun myota ja samalla
kehittyi kisitteellinen ymmértdminen tehtdvien uudelleen ajattelun myota.
Kirjoituksissa ahkeran harjoittelun tulos nikyikin (H3):

M koin alkupdan tehtavit aika helpoiksi. Viis ensimmdista me-
ni than hyvin, kuudennenkin tehtdvin md vield osasin. Ja siitd
eteenpdin ei ollut endd minkddnlaista kdsitystd.
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Tuloksena oli kaikista kuudesta tehtidvistd tdydet pisteet ja lopuista tehté-
vistéd ei ollut jatetty yritystdkdén. Opiskelija H3 ilmeisesti halusi ratkaista
tehtavia, joiden ratkaisumetodeista hin oli vakuuttunut, ja epdvarmoja rat-
kaisuja hén ei halunnut ndyttas lainkaan (H3):

M osasin kuust ensimmaistd tehtdvdd ja ma tiesin ettd ma osa-
sin!

Ratkaisujen konstruointi yha uudelleen tuttuihin tehtéviin syvensi vaiheittain
opiskelijan ymmaéartamysti epaselviksi jadneisiin matemaattisiin kasitteisiin
ja hén kykeni kdyttadmaén siirtovaikutusta uusiin tehtéviin. Opiskelijan H3
matemaattinen osaaminen kehittyi lukion loppuvaiheessa laaja-alaiseksi ja
tiedot kehittyivit konseptuaalisiksi.

Ryhm& R3"

Tamén ryhmén R3 alaryhmén R3’ opiskelijoilla lukiokurssit menivit kohta-
laisesti tai tyydyttavisti, mutta pitkin matematiikan ylioppilaskirjoituksista
he saivat vihemman kuin 13 pistettd. Haastateltava opiskelija H2 oli valin-
nut pitkdn matematiikan sen avaamien jatko-opintomahdollisuuksien vuoksi
(H2):

Md en yhtddan tienny mihin md haen, niin md aattelin ettd se on
parempi ottaa se pitkd matikka, niin se ei ainakaan ole esteend
jos hakee jonnekin.

Juuri edelld olleen tyyppisilld viitteilld peruskoulun yhdeksésluokkalaisia
houkuteltiin valitsemaan pitkd matematiikka ja siten nostaa pitkdn mate-
matiikan opiskelijoiden lukuméiirii kohti LUMA-tavoitteita?®. Pelkistiin
pitkin matematiikan kurssien suorittaminen hyviksytysti on jo tavoiteltava
suoritus, silld ylimaariisena kirjoitettava matematiikka ei tuo vilttamaéatta
paineita kirjoittajalle (H2):

- - koska md en oo koskaan ollut kovin hyvd matikassa, niin md
ajattelin, ettd jos kay huonosti, niin sit kiykin tosi huonosti. - -
Kylld ma reaalista pddsen vaikka miten pdin ldps.

Téssé tulee esille opiskelijoiden mielikuva ylioppilaskirjoitusten reaalikokeen
ylivertaisesta helppoudesta verrattuna pitkdn matematiikan kokeeseen. Pa-
kolliseen kokeeseen valmistautuminen on luonnollisesti huolellisempaa kuin
ylimédriiseen kokeeseen (H2):

2617000 pitkin matematiikan kirjoittajaa.
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Kylld ma sitd reaalia luin enemmdn kuin matikkaa. - - Ei sen niin
kauheesti vilid (miten matematiikan koe menee), kunhan reaali
menee hyvin.

Haastateltava H2 koki, ettd matematiikan opiskelu oli hinelle vaativa ponnis-
tus ja hdnen kisityksensé itsestdfin matematiikan oppijana oli heikko (H2):

Mid olen ehkd huonompi mitd numero ndytti.

Tosin tdmé on tyypillistd muidenkin ryhmien tytdéille. Téllaiselle opiskeli-
jalle, joka joutuu kiyttdmaidn keskiméairiistd enemmén aikaa matematiikan
opiskeluun, lukion pitkdn matematiikan kurssien tahti on liian tiukka (H2):

Kun mentiin nin dlytontd tahtia, nin tuntu valilld, ettei saanu
sisdistettyd sitd edellistd asiaa kunnolla ku mentiin jo seuraavaan.
Vihdn ajan kuluttua se asia tuli taas uvudestaan ja sit er muistanu
siita juurt mitaan.

Useille ryhmén R3 opiskelijoille etenemistahti kursseissa oli liian kova ja heill&
tapahtui "kirryiltd putoamista”. Téma osaltaan on vaikuttanut heidén mie-
likuvaansa matematiikan vaikeudesta. Siksi useat téstd ryhmista valitsevat
pitkdn matematiikan ylimé&ardiseksi, mika ei auta epéselvien asioiden selvit-
tamista. Tieto ei padse kehittyméan konseptuaaliseksi.

Ryhma R4

Ryhmén R4 opiskelijat olivat menestyneet hyvin kurssikokeissa (péaéttoto-
distuksen arvosana vihintddn 8), mutta ylioppilaskokeessa heidin saamansa
pistemédréd vastasi noin kahta tai kolmea oikein ratkaistua tehtévid (11-19
pistettd). Erdéksi yhteiseksi selitykseksi haastatteluissa nousi oman tyoméé-
ran vihdisyys pitkdn matematiikan opiskelussa, etenkin opintojen loppuvai-
heessa. Tama ei ollut kiinni valttaméatta siitéd, oliko matematiikan koe valittu
pakolliseksi tai ylimaaraiseksi (H1):

Mulla oli huono valmistautuminen. Mulla meni lukuloma (jdd-
kiekko )kentdlla. Edellisend pdivind ennen matikan koetta avasin
kertauskirjan ja katoin miten ne perusjutut menee. - - Olisi pi-
tanyt edellinen vitkko laskee, laskee - - Perusrutiini olist tullut ja
olisi tammdiset helpot virheet jadany tai sit olis ainakin huoman-
nu.
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Tyomééran lisiksi tydtavoissa oli haastateltavan pojan (H1) mukaan myos
parannettavaa jélkikiteen arvioiden (HI):

Jos se (tehtdvi) menee yli mun hilseen, niin en md rupee sitd
vakisin puurtamaan. - - Kun md pystyin perustehtavat tekeen,
nun se oli mulle than tarpeeksi. Nyt kun jalkeenpdin ajattelee, niin
se olisi ollut ehkd parempi, ettd niitd soveltaviakin olisi yrittdnyt
ja sitten kysellyt ja vikisin pakertanut, mutta tota, en md niin
vakavasti ottanut tata lukio-opiskelua, ettd md olisin than neljin
seindn sisalla koko ajan pakertanut.

Edellé ollut katkelma kuvaa my6s pojan (H1) opiskeluasennetta, jonka mu-
kaan matematiikan opiskelu (eikd muukaan lukio-opiskelu) ollut kuitenkaan
hénelle silloin tarkeimpien asioiden joukossa. Ajalle tyypillinen lyhytjintei-
syys?’ ja "panos—tuotos” -ajattelu on 16ydettivissi haastateltavan (H1) kom-
mentista. Tosin ldhes kaikki — poika H1 mukaan lukien — pitivéit itseddn opis-
kelussa pitkdjanteisind, mihin kuvaan saattaa vaikuttaa yleinen késitys pit-
kin matematiikan opiskelussa vaadittavasta pitkdjanteisyydestd. Toisaalta
vertailu ikdtovereihin saa pitkdn matematiikan opiskelijat ndyttdméaédn aina-
kin opiskelussaan® pitkijinteisimmilti.

Kyseinen poika luotti vahvasti taulukkokirjan ja graafisen laskimen tuomaan
turvallisuuden tunteeseen. Han koki, ettd niistd 16ytyy aina tarvittava apu
itse koetilanteessa. Hén oli epdonnistunut ensimmaiselld yrityskerralla pyr-
kimisessddan Teknilliseen korkeakouluun ja syyn hén néki seuraavasti (H1):

En padssyt, koska minun mielestint pdadasykokeet olivat vaikeat,
koska sielld ei saanut kdyttid taulukkokirjaa ja graafista laskinta.

Taulukkokirjassa olevan runsaan kaavakokoelman merkitysta poika H1 kuvaa
seuraavasti (H1):

Se (kaavojen opiskelu) olis mennyt sitten siihen "hauki on kala”
-juttuun. Nuitd olis sitten joutunut than dlyttomdsti joka kurssiin
niitd perusasioita miettimdadan ja opetteleen ulkoon.

Haastateltava poika H5 korosti tyoméaardn lisdksi tyon laatua ja oma-
aloitteisen tyon tekemisen merkitystd (H5):

2TVrt. Virri 2002.
28Useimmat opiskelijat ovat opiskelleet 15 kurssia pitkiis matematiikkaa.
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- - sielld (lukiossa) olis voinu tehdd hiukka enemmdankin vield tdi-
td, koska nyt jalkeenpdin ne asiat tuntuu huomattavasti selvem-
miltd. - - ettd ite olis laskenu vield enemman kotona ja ois lukenu
sitd tarkemman - - ja olis oppinu ymmartamdaan ne perusteet min-
kd takia ne asiat on nain eikd vain se ettd ne menee tdlld tavalla.
Se jdi omasta tydpanoksesta kiinni se, mille tasolle jadtiin.

Yhteinen piirre ryhmén R4 jasenille oli, ettd he nédkivat tyoméadriansa riit-
tamattoméaksi menestyidkseen pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituksissa,
joissa pitad hallita kokonaisuuksia. Tyomaara jai vahéiseksi osalla opiskeli-
joista sen vuoksi, ettd he olivat valinneet pitkin matematiikan ylim&araiseksi

kokeeksi (H6):

Syy miksi kirjoitukset (pitkin matematiikan osalta) menivit ku-
ten menivdt oli varmasti suurimmakst osakst siind, ettd keskityin
lahinnd reaalin lukemiseen. Luin toki matematiikkaakin, mutta
koska tiesin sen heikommin hallituksi, sithen olisi ehkd pitdnyt
panostaa enemmdn. Ehkd toisaalta tiesin, ettd koska se on mi-
nulle paljon vaikeampi kokonaisuus ja vaatisi todella enemmdn
toitd, jatin sen lukemisen tietoisesti/alitajuisesti vihemmdlle.

Téassé lainauksessa tulee esille kyseisen ryhmén opiskelijoiden ongelma hal-
lita pitkdd matematiikkaa "kokonaisuutena”, miké ilmeni kolmannen vuoden
syksylla harjoiteltaessa vanhoja ylioppilastehtiavisarjoja ja kertauskurssilla.
Askeinen haastateltava opiskelija jatkaa reflektointia ja pohtii (H6):

Ehkd sisdistin yksittdiset asiat paremmin kuin kokonaisuudet. Ir-
rallisen tehtdvin tekeminen, josta en tiennyt mihin tehtavi kuu-
lut ja kuwinka sita olisi pitanyt ruveta ratkaisemaan, oli hankalaa
ja tuotti ongelmia. Matemaattinen ongelmanratkaisutaito ei ole
koskaan ollut vahvimpia puolians.

Téssd tulee esiin hyvin opiskelijan H6 tiedon proseduraalinen luonne ja toi-
saalta hdnen itse havaitsemansa késitteellisen ymmartdmisen, strategisen
kompetenssin ja mukautuvan paattelyn puutteellisuudet. Ryhméan R4 opiske-
lijat hallitsivat suppeita kurssikokonaisuuksia, mutta sekalaisista tehtiavisar-
joista he eivit pystyneet useinkaan selvittdméin, mihin matematiikan osa-
alueeseen tehtidvd kuuluu. Tosin he tulkitsivat sen harjoittelun puutteeksi.
Pitkdn matematiikan "yksittéiset asiat” ja "irralliset tehtavit” oli opittu kon-
tekstisidonnaisina.
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Tyttojen huonompi kuva itsestdfin matematiikan osaajana kuin pojilla tulee
esille tyton H4 toteamuksessa (H4):

MG en oo koskaan kokenu ettd md oon hyvi matikassa. - - No ehkd
sellainen tietty kunnianhimo, ettd halus pdrjatd niissd (kursseis-
sa). Se oli sellainen, etti asetti itselleen sellaiset tavoitteet, ettd
halus oppia ja osata ne asiat ja parjdtd hyvin. Se ehkd oli sellai-
nen. Ja sit se et oli tunnollinen ja ahkera ja teki niitten (kurssien)
eteen toita. Niin se on.

Kyseinen opiskelija sai hyvia ja kiitettdvid arvosanoja pitkin matematiikan
kokeista ja kursseista, koska hin omasta mielestdédn oli tehnyt tunnollisesti
ja ahkerasti tyoté, silla omien sanojensa mukaan hanelld oli "tietty kunnian-
himo”. Opiskelijalla H4 oli kuitenkin opettajan ndkokulmasta selvisti mate-
maattista kompetenssia suppeilla matematiikan osa-alueilla. Han itse ei kui-
tenkaan ilmeisesti endé ollut varma matemaattisesta osaamisestaan, koska
hén epdonnistui matematiikan kirjoituksissa. Niiden jilkeen tehdyssd haas-
tattelussa hén ilmaisi pitdvinsa hyvié kurssisuorituksiaan merkkina pelkasti
ahkerasta tyonteosta. Han kuitenkin valitsi pitkdn matematiikan pakolliseksi
kokeeksi, joten valintavaiheessa hin on luottanut osaamistasoonsa. Ilmeisesti
ahkeralla ja tunnollisella tyonteolla on kuitenkin tdrked merkitys useimpien
opiskelijoiden menestyksessa.

7.4 Mittarien ja tulosten arviointia

Osaamisparametrien maéritys perustuu opiskelijoiden kurssiarvosanoihin ja
osittain jo niistd laskettuihin keskiarvoihin. Ndmé& ovat pohjana neliken-
tdn x-akselina olevalle matematiikan paittotodistuksen arvosanoille. Kes-
kiarvojen vertailun pohjana ovat teoreettiset oletukset jakaumasta, jonka voi-
daan ajatella l1dhenevin normaalijakaumaa. Toisaalta jakaumaoletuksen mer-
kitys vihenee jonkin verran kiytdnnon johtopadtosten kannalta, kun otoskoot
suurenevat (Helenius 1992, 320). Arvosanoja ja niiden johdannaisia vertail-
taessa niitd kisitellidan ikddn kuin ne olisivat vilimatka-asteikollisia, vaikka
ne ovat lahempéani jarjestysasteikkoa. Kuitenkin kasvatustieteissd tdmé on
muodostunut kidytannoksi, vaikka silld ei ole tilastotieteellistd teoriapohjaa
(Erdtuuli ym. 1994, 42-43).

Osaamisparametrien ja kognitiivisten tasojen vastaavuudessa lineaarinen
muutos on voimakkaasti yksinkertaistettu malli, mutta mallin tulkinta ei
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korosta kognitiivisten tasojen vilimatkoja, vaan enemmaénkin tasojen omi-
naisuuksien méairin l6ytymistd parametriasteikon eri kohdilta. Osaamis-

parametrien jakaumista YHTA, GEO, DIF, PREL ja PIST noudattavat
Kolmogorov-Smirnovin testin perusteella normaalijakaumaa (liite 5).

Olen tutkijana tehnyt kaikkien tutkimuksessa esiintyvien kurssiarvosanojen
arviot yksin. Téll6in ovat vaarana systemaattiset arviointiin liittyvat vir-
heet, jotka johtuvat arvioitsijasta. Mahdolliset halo-efektit esimerkiksi saat-
tavat vadaristdd arviointia. Toisaalta kurssiarvosanojen perusteella maaritellyt
péadttoarvosanat korreloivat tilastollisesti merkitsevésti (Spearman r=0,81;
p<0,001) matematiikan ylioppilaskirjoitusten yhteispisteméaérin kanssa. Té-
ten voidaan otaksua, ettd molemmat ovat mitanneet samoja asioita ja niihin
ovat vaikuttaneet samat virheldhteet. Kurssiarvosanojen arvioinnissa etuna
on ollut, ettd arvioinnin kriteereité on tulkittu vain yhden henkilon nikemys-
ten perusteella, jolloin arviointi on silté osalta yhdenmukaista. Osaamispara-
metrimatriisista laskettu Cronbachin v on 0,75, miké tukee arviota riittavasta
reliabiliteetista.

Osaamisparametrien tulokset ovat odotetun kaltaisia. Osaamisparametrien
tulkinta matematiikan eri osa-alueilla osoittaa, ettd 1990-luvulla Tervakos-
ken lukiossa opiskelijoiden matemaattinen osaaminen oli keskiméérin eri osa-
alueilla seuraavaa: noin viidesosa oli LY-tasolla, noin puolet Y'S-tasolla ja noin
kolmasosa SA-tasolla. Tulos on samansuuntainen kuin SIMS-tutkimuksessa.
Tilastollisesti merkittavad eroa ei 10ydy osaamisparametreissa sukupuolten
kesken. Sen sijaan vuosien 1985 ja 1994 opetussuunnitelmien mukaan toteu-
tettua opetusta tarkasteltaessa l6ytyy tilastollisesti merkittavit erot preli-
mindireissia?? ja pitkin matematiikan ylioppilaskirjoitusten pistemiirissia’.
Eron suurin selittdji 10ytyy kuitenkin matematiikan valinnasta pakolliseksi
tai yliméaraiseksi. Pakollisena ja yliméaraisend kirjoittavien kesken 16ytyy
tilastollisesti merkitsevii ero®! osaamisparametreissa ja siten matemaattisen
osaamisen tasossa.

Nelikentéin pohjana on kurssiarvosteluja ja ylioppilaslautakunnan arvostelu-
ja, joita koskevat mainitut virheldhteet. Nelikenttdmenetelméé kehitin ja kay-
tin lisensiaatintutkimuksessani (Joutsenlahti 1996). Sen avulla l6ydetyt opis-
kelijaryhmaét olivat tietyiltd ominaisuuksiltaan homogeenisia. Taméan vuoksi
oli syyté olettaa, ettd samantyyppisid ryhmié kuin lyhyessd matematiikassa
16ytyisi myos pitkidssd matematiikassa. Koska pitkdn matematiikan kirjoitta-
minen ylimaériisend tuli mahdolliseksi vuoden 1996 jilkeen: muodostui ra-
kenteellinen yhtéldisyys lyhyen matematiikan kanssa. Nelikentédn ryhmiin R2

29T-testi, p<0,001.
30T testi, p<0,01.
3T testi, p<0,001.
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ja R4 tuli melko vihén opiskelijoita, mutta tarkastelin néitd ryhmié lisdksi
kvalitatiivisesti ja syvensin siten kvantitatiivisen aineiston tulkintaa ja ym-
mérrystd. Kvantitatiivisessa analyysissa saattavat tutkijan (opettajan) omat
uskomukset tutkittavista opiskelijoista ja asenteet heihin tulla korostetus-
ti esille ja siten antaa liian omaleimaisen tulkinnan aineistolle. Haastattelut
tuovat esiin opiskelijoiden omaa nikemysté, tosin opettajan ja tutkijan tul-
kitsemana. On kuitenkin merkille pantavaa, ettd haastattelut tukivat kvan-
titatiivisen aineiston tulkintoja.

Nelikentéasta 16ytaméani ryhmét olivat samankaltaisia kuin lyhyen matematii-
kan opiskelijoillakin (Joutsenlahti 1996) lukuun ottamatta ryhméé R3, josta
16ytyi uuden tyyppinen alaryhmé R3’. Téssd ryhméssid kohtalainen kurssi-
menestys ei tuonut menestysté ylioppilaskirjoituksissa; ristiriita paattotodis-
tuksen matematiikan arvosanan ja ylioppilaskirjoitusten yhteispisteiden va-
lilla vaatii aikaisemmasta tutkimuksesta poikkeavan selityksen. Tervakosken
opiskelijoiden sijoittuminen nelikenttdén ei poikkea merkitsevisti valtakun-
nallisesta aineistosta®? (y?, p<0,001). Opettajan arviointiharha kurssikokeis-
sa Tervakosken lukiossa ei ole ilmeinen, silld aineistojen vililld on korkea
korrelaatio3?.

7.5 Tutkimuksen tulokset koulun tasolla

Seuraavassa vastaan tutkimuksen 2. pddongelmaan ja sen ala-ongelmiin sen
aineiston pohjalta, jossa ldhtokohtana on koulun ja opettajan nikokulma
tutkittavaan ongelmakenttidn. Aineisto kisittda tilastollisin menetelmin ja
haastatteluaineiston avulla tuotettua tietoa, jonka merkitystd annetun ongel-
man kohdalla tulkitaan tutkimuksen viitekehyksen perusteella sekd tutkijan
opiskelijatuntemuksen ja opettajakokemuksen kautta. Alaongelmien vastauk-
sissa kisittelen padongelman tuloksia erilaisissa opiskelijaryhmissa.

IT Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matemaattinen
osaaminen koulun tasolla lukio-opintojen paittyessi opettajan ar-
vioimana 1990-luvulla?

Nelikenttatutkimus osoitti, ettd matemaattisen osaamisen arviointi rajat-

tujen matematiikan osa-alueiden perusteella ei anna samanlaisia tuloksia

kuin matemaattisen osaamisen arviointi kursseissa (kertauskurssi) ja kokeis-

sa (preliminéérit ja ylioppilaskirjoitukset), joissa kunkin tehtévin matemaat-

tista aihealuetta ei ole etukiteen sanottu®*. Témin vuoksi tarkastelen ensin
32kuvio 7.3 s. 163.

33Spearmannin korrelaatiokerroin r=0,81, p<0,001
34Taulukko 6.5 s. 125.
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erikseen matematiikan osa-alueisiin sidottuja mittauksia pitkdn matematii-
kan matemaattisen osaamisen tasosta.

Opiskelijoiden osaamisparametrit ovat olleet kaikilla matematiikan osa-
alueilla YS-tasolla koko vuosikymmenen ajan®. Matemaattisen ajattelun
prosessit ovat siis keskiméaérin algoritmisen ajattelun ja yleistdmisen tasol-
la. Taitondkokulmasta tarkastellen opiskelijat hallitsevat opittujen asiasi-

siltojen yhteydet ja yhdistdmisen ongelmanratkaisua varten keskim&irin
(PISA2-taso) .

Suunnilleen 20 % opiskelijoista jii LY-tasolle®®. Tyypillisti timiin tason opis-
kelijoille etukiteen tunnetulla matematiikan osa-alueella ovat vain rutiinin-
omaisten tehtidvien hallinta ja laskuteknisten taitojen kehittyminen, jolloin
kiytetty késitteisto ei ole kovin monimutkaista (PISAl-taso). Namé tehté-
vat ovat vield paidsdantoisesti oppimateriaalin esimerkeistd rakenteellisesti
tuttuja ja niiden osaamista on opetuksessa painotettu. Tehtdvien eri osien
muuntaminen muodosta toiseen tai menetelmien yleistiminen ei suju ongel-
mitta. Opiskelijan hallitsema matemaattinen tieto on lahinné proseduraalista
tietoa, silld opiskelijalla ei juurikaan ole kisitteellistd ymmartamista. Ongel-
manratkaisussa tarvittavat strateginen kompetenssi ja mukautuva péaittely
ovat puutteellisia. Matemaattisen ajattelun prosessit jadavit mieleenpalaut-
tamisen ja tunnistamisen tasolle, joskin algoritmisen ajattelun hallinta tulee
esille myos joissakin tehtdviratkaisuissa. Keskeisimmét késitteet, periaatteet
ja sddnnot kultakin matematiikan sisidltoalueelta — ainakin siind vaiheessa
kun niitd aktiivisesti kisitelldin — on ymmaérretty esitetyssd kontekstissa.
Pitkdssda matematiikassa opiskeltavat algoritmit ovat usein kompleksisia, jo-
ten niiden sujuva kiytto on jo sinéinsé vaativa taito. Faktatiedon hallinta on
useimmiten kohtuullista kaikilla sisédltdalueilla. Opiskelijat ovat kaikilla ma-
tematiikan osa-alueilla suunnilleen samalla tasolla, joskin osaamisparametrit
ovat muita heikommat DIF-, TNLU- ja KERT-kursseilla?”. Vaikeudet DIF-
kursseilla johtunevat kursseilla esiin tulevien késitteiden kompleksisuudesta
ja TNLU- seki KERT-kursseilla taasen niiden sijoittumisesta opintojen lop-
puvaiheeseen, jolloin muun muassa valinta pitkdn matematiikan kirjoittami-
sesta ylimaariisend aineena on tehty ja siten motivaatio ndiden kurssien tay-
sipainoiseen opiskeluun kohdalla on huomattavasti vihentynyt. Osa tdmén
ryhmén opiskelijoista on ollut alisuoriutujia opinnoissaan, silli esimerkiksi
ylioppilaskirjoituksissa heidén tieto- ja taitotasonsa on osoittautunut ennus-
tetta paremmaksi (nelikentdn ryhmé R2).

Noin 50 % tarkasteltavista opiskelijoista on keskim#érin YS-tasolla mate-

35Taulukko 7.3 s. 149.
36Taulukko 7.2 s. 147.
37Taulukko 7.2 s. 147.
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matiikan osa-alueisiin sidotussa tarkastelussa®. Tilld tasolla opiskelijat ky-
kenevit seuraamaan ilman mainittavia ongelmia matemaattisia todisteluja.
Lisdksi he pystyviat yhdistelemadidn mielekkiisti perdkkiin useita tehtavan
ratkaisuun johtavia toimenpiteitd. Kuitenkin tehtavit, jotka ovat oppimate-
riaalia soveltavia, ovat useimmiten rakenteeltaan opiskelijoille tuttuja oppi-
materiaalin pohjalta ja siksi opitun asiasisillon transferi uusiin tilanteisiin
on vahaista. Itse oivallettujen ja kehiteltyjen ratkaisujen osuus on useimmi-
ten vahdinen ratkaisuprosesseissa. Suurimmalla osalla Y'S-tason opiskelijois-
ta (yli 80 %:lla) on hyvd proseduraalinen sujuvuus. Matemaattinen ajattelu-
prosessi on siis padsadntoisesti algoritmista ajattelua ja opitun yleistiminen
perustuu vahvasti rakenneyhtéldisyyksiin opitusta materiaalista. Jonkin ver-
ran opiskelijoilla on kuitenkin taitoa paloitella ongelmia osiin ja ratkoa naita
ala-ongelmia. T&ll6in heilld on taitoa myos matematiikan eri sisdltoalueiden
yhdistelyyn suhteellisen yksinkertaisten soveltavien ongelmien yhteydessa.
Heilld on kasitteellistd ymmaérrysta ja jonkin verran strategista kompetens-
sia sekd mukautuvaa paittelykykyd. Opiskelijat hallitsevat monenlaisia esi-
tysmuotoja (kuvallista, symbolista, sanallista) esittdessddn ratkaisujaan teh-
taviin, joiden ongelman muotoiluunkin heilld on ollut jonkin verran taitoa
talld tasolla. YS-tason opiskelijoista 16ytyy myos vihemmisto (alle 20 %),
jolla on ongelmia proseduraalisessa sujuvuudessa, mutta heilld on kisitteel-
listd ymmaérrysta ja strategista kompetenssia sekd mukautuvaa paittelyky-
kyéd. Tama nakyy kokeissa algoritmien heikkona hallintana, joka estda néité
opiskelijoita saamasta yhtdén tehtdviad kokonaan korrektisti loppuun. Kui-
tenkin he ovat loytidneet vaativimmista tehtdvistd ratkaisuideat, mutta ei-
vit ole selviytyneet niissd tarvittavista laskualgoritmeista. Tarkasteltavalla
YS-tasolla olevien opiskelijoiden osuus on kaikilla tutkittavilla matematii-
kan osa-alueilla suunnilleen sama®’. Osa opiskelijoista, lihinni ryhmi R3’, ei
menesty ylioppilaskirjoituksissa ldheskidin ennusteiden mukaisesti.

Korkeimmalla eli SA-tasolle yltda tietylld matematiikan osa-alueella keski-
miirin 30 % opiskelijoista®®. Tillid tasolla opiskelijan ajattelu on sujuvan
algoritmisen ajattelun lisdksi reflektoivaa, ja avoin ratkaisumallien etsiminen
on tyypillistd ongelmanratkaisuprosesseissa. Opiskelijalla ovat kaikki mate-
maattisen osaamisen piirteet kehittyneet hyvin. Opiskelijoille on ominaista
luovuus ja he kykenevit siirtdméadn ennakkoluulottomasti sekd oppimiaan
tietojaan ja taitojaan uusille sisiltoalueille ettd sen jilkeen tarkastelemaan
kriittisesti ratkaisuprosessiaan (PISA3-taso). Ongelmien matematisointi, ma-
temaattisten todistusten konstruointi ja kriittinen tarkastelu ovat timén ta-

38Taulukko 7.2 s. 147.
39Taulukko 7.2 s. 147.
OTaulukko 7.2 s. 147.

174



son korkeatasoisimpia taitoja. Vain pieni osa opiskelijoista yltda ldhelle puh-
dasta analysoinnin tasoa. Nailldkin opiskelijoilla on osaamisessa t&lloin ta-
soeroja matematiikan eri osa-alueilla. Lisidksi osa tdméan tason opiskelijoista
saattaa olla erittdin taitavia ongelmanratkaisutaidoissaan tarkkaan rajatulla
ja ennalta tunnetulla kurssialueella, mutta kohdatessaan joukon matematii-
kan eri sisdltoalueilta olevia tehtivid (esim. ylioppilaskirjoituksissa) he eivit
kykene liittdmé&an néitd tehtaviad oikeisiin sisdltoalueisiin: heidin menestymi-
sensd jad vaatimattomaksi tdméan tyyppisissd laajoissa kokeissa (nelikentén
ryhmé R4).

Laajemman kuvan opiskelijan matemaattisesta osaamisesta saa, kun tarkas-
tellaan nelikentiin alueita®'. T#ll6in huomioidaan ylioppilaskirjoitusten pis-
teissd myos opiskelijoiden taito tunnistaa, mihin matematiikan osa-alueeseen
kunkin tehtidvin ratkaisu kuuluu. Noin puolet kaikista opiskelijoista sai vé-
hintdin 27 pistettd*? ylioppilaskirjoituksissa 1990-luvulla. Toisaalta noin vii-
dennes sai oikein kaksi tehtiviii tai vilhemmian®3. Tdmin joukon kirjoittajis-
ta noin 80 % kirjoitti vuonna 1996 tai sen jalkeen. Mainitussa joukossa ovat
muun muassa kaikki ne opiskelijat, jotka eivit saaneet edes kuutta pistet-
ti!t. Nelikenttiianalyysin perusteella noin 80 %:lla opiskelijoista (ryhmit R1
ja R3) menestys ylioppilaskirjoituksissa vastasi suunnilleen menestystd ma-
tematiikan lukio-opinnoissa kun taas noin viidesosalla opiskelijoista (ryhmét
R2 ja R4) ei vastannut. Lisdksi ryhméssid R3 oli huomattavan suuri joukko
opiskelijoita, joiden menestys kursseissa ennusti parempaa menestysta kirjoi-
tuksissa kuin lopulta toteutui. Tétd ryhmaéd merkittiin tunnuksella R3’.

Ryhmien R1 ja R3 opiskelijoiden matemaattinen osaaminen on suunnilleen
samalla tasolla ylioppilaskirjoituspisteisiin suhteutettuna®*® kuin matematii-
kan osa-alueisiin sidotuissa kursseissa. Ryhmin R1% opiskelijoilla on kurs-
seihin liittyvan kapea-alaisen matemaattisen osaamisen lisdksi laaja-alaista
matemaattista osaamista, joka nikyy korkeatasoisena kisitteellisend ymmér-
tdmisend ja proseduraalisena sujuvuutena. Heilld on kehittynyt strateginen
kompetenssi sekid mukautuva paittelykyky matematiikan osa-alueesta riippu-
matta. Ajatteluprosessit yltavit ryhméan R1 opiskelijoilla reflektoivaan ajat-
teluun, joka nikyy ongelmanratkaisussa taitoina yleistéé ja oivaltaa (PISA3-
taitoluokka). Ryhmén R3 opiskelijoilla ndméa kompetenssit eiviit ole kehitty-
neet samalle tasolle kuin ryhméssid R1, mutta he ovat suoriutuneet kurssime-

“1Kuvio 7.1 s. 153.

423 5 tehtiviid tai enemmiin noin 15:sté tehtiviista.

43 Alle 13 pistett.

44K eskimédrin vihemman kuin yksi tehtéva.

45Myds suhteutettuna kertauskurssin arvosanaan tai preliminiirien pistemairiin.
46Noin 40 % tutkittavista opiskelijoista.

175



nestyksen tuomien odotusten mukaisesti lukuun ottamatta alaryhmé&i R3".
Siihen valikoitui noin viidesosa opiskelijoista. Useimmat heistd ovat kirjoit-
taneet vuoden 1996 jalkeen 15 kurssia pitkdd matematiikkaa, mutta he ovat
osanneet ratkaista keskiméarin vain kaksi tehtdvad tai vihemmaén. Alaryh-
mian R3 " matemaattisen osaamisen taso on jaanyt lopulta vaatimattomaksi.
Kursseissa osoitettu menestys on perustunut pitkilti kontekstisidonnaisten
proseduurien opetteluun ja toistoon LY-tasoisissa tehtédvissd, mikd on edel-
lyttanyt pelkkdd muistamista ja algoritmista ajattelua. Mitkddn Kilpatric-
kin, Swaffordin ja Findellin (2001) erottelemista matemaattisen osaamisen
piirteistd eivit nouse esille minkdinlaisena matemaattisen tiedon hallintana.

Ylioppilaskirjoituksissa merkittavisti paremmin kuin lukiokursseissa menes-
tyneen ryhmén R2 suuruus oli noin 8 % kaikista opiskelijoista. Yksi selittéva
syy heikkoon menestykseen kursseissa olivat vaidrdnlaiset opiskelutottumuk-
set. Toinen esille tullut syy oli opiskeltavien késitteiden jasentyméttomyys
(haastateltava H3). Tamé& ryhmé on hallinnut proseduureja puutteellisesti ja
matemaattiset kisitteet ovat jadneet kurssien yhteydessa pinnallisiksi ja ja-
sentymattomiksi. Tilanteen korjauduttua opintojen loppuvaiheessa he ylsivit
ryhmén R1 lailla laaja-alaiseen matemaattiseen osaamiseen.

Ryhmaé#an R4 kuului noin 11 % opiskelijoista. Heille oli tyypillista hyvi me-
nestyminen yksittdisissd kursseissa, mutta matematiikan eri sisidltéalueilta
olevissa tehtédvisarjoissa heiddn menestyksensi oli vaatimatonta. Syyna té-
hén oli useimpien kohdalla kyvyttomyys liittda annettua tehtdvaa mihinkain
itselle tuttuun ratkaisukontekstiin (haastateltava H6). Opiskelijan omaksu-
mat tiedot ja taidot oli opittu suppeasti rajatussa sisaltoympéristossi, jonka
tunnistaminen satunnaisesta tehtévistd oli timén ryhmén opiskelijalle lii-
an vaikea tehtdvi. Nimitdn tallaista matemaattista osaamista ja ajattelua
sisdltorajoittuneeksi. Talla tarkoitan sitd, ettd opiskelija saattaa yltaa kor-
keatasoiseen matemaattiseen osaamiseen ja ajatteluun, kun suppea maéra
prosessoitavia késitteitd on opiskelijalla ennalta tiedossa. Heikkoa menestys-
ta ylioppilaskirjoituksissa ovat useimmilla ennakoineet heikko menestys ker-
tauskurssilla ja prelimindéreissi, joissa ei ole ilmoitettu, mihin matematiikan
osa-alueeseen kukin tehtdvd kuuluu. Haastatteluissa nousi esille opiskelijoi-
den oma kisitys heikosta menestyksestd kirjoituksissa: he olivat tyoskennel-
leet liian vihin padméairansé eteen, miké johtui osaltaan omasta mielenkiin-
non puutteesta (haastateltava H1) ja toisaalta reaalin valitsemisesta pakol-
liseksi (haastateltavat H5 ja H6). Ryhmén R4 matemaattinen osaaminen ei
vastaa opetussuunnitelman perusteissa kuvailtuja opiskelijan tavoitteita pit-
kin matematiikan opiskelussa, silld keskeinen tavoite on laaja-alainen mate-
maattinen osaaminen.
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2.1 Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matemaatti-
nen osaaminen koulun tasolla lukio-opintojen pidttyessi opettajan
arvioimana 1990-luvulla eri sukupuolten muodostamissa ryhmissi?

Poikia on tarkasteltavassa aineistossa noin kaksi kertaa enemmén kuin tyt-
t0ja. YS-tasoa vastaavat osaamisparametrien keskiarvot eivit poikkea mer-
kitsevisti toisistaan poikien ja tyttdjen vililli'". Erot osaamisparametreissa
loytyvat TNLU- ja KERT-kursseissa poikien hyvéiksi. Tdmé johtuu pitkalti
siitd, ettd noin puolet aineiston tytoistd on valinnut pitkin matematiikan yli-
madiriiseksi kirjoitettavaksi aineeksi. Télloin lukio-opintojen viimeisten kurs-
sien opiskelu jaa heikkotasoiseksi, mikd nidkyy myos matematiikan kirjoitus-
ten tuloksissa. Poikien ja tyttojen jakautumisessa kognitiivisille tasoille ma-
tematiikan eri osa-alueilla ei ole merkittivii eroja*®. Jokaisella osa-alueella
LY-tasolla tyttGjen suhteellinen osuus on suurempi kuin poikien. Erityises-
ti TNLU- ja KERT-kurssien kohdalla SA-tasolla pojilla on huomattavasti
suuremmat prosenttiosuudet. Sen sijaan esimerkiksi geometrian kursseissa
(GEO), joissa poikia on usein pidetty tyttdjd paremmin menestyviné, tytto-
jen suhteellinen osuus SA-tasolla on suurempi kuin poikien.

Nelikenttdanalyysin suurimmissa ryhmissd R1 ja R3 sekd ryhméssd R4 poi-
kien ja tyttojen lukuméérien suhde on suunnilleen sama kuin poikien ja tyt-
tojen kokonaisméérienkin suhde (2 : 1). Ryhméssd R2 on vain poikia, joten
ainakin pojilla esiintyy vaaristd opiskelutottumuksista johtuvaa alisuoriutu-
mista (haastateltava H1). Tutkimusaineistoni perusteella niyttdé olevan su-
kupuolesta riippumaton se ryhmaélle R4 ominainen piirre, jossa opiskelija hal-
litsee suppeita matematiikan osa-alueita hyvin, mutta laajoissa kokonaisuuk-
sissa tulevat esille hahmottamisongelmat tehtdvien ratkaisujen matemaatti-
sista sisdltoalueista.

2.2 Minkilainen on koulun tasolla pitkdin matematiikan opiskeli-
jan matemaattinen osaaminen lukio-opintojen paittyessi opetta-
jan arvioimana 1990-luvulla eri opetussuunnitelmien mukaan opis-
kelevien ryhmissa?

Vanhan ja uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleiden vililld ei ole ero-
ja osaamisparametreissa matematiikan eri sisiltdalueilla®®. Suurimmat erot
ovat kertauskurssin (KERT) yhteydessd, jossa uuden opetussuunnitelman
mukaan opiskelleilla SA-tasolle yltdneiden méaéra on suhteellisesti alle puolet
vanhan opetussuunnitelman mukaan opiskelleisiin verrattuna. Téassd kurs-
sissa heikosti menestyneet kuuluvat nelikentén ryhméin R4, jossa kurssi-

4"Taulukko 7.4 s. 149.
48Taulukko 9.4 s. 254.
49Taulukko 7.3 s. 149; taulukko 9.4 s. 254.

177



menestys on ollut hyvi, mutta menestys ylioppilaskirjoituksissa on jadnyt
vaatimattomaksi. Muissa sisdltoalueissa uuden opetussuunnitelman mukaan
edenneet ovat SA-tasolla suuremmilla prosenttiosuuksilla kuin vanhan ope-
tussuunnitelman mukaan opiskelleet, joten syy heikompaan menestykseen
kertauskurssilla ja myos prelimindareissa sekd matematiikan ylioppilaskirjoi-
tuksissa ei johdu opetussuunnitelmasta®®. Suurin syy on matematiikan kir-
joituksen valitseminen yliméa#raiseksi aineeksi. Padttotodistusten keskiarvot
eivit ole muuttuneet merkittavisti eiviatkd myoskadin kurssiarvosanojen kes-
kiarvot. Pakollisena matematiikan kirjoittaneiden uuden opetussuunnitelman
mukaan opiskelleiden paittotodistusten keskiarvo 8,19 on selkeésti korkeampi
kuin vanhan opetussuunnitelman mukaan opiskelleiden keskiarvo 7,69. Ilmei-
sesti matematiikasta kiinnostuneet ja opiskeluun hyvin motivoituneet opiske-
lijat saavat runsaasta kurssitarjonnasta haluamaansa laajempaa nikemysta
ja tietdmystd matematiikasta, mikd nidkyy heiddn hyviné tuloksinaan erilai-
sissa suorituksissa. Toisaalta tieto- ja taitoerot kasvavat uuden opetussuunni-
telman mukaan opiskelleiden vililld verrattuna vanhan opetussuunnitelman
mukaan opiskelleisiin, silld suurempi kurssiméara tuo opiskelijoille mahdolli-
suuden suurempaan tieto- ja taitomadrdian ja mahdollistaa tdten suuremmat
osaamiserotkin.

Nelikenttdanalyysissd uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleita ei ole
yhtddn ryhméssa R2. Ryhmaéssa R3’ on suhteellisesti yhtd paljon kummankin
opetussuunnitelman mukaan opiskelleita, mutta ryhméssi R4 on uuden ope-
tussuunnitelman mukaan opiskelleiden osuus (8 opiskelijaa) huomattavasti
suurempi kuin vanhan opetussuunnitelman mukaan opiskelleiden (3 opiske-
lijaa). Tdmén aineiston pohjalta voi péételld niiden opiskelijoiden osuuden
olevan kasvamassa, jotka eivat hallitse laajoja kokonaisuuksia, vaan vain sup-
peita asiasiséiltojd kerrallaan. Runsas kurssimééra tuo uutta asiasisiltod ko-
ko opiskeluajan jopa kymmenen viikkotunnin tahdilla, jolloin opiskeltavien
asioiden jésentely ja liittdminen toisiinsa jia osalta opiskelijoista heikoksi
(esim. haastateltava H2). Lisiksi kurssien viilinen koheesio ja hierarkia eivét
ole uuden opetussuunnitelman mukaisissa kursseissa endd niin voimakkaita
kuin vanhan opetussuunnitelman mukaisissa vahvasti strukturoiduissa kurs-
sikokonaisuuksissa.

50Taulukko 9.4 s. 254.
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2.3 Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matemaatti-
nen osaaminen koulun tasolla lukio-opintojen pidttyessi opettajan
arvioimana 1990-luvulla pitkin matematiikan pakollisena tai yli-
maiiridisend kirjoittavien ryhmissa?

Pitkin matematiikan pakollisena kirjoittaneiden osaamisparametrit olivat
korkeammat, ja he sijoittuivat suurempina prosenttiosuuksina ylemmille kog-
nitiivisille tasoille kuin yliméériisend kirjoittaneet®. Ennen vuotta 1996 kir-
joittaneiden osaamisparametrit olivat YS-tasolla ja kertauskurssin kohdal-
la korkeimmillaan. Vuonna 1996 ja sen jilkeen pakollisena kirjoittaneet oli-
vat lihes kaikilla matematiikan osa-alueilla erittdin merkittavésti (t-testi,
p<0,001) paremmin menestyneitd (keskiméérin SA-tasolla) kuin vastaavana
aikana ylima#riisené kirjoittaneet (keskiméérin YS-tasolla). Tulos selittyy
silld, ettd viimeksi mainitussa ryhmésséi useat opiskelijat valitsivat matema-
tiikan yliméériiseksi juuri heikon kurssimenestyksensi vuoksi®? tai ainakin
katsoivat voivansa menestyd paremmin reaalikokeessa kuin pitkdn matema-
titkan kokeessa (esim. haastateltavat H2 ja H6). Opiskelijan valinta kirjoit-
taa pitkd matematiikka ylimaardisend nikyy hdnen heikkona menestyksena
kertauskurssissa (KERT), jossa kukaan ylimééridisend kirjoittava ei ylla SA-
tasolle. Lukion viimeisen jakson aikana opiskelijat keskittyvit jo pakollisina
kirjoittamiensa aineiden opiskeluun. Tall6in vaikeaksi ja tyolddksi miellet-
ty matematiikka jad entistda vihemmaélle huomiolle, mikd ndkyy my6hemmin
sekd prelimindérien ettéd kirjoitusten tuloksissa. Osa yliméédrédisend kirjoitta-
vista on kursseilla hyvin menestyneitd opiskelijoita, mutta he arvelevat saa-
vansa varmemmin reaalikokeessa paremman arvosanan kuin matematiikassa,
joten he valitsevat reaalin pakolliseksi (nelikentédn ryhmé R4). Valintaan vai-
kuttaa osalla opiskelijoista my0s se, ettd he eivit menesty sekalaisissa tehté-
visarjoissa, vaan ainoastaan tarkkaan rajatuissa asiakokonaisuuksissa (esim.
haastateltava H6). Keskittyminen reaalin aineisiin aiheuttaa sen, etti opis-
kelu matematiikan kertauskurssilla jai toisarvoiseksi ja télloin tarked koko-
naisuuksien hahmottaminen ja niiden syventdminen jaa vahéiseksi. Menestys
prelimindéreissé ja kirjoituksissa jaa ennakko-odotuksia huonommaksi.

Nelikenttdanalyysin ryhméassd R3 ja sen alaryhméssd R3’ on huomattavan
suuri osuus (55 %) yliméériisend kirjoittavia®. Alaryhmén R3’ opiskelijoilla
on paittotodistuksen arvosanana 6 tai 7, mutta kirjoituksissa he ovat osan-
neet keskimidrin vihemman kuin kaksi tehtdvdi. Pitkdn matematiikan yli-
méadraisend kirjoittavilla on useimmilla takanaan 15 kurssia. Téassd ryhmassa
viimeisten kertauskurssien tunnollinen opiskelu olisi erityisen tarkedta mate-

51 Taulukko 7.6 s. 152.
52Muun muassa DIF-kurssit 2. vuosikurssin aikana sujuneet usein huonosti.
53Kuvio 7.2 s. 154.
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matiikan perustaitojen varmistamiseksi ja hyviksytyn arvosanan saamiseksi
kirjoituksista. Suurin osa nelikentén ryhmiin R3’ ja R4 kuuluvista ylima&rai-
send kirjoittavista opiskelijoista jaa tulostensa valossa alisuoriutujiksi pitkan
matematiikan opinnoissaan. Ennen vuotta 1996 kirjoittaneilla opiskelijoilla
on alaryhmén R3’ osuus pieni. Kertauskurssilla monet heistd ovat menesty-
neet paremmin kuin muilla kursseilla®, mutta ylimiiriisend kirjoittaneilla
se on keskimédrin ldhes huonoimmin mennyt kurssi. Tiivis opiskelu on useim-
pien kohdalla auttanut asiakokonaisuuksien jasentymisessi ja matemaattisen
osaamisen kehittymisessa.

54Taulukko 7.6 s. 152.
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Luku 8

Lukion pitkan matematiikan
opiskelijoiden matematiikkakuva

8.1 Johdanto

Opiskelijan omilla uskomuksilla, asenteilla ja tunnetiloilla on huomattava
osuus hiinen oppimisprosessissaan ja opiskelumenestyksessiaan (McLeod 1992;
Robitaille & Garden 1989; Ma & Kishor 1997; Kangasniemi 2000; Hannu-
la 2004). Sternbergin luokituksessa mainittu affektioiden merkitys tuli esille
antropologisessa ja pedagogisessa lihestymistavassa'. Uskomuksilla, asenteil-
la ja tunnetiloilla on vaikutusta opiskelijan metakognitioihin, jotka ohjaavat
ja siiiteleviit opiskelijan ajatteluprosesseja’.

Edellisen luvun loppuosassa tarkastelin kuutta opiskelijaa, joiden omakohtai-
set kuvaukset pitkdn matematiikan opiskelusta syvensivit tilastollisin mene-
telmin tuotettua tietoa. Pohdin laajemmin opiskelijan ndkokulmaa. Mittaus-
kohteena ovat opiskelijoiden kuva matematiikasta tieteend, itsestdin mate-
matiikan taitajana ja oppijana, matematiikan opetuksesta sekd matematii-
kasta ja sukupuolistereotypioista. Naméa tarkentavat opiskelijan matemaat-
tista ajattelua ohjaavia ja sditelevid tekijoitd. Nelikentédssd olen merkinnyt
kunkin opiskelijan pisteelld. Miten opiskelija mieltdd oman tilansa?

Esittelen aluksi tutkimuskohteen ja kuvaan tulosten tulkinnassa kiytettavit
kisitteet. Taman jialkeen esittelen vuoden 1999 kyselyn analyysien tuloksia
eri ryhmissé ja erityisesti Tervakosken lukion opiskelijoiden uskomuksia.

1Kuvio 3.2 s. 65.
2Ks. alaluku 4.5.2.
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8.2 Tutkimuksen kuvaus

Tutkimuskohteena on lukiolaisen matematiikkakuva. Tutkimusmateriaali on
keratty kyselylomakkeella, jonka perusrakenne on ollut sama kaikilla mit-
tauskerroilla. Olen tehnyt mittaukset 1990-luvun alkupuolella Tervakosken
ja Laitilan lukioissa seki lisdksi vuonna 1999 kahdeksassa lukiossa eri puo-
lelta Suomea. Tervakosken lukiossa olen tehnyt mittauksia myos 1990-luvun
loppupuolella eri vuosina. Tdahén tutkimukseen on otettu vain pitkdn mate-
matiikan opiskelijoiden antamat vastaukset, joita Tervakosken lukiosta on eri
vuosilta yhteensa 70 ja vuoden 1999 kyselystd kahdeksasta lukiosta 384. Ter-
vakosken ja Laitilan lukiot kuuluivat mukaan vuoden 1999 kyselyyn. Edelld
olen jo kuvaillut Tervakosken lukion opiskelijoita, joten keskityn seuraavassa
vuoden 1999 kyselyn taustatieto-osioiden tuloksiin.
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KUVIO 8.1: Opiskelijoiden uskomusmittaukseen vuonna 1999 osallistuneet
lukiot ja opiskelijamé&arat.

Vuoden 1999 kyselyyn vastanneet lukiot sijoittuvat eri puolille Suomea (ku-
vio 8.1). Valitsin lukiot tutkimukseen omien henkilokontaktieni perusteella.
Tutkittavien lukioiden joukossa on muutamia isoja kaupunkilukioita? ja toi-
saalta pienii lukioita®.

30Qulu, Rovaniemi, Porvoo ja Riihiméki.
4Laitila, Turenki, Tervakoski ja Suolahti.
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Suurin osa opiskelijoista oli 2. tai 3. vuosikurssin opiskelijoita (noin 94 %).
Opiskelunsa neljille vuodelle hajauttaneita aineistossa oli noin 3 %; 1. vuo-
sikurssin opiskelijoita oli saman verran. Tutkimusjoukosta poikia oli 220 (57,3
% koko joukosta) ja tyttoja oli 162 (42,2 % koko joukosta). Kaksi opiskelijaa
ei ilmoittanut sukupuoltaan. Pojat ovat enemmistoné pitkdn matematiikan
opiskelijoista téssd aineistossa, vaikka koko lukion oppilasméiristd suurin
osa onkin tyttoji. Tamé vastaa valtakunnallista tilannetta 1990-luvulla®.

Opiskelijoilta kysyttiin taustatiedoiksi matematiikan viimeistd kurssiarvosa-
naa seké sitd, onko opiskelijalla graafinen laskin ja Internet-yhteys kotona.
Noin 80 %:lla tutkimuksen opiskelijoita oli kiiytossd graafinen laskin ja noin
50 %:lla oli Internet-yhteys kotona.
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KUVIO 8.2: Opiskelijoiden uskomusmittaukseen vuonna 1999 osallistuneiden
opiskelijoiden viimeksi saatujen arvosanojen jakauma.

Kyselylomakkeessa tiedusteltiin opiskelijan viimeksi saamaa kurssiarvosanaa.
Kuvion 8.2 perusteella ylimpien arvosanojen osuus on melko suuri, kun taas
hylattyja kursseja on vihéan. Kyseinen jakauma ei noudata normaalijakau-
maa’. Kyselyn yhteydessi ei eroteltu, oliko kurssi pakollinen vai syventivi.

Talld seikalla voi olla vaikutusta saatuun kuvion 8.2 arvosanajakaumaan’.

5Vrt. taulukko 2.4 s. 48.
6Kolmogorov-Smirnovin testi, p<0,05
"Syventivien kurssien arvosanajakaumat saattavat olla vinoja painottuen ylempiin ar-
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8.3 Matematiikkakuva

Robitaille (1989, 178) perustelee IEA-tutkimuksen raportissa asenteiden mit-
taamisen tirkeyttd matematiikan tietojen ja taitojen mittaamisen rinnalla.
Hén katsoo, ettd kykymittaukset ja testien tulokset ennustavat osan koehen-
kilon kognitiivisten saavutusten vaihtelusta, mutta huomattava osa vaihte-
lusta johtuu ei-kognitiivisista muuttujista. N&itd ovat muun muassa affek-
tiiviset muuttujat. Niiden tuominen mukaan kognitiivisen alueen tuloksien
kuvailuun lisd luotettavuutta tilastollisissa malleissa, jotka selittivét tai en-
nustavat eroja matemaattisissa suorituksissa. Uskomuksilla on huomattava
vaikutus yksilon metakognitioihin, jotka puolestaan ohjaavat muun muassa
ongelmanratkaisuprosesseja.

Ylemmén tason ajattelutaitojen kehittymisessa nayttad oppijan affektiivisilla
tekijoilld olevan huomattava vaikutus verrattuna alemman tason taitojen ke-
hittymiseen (Kangasniemi 2000, 12). Ty6n téssi osassa tutkin opiskelijoiden
affektiivisen alueen tekijoitd matematiikan opiskelussa ja toisaalta kuvailen
heiddn matemaattista ajatteluaan heidin itsensi tulkitsemana. Oppilaiden
uskomuksien lisiksi my0Os opettajien uskomuksilla ja asenteilla matematiikan
luonteesta ja siséllostd on tdrked rooli matematiikan oppimisessa (Ernest
1989; Thompson 1992; Lindgren 1997; Pehkonen 1998; Kupari 1999; Kaasila
2000), mutta en tarkastele niitd téssd tutkimuksessa.

Schoenfeld (1992, 359; 1994, 57) on 16ytanyt tutkimuksissaan seuraavanlaisia
opiskelijoiden uskomuksia:

— matemaattisilla ongelmilla on yksi ja vain yksi oikea vastaus

— on olemassa vain yksi oikea tapa ratkaista mikd tahansa ma-
temaattinen ongelma ja yleensd sithen tarvitaan sddantoda, jonka
opettaja on juuri tunnilla esittanyt

— tavallisten opiskelijoiden ei voi odottaa ymmdrtivin mate-
matiikkaa; heiddn odotetaan vain muistavan matematiikkaa ja
soveltavan sitd mekaanisesti ja mallien mukaan ilman ymmdrtd-
mista

— opiskelijat, jotka ovat ymmdrtineet opiskelemansa matematii-
kan, kykenevdt ratkaisemaan minkd tahansa ongelman viidessd
minuutissa tai nopeammin

— matematitkalla, joka on opittu koulussa, on vain vdihdn tai e:
ollenkaan tekemistd koulun ulkopuolella olevan eldmdn kanssa.

vosanoihin, silla kurssit ovat valinnaisia ja sisalloltdin harrastuneiden opiskelijoiden kan-
nalta mielenkiintoisia.
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Opiskelijoille tekeméni uskomusmittaukset sisélsivit osioita, joiden vastauk-
sia voi tulkita edelld esitettyjen uskomusten suuntaisiksi. Késittelen niité
kyselyn tulosten yhteydessa.

McLeodin (1992, 578-579) mukaan uskomukset matematiikassa voidaan ja-
kaa uskomuksiin matematiikasta®, itsestié matematiikan taitajana®, matema-
tiikan opetuksesta'® ja sosiaalisesta kontekstista'l. Asenteet puolestaan ovat
tassa luokituksessa vihemman voimakkaita kuin uskomukset, mutta ne ovat
pitkiikestoisia, pysyvii ja johdonmukaisia. Tunnetilat!? ovat voimakkaita mie-
lentiloja, joissa kognitiivinen komponentti on suhteellisen pieni ja jotka voivat
syntya ja kadota melko nopeasti.

Matematiikkaan liittyvien uskomuksien ja kisitysten laajaa kirjoa tarkastele-
malla voidaan kuvata opiskelijan matematiikkakuvaa (view of mathematics),
joka koostuu neljésté piaikomponentista'® (Pehkonen 1998, 47):

1. uskomuksista matematiikasta (sen luonteesta)
2. uskomuksista itsestd matematitkan oppijana ja sen kayttdajiand
3. uskomuksista matematitkan opetuksesta

4. uskomuksista matematitkan oppimisesta.

Komponentit eivit ole eroteltavissa toisistaan selkedsti, vaan ne menevit
osittain pédllekkdin tai limittdin (Pehkonen 1999, 121).

Seké opiskelijoiden ettd opettajien nikemys matematiikasta tieteend on mer-
kityksellinen hinen toiminnalleen matematiikan parissa. Matematiikan maa-
rittelyistd on luotu kolmidimensioisia mallejal®, joissa matematiikan luonne
on nidhty instrumentaalisena, platonistisena tai konstruktivistisena. Td6rner
ja Grigutsch (1994) tekivét vastaavanlaisen jaon, jonka Pehkonen (1999, 122)
on muotoillut seuraavasti:

1. "Tyékalupakki™ndkokulma: matematiikka on kokoelma laskusidantdja ja
-rutiineja, joita sovelletaan tarpeen mukaan.

8Esim. matematiikka perustuu siint6ihin.

9Esim. mini itse kykenen ratkaisemaan matemaattisia ongelmia.
10FEsim. opettaminen on kertomista.

' Esim. oppiminen on kilpailemista.

12Esim. ahaa-elimykset ongelmanratkaisussa.

13Vrt. McLeod 1992.

14Mm. Ernest 1991.

185



2. Systeemi-ndikokulma: matematiikka on formaali systeemi, jonka puit-
teissa toimitaan ankaran loogisesti

3. Prosessi-nikékulma: matematiikka on dynaaminen prosessi, jossa jokai-
nen luo itse oman matematiikkansa tarpeittensa ja kykyjensid mukaan.

Tutkimuksissa on osoittautunut, ettd niiden kolmen dimension lisdksi saat-
taisi olla neljds niin sanottu soveltamisaspekti. Korrelaatioanalyysi on kui-
tenkin osoittanut, ettd itse asiassa on syytd puhua vain kahdesta paadimen-
siosta: tyokalupakki/systeemi -dimensio ja prosessi/soveltaminen -dimensio.
(Pehkonen 2001, 15.)

Tutkimuksissa'® on kilynyt ilmi, etti useilla oppilailla on tietynlainen usko-
mus matemaattisesta ajattelusta. Sen mukaan matemaattinen ajattelu on
rajoittunut tarkoittamaan lukujen ja lausekkeiden kiyttod sekd matemaat-
tisten termien muistamista vastausten loytamiseksi valmiiksi annettuihin on-
gelmiin. Matemaattinen ajattelu on pelkistynyt néille oppilaille erdénlaisek-
si peliksi, jossa annetun tehtdvin ratkaisemiseksi vaaditaan oppilaalle mer-
kityksettomén materiaalin muistamista ja ennalta opetetun ratkaisumallin
tunnistamista juuri kyseiseen tehtidviddn sekd lopuksi vield tarvittavien las-
kutoimitusten suorittamista, jotta saataisiin oikea vastaus. Mahdollisimman
nopea oikea vastaus ndhdiidn laadukkaana ajatteluna. Opettajat haluaisi-
vat kuitenkin laajentaa oppilaiden nikemystd matemaattisesta ajattelusta
sellaiseksi, ettd se siséltdisi myos ongelmanratkaisun ideat, padttelyn mah-
dollisuudet, kommunikaation merkityksen ja matematiikan yhteydet muihin
tiedonaloihin. (Bransford ym. 1996, 245.)

Tutkimuskohteena ovat opiskelijoiden uskomukset, asenteet ja tunnetilat, joi-
ta tarkastelen opiskelijan matematiikkakuvan kautta. Se on tdrked matemaat-
tista ajattelua ohjaava tekiji, joka toisaalta paljastaa omalta osaltaan opis-
kelijan ndkemystd hinen matemaattisesta ajattelustaan.

8.4 Tutkimusmenetelmit ja -tulokset

8.4.1 Johdanto

Tutkimusaineisto kerdttiin uskomuksia ja asenteita mittaavalla viitejoukol-
la (liite 10), jota kiytin my0s lisensiaattityossini (Joutsenlahti 1996). Suu-
rin osa viittimisti oli samoja kuin kansainvilisessi IEA-tutkimuksesssal®.

15Esim. Bransford ym. 1996, Ginsburg 1996, Schoenfeld 1994.
16Ks. Kangasniemi 1989.
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Vuoden 1999 kyselylomakkeeseen lisésin alkuun joitakin opiskelijan tausta-
tietoja maarittavia kysymyksid (liite 10). Joitakin uskomustutkimuksen tu-
loksia olen kisitellyt aikaisemmassa julkaisussa (Joutsenlahti 2002), mutta
en téssd asiayhteydessd. Nyt olen tehnyt aineistosta frekvenssianalyysin, jo-
ta tarkastelen sukupuolen ja ylimédrdisend tai pakollisena kirjoittavien ryh-
mien suhteen. Samoin olen tehnyt aineistosta faktorianalyysin, jonka muo-
dostamaa faktorirakennetta vertaan aikaisempien tutkimuksien faktoriraken-
teisiin. Opiskelijoiden uskomuksia eri opetussuunnitelmien aikana tarkaste-
len vertaamalla vuoden 1999 uskomuskyselyn ja vuosina 1993-1995 tekemie-
ni kyselyjen tulosten eroja. Tarkastelen lopuksi erityisesti tervakoskelaisten
opiskelijoiden matematiikkakuvaa seké saatuja tuloksia nelikentén suhteen.

8.4.2 Frekvenssianalyysi

Liitteessd 11 on tiivistelmd vuoden 1999 uskomuskyselyn vastauksista
(n=384). Liitteen 11 taulukkoon 9.5 on merkitty vastausjakauman liséksi
yleisen kiytdnnon mukaisesti viittdméan vastausten keskiarvo ja -hajonta,
vaikka kyseinen Likert-asteikko ei tarkalleen ottaen olekaan vilimatka-
asteikollinen. Kyseiseen taulukkoon on myo0s merkitty, minkd viittdmien
osalta hyviksymis- tai hylkdysprosentti ylittdd 50 %. Saranen (1992), Ko-
ponen (1994) ja Kangasniemi (2000) ovat kiyttdneet hyviksymis- ja hyl-
kiysprosentteja tulkitessaan vastausjakaumia. Suurin osa liitteen 11 vas-
tausjakaumista, joissa hyviksymis- tai hylkiysprosentti ylittdd 50 %, on
selkefisti painottunut toiseen Airipiihin vastauksissa!” Seuraavassa tarkas-
telen tuloksia viiden ryhmén suhteen, joihin vaittamat on jaettu aikaisempien
tutkimuksien perusteella':

1. Matematiikka tieteend (vaittamét 1-15)
2. Matematiikka ja mind (viittamét 16-27)
3. Matematiikka ja sukupuoli (viittdméat 28-33)
4. Matematiikan hyodyllisyys (vaittaméat 34-41)

5. Matematiikan opetus (vdittdmat 42-46).

"Vain viittdmissd V29 ja V46 on hyviksymis- ja hylkiysprosenttien erotus pienempi
kuin 20 %—yksikkoa.
18 Joutsenlahti 1996.
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Matematiikka tieteenid

Kahdeksassa vaittiméissé viidestatoista vastausjakaumassa oli yli 50 % opis-
kelijoista joko samaa mieltd ("++” tai ”+”) tai eri mieltd ("— — 7 tai 7—").
Vastaajien mielesti matematiikka auttaa ajattelemaan loogisesti (V15) ja
tiettyjen tasmaéllisten sdéntojen mukaan (V5). Matematiikka on joukko sdén-
toja (V13), joista aina l6ytyy joku, jota voi soveltaa tehtéivin ratkaisemisessa
(V11). Toisaalta matematiikan nykyisistd kehityssuunnista opiskelijoilla ei
ilmeisesti ole juurikaan tietoa, silld esimerkiksi vaittdmaian "Matematiikassa
ei ole tehty uusia oivalluksia pitkddn aikaan” (V12) ilmoitti kannakseen "En
osaa sanoa’ noin 53 % vastaajista. Tata tulkintaa tukee myos vaittdmien
V1 ja V4 korkeat "En osaa sanoa” -valinnat!®. Matematiikan oppiminen ei
perustu ulkoaoppimiseen (V8), vaan ilmeisesti loogisten strukturoitujen tie-
torakenteiden ymmértidminen on edellytys menestyksekkiille matematiikan
opinnoille. Useimmille matemaattisille tehtaville on olemassa erilaisia ratkai-
sutapoja (V7), joista muun muassa yrityksen ja erehdyksen menetelméé voi-
daan usein kiyttaa tehtdvin ratkaisemisessa (V10). Kyky arvioida on myos
tarked matemaattinen taito (V6). Matemaattisten tehtévien ratkaiseminen
nihdédin laajemmin kuin vain pelkkind sdannon soveltamisena.

Matematiikka ja mini

Seitsemaissa viitteessd kahdestatoista oli valittu yli puolet jompaa kumpaa
kannanottoa. Pitkdn matematiikan opiskelijat haluavat menestyd matematii-
kan opinnoissaan ja kokevat menestyvinsd tai ainakin nédkevit yrittdmisen
tuovan menestymisen opinnoissaan (V16 ja V26). Tunnetilaa kuvaavat onnis-
tumisen ja auttamisen ilo tulevat esille seké itse ratkaistuissa matematiikan
tehtdvissd ettd halussa auttaa muita matematiikan tehtdvien ratkaisemissa
(V18 ja V21). Opiskelijat kokevat ymmaértiavinsi yleensd matematiikan tun-
neilla kisitellyt asiat. Toisaalta he eivit koe, ettd matematiikka olisi itselle
sen vaikeampaa kuin muillekaan (V19 ja V25). Viimeksi mainituista tuloksis-
ta on nakyvissi, ettd opettajien tyoskentelyyn tunneilla on oltu tyytyvéisid
siltd osin, miki koskee uusien asioiden opettamista. Matematiikan opiskelu
on antanut useimmille myonteisia tai odotusten mukaisia kokemuksia, sillé
suurin osa pitkdn matematiikan opiskelijoista on eri mieltd viittdman (V22)
”Jos saisin valita, en endd opiskelisi matematiikkaa” kanssa.

Matematiikka ja sukupuoli

Sukupuolen ja matematiikan vélisistd yhteyksistd vastaajat ilmaisivat selke-
asti kantansa, silla viiteen kysymykseen kuudesta 16ytyi vastausjakaumassa
yli 50 %:n kannanotto. Yleisesti ottaen poikia ei pidetty lahjakkaampina ma-
tematiikassa kuin tyttoja (V29), joskin ldhes 47 % vastaajista niki poikien

9Noin 39 % ja 37 % vastaajista.
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olevan kiinnostuneempia matematiikasta (V33), mutta 25 % ei uskonut asian
olevan nidin. Vanhat stereotypiat insinddreistd ja tiedemiehistd poikien ura-
valintoina sekd ammattiuran tiarkeydesta vain pojille, eivit saa tukea tutki-
muksen opiskelijoilta (V28 ja V31). Myoskiddn poikien ei ndhty tarvitsevan
enemmén matematiikkaa kuin tyttojen (V30), mikd on johdonmukaista edel-
14 mainittujen késitysten valossa (V28 ja V31).

Matematiikan hyodyllisyys

Téassd viiteryhméssa 16ytyi neljadn viittdméaan kahdeksasta vastausjakau-
masta yli 50 %:n kannanotto. Matematiikasta koettiin olevan hyotya joka-
péiviisessd, elamaissi, ja sen nahtiin kuuluvan osaksi jokapaiviistd elamaé
(V37, V38 ja V40). Ndamé ovat luonnollisen tuntuisia kannanottoja pitkin
matematiikan opiskelijoilta, joille useimmille matematiikan térkeytta on pe-
rusteltu muun muassa peruskoulussa viittaméan V34 mukaisesti "On tarkeédta
osata matematiikkaa, jotta saisi hyvin tyopaikan”.

Matematiikan opetus

Kuudesta vaittamasti kolmessa ylitti opiskelijoiden kannanotto 50 %:n rajan
vastausjakaumassa. Opiskelijoiden mielesté jokainen pystyy oppimaan mate-
matiikkaa, jos opetusmenetelmiin kiinnitetdén riittavésti huomiota (V43).
Téssé lienee viitteitd lukion matematiikan yksipuoliseen opettajajohtoiseen
opetukseen, joka johtuu osaltaan suurista opetusryhmisté ja perinteisesté
matematiikan opetuksen konservatiivisuudesta?’. Opetuksessa pitii opiske-
lijoiden mielestd kiinnittda entistd enemmén huomiota kidytannon sovelluk-
siin (V44). Opiskelijat nikeviit opetuksen ehké liian teoreettisena ja esimerkit
keinotekoisina siind mielessé, ettd niilld ei ole suoraa yhtyméakohtaa kaytan-
non sovelluksiin.

Seuraavaksi tarkastelen vastausjakaumaa poikien ja tyttojen ryhmien suh-
teen sekd matematiikan pakollisena ja yliméaérdisend kirjoittavien ryhmien
suhteen. Viimeksi mainittu jako sisaltdd myds 1. ja 2. vuosikurssin opiske-
lijoiden ilmaisemat aikomukset kirjoittaa matematiikka jompana kumpana,
miké ei valttamatta ole kuitenkaan toteutunut, koska varsinainen valinta teh-
tiin vasta myOhemmin. Téssd yhteydessd olen tutkinut ryhmien vastausja-
kaumien tilastollisia eroja?’.

Kyselyn vastaukset eroteltuna sukupuolen mukaan

Poikien lukumé&ara oli 57,3 % ja tyttojen 42,2 % koko joukosta. Vastaajista
0,5 % ei ilmoittanut sukupuoltaan. Suuria eroja tyttojen ja poikien arvosa-

20Esim. Kupari 1999.
21 Pearsonin y2-testi.
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nojen jakaumassa ei ole??(liite 12, kuvio 9.15). Pojilla oli suhteellisen paljon
arvosanoja 4 ja 5, mutta myos arvosanoja 8% ja 10. Tyttdjen arvosanaja-
kauman moodi on 6. Huomattavaa on arvosanan 4 viahdinen osuus. Suurin
osa tytoisté aikoi kirjoittaa pitkdn matematiikan yliméairiisend ja suurin osa
pojista pakollisena (kuvio 8.3).
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Pearson Chi-Square: 59.095 (df 4)
Sig. (2-sided) : 0.000

KUVIO 8.3: Poikien ja tyttojen lukuméaérat pitkéin matematiikan pakollisena
tai ylimaariisend valinneiden opiskelijoiden ryhmissa.

Liitteen 13 taulukosta 9.7 ndkyy, ettd suurimmassa osassa viittdmien
kannanotoissa ei ole merkittdvid eroja sukupuolen suhteen. Hyviksymis-
/hylkiiys-kriteerin nojalla eroja 16ytyy véittdmissd V2, V9, V20, V23, V28,
V29, V30, V36, V41 ja V46. Niisti y>-testin nojalla toisistaan vihintiin
melkein merkitsevisti poikkesivat (p<0,05) vaittamét V23, V28, V29 ja V30
sekd muista vaittadmistd V31, V32 ja V33. Mielenkiintoista on huomata,
ettd vditeryhmén "Matematiikka ja sukupuoli” (véittdmét 28-33) jokaisen
viittdmén vastausjakaumat poikkeavat vihintdin melkein merkitsevésti toi-
sistaan. Tyttdjen kannanotot olivat voimakkaampia kuin poikien. Pojista yli
kolmasosa oli sitd mieltd, ettd pojilla on enemmén luontaisia lahjoja mate-
matiikkaan kuin tytoilla (V29). Toisaalta sekd pojista ettd tytoistd yli 40
% oli sitd mieltd, ettd pojat ovat kiinnostuneempia matemaattisista ongel-

22y 2_testi, p>0,05.
ZPoikien arvosanajakauman moodi on myds 8.
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mista (V33). Tytoista oli eri mieltd mainitusta viittamasta yli kolmasosa ja
pojista noin kuudesosa. Viittdmien 2 ja 36 poikien vastauksissa on ilmei-
sesti kytkentoja poikien suurempaan harrastuneisuuteen tietotekniikkaan,
jossa matematiikan taitamisen koetaan olevan tarked apu. Pojilla oli myés
hyvd mindkuva matematiikan taitajana, sillda he hylkddvat vaittdman, jon-
ka mukaan asianomainen ei ole kovin hyvd matematiikassa (V20). Téhén
liittyen pojat kokivat vaikean matematiikan tehtédvin mieluisana haasteena,
kun taas tytoistd ldhes puolet ei ndin kokenut. Tyttojen mielestd useim-
missa ammateissa matematiikan tiedot olivat vélttamattomia (V41), mutta
poikien enemmist6 ei ollut tiatd mieltd. Ta4méa on hieman yllattavad, kun
vertaa esimerkiksi viittdmén 40 vastausjakaumaa. Matematiikkaa tarvitaan
siis jokapdiviisessad elaméssi, mutta ei vilttdmétta useimmissa ammateissa.
Poikien mielesti matematiikka ei ollut vaikein oppiaineista (V46), kun taas
tyttdjen mielesta oli.

Kyselyn vastaukset eroteltuna pitkdn matematiikan pakollisena ja
yliméiriisend kirjoittavien ryhmien mukaan

Liitteen 12 kuvion 9.16 pakollisena ja ylimdardisend kirjoittavien arvosana-
jakaumista on nahtivissd odotettu tulos, jonka mukaan pakollisena kirjoit-
tavilla oli enemmén parempia arvosanoja. Pitkin matematiikan pakolliseksi
valitsemiseen vaikuttaa juuri useimmilla opiskelijoilla hyva opintomenestys
matematiikan kursseissa. Yliméariiseni kirjoittavista noin 66 % oli tyttoja,
kun heiddn osuutensa kaikista pitkin matematiikan opiskelijoista oli alle puo-
let (42 %). Pakollisena kirjoittavista noin 73 % oli poikia. Tytoistd ilmoitti
kirjoittavansa pitkin matematiikan pakollisena noin 34 % ja pojista lihes 73

%.

Kuviossa 8.3 on esitetty poikien ja tyttojen méariat pakollisena tai ylimaa-
riisend kirjoittavien ryhmissé. Pakollisena kirjoittavien vastaukset (liite 14)
myotailevit pitkdlti mainituista syistd poikien vastauksia (liite 13) ja vas-
taavasti ylimédaraisena kirjoittavien tyttojen vastauksia. Eroja 16ytyy vaitta-
mien 17, 27 ja 33 kohdalla. Yliméaariisend kirjoittavat eivit toivoneet saavan-
sa opiskella lisdi matematiikkaa?!, mutta olivat siti mielti, etti pojat ovat
kiinnostuneempia matemaattisista ongelmista kuin tytot (V33). Pakollisena
kirjoittavat olivat valmiit tyoskentelemaédn pitkdnkin aikaa ymmértadkseen
uuden asian matematiikassa (V27). Pearsonin y?-testi paljasti tutkittavien
ryhmien vililtd vihintdan melkein merkitsevin eron viittdmien 15, 16, 17, 20,
22, 23, 25, 26, 36 ja 46 vastausjakaumissa. Molemmat ryhmét hyviksyivét,
ettd matematiikka auttaa ajattelemaan loogisesti (V15) ja ettd he haluavat
todella menestyd matematiikassa (V16), mutta vastausjakaumat erosivat sil-

24V17 y2-testi, p<0,05.
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ti merkittdvisti. Matematiikan opiskelun méaraé koskevassa viittadméssa 17
yliméaraisena kirjoittavat eivit halunneet opiskella enempéi matematiikkaa,
mikd on ymmarrettavad useimpien kohdalta siihen astisen opintomenestyk-
sen kannalta. Kuva itsestd matematiikan osaajana (V20, V23, V25 ja V26)
oli selvisti heikompi ylimaaraisend kirjoittavilla kuin pakollisena kirjoittavil-
la. Matematiikan opiskelua téstd hetkestéd eteenpéin koskeva viite (V22) oli
jakaumiltaan erilainen pakollisena ja yliméaraisena kirjoittavilla, vaikka mo-
lemmat ryhmét hylkésivat viittdméan. Pakollisena kirjoittavat toivoivat voi-
vansa tyoskennelld ammatissa, jossa saa kiyttdd matematiikkaa (V36), kun
taas suurempi osa yliméddrdisend kirjoittavista hylkési (44 %) tdméan vaitté-
mén kuin hyviksyi sen (26 %). Matematiikka oli suurimman osan ylimaarai-
send kirjoittavien opiskelijoiden (57 %) mielestd heidén vaikein oppiaineensa,
kun taas suurin osa pakollisena kirjoittavista (70 %) ei pitinyt matematiik-
kaa vaikeimpana oppiaineenaan (V46).

8.4.3 Faktorianalyysi

Tein uskomuskyselyn vastausmatriisille faktorianalyysin, jotta voisin néh-
d&, minkalaisia faktorirakenteita syntyy ja miten ne ovat muuttuneet aikai-
sempien tutkimusten?® tuloksena l6ydettyihin faktorirakenteisiin verrattuna.
Kéytetyt vaittamat néissd tutkimuksissa ovat olleet 1dhes samat.

Faktorointia varten kiénsin vaittdmien 9, 12, 20, 22, 26, 35, 40 ja 41 vastaus-
ten pisteytyksen painvastaiseksi, silld ndmé viittadmét ovat esitetty kielteises-
sd muodossa. Seuraavaksi kokeilin erilaisia faktorointi- ja rotatointimenetel-
mi#, jotta saisin mahdollisimman selkeésti tulkittavan faktorirakenteen. Va-
litsin lopulta menetelmiiksi ML-tekniikan?® ja rotatointimenetelmiiksi suora-
kulmaisen rotaation?’. Tarkastelin faktoriratkaisuja 4-8 faktorin ratkaisuilla,
joissa kaikkien faktoreiden ominaisarvot olivat suurempia kuin yksi. Yhtéan
niistd faktoriratkaisuista ei voinut hylata tilastollisin perustein, silld faktori-
mallin sopivuutta estimoivalla x2-testilla®® tuli p > 0,05 (Erdtuuli ym. 1994,
54). Parhaiten tulkittavaksi osoittautui kuuden faktorin malli. Poistin véit-
tdmien 1, 6, 9, 10, 14, 21, 31, 42, 43 ja 44 vastaukset tarkastelusta niiden
alhaisen kommunaliteetin vuoksi. Lopullinen rotatoitu faktoriratkaisu (liite
15, taulukko 9.11) selittdé noin 42 % kokonaisvarianssista. Taulukossa 8.1 on
nimetty loydetyt faktorit ja esitetty niihin kuuluvat vaittdmait sekd niiden
lataukset ja kommunaliteetit.

25 Kangasniemi 1989, 2000; Joutsenlahti 1996.
26Maximum Likelyhood.

2TVarimax.

28 Goodness-of-Fit.
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Faktorit ominaisarvojen mukaisessa suuruusjirjestyksessid olen nimennyt
seuraavasti:

. Mina ja matematitkan opiskelu

. Mind ja oppimisvaikeudet matematitkassa

. Pojat parempia matematiikassa

. Matematiikan tarpeettomuus jokapaivdisessa eldmdssd
. Matematiikka avoimena systeemind

. Matematiikka sddntokokoelmana.

ST W N~

Ensimmaiselle faktorille latautuneiden viittdmien keskeinen sisdlté on ma-
tematiikan opiskelun ja opetuksen méaira sekd menestys siiné, sithen liittyvé
tyoméara ja matematiikan opiskelun merkitys tulevan tyopaikan saamisek-
si. Toisaalta asioita tarkastellaan subjektiivisesta mini-nikokulmasta®, jo-
ten faktorin nimeen liittyy myos tarkastelundkokulman valintana sana "mi-
nd”. Siksi ensimmaisen faktori nimesin "Miné ja matematiikan opiskelu”. Ta-
mi faktori kuvaa opiskelijan piirteitd, jotka ovat matematiikkakuvan toisessa
padkomponentissa.

Toisen faktorin viittamissa tulivat esille sellaiset affektiiviset késitykset ma-
tematiikasta kuten sen oppimisen vaikeus, oman menestymisen ja opetetun
asian ymmartamisen itsearviointi sekd vaikeiden tehtdvien ratkaisemisen mie-
luisuus. Kaikkien kyseisten viittdmien arviointi perustui omakohtaisiin oppi-
miskokemuksiin ja niihin liittyvien tuntemuksien kuvailuun. Lisdksi kaikissa
viittadmissi esiintyi mind-muoto, joten se tuli myos faktorin nimeen. Toisen
faktorin nimesin "Miné ja oppimisvaikeudet matematiikassa”. Tama faktori
kuvaa opiskelijan piirteitd, jotka ovat matematiikkakuvan toisessa paakom-
ponentissa.

Kolmannen faktorin tulkinta oli selkein. Siind kaikkien véittdmien teemana
ovat sukupuoliin liittyvit stereotypiat matematiikan osaamisessa ja ammatti-
kuvissa. Latausten korkeat itseisarvot kertovat selvistd ndkemyksistd tdméan
asian suhteen. Annoin faktorille nimeksi "Pojat parempia matematiikassa”,
silld useimmissa véitteissi korostui poikien rooli matematiikan taitajina. Té-
mén faktorin kuvaamia piirteita sisiltyy ldhinnd matematiikkakuvan neljan-
teen padkomponenttiin.

Neljannessa faktorissa useimmissa vaittdmissi arvioitiin matematiikan tar-
peellisuutta ammateissa ja jokapaiviisessd eldmaéssd. Taustalla on hyotyné-
kokohta: mitd suoranaista hyotya on hallita matematiikkaa? Matematiikasta
koetaan siis selvisti olevan hyotya sekd ammatissa ettd jokapéiviisessa ela-

29Kuudessa viittamissi kahdeksasta on mini-muoto.
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TAULUKKO 8.1: Pitkdin matematiikan opiskelijoiden matematiikkaan liitty-
vien uskomusten faktorit ja niihin kuuluvat vittdmét vuonna 1999 (n=384),

faktorien lataukset (La) ja kommunaliteetti (Ko)

Faktorit ja vAittdmaét La | Ko
Faktori 1: Mind ja matematiikan opiskelu

V17 Toivon saavani opiskella enemmé&n matematiikkaa. 79 | .73
V36 Haluaisin tyoskennelld ammatissa, jossa saan kiyttdd matematiikkaa. .64 | .59
V16 Haluan todella menestyd matematiikassa. .62 | .46
V22 Jos saisin valita, en endd opiskelisi matematiikkaa. .62 | .49
V45 Matematiikan opetusta pitéisi lisata. .59 | .38
V24 En halua kiiyttda kovin paljon aikaani matematiikan opiskelemiseen. 49 | 42
V27 Olen valmis tyoskenteleméén pitkidnkin aikaa ymmaértdikseni uuden 44 | .30
asian matematiikassa.

V34 On térked osata matematiikkaa, jotta saisi hyvin tyopaikan. 43 | .33
Faktori 2: Mind ja oppimisvaikeudet matematiikassa

V25 Matematiikka on minulle vaikeampaa kuin useimmille muille. -84 | .71
V20 Mini en ole kovin hyvi matematiikassa. .78 | .69
V26 Vaikka kuinka yrittdisin, en siitd huolimatta menesty matematiikassa .72 | .58
V19 Ymmaérrin yleensé sen, mitd matematiikan tunneilla kisitelldan. .65 | .52
V23 Vaikea matematiikan tehtdva tuntuu minusta mieluisalta haasteelta. .58 | .60
V46 Matematiikka on vaikein minun oppiaineistani. -.59 | 47
Faktori 3:Pojat parempia matematiikassa

V28 Miehisté tulee parempia tiedemiehi ja insin66reja kuin naisista. .81 | .66
V29 Pojilla on enemmén luontaisia lahjoja matematiikkaan kuin tytoilla. .81 | .67
V32 Tytot menestyvit matematiikassa heikommin kuin pojat. 73| 54
V30 Pojat tarvitsevat enemmén matematiikkaa kuin tytot. .65 | .46
V33 Pojat ovat kiinnostuneempia matemaattisista ongelmista kuin tytot. b2 | 27
Faktori 4: Matematiikan tarpeettomuus jokapdivdisessa elimdssd

V41 Useimmissa ammateissa matematiikan tiedot eivit ole vilttdméattomid. | .71 | .53
V40 Matematiikkaa ei tarvita jokapiivéisesséd eldméssa. .69 | .55
V38 Voin tulla hyvin toimeen jokap#iviisessa elaméissé kiyttamatta -.63 | .44
matematiikkaa.

V35 Useimmat ihmiset eivit kiytd matematiikkaa tyOossdan. .58 | .36
V37 Matematiikasta on hyotya jokapéaiviisten ratkaisemisessa. D5 | AT
Faktori 5: Matematiikka avoimena systeemind

V15 Matematiikka auttaa ajattelemaan loogisesti. A1 | 45
V4 Matematiikan alalla tehddin uusia oivalluksia jatkuvasti. 40 | .25
V12 Matematiikassa ei ole tehty uusia oivalluksia pitkddn aikaan. 40 | .30
V7 Useimmille matemaattisille tehtéville on olemassa erilaisia 40 | .21
ratkaisutapoja.

V3 Matemaattisten ongelmien ratkaisemisessa on vain vihén sijaa -.34 | .26
omaperiisille ajatuksille.

Faktori 6: Matematiikka sddntokokoelmana

V11 Matematiikassa on aina olemassa sdént6, jota voi soveltaa .59 | .36
tehtdvin ratkaisemisessa.

V13 Matematiikka on joukko sdéntdjé. .53 | .45
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miéssd. Annoin faktorille nimeksi "Matematiikan tarpeettomuus jokapéivéi-
sessd elaméassi”.

Viidennen faktorin viittdmissd matematiikka ndhdidn dynaamisena ja kehit-
tyvini tieteend, joka antaa mahdollisuuden soveltaa omia ajatuksia eiké ole
sidottu vain tiettyihin tarkasti rajattuihin menettelytapoihin. Loogisuus ja
toisaalta arviointi molemmat kuuluvat matematiikan tunnuspiirteisiin. Mate-
matiikka antaa vilineitd ajattelijalle, joka on avoin toteuttamaan omia ideoi-
taan ja loytdmé&an uutta matematiikan suomin keinoin. Annoin faktorille ni-
meksi "Matematiikka avoimena systeemind”. Téama faktori kuvaa opiskelijan
uskomuksia, jotka ovat matematiikkakuvan ensimméisessd padkomponentis-
sa.

Kuudennen faktorin viittamissa ovat yhteisené piirteend matematiikan siéin-
not, jotka tulevat keskeiseksi osaksi matematiikkakuvaa. Viite 9 vastaukset
on kidnnetty, joten téssa faktorissa matematiikka nihd&an joukoksi sdantoja,
jotka ohjaavat ja ilmeisesti rajaavat matemaattista ajattelua. Matemaattisen
ongelman ratkaisuprosessi ndhdaén vain oikean ratkaisuun johtavan sdannon
l6ytamisena. Matematiikka ndhddin omana suljettuna alueenaan, jossa toi-
mitaan sen hyvin méadaritellyilla sianndilla. Matematiikka muistuttaa pelid,
jossa on tarkat sddnnot ja joihin pelin eteneminen pelkéstddn perustuu. Ma-
tematiikan luonne ndhdaan "tyokalupakki™ ja systeemi- ndkokulmasta. An-
noin faktorille nimeksi "Matematiikka sdintokokoelmana”. Tama faktori ku-
vaa opiskelijan uskomuksia matematiikasta, jotka ovat matematiikkakuvan
ensimmaisessi padkomponentissa.

8.4.4 Matematiikkaan liittyvien uskomusten muutokset
1990-luvulla

Uskomusten muutoksia voidaan tarkastella vertailemalla vuonna 1999 teh-
dyn tutkimuksen (TUT99) tuloksia vuosina 1993-1995 tehtyjen tutkimusten
(TUT93) tuloksiin. Viimeksi mainitut tutkimukset olen tehnyt lisensiaatin-
tutkimustani varten (Joutsenlahti 1996) Tervakoskella ja Laitilassa. Néissé
kiytetty mittaristo on viittdmien osalta sama kuin tutkimuksessa TUT99,
mutta pitkdn matematiikan opiskelijoiden vastausten lukuméara on 70, kun
tutkimuksessa TUT99 se on 384. Vuoden 1999 tutkimuksessa TUT99 oli
my6s mukana Tervakosken ja Laitilan lukiot, joten téssi tarkastellaan myos
pelkistadn néissa lukioissa tapahtuneita muutoksia uskomuksissa. Téssé yh-
teydessd on vield syytd huomata, ettd verrattavia aikakausia erottavat eri
valtakunnalliset opetussuunnitelmat ja muutokset ylioppilaskirjoituksissa.
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Vertaamalla tutkimusten TUT99 ja TUT93 viittimien vastausjakaumia y>-
testilld suurimmassa osassa ei ollut tilastollisesti merkittavid poikkeamia,
mutta joitakin eroavaisuuksia loytyi (taulukko 8.2).

TAULUKKO 8.2: Tutkimusten TUT99 ja TUT93 viittamien vastausjakau-
mien eroja (* p<0,05; ** p<0,01; *** p<0,001)

Nro | Vaittama x>
p=
1 | Matematiikka muuttuu nopeasti ldhitulevaisuudessa | .005**

Matematiikan alalla tehddén uusia oivalluksia .010*
jatkuvasti.

17 | Toivon saavani opiskella enemmén matematiikkaa. .022*

24 | En halua kiyttaéd kovin paljon aikaani matematiikan | .000**
opiskelemiseen.

27 | Olen valmis tyoskentelemédn pitkénkin aikaa .022*
ymmaértiadkseni uuden asian matematiikassa.

39 | Suurin osa matematiikasta on kidyttokelpoista .000***
tyoelamassa.

45 | Matematiikan opetusta pitéisi lisdtéa 001"

46 | Matematiikka on vaikein minun oppiaineistani. .022*

Seuraavassa arvioin muutoksen suuntaa hyviksymis- ja hylkdysprosenttien
avulla. Viittdmien 1 ja 4 muutokset kuvaavat opiskelijan matematiikkaku-
van muutoksia. Ne nuoret, jotka opiskelivat 1990-luvun loppupuolella, piti-
vit matematiikkaa jonkin verran staattisempana tieteend kuin saman vuosi-
kymmenen alkupuolen opiskelijat. Toisaalta viittdmien 1 ja 4 "En osaa sa-
noa” -valintojen méiri kasvoi huomattavasti suuremmiksi®® kuin tutkimuk-
sessa TUT93. Taméi antaa viitteitd siitd, ettd uuden opetussuunnitelman
mukaan opiskelevat olivat epétietoisempia matematiikan nykyisista kehitys-
suunnista ja saavutuksista kuin vanhan opetussuunnitelman aikana opiskel-
leet. TAm4 tulos nikyi my6s oireellisena3! verrattaessa pelkistiin tutkimuk-
sen TUT99 Laitilan ja Tervakosken opiskelijoiden vastauksia (n=82) tutki-
muksen TUT93 vastauksiin. Tulos on siind mielessd hieman yllattavi, etta
nimenomaan uudessa opetussuunnitelmassa on sija syventéaville erikoiskurs-
seille, joissa voidaan esitelld ja perehtyd matematiikan uusiin tutkimusaluei-

30Viite 1: 19 %:sta 38 %:iin; viite 4: 23 %:sta 37 %:iin.
31y 2_testissd p= 0,081.
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siin®2.

Opiskelijan omakohtaisesta suhtautumisesta matematiikkaan on muuttunut
matematiikan opiskelun méérén toive (viite 17). Vanhan opetussuunnitel-
man aikana opiskelleista vastaajista 54 % toivoi saavansa opiskella enemmén
matematiikkaa, mutta uuden opetussuunnitelman aikana opiskelleista vain
35 %. Taméi on ndhtavissid myos vaittaman 45 vastauksissa, joissa vaittiman
hyviksyy tutkimuksessa TUT93 57 % ja TUT99 31 % seké hylkai vastaavasti
16 % ja 30 %. Uusi opetussuunnitelma mahdollisti koulukohtaisten syventé-
vien ja soveltavien kurssien tarjoamisen, minké johdosta useimmissa kouluis-
sa pitkin matematiikan toteutuneiden kurssien miira nousi merkittivisti®3.
Valitsemalla kaikki tarjolla olevat pitkin matematiikan kurssit ei jid enda
aikaa opiskella enempéd pitkdd matematiikkaa normaalin 13 jakson aikana.
Uusi opetussuunnitelma on toteuttanut siis viittaméan 17 mukaisen toiveen
matematiikkaan suuntautuneilla opiskelijoilla.

Voimakas muutos on tapahtunut viittimin 24 kohdalla®*, jonka hyviksyi
tutkimuksen TUT93 opiskelijoista 14 % ja hylkési 77 %, mutta tutkimuk-
sen TUT99 opiskelijoista sen hyviksyi 41 % ja hylkési 44 %. Samaa ilmiota
kuvaa véite 27, jonka tutkimuksessa TUT93 hyviksyi 65 % ja hylkési 24
% ja tutkimuksessa TUT99 hyviksyi 46 % ja hylkisi 39 %. Myos vertailu
pelkistaan Laitilan ja Tervakosken opiskelijajoukoilla toi selvisti ndkyviin
kyseisen ilmién. Opiskelijat 1990-luvun loppupuolella eivit ole endé niin ha-
lukkaita kidyttdméaan aikaansa pitkdn matematiikan opiskeluun kuin vuosi-
kymmenen alkupuolella. Opiskelijoiden pitkdjanteisyys koulutyoskentelyssa
on vihentynyt myos opettajan nikokulmasta katsottuna®>. Jos tehtivi ei
ratkea muutaman yrityskerran jilkeen, niin se ohitetaan tai pyydetdin la-
hes valmista ratkaisumallia. Tdhén ilmi6on saattaa olla osaksi syyné nuori-
sokulttuuriin kuuluva nopeatempoisuus ja vihentynyt orientoituminen tiet-
tyyn ennalta suunniteltuun piaiméiiriain pyrkimiseen®®. Titd tukee omalta
osaltaan lukion jaksoluku, jossa asiakokonaisuuksia kdyd&dn ldpi nopeassa
tempossa’’, jonka jilkeen niistid on kuulustelu. Jos ei ole syysti tai toises-
ta omaksunut vaadittuja kurssisisalt6jd, niin muilla kursseilla ei ole yleen-
sd mahdollista palata endd jo kisiteltyihin asioihin kertauskurssia lukuun
ottamatta ja télldin uusien asioiden oppiminen vaikeutuu entisestddn. Kurs-
sien kuuntelu uudestaan on isoissa lukioissa mielekés vaihtoehto, mutta vaatii

32Esim. kryptografia.

33Esim. Tervakosken lukiossa 11 kurssista 15 kurssiin.
34y 2-testi, p<0,01.

35Esim. Rosenberg 1993a.

36Ks. Varri 2002 ja haastateltava HL.

37Mm. haastateltava H2.
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opiskelijalta vastuuntuntoa. Pitkin matematiikan pakollisuuden poistuminen
ylioppilaskirjoituksissa vaikuttaa omalta osaltaan muovautuviin opiskelutot-
tumuksiin, silld osalle opiskelijoista tdma mahdollisuus muodostuu takapor-
tiksi, jonka vuoksi ei ole pakko yrittda viimeiseen asti pitkdn matematiikan
ongelmien parissa. Jatko-opintojen kannalta pelkdstddn pitkdn matematii-
kan oppiméérin suorittaminen on jo niin suuri status, ettd se riittda moniin
jatko-opintopaikkoihin, koska opiskelupaikkoja on pitkin matematiikan opis-
kelijoille enemmaén kuin heitd vuosittain kirjoittaa ylioppilaaksi. Toki suosi-
tuimpiin opiskelupaikkoihin on pitkdn matematiikan opiskelijoilla myos kova
kilpailu, jossa menestyminen vaatii pitkdjanteista opiskelua lukiossa.

Viittdman 39 vastausjakauman muutos on sen suuntainen, ettd vaittdmén
hyviksyi tutkimuksen TUT99 opiskelijoista 43 % ja tutkimuksen TUT93
opiskelijoista 61 %. Ilmeisesti pitkdn matematiikan teoreettinen oppiaines,
jossa esitelladn vihan sovelluksia kiytantdon, luo paremminkin kuvan tiede-
matematiikan opiskelusta kuin kiiytdnnon tyokaluista. Uusien opetussuunni-
telmien mukaan opiskelevat kokevat kurssit kiireisiksi ja kaikki aika kuluu
perusoppiaineksen lapikdyntiin. Sovelluksille ei juurikaan jaa aikaa. Toisaal-
ta kurssiméirit ovat kasvaneet huomattavasti valinnaisuuden myé6ta, joten
opetuksen lisddmiseen ei enidé ndhdé tarvetta lukiossa (V45).

Viittdméan 46 vastausjakauman muutos on tapahtunut siihen suuntaan, et-
td entistd suurempi osa opiskelijoista kokee matematiikan (pitkin) vaikeim-
maksi oppiaineekseen. Vaittaméan hyviksyi tutkimuksessa TUT93 33 % ja
TUT99 41 % ja vastaavasti hylkdsi 57 % ja 55 %. Vaikeaksi kokemiseen
on vaikuttanut osaksi peruskoulun antaman osaamistason ja lukio-opiskelun
vaatiman tason véilinen kasvava kuilu, nopeatahtinen lukio-opiskelu ja osak-
si vaittamien 24 ja 27 vastauksissa esiintullut yrittelidisyyden viheneminen,
jolloin epéselviksi jadneet asiasisallot hankaloittavat uusien asiakokonaisuuk-
sien oppimista. Opetuksessa matematiikassa kiytetdan suurimmaksi osaksi
perinteisii opetusmenetelmifi®, kun taas opiskelija saattaa muussa opiske-
lussa kohdata hyvin monipuolisia hénelle sopivia opetusmenetelmié.

8.4.5 Tervakosken lukion opiskelijoiden uskomukset ne-
likentassa

Tervakosken lukion opiskelijat vastasivat vuosina 1994, -95, -98 ja -99 us-
komuskyselyyn siten, ettd vastaukset olivat identifioitavissa. Siten niihin oli
liitettavissa kaikki muu opiskelijoista kiytettivissé oleva tieto. Téllaisia vas-
tauksia oli yhteensad 62 kappaletta.

38Vrt. Kupari 1999.
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Tarkastelen nyt néiden opiskelijoiden uskomuksia ja asenteita nelikentissa,
jolloin voidaan saada viitteitd kunkin nelikentéin ryhmén tyypillisistda usko-
muksista ja asenteista. Viittdmien vastauksia tulkittaessa olen ottanut ko-
ko ryhmén kannalta kriteeriksi vaittdméan hyviksymiselle tai hylkdamiselle
75 %:n raja, jonka ylittimisen olen katsonut edustavan ryhmén kannanot-
toa kyseiseen viittdmain. Aiempaa tiukempi kriteeri verrattuna aikaisempiin
tarkasteluihin johtuu ryhmien pienuudesta. Ryhmien R1, R2, R3, R3" ja R4
vastaukset jaan mainitun kriteerin mukaisesti samoihin véditeryhmiin kuin
tutkimuksessa TUT99.

Taulukossa 8.3 ovat viittdmat, jotka vihintdin kolme neljdsosaa nelikentidn
ryhmén jisenistd on joko hyviksynyt tai hyldnnyt. Samaan taulukkoon on
merkitty myos sulkeisiin, jos yli puolet ryhmén vastaajista on hyviksynyt tai
hylannyt vaittdméan. Tamé& viimeksi mainittu merkintd on jitetty pois ryh-
mén R2 kohdalta, koska siihen kuului vain viahén opiskelijoita (3 opiskelijaa).

Ryhmaissd R2 on 3 opiskelijaa, jotka kaikki ovat poikia. He kaikki kirjoittivat
matematiikan pakollisena. Ryhmén opiskelijoiden paittotodistuksen mate-
matiikan arvosana oli korkeintaan 7, ja he saivat pitkdn matematiikan yliop-
pilaskirjoituksista vahintdan 27 pistetta.

Ryhmassd R1 on 24 opiskelijaa, joista poikia on 18 ja tyttoja 6. Pakollisena
matematiikan kirjoitti 20 ja ylimaardisend 4 opiskelijaa. Ryhmén opiskelijoi-
den paittotodistuksen matematiikan arvosana oli vahintddn 8, ja he saivat
pitkin matematiikan ylioppilaskirjoituksista vahintaan 27 pistetta.

Ryhmassid R3, josta on poistettu alaryhméaian R3’ kuuluvat opiskelijat, on
14 opiskelijaa. Heistd on poikia 10 ja tyttoja 4. Pakollisena matematiikan
kirjoitti 7 ja yliméaraisend 7 opiskelijaa. Ryhmén opiskelijoiden paattotodis-
tuksen matematiikan arvosana oli 5, 6 tai 7 ja he saivat pitkdin matematiikan
ylioppilaskirjoituksista korkeintaan 26 pistettd®®. Alaryhméén R3’ kuuluu 12
opiskelijaa, joista poikia on 4 ja tyttoja 8. Pitkin matematiikan pakollisena
kirjoitti 3 ja ylim&araisend 9 opiskelijaa. Ryhmén opiskelijoiden paattotodis-
tuksen matematiikan arvosana oli 6 tai 7, ja he saivat pitkdn matematiikan
ylioppilaskirjoituksista korkeintaan 12 pistetta.

Ryhmaissd R4 on 9 opiskelijaa, joista poikia on 7 ja tyttoja 2. Pakollisena
matematiikan kirjoitti 6 ja yliméédréisend 3 opiskelijaa. Ryhmén opiskelijoi-
den paittotodistuksen matematiikan arvosana oli vihintddn 8 ja he saivat
pitkin matematiikan ylioppilaskirjoituksista korkeintaan 26 pistetta.

Tarkasteltaessa Tervakosken opiskelijoiden kannanottoja véittdmiin (tauluk-
ko 8.3) ja saatua faktorirakennetta (taulukko 8.1) voidaan tutkia, mitka fak-

39Piattoarvosanan 6 tai 7 saaneet saivat yli 12 pistettd kirjoituksissa.
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TAULUKKO 8.3: Tervakosken opiskelijoiden (n = 62) hyviaksymét + tai
hylkdamét — vaittaméat nelikentdn ryhmissd. Kriteerind on, ettd vahintdan
75 % vastaajista joko hyviksynyt tai hylannyt véittimén. Suluissa olevat
merkinnit tarkoittavat hyviksymis- tai hylkdysprosentin olleen 50 %:n ja 75

%:m valissa.
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YOPISTEET

4 5 6 7 8 Q9 10
PAATTOARVOSANA

KUVIO 8.4: Uskomustutkimuksen faktoreiden (ks. taulukko 8.1, s. 194) voi-
makkaimmat esiintymét nelikentdn ryhmissa.

torit ovat edustettuina nelikentén eri ryhmissé. Olen analysoinut Tervakosken
opiskelijoiden kannanottoja faktorirakenteen viittdmiin nelikentén eri ryh-
missd ja merkinnyt kenttiin niiden tyypillisimmat faktorit (kuvio 8.4). Lu-
kion kursseissa hyvin menestyvilld ryhmilld R1 ja R4 korostuvat hyva kuva
matematiikan opiskelusta ja itsesti matematiikan taitajana*® sekii uskomuk-
set matematiikan merkityksesti tieteeni opiskelijalle*’. Ryhmissi R4 nousi
lisiksi esille faktori F4 "Matematiikan hyodyllisyys”. Ryhmaéssd R2 erottuivat
faktorit F4 ja F5, joista viimeksi mainittu ilmeni myos ryhméssia R3. Ala-
ryhmén R3’ jésenilld oli yhteinen nikemys sukupuolen merkityksestd mate-
matiikan opiskelussa, joka nékyi faktorissa F'3 "Sukupuoli ja matematiikka”.

Esittelen seuraavaksi taulukon 8.3 tulokset samalla jaottelulla, jota kiytin
frekvenssianalyysissi.

Matematiikka tieteeni

Kaikkien nelikentén ryhmien mielesta matematiikka auttaa ajattelemaan loo-
gisesti ja tiettyjen tdsmaéllisten sdéntdjen mukaan, vaikka matematiikka ei ole
vain joukko sdéntoja (V15, V5, V13). Yksimielisyys oli myos siité, ettd kyky

40Faktorit F1 ja F2.
41 Faktori F5.
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arvioida on tirked taito ja useimmille matemaattisille tehtéville on olemassa
erilaisia ratkaisutapoja (V6, V7).

Ryhmissd R2 ja R1 katsottiin, ettd matematiikassa ei ole aina olemassa sdén-
tod, jota voidaan kiyttdid tehtdvin ratkaisemisessa (V11), mutta ryhmissi
R3, R3’ ja R4 uskottiin, ettd aina l6ytyy téllainen sdanté. Ryhma R3’ ei
usko, ettd matemaattisia ongelmia voidaan ratkaista kiayttdméattd saantoja
(V9). Ryhmilld R3, R3’ ja R4 kuva matematiikasta on lahelld "tyokalupakki’-
nikokulmaa. Ryhmit R1, R3 ja R4 eivit usko, ettd matemaattisten ongel-
mien ratkaisemisessa on vain vihén sijaa omaperdisille ajatuksille (V3). Suu-
rin osa niistd opiskelijoista ei pidd matematiikan oppimista paddosin ulkoa
oppimisena (V8).

Matematiikka ja mini

Kaikkien ryhmien jasenet haluavat todella menestyd matematiikassa, ja heis-
td tuntuu hyvilta ratkaista itse matematiikan tehtéva (V16, V18). Valtaosa
kaikista ryhmisté uskoi, etté kovalla yritykselld menestyisivit matematiikassa
(V26). Enemmistot kaikista ryhmistd lukuun ottamatta ryhméd R2 opiske-
lisivat edelleen matematiikkaa, jos téllainen valintamahdollisuus olisi (V22).

Enemmist6 ryhmien R2, R1 ja R4 opiskelijoista toivoi saavansa opiskella lisdé
matematiikkaa. He olivat sitd mieltéd, ettd he ymmértiaviat yleensd matema-
tiikan tunneilla késiteltavit asiat (V17, V19). Suurin osa opiskelijoista ryh-
missd R3 ja R3’ ei pitanyt itseddn kovin hyvind matematiikassa, kun taas
ryhmien R1 ja R4 opiskelijat pitivit itsedédn ilmeisesti aika hyvind (V20).
Vaikea matematiikan tehtdvd tuntui mieluisalta haasteelta ryhmien R2, R1
ja R4 opiskelijoista, mutta ei enemmistolle ryhmén R3’ opiskelijoista (V23).
Ryhmien R1 ja R4 opiskelijat ovat valmiit kiiyttdmaan melko paljon aikaan-
sa matematiikan opiskelemiseen ymmartadkseen uuden asian matematiikassa
(V24, V27). Heille matematiikka ei ole vaikeampaa kuin useimmille muille
(V25).

Matematiikka ja sukupuoli

Kaikkien ryhmien mielestd miehista ei tule parempia tiedemiehié eiké insi-
nooreja kuin naisista. Pojat eivit tarvitse sen enempiid matematiikkaa kuin
tytot, joille myds ammattiura on yhté térked kuin miehillekin (V28, V30,
V31). Suurin osa kaikkien ryhmien opiskelijoista paitsi ryhméssd R2 usko-
vat, ettd pojat ovat kiinnostuneempia matemaattisista ongelmista kuin tytot
(V33).

Valtaosa ryhmien R3, R3’ ja R4 opiskelijoista ei usko, ettd tytot menestyvit
matematiikassa heikommin kuin pojat (V32).
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Matematiikan hyodyllisyys

Enemmist6 kaikista ryhmista uskoo, ettd matematiikasta on hyotya jokapéi-
viisten ongelmien ratkaisussa ja ettd tullakseen hyvin toimeen jokapaiviises-
sd elaméssi he tarvitsevat matematiikkaa (V37, V38, V40).

Useimmat ryhmien R1, R3, R3’ ja R4 opiskelijoista ovat sitd mielti, et-
td matematiikan osaaminen on tarkedtd hyvian tyopaikan saamiseksi ja etta
monissa ammateissa tarvitaan matematiikkaa (V34, V35, V41). Suurin osa
ryhmén R3’ opiskelijoista ei haluaisi opiskella ammattiin, jossa kidytetddn
matematiikkaa, kun taas suurin osa ryhmien R1, R3 ja R4 opiskelijoista ha-
luaisi tyoskennelld sellaisissa tehtévissd (V36). Ryhmien R1 ja R3 enemmist6
katsoo, ettd valtaosa matematiikasta on kiyttokelpoista tytelaméassi, mutta
enemmisto ryhmistd R2, R3” ja R4 on eri mieltd (V39).

Matematiikan opetus

Yksimielisid kannanottoja ei kertynyt mistdin tdméan alueen vaittamista.
Ryhmien R1 ja R4 enemmisté uskoo, ettd jokainen pystyy oppimaan ma-
tematiikkaa, jos opetusmenetelmiin kiinnitetdén riittévéisti huomiota (V43).
Samat ryhmét eiviit pidd matematiikkaa vaikeimpana oppiaineenaan (V46).
Kaikki muut ryhmét paitsi R2 ovat sitd mieltd, ettd opetuksessa pitaé kiin-
nittad entistd enemmén huomiota kiytdnnon sovelluksiin (V44).

8.5 Mittarien ja tulosten arviointia

Kéytetyn mittariston viitteet (TUT99) olivat pddosin toisesta kansainvéli-
sestd IEA-tutkimuksesta, joten niiden validiteetti ja reliabiliteetti oli testattu
jo aikaisemmissa tutkimuksissa. Témén tutkimuksen tulosten Cronbachin «
on 0,72, miké osoittaa mittarin hyvai reliabiliteettia. Frekvenssianalyysin ja
ristiintaulukoinnin tuottamien tulosten reliabiliteetti lienee riittéava, silld otos
on tilastollisesti edustava (n=384) pitkin matematiikan opiskelijoista, vaikka
kiytetty otantamenetelma ei ollut tilastollisena menetelména pateva.

Faktorianalyysin tuloksena saadun faktorirakenteen tilastollisen tarkaste-
lun pohjana voidaan kiyttdd ML-tekniikassa SPSS-ohjelman Goodness-of-
fit-testii ohjelman oletusarvoilla (p<0,05), jossa x* = 1004,430 (df 522)
ja siten p<0,001. Téaten faktorirakennemalli on hyviksyttivissa tilastolli-
sin perustein. Saatu faktorirakenne ei poikennut oleellisesti aikaisemmassa
tutkimuksessani esitetystd (Joutsenlahti 1996).

Osana tulosten luetettavuuden tarkastelua ja toisaalta mahdollisten muu-
tosten arviointia vertaan nyt saatuja tuloksia aikaisempien tutkimusten tu-
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loksiin. Ottelinin (1998, 241-246) tutkimuksessa tuli esille my6s opiskelijoi-
den uskomus matematiikan hyodyllisyydesta kiytannon eliméssi ja toisaalta
kiireen aiheuttama ahdistavuus opiskelussa. Oppilaat kokivat matematiikan
oppiaineksen sisédltavin paljon erillisid tietoja, mutta ei selvid kokonaisuuk-
sia (mt., 247). Tiedon kokeminen proseduraaliseksi tuli esille my6s tdmén
tutkimuksen haastatteluissa.

Uskomuskyselyn tulokset poikkesivat vuosikymmenen alun tutkimuksen
(Joutsenlahti 1996) tuloksista vain joidenkin viitteiden kohdalla tilastolli-
sesti merkitsevisti (taulukko 8.2). Namé poikkeamat ovat siséllollisesti mie-
lenkiintoisia; niiti tukevat myds muut havainnot*? ja haastattelut, joten on
epatodennakoista, ettd ne ovat sattumaa. Lisdksi samansuuntaisia muutoksia
on havaittavissa verrattaessa vain Tervakosken ja Laitilan tutkimusaineistoja
1990-luvun alku- ja loppupuolelta keskendin.

Kéytin vuoden 1999 uskomuskyselyn (n=384) tarkastelussa hyviiksymis- tai
hylkiysprosenttina 50 %:n rajaa. Ongelmallinen tilanne syntyy, jos jonkin
véitteen kohdalla vastausjakauma polarisoituu voimakkaasti molempiin dari-
paihin siten, ettd niiden osuudet ovat ldhelld 50 %:n rajaa. Télloin voisi olla
vain muutaman vastaajan ero ddripaiden vastausmédrissi. Liitteen 11 tau-
lukossa 9.5 on laskettavissa, ettd minkddn viitteen vastausjakaumassa ei ole
edelld kuvattua tilannetta. Tahdelld merkittyjen viitteiden hyviksymis- ja
hylkiysprosenttien erotuksen itseisarvo on yli 20 %-yksikkod paitsi véitteissa
V291 ja V464

Tervakosken opiskelijoiden kolmen opiskelijan ryhmé R2 on kooltaan liian
pieni, jotta voisi tehda luotettavia padtelmia tAméan ryhmén tyypillisista us-
komuksista. Toisaalta viitteiden hyviksymis- ja hylkddmiskriteeri nostettiin
75 %:iin luotettavuuden lisadmiseksi, mikd osaltaan parantaa lopputuloksen
luetettavuutta. Haastattelujen tulokset syventavit nikemysta ryhmien usko-
muksista ja siten kasvattavat reliabiliteettia. Haastateltavien uskomuskyse-
lyvastaukset ja haastattelussa antamat vastaukset eiviit olleet ristiriidassa.

£2Muun muassa Virri 2002.
4319,8 %-yksikkod.
4113,9 %-yksikkod.
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8.6 Tutkimuksen tulokset opiskelijan matema-
titkkkakuvasta

III Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matematiikka-
kuva?

Opiskelijan matematiikkakuva vaikuttaa oleellisesti hiinen matemaattiseen
ajatteluunsa. Matematiikkakuva ohjaa omalta osaltaan opiskelijan metakog-
nitioita ja vaikuttaa siten ongelmanratkaisuprosesseihin, jossa metakognitiot
ohjaavat strategiatietojen kiyttoa. Tarkastelen pitkin matematiikan opiskeli-
joiden matematiikkakuvaa ensin yleisesti ja sen jialkeen nelikentdn ryhmissa,
joita tukevat edellisessd luvussa olleet opiskelijoiden haastattelut.

Opiskelijoiden mielikuvissa matematiikasta kaikki kolme nikokulmaa® tu-
levat esille opiskelijoiden vastauksissa. Tutkimukseen osallistuneiden opis-
kelijoiden mielestd matematiikka auttaa ajattelemaan loogisesti ja tietty-
jen tismillisten sidintdjen mukaan®®. Lisiksi matematiikka on joukko siin-
toji, joista aina 16ytyy jokin, jota voi soveltaa tehtiivin ratkaisemisessa®’.
Useimmille matemaattisille tehtéville opiskelijat uskovat loytyvin erilaisia
ratkaisutapoja, joista muun muassa yrityksen ja erehdyksen menetelméé voi-
daan usein kiyttad tehtavian ratkaisemisessa. Kyky arvioida on myos tarkea
matemaattinen taito. Naissd kannanotoissa tulee mielesténi esille prosessi-
nikokulma matematiikasta. Ndiden tulosten perusteella voidaan todeta, etta
pitkdn matematiikan opiskelijoiden mielikuvan mukaan matematiikka on sel-
kedsti strukturoitu tieteenala, joka on looginen ja jonka tuottamat tulokset
antavat mahdollisuuden ratkaista matematisoituja ongelmia eri tavoilla. Ma-
tematiikan nykyisistd kehityssuunnista opiskelijoilla ei ole juurikaan tietoa,
silld esimerkiksi viittdméaan "Matematiikassa ei ole tehty uusia oivalluksia
pitkdin aikaan” ei ollut kantaa ("En osaa sanoa”) noin 53 %:lla ja vaitté-
main "Matematiikka muuttuu nopeasti lahitulevaisuudessa” ei ollut kantaa
39 %:lla vastaajista.

Opiskelijoiden uskomukset itsestdin matematiikan oppijana ja sen kiytté-
jind ovat odotusten mukaisia pitkin matematiikan opiskelijoille. Matema-
tiikasta koettiin olevan hyotyd jokapdiviisessd elaméssd ja sen nahtiin kuu-
luvan jokapéaiviiseen elamadn. Naméa ovat ymmarrettavid kannanottoja pit-
kéin matematiikan opiskelijoilta, joista useimmille matematiikan tarkeytté on
perusteltu muun muassa peruskoulussa mainituilla argumenteilla ja viitta-
min "On tarkedtd osata matematiikkaa, jotta saisi hyvin tyopaikan” mu-

45 Tyskalupakki’-, systeemi- ja prosessi -nikokulma.
46Systeemi-nikokulma.
4T Tyskalupakki”nikokulma.
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kaisesti. Pitkdn matematiikan opiskelijat haluavat menestyd matematiikan
opinnoissaan ja kokevat menestyvinsa tai ainakin nikevit yrittdmisen tuo-
van menestysti opinnoissa. Onnistumisen ja auttamisen ilo tulevat esille itse
ratkaistuissa matematiikan tehtévissi ja halussa auttaa muita matematiikan
tehtdvien ratkaisemisessa. Opiskelijat kokevat yleensd ymmartavansa mate-
matiikan tunneilla kisitellyt asiat, eivitkd he pidd matematiikan oppimista
suurimmaksi osaksi ulkoa oppimisena. Viimeksi mainituista tuloksista on né-
kyvissé, ettd opettajien tyoskentelyyn tunneilla on oltu ilmeisesti tyytyvaisia
sen osalta, miké koskee uusien asioiden opettamista. Opiskelijoiden uskomuk-
set itsestddn matematiikan oppijana ovat padsadntoisesti myonteisid. Suurin
osa opiskelijoista pitdd pitkdn matematiikan valintaansa edelleen oikeana rat-
kaisuna.

Uskomukset matematiikan opetuksesta ovat myos kohtalaisen yksimielisié.
Opiskelijoiden mielestéd jokainen pystyy oppimaan matematiikkaa, jos ope-
tusmenetelmiin kiinnitettéisiin riittavasti huomiota. Téssé lienee viittaus lu-
kion matematiikan yksipuoliseen opettajajohtoiseen opetukseen, joka joh-
tuu osaltaan suurista opetusryhmistd ja matematiikan opetuksen konserva-
tiivisuudesta®®. Opetuksessa pitiisi opiskelijoiden mielestii kiinnittii entisti
enemman huomiota kiytdnnon sovelluksiin. Opiskelijat nidkevit opetuksen
ehké teoreettisena ja esimerkit keinotekoisina siind mielessa, ettd niilld ei ole
suoraa yhtyméakohtaa kiytdnnon sovelluksiin.

Opiskelijoiden mielestd matematiikan oppiminen ei perustu ulkoaoppimiseen,
vaan loogisten strukturoitujen tietorakenteiden ymmaértdminen on edellytys
menestyksekkiille matematiikan opinnoille. Sukupuolen ja matematiikan va-
lisistd yhteyksistd vastaajilla oli selkedt kannanotot. Yleisesti ottaen poikia
ei pidetty lahjakkaampina matematiikassa kuin tyttoji. Lahes 47 % vastaa-
jista uskoi ja 25 % vastaajista ei uskonut poikien olevan kiinnostuneempia
matematiikasta kuin tyttdjen. Vanhat stereotypiat miehistd parempina insi-
nooreind ja tiedemiehind tai ammattiuran suuremmasta tirkeydestd miehille
kuin naisille eivit saa tukea tutkimuksen opiskelijoilta. Myoskaan poikien ei
ndhty tarvitsevan enemmén matematiikkaa kuin tytt6jen, mikd on johdon-
mukaista mainittujen kisitysten valossa.

Tervakosken opiskelijoiden uskomukset nelikentéssi (taulukko 8.3) ovat pai-
nottuneet suunnilleen samalla lailla kuin koko tutkimuksenkin. Ryhmén R2
kolmen opiskelijan joukkoa on syyté pitaé rajoittavana tekijand pohdittaessa
tulosten yleistettavyyttd. Olen nimennyt ryhmaét niitd kuvaavalla nimikkeel-
l4. Nimedamisessa olen ottanut huomioon ryhmien opiskelijoiden menestymi-
sen kursseilla ja ylioppilaskirjoituksissa sekd uskomuskyselyn ja haastattelu-

48Esim. Kupari 1999.
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jen esiin tuomat piirteet.
Ryhmd R1 "Menestyjat”

Hyva kurssimenestys antaa varmuutta tdmén ryhmén opiskelijoille omasta
osaamisestaan ja heilld on positiivinen kuva itsestddn matematiikan oppija-
na (V46, V20, V19). Kuva matematiikasta on monipuolinen ja siiné tulee
esille my6s matematiikan prosessiluonne (V3, V9). Matematiikka on tdmén
ryhmén opiskelijoille yksi tarkeimmisti ja mieluisimmista oppiaineista (V17).
He ovat valmiit kiiyttaméén paljon aikaansa matematiikan opiskeluun (V24),
silld he ovat ilmeisesti kokeneet huolellisen asioihin paneutumisen ja pitkédjan-
teisen tyoskentelyn tuovan toivotun opiskelumenestyksen. Ryhméan R1 kuvas-
sa matematiikan opetuksesta korostuu usko opetusmenetelmiin, joita oikein
soveltaen kaikkien on mahdollista oppia matematiikkaa (V43).

Ryhmd R2 "Kypsyjdt”

Vaatimaton menestys kursseissa ei anna télle ryhmélle kovin hyviéd ennus-
tetta menestykselle kirjoituksissa. Heikkoon kurssimenestykseen 16ytyy useita
syita*®. Ryhmin opiskelijoille on tyypillisti viimeistiin opintojen loppuvai-
heessa aloitettu paamaarahakuinen pitkidn matematiikan opiskelu, jossa on
huomattava osuus itseniisti ja omaehtoista harjoittelua (esimerkiksi haas-
tateltava H3). Téméan ryhmén opiskelijoiden kuva matematiikasta ei ole ra-
joittunut “tyokalupakki’-nidkokulmaan (V11). Kuvaavaa télle ryhmélle on,
ettd vaikeat matematiikan tehtavit tuntuvat niistd opiskelijoista mieluisal-
ta haasteelta (V23). Kurssimenestyksen perusteella voi patelld, ettid keski-
méaaraistd useammat tehtévit tuntuvat tdméan ryhmén opiskelijoille vaikeilta.
Opiskelijoiden asennoituminen vaikeaan tehtéviin haasteena ja usko siihen,
ettd yrittdminen tuo tulosta (V26), tekee heidén tyoskentelystddn pitkdjan-
teistd ja paamadratietoista. Nama piirteet edistavit matemaattisen ajattelun
kehittymista laaja-alaiseksi ja ovat siis keskeisid pitkdn matematiikan opis-
kelussa.

Ryhmd R3 "Suoriutujat” ja alaryhmd R3’ "Luovuttajat”

Néiden ryhmien opiskelijoilla kuva matematiikasta on pitkalti "tyokalupakki’-
nikokulman mukainen (V11). Mielikuva itsestd matematiikan oppijana on
negatiivinen (V20, haastateltava H2). Ryhmien opiskelijoilla on useilla il-
meisesti vaikeuksia ymmaértad opiskeltavia kisitteitd (V19), eivitkd he ole
pitkdn matematiikan opiskelussaan yhtd pitkdjannitteisia kuin ryhméan R1
opiskelijat (V24, V27). Lisiksi lukion matematiikan opiskelun opiskelutahti
oli liian kiivas useimmille ndiden ryhmien opiskelijoille (haastateltava H2).

49Ks. alaluku 7.3.2.
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Ryhmin R3’ opiskelijoista suurin osa kirjoitti pitkin matematiikan ylimé&a-
riisend eivitka siksi kdyttineet lukion loppuvaiheessa endi paljon aikaansa
matematiikan opiskeluun (haastateltava H2). Ryhmien R3 ja R3’ opiskeli-
jat arvostavat matematiikan ja sen osaamisen tarkedksi niin tyossi kuin ar-
kieldméssikin (V34-V41). Kuvassa matematiikan opetuksesta nousee esille
painotus kiytdnnon sovelluksiin, joita pitéisi olla entisti enemméin mate-
matiikan opetuksessa (V44). Alaryhmén R3’ opiskelijoista suurin osa jattaa
pitkin matematiikan opiskelun vaiheeseen, jossa pitéiisi alkaa jésentda ja yh-
distelld aikaisemmissa kursseissa opiskeltuja eri osa-alueiden kasitteitd. Yksi
tarkeimmista vaiheista pitkdn matematiikan opiskelusta jaa heiltd tietoisesti
tekeméattia. He luovuttavat ndin mahdollisuutensa oppia matematiikkaa ope-
tussuunnitelman tavoitteiden mukaisesti sekd menestyé pitkdin matematiikka
ylioppilaskirjoituksissa. Muut ryhmén R3 opiskelijat suoriutuvat urakastaan
odotusten mukaisesti.

Ryhma R/ "Pettyjat”

Kuva matematiikasta on painottunut tdméan ryhmaén opiskelijoilla "tyckalu-
pakki”nékokulmaan (V9, V11, haastateltava H1), vaikka prosessi-nékokul-
makin tulee esille (V3). Hyva kurssimenestys tukee ryhmén opiskelijoiden
kdsitysté itsestddn hyvinid matematiikan oppijana (V20). Ryhmén opiskeli-
jat ovat suurimmaksi osaksi tunnollisia tyonsa tekijoitd, jotka ovat valmiit
tyoskentelemédn pitkdjanteisesti matematiikan parissa ainakin pari ensim-
méistéd opiskeluvuotta (V24, V27).

Kaikki ryhméén R4 kuuluvat haastateltavat opiskelijat (H1, H4, H6) piti-
vit suurimpana syynd heikkoon menestykseensi ylioppilaskirjoituksissa te-
keménsi tyon viahyyttd pitkdn matematiikan eteen. Heilld oli vahva néke-
mys, ettd tyon ja erityisesti harjoittelun méaard on ratkaisevassa asemassa
menestymiseksi matematiikassa. Syita tyoskentelyn vihiisyyteen 10ytyi usei-
ta: matematiikan valitseminen yliméadriiseksi kokeeksi (haastateltava H6),
opiskelutottumukset (haastateltava H1) ja vallitseva kiisitys pitkdjanteisesta
tyosta.

Opiskelijat valitsevat matematiikan ylimédaraiseksi kokeeksi, koska he kokevat
reaalikokeen huomattavasti helpommaksi (haastateltavat H2 ja H6) ja siksi
se on turvallista valita pakolliseksi kokeeksi. Yliméaraiseen kokeeseen valmis-
tautuminen on ylimalkaan heikompaa kuin pakolliseen kokeeseen (haastatel-
tava H6). Pitkin matematiikan ylioppilaskoe tuntuu osalle tdmén ryhmén
opiskelijoista vaikealta, koska he eivéit hallitse tehtdvisarjoja, joissa tehtéavit
ovat satunnaisesti eri osa-alueilta (haastateltava H6). Heiddn matemaattinen
ajattelunsa on sisiltorajoittunutta, mikd on tullut esille 3. vuoden syksyn
harjoitustehtévisarjoissa, kertauskurssilla ja prelimindédreissi. Opiskelijoiden
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omat havainnot téstd puutteesta ovat ohjanneet osaltaan matematiikan va-
lintaa yliméaaraiseksi kokeeksi.

Opiskelutottumukset, joissa kokeisiin valmistautuminen on huolimatonta ja
toiminta kokeessa nojaa vahvasti taulukkokirjan ja graafisen laskimen taita-
vaan kiayttoon, ovat osalla opiskelijoista syyné heikkoon menestykseen kirjoi-
tuksissa (haastateltava H1). Tehtivésarjoissa, joissa on useaan eri matematii-
kan osa-alueeseen kuuluvia tehtdvia, ei ole juurikaan apua taulukkokirjasta
ja graafisesta laskimesta, jos opiskelijalla ei ole riittdvid strategiatietoja ja
metakognitiivisia taitoja.

Vaikka pitkdn matematiikan opiskelijoita pidetddn usein jo pelkistdin va-
lintansa vuoksi pitkdjanteisind opiskelijoina, niin 1990-luvun loppupuolen
opiskelijoilla on ndhtévissé lyhytjanteisempad suhtautumista opiskeluun kuin
vuosikymmenen alkupuolen opiskelijoilla (8.2). Tama "ajan henki” on ollut
néhtévissi yleisemminkin nuorison toiminnassa (Vérri 2002).

Useimmat tdméan ryhméan opiskelijat ovat pettyneitd matematiikan ylioppi-
laskirjoitustensa tulokseen, silld kurssimenestys antoi hyvéin ennusteen myos
kirjoituksiin.

3.1 Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matematiikka-
kuva eri sukupuolten muodostamissa ryhmissi?

Sukupuolten vililld ei ollut tilastollisesti merkittiva eroja uskomuksissa ma-
tematiikasta tieteend (9.7). Kuva matematiikasta painottuu “tyokalupakki’-
nikokulmaan ja se saattaa olla hieman voimakkaampi tyto6illa kuin pojilla
(V9). Kuva itsestd matematiikan osaajana on pojilla vahvempi kuin tytoilla
(V20, haastateltavat tytot H4 ja H2), jotka eivit pidd esimerkiksi vaikeita
matematiikan teht&vid niin mieluisana haasteena kuin pojat (V23). Suurin
osa tytoistd pitdd matematiikkaa vaikeimpana oppiaineenaan, kun taas suu-
rin osa pojista ei pidé (V46). Tytoilli on voimakkaammat kannanotot® suku-
puolen merkityksestd matematiikan opiskelussa kuin pojilla, joiden ndkemys-
ten suunta on kuitenkin yhtenevé tyttojen nakemysten kanssa (V28-V32).

3.2 Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matematiikka-
kuva eri opetussuunnitelmien mukaan opiskelevien ryhmissi?

Uskomukset matematiikasta tieteend ovat muuttuneet jonkin verran 1990-
luvulla, joten uskomukset matematiikasta eiviit ole stabiileja®. Uuden ope-
tussuunnitelman mukaan opiskelleet pitdvit matematiikkaa staattisempana
tieteend kuin vanhan opetussuunnitelman aikana opiskelleet (V1, V4). Suu-
rin muutos on halussa kiyttia runsaasti aikaa matematiikan opiskeluun. Uu-

S0Tilastollisesti poikkeavat poikien kannanotoista melkein merkitseviisti p<0,05.
51 Taulukko 8.2.
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den opetussuunnitelman mukaan opiskelleet eivit halua endd kiyttda niin
paljon aikaansa matematiikan opiskeluun kuin vanhan opetussuunnitelman
aikana opiskelleet (V24, V27). Tulkitsen muutoksen pitkéjénteisen matema-
tiikan opiskelun vihenemisené 1990-luvun loppupuolelle tultaessa, mika osal-
taan selittyy yleisend nuorisokulttuuriin liittyvana ilmiona. Matematiikka
koetaan entistd useammin vaikeimmaksi oppiaineeksi uuden opetussuunni-
telman mukaan opiskelevien joukossa kuin vanhan. Tama selittyy osaltaan
tyoskentelytottumuksissa tapahtuneilla muutoksilla (V24, V27) seké toisaal-
ta uusien kurssien sisidltdjen runsautena ja siitd johtuvana kiireené (haasta-
teltava H2). Kuva matematiikan opetuksesta on muuttunut kiireisemmaksi,
mutta toisaalta kurssiméérit ovat opiskelijoiden mielesté riittavid (V45).

3.3 Minkilainen on pitkin matematiikan opiskelijan matematiikka-
kuva pitkdin matematiikan pakollisena tai ylimairaisend kirjoitta-
vien ryhmissi?

Kuva matematiikasta tieteend on melko samankaltainen molemmilla ryhmil-
4. Yliméaaraisena kirjoittavilla "tyokalupakki”-nédkokulma tulee voimakkaam-
min esille (V9). Pakollisena kirjoittavat uskovat vahvemmin matematiikan
auttavan ajattelemaan loogisesti (V15).

Suurimmat erot olivat opiskelijoiden kuvassa itsestiin matematiikan oppi-
joina. Namé uskomukset ovat ldhinni asenteita ja tunnetiloja. Matematii-
kan yliméairiisend kirjoittavilla on huono kuva itsestdin pitkdn matematii-
kan osaajina (V20, V25, V46, haastateltava H2). Pakollisena kirjoittavat ovat
pitkdjénteisempiad matematiikan opiskelijoita kuin yliméariisena kirjoittavat,
ja he kokevat matemaattiset ongelmat mieluisina haasteina (V23, V27, haas-
tateltava H3). Ylimé&draisend kirjoittavat eivit ole halukkaita kiyttdméaén ai-
kaansa runsaasti matematiikan opiskeluun, miké ilmeisesti selittdd osaltaan
heiddn valintansa matematiikan kokeesta. Pakollisena kirjoittavat haluavat
tyoskennelld ammatissa, jossa saa kiyttda matematiikkaa. Yliméaraisend kir-
joittavista vain neljdsosa haluaa téllaista ammattia (V36).

Kuva matematiikan opetuksesta ja oppimisesta on molemmilla ryhmilla sa-
mankaltainen.
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Luku 9

Tutkimuksen tulokset opiskelijan
matemaattisen ajattelun piirteista

9.1 Lukiolaisen tehtavaorientoituneen mate-
maattisen ajattelun piirteita

9.1.1 Johdanto

Vastaan tdssd luvussa tyon keskeisimpédidn ongelmaan eli sithen, minkélais-
ta on pitkin matematiikan opiskelijan tehtdviorientoitunut matemaattinen
ajattelu lukio-opintojen paittyessi (ongelma IV).

Lukion opiskelijan matemaattinen ajattelu ilmenee kisitteen muodostukses-
sa ja ongelmanratkaisussa, joista viimeksi mainittuun tdmé tutkimus keskit-
tyy!. Olen tarkastellut matemaattista ajattelua metakognitioiden ohjaamana
matemaattisten tietojen prosessointina, jossa yksilé organisoi uudelleen tie-
toverkkoaan. Kuvailen matemaattisen tiedon proseduraalisena, konseptuaali-
sena, strategiatietona tai ndiden yhdistelména. Prosessoitavan tiedon luonne
kuvaa matemaattisen ajattelun tasoa. Edelld kuvatut tiedon lajit ja meta-
kognitioihin ldheisesti liittyvat affektit tulevat hyvin esille viidessd matemaat-
tista osaamista kuvaavassa piirteessd, jotka ovat proseduraalinen sujuvuus,
kisitteellinen ymmértidminen, strateginen kompetenssi, mukautuva péaattely
ja matematiikkakuvaksi. Viimeksi mainittu piirre korvaa Kilpatrickin, Swaf-
fordin ja Findellin (2001, 116) luettelossa olleen piirteen yrittelidgisyys, silla
oman tutkimukseni kannalta keskeinen kisite 'matematiikkakuva’ heijastaa
tutkittuja uskomuksia paremmin kuin mainittu 'yrittelidisyys’.

! Tehtiviorientoitunut matemaattinen ajattelu.
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Tutkimuksen viitekehyksessé (kuvio 5.1 s. 103) on esitetty matemaattisen
osaamisen, tiedon lajien ja kuvailemani matemaattisen ajattelun yhteys.
Tutkimukseni kahdessa ndkokulmassa tarkastelin opiskelijoiden matemaat-
tista osaamista ja kolmannessa matematiikkakuvaa. Matemaattisen osaami-
sen piirteiden avulla paittelen opiskelijan hallitsemia tiedon lajeja ja sen
perusteella kuvailen hinen matemaattisen ajattelunsa piirteit.

Vastaan tutkimuksen pddongelmaan IV sekd matemaattisen osaamisen piir-
teiden avulla ettd nelikenttdanalyysin avulla. Nelikenttd tuo esille opiskeli-
joiden sellaisia matemaattisen ajattelun ominaisuuksia, jotka eivit tule esille
pelkissi osaamisen kautta padtellyssd matemaattisen ajattelun piirteissa.

9.1.2 Lukiolaisen matemaattinen ajattelu ja osaaminen

Proseduraalinen sujuvuus nikyy taitona kiyttad proseduureja joustavas-
ti, huolellisesti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti. Tamé on edellytys kai-
ken tasoisten tehtédvien ratkaisemiselle. Siksi proseduraalisen sujuvuuden pi-
téisi olla vihintddn kohtalainen kaikilla pitkin matematiikan opiskelijoilla.
Algoritminen ajattelu kehittyy harjoittelun myota. Proseduraalisen tiedon
hallinta vaatii tyonteon lisdksi muistamista, jota tukee koetilanteessa esi-
merkiksi taulukkokirjan kaavakokoelma. Pitkdn matematiikan laskutaidoissa
pitdd hallita hyvin muun muassa lausekkeiden sievennys, eriasteisten yhté-
16iden ratkaiseminen, erilaisten funktioiden derivointi ja integrointi seka tri-
gonometristen funktioiden kéytto.

Koulun tasolla tarkasteltuna noin 20 % opiskelijoista jii LY-tasolle?, miké
vastaa PISAl-taitoluokkaa®. Tamén opiskelijaryhméin matemaattinen ajat-
telu jaa mieleenpalauttamisen sekd tunnistamisen tasolle; keskeiset matema-
tiikan késitteet kultakin matematiikan osa-alueelta ymmarretdan vain esite-
tyssa kontekstissa siind vaiheessa, kun niitd aktiivisesti késitellidn. Noin 80
%:lla opiskelijoista on kohtalainen tai hyvi proseduraalisen tiedon hallinta?.

Proseduraalinen sujuvuus ei ollut tyydyttavilla tasolla 1990-luvulla, josta
on ollut osoituksena pitkdd matematiikkaa kirjoittavien abiturienttien run-
saat virheet proseduraalista tietoa mittaavissa ylioppilaskirjoitusten perus-
tehtivissid®. Kurssien nopea opiskelutahti ei anna opettajalle mahdollisuutta

2Taulukko 6.3 s. 124.

3Taulukko 7.2 s. 147.

4Taulukko 7.2 s. 147.

Lahtinen (1996b, 1997) niki perusvalmiuksissa vakavia puutteita, silld kaikki kirjoit-
tajat eivit hallitse edes peruskoulussa opetettua matematiikkaa.

212



harjoituttaa laskutaitoa®, vaan laskurutiinin ja yleisesti proseduurien hallin-
ta jad opiskelijan omaehtoisen tyon varaan. Opiskeluun tehdyn tyén méira
on viahentynyt pitkin matematiikan opiskelijoilla 1990-luvulla, miki nakyy
proseduraalisen sujuvuuden heikentymiseni’. Opiskelijoiden pitkéijénteinen
tyoskentely, jota menestyksekids matematiikan opiskelu vaatii, on vihenty-
nyt entisestiin 1990-luvulla®. Pitkiin matematiikan valitseminen ylim#irii-
seksi kirjoitettavaksi aineeksi jo kenties opintojen puolivilissid on jérjestel-
mian mahdollistama valinta, joka suuntaa opiskelijan tyopanoksen hénelle
tarkeimméksi tuleviin pakollisiin aineisiin (esimerkiksi haastateltava H6).
Opiskelijan heikot laskutaitovalmiudet ovat 1990-luvun loppupuolella, mer-
kittavana syyné siihen, ettd opiskelija valitsee pitkdn matematiikan kokeen
yliméaraiseksi tai hén valitsee lyhyen matematiikan kokeen tai jattda ma-
tematiikan kokonaan kirjoittamatta. Téllaisille opiskelijoille matematiikan
valitseminen yliméaaraiseksi on usein samalla luopumista siitd tyosta, jolla
laskutaidon tasoa parannettaisiin (esimerkiksi haastateltava H2). Ylimaa-
riiseni kirjoittavien hylkiysprosentti on ollut 1990-luvulla korkea®. Vanhan
opetussuunnitelman mukaan opiskelleet opiskelijat, joille pitkd matematiikka
oli pakollinen kirjoitettava ilman vaihtoehtoa, tyoskentelivit paasddntoisesti
pitkdjanteisemmin kuin yliméairiisend matematiikan kirjoittavat ja saavutti-
vat siksi vahintdan kohtalaisen hyvian proseduraalisen sujuvuuden. He saivat

yleensi ainakin kahden tehtéviin verran pisteité kirjoituksissa'®.

Proseduraalisen sujuvuuden suhteen ei ole oleellisia eroja tyttojen ja poikien
vililld eikd vanhan ja uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleiden vélill&.
Vuoden 1996 ylioppilaskirjoitusasetuksen muutoksen jilkeen ovat syntyneet
pakollisena ja yliméaaraisena kirjoittavien ryhmaét. Noin neljiasosa ylimaarai-
send kirjoittavista ei ole osannut kahtakaan tehtavad, vaikka heillé olisi ollut
piaittotodistuksessa pitkistd matematiikasta 6 tai 7'!. Viimeksi mainitus-
sa ryhmaéssd on opiskelijoilla huomattavia puutteita proseduraalisen tiedon
hallinnassa, joten heidin matemaattinen ajattelunsa ei ole silld tasolla, et-
td opiskelija olisi kehittéinyt opetussuunnitelman perusteiden (LOPS 1994,
70) mukaisesti "monipuolisen harjoittelun avulla taidot kdyttad laskentatai-
tojaan’”.

Matemaattisten kisitteiden ja operaatioiden konseptuaalinen ymmaérta-
minen on pitkissid matematiikassa tarked tavoite kaikkien opiskelijoiden koh-

SLY-tason tehtévii.

"Taulukko 8.2 s. 196.

8Rosenberg 1992, 16; taulukko 8.2 s. 196.

9Esimerkiksi keviidlld 1999 hylkiysprosentti oli 14,8 % (Lahtinen 1999).
10Kuvio 9.14 s. 256.

"Kuvio 6.10 s. 132
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dalla!?. Konseptuaalinen asiakokonaisuuksien ymmirtiminen vihentii opis-
kelijan muistinvaraisen tiedon tarvetta ja mahdollistaa vaativien tehtévien
ratkaisemisen omia tietoja uudella tavalla yhdistelemélld ja soveltamalla.
Kurssien hallinnan nékokulmasta yksittiisen koulun tasolla noin 30 % opis-
kelijoista selviytyi SA-tason tehtivistd ja noin 50 % YS-tason'3. Koko ensik-
si mainitulla ryhmaélla ja osalla viimeksi mainittua ryhmé&a matemaattinen
ajattelu on luonut matemaattisesta tiedosta konseptuaalista ja kykenee hyo-
dyntaméaédn kehittynytté tietorakennetta uuden oppimisessa ja matemaattis-
ten ongelmien ratkaisussa ainakin kurssien aihepiirien sisilla. Matematiikan
osa-alueissa, joissa opiskelija saavuttaa konseptuaalista tietoa, ei ole suuria
eroja. Matematiikan osa-alueista kuitenkin differentiaalilaskennassa uutena
osa-alueena opiskelijoilla oli vaikeuksia saavuttaa konseptuaalista ymmarrys-

talﬁl

Pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituksissa noin 40 % kirjoittajista saa vé-
hintdin arvosanakseen M. Ti#lld ryhmiélld ilmeisesti matemaattinen ajat-
telu konseptuaalisena ymmaértadmisend on kehittynyt hyvin. Ylemmaén tason
matemaattinen ajattelu'® on kuitenkin vihentynyt ylioppilaskirjoitusten tu-
losten valossa vuoden 1996 jilkeen'”. Pitkiin matematiikan yliméiriiseni kir-
joittavien konseptuaalinen ymmartdminen jaa varsin vaatimattomaksi niin
ylioppilaskirjoitusten tulosten kuin lukio-opintojenkin perusteella!®. Heidin
eri matematiikan osa-alueilla mahdollisesti kehittyneet konseptuaaliset tie-
tonsa jadvat vain nille tiedon sektoreille eivitkd padse suurimmalla osalla
lukioaikana kehittyméén varsinaiseksi konseptuaaliseksi tiedoksi. Tama kehi-
tysprosessi ei padse eteneméén, silld ylimaardisend matematiikan kirjoittavat
eiviit yleensdi paneudu viimeisiin koko oppim#irii jisentiviin kursseihin'®.
Pitkdn matematiikan ylim&araiseksi valitsevia oli 1990-luvun loppupuolel-
la jo noin 50 % pitkin matematiikan kirjoittajista?®. Tytoisti valitsi 1990-
luvun lopussa noin 70 % pitkdn matematiikan yliméériiseksi ja pojista noin
40 %2t Tyttojen pitkin matematiikan kirjoitusten keskiarvot ovat olleet sa-
maa luokkaa kuin poikienkin (Lahtinen 1998, 1999), joten konseptuaalisessa
ymmarryksessi ei ndytd olevan eroa sukupuolten vililla.

12yrt, LOPS 1985 ja 1994.

13Taulukko 6.3 s. 124; taulukko 7.2 s. 147.
4taulukko 7.2, s. 147

Kuvio 6.4 s. 117.

165 A-taso, PISA3-taitotaso

1"Kuvio 6.3 s. 116.

1BKuvio 6.10 s. 132.

Y Taulukko 7.6 s. 152.

20Taulukko 6.2 s. 115.

2lKuvio 9.3 s. 246.
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Matematiikan pakolliseksi valitsevista opiskelijoista?? suurin osa kehittdi
konseptuaalista ymmaérrystdan opetussuunnitelman tavoitteiden suuntaises-
ti ja saavuttaa hyvin jatko-opintokelpoisuuden. Vuoden 1994 opetussuun-
nitelman mukaisia valinnaisia syventivid kursseja opiskelleet ovat voineet
edetd matematiikan sisilloissd ja ymmartdmisessd pidemmalle kuin van-
han opetussuunnitelman mukaan opiskelleet. Tyttojen kohdalla tilanne on
huonontunut poikiin ndhden, silld vaikka he saavat paattotodistukseen hy-
vid arvosanoja pitkdstd matematiikasta, niin suurin osa heistd kirjoittaa
matematiikan ylimaérdisend eikd heiddn menestyksensda ole yleensd omien
odotusten mukainen. Pitkdn matematiikan opiskelijoiden, jotka kirjoittavat
lyhyen matematiikan tai eivit kirjoita matematiikkaa ollenkaan, menestys
kursseilla on péadsaantoisesti heikko (Lahtinen 1996b). Siten on oletettavaa,
ettd heiddn konseptuaalinen ymmarryksensid matemaattisesta tiedosta on
puutteellista.

Vuoden 1994 opetussuunnitelman tavoite (LOPS 1994, 71), ettd pitkdn ma-
tematiikan opiskelija "pystyy kasittelemddn tietoa matematitkalle ominaisella
tavalla, laatimaan tismdllisid perusteluja sekd oppii arvioimaan esitettyjen
perustelujen patevyyttd ja tulosten yleistettavyyttd ” toteutuu tulkittuna kon-
septuaalisen tiedon kehittymisend korkeintaan puolella pitkin matematiikan
kirjoituksiin osallistuvista opiskelijoista.

Strateginen kompetenssi tulee esille ongelmanratkaisutehtivien hallinnas-
sa. Opiskelija kykenee formuloimaan, esittdméén ja ratkaisemaan matemaat-
tisia ongelmia. Kokeiden vaativimpien tehtivien? ratkaiseminen vaatii kon-
septuaalisen ymmaértdmisen ja proseduraalisen sujuvuuden liséiksi usein stra-
tegiatietoja?*. Ratkaisuun johtavien strategioiden valintaa ohjaavat opiskeli-
jan metakognitiot, jotka muotoutuvat lukioaikana opiskelijan ongelmanrat-
kaisutehtdvistd saamien kokemusten mukaisesti.

Tervakosken lukion aineistossa ylimmaélle SA-tasolle ylsi noin 30 % opiskeli-
joista?, mutta strateginen kompetenssi ei ole ilmeisesti kehittynyt koko tuolle
ryhmaélle yhtendisesti. Koulukurssien kokeissa ei esiinny juurikaan ongelman-
ratkaisutehtivid, joissa opiskelija joutuisi itse formuloimaan ja esittimain
ongelman sekd valitsemaan ratkaisustrategian. Témé&n vuoksi hyva kurssi-
menestys ei vield vilttamatta osoita tdman kompetenssin kehittyneisyytta.

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden mukaan opiskelleet ovat voi-
neet valita syventidvid ja soveltavia kursseja. Niihin osallistumalla on ollut

22Taulukko 9.7 s. 248.

23S A-taso, PISA3-taitotaso.
24 Taulukko 4.1 s. 90.
25Taulukko 7.2 s. 147.
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mahdollista kehittda strategiataitoja. Kertauskurssissa tulee esille usein van-
hojen kirjoitusten tarkastelun yhteydessé strategista kompetenssia kehitté-
vid tehtivid. Ylioppilaskirjoituksissa esiintyneet konstruointitehtivit?®
jadneet pistekeskiarvoiltaan alhaisiksi.

ovat

Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteita voitiin jo kutsua “ongelmanrat-
kaisuvaiheen” opetussuunnitelmaksi (Kupari 1999, 50), mutta Leikolan ko-
mitea totesi muun muassa juuri ongelmanratkaisun osuuden jédneen oppi-
kirjoissa suhteellisen viihéiseksi (Komiteanmietintd 1988, 126). Vuoden 1994
opetussuunnitelmien erddné tavoitteena oli, ettd opiskelija "osaa kdyttad ja
soveltaa matematiikkaa ongelmien ratkaisemiseen, harjaantuu mallintamaan
kdytinnon ongelmatilanteita ja hyoddyntimddn erilaisia ratkaisustrategioita”
(LOPS 1994, 71). Strategista kompetenssia vaativia ongelmanratkaisutehté-
via hallitsee ylioppilaskirjoitustulosten perusteella vain suhteellisen pieni osa
pitkdn matematiikan opiskelijoista, joten tamé osa-alue pitkdn matematiikan
opiskelijoiden matemaattisessa ajattelussa on vaatimattomalla tasolla suh-
teessa opetussuunnitelmien tavoitteisiin. Tyttdjen ja poikien sekd vanhan ja
uuden opetussuunnitelman vililld ei voi osoittaa tdmén aineiston pohjalta
merkittavid eroja.

Opiskelijan mukautuva paattely tulee esille pystyvyytend loogiseen ajat-
teluun, reflektointiin, selittdmiseen ja todistamiseen. Koulun tasolla todis-
tustehtavien ratkaisemiseen eli todistuksien konstruoimiseen pystynee vain
murto-osa SA-tasolla olevista opiskelijoista, joita oli 30 % pitkin matematii-
kan lukijoista. Arviointi on vaikeaa, silla koulukokeissa ei ole sadnnollisesti
todistustehtavia. Sitten kun niitd valinnaisena on, niin vain suhteellisen pieni
osa opiskelijoista valitsee tillaisen tehtdvian ja osaa sen tehda.

Ylioppilaskirjoituksissa on usein ainakin yksi todistustehtivi?” mukana, mut-
ta niiden suoritustaso on ollut heikkoa (Lahtinen 1997). Tamé selittyy osal-
taan silla, ettd kurssien opetuksessa ja oppimateriaalissa ei ilmeisesti anneta
todistamisajattelulle sitd painoarvoa, minkd matematiikka tieteena sille aset-
taa. Suurimman osan opetusajasta vie matematiikan peruskéisitteiden lapi-
kiynti ja jonkin asteisen proseduraalisen sujuvuuden hankinta.

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden kaikille opiskelijoille tarkoi-
tettu tavoite "pystyy kdsittelemdaan tietoa matematiikalle ominaisella tavalla,
laatimaan tismallisid perusteluja sekd oppii arvioimaan esitettyjen peruste-
lujen patevyytti ja tulosten yleistettdvyytta” (LOPS 1994, 71) toteutuu yli-
oppilaskirjoitusten tulosten valossa ani harvan kohdalla. Pitkin matematii-

26 Esimerkiksi tehtédvin 10 (k1995) kaikkien pistekeskiarvo oli 0,93 ja tehtéiviin 8 (k1996)
kaikkien pistekeskiarvo oli 0,55 (Lahtinen 1996a, 1996b).
2TEsimerkiksi tehtévit 7b (k1995), 8a (k1997), 6a (k1999).
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kan opiskelijoiden matemaattisessa ajattelussa juuri strateginen kompetenssi
ja mukautuva péaittely ovat alhaisimmilla tasoilla matemaattisen osaamisen
piirteista.

Pitkdin matematiikan opiskelijan matematiikkakuvassa tulee esille hénen
uskomuksensa matematiikasta tieteend, itsestdin matematiikan kayttajana
ja oppijana sekd uskomukset matematiikan opetuksesta ja oppimisesta.

Opiskelijoiden uskomuksissa matematiikasta tieteend tulevat esille kaikki kol-
me nakokulmaa: "tyokalupakki” ,systeemi ja prosessi. Kuitenkin "tyokalupakki’-
nikokulma niyttiisi olevan voimakkain®®, miki selittyy osaltaan kurssien
kiredlla opiskelutahdilla ja opiskelijoiden taulukkokirjasidonnaisilla tyosken-
telytavoilla. Matematiikasta, jonka uusista kehityssuunnista etenkdin uuden
opetussuunnitelman mukaan opiskelleilla ei ollut kuin vahiista tietoa, jai
suurelle osalle opiskelijoita vilineellinen ja mekaaninen mielikuva. Matema-
tiikkaa arvostetaan kuitenkin niin tyossi kuin arkipiivin eliméissikin?.

Opiskelijoiden uskomukset itsestddn matematiikan taitajana ja kidyttdjana
ovat padsadantoisesti positiivisia. Suurin osa tytoistd ja pitkin matematiikan
ylimédardisend kirjoittavista eivit koe olevansa kovin hyvid matematiikassa.
Kaikki vastaajat ovat kokeneet myonteisid tunnetiloja tehtdvid ratkaistes-
saan ja muita auttaessaan’. Uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleet,
etenkin ylimaariisend matematiikan kirjoittavat, eivit olleet halukkaita kayt-
tdmain aikaansa niin paljon matematiikan opiskeluun kuin vanhan opetus-
suunnitelman mukaan opiskelleet®' eiki heilld ollut halua yhté pitkijintei-
seen tyoskentelyyn matematiikassa kuin 1990-luvun alkupuolella opiskelleilla
oli. TAma4 selittda osaltaan, miksi uuden opetussuunnitelman mukaan opiske-
levat ja erityisesti ylimaérdisend matematiikan kirjoittavat kokevat matema-
tiitkan merkitsevisti vaikeammaksi oppiaineekseen kuin vanhan opetussuun-
nitelman mukaan opiskelleet®?.

Uskomukset matematiikan opetuksesta toivat esille useimpien halun painot-
taa pitkdn matematiikan opetusta enemmén kiytdnnon sovelluksiin. Opis-
kelijoiden mielesté tarkoituksenmukaiset opetusmenetelmét tuottaisivat pa-
rempia oppimistuloksia®3.

Uskomuksissa matematiikan oppimisessa ei ollut eroja sukupuolten valil-
14. Sukupuolistereotypiat poikien paremmuudesta matematiikassa ja poikien

Z8Faktori 6 s. 194; haastateltava H1; viitteet 9 ja 11 s. 266.
29 Taulukko 9.5s. 261.
30Taulukko 9.5 s. 261
31 Taulukko 8.2 s. 196.
32Taulukko 9.9 s. 266.
33Taulukko 9.5 s. 261.
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ammateista eivit saa kannatusta kummaltakaan sukupuolelta3*.

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden tavoitteet, joiden mukaan pit-
kin matematiikan opiskelija “tottuu arvostamaan ja ymmdrtimddan matema-
titkan asemaa yhteiskunnan kehityksessd ja pddtoksen teossa sekd kansalais-
ten jokapdivaisessd eldmdssd sekd oppii luottamaan omiin matemaattisiin
kykyihinsd, taitothinsa ja ajatteluunsa sekd tottuu pitkdjanteiseen tydsken-
telyyn” toteutuu padosin. Tyttojen luottamus omiin kykyihin on heikompi
kuin poikien®, miki osaltaan saa tytdt valitsemaan perusteettomasti pitkin
matematiikan ylioppilaskirjoituksissa yliméaréiseksi aineeksi. Osasta tyttoja
tulee tdman seurauksena matematiikassa alisuoriutujia. Tavoite tottumises-
ta pitkdjanteiseen tyohon on jadnyt toteutumatta useimpien opiskelijoiden
kohdalla3®. Matemaattisen ajattelun affektiiviset komponentit tarkasteltuna
opiskelijan matematiikkakuvan kautta nayttiisivit olevan suomalaisilla pit-
kin matematiikan opiskelijoilla pddosin kunnossa.

9.1.3 Matemaattisen ajattelun piirteiti nelikentin ryh-
missa

Lopuksi kokoan pitkin matematiikan opiskelijan matemaattista ajattelua ne-
likentan ryhmissé, joita on tutkittu kaikista kolmesta ndkokulmasta ja joi-
den tarkastelu antaa edelld olleen yleisen tarkastelun liséksi hienojakoisem-
paa tietoa matematiikan opiskelijoista. Nimesin nelikentdn ryhmét seuraa-
vasti: Kypsyjat (R2), Menestyjit (R1), Suoriutujat (R3), Luovuttajat (R3’)
ja Pettyjat (R4).

Kypsyjien ryhméén (R2) kuuluu alle 10 % pitkéin matematiikan kirjoittajis-
ta3”. Suoritusten perusteella tyypillisti timéin ryhmiin opiskelijoille on ma-
temaattisen ajattelun kehittyminen lukio-opintojen loppuvaiheessa. Koulu-
matematiikan keskeinen tieto tulee konseptuaaliseksi, proseduraalisen tiedon
hallinta paranee ja strategiatiedot kehittyvit sille asteelle, ettd he suoriu-
tuvat ongelmanratkaisutehtavistd keskiméariista paremmin. Koulun tasolla
saadun aineiston perusteella syiné opiskelun tehostumiseen ja siten ajattelun
kehittymiseen ovat muun muassa parantuneet opiskelutottumukset, jatko-
opintotavoitteiden selkiytyminen, oppisisiltojen jasentyminen ja linkittymi-
nen toisiinsa omatoimisen harjoittelun myotia3®. Opiskelijat kokivat vaikeat

34Taulukko 9.5 s. 261.

35Viite 20 taulukko 9.7 s. 264; Lahtinen 1999, 5; haastateltava H4.
36taulukko 8.2 s. 196; Virri 2002.

3TKuvio 6.9 s. 131; kuvio 7.2 s. 154.

38 Esimerkiksi haastateltava H3.
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tehtévit mieluisana haasteena ja uskoivat tyonteon merkitykseen matemaat-
tisen ajattelun kehittymisessd®?. Useita timén ryhméin opiskelijoita voisi
kuvata pitkdjinteisiksi tyoskentelijoiksi. Koulun tason tutkimuksessa kaik-
ki ryhmén opiskelijat olivat pitkin matematiikan pakollisena kirjoittaneita
poikia, jotka olivat opiskelleet vanhan opetussuunnitelman mukaan.

Menestyjien ryhméén (R1) kuuluu noin 40 % pitkédn matematiikan kirjoitta-
jista'®. Menestyjit selviytyiviit vaikeuksitta kursseista ja osoittivat ylioppi-
laskirjoituksissa monipuolista matemaattisen tiedon hallintaa: heilld on erin-
omainen jatko-opintokelpoisuus. Sujuva proseduraalisen tiedon hallinta tukee
konseptuaalisen tiedon edelleen linkittdmistad uusien tehtdvien ratkaisemises-
sa. Osa tastd ryhmastd hallitsee erinomaisesti ongelmanratkaisussa tarvitta-
vien strategioiden kiyton ja mukautuvaa paittelyd vaativat todistustehtivit.
Tyypillistd tdman ryhmén opiskelijoille on koulun tason tutkimuksen perus-
teella, ettd he ndkevit matematiikan prosessiluonteen ja kokevat matematii-
kan itselleen tirkedksi*'. Lisiksi he uskovat matematiikan opiskelun vaativan
pitkdjénteistd tyontekoa ja toimivat sen vaatimusten mukaisesti. Ryhmassa
on koulun tason tutkimuksen perusteella poikia ja tyttojd samassa suhtees-
sa, kuin heitd on pitkiin matematiikan opiskelijoidenkin joukossa (noin 2 : 1).
Pakollisena matematiikan kirjoittavista tihian ryhméan kuuluu noin 50 % ja
yliméiriiseni kirjoittavista noin 20 %*2, joten ilmeisesti hyvi menestys kou-
lukursseissa rohkaisee valitsemaan matematiikan pakolliseksi. Menestyjien ja
Kypsyjien ryhmét muodostavat yhdessé sellaisen pitkdn matematiikan opis-
kelijajoukon, jolla on laaja-alainen matemaattinen ajattelu (kuvio 9.1). Tama
tarkoittaa, ettd he ovat linkittédneet konseptuaalisen tietonsa ongelmien rat-
kaisussa kayttokelpoiseksi tietorakenteeksi, joka kattaa laaja-alaisesti kaikki
koulukursseihin kuuluvat matematiikan osa-alueet.

Suoriutujien (R3) ja Luovuttajien (R3’) ryhmiin kuuluu kaiken kaikkiaan
noin 40 % pitkin matematiikan kirjoittajista®®. Suoriutujien ryhmisti erot-
tamaani Luovuttajien ryhméaén (R3’) kuuluu noin 14 % kaikista pitkén mate-
matiikan kirjoittajista 1990-luvulla**. Suoriutujille on ominaista keskittymi-
nen proseduraalisen tiedon hallintaan. Konseptuaalisen matemaattisen tie-
don osuus jia heidin tietorakenteessaan aika vihiiseksi. Ongelmanratkaisu-
tehtévit ovat heille useimmiten ylivoimaisia, silla heilld on puutteita algorit-
mien ja strategioiden hallinnassa. Suoriutujien matematiikkakuva on useim-

39 Taulukko 8.3, s. 200.

4OKuvio 6.9 s. 131; kuvio 7.2 s. 154.
I Taulukko 8.3 s. 200.

42Kuvio 6.10 s. 132.

43Kuvio 6.9 s. 131; kuvio 7.2 s. 154.
“Kuvio 6.9 s. 131.
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KUVIO 9.1: Matemaattinen ajattelu nelikentdn ryhmilla.

miten "tyokalupakki’-ndkokulman mukainen, miki selittyy osaltaan heidédn
keskittymisestiin lihinni mekaanisiin LY-tason tehtéiviin®®. Suoriutujilla on
ongelmia ymmértdd tunneilla opetettavia matematiikan késitteitd, mutta
suureksi syyksi tdhin he nikevit kurssien nopean etenemistahdin, jolloin
heille ei jad tarpeeksi aikaa paneutua uusiin késitteisiin (haastateltava H2).
Ylimé&araisena kirjoittavista kuuluvat Suoriutujien ja Luovuttajien ryhmiin
56 % vuoden 1996 ja sen jilkeen kirjoittaneista pitkin matematiikan opiske-
lijoista®. Matemaattinen ajattelu on suppeaa niilli ryhmén jisenilli, joiden
padttoarvosana on viisi (tai nelji) ja matematiikan kirjoitusten pisteméaira
enintdin 12 pistettd (kuvio 9.1).

B Taulukko 8.3 s. 200.
46Kuvio 6.10 s. 132.
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Luovuttajat ovat suorittaneet 11-15 pitkdn matematiikan kurssia ja saaneet
padttotodistukseen arvosanaksi 6 tai 7. Pitkdn matematiikan kirjoituksissa
he saavat pisteitd 0—12. Heiddn kohtalainen kurssiosaamisensa kutistuu vaa-
timattomaksi taidonnéytteeksi kirjoituksissa. Heiddn matemaattinen ajatte-
lunsa on jasentymétonta. Yksittdiset tiedot ovat kontekstisidonnaisia eiké
niiden siirto uusiin tilanteisiin onnistu. He eivit hallitse asiakokonaisuuksia
eivitki osaa kdyttad kursseilla hallitsemiaan proseduureja sekalaisia tehtavia
sisdltavissd tehtdvisarjoissa. Jopa tehtéavit, joiden ratkaiseminen perustuu
pitkélti peruskoulussa opiskeltuun matematiikkaan, osoittautuvat liian vai-
keiksi télle ryhmélle. Suurin osa néista opiskelijoista on matematiikan ylim&a-
riisend kirjoittavia, jotka tdmén valinnan myotd opiskelevat matematiikkaa
entistii vihemmiin?". He luovuttavat mahdollisuutensa hankkia melko hyvi
pitkdn matematiikan hallinta. Luovuttajat arvostavat matematiikkaa, mutta
useimmat heistd ovat lyhytjanteisid eivitkd he tee kovin paljon ty6td ma-
tematiikan opiskelun hyviksi*®. Ryhméissi on molempia sukupuolia. Tdhin
ryhméén voi liittd4 my6s ne pitkdn matematiikan kurssit opiskelleet, jotka
kirjoittavat lyhyen matematiikan kokeen* tai jittivit matematiikan koko-
naan kirjoittamatta. Esimerkiksi kevaalld 1999 lyhyen matematiikan kokeen
valinneiden ja matematiikan kokonaan kirjoittamatta jittdneiden maéaré oli
yhteensé yli 3000 pitkédn matematiikan opiskelijaa (Lahtinen 1999).

Pettyjid (R4) on noin 10 %20 % pitkiin matematiikan kirjoittajista®. Heidéin
hyva menestyksensid matematiikan kursseissa ei ndkynyt ylioppilaskirjoitus-
ten tuloksessa. Kurssimenestyksen perusteella heilld on hyvé proseduraalisen
tiedon hallinta ja keskeiset matematiikan kisitteet ovat kehittyneet konsep-
tuaaliseksi tiedoksi. Heiddn matematiikan hallintansa tulee esille vain tarkoin
rajatussa matematiikan osa-alueella, jonka tehtavien kisitteisto ja tyypilliset
ratkaisumenetelmit ovat etukiiteen tiedossa ja harjoiteltavissa (haastatelta-
va H6). Sen sijaan matematiikan eri osa-alueilta satunnaisessa jirjestykses-
sé olevien tehtdvien ratkaiseminen ei suju. Tdma tulee esille muun muassa
harjoitustehtiviisarjoissa, kertauskurssilla ja preliminifireissia®!. Useilta té-
mén ryhmén opiskelijoilta puuttuu taito tunnistaa, mihin matematiikan osa-
alueeseen ratkaistava tehtiava kuuluu ja mitka ovat ratkaisuun tarvittavat ké-
sitteet ja menetelmét. Tama metakognitiivisen taidon puute aiheuttaa useille
kirjoituksien tuloksissa pettymyksen.

47Ks. esim. kertauskurssi taulukko 7.6 s. 152; vrt. haastateltava H2.

48 Taulukko 8.3 s. 200.

Keviilld 1999 pitkin matematiikan lukijoista 38 % valitsi pitkiin matematiikan kokeen
pakolliseksi ja 41 % yliméaéraiseksi, 7 % valitsi lyhyen kokeen ja 14 % ei kirjoittanut
lainkaan matematiikkaa (Lahtinen 1999).

50Kuvio 6.9 s. 131.

51 Taulukko 7.8 s. 161.
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Pettyjien kuva matematiikasta on painottunut "tyokalupakki™nikokulmaan®?.
Heilld on positiivinen késitys itsestddn matematiikan oppijana ennen Kkirjoi-
tuksia, ja he ovat valmiit pitkdjinteiseen tychon ainakin ennen pakollisen
kirjoitusaineen valintaa®. Pettyjit itse analysoivat matematiikan kirjoitus-
ten heikon menestyksen johtuvan tehdyn tyon vdhyydestd (haastateltavat
H1, H4 ja H6). Syita tyoskentelyn vihyyteen oli muun muassa matematiikan
valitseminen yliméaariiseksi aineeksi ja vaariat opiskelutottumukset (haasta-
teltavat H6 ja H1). Matematiikka valitaan ylimdardiseksi, koska reaalikoe
koetaan helpommaksi selvittdd lépi (haastateltavat H2 ja H6). Pettyjien
joukossa on molempia sukupuolia. Suurin osa koulun aineiston opiskelijoista
oli opiskellut uuden opetussuunnitelman mukaan. Koska pettyjille ja luovut-
tajille on tunnusomaista vain rajatuilla matematiikan osa-alueilla osoitettu
matemaattisen tiedon monipuolinen tai kohtalainen hallinta, niin heidén
matemaattinen ajattelunsa on siséltérajoittunutta (kuvio 9.1).

Kolmen niakokulman yhdistetyt tulokset antavat mielestéini monipuolisen ja
monitasoisen kuvan pitkdn matematiikan opiskelijan matemaattisesta ajat-
telusta. Nakokulmien tuloksissa ei esiintynyt ristiriitaisuuksia, vaan tulokset
tukevat edelld esitettyd tutkijan ndkemystad opiskelijan matemaattisen ajat-
telun eri puolista. Tamén tiivistelmén reliabiliteettia ja validiteettia heiken-
tavat tekijat on analysoitu kunkin nikokulman yhteydessa erikseen.

9.2 Pohdintaa

Tutkimukseni tulokset valottavat vain yhtd sektoria opiskelijan matemaat-
tisesta ajattelusta. Arvioinnin kohteena on ongelmien ratkaisun yhteydessi
osoitettu matemaattinen osaaminen ja siitd paateltaviat matemaattisen ajat-
telun piirteet. Opiskelijan matemaattinen ajattelu, joka ei johda suoraan né-
kyvadn tuotokseen, ei ole timén tutkimuksen piirissd. Opiskelijan ajatellessa
adneen voi tutkija saada tietoa opiskelijan sen hetkisistd ajatteluprosesseis-
ta. Puhuttu kieli heijastelee opiskelijan matemaattista ajattelua ulkopuolisel-
le tarkkailijalle ja toisaalta puheen kautta opiskelija jasentdd itselleen omaa
ajatteluaan ja kehittiis metakognitiivisia taitojaan®.

Tutkimukseni nelikentté sitoo tyoni kolme tarkastelunikokulmaa opiskelijan
matemaattiseen ajatteluun ja tuo esille ryhmié, jotka eivit valttamétté erot-
tuisi vain yhden nidkokulman tarkastelussa. Aineistojen analyysit eri nako-

52Taulukko 8.3 s. 200; haastateltava H1.
33 Taulukko 8.3 s. 200.
>4 Matematiikan kielentfiminen (Joutsenlahti 2003a, 2003b).
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kulmissa tuovat esille 1990-luvulla tehtyjen lukio-opiskeluun liittyvien raken-
teellisten muutosten vaikutuksia. Suurin vaikutus oli vuoden 1996 ylioppilas-
kirjoitusasetuksella, joka ei enda edellyttianyt pitkdn matematiikan pakollis-
ta kirjoittamista. Opiskelijoiden matematiikkakuvan muutokset heijastelevat
osaltaan nuorisokulttuurin ja yhteiskunnan muutoksia suhteessa koulumate-
matiikkaan. "Ajan henki’ niyttaytyy nuorisossa lyhytjinteisend, itsekeskeise-
né ja laskelmoivana toimintana.

Tutkimukseni merkittavimpia tuloksia ovat:

1. kisiteanalyysi matemaattisesta ajattelusta sekd sen pohjalta mate-
maattisen ajattelun kuvaaminen matemaattisen osaamisen piirteisiin
linkitettyjen erilaisten tiedon lajien avulla,

2. nelikentéin ryhmien Kypsyjat (R2), Menestyjit (R1), Suoriutujat (R3),
Luovuttajat (R3’) ja Pettyjat (R4) matemaattisen ajattelun kuvaukset
kolmesta eri nikokulmasta,

3. pitkdn matematiikan opiskelijat, joilla oli sisdltorajoittunut matemaat-
tinen ajattelu,

4. pitkdn matematiikan ylimé&araisend kirjoittavien ja pakollisena kirjoit-
tavien merkittdviat erot matemaattisessa ajattelussa kaikkien kolmen
ndkokulman kannalta

5. opiskelijoiden pitkdjénteisyyden vidheneminen uskomustutkimuksen
pitkittaistarkastelun perusteella.

Matemaattisen ajattelun kuvauksessani®® olen syventinyt tiedon prosessoin-
nin nidkokulmaa liittdméalla siithen erilaiset tiedon lajit ja niihin edelleen
matematiikan osaamisen piirteitd koskevan kuvauksen. Vastaavaa yhdiste-
lya en ole vield l6ytanyt kirjallisuudesta. Nelikentédn avulla tunnistetut ryh-
mait auttavat opetustyota tekevid ja tutkivia henkil6itd ymmaéartamain lukio-
opiskelussa esiintyvid ongelmatilanteita. Ylioppilaskirjoitukset ohjaavat voi-
makkaasti lukio-opiskelua, miké tulee ndkyviin kirjoituksiin liittyvien valinto-
jen ohjaavalla vaikutuksella kurssivalintoihin ja opiskeluun eri aineiden kurs-
seissa. Lukiolaisten pitkidjéanteisyyden viheneminen opiskelussa on suuri on-
gelma nimenomaan pitkissd matematiikassa, silla yhd useammalta opiskeli-
jalta jaa matematiikan perustaitojen sujuva hallinta ja rakenteiden hahmot-
taminen puutteelliseksi jatko-opintojen ndkokulmasta.

% Kuvio 5.1, s. 103.
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Jotta voisi ymmartdd nykyistd tilannetta lukion matematiikan opetukses-
sa ja opiskelussa, pitda tarkastella syntynyttd tilannetta sekd "ruohonjuuri-
tasolla” etta rakenteellisella tasolla. 1990-luvun koulutuspoliittiset paatokset
ovat muokanneet perusopetuksen matematiikan sisilt6jé ja tavoitteita paljon
enemmén kuin lukion opetuksen sisialt6ja. Lukion toteutuneissa opetussuun-
nitelmissa ei ole peruskoulun aikakaudella kyetty huomioimaan peruskoulun
kiyneiden muuttuneita valmiuksia lukion pitkdn matematiikan opiskeluun.
Sen tavoitteellinen ja siséllollinen rima on haluttu pitdd samalla tasolla eli
melko korkealla, mutta peruskoulun paittava ja lukioon siirtyvi oppilas on
joutunut ponnistamaan yhé syvemmalta riman alapuolelle syntyneesti kuo-
pasta. Tatd eroa on yritetty kuroa umpeen peruskoulun matematiikan va-
linnaiskurssien (suositeltuna lukioon aikoville) ja lukion matematiikan aloi-
tuskurssien ("vapaaehtoinen nollakurssi”) avulla. Tilanne on jirjestelmén ja
opiskelijan kannalta absurdi, jos peruskoulun yhteiset matematiikan kurssit
eivit annakaan riittavaa pohjaa lukion pitkdn matematiikan opinnoille, vaan
erilaisista "valinnaisista” ja "vapaaehtoisista” soveltavista kursseista tuleekin
valttaméaton osa selviytymistd lukion pitkéin matematiikan opinnoissa. To-
teutunut opetussuunnitelma eroaa kirjoitetun opetussuunnitelman hengestéa!

Dreyfusin ja Eisenbergin (1996, 276) mielestd opetussuunnitelmat ovat suora-
viivaisesti jirjestetty ja paketoitu pieniin osiin ja palasiin, miki johtaa enem-
man tiedon lokeroimiseen kuin kokonaisvaltaiseen nikemykseen tiedosta opis-
kelijoiden mielessd. Téma lineaarisuus on osaltaan vaikuttanut siihen, etta
pitkdn matematiikan lukijoiden joukossa on huomattavan iso joukko opiske-
lijoita’®, joille ei suuren kurssiméirin jilkeen synny kokonaisvaltaista kuvaa
matematiikan tietorakenteesta. Kérjistden sanottuna heidin matemaattinen
ajattelunsa jaa irrallisten faktojen sekd proseduurien mieleenpalauttamiseen
ja toistamiseen. Télloin opiskelijat osaavat mekaanisesti ratkaista ongelmia,
mutta heiltd puuttuu laajempi ndkemys, miten kaikki tiedonpalat sopivat
yhteen. Hyvilld ongelmanratkaisijoilla ndyttad olevan kyky ndhda tiettyjen
aiheiden kehityskulku laajemmassakin kontekstissa, mika tarjoaa heille usein
mahdollisuuden péételld lopputuloksen (Dreyfusin & Eisenbergin 1996, 276).

Yhteiskunta tekee ison taloudellisen sijoituksen opetukseen suurena mate-
matiikan kurssimadridna. Voitaneen siis kysyéd 'ajan hengessid’: minkd tuoton
yhteiskunta saa sijoitukselleen? Vuoden 1996 ylioppilaskirjoitusasetus mah-
dollisti pitkdin matematiikan opiskelleelle pitkin matematiikan kirjoittamisen
ylimédaraisend, lyhyen matematiikan kirjoittamisen tai peréti kirjoittamatta
jattamisen. Tama ei ollut hyva asetus pitkdn matematiikan tuloksien néko-
kulmasta. Matematiikan kumulatiivinen luonne ja opetussuunnitelman osa-
alueisiin sidottu lineaarinen rakenne eivit sovi yhteen asetuksen mahdollista-

56 Esimerkiksi nelikentdin ryhmiit Pettyjit ja Luopujat.
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man lisddntyneen valinnaisuuden kanssa. Useimpien opiskelijoiden kohdalla
kyse on kérjistden ilmaistuna siité, ettd kirjoittaako opiskelija matematiikan
pakollisena ja tekee matematiikan ymmaéartamisen kannalta valttamattoméan
loppurutistuksen (kertauskurssin, pitkdjénteinen kirjoituksiin valmistautu-
misen) vai kirjoittaako hén jonkin muun vaihtoehdon mukaan. T&ll6in opis-
kelija jattda noin kahden vuoden pitkdn matematiikan opinnot jonoksi pro-
seduraalista unohtuvaa irtotietoa. Loput matematiikan kurssit jaavit opiske-
lijalle oppimisen suhteen kidyttamattomaéksi mahdollisuudeksi. Reaalikoe ja
pitkin matematiikan koe eivit ole olleet opiskelijan ndkokulmasta tasavertai-
sia vaihtoehtoja, sillid opiskelijat kokevat pitkdn matematiikan kirjoituksien
noin 15 tehtédvid vaikeammaksi ennakoida ja tasoltaan vaativammiksi kuin
reaalin yli sata tehtdvia. Pitkdin matematiikan hyldttyjen arvosanojen kor-
kea m#ira®” verrattuna muiden kirjoitettavien aineiden hylittyjen méiriin
ei houkuttele valitsemaan pitkdd matematiikkaa pakolliseksi.

LUMA-talkoiden ansiokas yritys nostaa pitkdn matematiikan kirjoittajien
maard 17000 kirjoittajaan on lisdnnyt pitkdn matematiikan opiskelijoiden
méaarad. Kirjoittajien méara ei kuitenkaan ole merkitsevisti noussut. Kirjoit-
tajien joukosta noin puolet kirjoitti®® pitkin matematiikan pakollisena ja sai
useimmiten kelpo tuloksen. Toinen puoli oli ylimaardisena kirjoittavia, jot-
ka selviytyiviat huonommin kuin huonompi puolikas pakollisena kirjoittavista
ennen vuotta 1996. Karki on tullut ehké entistikin leveimméksi ja pidem-
méksi, mutta toisessa padssi heikkojen suoritusten jono on myds pidentynyt.
Suoritukset, joissa summapisteméira on 0-12 pistetti, olivat aikaisemmin sa-
tunnaisen epdonnistumisen syytd. Nyt ne ovat systeemin suosimaa arkipéi-
vdaa! Lukion pitkdn matematiikan opettajan rooli on mielestini muuttunut
dramaattisesti vuoden 1996 ylioppilastutkintouudistuksen jéilkeen. Suurissa
matematiikan opetusryhmissi on edelleen opiskelijoita, jotka ovat paittaneet
kirjoittaa matematiikan pakollisena ja opiskelevat méaérétietoisesti. He halua-
vat ohjausta pitkéllekin meneviédn tietoon. Samoissa ryhmissi on kuitenkin
toinen puoli, joka on paattanyt ehkd hieman heikommin menneiden alkukurs-
sien vuoksi "minimoida riskit” ja "maksimoida hyédyn” valitsemalla reaaliko-
keen pakolliseksi. Tamé pakollisen reaalin valinnut ryhmé kirjoittaa pitkéin
matematiikan ylimaariisend tai valitsee jonkin muun kirjoitusvaihtoehdon.
He ovat pitkin matematiikan viimeisissd kursseissa mukana, mutta valitet-
tavan usein passiivisena opetusta hidastavana joukkona, joka saa opettajan
tuskailemaan neuvottomuuttaan. Lahtisen (1999) sanoin "kahden kerroksen

571990-luvun loppupuolella noin 10 % pitkiin matematiikan kirjoittajista, joista suurin
osa ylimaariisend kirjoittavia.

58Kevaalls 2003 kirjoitti pitkiin matematiikan pakollisena 48 % ja keviilld 2004 44 %
pitkin matematiikan kirjoittajista (Lahtinen 2004).
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viki” on syntynyt ja se vaikuttaa jo opetukseen ennen kirjoituksia.

Vuonna 2005 kiyttoonotettavat lukion opetussuunnitelman perusteet eivit
muuta oleellisesti pitkin matematiikan opiskelua aikaisempiin opetussuun-
nitelmiin ndhden. Pelkddn, ettd tdssd tyossd kuvattuja ongelmia on havait-
tavissa jatkossakin. Opiskelijan taktikointiin houkutteleva opiskelun kurs-
simaisuus ja runsaat valintamahdollisuudet opiskelun eri vaiheissa sailyvét
edelleen. Sen sijaan ylioppilastutkinnon uudistaminen rakennekokeilumallin
mukaiseksi jo keviasta 2005 alkaen saattaa lisdtd matematiikan suosiota kir-
joitettavana aineena. Rakennekokeilumallissa kokelaalla on ainoana pakolli-
sena kirjoitettavana aineena &idinkieli ja kokelas valitsee kolme muuta tut-
kintoonsa pakollisesti kuuluvaa koetta neljan kokeen joukosta. Ne ovat toisen
kotimaisen kielen koe, yhden vieraan kielen koe seké reaaliaineissa ja mate-
matiikassa jarjestettaviat kokeet. Matematiikka ei endd kilpaile pelkistaan
reaalin kanssa, vaan myos kielten kokeet joutuvat samaan kilpailutilantee-
seen. Tassé tilanteessa pitkdn matematiikan opetussuunnitelmia kannattaisi
koulun tasolla pohtia ja kehittdd erityisen huolellisesti omaleimaisiksi, silld
opiskelijat tekevit ilmeisesti jatkossakin pakollisten aineiden kirjoittamispéa-
toksensé hyvissd ajoin oppiaineesta saamiensa mielikuvien perusteella.

Ylioppilaslautakunnalla on my6s suuri vastuu matematiikan kokeiden kehit-
tdmisessd. Matematiikan kokeissa on voinut valita vuodesta 2000 ldhtien 10
tehtdvad 15 tehtdvistd. Lisddntynyt valinnanmahdollisuus on tuonut entis-
td enemmain taysid 60 pisteen suorituksia ja esimerkiksi kevaalla 2004 pitkin
matematiikan laudaturin raja kohosi 57 pisteeseen. Toisaalta kevaan 2003 hy-
vaksytyn raja laski taas kuuteen pisteeseen. Lautakunnalla on edelleen haas-
tetta kehittdd tehtdvisarjoja, joiden osaaminen ei vaihtele vuodesta toiseen
niin ennustamattomasti. Nykyisen mallisessa matematiikan kokeessa opiske-
lijalla pitda olla entistd kehittyneemmét metakognitiiviset taidot, jotta hén
osaa valita enimmilldin ne kymmenen tehtdvii, joissa hdn pystyy osoitta-
maan parasta osaamistaan. Tdhéin pitdisi kiinnittda huomiota jo matematii-
kan opintojen alkuvaiheesta lahtien. Opinnoissa pitéisi olla aina silloin talloin
tehtédvisarjoja, joissa on mukana tehtivid useilta tutuilta matematiikan osa-
alueilta. Matematiikan kokeen pakolliseksi valitseminen saa opiskelijan opis-
kelemaan méaaritietoisemmin ja tuloksekkaammin kuin ylima&raiseksi valit-
seminen. Taman vuoksi yliopistot voisivat omalta osaltaan palkita entista
enemman esimerkiksi lisdpisteilld sisddnotossaan pitkdn matematiikan kir-
joittaneita. Mielestdni voisi harkita jopa sitd, ettd jo pitkin matematiikan
kokeen pakolliseksi valitsemisella olisi merkitysta jatko-opintoihin paédsyyn.

Teknisten apuvélineiden tulo on muuttanut omalta osaltaan matematiikan
opetusta ja opiskelua. Vuonna 1994 sallittiin graafisten laskinten kiytto kir-
joituksissa. Graafiset laskimet olivat yksi merkittdvimpia 1990-luvulla pit-
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kin matematiikan opetukseen vaikuttaneista opetusvélineisti, silld ne toivat
tehokkaan keinon ldhestyd matemaattisia késitteitd tutkivalla ja havainnol-
lisella tavalla. Tietokonesukupolvi saattoi opiskella koulussa staattisen mai-
neen saanutta matematiikkaa ajanmukaisin vilinein. Toisaalta on ollut ha-
vaittavissa 1990-luvun loppupuolella, ettd matematiikan perustaitojen hal-
linta jaa osalla opiskelijoista puutteelliseksi. Tamé& johtuu osaksi opiskelijoi-
den liian suuresta turvautumisesta laskimiin ja taulukkokirjaan, mutta myos
kirjoitusvalintojen opintoja ohjaavasta vaikutuksesta. Opettajilla on ratkai-
seva osuus ohjatessaan opiskelijoita tyotapoihin, joissa perinteinen 'kyné ja
paperi’-laskeminen on opiskelijan ndkokulmasta tiarked taito laskimen kay-
ton rinnalla. Teknisten apuvélineiden kiytossa korostuu tasokas matemaat-
tinen ajattelu®, silli ratkaisun suunnittelu ja tulosten tulkinta tulee yhi
tarkeimmiksi koneiden suorittaessa mekaaniset laskuoperaatiot. PISA 2003-
tutkimuksen mukaan matematiikassa parjasivit keskiméarin parhaiten ne pe-
ruskoulun viimeisen luokan oppilaat, jotka kiyttivit tietotekniikkaa kohtuul-
lisesti (Kupari ym. 2004, 49). Témén perusteella tietotekniikan hyodynté-
mistd kannattaa edelleen tutkia ja kehittdéd pitkdn matematiikan opetuksen
tueksi. Toisaalta on syytid huomioida myds korkeakoulujen huoli®® opiskeli-
joiden liiallisesta luottamuksesta apuvilineisiin ja pyrkid varmistamaan pe-
rustaitojen vankka hallinta.

PISA 2003-tutkimuksessa tuli esille huolestuttavia piirteitd 15-vuotiaiden
nuorten matematiikkakuvasta. Suomalaisten peruskoulun 9. luokan oppi-
laiden kiinnostus matematiikkaan hyvistd menestyksestd huolimatta oli
OECD:n keskiarvoon verrattuna vihaistd (Kupari ym. 2004, 42). Suomalai-
set tytot luottivat itseenséd huomattavasti vihemmaéan matematiikan osaajana
kuin pojat ja tytot kokivat itsensd huomattavasti poikia ahdistuneemmak-
si matematiikan opiskelussa (mt., 45). Kevaalld 2004 pitkdn matematiikan
kirjoittaneista tytoistd valitsi kokeen pakolliseksi vain 30 %, kun vastaa-
va luku poikien kohdalla oli 55 % (Lahtinen 2004, 13). Téassd on haastetta
pitkin matematiikan opetukselle: miten saamme rohkaistua yhi enemmén
tyttoja pitkdn matematiikan opintoihin? Ongelma ei ole vain matematiikan
opetuksen eikd koulutusjérjestelmén, vaan se on kansallinen ja globaali yh-
teiskunnan ongelma. Opettajankoulutus on erds keino vaikuttaa ongelman
ratkaisemiseen. Kun opettajat ovat tietoisia oppilaidensa matematiikkaku-
vista, niin he voivat yrittdd muuttaa muutoksen esteind olevia oppilaiden
asenteita ja uskomuksia. Opettajankouluttajana olen tietoinen, ettd muutos
on useimmiten aloitettava opettajista itsestain.

Edelld olen esittdnyt tutkimukseni pohjalta erilaisia havaintoja ja arveluita

¥ Konseptuaalisen tiedon ja strategiatiedon kiytto.
00Ks. 1.2.4.
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pitkdn matematiikan opiskelusta lukiossa. Néistd nousee uusia jatkotutki-
musaiheita. Uusien opetussuunnitelmien vaikuttavuus lukiossa ja peruskou-
lussa on kiinnostava tutkimusaihe: onko endd "kynnystd” matematiikan osaa-
misen suhteen peruskoulun viimeisen luokan ja lukion ensimmadisen luokan
pitkin matematiikan vililld ja jos on, niin minkélainen se on? Témé on mie-
lenkiintoista suomalaisten PISA-tutkimuksissa osoitetun menestyksen vuok-
si. Tutkimuksen kohteena voisi tarkastella, miten PISA-tutkimuksissa osoi-
tettu osaaminen niakyy pitkdn matematiikan opiskelussa. Opetussuunnitel-
mien my6td myos oppimateriaalit uudistuvat. Kilpatrick ym. (2001) esittivéit
joukon tunnistettavia matemaattisen osaamisen piirteita. Uusista oppimate-
riaaleista voisi tutkia miten ne tukevat mainittujen matemaattisen osaami-
sen piirteiden kehittymista. Ylioppilaskirjoitusten rakenteisiin tulee muutok-
sia vuosina 2005 ja 2006°!. Ylim##riisend pitkin matematiikan kirjoittavien
joukko on jatkossakin mielenkiintoinen. Heiddn osaltaan voisi tutkia minka-
laiset valmiudet ylimaariisena kirjoittavilla on jatko-opintoihin, joissa tar-
vitaan pitkdn matematiikan taitoja. Opetuksen kehittdmisen ldhtokohtana
voisi tutkia miten pitkin matematiikan opetusta tulisi kehittia, jotta se tu-
kisi paremmin opiskelijan matemaattisen ajattelun kehittymista yha useam-
man opiskelijan kohdalla. Téssd yhteydessa voisi tutkia opiskelijan kielté
(puhuttua ja kirjoitettua) hinen matemaattisen ajattelun heijastajana. Ma-
tematiikka voidaan ndhdi myos omana 'kielendén’ ja tutkia miten opiskelijat
vilittavit ajatteluaan matematiikan symbolikielen kautta.

Uuden vuosituhannen alun painopistealueita matematiikan opetuksessa voi-
si olla tietoisuuden lisdiminen opiskelijan matemaattisesta ajattelusta ja
sen edelleen kehittdmisestd sekd opiskelijan itsensd ettd opettajan tarkoi-
tuksenmukaisilla toimenpiteilld. Erityisesti ongelmanratkaisussa tarvittavien
strategisten kompetenssien opiskelu pitéisi liittd4 systemaattisesti opiskelta-
vaan oppisisaltoon. Amerikkalaiset painottavat uudessa matematiikan ope-
tusta parantavassa ohjelmassaan (Kilpatrick ym. 2001) nuorten matemaatti-
sen ajattelun oppimista. Matemaattisen ajattelun oppiminen on avain mate-
matiikan todelliselle oppimiselle. Seuraava lainaus sopii mielesténi ohjenuo-
raksi my0s uusiin tdmén vuosituhannen ensimmaisiin matematiikan opetus-
suunnitelman perusteisiin Suomessa (mt., 1):

All young - - must learn to think mathematically, and they must
think mathematically to learn.

61 Kevaalls 2006 tulee ainereaalikoe, jossa kokelas vastaa vain yhden etukiiteen valitse-
mansa oppiaineen kysymyksiin kerrallaan.
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Liitteet

LIITE 1: Tytot ja pojat pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituk-
sissa.
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KUVIO 9.2: Kevddn 1999 pitkin matematiikan pakollisena (n=5806)
tai ylimdardisend (n=6371) ylioppilaskirjoituksissa kirjoittaneiden tyttdjen
(n=4816) ja poikien (n=7361) prosenttiosuudet oman sukupuolen muodos-
tamasta kirjoittajaryhmaésta eri arvosanaluokissa.
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KUVIO 9.3: Yliméédridisend kirjoittaneiden tyttdjen ja poikien suhteelliset
osuudet kevadn kirjoituksissa vuosina 1996-2001.
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LIITE 2: Pitkdn matematiikan pakollisena tai ylima#raisena kir-
joittaneiden lukuméarat vuosina 1996-1999.
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KUVIO 9.4: Pitkdn matematiikan pakollisena tai ylim&arédisena kirjoittanei-
den poikien lukumaéarat kevadn ylioppilaskirjoituksissa 1996-1999.
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KUVIO 9.5: Pitkdn matematiikan pakollisena tai ylim&iréisend kirjoittanei-
den tyttojen lukuméirit kevidn ylioppilaskirjoituksissa 1996-1999.
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LIITE 3: Pitkdin matematiikan ylioppilaskirjoitusten arvosanaja-

kaumia.
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KUVIO 9.6: Pitkin matematiikan ylim&ardisend kevidn kirjoituksissa kir-

joittaneiden arvosanajakauma 1996-1999.
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KUVIO 9.7: Pitkdn matematiikan pakollisena keviin kirjoituksissa kirjoitta-

neiden arvosanajakauma 1996-1999.
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LIITE 4: Tilastotietoja 1990-luvun ylioppilaskirjoitustehtavista.

TAULUKKO 9.1: Vuosien 1990-1993 pitkéin matematiikan kevian ylioppi-
laskirjoituskokeiden vaihtoehdottomien tehtdvien osa-alue, tehtivaa yritté-
neiden keskiarvo (ka) seké keskihajonta (haj.), mukautetun Wilsonin takso-
nomian mukainen taso (W-taso) ja ratkaisuprosentti (vihintdén tehtévisté
4 pistettd saaneiden osuus kaikista kokeeseen osallistuneista) pakollisena kir-

joittaneilla.

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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Teht. (nro/vuosi) | Osa-alue | Ka | Haj | W-taso | Ratkaisuprosentti
2/90 DIF 4.59 | 2.31 LY 75
4/90 YHT 5.94 | 0.47 LY 97
5/90 GEO 3.29 | 2.59 SA o7
7/90 DIF 2.26 | 2.28 YS 29
9/90 DIF 1.19 | 1.74 SA 9
2/91 DIF 4.50 | 2.43 LY 76
6/91 DIF 2.88 | 2.61 YS 40
8/91 GEO 091 | 1.77 SA 10
9/91 DIF 0.21 | 1.00 SA 1
10/91 GEO/DIF | 1.80 | 2.28 SA 20
1/92 DIF 0.47 | 1.24 LY 90
2/92 DIF 4.70 | 2.07 LY 75
3/92 YHT 0.30 | 1.37 LY 88
7/92 DIF 2.68 | 2.10 YS 35
8/92 GEO 2.00 | 2.07 YS 23
1/93 YHT 0.68 | 1.12 LY 95
2/93 YHT 4.74 | 2.15 LY 75
5/93 YHT 1.58 | 1.46 YS 11
8/93 GEO 3.27 | 2.40 YS 46
10/93 DIF 1.31 | 1.69 SA 9




LIITE 4: (jatkuu).

TAULUKKO 9.2: Vuosien 1995-1999 pitkin matematiikan keviain ylioppi-
laskirjoituskokeiden vaihtoehdottomien tehtévien osa-alue, tehtévai yritta-
neiden keskiarvo (ka) seké keskihajonta (haj.), mukautetun Wilsonin takso-
nomian mukainen taso (W-taso) ja ratkaisuprosentti (vihintddn tehtévista
4 pistettd saaneiden osuus kaikista kokeeseen osallistuneista) pakollisena kir-
joittaneilla.

Teht. (nro/vuosi) | Osa-alue | Ka | Haj | W-taso | Ratkaisuprosentti
1/95 YHT 4.22 | 2.00 LY 67
2/95 YHT 4.28 | 2.07 YS 72
4/95 DIF 4.78 | 1.86 LY 80
6/95 GEO | 4.04 | 1.84 YS 65
8/95 GEO 2.09 | 2.03 SA 28
10/95 DIF 2,121 223 SA 18
1/96 YHT 4.16 | 1.81 LY 54
3/96 YHT 3.95 | 1.83 YS 63
6/96 DIF |3.00|225| YS 19
8/96 DIF 1.28 | 1.56 SA 5
9/96 TNLU | 1.52 | 2.20 SA 17
1/97 GEO 5.66 | 0.9 LY 95
2/97 YHT | 442 2.0 LY 68
4/97 TNLU | 4.53| 2.2 LY 95
5/97 DIF 3.42 | 2.7 YS 41
7/97 GEO 3.40 | 2.7 YS 52
9/97 DIF 1.78 | 2.4 SA 25
1/98 YHT 5.51 | 1.21 LY 87
2/98 GEO |4.77| 1.8 LY 73
4/98 YHT 2707 | 24 YS 40
6/98 GEO | 445 2.2 YS 73
7/98 DIF |[3.13] 25| YS 45
10/98 DIF 098] 1.4 SA 5
1/99 YHT 5.34| 1.3 LY 89
2/99 YHT 4.57 | 2.3 LY 75
3/99 GEO 3.22 | 2.2 LY 51
4/99 DIF 410 | 2.4 LY 65
8/99 DIF 1.41 | 2.0 SA 15
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LIITE 5: Tervakosken lukion pitkdn matematiikan opiskelijoiden
(n=103) suoritusten jakaumat 1990-luvulla seké normaalisuuden
testaus.
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KUVIO 9.8: Yhtéloiden ja funktioiden (YHTA) seké geometrian (GEO) kurs-
sien arvosanojen jakaumat. Molemmat jakaumat noudattavat normaalijakau-
maa (Kolmogorov-Smirnovin testi: p>0,05)
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KUVIO 9.9: Todennikoisyyslaskennan, tilastotieteen ja lukuteoriankurs-
sien (TNLU) seké differentiaalilaskennan (DIF) arvosanojen jakaumat. DIF-
kurssien jakauma noudattaa normaalijakaumaa (Kolmogorov-Smirnovin tes-
ti: p>0,05).

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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LIITE 5: (jatkuu).
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KUVIO 9.10: Kertauskurssin (KERT) ja pitkin matematiikan péittotodis-
tuksen (PTOD) arvosanojen jakaumat. Kumpikaan jakauma ei noudata nor-
maalijakaumaa (Kolmogorov-Smirnovin testi: p<0,05).
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KUVIO 9.11: Pitkiin matematiikan preliminéérien (PREL) ja ylioppilaskir-
joitusten pistejakaumat (PIST). Molemmat jakaumat noudattavat normaa-
lijakaumaa (Kolmogorov-Smirnovin testi: p>0,05).
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LIITE 6: Tervakosken lukiolaisten kurssikokeiden pistejakaumia
1990-luvulta.

TAULUKKO 9.3: Esimerkkeji Tervakosken lukion pitkin matematiikan opis-
kelijoiden (n=103) kokeiden (n=84) pistejakaumista (n=1396) 1990-luvulta.
Kokeen kaksi ensimmiista tehtavdad (T1 ja T2) pyrkivit mittaamaan LY-
tasoa, kaksi seuraavaa (T3 ja T4) YS-tasoa ja kolme viimeistd (T5-T7) SA-
tasoa. Opiskelija valitsi kuusi tehtavia.

Kognitiivinen taso/ | T1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T6 | T7
Opiskelija/koe
LY
OP 1/5 5 5 6 - - - 1
OP 3/24 5 6 0 0 0 0
OP 16/42 6 2 1 - 0 0 1
OP 12/43 6 6 0 2 0 - 0
YS
OP 11/1 6 6|6 |0 -1]-1]1
OP 1/21 6 6 6 3 1 -
OP 4/53 6 6|5 | -|-1]-1]0
OP 15/8 41234 310
OP 8/38 4 | 4 6 4 6 0 -
OP 9/49 o a4 |a|-|al2]1
SA
OP 10/16 6 6 6 5 - 6 5
OP 8/21 5 6 6 6 6 6
OP 2/33 6 6 3 6 6 6 -
OP 5/43 6 6 6 6 6 - 3
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LIITE 7: Tervakosken lukiolaisten kognitiiviset tasot matematii-
kan eri osa-alueilla.

TAULUKEKO 9.4: Tervakosken lukion pitkin matematiikan (I) poikien (po)
(n=69) ja tyttojen (ty) (n=34), (IT) vanhan opetussuunnitelman (vanha ops)
(n=70) ja uuden opetussuunnitelman (uusi ops) mukaan (n=33) opiskellei-
den lukiolaisten sekd (IIT) vuoden 1996 jélkeen pakollisena (pak) (n=38) ja
ylimadriisend (ylim) (n=32) kirjoittaneiden lukiolaisten kognitiiviset tasot
prosenttiosuuksina omasta joukostaan eri matematiikan osa-alueilla.

] | YHT | GEO | DIF | TNLU | KERT |

T LY po | 13% | 17% | 23% | 23% | 20%
ty | 15% | 24% | 21% | 27% | 38%
YS po | 59% | 54% | 52% | 49% | 49%
ty | 47% | 47% | 47% | 56% | 44%
SA po | 28% | 29% | 25% | 28% | 30%
ty | 38% | 32% | 27% | 18% | 18%

IT | LY vanhaops | 14% | 20% | 27% | 29% 20%
uusi ops | 12% | 18% | 18% | 15% 39%

YS vanha ops | 56% | 51% | 50% | 50% 49%
uusi ops | 55% | 48% | 52% | 55% 46%

SA vanha ops | 30% | 29% | 23% | 21% 31%
uusi ops | 33% | 33% | 30% | 30% 15%

111 LY pak | 5% 8% 11% 11% 16%
ylim | 19% | 25% | 31% 22% 44%
YS pak | 53% | 47% | 50% | 47% 39%
ylim | 69% | 63% | 59% 2% 56%
SA pak | 42% | 45% | 39% 42% 45%
ylim | 12% | 12% | 9% 6% 0%
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LIITE 8: Tervakosken pitkin matematiikan opiskelijat nelikentés-
sa.
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KUVIO 9.12: Tervakosken lukion opiskelijoiden suoritukset nelikentissé ero-
teltuna sukupuolen mukaan.
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KUVIO 9.13: Tervakosken lukion opiskelijoiden suoritukset nelikentéissi ero-
teltuna vanhan ja uuden opetussuunnitelman mukaan opiskelleiden mukaan.

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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LIITE 8: (jatkuu)
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KUVIO 9.14: Tervakosken lukion opiskelijoiden suoritukset nelikentissé ero-
teltuna pitkdn matematiikan pakollisena (Pak.) ja ylimaédrdisend (Ylim.) kir-
joittaneiden mukaan.
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LIITE 9: Tervakosken lukion kuudelle opiskelijalle vuonna 2001
tehdyn teemahaastattelun runko.

TEEMAHAASTATTELU LUKION PITKAN MATEMATIIKAN
OPISKELUSTA TERVAKOSKEN LUKIOSSA 1990-LUVULLA
Ennakkokdisitykset:

1. Peruskoulun loppuvaiheessa teit lukiovalintoja. Miksi valitsit juuri pit-
kidn matematiikan?

2. Miten pitkdn matematiikan opiskelu vastasi ennakkokisitystési sen
opiskelusta? Mika oli erilaista?
Opiskelu:

3. Miten kuvailisit pitkdin matematiikan opiskelua? Metafora: Pitkdn ma-
tematiikan opiskelu oli minulle kuin ...

4. Miten menestyit matematiikan kursseissa omiin tavoitteisiisi nahden?
5. Miten koit kurssiarvioinnin?

6. Mitkd tekijat vaikuttivat eniten sinun menestykseesi matematiikan
opinnoissa?

7. Miten koit kurssimuotoisen matematiikan opiskelun?
Ylioppilaskirjoitukset:

8. Miksi valitsit pitkin matematiikan pakolliseksi/ylimaaraiseksi?

9. Miten menestyit matematiikan ylioppilaskirjoituksissa ennakko-odotuksiisi
nihden?

10. Mitka syyt vaikuttivat eniten menestykseesi matematiikan kirjoituksis-
sa?

11. Mité olisit voinut tehd& toisin ennen kirjoituksia, jotta tulos olisi ollut
vield parempi?

12. Suuri osa heikon matematiikan ylioppilaskirjoitusarvosanan saajista on
matematiikan ylim&araisena kirjoittavia. Mistd arvelet sen johtuvan?
Jatko-opinnot:

13. Miten pitkdn matematiikan opiskelu on vaikuttanut jatko-opintoihisi?

14. Koitko saaneesi riittavit tiedot ja taidot pitkdn matematiikan opiske-
lusta jatko-opintoja varten?
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LIITE 10: Uskomuksia ja asenteita mittaavan kyselylomake.

Tdamdn kyselykaavakkeen antamia tietoja hyddynnetdidn tutkimuksessa, jossa
kartoitetaan mm. lukiolaisten asenteita matematitkkaa ja sen opiskelua koh-
taan. Antamasi tiedot kdsitelladn luottamuksellisesti eiwdtkd mitenkddn vai-
kuta opintojesi arviointiin. Vastaa huolellisesti ja rehellisesti, jotta saamme
mahdollisimman luotettavan kuvan nykyisestd tilanteesta. Vastaathan kaik-
kiin kohtiin, silld tutkimuksen luotettava tilastollinen kdsittely edellyttda si-
ta!

Taustatiedot: Taustatiedoissa kysyttiin seuraavia asioita, joissa vastaukset
annettiin ympyroimalld annettu vaihtoehto (kursiivilla) kaikkiin muihin pait-
si ensimmaiseen:

e Lukio: (vastaus kirjoittamalla)

Sukupuoli: tytté poika

Opiskelen pitkda lyhyttd matematiikkaa.

Ylioppilaskirjoituksissa kirjoitan en kirjoita matematiikkaa.

Aion kirjoittaa ylioppilaskirjoituksissa pitkdn lyhyen matematiikan pa-
kollisena ylimdadrdisend.

Onko sinulla graafinen laskin? Kylld Ei

e Onko sinulla Internetyhteys kotona? Kylld FEi

Viittamien edellé oleva vastausohje: Ympyrdi seuraaviin vdittdmaiin kannan-
ottosi (kohta 0 on esimerkki merkitsemistavasta) kayttien seuraavanlaista
asteikkoa: TAYSIN SAMAA MIELTA =++, JOKSEENKIN SA-
MAA MIELTA=+, EN OSAA SANOA=0, JOKSEENKIN ERI
MIELTA=-, TAYSIN ERI MIELTA —- -

(Jatkuu seuraavalla sivulla.)
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LIITE 10: (jatkuu)

Kunkin viitteen perissi on kyselykaavakkeessa vastausvaihtoehdot

40—

0 Tdma esimerkki ei olisi ollut minulle tarpeellinen
1. Matematitkka muuttuu nopeasti lihitulevaisuudessa.
2. Matematitkka on hyvd ala luovalle ihmaiselle.
3. Matemaattisten ongelmien ratkaisemisessa on vain vihdn sijaa omaperdi-
sille ajatuksille.
4. Matematiikan alalla tehddadn uwusia owalluksia jatkuvasti.
5. Matematiikka auttaa ajattelemaan tiettyjen tdasmallisten sddantojen mu-
kaan.
6. Kyky arvioida on tdrked matemaattinen taito.
7. Useimmille matemaattisille tehtdiville on olemassa erilaisia ratkaisutapoja.
8. Matematitkan oppiminen on suurimmaksi osaksi ulkoa oppimista
9. Matemaattisia ongelmia voidaan ratkaista kdayttamatta sadantojd.
10. Yritysta ja erehdystd voidaan kayttdid matematitkan tehtavien ratkaise-
misessa.
11. Matematitkassa on aina olemassa sddntd, jota voi soveltaa tehtdvdn rat-
kaisemisessa.
12. Matematitkassa ei ole tehty wusia oivalluksia pitkddin aikaan.
13. Matematiikka on joukko sddntojd.
14. Matemaattinen ongelma voidaan ratkaista aina eri tavoilla.
15. Matematitkka auttaa ajattelemaan loogisesti.
16. Haluan todella menestyd matematitkassa.
17. Towon saavani opiskella enemmdan matematiikkaa.
18. Minusta tuntuu hyvdltd, kun itse ratkaisen matematitkan tehtdvdn.
19. Ymmdrrdin yleensd sen, mitd matematitkan tunneilla kdasitelldan.
20. Mind en ole kovin hyvd matematitkassa.
21. Haluan auttaa muita matematitkan tehtavissd.
22. Jos saisin valita, en endd opiskelisi matematiikkaa.
23. Vaikea matematitkan tehtdvd tuntuu minusta mieluisalta haasteelta.
24. En halua kdyttada kovin paljon aikaant matematitkan opiskelemiseen.
25. Matematiikka on minulle vaikeampaa kuin useimmille muzille.
26. Vaikka kuinka yrittdisin, en siitd huolimatta menesty matematiikassa.
27. Olen valmis tyoskentelemddn pitkinkin aikaa ymmdrtadikseni uvuden asian
matematitkassa.

(Jatkuu seuraavalla sivulla)
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LIITE 10: (jatkuu)

28. Miehistd tulee parempia tiedemiehid ja insinooreja kuin naisista.
29. Pojilla on enemmdn luontaisia lahjoja matematiikkaan kuin tytoilld.
30. Pojat tarvitsevat enemmdan matematitkkaa kuin tytot.
31. Naiselle ammattiura on yhtd tdarked kuin miehelle.
32. Tytot menestyvit matematiikassa hetkommin kuin pojat.
33. Pojat ovat kitnnostuneempia matemaattisista ongelmista kuin tytit.
34. On tirked osata matematitkkaa, jotta saisi hyvdin tyopaikan.
35. Usetmmat thmiset ewvdt kdytd matematitkkaa tydssddan.
36. Haluaisin tyoskennelld ammatissa, jossa saan kdayttia matematitkkaa.
37. Matematitkasta on hyotyd jokapdivdisien ongelmien ratkaisemisessa.
38. Voin tulla hyvin toimeen jokapdivaisessd elamdssa kayttamdtta matema-
titkkaa.
39. Suurin osa matematiikasta on kdyttokelpoista tydeldmdssd.
40. Matematiikkaa ei tarvita jokapdivdisessd eldmdssa.
41. Useimmissa ammateissa matematitkan tiedot eivat ole vélttdmdttomid.
42. Opiskelen matematiikkaa saadakseni hyvin arvosanan.
48. Jokainen pystyy oppimaan matematiikkaa, jos opetusmenetelmiin kitnni-
tettaisiin riittdvasti huomiota.
44. Opetuksessa pitdisi kiinnittdd entistd enemmdn huomiota kdytdnndn so-
velluksiin.
45. Matematitkan opetusta pitdisi lisdtd.
46. Matematitkka on vaikein minun oppiaineistani.
47. Kiva kun ndma vditteet loppuivat.
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LIITE 11: Vuoden 1999 pitkéin matematiikan opiskelijoiden (n—384)
uskomustutkimus.

TAULUKKO 9.5: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen viittdmien 1-20 fre-
kvenssijakaumat (suluissa %-osuus), keskiarvot (ka) ja -hajonnat(kh). Lo-

makkeen merkinnit ovat koodattu seuraavasti: (+-+)=1, (+)=2, (0)=3,

(-)=4 ja (— —)=5. Merkintd * viitteen perdssi tarkoittaa, ettd yli puolet

vastanneista on joko hyviaksynyt tai hyldnnyt viitteen.

V | N 1 2 3 1 5 ka | kh
V1 | 382 4(1.0%) | 83(21.7%) | 147(38.5%) | 104(27.2%) | 44(11.5%) | 3.3 | 1.0
V2 | 384 | 43(11.2%) | 148(38.5%) | 49(12.8%) | 116(30.2%) | 28(7.3%) | 2.9 | 1.2
V3 | 384 | 41(10.7%) | 131(34.1%) | 35(9.1%) | 131(34.1%) | 46(12.0%) | 3.0 | 1.3
V4 | 384 | 36(9.4%) | 122(31.8%) | 143(37.2%) | 73(19.0%) | 10(2.6%) | 2.7 | 1.0
V5t | 383 | 94(24.5%) | 211(55.1%) | 39(10.2%) | 28(7.3%) | 11(2.9%) | 2.1 | 0.9
V6" | 383 | 119(31.1%) | 187(48.8%) | 43(11.2%) | 30(7.8%) | 4(1.0%) | 2.0 | 0.9
VTe | 384 | 227(59.1%) | 131(34.1%) | 8(2.1%) 16(4.2%) | 2(0.5%) | 1.5 0.8
Ve | 384 | 21(5.5%) | 86(22.4%) | 24(6.3%) | 178(46.4%) | 75(19.5%) | 3.5 | 1.2
V9 | 383 | 34(8.9%) | 112(29.2%) | 50(13.1%) | 121(31.6%) | 66(17.2%) | 3.2 | 1.3

V10* | 383 | 68(17.8%) | 168(43.9%) | 69(18.0%) | 64(16.7%) | 14(3.7%) | 2.5 | 1.1
VI1* | 384 | 70(18.2%) | 149(38.8%) | 46(12.0%) | 93(24.2%) | 26(6.8%) | 2.7 | 1.2
V12 | 384 | 8(2.1%) 31(8.1%) | 203(52.9%) | 92(24.0%) | 50(13.0%) | 3.4 | 0.9
V13* | 384 | 88(22.9%) | 170(44.3%) | 29(7.6%) | 71(18.5%) | 26(6.8%) | 2.4 | 1.2
V14 | 384 | 35(9.1%) | 131(34.1%) | 58(15.1%) | 124(32.3%) | 36(9.4%) | 3.0 | 1.2
V15* | 383 | 140(36.6%) | 172(44.9%) | 37(9.7%) | 23(6.0%) | 11(2.9%) | 1.9 | 1.0
V16* | 384 | 169(44.0%) | 138(35.9%) | 46(12.0%) | 26(6.8%) | 5(1.3%) | 1.9 | 1.0
V17 | 384 | 39(10.2%) | 96(25.0%) | 105(27.3%) | 97(25.3%) | 47(12.2%) | 3.0 | 1.2
V18 | 384 | 277(72.2%) | 95(24.7%) | 8(2.1%) 4(1.0%) 0(0.0%) | 1.3 | 0.6
V19* | 384 | 92(24.2%) | 176(45.6%) | 31(8.1%) | 63(16.4%) | 22(5.7%) | 2.3 | 1.2
V20 | 384 | 50(13.0%) | 86(22.4%) | 67(17.4%) | 116(30.2%) | 65(16.9%) | 3.2 | 1.3

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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LIITE 11: (jatkuu)

TAULUKKO 9.6: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen véittdmien 21-46
vastausten frekvenssijakaumat (suluissa %-osuus), keskiarvot (ka) ja -
hajonnat(kh). Lomakkeen merkinnit ovat koodattu seuraavasti: (4+4)=1,
(+)=2, (0)=3, (-)=4 ja (— —)=5. Merkinta * viitteen (V) periissi tarkoit-

taa, ettd yli puolet vastanneista on joko hyviksynyt tai hylannyt viitteen.

V | N 1 2 3 4 5 ka | kh
V21" | 382 | 53(13.9%) | 172(45.0%) | 82(21.6%) | 54(14.1%) | 21(5.5%) | 2.5 | 1.1
V22r | 384 | 24(6.3%) | 31(8.1%) | 49(12.8%) | 106(27.6%) | 174(45.3%) | 4.0 | 1.2
V23 | 384 | 49(12.8%) | 134(34.9%) | 60(15.6%) | 98(25.5%) | 43(11.2%) | 2.9 | 1.3
V24 | 384 | 31(8.1%) | 127(33.1%) | 57(14.8%) | 138(35.9%) | 31(8.1%) | 3.0 | 1.2
V25* | 383 | 17(4.4%) | 55(14.4%) | 78(20.4%) | 147(38.4%) | 86(22.5%) | 3.6 | 1.1
V26* | 384 | 10(2.6%) | 45(11.7%) | 36(9.4%) | 143(37.2%) | 150(39.1%) | 4.0 | 1.1
V2T | 384 | 37(9.6%) | 138(35.9%) | 58(15.1%) | 129(33.6%) | 22(5.7%) | 2.9 | 1.1
V28 | 383 | 43(11.2%) | 28(7.3%) | 78(20.4%) | 72(18.8%) | 162(42.3%) | 3.7 | 1.4
V29" | 383 | 35(9.1%) | 83(21.7%) | 71(18.5%) | 69(18.0%) | 125(32.6%) | 3.4 | 1.4
V30" | 383 | 13(3.4%) | 36(9.4%) | 106(27.7%) | 90(23.5%) | 138(36.0%) | 3.8 | 1.1
V31* | 384 | 208(54.2%) | 99(25.8%) | 58(15.1%) | 12(31%) | 7(1.8%) | 1.7 | 1.0
V32 | 384 | 18(4.7%) | 44(11.5%) | 84(21.9%) | 117(30.5%) | 121(31.5%) | 3.7 | 1.2
V33 | 384 | 26(6.8%) | 154(40.1%) | 108(28.1%) | 56(14.6%) | 40(10.4%) | 2.8 | 1.1
V34* | 384 | 60(15.6%) | 180(46.9%) | 59(15.4%) | 67(17.4%) | 18(4.7%) | 2.5 | 1.1
V35 | 383 | 28(7.3%) | 103(26.9%) | 75(19.6%) | 142(37.0%) | 35(9.1%) | 3.1 | 1.1
V36 | 383 | 52(13.6%) | 115(30.0%) | 107(27.9%) | 83(21.7%) | 26(6.8%) | 2.8 | 1.1
V3T* | 383 | 56(14.6%) | 215(56.1%) | 32(8.4%) | 57(14.9%) | 23(6.0%) |24 | 1.1
V38 | 383 | 29(7.6%) | 70(18.3%) | 46(12.0%) | 188(49.1%) | 50(13.1%) | 3.4 | 1.2
V39 | 383 | 35(9.1%) | 131(34.2%) | 69(18.0%) | 106(27.7%) | 42(11.0%) | 3.0 | 1.2
V40* | 382 | 17(4.5%) | 49(12.8%) | 35(9.2%) | 200(52.4%) | 81(21.2%) | 3.7 | 1.1
VAl | 381 | 27(7.0%) | 95(24.9%) | 73(19.2%) | 160(42.0%) | 26(6.8%) | 3.2 | 1.1
V42 | 382 | 36(9.4%) | 135(35.3%) | 40(10.5%) | 128(33.3%) | 43(11.3%) | 3.0 | 1.2
V43" | 384 | 105(27.3%) | 150(39.1%) | 56(14.6%) | 59(15.4%) | 14(3.6%) | 2.3 | 1.1
V44* | 384 | 105(27.3%) | 176(45.8%) | 73(19.0%) | 27(7.0%) | 3(0.8%) |2.1]0.9
V45 | 384 | 35(9.1%) | 84(21.9%) | 149(38.8%) | 98(25.5%) | 18(4.7%) | 3.0 | 1.0
V46" | 384 | 73(19.0%) | 85(22.1%) | 15(3.9%) | 91(23.7%) | 120(31.3%) | 3.3 | 1.6
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LIITE 12: Vuoden 1999 uskomuskyselyn arvosanajakaumat.
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LIITE 13: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen tulokset tyttojen ja
poikien ryhmissa.

TAULUKKO 9.7: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen véittdmien 1-21 pitkidn
matematiikan opiskelijoiden hyviksymét (vahintdén 50 % vastaajista téysin
tai jokseenkin samaa mieltd) ja hylkddmét (vihintaan 50 % vastaajista téysin
tai jokseenkin eri mieltd) poikien (n=220) ja tyttdjen (n=162) ryhmissé.
Taulukkoon on merkitty "hyviksyy” tai "hylkda” em. periaatteen mukaisesti
ja perddn prosenttiosuudet "samaa mieltd”/eri mieltd”. Merkintd * véitteen
perissa tarkoittaa, ettd ryhmien jakaumat eroavat tilastollisesti Pearsonin

x2-testin perusteella (p<0,05).

Viite Pojat Tytot

V2 | hyviksyy 54.0%/32.7% 44.5%/43.2%

V5 | hyviksyy 80.4%/9.1% | hyviksyy 79.1%/11.1%
V6 | hyviksyy 78.5%/7.8% | hyviksyy 81.5%/10.5%
V7 | hyvéksyy 91.8%/5.9% | hyviksyy 95.1%/3.1%
V8 | hylkiid 26.8%/65.9% | hylkiid 29.7%/65.5%
V9 42.3%/45.4% hylkaa 32.3%/53.4%
V10 | hyviksyy 58.9%/21.0% | hyviksyy 66.1%/18.6%
V11 | hyvéksyy 65.9%/32.3% | hyviksyy 58.6%/29.0%
V13 | hyviksyy 63.2%/27.2% | hyviksyy 72.8%/22.2%
V15 | hyviksyy 83.7%/8.2% | hyviksyy 78.8%/9.3%
V16 | hyviksyy 80.9%/7.8% | hyviksyy 79.0%/8.6%
V18 | hyviksyy 95.4%/1.8% | hyviksyy 98.7%/0.0%
V19 | hyviksyy 74.1%/20.4% | hyviksyy 63.5%/24.7%
V20 | hylkii 32.8%/53.7% 38.9%,/38.3%

V21 | hyviksyy 55.7%/21.0% | hyviksyy 63.4%/17.4%

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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LIITE 13: (jatkuu)

TAULUKKO 9.8: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen véittdmien 22—46 pit-
kidn matematiikan opiskelijoiden hyviksymét (vihintddn 50 % vastaajista
tdysin tai jokseenkin samaa mieltd) ja hylkdaméat (vihintaan 50 % vastaa-
jista tdysin tai jokseenkin eri mieltd) poikien (n=220) ja tyttojen (n=162)
ryhmissd. Taulukkoon on merkitty "hyviksyy” tai "hylkdd” em. periaatteen
mukaisesti ja perdin prosenttiosuudet "samaa mieltd”/’eri mieltd”. Merkinta
* viitteen perdssi tarkoittaa, ettd ryhmien jakaumat eroavat tilastollisesti
Pearsonin y?-testin perusteella (p<0,05).

Viite Pojat Tytot

V22 hylkad 13.2%/75.0% hylkas 16.0%/70.4%
V23* | hyviksyy 56.8%/27.7% 35.2%,/48.8%

V25 hylkdd 15.5%/64.8% hylkad 23.5%/55.6%
V26 | hylkid 11.8%/78.2% | hylkii 17.9%/73.5%
Vog* 26.0%,/42.5% hylkiii 8.6% /85.8%
V29° 36.8%/35.0% hylkid 23.0%/70.4%
V30" 16.4%/47.3% hylkiié 8.1%/75.8%
V31* | hyviksyy 71.8%/5.0% | hyviksyy 90.7%/5.0%
V32* hylkad 21.8%/50.0% hylkad 8.6%/78.4%
V34 | hyviksyy 64.6%/20.5% | hyviksyy 60.5%/23.5%
V36 | hyviksyy 52.1%/22.8% 31.8%/33.2%

V37 | hyviksyy 68.0%/23.2% | hyviksyy 74.0%/17.9%
V38 | hylkid 28.8%/58.9% | hylkid 21.6%,/66.7%
V40 | hylkidd 19.1%/70.1% | hylkii 14.8%/77.8%
V4l 35.5% /45.6% hylkiié 26.5%/53.7%
V43 | hyviksyy 66.7%/20.0% | hyviksyy 70.4%/17.9%
V44 | hyviksyy 74.1%/8.6% | hyviksyy 72.2%/6.8%
V46 | hylkii 34.6%/61.4% | hyviksyy 50.6%/45.7%
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LIITE 14: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen tulokset pitkdn ma-
tematiikan pakollisena ja yliméaériisend kirjoittavien ryhmissa.

TAULUKKO 9.9: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen vaittdmien 1-20 pitkidn
matematiikan opiskelijoiden hyviksymét ja hylkddmét matematiikan pakolli-
sena kirjoittavien (n=199) ja yliméériisena kirjoittavien (n=158) ryhmissa.
Suluissa on prosenttiosuudet “"samaa mieltd”/”eri mieltd”. 27 opiskelijaa ei
ilmoittanut kumpana (pakollisena/ylimééréisend) hian kirjoittaa matematii-
kan. Merkintd * vaitteen perdssi tarkoittaa, ettd ryhmien jakaumat eroavat
tilastollisesti Pearsonin y?-testin perusteella (p<0,05).

Viite | Pakollisena kirjoittavat | Yliméaérdisend kirjoittavat
V2 | hyviksyy 54.8%/32.1% 43.1%/43.7%
V5 | hyviksyy 78.8%/10.1% | hyviksyy 80.4%/11.4%
V6 | hyviksyy 80.9%/9.0% hyviksyy 80.3%/8.2%
V7 | hyviksyy 95.0%/4.0% hyviksyy 92.4%/5.0%
V8 | hylkiid 25.6%/68.3% hylkiiii 29.8% /64.5%
V9 13.8%/43.7% hylkia 33.2%/52.2%
V10 | hyviksyy 58.3%/20.6% | hyviksyy 66.9%/21.0%
V11 | hyviksyy 56.3%/32.1% | hyviksyy 58.2%/29.7%
V13 | hyviksyy 62.8%/29.6% | hyviksyy 72.7%/21.6%
V15* | hyviksyy 86.4%/4.5% hyviksyy 76.4%/13.4%
V16* | hyviksyy 86.9%/5.0% hyviksyy 72.2%/11.4%
ViT* 44.7%/24.1% hylkaa 20.9%/55.7%
V18 | hyviksyy 99.0%/0.0% hyviksyy 95.0%/1.3%
V19 | hyviksyy 78.9%/16.1% | hyviksyy 60.2%/29.1%
V20" | hylkdid 24.6%/57.8% 47.5%/34.8%

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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LIITE 14: (jatkuu).

TAULUKEKO 9.10: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen viittdmien 21-46 pit-
kéin matematiikan opiskelijoiden hyviksymét ja hylkdidmét matematiikan pa-
kollisena kirjoittavien (n=199) ja ylimdérdisend kirjoittavien (n=158) ryh-
missi. Suluissa on prosenttiosuudet "samaa mieltd”/"eri mieltd”. 27 opiskeli-
jaa ei ilmoittanut kumpana (pakollisena/ylimaariisend) hian kirjoittaa ma-
tematiikan. Merkintd * véitteen perdssi tarkoittaa, ettd ryhmien jakaumat
eroavat tilastollisesti Pearsonin y?-testin perusteella (p<<0,05).

Viite | Pakollisena kirjoittavat | Ylimaaraisena kirjoittavat
V21 | hyviksyy 62.9%/15.8% | hyviksyy 55.1%/25.4%
V22* hylkdd 9.5%/79.9% hylkad 19.7%/64.6%
V23* | hyviksyy 60.8%/25.6% |  hylkii 31.0%/51.9%
V25* hylkas 11.6%/70.2% hylkad 24.1%/52.5%
V26" | hylkiii 6.5%/84.0% hylkiis 20.3%/71.5%
V27 | hyviksyy 51.3%/31.1% hylkaa 40.5%/47.5%
V28 | hylkid 19.7%/54.1% | hylkas 15.2%/71.6%
V29 31.7%,/45.8% hylkiii 28.5%/57.6%
V30 hylkas 13.0%/55.8% hylkaa 12.8%/67.5%
V31 | hyviksyy 80.9%/4.5% hyviksyy 82.9%/5.1%
V32 | hylkid 19.1%/54.2% hylkiii 12.1%/74.1%
V33 41.7%/26.7% hyviksyy 53.2%/25.3%
V34 | hyviksyy 66.1%/18.1% | hyvéksyy 55.7%/28.5%
V36* | hyviksyy 58.1%/15.1% 26.0%/44.3%

V37 | hyviksyy 72.8%/19.2% | hyviksyy 67.8%/24.0%
V38 | hylkid 26.8%/61.1% hylkiié 26.6%/62.0%
VA0 | hylkdA 13.7%/75.6% |  hylkia 21.6%/71.5%
V42 | hyviksyy 50.5%/39.9% hylkaa 37.5%/50.9%
V43 | hyviksyy 64.3%/20.6% | hyviksyy 68.9%/17.7%
V44 | hyviksyy 71.8%/8.5% hyviksyy 73.4%/7.6%
V46* | hylkdd 27.2%/69.8% hyviksyy 57.0%/39.3%
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LIITE 15: Vuoden 1999 uskomustutkimuksen faktorimatriisi.

TAULUKKO 9.11: Uskomuskyselyn rotatoitu faktorimatriisi (vaittdmat 1—
20) pitkin matematiikan opiskelijoilla 1999 (n=384; alle 0.30 lataukset on
jatetty merkitseméttd).

Vaittama | F1 F2 |F3|F4| F5 F6 | h?
V02 408 B17 306
V03 -.344 263
V04 404 .246
V06 333 242
Vo7 398 190
V08 =377 211
V09 380 | .166
V11 D87 | 355
V12 401 302
V13 -.325 526 | .445
V15 394 412 454
V16 619 459
V17 790 127
V18 390 213
V19 .645 S15
V20 784 678

Jatkuu seuraavalla sivulla.
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LIITE 15: (jatkuu).

TAULUKKO 9.12: Uskomuskyselyn rotatoitu faktorimatriisi (viittamat 21—
46)pitkin matematiikan opiskelijoilla 1999 (n=384; alle 0.30 lataukset on
jatetty merkitsemétti).

Viittama | F1 F2 F3 F4 F5 F6 h?
V22 .616 494
V23 490 | 576 595
V24 494 | 318 421
V25 -.838 714
V26 721 Y
V27 437 301
V28 810 659
V29 .808 670
V30 653 464
V31 -.387 190
V32 729 .H42
V33 D17 270
V34 427 332
V35 DT 396
V36 637 | .361 594
V37 530 A74
V38 -.630 438
V39 387 297
V40 .693 592
V4l 709 534
V45 587 382
V46 -.992 467

Om.arvo | 4.098 | 4.065 | 2.978 | 2.505 | 1.622 | 1.115 | 16.383
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