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Spektraalifaktorisointi on monimutkainen matemaattinen prosessi, jolla päätellään stabiilin mi-
nimivaiheisen systeemin siirtofunktio systeemin tunnetusta amplitudivasteesta. Sitä käytetään 
esimerkiksi mallintaessa värillinen kohina LTI-systeemin vasteeksi valkoiselle kohinalle. Spekt-
raalifaktorisointi on toteutettavissa usealla eri menetelmällä. 

Tässä työssä vertaillaan neljää eri spektraalifaktorisoinnin algoritmia. Algoritmit ovat polyno-
min juurten etsintää käyttävä menetelmä, Levinson-Durbin algoritmi ja kaksi Riccati-yhtälön rat-
kaisevaa algoritmia. Algoritmeille etsitään matemaattinen tausta lähteistä ja niille luodaan MAT-
LAB-funktiot. 

Funktioiden suoritusaikoja vertaillaan eri syötteillä. Suoritusaikojen mittaustulokset kerätään 
kuvaajaan, josta nähdään selvästi algoritmien tehokkuuserot. Algoritmeilla on myös eri vaatimuk-
sia syötteille, joten niiden käytännöllisyyttä ja yksinkertaisuutta vertaillaan. 
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LYHENTEET JA MERKINNÄT 

dareiter MATLAB-funktio Riccati-yhtälön ratkaisuun 

FIR engl. Finite Impulse Response, suodin, jonka impulssivaste päättyy 
äärellisen ajan jälkeen 

IIR engl. Infinite Impulse Response, suodin, jonka impulssivaste ei kos-
kaan päädy täysin nollaan 

idare MATLAB-funktio Riccati-yhtälön ratkaisuun 

poly MATLAB-funktio, joka muodostaa polynomin juurista 

roots MATLAB-funktio, joka laskee polynomin juuret 

SF spektraalifaktorisointi 
SISO engl. Single Input Single Output, systeemi, jossa on vain yksi sisään-

meno ja yksi ulostulo 
tic, toc MATLAB-funktiot, jotka laskevat niiden välissä kuluvan ajan 

xcorr MATLAB-funktio, joka laskee ristikorrelaation 

𝐴(𝑧) spektraalifaktorisoinnin nimittäjä 

𝐴𝑅(𝑧) ARX-mallin AR-termin polynomi 
𝑎𝑖 muuttujavektori 

𝑎# vektorin 𝑎 peilaus 
𝑎∗ vektorin 𝑎 konjugaatti 

𝐵(𝑧) spektraalifaktorisoinnin osoittaja 
𝐶 normalisointikerroin 

𝐸{𝑥} arvon 𝑥 odotusarvo 
𝐹 Riccati-yhtälön ratkaisu 

𝐹̃ dareiter-funktiossa käytetty Riccati-yhtälön ratkaisu 

𝑓(𝑛) diskreettiaikainen signaali 

𝐺1 vektorin 𝑣 transpoosi funktiossa dareiter 
𝐺2 termin 𝑝0 negaatio funktiossa dareiter 

𝐺(𝑧) systeemin siirtofunktio sisäänmenosta ulostuloon 

𝐻̃ dareiter-funktiossa käytetty kohinan värittävä siirtofunktio 

𝐻(𝑧) algoritmien spektraalifaktorisoinnin tuloksena etsitty siirtofunktio 

𝐻̃(𝑧) normalisoitava siirtofunktio 
𝐻𝐴(𝑧) spektraalifaktorin nimittäjä 

𝐻𝐵(𝑧) spektraalifaktorin osoittaja 
ℎ(𝑛) impulssivaste 

ℎ̃(𝑛) normalisoitava impulssivaste 
ℎ𝑛 polynomin korkeimman potenssin kerroin 

𝑘 siirtofunktion 𝐻(𝑧) kertoimien vektori 
𝐿(𝑧) värittäjän siirtofunktio 

𝐿(𝑒𝑗𝜔) värittäjän siirtofunktion taajuusvaste 
𝑙(𝑥) värittäjän impulssivaste 

𝑚 siirtofunktion asteluku 
𝑚(𝑛) diskreettiaikainen palautemittaus 

𝑁 vektori Riccati-yhtälössä 
𝑛 mittausajankohdan indeksi 

𝑝𝑖 autokorrelaatiosarjan termi 
𝑅 autokorrelaatio 

𝑅𝑣(𝑛) värillisen kohinan autokorrelaatio 
𝑅𝑤(𝑛) valkoisen kohinan autokorrelaatio 
𝑟(𝑛) diskreettiaikainen asetusarvo 

𝑟𝑒 innovaatiovarianssi 
𝑆(𝑧) kohinan spektritiheys 
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𝑆𝑣(𝑧) värillisen kohinan spektritiheys 
𝑆𝑤(𝑧) valkoisen kohinan spektritiheys 

𝑆(𝑒𝑗𝜔) kohinan spektritiheyden taajuusvaste 
𝑠 jatkuva-aikaisen mallinnuksen siirtofunktion kompleksiparametri 

𝑇𝑖 Toeplitz matriisi, jonka dimensio on (𝑖 + 1) 
𝑡 jatkuva-aikaisen mallinnuksen aikamuuttuja 

𝑈(𝑧) sisäänmenon z-muunnos 
𝑢(𝑛) diskreettiaikainen sisäänmeno 
𝑣 vektori Riccati-yhtälössä 

𝑣(𝑛) diskreettiaikainen värillinen kohina 
𝑤(𝑛) diskreettiaikainen valkoinen kohina 

𝑌(𝑧) ulostulon z-muunnos 
𝑦(𝑛) ulostulo 

𝑧 z-siirtofunktion kompleksiparametri 
𝑧𝑞 polynomin juuri 

𝛷(𝜔) spektritiheys 
𝛾𝑖 heijastuskerroin 

Σ Riccati-yhtälön ratkaisu 

𝜎2 kohinan varianssi 

𝜎𝑖
2 virheen varianssi 
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1. JOHDANTO 

Spektraalifaktorisointi, myöhemmin toisinaan lyhyesti SF, on menetelmä, jolla stokasti-

sen signaalin saaneen lineaarisen aikainvariantin SISO-systeemin ulostulon spektristä 

voidaan päätellä systeemin siirtofunktio. Spektraalifaktorisoinnilla mallinnetaan suotimia, 

kun halutaan simuloida erilaisia signaaleja, ennustaa signaalin käyttäytymistä tai luoda 

suodin, jolla on haluttu amplitudivaste. Kyseessä on monimutkainen matemaattinen pro-

sessi, joka on mahdollista tehdä usealla eri tavalla. Tämän työn tarkoituksena on vertailla 

eri SF-algoritmeja niiden matemaattisen tehokkuuden kannalta. 

Työssä vertaillaan neljää erilaista SF-algoritmia. Algoritmit ohjelmoidaan MATLAB-funk-

tioiksi, joita vertaillaan ohjelmien suoritusaikojen ja ominaisuuksien osalta. Algoritmeille 

etsitään matemaattinen tausta tieteellisistä lähteistä. 

Eräs algoritmeista perustuu polynomin juurten etsintään. Muita algoritmeja ovat Levin-

son-Durbin algoritmi ja kaksi Riccati-yhtälön ratkaisuun perustuvaa algoritmia. MATLAB 

tarjoaa muutamia valmiita funktioita Riccati-yhtälön ratkaisuun, joita hyödynnetään ver-

tailussa. 
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2. TEORIA 

Tässä kappaleessa esitellään spektraalifaktorisoinnin taustateoriaa. Siihen sisältyvät 

diskreettiaikaisen lineaarisen aikainvariantin SISO-systeemin ja z-muunnoksen alkeet. 

Stokastisen säädön perusteet ja motiivi spektraalifaktorisoinnille selitetään, jonka jälkeen 

esitellään spektraalifaktorisoinnin teoriaa. 

2.1 Diskreettiaikainen SISO-systeemi 

Diskreettiaikaisen systeemin signaalit saavat arvoja erillisinä ajanhetkinä. Nykyaikai-

sissa ohjauslaitteissa ohjaus toteutetaan pääosin digitaalisesti laitteiden sisällä. Niinpä 

ohjaavat systeemit toimivat diskreettiaikaisesti, vaikka ohjattavat systeemit toimivat 

useimmiten jatkuva-aikaisesti. Tämä ratkaistaan joko mallintamalla systeemi diskreetti-

aikaisena tai mallintamalla ohjaava systeemi jatkuva-aikaisena. [1, s. 6] Tässä työssä 

tarkastellaan diskreettiaikaisia funktioita niitä vastaavien z-muunnosten avulla. 

Diskreettiaikaisen funktion eli jonon 𝑓 z-muunnos määritellään yhtälöllä 

𝐹(𝑧) = ∑ 𝑓(𝑛)𝑧−𝑛

∞

𝑛=0

, (2.1) 

jossa 𝑓(𝑛) on funktion 𝑓 arvo kokonaislukuarvoiselle indeksille 𝑛. Jos kyse on näytteen-

otosta, niin 𝑓(𝑛) saattaa olla jonkun funktion arvo jatkuvan aikamuuttujan hetkellä 𝑛ℎ, 

missä ℎ on näytteenottovälin arvo [2, s. 53]. 

Tarkastellaan systeemiä, jonka sisäänmenofunktio ja ulostulofunktio ovat 𝑢 ja 𝑦. Näiden 

funktioiden alkuarvojen ollessa nollia funktioiden z-muunnoksille 𝑈(𝑧) ja 𝑌(𝑧) pätee 

𝑌(𝑧) = 𝐺(𝑧)𝑈(𝑧), (2.2) 

jossa 𝐺(𝑧) on systeemin siirtofunktio sisäänmenosta ulostuloon. Z-muunnettua systee-

miä voidaan käsitellä algebrallisesti. Tuloksen (2.2) tyypillinen lohkokaavioesitys on ku-

vassa 1. 
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Kuva 1. I/O-systeemin esitykset, joissa u ja y ovat sisäänmeno- ja ulostulofunktiot, 
U(z) ja Y(z) ovat z-muunnetut sisäänmeno- ja ulostulofunktiot sekä G(z) on siir-

tofunktio sisäänmenosta ulostuloon. 

 

Kuvassa 1 on mallinnettu z-muunnoksen toimintaa siten, että vasemmalla puolella on 

systeemi aikatasossa ja oikealla puolella sama systeemi z-muunnettuna. Systeemin ai-

heuttama ero sisäänmenon ja ulostulon välillä mallinnetaan siirtofunktion 𝐺(𝑧) avulla. 

Kuvan systeemi sisältää vain yhden ulostulon ja sisäänmenon eli kyseessä on SISO 

(Single-Input Single-Output) -systeemi. 

2.2 Stokastisuus 

Stokastisella säädöllä pyritään hallitsemaan satunnaisuutta systeemissä. Satunnaisuus 

voi esiintyä esimerkiksi systeemin sisääntulossa tai systeemin sisäisissä parametreissa. 

Käytännön systeemit käsittelevät harvoin ainoastaan täysin ennustettavissa olevia ar-

voja, jolloin niissä esiintyy ainakin vähäistä stokastisuutta. Systeemin sisäisistä ilmiöistä 

ei aina saada mittaustietoa, jolloin ainoat tunnetut mittaukset ovat systeemin sisään-

meno ja ulostulo. Ne saattavat kuitenkin olla vääristyneitä satunnaishäiriöiden vuoksi. 

Tässä työssä systeemin häiriönä on nollakeskiarvoinen stokastinen prosessi. Stokasti-

sella prosessilla tarkoitetaan sarjaa satunnaisia muuttujia. Työssä tarkasteltavia stokas-

tisia prosesseja ovat valkoinen kohina ja värillinen kohina. Valkoisen kohinan spektriti-

heys on vakio [3, s. 29–30]. Värillinen kohina eroaa valkoisesta siten, että sen spektriti-

heys ei ole vakio, vaan riippuu taajuudesta. 

Valkoista kohinaa kohdellaan tässä työssä stationaarisena kohinana. Stationaarisuus 

tarkoittaa prosessia, jolla on statistisia ominaisuuksia, jotka eivät muutu ajan myötä. Sta-

tionaarisen kohinan odotusarvo on vakio jokaiselle ajanhetkelle ja kohinan autokorrelaa-

tio, joka määritellään kappaleessa 2.3, riippuu vain aikaerosta [4, s. 3, 69]. Stationaari-

suutta vaaditaan työn algoritmeihin autokorrelaation määrittelyä varten. 

Kuva 2 havainnollistaa systeemiä, jossa prosessin eli säädettävän systeemin ulostuloa 

𝑦 ohjataan yhden vapausasteen säätimen ulostulolla 𝑢. Ulostulon valinta perustuu 

palautemittaukseen 𝑚 ja säädettävän suureen 𝑦 asetusarvoon 𝑟. Tavoitteen 
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saavuttamista häiritsee nollakeskiarvoinen värillinen kohina 𝑣, jonka ajatellaan olevan 

värittäjän vaste nollakeskiarvoiseen valkoiseen kohinaan 𝑤. 

 

Kuva 2. Diskreettiaikainen säätöpiiri, johon vaikuttaa satunnaishäiriö 𝑣, joka mal-

linnetaan ns. värittäjän vasteeksi valkoiseen kohinaan 𝑤. 

 

Kuvan 2 säätöpiiri sisältää säätimen, prosessin ja palautemittaussysteemin. Häiriön 𝑣(𝑛) 

vaikutusta ulostuloon voidaan mallintaa kuvaamalla häiriö värittäjän vasteeksi valkoi-

seen kohinaan 𝑤(𝑛). Värittäjän siirtofunktio 𝐿(𝑧) valitaan spektraalifaktorisoinnin avulla. 

Siirtofunktion 𝐿(𝑧) mallintaminen ja huomioonottaminen kokonaismallissa mahdollistaa 

funktioiden 𝑢(𝑛) ja 𝑦(𝑛) simuloinnin itse satunnaisgeneroidulla värillisellä kohinalla 𝑣(𝑛). 

Tämä mahdollistaa myös funktioiden 𝑢(𝑛) ja 𝑦(𝑛) hetkellisarvojen varianssien ja näiden 

varianssien loppuarvojen sekä kaikkien mainittujen varianssien lineaarikombinaatioiden 

laskemisen ilman simulointeja algoritmeilla, joiden oletuksena on kohinan 𝑤(𝑛) valkoi-

suus. 

2.3 Spektraalifaktorisointi 

Spektraalifaktorisointi on keskeinen osa lineaaristen säätö- ja estimaatio-ongelmien rat-

kaisuja. Spektraalifaktorisoinnin perusteet pohjautuvat vuoden 1931 N. Wienerin ja E. 

Hopfin julkaisuihin. Ajan myötä on kehitetty useita eri SF algoritmeja ja sovelluksia. Esi-

merkkejä ovat Bauerin metodi, Schurin ja Levinson-Durbinin algoritmit, Riccatin yhtälö 

sekä Kalman- ja CKMS-suotimet. Menetelmillä on joitain yhtäläisyyksiä toistensa 

kanssa, mutta matemaattisesti ne eroavat suuresti. [5, s. 467] Tästä syystä algoritmien 

vertailu on tärkeää. 
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Kuvan 2 tapauksessa spektraalifaktorisointi onnistuu, kun tunnetaan värillisen kohinan 

𝑣(𝑛) spektritiheys. Joissain tilanteissa spektritiheys on mahdollista selvittää luomalla en-

sin mittaustuloksista autokorrelaatio 𝑅. Autokorrelaatio kertoo, kuinka paljon aikasarjan 

erihetkiset arvot korreloivat toistensa kanssa. Se on signaalin arvojen tulon odotusarvo 

kahdella eri ajanhetkellä. Värillisen kohinan autokorrelaatio on 

𝑅𝑣(𝑛) = 𝐸{𝑣(𝑚)𝑣(𝑚 + 𝑛)}, (2.3) 

jossa 𝐸 kuvaa odotusarvoa ja 𝑛 on kokonaislukuviive. [6, s. 376]  

LTI-värittäjän vasteen konvoluutioesitys on 

𝑣(𝑚) = ∑ 𝑙(𝑥)𝑤(𝑚 − 𝑥)

∞

𝑥=−∞

, (2.4) 

jossa 𝑙(𝑥) on värittäjän impulssivaste. Sijoitetaan tämä autokorrelaatioon (2.3) ja hyö-

dynnetään sitä, ettei 𝑙(𝑥) ole satunnainen 

𝑅𝑣(𝑛) = ∑ 𝑙(𝑥)

∞

𝑥=−∞

∑ 𝑙(𝑘)

∞

𝑘=−∞

𝑅𝑤(𝑛 − 𝑥 + 𝑘), (2.5) 

jossa 𝑅𝑤(𝑛) = 𝐸{𝑤(𝑚)𝑤(𝑚 + 𝑛)} on sisäänmenon valkoisen kohinan autokorrelaatio. Z-

muuntamalla yhtälö (2.5) saadaan värillisen kohinan spektritiheydelle lauseke 

𝑆𝑣(𝑧) = 𝐿(𝑧)𝐿(𝑧−1)𝑆𝑤(𝑧), (2.6) 

jossa 𝑆𝑤(𝑧) on valkoisen kohinan 𝑤 spektritiheys. [7, s. 720–721] Spektritiheys 𝑆𝑤(𝑧) on 

vakio. Sen arvona voidaan yleisyyttä menettämättä käyttää arvoa yksi, kunhan 𝐿(𝑧) pa-

rametroidaan sopivasti. 

Sijoitetaan z-arvo, jolle 𝑆𝑣(𝑧) = 𝑆𝑣(𝑒
𝑗𝜔), yhtälöön (2.6). Kun siirtofunktion 𝐿(𝑧) kertoimet 

ovat reaaliset, taajuusvasteen Nyquist-diagrammi on symmetrinen reaaliakselin suh-

teen. Tällöin tulon 𝐿(𝑒𝑗𝜔)𝐿(𝑒−𝑗𝜔) tekijät ovat toistensa kompleksikonjugaatit eli liittoluvut, 

jolloin tulo on yhteisen itseisarvon neliö 

𝑆𝑣(𝑒
𝑗𝜔) = |𝐿(𝑒𝑗𝜔)|

2
. (2.7) 

Itseisarvo |𝐿(𝑒𝑗𝜔)| on siirtofunktion 𝐿(𝑧) amplitudivahvistus. Spektraalifaktorisoinnin teh-

tävänä on johtaa siirtofunktio 𝐿(𝑧) tunnetusta spektritiheydestä 𝑆𝑣(𝑧) tai amplitudivahvis-

tuksen neliöstä |𝐿(𝑒𝑗𝜔)|
2
. Ratkaisu ei ole yksikäsitteinen, joten etsitään kausaalinen, sta-

biili, minivaiheinen minimirealisaatio. Täten napojen ja nollien tulee sijaita yksikköympy-

rän sisällä [3, s. 99]. 
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3. ALGORITMIT 

Tässä luvussa esitellään vertailtavat algoritmit. Kussakin alaluvussa esitetään ensin al-

goritmin matemaattinen tausta, jonka jälkeen listataan algoritmin toteuttavan MATLAB-

funktio. 

3.1 Polynomin juurten etsintä 

Ensimmäinen SF-algoritmi perustuu polynomin juurten laskentaan. Algoritmi perustuu 

juurten ratkaisemiseen siirtofunktion 𝑆(𝑧) kertoimien muodostamasta polynomista, joka 

on symmetrinen ja reaalinen. Symmetrisyys tarkoittaa sitä, että juuren 𝑧0 olemassaolo 

tarkoittaa juuren 𝑧0
−1 olemassaoloa. Tästä seuraa myös se, että yksikköympyrän kehän 

juuren liittoluku on myös kyseisellä kehällä oleva juuri. [8, s. 5] 

Algoritmi soveltuu tapaukseen, jossa 𝐺(𝑧) on polynomi. Tämä vastaa tilannetta, jossa 

spektraalifaktorisoinnin tulos 𝐻(𝑧) on FIR-suodin (Finite Impulse Response), sillä FIR-

suodattimen autokorrelaatiofunktio on polynomi. Yleisemmässä IIR-tapauksessa (Infi-

nite Impulse Response) 𝑆(𝑧) =
𝐵(𝑧)

𝐴(𝑧)
 spektraalifaktori saataisiin faktorisoimalla osoittaja 

𝐵(𝑧) ja nimittäjä 𝐴(𝑧) erikseen, jolloin 𝐻(𝑧) =
𝐻𝐵(𝑧)

𝐻𝐴(𝑧)
. Tässä toteutuksessa rajoitutaan kui-

tenkin polynomitapaukseen eli nimittäjä on implisiittisesti 𝐴(𝑧) = 1. Rajaus ei heikennä 

algoritmien välistä vertailukelpoisuutta. 

Juuret lasketaan MATLAB-funktiolla roots. Funktion syötteeksi laitetaan polynomin ker-

toimet vektorissa. Funktio palauttaa kyseisen polynomin juuret. Funktio luo neliömatrii-

sin, jolle lasketaan ominaisarvot. Nämä ominaisarvot ovat polynomin juuret [9, s. 316]. 

Juurten laskemisen jälkeen on poimittava sopivat juuret. Valitaan juuret, jotka ovat yk-

sikköympyrän sisällä ja puolet juurista, jotka ovat yksikköympyrän kehällä, jotta saadaan 

spektraalifaktorisoinnin tulos 𝐻(𝑧) minimivaiheiseksi. Yksikköympyrän kehällä olevien 

juurten 𝑧𝑞 parit 𝑧𝑞
−1 ovat myös kehällä. Parit jakautuvat niin, että toinen parista kuuluu 

funktiolle 𝐻(𝑧) ja toinen funktiolle 𝐻(𝑧−1). Tästä syystä funktion 𝐻(𝑧) lauseketta selvitet-

täessä yksikköympyrällä olevista juurista vain puolet valitaan käyttöön. Yksikköympyrän 

sisällä olevien juurten parit ovat aina yksikköympyrän ulkopuolella, joten ne voidaan jät-

tää huomiotta. [10, s. 21–25] 

Kun sopiva osajoukko juuria on laskettu, voidaan niiden avulla päätellä polynomi 𝐻(𝑧). 

Polynomi, jonka juuret ovat 𝑧𝑞, voidaan esittää tulona 
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𝐻(𝑧) = ℎ𝑛 ∏(𝑧 − 𝑧𝑞)

𝑚

𝑞=1

, (3.1) 

jossa ℎ𝑛 on sopivalla kriteerillä valittava nollasta poikkeava polynomin korkeimman po-

tenssin kerroin ja 𝑚 on polynomin asteluku [8, s. 3]. Yhtälön (3.1) tuloksen laskennassa 

voidaan käyttää MATLAB-funktiota poly, joka tuottaa tuloksen ehdolle ℎ𝑛 = 1. Funktio 

luo vektorin, jonka ensimmäinen termi on yksi ja sen perässä polynomin asteluvun verran 

nollia. Vektoria kerrotaan juuri kerrallaan termillä (𝑧 − 𝑧𝑞), jossa juuritermi 𝑧𝑞 vaihtuu ite-

raatioittain. Funktion palauttama vektori sisältää polynomin kertoimet. 

Funktio kuitenkin antaa aina moonisen polynomin eli polynomin, jonka johtava kerroin 

on yksi. Tämä on ongelma, sillä vaikka polynomilla on samat juuret kuin alkuperäisellä, 

sen johtava kerroin voi olla erisuuruinen. Esimerkiksi polynomeilla 𝑧 + 1 ja 3𝑧 + 3 on mo-

lemmilla juuri kohdassa −1, vaikka niillä on erisuuret johtavat kertoimet. Polynomi tulee 

normalisoida samansuuruiseksi lähtöpolynomin kanssa. 

Olkoon moonisen polynomin 𝐻̃(𝑧) impulssivaste ℎ̃(𝑛), joka on normalisoitava ja 𝐶 ker-

roin, jolla normalisointi tehdään. Täten voidaan kirjoittaa 

ℎ(𝑛) = 𝐶ℎ̃(𝑛), (3.2) 

josta on selvitettävä kertoimen 𝐶 arvo. Parsevalin teoreeman mukaan 

∑ |ℎ(𝑛)|2
∞

𝑛=−∞

=
1

2𝜋
∫ |𝐻(𝑒𝑗𝜔)|

2
𝑑𝜔

𝜋

−𝜋

, . (3.3) 

Yhtälön (2.7) mukaan tämä voidaan kirjoittaa muodossa 

∑ |ℎ(𝑛)|2
∞

𝑛=−∞

=
1

2𝜋
∫ 𝑆(𝑒𝑗𝜔) 𝑑𝜔

𝜋

−𝜋

. (3.4) 

Yhtälön (3.3) kuvaama suure on autokorrelaatiosarjan ensimmäinen termi 𝑅(0) [11, s. 

68] 

∑ |ℎ(𝑛)|2
∞

𝑛=−∞

= 𝑅(0). (3.5) 

Tämän avulla voidaan muokata yhtälö (3.2) muotoon 

𝐶2 ∑ |ℎ̃(𝑛)|
2

∞

𝑛=−∞

= 𝑅(0). (3.6) 

Tämän positiivinen ratkaisu on 𝐶 
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𝐶 = √
𝑅(0)

∑ |ℎ̃(𝑛)|
2∞

𝑛=−∞

. (3.7) 

Tämän avulla voimme normalisoida impulssivasteen ℎ̃(𝑛) ja päätellä värittäjän paramet-

rit. 

Käydään läpi esimerkit algoritmin käytöstä ensimmäisen kertaluvun vahvasti aidolle 

𝑆𝑣𝑎(𝑧) ja heikosti aidolle 𝑆ℎ𝑎(𝑧) värittäjälle. Värittäjien spektritiheydet ovat 

𝑆𝑣𝑎(𝑧) = 0,5𝑧 + 2 + 0,5𝑧−1 

𝑆ℎ𝑎(𝑧) = −𝑧 + 2 − 𝑧−1. 

Kerrotaan funktiot z:lla, jotta saadaan polynomit, joista juuret voi laskea.  

0,5𝑧2 + 2𝑧 + 0,5 

−𝑧2 + 2𝑧 − 1 

Lasketaan siirtofunktioiden juuret. Vahvasti aidolle värittäjälle juuret ovat 

𝑧𝑣𝑎1,2 =
−2 ± √4 − 1

1
= −2 ± √3 

eli 𝑧𝑣𝑎1 = −0,268 ja 𝑧𝑣𝑎2 = −3,732. Juuri 𝑧𝑣𝑎1 on yksikköympyrän sisällä ja 𝑧𝑣𝑎2 ulkopuo-

lella. Huomataan, että 𝑧𝑣𝑎2 = 𝑧𝑣𝑎1
−1 , mikä on odotettavissa siirtofunktion 𝑆𝑣𝑎(𝑧) symmetri-

syyden vuoksi. Heikosti aidolle värittäjälle juuret ovat 

𝑧ℎ𝑎1,2 =
−2 ± √4 − 4

−2
= 1 

eli ne sijaitsevat molemmat yksikköympyrän kehällä. Jaetaan juuret puoliksi ja valitaan 

yksi. 

Valitaan juuret 𝑧𝑣𝑎1 ja 𝑧ℎ𝑎1, jolloin MATLAB-funktion poly avulla saadaan 

𝐻̃𝑣𝑎(𝑧) = 𝑧 + 0,268 

𝐻̃ℎ𝑎(𝑧) = 𝑧 − 1. 

Impulssivasteet ovat ℎ̃𝑣𝑎 = [1;  0,268] ja ℎ̃ℎ𝑎 = [1,−1]. Impulssivasteet on vielä normali-

soitava yhtälöä (3.7) käyttäen. Yhtälössä käytetty autokorrelaatiosarjan ensimmäinen 

termi on siirtofunktion vakiotermi eli molemmille tapauksille 2.  

𝐶𝑣𝑎 = √
2

12 + 0,2682
= 1,365 
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𝐶ℎ𝑎 = √
2

12 + (−1)2
= 1 

Normalisoinnilla saadaan lopulliset spektraalifaktorit 

𝐻𝑣𝑎(𝑧) = 1,365𝑧 + 0,366 

𝐻ℎ𝑎(𝑧) = 𝑧 − 1. 

New York Universityn professori Ivan Selesnick on luonut MATLAB-koodin, joka käyttää 

tätä spektraalifaktorisoinnin menetelmää [10]. Selesnickin materiaalin avulla rakennettiin 

pseudokoodi funktiosta juurten_etsinta. 



10 
 

function juurten_etsinta( syöte ) 
    % Pseudokoodi spektraalifaktorisoinnista polynomin juurten etsintää 
    % hyödyntävällä algoritmilla. 
 
    R = konvoluutio(syöte, flip(syöte)); % Autokorrelaatio syötteen ja 

                                            % sen peilauksen konvoluutiolla. 
    % Syötteen tarkistus 
    if not(Rtest(R)) 
        error('Funktion "juurten_etsinta" syöte ei ole kelvollinen') 
    end 
     
    % Pieni Numero (kriteeri sille, onko juuri yksikköympyrällä) 
    PN = 10^(-4);  
    rts = juuret(R); % juuret autokorrelaatiosta 
 
    absrts = itseisarvo(rts); 
 
    irts = [] 
    orts = [] 
    for i := 1 to määrä(absrts) 
 
    % Juuret yksikköympyrän sisällä (INSIDE) 
        if absrts(i) < (1-PN) 
            irts = rts(i) 
        end 
    % Juuret yksikköympyrällä (ON) 
        if (absrts(i) >= (1-PN)) ja (absrts(i) <= (1+PN)) 
            orts = rts(i) 
        end 
    end  
 
    N = määrä(orts); % Yksikköympyrällä olevien juurten lukumäärä 
 
    % Yksikköympyrällä olevien juurten määrä on oltava jaollinen kahdella 
    if jakojäännös(N/2) ≠ 0 
        error('Funktion "juurten_etsinta" syöte ei ole kelvollinen') 
    end 
 
    % Juuret yksikköympyrällä järjestetään kulman perusteella 
    k = järjestä(orts);     % k sisältää järjestetyt juuret 
    orts = jokatoinen(k);   % valitaan joka toinen juuri vektorista k, 
                            % koska kompleksijuuret esiintyvät 
                            % konjugaattipareina 
 
    r = [irts; orts]; % Lista juurista 
    h = polynomi(r);  % Muutetaan polynomiksi 
 
    h = reaali(h); % Poistetaan imaginääriosat (säilytetään reaaliosat) 
 
    h = h*sqrt(R(0)/summa(abs(h).^2)); % Normalisoidaan 
 
end 

Listaus 1.   Polynomin juurten etsinnän pseudokoodi 
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Listauksessa 1 on esitetty pseudokoodi funktiosta, joka tekee spektraalifaktorisoinnin 

polynomin juurten perusteella. Funktion syötteenä toimivat 𝐻(𝑧) kertoimet, joiden perus-

teella funktio luo autokorrelaatiosarjan 𝑅, jonka kertoimet ovat siirtofunktion 𝑆(𝑧) kertoi-

met. Tämän jälkeen funktio tarkistaa sarjan 𝑅 kelvollisuuden funktion Rtest avulla: 

function Rtest( R_in ) 
   % Syötteen R_in pitää olla reaalinen ja symmetrinen 

 
    tol = 10^(-10); % Toleranssi 
 
    fR = flip(R_in); % Peilattu R_in 
 
    if not(onkoreaali(R_in)) % Tarkastetaan reaalisuus 
        tulosta('VIRHE: R:n täytyy olla reaalinen') 
        sopivuus = false; 
    return 
 
    % Tarkastetaan R_in:n ja fR:n yhtäsuuruus toleranssin rajoissa 
    else if abs(fR-R_in) > tol  
        tulosta('VIRHE: R:n täytyy olla symmetrinen') 
        sopivuus = false; 
    return 
 
    else 
        sopivuus = true; % Palautetaan totuusarvo, jos R_in on sopiva 
 
end 

Listaus 2.   Listauksen 1 funktion 𝑅 verifioinnin pseudokoodi 
 

Funktiolla Rtest varmistetaan, että 𝑅 on reaalinen sekä symmetrinen. Tarkistuksen jäl-

keen listauksen 1 funktio luo juuret ja valitsee niistä oikean osajoukon yksikköympyrän 

kehällä ja sisällä olevista juurista. Juurista päätellään impulssivaste ℎ̃(𝑛), jonka kertoi-

mien mahdolliset imaginääriset osat eliminoidaan. Sitten impulssivaste normalisoidaan. 

Funktio palauttaa tämän jälkeen vektorin ℎ, joka on onnistuttaessa yhtä suuri syötteen 

kanssa. Se siis sisältää siirtofunktion 𝐻(𝑧) kertoimet vektorina. 

3.2 Levinson-Durbin algoritmi 

Levinson-Durbin algoritmi perustuu nimensä mukaisesti Norman Levinsonin ja James 

Durbinin kehittämiin rekursioihin [5, katso 12 ja 13]. Se käyttää Yule-Walker yhtälöitä 

𝑎𝑖𝑇𝑖 = [0,… , 0, 𝜎𝑖
2], (3.8) 

jossa 𝑎𝑖  on polynomin kertoimet sisältävä vektori, 𝜎𝑖
2 on ennustusvirheen varianssi ja 𝑇𝑖 

on (𝑖 + 1) × (𝑖 + 1)-kokoinen Toeplitz-matriisi. Algoritmi luo peräkkäisiä vektoreita 𝑎𝑖 ja 

niiden peilattuja versioita 𝑎𝑖
# yhtälöillä 
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[
𝑎𝑖+1

𝑎𝑖+1
# ] = [

1 −𝛾𝑖+1

−𝛾𝑖+1
∗ 1

] [
0 𝑎𝑖

𝑎𝑖
# 0

] , [
𝑎0

𝑎0
#] = [

1
1
] , (3. 9) 

joissa 𝛾𝑖+1 on heijastuskerroin 

𝛾𝑖+1 =
𝑎𝑖𝑖𝑝1 + ⋯+ 𝑎𝑖1𝑝𝑖 + 𝑝𝑖+1

𝜎𝑖
2 , (3.10) 

jossa 𝑝𝑖 on autokorrelaatiosarjan termi ja 𝜎𝑖
2 luodaan rekursiivisesti 

𝜎𝑖+1
2 = 𝜎𝑖

2(1 − |𝛾𝑖+1|
2), 𝜎0

2 = 𝑝0. (3.11) 

Tässä on polynomin kertoimia sisältävä vektori 𝑎𝑖, joka kuvastaa 𝑖:nnen kertaluvun en-

nustajaa. Se on muotoa 

𝑎𝑖 = [𝑎𝑖𝑖 , … 𝑎𝑖1, 1] (3.12) 

ja sen peilattu versio on 

𝑎𝑖
# = [1, 𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑖] (3.13) 

Yhtälö (3.9) täytyy muuttaa polynomimuotoon siirtofunktion 𝐻(𝑧) luomiseksi. Määritel-

lään ensin vektorin 𝑎𝑖 avulla polynomi 𝑎𝑖(𝑧) 

𝑎𝑖(𝑧) = 1 + 𝑎𝑖1𝑧 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑖𝑧
𝑖. (3.14) 

Tämän peilattu konjugaattipolynomi 𝑎𝑖
#(𝑧) on muotoa 

𝑎𝑖
#(𝑧) = 𝑎𝑖𝑖

∗ + 𝑎𝑖,𝑖−1
∗ 𝑧 + ⋯+ 𝑎𝑖1

∗ 𝑧𝑖−1 + 𝑧𝑖. (3.15) 

Polynomista (3.14) huomataan, että sen kerroinvektori on yhtälö (3.12) peilattuna. [5, s. 

481–483] 

Yhtälöstä (3.10) seuraa kaksi vektoriyhtälöä sijoittamalla yhtälöt (3.12) ja (3.13) 

𝑎𝑖+1 = [0, 𝑎𝑖𝑖 , … , 𝑎𝑖1, 1] − 𝛾𝑖+1[1, 𝑎𝑖1
∗ , … , 𝑎𝑖𝑖

∗ , 0] (3.16) 

𝑎𝑖+1
# = −𝛾𝑖+1

∗ [0, 𝑎𝑖𝑖, … , 𝑎𝑖1, 1] + [1, 𝑎𝑖1
∗ , … , 𝑎𝑖𝑖

∗ , 0]. (3.17) 

Koska polynomien (3.14) ja (3.15) kerroinvektorit ovat peilaukset vektoreista (3.12) ja 

(3.13), peilataan myös yhtälöissä (3.16) ja (3.17) esiintyvät vektorit. Niistä tulee tällöin 

[0, 𝑎𝑖𝑖 , … , 𝑎𝑖1, 1]# = [1, 𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑖 , 0] (3.18) 

[1, 𝑎𝑖1
∗ , … , 𝑎𝑖𝑖

∗ , 0]# = [0, 𝑎𝑖𝑖
∗ , … , 𝑎𝑖1

∗ , 1]. (3.19) 

Näiden perusteella voidaan muodostaa polynomit 

1 + 𝑎𝑖1𝑧 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑖𝑧
𝑖 + 0𝑧𝑖+1 = 𝑎𝑖(𝑧) (3.20) 

0 + 𝑎𝑖𝑖
∗ 𝑧 + 𝑎𝑖,𝑖−1

∗ 𝑧2 + ⋯+ 𝑎𝑖1
∗ 𝑧𝑖 + 𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑎𝑖

#(𝑧), (3.21) 
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joiden avulla yhtälöt (3.16) ja (3.17) voidaan muuttaa polynomeiksi 

𝑎𝑖+1(𝑧) = 𝑎𝑖(𝑧) − 𝛾𝑖+1𝑧𝑎𝑖
#(𝑧) (3.22) 

𝑎𝑖+1
# (𝑧) = 𝑧𝑎𝑖

#(𝑧) − 𝛾𝑖+1
∗ 𝑎𝑖(𝑧). (3.23) 

Yhtälö (3.9) voidaan siis muuttaa muotoon 

[
𝑎𝑖+1(𝑧)

𝑎𝑖+1
# (𝑧)

] = [
1 −𝛾𝑖+1

−𝛾𝑖+1
∗ 1

] [
1 0
0 𝑧

] [
𝑎𝑖(𝑧)

𝑎𝑖
#(𝑧)

] . (3.24) 

Yhtälö 

lim
𝑖→∞

𝜎𝑖

√𝑝0

1

𝑎𝑖
∗(𝑧−∗)

= √𝑟𝑒𝐻(𝑧), (3.25) 

jossa 𝑟𝑒 on innovaatiovarianssi, tiedetään todeksi [5, s. 482]. Kun 𝑖 lähestyy ääretöntä 

ennustusvirhevarianssi 𝜎𝑖
2 suppenee kohti innovaatiovarianssia 𝑟𝑒, jolloin yhtälön (3.25) 

varianssitekijät supistuvat siirtofunktion 𝐻(𝑧) normalisoinnin myötä, ja saadaan 

1

𝑎𝑖
∗(𝑧−∗)

= 𝐻(𝑧), (3.26) 

josta saadaan 

𝑎𝑖
∗ = ℎ𝑖, (3.27) 

jossa ℎ𝑖 vastaa siirtofunktion 𝐻(𝑧) kertoimia. 

Teorian pohjalta tehtiin MATLAB-funktio levinson_durbin_specfac. Tämä funktio on 

esitetty listauksessa 3. 
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function H_coeffs = levinson_durbin_specfac(g, m)  
% H_coeffs = vektori, jossa on siirtofunktion H tekijät 
% Laskee spektraalifaktorisoinnin Levinson-Durbin algoritmilla 
 
    [R, m] = luo_autokorrelaatio(g, m);   % syötteen muutos 
 
    % Syötön tarkistus 
    if length(R) < m + 1 
        error('R:llä pitää olla ainakin m+1 alkiota'); 
    end 
    if R(1) <= 0 || ~isreal(R(1)) 
        error('R(0) täytyy olla reaalinen ja positiivinen'); 
    end 
 
    R = R(:).';  % Varmistetaan, että R on rivivektori 
    p0 = R(1);   % Viiveetön autokorrelaatio sarjan alkio 
 
    a = 1;   % a_0(z) = 1 
    sigma2 = p0;   % sigma^2_0 = p_0 
 
    % Levinson-Durbin rekursio 
    for i = 0 : m-1 
 
        % gamman määrittely 
        if i == 0 
            inner = 0;   % Ei aiempia AR kertoimia 
        else 
            inner = a(2:end) * R(i+1 : -1 : 2).';   % a_(i,1) eteenpäin 
        end 
        gamma = (inner + R(i+2)) / sigma2;   % Yhtälö (3.10) 
 
        % Tarkistetaan stabiilius 
        if abs(gamma) >= 1 
            warning('|gamma_%d| = %.4f >= 1.', i+1, abs(gamma)); 
        end 
 
        % Päivitetään a_(i+1) 
        a = [a, 0] - gamma * [0, conj(fliplr(a))];   % Yhtälö (3.22) 
 
        % Päivitetään sigma^2 
        sigma2 = sigma2 * (1 - abs(gamma)^2); 
 
    end 

 
    % Yhtälö (3.27) 
    H_coeffs = conj(a); % = [1, a_{i,1}^*, ..., a_{i,i}^*] 
 
end 

Listaus 3.   Levinson-Durbin algoritmi 
 

Listauksessa 3 on esitetty Levinson-Durbin algoritmin toteuttava MATLAB-funktio. Funk-

tion syötteenä ovat 𝐻(𝑧) kertoimet. Niistä päätellään siirtofunktion 𝐻(𝑧) autokorrelaatio-

sarja 𝑅 listauksen 4 avulla. 
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function [R, m] = luo_autokorrelaatio(a_poly, m) 
% Luo autokorrelaatiosarjan F(z) = 1/A(z) impulssivasteen avulla 
 
    N    = 1000; % Tarpeeksi suuri luku suppenemiselle 
    f    = impz(1, a_poly, N); % 1/A(z) impulssivaste 
    R_full = conv(f, conj(flipud(f))); % R(-(N-1)), ..., R(N-1) 
    center = N; 
    R = real(R_full(center : center + m));   % R(0), R(1), ..., R(m) 
 
end 

Listaus 4.   Autokorrelaatiosarjan luova MATLAB-funktio 
 

MATLAB-funktio luo_autokorrelaatio perustuu yhtälöön 

𝑅(𝑘) = ∑ 𝑓(𝑛)𝑓∗(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑛=0

, (3.28) 

jossa 𝑓 on painojono. Tästä yhtälöstä saadaan lukujono [𝑅(−(𝑁 − 1),… , 𝑅(𝑁 − 1)], josta 

halutaan vain lukujono [𝑅(0), 𝑅(1), … , 𝑅(𝑚)]. 

Funktio levinson_durbin_specfac tarkastaa sarjan oikeellisuuden ja määrittää arvot 

𝑝0, 𝑎0(𝑧) ja 𝜎0
2. Sitten funktio suorittaa rekursion yhtälön (3.24) mukaisesti ja tallentaa 

lukujen 𝑎𝑖(𝑧) arvot. Näistä arvoista funktio luo vektorin, jossa on etsityn siirtofunktion 

𝐻(𝑧) kertoimet yhtälön (3.27) mukaisesti. Funktion palauttaman vektorin tulisi vastata 

syötteeksi laitettua vektoria. 

3.3 Riccati-yhtälöä käyttävä menetelmä 

Spektraalifaktorisointi voidaan toteuttaa laskemalla diskreettiaikaisen algebrallisen Ric-

cati-yhtälön eli DARE:n (Discrete-time Algebraic Riccati Equation) ratkaisulle estimaatti 

simuloimalla Riccatin differenssiyhtälöä riittävän monta aika-askelta. Aloitetaan määrit-

telemällä matriisi 

𝐹 =

[
 
 
 
 
0
1 0

1 0
⋱ ⋱

1 0 ]
 
 
 
 

(3.29) 

ja vektorit 

𝑁 = [

𝑝𝑚

𝑝𝑚−1

⋮
𝑝1

] (3.30) 

ja 
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𝑣 = [0 ⋯ 0 1]. (3.31) 

Matriisi 𝐹 on 𝑚 × 𝑚-kokoinen matriisi, jonka tarkoitus on siirtää tilaa askeleella eteen-

päin. Vektori 𝑁 on 𝑚 × 1-kokoinen ja sisältää autokorrelaatiosarjan viivekertoimet kään-

teisessä järjestyksessä. Vektori 𝑣 on 1 × 𝑚-kokoinen vektori, jonka tarkoitus on valita 

viimeinen alkio sillä kerrottaessa. Määritellään lisäksi viiveetön termi 

𝑝0 = 𝑅(0). (3.32) 

Riccatin differenssiyhtälö, myöhemmin toisinaan Riccatin DY, on 

Σi+1 = 𝐹Σi𝐹
𝑇 − (𝐹Σi𝑣

𝑇 − 𝑁)(𝑣Σi𝑣
𝑇 − 𝑝0)

−1(𝐹Σi𝑣
𝑇 − 𝑁)𝑇 , (3.33) 

jossa Σ on Riccati-yhtälön symmetrinen ja semipositiividefiniitti estimoitu tulos [5, s. 486], 

joka on aluksi 𝑚 × 𝑚-kokoinen nollamatriisi. Matriisin alkiot päivittyvät jokaisen iteraation 

aikana. Yhtälön avulla saadaan innovaatiovarianssi 

𝑟𝑒 = 𝑝0 − 𝑣Σi𝑣
𝑇 , (3.34) 

jolla saadaan siirtofunktion H(z) kertoimet 

𝑘 = (𝑁 − 𝐹Σi𝑣
𝑇)𝑟𝑒

−1 (3.35) 

[5, s. 486]. Vektori 𝑘:n kertoimet ovat käänteisessä järjestyksessä, joten ne tulee vielä 

peilata. 

Teorian pohjalta tehtiin MATLAB-funktio riccati_equation_specfac. Tämä funktio on 

esitetty listauksessa 5. 
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function H_coeffs = riccati_equation_specfac(g, m)  
    % Spektraalifaktorisoi syötteen käyttäen Riccatin differenssiyhtälöä 
 
    R = luo_laurent_kertoimet(g);   % syötteen muutos 
 
    F = diag(ones(1,m-1),-1);   % Yhtälö (3.29) 
    v = zeros(1,m); 
    v(end) = 1;   % Yhtälö (3.31) 
 
    R = R(:).';   % Varmistetaan että R on vaakavektori 
    N = fliplr(R(2:end)).';   % Yhtälö (3.30) 
    p0 = R(1);   % Yhtälö (3.32) 
     
    Sigma = zeros(m,m);   % m×m nollamatriisi 
    tol = 1e-12;   % suppenemisen toleranssi 
    max_iter = 5000;   % maksimimäärä iteraatioita 
 
    % Iteraatiokierrokset 
    for iter = 1:max_iter 
     
        vSvp = v * Sigma * v' -p0; 
        FS = F * Sigma; 
        FSvN = FS * v' - N; 
     
        Sigma_new = FS * F' - (FSvN / vSvp) * FSvN';   % yhtälö (3.33) 
     
        % Tarkistetaan suppeneminen 
        change = norm(Sigma_new - Sigma, 'fro'); 
        if change < tol 
            Sigma = Sigma_new; 
            break 
        end 
         
        Sigma = Sigma_new;   % Päivitetään Sigma 
 
        if iter == max_iter 
            warning('DARE ei suppeutunut %d iteraatiossa.', max_iter); 
        end 
    end 
 
    r_e = p0 - v * Sigma * v';   % Innovaatiovarianssi yhtälö (3.34) 
 
    k = (N - F * Sigma * v') / r_e;   % m×1 vektori yhtälö (3.35) 
 
    H_coeffs = [1, flipud(k)'];   % 1×(m+1) vektori 
 
end 

Listaus 5.   Riccati-yhtälöä käyttävä spektraalifaktorisointi 
 

Listauksessa 5 on esitetty MATLAB-funktio spektraalifaktorisoinnille Riccatin DY:tä käyt-

täen. Funktion syötteeksi laitetaan vektori, jossa alkiot ovat siirtofunktion 𝐻(𝑧) kertoimet 

vektorina ja siirtofunktion asteluku. Funktio luo ensin Laurent-polynomin kertoimet syöt-

teeksi laitetun vektorin avulla. 
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function R_G = luo_laurent_kertoimet(g) 
    m = length(g) - 1; 
    g_full = xcorr(g, g);   % Viivetermit [p_{-(m)}, ..., p_{+(m)}] 
    center = m + 1;   % Viiveeton asema (matlabissa 1-indeksi) 
    R_G = real(g_full(center : center + m));   % [p_0, p_1, ..., p_m] 
end 

Listaus 6.   Funktio Laurent-polynomin kertoimien luomiseksi 
 

Ohjelma 6 luo Laurent-polynomin kertoimet siirtofunktiolle 𝑆(𝑧) käyttämällä komentoa 

xcorr ja syötettä, jossa on 𝐻(𝑧) kertoimet. Funktio xcorr luo viivetermit [𝑝−𝑚, … , 𝑝+𝑚], 

joista otetaan kertoimet [𝑝0, 𝑝1, … , 𝑝𝑚]. 

Listauksen 5 funktio määrittelee matriisin 𝐹 ja vektorin 𝑣 ja sen jälkeen käyttämällä lis-

tauksen 6 funktion luomia kertoimia se valitsee vektorin 𝑁 ja skalaarin 𝑝0. Tämän jälkeen 

ohjelma alustaa matriisin Σ toleranssin suppenemiselle ja valitsee rajan iteraatioiden 

määrälle. Iteraatiokierroksessa ohjelma luo muutaman muuttujan, joiden avulla vähen-

netään laskujen toistoa. Näillä lasketaan Σ:lle uusi arvo yhtälön (3.33) mukaisesti. Mikäli 

uuden matriisin Σ𝑖+1 arvo on tarpeeksi lähellä aiemman kierroksen matriisin Σ𝑖 arvoa, 

määritetään se supenneeksi. Tässä suppenemisen rajaksi on määritelty 10−12 suuruinen 

toleranssi. Mikäli Σ on supennut, kierros lopetetaan ja lasketaan siirtofunktion 𝐻(𝑧) ker-

toimet. Mikäli Σ ei suppene iteraatiokierroksen aikana, ohjelma antaa tulokseksi viimei-

simmällä Σ arvolla lasketut siirtofunktion 𝐻(𝑧) kertoimet. 

Riccati-yhtälön iteraatiokierroksen voi toteuttaa myös MATLAB-funktiolla dareiter, joka 

yksittäisten iteraatioiden sijaan käyttää doubling algoritmia, jonka yhdessä iteraatiossa 

iteraatioindeksi kaksinkertaistuu. Listauksen 5 iteraatiokierros vertaa jokaisen kierroksen 

jälkeen uuden tuloksen Σ arvoa edelliseen, kunnes niiden välinen ero on määrätyn tole-

ranssin rajoissa. Funktio dareiter toimii muuten samoin tavoin, mutta se vertaa iteraa-

tioita 2𝑘 ja 2𝑘+1 niin, että esimerkiksi kahdeksannen iteraation kohdalla se tarkastelee 

muutosta iteraatiosta 128 iteraatioon 256. 

Funktion dareiter Riccati-yhtälö  

𝑋𝑑 = 𝐹𝑑
𝑇𝑋𝑑𝐹𝑑 − 𝐹𝑑

𝑇𝑋𝑑𝐺1(𝐺2 + 𝐺1
𝑇𝑋𝑑𝐺1)

−1𝐺1
𝑇𝑋𝑑𝐹𝑑 + 𝐻𝑑 (3.36) 

eroaa yhtälöstä (3.33), mutta toimii samalla periaatteella. Vektori 𝑁 ei esiinny yhtälössä 

(3.36), joten on määriteltävä 𝐹𝑑
𝑇:n korvaava termi 

𝐹̃ = 𝐹 −
𝑁

𝑝0
𝑣. (3.37) 

Sijoittamalla tämä yhtälöön (3.33) saadaan Riccati-yhtälö 
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Σ = 𝐹̃Σ𝐹̃𝑇 − 𝐹̃Σ𝑣𝑇(𝑣Σ𝑣𝑇 − 𝑝0)
−1𝑣Σ𝐹̃𝑇 +

𝑁𝑁𝑇

𝑝0
. (3.38) 

Tästä on vielä eliminoitava viimeinen termi, joten määritellään matriisin 𝐻𝑑 korvaaja 

𝐻̃ =
𝑁𝑁𝑇

𝑝0
. (3.39) 

Nyt yhtälö (3.38) voidaan kirjoittaa muodossa 

Σ = 𝐹̃Σ𝐹̃𝑇 − 𝐹̃Σ𝑣𝑇(𝑣Σ𝑣𝑇 − 𝑝0)
−1𝑣Σ𝐹̃𝑇 + 𝐻̃. (3.40) 

Tämä voidaan ratkaista funktiolla dareiter, kun määritellään vielä 

𝐺1 = 𝑣𝑇 (3.41) 

ja 

𝐺2 = −𝑝0. (3.42) 

Listauksen 5 funktiota muokkaamalla funktiolle dareiter sopivaksi luotiin funktio da-

reiter_specfac. Funktio on listauksessa 7. 

function H_coeffs = dareiter_specfac(g, m)  
    % Funktio suorittaa spektraalifaktorisoinnin käyttämällä Riccati- 
    % yhtälön ratkaisua dareiter-funktiolla. 
 
    R = luo_laurent_kertoimet(g);   % syötteen muutos 
 
    F = diag(ones(1,m-1),-1); % Yhtälö (3.29) 
 
    v = zeros(1,m); 
    v(end) = 1;   % Yhtälö (3.31) 
 
    R = R(:).';   % Varmistetaan että R on vaakavektori 
    N = fliplr(R(2:end)).';   % Yhtälö (3.30) 
    p0 = R(1);   % Yhtälö (3.32) 
 
    F_tilde = F - (N / p0) * v;   % Yhtälö (3.37) 
    H_tilde = (N * N') / p0;   % Yhtälö (3.39) 
    G1 = v';   % Yhtälö (3.41) 
    G2 = -p0;   % Yhtälö (3.42) 
  
    Sigma = dareiter(F_tilde', G1, G2, H_tilde); 
 
    r_e = real(p0 - v * Sigma * v');  % Innovaatiovarianssi yhtälö (3.34) 
  
    k_p = (N - F * Sigma * v') / r_e;   % m×1 vektori yhtälö (3.35) 
  
    H_coeffs = [1, flipud(k_p)'];   % 1×(m+1) vektori 
  
end 

Listaus 7.   Funktioon dareiter perustuva spektraalifaktorisointi 
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Listauksen 7 funktio toimii muuten samoin tavoin kuin listauksen 5, mutta listauksen 5 

iteraatiokierrokset on korvattu funktiolla dareiter, jolla saadaan tuloksen Σ arvo. Lisäksi 

ennen komennon käyttöä määritellään 𝐹̃, 𝐻̃, 𝐺1 ja 𝐺2.  
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4. VERTAILU 

Tässä luvussa esitetään algoritmien vertailu. Ensimmäisessä alaluvussa algoritmeja ver-

rataan niiden MATLAB-funktioissa vaatiman laskenta-ajan osalta. Toisessa alaluvussa 

esitellään ja vertaillaan algoritmien syötevaatimuksia ja arvioidaan sen perusteella algo-

ritmien käytännöllisyyttä. 

4.1 Suoritusaikavertailu 

Algoritmeja vertailtiin MATLAB-funktioiden suoritusajan perusteella. Funktioille syötettiin 

sama sisäänmenovektori, jossa oli siirtofunktiolle 𝐻(𝑧) satunnaisesti generoidut kertoi-

met. Aika mitattiin funktioiden tic ja toc avulla. Kunkin funktion tuhanteen kutsuun vaa-

tima aika mitattiin. Sen jälkeen generoitiin uusi syötevektori ja toistettiin mittaukset. Tämä 

toistettiin 25 kertaa, jonka jälkeen mitatuista ajoista laskettiin keskiarvot kunkin funktion 

ajoista. Funktioiden vertailua tehty MATLAB-koodi on esitetty listauksessa 8. 
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ja = 0;   % Aikaa seuraava muuttuja 
jo = 0;   % Onnistuneita kierroksia seuraava muuttuja 
 
kierrokset = 25 
k = 3;   % kertoimien määrä 
max_radius = 0.85;   % Muuttuja generate_g funktiota varten 
 
for ind = 1 : kierrokset 
 
    g = generate_g(k, max_radius) 
    m = length(g)-1; 
 
    JR = conv(g,g(length(g):-1:1)); 
    tic 
    for i = 1 : 1000 
        h_juur = juurten_etsinta(JR); 
    end 
    juur_aika = toc; 
     
    tol = 1e-10; 
    if norm(h_juur - g) > tol 
        disp('juurten etsintä epäonnistui') 
    else 
        ja = ja + juur_aika; 
        jo = jo + 1; 
    end 
 
end 
 
% Lasketaan keskiarvo 
ja = ja / jo 

Listaus 8.   Funktion juurten_etsinta aikaa mittaava koodi 

 

Listauksessa 8 on esitetty polynomin juurten etsinnän algoritmille käytetty koodi ajan 

mittaamiseen. Muille funktioille tehtiin vastaavat koodit ensimmäisen for-silmukan si-

sään, jotta vertailu onnistui samalla syötteellä. Syöte luotiin listauksen 9 funktiolla gene-

rate_g, joka luo vektorin, jossa on satunnaisesti luotuja kertoimia ja niiden juurten kon-

jugaattipareja. Jokainen algoritmi muuttaa syötteen ensin sopivaksi spektraalifaktorisoin-

tia varten. Tämä muutos suoritettiin ajanoton ulkopuolella. Listauksessa 8 se näkyy 

muuttujan JR luontina, Levinson-Durbin algoritmissa listauksen 4 funktio otettiin ajanoton 

ulkopuolelle ja Riccatin differenssiyhtälön menetelmässä ja dareiter menetelmässä lis-

tauksen 6 funktio otettiin ulkopuolelle. Tällöin syötteen muokkaaminen ei vaikuta algorit-

min suoritusaikaan. 

Funktioiden syötteenä käytetyt satunnaisvektorit luotiin funktiolla generate_g, joka on 

esitetty listauksessa 9. 
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function g = generate_g(k, max_radius) 
    roots_vec = zeros(k, 1); 
    idx       = 1; 
  
    % Täytä konjugaattipareilla 
    n_pairs = floor(k / 2); 
    for p = 1:n_pairs 
        mag   = max_radius * rand(); % säde (0, max_radius) 
        angle = pi * rand(); % kulma (0, pi) 
        roots_vec(idx)   =  mag * exp( 1j * angle); 
        roots_vec(idx+1) =  mag * exp(-1j * angle); % konjugaatti 
        idx = idx + 2; 
    end 
  
    % Jos m on pariton, lisää yksi reaalinen juuri 
    if mod(k, 2) == 1 
        % reaalinen välillä (-max_r, max_r) 
        roots_vec(idx) = max_radius * (2*rand() - 1);   
    end 
  
    % Tee polynomi juurista ja varmista reaalit kertoimet 
    g = real(poly(roots_vec)); 
     % poly() palauttaa kertoimet laskevassa järjestyksessä 
     % Matlab komentoja "filter" ja "impz" varten 
 
end 

Listaus 9.   Syötteen generoiva funktio 
 

Ohjelma 9 esittää funktion, jota käytettiin syötevektorien generointiin. Funktion satunnai-

suuden vuoksi se saattoi generoida funktion, jolle ei löytynyt spektraalifaktorisoinnin rat-

kaisua algoritmien avulla, jonka vuoksi listauksen 8 koodissa on tarkistus algoritmin on-

nistumisesta. Mikäli algoritmifunktion palauttama vektori ei ole toleranssin rajoissa yhtä 

suuri syötteen kanssa algoritmin katsotaan epäonnistuneen ja sen kierroksen suoritus-

aika jätettiin huomioimatta ajan keskiarvon laskussa. Näin tehtiin, sillä epäonnistunut 

kierros usein kasvatti algoritmin keskiarvoista suoritusaikaa huomattavasti. 

Vertailu suoritettiin 7 kertaa kasvattaen syötteen astetta eli lisäämällä kertoimia. Astetta 

kasvattaessa siirtofunktio ja sen vaatimat laskutoimitukset monimutkaistuvat, jolloin al-

goritmien toimintaa voitiin vertailla myös vaativissa tilanteissa. Vertailut aloitettiin 3:lla 

kertoimella, jonka jälkeen vertailukoodi ajettiin 4:llä, 5:llä, 7:llä, 10:llä, 15:llä ja 20:llä ker-

toimella. Tulokset kerättiin taulukkoon. 
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 Funktioiden ajamiseen kulunut aika syötteen kertoimien mukaan 

 

Taulukko 1 esittää jokaisen funktion suoritusajan syötteen kertoimia lisätessä. Polyno-

min juurten etsintä hidastui huomattavasti syötteen kertoimien lisääntyessä ja laskujen 

monimutkaistuessa, joka oli odotettavissa. Levinson-Durbin algoritmi toimi muita algorit-

meja huomattavasti nopeammin. Syötteen monimutkaistuessa sen käyttämä aika ei kas-

vanut eksponentiaalisesti, mikä johtuu algoritmin yksinkertaisista laskutoimituksista. 

Riccatin differenssiyhtälön simulointiin perustuvan algoritmin ja funktioon dareiter pe-

rustuvan algoritmin laskenta-ajat kasvoivat melko samankaltaisesti. Yllättävää kuitenkin 

oli se, että pienillä asteilla dareiter oli hitaampi kuin Riccati-algoritmi. Seitsemän ker-

toimen jälkeen yksittäisiä iteraatioita käyttävä algoritmi alkoi kuitenkin hidastua enem-

män kuin dareiter-pohjainen algoritmi. Alussa esiintyvä ero voidaan selittää sillä, että 

Riccati-yhtälö suppeni nopeasti pienillä asteilla. Tällöin yksittäisiä iteraatioita käyttävä 

algoritmi löysi suppenemiskohdan helposti. dareiter sen sijaan käyttää doubling omi-

naisuutta, joka nopeuttaa laskentaa suurilla asteilla, mutta aiheuttaa pieniä asteita käsi-

teltäessä turhaa laskennallista rasitetta monimutkaisten välivaiheiden muodossa. Suu-

rilla asteilla molemmat algoritmit joutuvat laskemaan suppenemiskohdan suurilla luvuilla, 

jolloin dareiter-laskelman tehokkuus paljastui. 

Riccati-menetelmien tulokset eivät kuitenkaan ole yleistettävissä, sillä ne voivat riippua 

työssä käytettyjen syötteiden numeroarvoista. Menetelmien laskentaa voidaan myös te-

hostaa ottamalla huomioon matriisien symmetrisyyksiä, positiividefiniittisyyksiä ja sarak-

keiden lukumääriä. 

Suoritetuista vertailuista, jotka ovat taulukossa 1, tehtiin kuva 3, jossa mittauspisteet on 

merkitty kuvaajana. 

Kertoimet 
Juurten       

etsintä (s) 
Levinson-
Durbin (s) 

Riccatin diffe-
renssiyhtälö (s) 

dareiter (s) 

3 0,0262 0,0016 0,0177 0,0222 

4 0,0347 0,0022 0,0221 0,0238 

5 0,0398 0,0027 0,0268 0,0271 

7 0,0537 0,0039 0,0387 0,0368 

10 0,0785 0,0061 0,0495 0,0486 

15 0,1543 0,0101 0,0737 0,0678 

20 0,2190 0,0127 0,1401 0,1127 
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Kuva 3. Algoritmien aikavertailun mittaustulokset 

 

Kuvassa 3 on esitetty algoritmien mittaustulokset kuvaajana, jossa on sopivat soviteyh-

tälöt. Sovitteet luotiin toisen asteen polynomeilla. Juurten etsinnän mittaustulokset nou-

sevat nopeammin kuin muiden, sillä sitä ei ole optimoitu monimutkaisille syötteille. Le-

vinson-Durbin on selvästi nopeampi kuin muut algoritmit ja sen laskenta-aika vaikuttaisi 

myös kasvavan melko lineaarisesti. Riccatin DY algoritmin laskenta-aika nousee hieman 

nopeammin kuin dareiter-pohjaisen algoritmin. Syötteen monimutkaisuuden kasva-

essa iteraatioalgoritmista tulee huomattavasti hitaampi. 

Riccati-yhtälö voidaan ratkaista funktiolla idare. Tätä algoritmia ei kuitenkaan otettu ver-

tailuun mukaan, sillä sitä testatessa huomattiin sen olevan huomattavasti hitaampi kuin 

muut tavat. Muiden tapojen kestäessä enimmillään noin 0,2 sekuntia 20 kertoimella, 

funktiolla idare kesti yli 1 sekunti jo 5 kertoimen kanssa. Näin suuri poikkeama muista 

olisi tehnyt kuvaajasta epäselvän. 
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4.2 Syötteiden vaatimukset 

Algoritmeilla on erilaiset vaatimukset syötteille, jotka on käsitelty funktioiden sisällä tai 

suoritusajan vertailun yhteydessä vertailun koodissa. Näin tehtiin, jotta jokaiselle funkti-

olle voisi käyttää samaa syötettä ja vertailu olisi näin yhtenäistä. Algoritmien vaatimat 

syötteet kuitenkin eroavat käytännön tilanteissa jonkin verran. Tässä työssä syötteenä 

käytettiin vektoria, jossa on ratkaistavan siirtofunktion 𝐻(𝑧) kertoimet. Käytännön tilan-

teissa tätä ei aina tunneta, joten algoritmien vaatimat syötteet täytyy selvittää eri tavoin. 

Polynomin juurten etsintä vaatii vektorin, jossa on autokorrelaatiosarjan 𝑅 eli siirtofunk-

tion 𝑆(𝑧) kertoimet. Mikäli siirtofunktiota ei siis tunneta, on tämän tavan käyttö haastavaa. 

Systeemin ulostulon mittauksesta voidaan estimoida autokorrelaatiosarja esimerkiksi 

MATLAB:n xcorr komennolla. Tämän sarjan on kuitenkin oltava symmetrinen ja reaali-

nen, jotta algoritmi toimii. Levinson-Durbin algoritmi käyttää syötteenä myös autokorre-

laatiosarjaa, joka voidaan datasta kerätä samalla tavalla. Sillä ei kuitenkaan ole erityisiä 

vaatimuksia sarjan ominaisuuksille. 

Riccati-yhtälön algoritmit vaativat vektorin, jossa on Laurent-polynomin kertoimet. Lau-

rent-polynomi luodaan ARX-mallin AR-termin polynomista 𝐴𝑅(𝑧). Tämä on siis tunnet-

tava ennalta. Tapauksissa, joissa yritetään selvittää häiriön lähdettä vain mittauksista, 

on kuitenkin haastavaa selvittää näitä polynomeja pelkästä mittausdatasta, jolloin muut 

algoritmit toimivat tehokkaammin. 
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5. YHTEENVETO 

Tässä työssä koodattiin spektraalifaktorisoinnin algoritmeja MATLAB funktioiksi ja ver-

tailtiin niitä laskenta-ajan ja syötteiden vaatimusten perusteella. Spektraalifaktorisointi 

suoritettiin polynomin juurten etsinnän menetelmällä, Levinson-Durbin algoritmilla ja Ric-

cati-yhtälöllä, josta tehtiin kaksi eri funktiota: toinen yksittäisiä iteraatioita käyttävä ja toi-

nen MATLAB-funktiota dareiter käyttävä. Algoritmien vertailu suoritettiin MATLAB-

funktiolla. Funktio loi satunnaisia lukuja sisältävän syötteen, jonka avulla algoritmit tes-

tattiin. Algoritmit ajettiin useille eri syötteille ja kertoimien eri määrille. Kunkin algoritmin 

ajoista laskettiin laskenta-aikojen keskiarvot. Ne esitettiin kertoimien lukumäärän funk-

tiona (x,y)-koordinaatistossa sovitekäyrien kera. 

Vertailun perusteella tehokkain ja monipuolisin ratkaisu on Levinson-Durbin algoritmi. Se 

toimi huomattavasti nopeammin kuin muut vertailussa olleet algoritmit. Lisäksi sen vaa-

tima syöte on helpoin kerätä mittausdatasta tai systeemin valmiista siirtofunktioista. Ric-

cati-yhtälön ratkaisu voi olla tehokkaampi, mikäli käsiteltävänä on todella monimutkainen 

systeemi. Tällöin dareiter-pohjaisen algoritmin tuotos suppenee toleranssiinsa. Poly-

nomin juurten etsintä on yksinkertainen matemaattisesti ja helppo toteuttaa. 

Laajemman vertailun mahdollistamiseksi olisi tarvittu tehokkaampi syötteenluontimene-

telmä, jotta myös suurempiasteisia siirtofunktioita voitaisiin tarkastella luotettavasti. Lis-

tauksen 9 funktio kykenee luomaan stabiileja syötteitä pienillä asteilla, mutta asteen kas-

vaessa syötteen stabiilius heikkenee. Suuremmilla asteilla algoritmit tuottavat useasti 

virheellisiä tuloksia, joka johtuu syötteistä, joille ei todennäköisesti löydy ratkaisuja. Myös 

useampia algoritmeja vertailemalla saisi paremman kuvan eri vaihtoehdoista ja siitä, 

mikä niistä olisi paras tietyntyyppiseen työhön. 
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LIITE A: FUNKTIO DAREITER 

MATLAB-funktio dareiter, jota käytetään listauksen 7 Riccati-yhtälön ratkaisuun perus-
tuvassa algoritmissa, on esitetty listauksessa 11. 

 
function X = dareiter(F,G1,G2,H) 
%DAREITER Discrete-time algebraic Riccati equation solver. 
%       X = dareiter(F, G1, G2, H) 
%  DAREITER uses an iterative doubling algorithm and returns 
% the stabilizing solution (if it exists) to the discrete-time 
% Riccati equation: 
% 
%         F' X F - X - F' X G1 (G2 + G1' X G1)^(-1) G1' X F + H = 0 
% 
%       assuming G is symmetric and nonnegative definite and H is 
%       symmetric. 
% 
 
% Kjell Gustafsson 
% LastEditDate : Wed Jul  4 11:21:11 1990 
% Copyright 1994-2003 The MathWorks, Inc. 
% Lund Institute of Technology, Lund, SWEDEN 
 
Pnew = F'; 
Xnew = H; 
Wnew = -G1/G2*G1'; 
 
X = 0*Xnew; 
k = 1; 
 
while norm(Xnew-X,1) > 1e-10*norm(X,1) 
  P = Pnew; 
  X = Xnew; 
  W = Wnew; 
  temp1 = (eye(length(X))-X*W)\P; 
  temp2 = (eye(length(X))-W*X)\P'; 
  Pnew = P*temp1; 
  Xnew = X + P*X*temp2; 
  Wnew = W + P'*W*temp1; 
  k = k + 1; 
  if k>100 
    error('No convergence'); 
  end 
end 
 
X = Xnew; 

Listaus 11.   MATLAB-funktion dareiter listaus 
 

Listauksessa 11 näkyy funktion dareiter toiminta. Se alustaa muuttujat rekursiota var-

ten ja päivittää niitä sen jälkeen, kunnes suppeneminen saavutetaan. Mikäli funktio ei 

suppene sadan iteraation jälkeen, funktio tuottaa virheviestin ja lopettaa kierrokset. 


