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Suuri osa teollisuuden prosesseista on luonteeltaan monimuuttujaprosesseja, joilla on vähin-
tään kaksi ohjausfunktiota ja vähintään kaksi säädettävää suuretta. Tällaisten prosessien hallin-
taa vaikeuttavat ohjauksien ja säädettävien suureiden väliset voimakkaat ei-halutut vuorovaiku-
tukset. Yksittäiseen ulostuloon voi vaikuttaa haluttu ohjaus suoraan ja ristikkäisvaikutuksina mui-
den säätösilmukoiden korjausliikkeiden kautta. Monimuuttujaprosesseja säädetään usein hajau-
tetulla säädöllä, jossa jokaiselle säätösilmukalle suunnitellaan yksikkösäädin. Säädinsilmukoiden 
ohjaus–ulostuloparit pyritään valitsemaan siten, että ei-halutut vuorovaikutukset minimoidaan. 
Tässä työssä esitellään neljä monimuuttujasäädön parinvalintamenetelmää, jotka auttavat oh-
jaus–ulostuloparien vuorovaikutuksien analysoinnissa ja sopivien parien valinnassa. 

Työssä esiteltävät parinvalintamenetelmät ovat suhteellisten vahvistusten matriisi staattisessa 
tilassa (RGA), dynaaminen suhteellisten vahvistusten matriisi (DRGA), singulaariarvohajotel-
maan (SVD) perustuva menetelmä ja kustannusfunktioiden minimointi IAE- ja ITAE-arvojen pe-
rusteella. Menetelmiä käytettiin sovellusesimerkkinä olevan tislauskolonnin muuttujien välisten 
vuorovaikutuksien analysointiin. Tislauskolonnin säätimet toteutettiin PI-säätimillä, jotka viritettiin 
napa-nolla-supistuksella. 

Parinvalintamenetelmien tulokset tislauskolonnin vuorovaikutusanalyysissä olivat yhdenmu-
kaiset. Toisin sanoen, menetelmät päätyivät samaan ohjaus-ulostuloparien valintaan. RGA tarjosi 
menetelmän tarkastella järjestelmää staattisessa tilassa. DRGA vahvisti RGA:n tuloksia ottamalla 
dynamiikan huomioon. SVD-menetelmä antoi yksityiskohtaisempaa tietoa vuorovaikutuksista ot-
taen huomioon ohjauksien ja ulostulojen suunnat. IAE- ja ITAE-arvoihin perustuvat kustannus-
funktiot kertoivat valitun ohjaus-ulostuloparin olevan tässä tapauksessa huomattavasti parempi 
verrattuna vaihtoehtoiseen kytkentään. 
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ulostulopari, RGA, SVD 
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TEKOÄLYN KÄYTTÖ OPINNÄYTTEESSÄ 
 
Opinnäytteessäni on käytetty tekoälysovelluksia: 
 

☐  Ei  
☒  Kyllä 
 
 

Ilmoitukseni mukaan olen käyttänyt opinnäytteessäni tutkielmaprosessin aikana seuraavia te-
koälysovelluksia: 
 
Tekoälysovellusten nimet ja versiot: Gemini 3 Flash 
 
 
Käyttötarkoitus: Kieliasun tarkistus 

 
 
Osiot, joissa tekoälyä on käytetty: Koko työ 
 

 
 
Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mukaan lukien 
osat, joissa on hyödynnetty tekoälyä, ja hyväksyn vastuun mahdollisista eettisten ohjeiden 
rikkomuksista. 
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LYHENTEET JA MERKINNÄT 

Lyhenteet 
 
PID Proportional–Integral–Derivative, kolmen termin säädin 
RGA Relative Gain Array, suhteellisten vahvistusten matriisi 
DRGA Dynamic Relative Gain Array, dynaaminen suhteellisten vahvistus-

ten matriisi 
SVD Singular Value Decomposition, singulaariarvohajotelma 
MIMO Multiple Input, Multiple Output, prosessi, jossa on vähintään kaksi 

ohjausfunktiota ja vähintään kaksi säädettävää suuretta 
MV Manipulated Variable, ohjausfunktio 
CV Controlled Variable, säädettävä suure 
LTI Linear Time-Invariant, lineaarinen aikainvariantti 
TITO Two Input, Two Output, kahden ohjausfunktion ja säädettävän suu-

reen prosessi 
SISO Single Input, Single Output, yhden ohjausfunktion ja säädettävän 

suuren prosessi 
1–DOF One-Degree-of-Freedom, yhden vapausasteen säädin, jonka ai-

noana sisäänmenona toimii erosuure 
2–DOF Two-Degree-of-Freedom, kahden vapausasteen säädin, joka pystyy 

hyödyntämään asetusarvoa ja mittausta erillisinä sisäänmenoina 
IAE Integral Absolute Error, virheen itseisarvon integraali 
ITAE Integral Time-weighted Absolute Error, virheen ja ajan tulon itseis-

arvovirhe 
BW Bandwidth, suljetun järjestelmän kaistanleveys 
PG Peak Gain, huippuvahvistus 
 
 
Merkinnät 
 
𝐴  Tilaesityksen tilamatriisi 
𝐵  Tilaesityksen ohjausmatriisi 
𝛽 2–DOF säätimen proportionaalihaaran asetusarvon painokerroin 
𝐶  Tilaesityksen ulostulomatriisi 
𝐶(𝑠) Säätimen siirtofunktiomatriisi 
𝐷 Tilaesityksen suoravaikutusmatriisi 
𝐷(𝑠) Irtikytkentämatriisi 
𝑒(𝑡) Systeemin erosuure, joka on asetusarvon ja mittauksen erotus 
𝐺(𝑠) Prosessin siirtofunktiomatriisi 
𝐺௣௠ 2x2 -systeemin siirtofunktio ohjauksesta 𝑚 ulostuloon 𝑝 
𝛾 2–DOF säätimen derivointihaaran asetusarvon painokerroin 
𝛾௖௡ Kuntoluku, suurimman ja pienimmän singulaariarvon suhde 
𝛾⋆ Minimoitu kuntoluku 
𝐼 Identiteettimatriisi 
𝐽 Lokaali kustannusfunktio 
𝐽ூ஺ா IAE-lukuihin perustuva kustannusfunktio 
𝐽ூ்஺ா ITAE-lukuihin perustuva kustannusfunktio 
𝐾ௗ PID-säätimen derivointivahvistus 
𝐾௜ PI- tai PID-säätimen integrointivahvistus 
𝐾௣ P-, PI- tai PID-säätimen proportionaalivahvistus 
Λ Suhteellisten vahvistusten matriisi, RGA 
λ୮୫ Suhteellisten vahvistusten matriisin rivin p ja sarakkeen m alkio 
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Λ(s) Dynaaminen suhteellisten vahvistusten matriisi, DRGA 
𝑛 Tilavektorin dimensio 
𝑛௨ Ohjausvektorin dimensio 
𝑛௬   Ulostulovektorin dimensio 
ω Kulmataajuus 
𝜔௖ Leikkauskulmataajuus 
𝑝ீ Prosessin siirtofunktion napa 
𝑟(𝑡) Järjestelmän asetusarvo 
𝑟° DRGA:n määrityksessä käytetty uuden tasapainotilan asetusarvo 
Σ Singulaariarvohajotelman singulaariarvomatriisi 
σ୧ Singulaariarvomatriisin diagonaalielementti 
𝑇ௗ PID-säätimen derivointiaika 
𝑇௜ PI- tai PID-säätimen integrointiaika 
𝑇(𝑠) Etukompensaattorin ja prosessin sarjaankytkennän siirtofunktiomat-

riisi 
𝜏 Aikavakio 
𝑢(𝑡)  Prosessin ohjausvektori 
𝑢௉(𝑡) P-, PI- tai PID-säätimen proportionaaliosan ulostulo 
𝑢ூ(𝑡) PI- tai PID-säätimen integraaliosan ulostulo 
𝑢௉(𝑡) PID-säätimen derivointiosan ulostulo 
𝑢° DRGA:n määrityksessä käytetty uuden tasapainotilan asetusarvoa 

vastaava ohjaus 
𝑈(𝑠) Ohjausvektorin Laplace-muunnos 
𝑈 Singulaariarvohajotelman unitaarinen matriisi, jonka sarakkeina 

ovat ulostulosuuntien singulaarivektorit 
𝑉 Singulaariarvohajotelman unitaarinen matriisi, jonka sarakkeina 

ovat sisäänmenosuuntien singulaarivektorit 
𝑊௡ n:s rotaatiomatriisi 
𝑥(𝑡)  Tilaesityksen tilavektori 
𝑥(0)  Tilavektorin alkuarvo 
× Alkioittaisen tulon symboli 
𝑦(𝑡)  Prosessin ulostulovektori 
𝑦ො(𝑡) Prosessin mittausarvo 
𝑌(𝑠) Prosessin ulostulon Laplace-muunnos 
𝑍 Vuorovaikutusmatriisi 
𝑧ீ Prosessin siirtofunktion nolla
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1. JOHDANTO 

Teollisuudessa yksi suurimmista haasteista on hallita järjestelmiä, joissa yhdellä toimen-

piteellä on vaikutus useampaan lopputulokseen. Useimmat teollisuuden prosessit ovat 

luonteeltaan monimuuttujaprosesseja. Monimuuttujaprosessien ongelmana onkin mää-

rittää, millä muuttujalla on vaikutusta mihinkin lopputulokseen ja kuinka paljon. Järjestel-

mien sisäisten vuorovaikutuksien analyysi on siksi tärkeä osa oikeanlaisen säädön to-

teuttamisen kannalta. 

Tässä työssä tarkastellaan monimuuttujaprosesseja ja niiden muuttujien välisiä vuoro-

vaikutuksia. Useat teollisuuden monimuuttujaprosessit käyttävät hajautettua säätöä 

(engl. decentralized control), jossa jokaisen ohjaus–ulostuloparin muodostamaa sää-

tösilmukkaa säädetään omalla yksikkösäätimellä. Työssä tarkastellaankin erityisesti ha-

jautettua säätöä. Vuorovaikutusanalyysissä selvitetään eri ohjaus–ulostuloparien väliset 

vuorovaikutukset. Analyysin tarkoituksena on saada muodostettua muuttujaparit, joiden 

väliset vuorovaikutukset ovat voimakkaimmat. Parituksen jälkeen yksikkösäätimet voi-

daan suunnitella halutulla tavalla kyseisille ohjaus–ulostulopareille. 

Työn tavoitteena on esitellä neljä eri muuttujien parinvalintamenetelmää, joiden avulla 

muuttujien paritukset tehdään. Menetelmiä vertaillaan sovellusesimerkin avulla. Työssä 

esitellään tarvittavat kaavat menetelmien laskemista ja analysointia varten. PID-sääti-

men (engl. Proportional–Integral–Derivative) viritysmenetelmänä käytetään napa-nolla-

supistusta, jonka teoria käydään läpi. 

Luvussa 2 käsitellään yleisesti monimuuttujaprosessin käsitettä ja kerrotaan säätöraken-

teista sekä käydään lyhyesti läpi PID-säätimen teoriaa ja napa-nolla-supistusta. Luvussa 

3 esitellään neljä monimuuttujasäädön parinvalintamenetelmää. Menetelminä ovat suh-

teellisten vahvistusten matriisi (engl. Relative Gain Array, RGA), dynaaminen suhteellis-

ten vahvistusten matriisi (engl. Dynamic Relative Gain Array, DRGA), singulaariarvoha-

jotelmaan (engl. Singular Value Decomposition, SVD) perustuva menetelmä ja kustan-

nusfunktion minimointi. Luvussa 4 käytetään luvussa 3 esitettyjä menetelmiä esimerkki-

sovelluksen muuttujien parinvalintaan. Työn luku 5 on yhteenveto. 
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2. MONIMUUTTUJAPROSESSIN SÄÄTÖ 

Tässä luvussa käsitellään monimuuttujaprosessia ja sen säädön erityispiirteitä. Luvussa 

kerrotaan myös monimuuttujaprosessin vuorovaikutuksista ja niiden aiheuttamista on-

gelmista. Monimuuttujaprosessin säätörakenteita ja PID-säätimen teoriaa esitellään sup-

peasti. 

2.1 Monimuuttujaprosessi 

Monimuuttujaprosessilla (engl. Multi-Input, Multi-Output, MIMO) tarkoitetaan prosessia, 

jolla on vähintään kaksi ohjausfunktiota (engl. Manipulated Variable, MV) ja vähintään 

kaksi säädettävää suuretta (engl. Controlled Variable, CV) [1, kpl. 5, s. 1], [2, s. 13]. 

Tässä työssä ohjausfunktioita kutsutaan myös prosessin sisäänmenoina ja säädettäviä 

suureita ulostuloina. Arkipäiväinen esimerkki monimuuttujaprosessista on veden virtauk-

sen ja lämpötilan säätö kahdella erillisellä hanalla. Kyseisen prosessin säädettäviä suu-

reita ovat veden virtaus ja lämpötila sekä ohjauksena toimivat kuuman ja kylmän veden 

hanan asennot. Esimerkiksi kemian-, elintarvike- ja lääketeollisuudessa työskennellään 

monimuuttujaprosessien kanssa. Näissä sovelluksissa muun muassa säiliön pinnankor-

keutta säädellään useamman muuttujan avulla. [3, s. 1] 

Jatkuva-aikaisen lineaarisen aikainvariantin (engl. Linear Time-Invariant, LTI) viiveettö-

män prosessin tilaesitysmalli on  

൜
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
, (1) 

jossa 𝑥(𝑡) ∈ ℝ௡ on tilavektori, 𝑢(𝑡) ∈ ℝ௡ೠ on ohjausvektori ja 𝑦(𝑡) ∈ ℝ௡೤ on ulostulovek-

tori [4, s. 483–484]. Tilaesityksessä 𝐴 on 𝑛 × 𝑛 -tilamatriisi, 𝐵 on 𝑛 × 𝑛௨ -ohjausmatriisi, 

𝐶 on 𝑛௬ × 𝑛 -ulostulomatriisi ja 𝐷 on 𝑛௬ × 𝑛௨ -suoravaikutusmatriisi [5, s. 8]. Matriisia 𝐶 

kutsutaan myös mittausmatriisiksi, jos jokaista säädettävää suuretta mitataan. Suoravai-

kutusmatriisi kertoo järjestelmän sisäänmenojen eli ohjauksien 𝑢(𝑡) suorat vaikutukset 

prosessin ulostuloihin 𝑦(𝑡). 

Monimuuttujaprosesseja voidaan kuvata myös Laplace- eli s-tasossa siirtofunktiomatrii-

silla. Mallin (1) siirtofunktiomatriisi 𝐺(𝑠) on 

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵 + 𝐷, (2) 
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jossa 𝐼 on 𝑛 × 𝑛 -identiteettimatriisi [4, s. 594]. Kun oletetaan alkuarvojen 𝑥(0) ja proses-

sin häiriöiden olevan nollia, siirtofunktiomatriisilla 𝐺(𝑠) voi mallintaa prosessin ulostulon 

Laplace-muunnoksen riippuvuuden ohjausfunktion Laplace-muunnoksesta kaavalla 

𝑌(𝑠) = 𝐺(𝑠)𝑈(𝑠). (3) 

Siirtofunktiomatriisin 𝐺(𝑠) rivin 𝑝 ja sarakkeen 𝑚 alkio 𝐺௣௠ on siirtofunktio ohjauksesta 

𝑢௠ ulostuloon 𝑦௣. Siirtofunktiomatriisi voidaan esittää muodossa 

𝐺(𝑠) = ቎

𝐺ଵଵ ⋯ 𝐺ଵ௡ೠ

⋮ ⋱ ⋮
𝐺௡೤ଵ ⋯ 𝐺௡೤௡ೠ

቏ . (4) 

Yksinkertaisin MIMO-prosessi on kahden ohjauksen ja ulostulon prosessi (engl. Two-

Input, Two-Output, TITO). TITO-prosessin säädettävät suureet olkoot 𝑦ଵ ja 𝑦ଶ sekä oh-

jausmuuttujat 𝑢ଵ ja 𝑢ଶ. Ohjausten valinta perustuu erosuureisiin 𝑒ଵ ja 𝑒ଶ, jotka muodos-

tetaan siirtofunktioilla 𝐶ଵ ja 𝐶ଶ mallinnetuilla yksikkösäätimillä.  Erosuure 𝑒ଵ on funktion 

𝑦ଵ asetusarvon 𝑟ଵ ja ko. funktion mittausfunktion  𝑦ොଵ erotus. Erosuure 𝑒ଶ muodostetaan 

vastaavalla tavalla. Tässä työssä oletetaan ideaaliset mittaukset eli mittauksen ja mita-

tun yhtäsuuruus. Säätöstrategiaa havainnollistetaan kuvassa 1, jossa prosessi ja sen 

I/O-siirtofunktiot kuvataan katkoviivoitetulla alueella. 

 

Kuva 1: TITO-prosessin lohkokaavio. 
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Säätövirheellä tarkoitetaan säädettävän suureen asetusarvon ja ko. säädettävän suu-

reen erotusta. Ideaalisen mittauksen vuoksi säätövirheiksi saadaan erosuureet. 

Useiden muuttujien takia monimuuttujaprosessissa on omat ongelmansa. Prosessin yk-

sittäinen ohjaus voi vaikuttaa useaan säädettävään suureeseen, mutta se saattaa vai-

kuttaa myös useampaan ulostuloon. Tätä ilmiötä kutsutaan vuorovaikutukseksi. Proses-

sissa ei olisi vuorovaikutuksia, jos kukin ohjaus vaikuttaisi vain yhteen ulostuloon. [2, s. 

67] Ohjauksen muutos vaikuttaa haluttuun ulostuloon suorasti mutta myös epäsuorasti 

muiden prosessissa olevien silmukoiden kautta. Tätä kutsutaan ristikkäisvaikutukseksi. 

Kuvasta 2 nähdään, kuinka TITO-prosessin ohjaus 𝑢ଵ vaikuttaa suoraan haluttuun ulos-

tuloon 𝑦ଵ mutta myös epäsuorasti silmukoiden ristikkäisvaikutusten takia ohjauksen 𝑢ଶ 

kautta. Vihreä kuvaa suoraa vaikutusta ja punainen epäsuoraa vaikutusta toisen sää-

tösilmukan kautta. Oranssilla kuvataan suoran ja epäsuoran yhteisvaikutusta. 

 

Kuva 2: Havainnollistava kuva ristikkäisvaikutuksista. 

 

Pienetkin ristikkäisvaikutukset saattavat tehdä järjestelmästä epästabiilin [6, s. 1]. Tämä 

vaikeuttaa kunkin yksittäisen ulostulon hallintaan sopivan ohjauksen valintaa. Monimuut-

tujaprosessin silmukoiden vuorovaikutuksien suuruudet ovat tärkeitä mittareita säätöra-

kenteiden valitsemisessa. Silmukoiden välisiä vuorovaikutuksia ja tutkivia menetelmiä 

käsitellään luvussa 3. 
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2.2 Monimuuttujaprosessin säätörakenteet 

Monimuuttujaprosessia voidaan pääsääntöisesti säätää joko keskitetysti (engl. centra-

lized control) tai hajautetusti. Monimuuttujaprosessiin voidaan tehdä myös silmukoita ir-

tikytkeviä eli dekoplaavia (engl. decoupling) toteutuksia.  

Keskitetyssä säädössä prosessia ohjaa yksi monimuuttujasäädin, joka vastaanottaa 

kaikki mittaussignaalit ja laskee informaation perusteella jokaiselle ohjaussuureelle arvot 

[4, s. 42]. Keskitetyn säädön toteuttaminen on usein monimutkaista ja kallista. Lisäksi 

monimuuttujasäädin on myös haavoittuvainen. Pieninkin vika, esimerkiksi yksittäisessä 

anturissa, voi häiritä koko prosessin toimintaa. [4, s. 42], [6, s. 362] Keskitetyn säädön 

toteuttaminen on perusteltua, jos prosessissa on voimakkaita vuorovaikutuksia ja use-

ampia huomioitavia rajoitteita. Yksi keskitettyyn säätöön tarkoitettu säätöstrategia on 

mallipohjainen ennakoiva säätö (engl. Model Predictive Control, MPC). [7, s. 1] 

Hajautetussa säädössä jokaista silmukkaa säädetään omalla yksikkösäätimellään ot-

taen huomioon silmukoiden väliset vuorovaikutukset. Jokaista säädettävää suuretta 𝑦௣ 

säädetään vain yhdellä ohjauksella 𝑢௠. Tässä säätörakenteessa käytetään yleensä P-, 

PI- tai PID-pohjaisia yhden ohjausfunktion ja ulostulon (engl. Single-Input, Single-Output, 

SISO) säätimiä, jotka voidaan virittää tavallisilla SISO-prosessin viritystavoilla. PID-sää-

timistä kerrotaan tarkemmin aliluvussa 2.3. Hajautetulla säädöllä on monia etuja, joiden 

ansiosta se on suosittu säätörakenne monimuuttujaprosessien säädössä. Se on hel-

pompi toteuttaa, vikasietoisempi ja joustavampi kuin keskitetty säätö. [4, s. 659], [7, s. 1] 

Yhden mittausanturin vikatila ei häiritse koko prosessia yhtä pahasti kuin keskitetyssä 

säädössä. Kuvasta 3 nähdään, miten hajautetussa säädössä neliömäisen monimuuttu-

japrosessin silmukoita säädetään omilla yksikkösäätimillä. Neliömäisessä prosessissa 

ohjauksien ja ulostulojen dimensiot 𝑛௨ ja 𝑛௬ vastaavat toisiaan. 
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Kuva 3: Hajautetun säädön diagonaalikytkennän lohkokaavio. 

 

Hajautetun säädön diagonaalikytkennän säätimen siirtofunktiomatriisi on diagonaalimat-

riisi 

𝐶(𝑠) = ቎

𝐶ଵ(𝑠) 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝐶௡೤

(𝑠)
቏ . (5) 

Hajautettua säätöä käytetään usein, kun silmukoiden väliset vuorovaikutukset ovat koh-

tuullisia [7, s. 1]. Vuorovaikutuksien minimoimiseen auttaa oikea parinvalinta, jonka me-

netelmiä käydään läpi luvussa 3. Myös dekoplauksesta on apua vuorovaikutusten pie-

nentämisessä.  

Dekoplauksella eli silmukoiden irtikytkennällä yritetään eliminoida ei-toivottuja vuorovai-

kutuksia eri prosessin silmukoiden välillä, jotta prosessin voidaan ajatella koostuvan mo-

nesta yksittäisestä säädettävästä silmukasta. Ensiksi dekoplaus eliminoi ei-toivotut vuo-

rovaikutukset, minkä ansiosta dekoplaajan ja prosessin sarjaankytkentää voi ohjata yk-

sikkösäätimillä, jotka voidaan suunnitella SISO-säätimien viritysmenetelmillä. [7, s. 1–3] 

Tässä työssä kerrotaan lyhyesti erilaisista dekoplauksen rakenteista TITO-prosessille, 

mutta ei sovelleta niitä käytännössä. TITO-prosessin irtikytkentä voidaan esittää yhtälöllä  

𝐺(𝑠)𝐷(𝑠) = 𝑇(𝑠), (6) 

jossa 𝐷(𝑠) on 2 × 2 -irtikytkentämatriisi ja 𝐺(𝑠) on prosessin siirtofunktiomatriisi. Irtikyt-

kentämatriisi suunnitellaan siten, että matriisi 𝑇(𝑠) on diagonaalimatriisi. [8, s. 266] Nyt 
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dekoplaajan etukompensoimassa prosessissa 𝑇(𝑠) (engl. apparent process) ei ole vuo-

rovaikutuksia, koska epädiagonaalialkiot ovat nollia ja voidaan käyttää diagonaalisää-

dintä [9, s. 4]. 

Ideaalisessa irtikytkennässä lisätään irtikytkentälohkot suoraan säätimien ulostuloihin. 

Kuvassa 4 nähdään säätörakenne ideaaliselle irtikytkennälle. Katkoviivoitetulla alueella 

kuvataan dekoplaus. 

 

Kuva 4: Ideaalinen irtikytkentä TITO-prosessille. 

 

Kun valitaan 𝐷ଵଵ = 𝐷ଶଶ = 1 [9, s. 5], lohkokaavio yksinkertaistuu. Näin saadaan yksin-

kertaistettu irtikytkentä, jonka lohkokaavio nähdään kuvasta 5. 

 

Kuva 5: Yksinkertaistettu irtikytkentä TITO-prosessille. 
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Yksinkertaistettu irtikytkentä on helpompi toteuttaa käytännössä kuin ideaalinen, mutta 

etukompensoidun prosessin diagonaalialkioista tulee monimutkaisia [8, s. 267]. Ideaali-

sessa irtikytkennässä nimensä mukaisesti etukompensoitu prosessi 𝑇(𝑠) saadaan ide-

aaliseksi diagonaalimatriisiksi. Saadaksemme sekä ideaalisen että yksinkertaistetun irti-

kytkennän edut eli helpompi toteutus ja parempi etukompensoitu prosessi, dekoplaus 

voidaan toteuttaa käänteisesti [8, s. 267]. Käänteisessä irtikytkennässä kompensointi 

perustuu säätimen ulostuloon ja toisen silmukan toteutuneeseen ohjaukseen, mikä voi-

daan nähdä kuvasta 6.  

 

Kuva 6: Käänteinen irtikytkentä TITO-prosessille. 

 

Vaikka irtikytkennällä voidaan saada parempi ja tehokkaampi säätö, tulee siitä usein hy-

vin monimutkainen säätörakenne, joka voi olla mahdoton toteuttaa käytännössä varsin-

kin suuremmille MIMO-järjestelmille [7, s. 1]. Tässä työssä käytetään hajautettua säätöä 

ilman irtikytkentää esimerkkisovelluksen säädössä. 

2.3 PID-säätimestä lyhyesti 

PID-säädin on hyvin yleinen teollisuuden systeemeissä. Se on todistetusti hyvä säädin 

monissa tärkeissä sovelluksissa. [4, s. 157] PID-säädin koostuu proportionaali-, in-

tegraali ja derivaattaosasta. Jokaisella osalla on oma tarkoituksensa säädön kannalta. 

Yhden vapausasteen (engl. One-Degree-of-Freedom, 1–DOF) PID-säätimen kaikki osat 

käyttävät hyödykseen järjestelmän erosuuretta 

𝑒(𝑡) = 𝑟(𝑡) − 𝑦ො(𝑡), (7) 

jossa 𝑟(𝑡) on asetusarvo ja 𝑦ො(𝑡) on prosessin ulostulon 𝑦(𝑡) mittausarvo. 
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Säätimen proportionaali- eli P-osan ulostulo eli järjestelmän ohjaus on 

𝑢௉(𝑡) = 𝐾௣𝑒(𝑡) + 𝑐, (8) 

jossa 𝐾௣ on proportionaalivahvistus ja 𝑐 on bias-termi. P-osa voi pienentää häiriöiden 

aiheuttamia virheitä ja voi saada vasteesta nopeamman mutta tyypillisesti suuremman 

prosentuaalisen ylityksen kustannuksella [5, s. 18]. Normaalisti pelkän P-osan säädössä 

staattisessa tilassa eli nollataajuudella systeemiin erosuure ei ole nolla [10, s. 67]. Tä-

män takia hyvin usein P-osan kanssa käytetään myös integraali- eli I-osaa. 

I-osan päätarkoitus on saada prosessin ulostulo vastaamaan haluttua asetusarvoa eli 

saattaa erosuure nollaan [10, s. 67]. Säätimen I-osan ulostulon kaava on muotoa 

𝑢ூ(𝑡) =
𝐾௣

𝑇௜
න 𝑒(𝜏)𝑑𝜏

௧

଴

, (9) 

jossa 𝑇௜ on integrointiaika. Vahvistuksen 𝐾௣ ja integrointiajan 𝑇௜ suhdetta 

𝐾௜ =
𝐾௣

𝑇௜

(10) 

kutsutaan integrointivahvistukseksi. I-osan ohjaus määräytyy siis ajanhetkeen 𝑡 men-

nessä kertyneen erosuureen integraalista. Integraalivahvistuksen arvolla on suuri vaiku-

tus vasteeseen. Suuremmilla vahvistuksilla vaste matelee hitaasti asetusarvoon ja pie-

nillä vahvistuksilla vaste on nopeampi, mutta aiheuttaa värähtelyä. Vahvistuksen asetta-

minen äärettömän suureksi tekee PI-asetuksilla olevasta säätimestä puhtaan P-sääti-

men. [10, s. 68] Joskus pelkkä PI-säätö ei ole tarpeeksi nopea eikä riittävän hyvin vai-

mennettu. Silloin säätimeen saatetaan lisätä derivointiosa. 

Derivointi- eli D-osan ideaalinen ulostulo on määritelty kaavalla 

𝑢஽(𝑡) = 𝐾௣𝑇ௗ

𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
, (11) 

jossa 𝑇ௗ on derivointiaika. Kaavan (11) parametrien 𝐾௣ ja 𝑇ௗ tuloa 

𝐾ௗ = 𝐾௣𝑇ௗ , (12) 

kutsutaan derivointivahvistukseksi. D-osan tarkoitus on tehdä systeemistä stabiilimpi en-

nustamalla erosuureen tulevaisuuden arvoja ekstrapoloimalla sitä ajanhetken 𝑡 erosuu-

reen tangentin avulla [10, s. 69]. D-osa reagoi siis erosuureen muutosnopeuteen [4, s. 

159]. Systeemin dynamiikan takia säätö ilman D-osaa voi myöhästyä erosuureen kor-

jaamisessa [10, s. 69]. Derivointiosan erosuureen ennustuksesta on siis apua oikean 

ohjauksen määrityksessä. D-osa auttaa vasteen vaimennuksessa, mutta liian suuri de-

rivointiaika voi lisätä värähtelyä. [10, s. 69]. 
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Yhdistäessä kaikki osat saadaan yhden vapausasteen PID-säädin 

𝑢(𝑡) = 𝐾௣𝑒(𝑡) + 𝐾௜ න 𝑒(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴

+ 𝐾ௗ

𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
. (13) 

Sen siirtofunktio on 

𝐶(𝑠) = 𝐾௣ +
௄೔

௦
+ 𝐾ௗ𝑠. (14)

Tämä PID-säädin luo ohjaussignaalin pelkän erosuureen 𝑒(𝑡) perusteella. Säätimeen 

saadaan yksi vapausaste lisää, kun P- ja D-osa käyttävät asetusarvon painotusta (engl. 

setpoint weighting) ohjaussignaalin luomisessa. Kahden vapausasteen (engl. Two-De-

gree-of-Freedom, 2–DOF) PID-säätimen ulostulo on 

𝑢(𝑡) = 𝐾௣൫𝛽𝑟(𝑡) − 𝑦(𝑡)൯ + 𝐾௜ න 𝑒(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴

+ 𝐾ௗ ቆ𝛾
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
−

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
ቇ , (15) 

jossa kertoimet 𝛽 ja 𝛾 ovat asetusarvon painotuksia [1, kpl. 11, s. 20]. Säädin reagoi 

samalla tavalla prosessihäiriöihin ja mittauskohinaan riippumatta asetusarvon painotuk-

sista, mutta huomioi eri tavalla asetusarvon muutokset kertoimien 𝛽 ja 𝛾 ansiosta. I-osa 

ottaa huomioon edelleen erosuureen 𝑒(𝑡), koska osan tarkoitus on saada erosuure nol-

laan tasapainotilassa. Normaalisti painokerroin 𝛾 valitaan nollaksi, jotta vältytään suurilta 

ohjaussignaalin transienteilta äkillisten asetusarvon muutosten jälkeen. [10, s. 74] 

Säätimien viritystapoja on hyvin monia erilaisia, esimerkkeinä IMC (engl. Internal Model 

Control), napojen asettelumenetelmä ja Ziegler-Nichols -menetelmät [10]. Tässä työssä 

käytetään esimerkkijärjestelmän säädössä PI-säädintä, jonka siirtofunktio on 

𝐶(𝑠) =
𝐾௣𝑠 + 𝐾௜

𝑠
. (16) 

Säätimen virityksessä eli vahvistusten 𝐾௣ ja 𝐾௜ valinnassa käytetään napa–nolla-supis-

tusta. Menetelmän perusideana on suunnitella säädin siten, että se supistaa prosessin 

reaalisen navan omalla nollallaan. Esimerkiksi, jos prosessi voidaan kuvata aikavakion 

𝜏 ja DC-vahvistuksen 𝐾 avulla, sen siirtofunktio on 

𝐺(𝑠) =
K

𝜏𝑠 + 1
. (17) 

Tämän ainoa napa on sen nimittäjäpolynomin ainoa juuri  

𝑝ீ = −
1

𝜏
, (18) 

Kaavan (16) perusteella PI-säätimen ainoa nolla eli osoittajapolynomin ainoa juuri on 
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𝑧ீ = −
𝐾௜

𝐾௣
. (19) 

Napa-nolla-supistus saadaan asettamalla säätimen nolla prosessin navaksi, joka onnis-

tuu virityksellä 

𝐾௜ =
𝐾௣

𝜏
(20) 

Tämän valinnan jälkeen virittelyvapautena on vielä valita säätimen P-osan vahvistus 𝐾௣. 

Näin ollen I-osan vahvistus 𝐾௜ saa arvon P-osan vahvistuksen ja prosessin aikavakion 

suhteesta. Kaavan (10) mukaan kyseisellä valinnalla integrointiajaksi saadaan 𝜏. Yhtälöä 

(20) noudattamalla prosessin napa supistuu aina riippumatta P-osan vahvistuksesta. 
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3. PARINVALINTAMENETELMÄT 

Yleensä monimuuttujaprosesseissa on silmukoiden välisiä vuorovaikutuksia. Vuorovai-

kutuksien ja niiden voimakkuuksien selvittäminen on tärkeä osa säätimien suunnitte-

lussa. Neliöllisellä monimuuttujaprosessilla on 𝑛௨! kappaletta mahdollisia säätökonfigu-

raatioita [4, s. 635]. Siksipä optimaalisin parinvalinta olisi tärkeää. Tässä kappaleessa 

tutustutaan muutamaan monimuuttujaprosessin parinvalintamenetelmiin. 

3.1 Suhteellisten vahvistusten matriisi 

Suhteellisten vahvistusten matriisi RGA on Bristolin [11, s. 133] esittelemä vuorovaiku-

tusanalyysin menetelmä, jossa matriisin alkiot kuvaavat kyseisen ohjauksen 𝑢௠ suhteel-

lista vahvistusta prosessin kyseiseen ulostuloon 𝑦௣. Tällä menetelmällä saadaan tietoa 

neliöprosessin vuorovaikutuksista tyypillisesti tasapainotilassa eli kulmataajuudella 𝜔 =

0 [12]. RGA-matriisin alkiot lasketaan prosessin mallista kaavalla 

𝜆௣௠ =

൬
∂𝑦௣

𝜕𝑢௠
൰

௨ೖ,௞ஷ௠

൬
𝜕𝑦௣

𝜕𝑢௠
൰

௬ೖ,௞ஷ௣

. (21) 

Suhteellinen vahvistus tarkoittaa suhdetta avoimen ja suljetun silmukan välillä. Kaavan 

(21) osoittaja kuvaa vahvistusta ohjauksen 𝑢௠ ja ulostulon 𝑦௣ välillä, kun muut ohjaukset 

𝑢௞ ovat vakioita eli silmukat avoimia. Nimittäjä kuvaa vahvistusta ohjauksen 𝑢௠ ja ulos-

tulon 𝑦௣ välillä, kun muut ulostulot 𝑦௞ ovat vakioita täydellisen säädön alaisena eli silmu-

kat ovat suljettuja. [13, s. 8] Nämä laskemalla saadaan RGA-matriisi 

Λ = ቎

𝜆ଵଵ ⋯ 𝜆ଵ௡ೠ

⋮ ⋱ ⋮
𝜆௡೤ଵ ⋯ 𝜆௡೤௡ೠ

቏ . (22) 

RGA voidaan määrittää kokeellisesti. Käydään kokeellinen RGA:n määritys läpi 2x2 mo-

nimuuttujaprosessille. Kokeellisessa määrityksessä tehdään jokaiselle säätökonfiguraa-

tiolle kaksi koetta, joilla selvitetään suhteellinen vahvistus ohjauksen 𝑢௠ ja ulostulon 𝑦௣ 

välillä. Tarkastellaan suhteellista vahvistusta ohjauksen 𝑢ଵ ja ulostulon 𝑦ଵ välillä eli RGA-

matriisin elementtiä 𝜆ଵଵ. Suhteellisen vahvistuksen avoimen silmukan vaikutus saadaan 

määritettyä, kun kuvan 7 järjestelmään tehdään askelmuutos ohjaukselle 𝑢ଵ. 
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Kuva 7. Lohkokaavio avoimen silmukan määrityksessä TITO-prosessissa. 

 

Avoimen silmukan vahvistus ohjauksen 𝑢ଵ ja ulostulon 𝑦ଵ välillä saadaan laskettua kaa-

valla 

𝑔ଵଵ =
Δ𝑦ଵ,௢

Δ𝑢ଵ,௢
, (23) 

jossa Δ𝑦ଵ,௢ on ulostulon muutos ohjauksen askelmuutoksen Δ𝑢ଵ,௢ takia, kun kaikki silmu-

kat ovat avoinna. 

Tämän jälkeen tehdään toinen koe, jossa muut silmukat ovat suljettuja ja pitävät ulostulot 

vakioina paitsi tarkasteltava silmukka. Kuvassa 8 nähdään järjestelmä toiselle kokeelle. 

 

 

Kuva 8. Lohkokaavio suljetun silmukan määrityksessä TITO-prosessissa. 
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Ohjaukselle 𝑢ଵ tehtävän askelmuutoksen jälkeen voidaan laskea suljetun silmukan vah-

vistus kaavalla 

𝑔ොଵଵ =
Δ𝑦ଵ,௖௟

Δ𝑢ଵ,௖௟
. (24) 

Kokeiden jälkeen RGA-matriisin ensimmäinen alkio voidaan laskea kaavalla 

𝜆ଵଵ =
𝑔ଵଵ

𝑔ොଵଵ
. (25) 

Kokeet toistetaan jokaiselle mahdolliselle ohjaus–ulostuloparille, jotta saadaan RGA-

matriisi määritettyä [14, s. 1024]. Suhteellisten vahvistusten matriisi saadaan myös muo-

dostettua laskemalla käyttäen prosessin DC-vahvistusta eli tasapainotilan vahvistusmat-

riisia 𝐺(0) yhtälössä 

Λ = 𝐺(0) × [𝐺(0)ିଵ]் . (26) 

Tässä kaavassa oletetaan matriisin 𝐺(0) ei-singulaarisuus. Yhtälössä (26) symboli × 

tarkoittaa alkioittaista tuloa [13, s. 8]. Matlabissa alkioittainen tulo lasketaan operaattorilla 

(.*) ja transpoosi operaattorilla (.'). Matriisin 𝐺(0) voi laskea Control System Toolbox -

lisäosan funktiolla dcgain. Tilaesityksestä tasapainotilan matriisi saadaan laskettua 

kaavalla 

𝐺(0) = −𝐶𝐴ିଵ𝐵 + 𝐷. (27) 

Tässä kaavassa myös oletuksena matriisin 𝐴 ei-singulaarisuus. Prosessin siirtofunk-

tiomatriisin elementtien ollessa rationaalifunktion ja viivesiirtofunktion 𝑒ିௗ௦ tulo, saadaan 

DC-vahvistus laskettua sijoittamalla 𝑠 = 0. Tasapainotilassa viiveen merkitys proses-

sissa katoaa. RGA on alun perin johdettu staattisille systeemeille, mutta sillä saadaan 

tietoa vuorovaikutuksista myös eri kulmataajuuksilla [1, kpl. 15, s. 26]. Taajuusriippuvan 

RGA:n laskukaava on 

Λ(jω) = 𝐺(jω) × [𝐺(jω)ିଵ]் . (28) 

RGA-matriisilla on muutama tärkeä ominaisuus. Jokaisen yksittäisen rivin ja sarakkeen 

alkioiden summa on yksi. Tämän ominaisuuden takia, jokaista alkiota ei tarvitse laskea 

erikseen, esimerkiksi 2x2 -tapauksessa riittää määrittää yksi alkio ja 3x3 -tapauksessa 

neljä. [12, s. 198], [13, s. 8], [14, s. 1027] RGA-matriisi on myös skaalauksesta riippu-

maton [12, s. 198], [14, s. 1027].  
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Suhteellisten vahvistusten matriisin alkioista saadaan tärkeää informaatiota sisäänme-

nojen ja ulostulojen välisistä vuorovaikutuksista. Taulukossa 1 on listattuna tilanteita, 

milloin kannattaa alkion 𝜆௣௠ vastaava ohjaus 𝑢௠ parittaa vastaavan ulostulon 𝑦௣ kanssa. 

 

Taulukko 1. Parinvalinnan ohjeita RGA-matriisille. 

𝝀௣௠ Parinvalinta 

𝜆௣௠ = 1 Parita 𝑢௠ ja 𝑦௣ 

𝜆௣௠ = 0 Vältä 𝑢௠:n ja 𝑦௣:n paritusta 

𝜆௣௠ < 0 Vältä 𝑢௠:n ja 𝑦௣:n paritusta 

𝜆௣௠ > 1 Parita 𝑢௠ ja 𝑦௣ 

𝜆௣௠ ≤ 0,5 Vältä 𝑢௠:n ja 𝑦௣:n paritusta 

 

RGA-matriisin rivin 𝑝 ja sarakkeen 𝑚 alkio liittyy säädettävään suureeseen 𝑦௣ ja ohjauk-

seen 𝑢௠. Sisäänmenojen ja ulostulojen välisistä vuorovaikutuksista kertovat alkioiden 

suuruudet. Perusideana on parittaa lähimpänä ykköstä olevan alkion vastaavat ohjaus 

ja ulostulo [13, s. 8]. Ideaalitapauksessa kullakin rivillä on yksi ykkösen arvoinen alkio 

niin, että jokaista ulostuloa säädetään omalla ohjauksellaan. Tämä tarkoittaa, että kysei-

sen alkion 𝜆௣௠ vastaavalla ohjauksella 𝑢௠ ei ole epäsuoria vaikutuksia ulostuloon 𝑦௣ 

vaan pelkästään suoria vaikutuksia. Vastaavasti nolla-arvoisen alkion ohjauksella ei ole 

mitään vaikutusta vastaavaan ulostuloon. [14, s. 1027–1028] Jos suhteellinen vahvistuk-

sen arvo on 0,5, kaikilla silmukoilla on yhtä suuri vaikutus kyseiseen ulostuloon eli tällöin 

kyseessä on suurin mahdollinen vuorovaikutus [12, s. 198], [14, s. 1028]. RGA-matriisin 

alkion ollessa suurempi kuin yksi, kyseinen ohjaus–ulostulopari on dominoiva, mutta 

muut silmukat vaikuttavat järjestelmään vastakkaissuuntaisesti [14, s. 1028]. Negatiivi-

sen alkion vastaavaa paritusta on kirjallisuudessa suositeltu välttämään. Negatiivinen 

alkio voi vaihtaa kyseisen silmukan vahvistuksen etumerkkiä ja tuottaa epästabiilisuutta, 

jos silmukan säätimessä on integraaliosa [2, s. 85].  

3.2 Dynaaminen suhteellisten vahvistusten matriisi 

RGA menetelmä auttaa muuttujien parinvalinnassa staattisessa tilassa, mutta ei ota huo-

mioon järjestelmän transienttivaihetta. Tung ja Edgar esittivät dynaamista suhteellisten 

vahvistusten matriisia DRGA:ta huomioimaan järjestelmän dynaamiset vaikutukset [15, 
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ks. 13, s. 9]. Ajatellaan, että prosessi ohjataan uuteen asetusarvoon 𝑟° nollasta lähtien 

staattisen tilan vakio-ohjauksella 𝑢°. Menetelmän ideana on jakaa ulostulo 𝑦 eri kom-

ponentteihin. Komponentit ovat seurausta sille, kun ohjausvektorin alkiot tekevät askel-

muutoksen nollasta staattisen tilan vakio-ohjaukseen 𝑢°. [13, s. 9] Näin ollen kaava (3) 

voidaan muokata muotoon 

𝑌(𝑠) = 𝐺(𝑠)𝑢°
1

𝑠
, (29) 

joka edelleen voidaan esittää muodossa 

𝑌(𝑠) = 𝐺(𝑠)[𝐺(0)]ିଵ𝑟°
1

𝑠
. (30) 

Vakio-ohjaus 𝑢° on esitetty DC-vahvistuksen käänteismatriisin 𝐺(0)ିଵ ja uuden asetus-

arvon 𝑟° tulona. Kaava (30) kuvaa järjestelmän vastetta 𝑌(𝑠) prosessin dynamiikan 𝐺(𝑠) 

kautta. Itse DRGA saadaan muodostettua prosessin siirtofunktiomatriisista ja DC-vah-

vistuksen käänteismatriisin transpoosista 

Λ(𝑠) = ቎

𝐺ଵଵ(𝑠)𝑞ଵଵ ⋯ 𝐺ଵ௡ೠ
(𝑠)𝑞௡ೠଵ

⋮ ⋱ ⋮
𝐺௡೤ଵ(𝑠)𝑞ଵ௡೤

⋯ 𝐺௡೤௡ೠ
(𝑠)𝑞௡ೠ௡೤

቏ , (31) 

jossa 𝑞 kuvaa DC-vahvistuksen käänteismatriisin elementtejä. Koska menetelmää voi-

daan käyttää vain neliömatriiseille, ohjauksien ja ulostulojen lukumäärät ovat samat 

(𝑛௨ = 𝑛௬). DRGA lasketaan jokaiselle tarkisteltavalle taajuudelle erikseen ja dominoivat 

termit ehdottavat suositeltuja parinvalintoja. Nollataajuuden DRGA on sama kuin Bristo-

lin RGA. [13, s. 10] 

3.3 Singulaariarvohajotelmaan perustuva menetelmä 

Singulaariarvohajotelma on hyvin yleisesti käytetty työkalu useilla eri aloilla ja sovelluk-

sissa, mm. signaalin- ja kuvankäsittelyssä, sähkötekniikassa ja biolääketieteessä [16, s. 

230]. Seuraavaksi käsitellään singulaariarvohajotelmaa säätöteorian näkökulmasta. 

Lau, Alvarez ja Jensen [13, s. 10, ks. 17] esittivät SVD-menetelmää monimuuttujapro-

sessin vuorovaikutusanalyysissä. Yleisesti hajotelma määritetään numeerisesti valitulla 

kulmataajuudella 𝜔 [2, s. 76], minkä vuoksi prosessin siirtofunktiota 𝐺(𝑠) merkitään muo-

dossa 𝐺. Olkoot 𝐺 matriisissa 𝑛௬ riviä ja 𝑛௨ saraketta. Koska tässä työssä tarkastellaan 

neliöprosesseja, oletetaan 𝑛௬ = 𝑛௨ ≥ 2. Menetelmässä prosessin siirtofunktiomatriisi 

hajotetaan kolmeen eri matriisiin 

𝐺 = 𝑈Σ𝑉ு , (32) 
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jossa 𝑈 on unitaarinen 𝑛௬ × 𝑛௬ -matriisi, 𝑉 on unitaarinen 𝑛௨ × 𝑛௨ -matriisi ja Σ on diago-

naalinen 𝑛௬ × 𝑛௨ -matriisi, jonka lävistäjäelementit ovat singulaariarvoiksi kutsuttuja ei-

negatiivisia lukuja. Matriisia kutsutaan unitaariseksi, jos ja vain jos sen inverssi on sen 

transpoosin kompleksikonjugaatti. Matriisien 𝑈 ja 𝑉 sarakkeita kutsutaan singulaarivek-

toreiksi. Reaalisen matriisin 𝑉 kompleksikonjugaatti 𝑉ு on transpoosi 𝑉்.  Matriisin 𝐺 

singulaariarvohajotelman voi laskea Matlabissa komennolla [U,S,V]=svd(G), jonka 

tuotos 𝑆 on matriisi Σ. 

Matriisit 𝑈 ja 𝑉ு määrittävät sisäänmeno- ja ulostulovektoreiden koordinaatiston kierrot 

ja matriisi Σ järjestelmän vahvistuksen skaalauksen. Mikä tahansa reaalinen 2𝑥2 -matriisi 

voidaan esittää singulaariarvohajotelmana, jonka matriisit ovat muotoa 

𝑈 = ൤
𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ −𝑠𝑖𝑛𝜃ଵ

𝑠𝑖𝑛𝜃ଵ 𝑐𝑜𝑠𝜃ଵ
൨ , Σ = ൤

𝜎ଵ 0
0 𝜎ଶ

൨ , 𝑉் = ൤
𝑐𝑜𝑠𝜃ଶ ±𝑠𝑖𝑛𝜃ଶ

−𝑠𝑖𝑛𝜃ଶ ±𝑐𝑜𝑠𝜃ଶ
൨

்

. (33) 

Hajotelmassa kulmat 𝜃ଵ ja 𝜃ଶ riippuvat matriisista 𝐺. [2, s. 76] Kuvasta 9 nähdään 2x2 -

matriisin singulaariarvohajotelmaa havainnollistava geometrinen esitys. Kuvan merkin-

nät 𝑒ଵ ja 𝑒ଶ tarkoittavat erisuuntaisia peruskantavektoreita. 

 

Kuva 9: 2x2 -matriisin singulaariarvohajotelman geometrinen esitys. 

  

Matriisi 𝑉ுon unitaarinen, niin 𝑉ு𝑉 = 𝐼, jolloin hajotelmasta seuraa tulos 

𝐺𝑉 = 𝑈Σ. (34) 

Kaava (34) esittää prosessin sisäänmenojen yhteydet ulostuloihin singulaariarvojen 

kautta. Yhtälö (34) voidaan kirjoittaa auki sarakkeittain, jolloin jokaisen sarakkeen 𝑖 

osalta yhtälö saadaan muotoon 

𝐺𝑣௜ = 𝜎௜𝑢௜. (35) 

Kompleksiset sisäänmenon ja ulostulon singulaarivektorit esittävät kulmataajuuden 𝜔 si-

nimuotoisien signaalien amplitudeja ja vaiheita [2, s. 72]. Jos järjestelmälle annetaan 

sisäänmeno suunnassa 𝑣௜, on ulostulo suunnan 𝑢௜ mukainen skaalattuna järjestelmän 

vahvistuksella 𝜎௜. Sisäänmenovektori 𝑣ଵ kertoo suunnan, jossa järjestelmän ulostulo saa 
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suurimman vahvistuksen 𝜎ଵ. Järjestelmä siis reagoi voimakkaimmin tähän sisäänmenon 

suuntaan. Suurin ja pienin vahvistus voivat erota hyvinkin paljon toisistaan, jolloin vah-

vistuserosta voi aiheutua ongelmia. 

Järjestelmän suurimman ja pienimmän singulaariarvojen suhdetta kutsutaan kuntolu-

vuksi (engl. condition number) 

𝛾௖௡ =
𝜎௠௔௫ 

𝜎௠௜௡
. (36) 

Matlabissa suurin singulaariarvo sijaitsee matriisin Σ ensimmäisessä lävistäjäelemen-

tissä ja pienin viimeisessä. Kuntoluku kuvaa järjestelmän herkkyyttä epävarmuuksille. 

Suuri kuntoluku tarkoittaa, että järjestelmä on huonokuntoinen (engl. ill-conditioned) ja 

sillä on voimakas suuntautuneisuus [2, s. 81]. Tällöin järjestelmän joillakin sisäänmeno-

jen suunnilla on suuria vaikutuksia ulostuloon, kun taas joillakin suunnilla vaikutus on 

vähäisempää [2, s. 78]. Mitä suurempi kuntoluku on, sitä vaikeampi järjestelmää on kyt-

keä irti. Kuntoluvun ylittäessä arvon 𝛾 = 10, järjestelmässä voi olla säätöongelmia [2, s. 

82] ja arvon ollessa on suurempi kuin 𝛾 = 50, järjestelmään on mahdoton tehdä irtikyt-

kevä säätö. [14, s. 1010] Matlabissa kuntoluvun voi laskea funktiolla cond(G), jossa 𝐺 

on prosessin matriisi kulmataajuudella 𝜔. 

Kuntoluku riippuu kuitenkin vahvasti ohjausfunktioiden ja säädettävien suureiden skaa-

lauksesta [2, s. 82]. Pienin mahdollinen saatavissa oleva kuntoluku (engl. minimized con-

dition number) riippuu ainoastaan säädettävän järjestelmän ominaisuuksista [18, s. 435]. 

Minimoitu kuntoluku on määritelty kaavalla 

𝛾⋆(𝐺) = min
஽భ,஽మ

𝛾(𝐷ଵ𝐺𝐷ଶ) , (37) 

jossa matriisit 𝐷ଵ ja 𝐷ଶ ovat diagonaalisia skaalausmatriiseita [2, s. 82]. RGA-matriisin 

normi on läheisesti yhteydessä minimoituun kuntolukuun, joka on määritelty kaavalla 

𝛾⋆ +
1

𝛾⋆
= ‖Λ‖௠. (38) 

Yhtälössä (38) termi ‖Λ‖௠ kuvaa RGA-matriisin normia, joka on tässä tapauksessa mää-

ritelty olevan kaksi kertaa itseisarvoltaan suurin rivi- tai sarakesumma RGA-matriisissa. 

[2, s. 527] Säätösuunnittelun kannalta minimoitu kuntoluku onkin hyödyllisempi mittari 

säädettävän järjestelmän I/O-ohjattavuuden analysoimisessa [18, s. 435]. 

Singulaariarvohajotelma voidaan esittää myös muodossa 

𝐺 = ෍ 𝜎௜𝑢௜𝑣௜
ு =

௤

௜ୀଵ

෍ 𝜎௜𝑊௜

௤

௜ୀଵ

, (39) 
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jossa 𝑞 on matriisin 𝐺 aste. Matriisit 𝑊௜ sisältävät rotaatiot ja niiden avulla voidaan tar-

kastella järjestelmän vuorovaikutuksia vuorovaikutusmatriisin 𝑍 avulla. Matriisin 𝑍 alkiot 

lasketaan kaavalla 

𝑧௣௠ = max
௜ୀଵ,…,௤

ห𝑊௜௣௠ห , (40) 

jossa 𝑊௜௣௠ tarkoittaa rivin 𝑝 ja sarakkeen 𝑚 alkiota rotaatiomatriisissa 𝑊௜. Jokainen mat-

riisin 𝑍 alkio on siis suurin itseisarvoltaan oleva elementti kyseisessä kohdassa rotaa-

tiomatriisien 𝑊௜ kesken. Jos rivin 𝑝 ja sarakkeen 𝑚 alkio on lähellä ykköstä, esiintyy jär-

jestelmässä voimakas vuorovaikutus ulostulon 𝑝 ja sisäänmenon 𝑚 välillä. Tätä mene-

telmää voidaan käyttää myös ei-neliömatriiseille, mutta menetelmän suurin heikkous on 

sisäänmenon ja ulostulon muuttujien skaalaukseen liittyvä herkkyys. [13, s. 11] 

 

3.4 Kustannusfunktion minimointi 

Säätöjärjestelmiä voidaan myös vertailla suorituskykyindeksien avulla. Tässä kappa-

leessa kerrotaan virheen itseisarvon integraalista (engl. Integral Absolute Error, IAE) 

sekä virheen ja ajan tulon itseisarvovirheestä (engl. Integral Time-weighted Absolute Er-

ror, ITAE). Vakioasetusarvolle saatavan eksponentiaalisesti suppenevan säätövirheen 

𝑒(𝑡) IAE-indeksi on säädettävän suureen ja sen asetusarvon kuvaajien väliin jäävien 

alueiden yhteispinta-ala. Kuvassa 10 nämä alueet on varjostettu punaisella värillä. 

 

Kuva 10: Säädettävä suure ja IAE-luvun määräävät alueet varjostettuina punaisella 
värillä esimerkille, jossa asetusarvo on 1. 
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IAE–kustannuksessa virheen esiintymishetki ei vaikuta virheen huomioonottamiseen. Ai-

kavälin [0, ∞) IAE on 

𝐼𝐴𝐸 = න |𝑒(𝑡)|
ஶ

଴

𝑑𝑡. (41) 

Kuva 11 havainnollistaa, miten virheen itseisarvosta integraalin avulla määritetään IAE. 

Sininen käyrä on virheen itseisarvo ja punaisella on kuvattu virheen ja aika-akselin väliin 

jäävä pinta-ala. 

 

Kuva 11: Kuvan 10 vasteen säätövirheen itseisarvo ja IAE-kuvun määräävät alueet 
varjostettuina punaisella, kun asetusarvo on 1. 

 
ITAE painottaa virhettä sitä voimakkaammin, mitä myöhemmin virhe esiintyy. Aikavälin 

[0, ∞) ITAE on 

𝐼𝑇𝐴𝐸 = න 𝑡|𝑒(𝑡)|𝑑𝑡
ஶ

଴

. (42) 

Aikapainotuksen takia ITAE:n etuja on asetusarvon seurannassa pienempi prosentuaa-

linen ylitys ja yleensä vähäisempi värähtely [19, s. 460]. Vähäisemmän värähtelyn vuoksi 

vaste asettuu nopeammin haluttuun asetusarvoon. Matlabin Simulinkissa säätövirheestä 

voidaan laskea IAE ja ITAE kuvan 12 osoittamalla tavalla. 
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Kuva 12: IAE:n ja ITAE:n määrittäminen Simulinkissa. 

 

Lohko Abs laskee sisään menevän signaalin itseisarvon, Product-lohkolla lasketaan si-

sään menevien signaalien tulo ja Clock-lohkosta saadaan simulaation aika. IAE ja ITAE 

on määritelty teoreettisesti nollasta äärettömyyteen, mutta simuloinnit joudutaan rajoitta-

maan johonkin äärelliseen loppuaikaan. Se valitaan siten, että säädettävä järjestelmä on 

ehtinyt asettua tasapainotilaan ja erosuure nollaan, jolloin IAE- ja ITAE-arvot eivät enää 

muutu oleellisesti. Integraattorilohkoon voi konfiguroida integroitavan suureen alkuarvon. 

Tässä työssä integroitava suure on virheen itseisarvo ja sen alkuarvo on nolla, joka on 

myös lohkon oletusarvo. Myös työssä Simulinkin ratkaisijan suhteellisen toleranssin 

(engl. Relative tolerance) ja absoluuttisen toleranssin (engl. Absolute tolerance) arvot 

muutettiin epäoletusarvoiksi. Suhteellisen toleranssin arvoksi valittiin 1e-5 ja absoluutti-

sen toleranssin arvoksi 1e-6. To Workspace –lohkolla saadaan dataa Matlabin työtilaan, 

tässä tapauksessa IAE- ja ITAE-arvot. Suorituskykyindeksien avulla voidaan laatia kus-

tannusfunktiot 2x2 -monimuuttujasäädölle, joita käytetään tässä työssä. 

Kustannusfunktioilla saadaan tietoa prosessin suorituskyvystä. Ne laaditaan prosessin 

ja sen dynamiikan perusteella. Joissakin tapauksissa kustannusfunktiot voisivat olla, esi-

merkiksi suorituskykyindeksien summa. Aina näin kuitenkaan ei voida tehdä. Eri säätö-

virheiden IAE- ja ITAE-arvoilla voi olla eri yksiköt, joten niitä ei voi laskea suoraan yhteen.  

Suorituskykyindeksit täytyy siis normalisoida. Lisäksi suorituskykyindeksit eivät ole aina 

samanarvoisia, joten niille täytyy määrittää järkevät painokertoimet. 

Esimerkiksi LQR-suunnittelussa (engl. Linear Quadratic Regulator) kustannusfunktion 

tila- ja ohjausmuuttujien painomatriisien 𝑄 ja 𝑅 alkioiden alustavat arvot saatetaan valita 
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Bryson–Ho-säännön avulla. Siinä ehdotetaan painokertoimiksi tila- ja ohjausmuuttujien 

suurimpien sallittujen arvojen neliöiden käänteisluvut. [1, kpl. 3, s. 15] Tässä työssä voi-

daan soveltaa Bryson–Ho-ideaa kustannusfunktioiden painotuksien määrittämisessä. 

Tila- ja ohjausmuuttujien neliöiden sijasta tässä työssä tarkastellaan säätövirheen itseis-

arvoa. Tällöin painokertoimiksi valitaan suurimpien sallittujen säätövirheiden itseisarvo-

jen käänteisluvut. Lokaali kustannusfunktio voidaan esittää yhtälöllä 

𝐽(𝑡) =
1

𝑚ଵ

|𝑒ଵ(𝑡)| +
1

𝑚ଶ

|𝑒ଶ(𝑡)|, (43) 

jossa 𝑚ଵ on säätövirheen 𝑒ଵ ja 𝑚ଶ säätövirheen 𝑒ଶ itseisarvojen suurimmat hyväksyttä-

vissä olevat arvot. Integroimalla tätä ajan suhteen saadaan IAE- ja ITAE-arvoista riippu-

vat kustannusfunktiot 

𝐽ூ஺ா =
1

mଵ
𝐼𝐴𝐸௘భ

+
1

mଶ
𝐼𝐴𝐸௘ଶ

, (44)

𝐽ூ்஺ா =
1

mଵ
𝐼𝑇𝐴𝐸௘భ

+
1

mଶ
𝐼𝑇𝐴𝐸௘ଶ

. (45)

 

Kustannusfunktiot kertovat, paljonko systeemissä on ristikkäisvaikutuksia, jotka vaikut-

tavat säätövirheisiin. Näiden arvojen vertailu eri säätökytkentöjen välillä auttaa minimoi-

maan ristikkäisvaikutukset oikealla parinvalinnalla. IAE- ja ITAE-arvojen määrittämisestä 

kerrotaan tarkemmin luvussa 4 sovellusesimerkin avulla. 
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4. SOVELLUSESIMERKKI 

Tämän työn sovellusesimerkkinä on idealisoitu korkean puhtausasteen tislauskolonni 

[20, ks. 13, s. 51]. Prosessin siirtofunktiomatriisin alkiot ovat ensimmäisen kertaluvun 

viiveettömiä siirtofunktioita. 

𝐺(𝑠) = ൦
−

87,8

194𝑠 + 1

1,4

15𝑠 + 1

−
108,2

194𝑠 + 1
−

1,4

15𝑠 + 1

൪ ,  

jossa manipuloitavat muuttujat eli prosessin ohjaukset ovat tislevirta ulos systeemistä 

(engl. distillate) 𝑢ଵ ja höyrystysvirta (engl. boilup) 𝑢ଶ. Näillä prosessin ohjauksilla sääde-

tään ylätuotteen eli tisleen 𝑦ଵ ja pohjatuotteen 𝑦ଶ pitoisuuksia. Aika on kuvattu minuu-

teissa.  

Tarkastelemalla prosessin siirtofunktiomatriisin vahvistuksia ja aikavakioita huomataan, 

miten prosessin inputit eli ohjaukset vaikuttavat ulostuloihin eli ylä- ja pohjatuotteisiin. 

Tislevirran vaikutus ylä- ja pohjatuotteisiin on voimakas suurien vahvistuksien ansiosta, 

mutta hidas isojen aikavakioiden 𝜏ଵଵ = 𝜏ଶଵ = 194 takia. Negatiiviset vahvistukset tarkoit-

tavat ylä- ja pohjatuotteiden pitoisuuksien laskemista, kun tislevirtaa lisätään systeemistä 

pois. Höyrystymisvirran lisääminen vaikuttaa tuotteiden pitoisuuksiin nopeasti, mutta hei-

kosti. Tämä nähdään varsin pienistä vahvistuksista ja aikavakioista 𝜏ଵଶ = 𝜏ଶଶ = 15. Höy-

rystymisvirran lisääminen parantaa ylätuotteen pitoisuutta, mutta laskee samalla pohja-

tuotteen pitoisuutta. Tämän perusteella voidaan sanoa, että tässä prosessissa tislevirran 

ohjaus on kriittisempää kuin höyrystymisvirran. 

Analysoidaan prosessia edellisessä luvussa mainituilla parinvalintamenetelmillä. RGA-

matriisiksi nollataajuudella saatiin Matlabissa laskemalla 

Λ = ൤
0,448 0,552
0,552 0,448

൨ .  

Tuloksesta nähdään, että prosessissa esiintyy voimakkaita ristikkäisvaikutuksia, koska 

alkiot ovat lähellä arvoa 0,5. Irtikytkennästä saattaisi olla hyötyä tässä järjestelmässä. 

RGA-matriisin perusteella parinvalinta pitäisi tehdä niin, että höyrystymisvirralla 𝑢ଶ oh-

jattaisiin ylätuotteen pitoisuutta 𝑦ଵ ja tislevirralla 𝑢ଵ pohjatuotteen pitoisuutta 𝑦ଶ. 

Kuvassa 13 on esitetty prosessin 𝐺(𝑠) taajuusriippuvaiset suhteelliset vahvistukset eri 

kulmataajuuksilla. Sininen käyrä esittää diagonaalialkioita ja punainen epädiagonaalilla 

olevia elementtejä. 
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Kuva 13: Suhteellisten vahvistuksien itseisarvot taajuustasossa. 

 

Tästä voidaan nähdä, että prosessin suhteelliset vahvistukset eivät muutu eri kulmataa-

juuksilla. Vahvistuksien arvot pysyvät samoissa arvoissa kuin staattisessa tilassa eli 

𝜆ଵଵ = 𝜆ଶଶ = 0,448 ja 𝜆ଵଶ = 𝜆ଶଵ = 0,552, jolloin sisäänmeno–ulostuloparit pysyvät sa-

moina riippumatta kulmataajuudesta. RGA-matriisi ei kertonut järjestelmän dynamiikasta 

mitään. 

Dynaamisen suhteellisten vahvistusten matriisin etuna on järjestelmän dynamiikan huo-

mioiminen vahvistusten määrityksessä. Matlabissa laskemalla DRGA-matriisiksi saatiin  

Λ(𝑠) = ൦

0,448

194𝑠 + 1

0,552

15𝑠 + 1
0,552

194𝑠 + 1

0,448

15𝑠 + 1

൪ ,  

mistä suhteelliset vahvistukset voidaan laskea muutamalla eri kulmataajuudella. DRGA-

matriisit kolmella eri kulmataajuudella 𝜔ଵ = 0,001
௥௔ௗ

௦
, 𝜔ଶ = 0,01

௥௔ௗ

௦
 ja 𝜔ଷ = 0,1

௥௔ௗ

௦
 on 

laskettu alla 

|Λ(𝑗𝜔ଵ)| = ൤
0,4398 0,5520
0,5419 0,4479

൨ , |Λ(𝑗𝜔ଶ)| = ൤
0,2052 0,5459
0,2529 0,4430

൨,  

|Λ(𝑗𝜔ଷ)| = ቂ
0,0231 0,3062
0,0284 0,2485

ቃ. 
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Tuloksista nähdään, kuinka elementtien vahvistukset muuttuvat taajuuden muuttuessa. 

Lähellä staattista tilaa vahvistukset ovat lähellä RGA-matriisin arvoja. Mentäessä suu-

remmille taajuuksille vahvistukset alkavat erota staattisen tilan arvoista. Ohjaus 𝑢ଵ on 

hidas kanava johtuen elementtien 𝜆ଵଵ ja 𝜆ଶଵ suurista aikavakioista ja niiden takia kana-

van vahvistukset ovat vaimentuneet kulmataajuudelle 𝜔ଶ mentäessä. Toisin kuin ohjaus 

𝑢ଶ on nopea kanava johtuen pienistä aikavakioista ja tämän kanavan elementtien 𝜆ଵଶ 

sekä 𝜆ଶଶ arvoista nähdään, että vahvistukset kulmataajuudella 𝜔ଶ ovat melkein identtiset 

kulmataajuuden 𝜔ଵ kanssa. Suurimmalla taajuudella kaikki elementit ovat vaimentuneet 

selkeästi. Huomataan kuitenkin, että elementti 𝜆ଵଶ on dominoiva, joten tämän perusteella 

ehdotetut ohjaus–ulostuloparit ovat 𝑢ଶ − 𝑦ଵ ja 𝑢ଵ − 𝑦ଶ. 

 

Kuva 14: DRGA-matriisin vahvistukset kulmataajuuden funktiona. 

 

Kuvasta 13 nähdään elementtien vahvistukset kulmataajuuden funktiona. Siniset käyrät 

kuvaavat diagonaalialkioita ja punaiset kuvaavat epädiagonaalielementtejä. 

Järjestelmän singulaariarvohajotelmaksi staattisessa tilassa saatiin 

𝑈 = ൤
−0,6301 −0,7765
−0,7765 0,6301

൨ , Σ = ቂ
139,3417 0

0 1,9693
ቃ , 𝑉் = ൤

1,0000 0,0015
0,0015 −1,0000

൨, 

josta singulaariarvojen avulla voidaan laskea kuntoluvun arvoksi 𝛾௖௡ = 70,7585. RGA-

matriisin normin arvoksi saatiin ‖Λ‖௠ = 2, jonka jälkeen yhtälöstä (38) laskettiin mini-

moitu kuntoluku. Sen arvoksi saatiin 𝛾⋆ = 1. 
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Tuloksista nähdään, että tavallisen ja minimoidun kuntoluvun välinen suuri ero johtunee 

esimerkkijärjestelmän skaalauksesta. Minimoitu kuntoluku kertoo järjestelmän olevan 

hyväkuntoinen ja I/O-ohjattavuudeltaan mainio. 

Ohjaussuuntien tarkastelussa huomataan, että eri suunnissa nähdään hyvin erilaiset 

vahvistukset. Sisäänmenovektori 𝑣ଵ = ቂ
1,0000
0,0015

ቃ on vahva suunta. Kun järjestelmää oh-

jataan vektorin 𝑣ଵ suunnassa eli ohjataan järjestelmää melkein täysin tislevirran lisäämi-

sellä, prosessi reagoi hyvin voimakkaasti suurella vahvistuksella 𝜎ଵ. Tämän suunnan 

ulostulovektorista 𝑢ଵ = ቂ
−0,6301
−0,7765

ቃ huomataan, että tislevirran lisäys vaikuttaa molempien 

tuotteiden pitoisuuksiin vähentävästi, mikä vaikuttaa järkevältä. Vahvassa suunnassa 

pienelläkin inputilla saadaan aikaan suuria muutoksia johtuen suuresta vahvistuksesta 

𝜎ଵ.  Koska yhdellä inputilla on vaikutusta molempiin ulostuloihin, on järjestelmässä ha-

vaittavissa ristikkäisvaikutusta. Kun taas heikon suunnan ulostulovektorista 𝑢ଶ nähdään, 

että yhtäaikainen tisleen pitoisuuden nostaminen ja alatuotteen pitoisuuden laskeminen 

on hankalaa. Tavoitteeseen pääsemisessä joudutaan tekemään isoja ohjausliikkeitä pie-

nen vahvistuksen 𝜎ଶ takia. Koska järjestelmän minimoitu kuntoluku on pieni, tämä suun-

tautuneisuus ei ole kuitenkaan este säädölle. Heikon suunnan vaatimat suuret ohjaus-

liikkeet johtuvat järjestelmän skaalauksesta. Kuvasta 14 nähdään singulaariarvot kulma-

taajuuden funktiona. 

 

Kuva 15: Singulaariarvot kulmataajuuden funktiona. 
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Vuorovaikutusmatriiseiksi staattisessa tilassa ja kulmataajuudella 𝜔 = 10
௥௔ௗ

௦
 saatiin 

𝑍଴ = ൤
0,6301 0,7765
0,7765 0,6301

൨ , 𝑍ఠ = ቂ
0,6272 0,7786
0,7786 0,6272

ቃ.   

Tuloksista voidaan päätellä, että järjestelmässä esiintyy voimakkaita vuorovaikutuksia. 

Vuorovaikutusmatriisit pysyivät lähes identtisinä molemmilla kulmataajuuksilla. Kytken-

töjen luonteet ovat siis samanlaiset, vaikka vahvistukset vaimentuvat suuremmilla kul-

mataajuuksilla. Vuorovaikutusmatriisien perusteella pareiksi valitaan 𝑢ଶ − 𝑦ଵ ja 𝑢ଵ − 𝑦ଶ. 

Ennen suorituskykyindeksien laskemista ja vertailua, täytyi prosessiin toteuttaa säätimet 

sekä diagonaaliselle että epädiagonaaliselle parinvalinnalle. Tässä työssä prosessia 

säädettiin PI-säätimillä. Säätimet suunniteltiin siten, että säätimen nolla supistaa halutun 

prosessin siirtofunktion navan. Säätimien toteutuksen jälkeen kummallekin suljetun jär-

jestelmän kytkennöille suoritettiin kaksi yksikköaskelvastekoetta, joista määritettiin ristik-

käisvaikutuksista aiheutuvat säätövirheet. Askelvastekokeiden ideana on löytää parhai-

ten viritetyt säätimet sekä diagonaali- että epädiagonaalikytkennöille ja verrata kytkentö-

jen ristikkäisvaikutuksia kaavojen (44) ja (45) kustannusfunktioilla. 

Tässä työssä priorisoitiin tislauskolonnin tisleen pitoisuutta. Sen suurimmaksi säätövir-

heeksi sallitaan yksi prosentti asetusarvosta ja pohjatuotteen pitoisuuden säätövirheeksi 

viisi prosenttia asetusarvosta. Koska askelvastekokeilla muutettiin asetusarvoa yhden 

pitoisuusyksikön verran, kertoimien 𝑚ଵ ja 𝑚ଶ arvoiksi laskettiin  

𝑚ଵ = 1 ⋅ 0,01 = 0,01, 

𝑚ଶ = 1 ⋅ 0,05 = 0,05. 

Diagonaaliparinvalinnassa supistettiin järjestelmän siirtofunktioiden 𝐺ଵଵ ja 𝐺ଶଶ navat 

𝑝ீଵ = −
ଵ

ଵଽସ
 ja 𝑝ீଶଶ = −

ଵ

ଵହ
. Kuvassa 16 on kuvattu diagonaalikytkennän havainnollistava 

simulaattori. 
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Kuva 16: Diagonaaliparinvalinnan simulaattori 

 

Prosesseja 𝐺ଵଵ ja 𝐺ଶଶ ohjaavien PI-säätimien siirtofunktiot ovat 𝐶ଵ ja 𝐶ଶ. Säätimen 𝐶ଵ P-

osan vahvistus olkoon 𝐾௣ଵ ja säätimen 𝐶ଶ P-osan vahvistus olkoon 𝐾௣ଶ. Säätimellä 𝐶ଵ 

supistettiin siirtofunktion 𝐺ଵଵ napa ja säätimellä 𝐶ଶ siirtofunktion 𝐺ଶଶ napa. Simuloinnin 

loppuajaksi valittiin 10 aikayksikköä. Ensimmäinen askelvastekoe tehtiin asetusarvolle 

𝑟ଵ. Siinä 𝑟ଶ pidettiin nollana. Näin voitiin analysoida säätövirhettä 𝑒ଶ. Ensimmäisessä as-

kelvastekokeessa järjestelmää simuloitiin muuttamalla vahvistuksien 𝐾௣ଵ ja 𝐾௣ଶ arvoja 

välillä -1 ja -20, joissa negatiiviset arvot johtuvat siirtofunktioiden 𝐺ଵଵ ja 𝐺ଶଶ negatiivisista 

vahvistuksista. Säätimien I-osien vahvistukset 𝐾௜ଵ ja 𝐾௜ଶ saatiin kaavasta (20). Simuloin-

teja muodostui siis yhteensä 400 kappaletta, joista jokaisesta kirjattiin ylös säätövirheen 

𝑒ଶ IAE- ja ITAE-arvot. Tämän jälkeen toteutettiin toinen askelvastekoe asetusarvolle 𝑟ଶ, 

jossa 𝑟ଵ pidettiin nollana. Simuloinnit suoritettiin samoilla säätimien parametrien arvoilla 

ja säätövirheen 𝑒ଵ IAE- ja ITAE-arvot tallennettiin. Näiden kahden askelvastekokeiden 

jälkeen laskettiin kustannusfunktioiden arvot diagonaalikytkennälle, jotka voidaan nähdä 

taulukosta 4. Pienimmät kustannusfunktioiden arvot saatiin, kun 𝐾௣ଵ = 𝐾௣ଶ = −20, 𝐾௜ଵ =

−0,1031 ja 𝐾௜ଶ = −1,333. Kuvasta 17 nähdään diagonaaliparinvalinnan askelvastekokei-

den simulaatiot yllä mainituilla säätimien parametreilla. 
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(a) Askelmuutoksen aiheuttamat vasteet, kun 𝑟ଶ on nolla 

 

(b) Askelmuutoksen aiheuttamat vasteet, kun 𝑟ଵ on nolla 

Kuva 17: Diagonaaliparinvalinnan askelvastesimulaatiot 

 
Askelvastesimulaatiot näyttävät prosessissa olevat vuorovaikutukset silmukoiden välillä. 

Toisen silmukan asetusarvon muutos aiheuttaa toiseen silmukkaan ei-haluttua säätövir-

hettä, mikä nähdään hetkellisenä poikkeamana tasapainotilasta. Kuvassa 18 nähdään 

diagonaaliparinvalinnan suljetun järjestelmän taajuusvasteiden vahvistukset Bode-dia-

grammista. 
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Kuva 18: Diagonaalikytkennän suljetun järjestelmän taajuusvasteiden vahvistukset 

 

Suljetun järjestelmän taajuusvasteista määritettiin kaistanleveydet (engl. Bandwidth, 

BW) ja huippuvahvistukset (engl. Peak Gain, PG). Huippuvahvistusta kutsutaan myös 

huippuresonanssiksi (engl. Peak Resonance). Suljetun järjestelmän kaistanleveys tar-

koittaa taajuusväliä, joka määritellään kulmataajuudesta 0 leikkauskulmataajuuteen 

(engl. cutoff frequency) 𝜔௖. Leikkauskulmataajuudella amplitudivahvistus on DC-vahvis-

tuksen itseisarvon ja luvun √2 suhde. Systeemin vahvistus on siis vaimentunut tasolle, 

joka on 
ଵ

√ଶ
 verran alkuperäisestä DC-vahvistuksesta [1, kpl. 6. s. 26]. Mitä suurempi kais-

tanleveys systeemillä on, sitä nopeampi se on, kun nopeutta kuvataan nousuajalla. Toi-

sin sanottuna systeemin nousuaika on pienempi. Desibeleissä absoluuttinen arvo 
ଵ

√ଶ
 tar-

koittaa -3 dB. Huippuvahvistus on vastine aikatason vasteen prosentuaaliselle ylityk-

selle. [21, s. 671–672] Kaistanleveydet määritettiin diagonaalivasteille ja huippuvahvis-

tukset sekä diagonaali- että epädiagonaalivasteille. Matlabissa kaistanleveyksien ja 

huippuvahvistuksien arvot voidaan laskea taajuusvasteista Control System Toolbox -li-

säosan funktioilla bandwidth ja getPeakGain. Huippuvahvistuksen antava funktio 

ilmoittaa vahvistuksen absoluuttisessa arvossa, joka voidaan muuntaa desibeleiksi 

edellä mainitun lisäosan funktiolla mag2db. 
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Taulukko 2: Diagonaaliparinvalinnan kaistanleveydet ja huippuvahvistukset 

Vaste (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) 

BW (rad/s) 11,4258 - - 4,8458 

PG (dB) 0,6131 -15,3417 0,1861 0 

PG (abs) 1,0731 0,1710 1,0217 1 

 

Taulukon 2 esittämiä arvoja voidaan vertailla diagonaaliparinvalinnan askelvastesimu-

laatioihin. Diagonaalivasteen (1,1) suuri kaistanleveys näkyy ulostulon 𝑦ଵ vasteen pie-

nenä nousuaikana kuvassa 17 (a). Huippuvahvistuksen arvosta nähdään, että samalla 

vasteella on hieman ylitystä asetusarvostaan. Tärkeintä on kuitenkin tarkastella epädia-

gonaalivasteita eli ei-haluttuja ristikkäisvaikutuksia. Mitä pienempi vahvistuksen arvo 

epädiagonaalivasteilla on, sitä vähemmän on ristikkäisvaikutuksia. Vasteiden (1,2) ja 

(2,1) huippuvahvistuksien arvoista huomataan, että asetusarvon 𝑟ଵ muutos aiheuttaa 

suurempaa säätövirhettä ulostulossa 𝑦ଶ kuin asetusarvon 𝑟ଶ muutos ulostulossa 𝑦ଵ. 

Epädiagonaalikytkennälle suoritettiin samanlaiset askelvastekokeet. Nyt säätimellä 𝐶ଶ 

supistettiin prosessin 𝐺ଶଵ napa 𝑝ீଶଵ = −
ଵ

ଵଽସ
 ja säätimellä 𝐶ଵ prosessin 𝐺ଵଶ napa 𝑝ீଵଶ =

−
ଵ

ଵହ
.  Säätimen 𝐶ଶ P-osan vahvistuksen arvot simuloitiin välillä 1 ja 20 ja säätimen 𝐶ଵ 

välillä -1 ja -20. Tämän kytkennän rakenne on esitetty kuvassa 19. 

 

Kuva 19: Epädiagonaaliparinvalinnan simulaattori 

 

Kuvassa 20 nähdään epädiagonaaliparinvalinnan askelvastesimulaatiot. Niiden jälkeen 

on esitetty suljetun järjestelmän vahvistukset kuvassa 21. 
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(a) Askelmuutoksen aiheuttamat vasteet, kun 𝑟ଶ on nolla 

 

(b) Askelmuutosten aiheuttamat vasteet, kun 𝑟ଵ on nolla 

Kuva 20: Epädiagonaaliparinvalinnan askelvastesimulaatiot 

 

Huomattakoon, että Bode-diagrammissa inputilla tarkoitetaan suljetun järjestelmän si-

säänmenoa eli asetusarvoa. Ei pidä sekoittaa tätä prosessin sisäänmenoon eli ohjauk-

seen. 
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Kuva 21: Epädiagonaalikytkennän suljetun järjestelmän taajuusvasteiden vahvistuk-
set 

Taulukon 3 mukaan epädiagonaaliparinvalinnan ristikkäisvaikutukset ovat pienempiä 

kuin diagonaaliparinvalinnan ristikkäisvaikutukset. Tämä nähdään vasteiden (1,2) ja 

(2,1) huippuvahvistuksista. Ne ovat pienemmät verrattuna taulukon 2 epädiagonaalivas-

teiden huippuvahvistuksiin. 

 
Taulukko 3: Diagonaaliparinvalinnan kaistanleveydet ja huippuvahvistukset 

 
Vaste (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) 

BW (rad/s) 3,7412 - - 12,7609 

PG (dB) 0 -3,1586 -16,8718 0,3443  

PG (abs) 1 0,6951 0,1434 1,0404 

 

Kahden askelvastekokeen jälkeen laskettiin epädiagonaalikytkennälle kustannusfunkti-

oiden (44) ja (45) arvot, jotka ovat esitettynä taulukossa 4. Pienimmät arvot saatiin epä-

diagonaalillekytkennälle, kun 𝐾௣ଵ = 20, 𝐾௣ଶ = −20, 𝐾௜ଵ = 1,333 ja 𝐾௜ଶ = −0,1031. 
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Taulukko 4. Eri kytkentöjen kustannusfunktioiden arvot ja prosentuaaliset parannukset. 

 Diagonaalikytkentä Epädiagonaalikyt-

kentä 

Prosentuaalinen 

parannus 

𝐽ூ஺ா 30,678 9,749 68,2 % 

𝐽ூ்஺ா 39,746 13,122 67,0 % 

 

Kustannusfunktioita vertailemalla voidaan kertoa ristikkäisvaikutuksista muuttujien parin-

valinnan kannalta. Kuten taulukon 4 luvuista huomataan, epädiagonaalikytkennällä saa-

tiin pienemmät kustannusfunktioiden arvot kuin diagonaalikytkennällä. Prosentuaalisesti 

epädiagonaalikytkennällä saadaan huomattavasti parempi kytkentä perustuen IAE- ja 

ITAE-arvoihin. Diagonaalikytkennässä ristikkäisvaikutuksien takia ei-halutut säätövirhei-

den muutokset ovat isompia verrattuna epädiagonaalikytkennällä saatuihin arvoihin. Jär-

jestelmässä esiintyy voimakkaita vuorovaikutuksia, ja kustannusfunktioiden perusteella 

muuttujien pareiksi valitaan 𝑢ଵ − 𝑦ଶ ja 𝑢ଶ − 𝑦ଵ. 
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5. YHTEENVETO 

Työssä käytiin läpi yleisesti monimuuttujaprosessin hallintaa ja tarkasteltiin niiden oh-

jaukseen liittyviä haasteita. Näiden prosessien keskeisimmät ongelmat liittyivät järjestel-

män sisäisiin vuorovaikutuksiin niin epäsuorien vaikutusten kuin ristikkäisvaikutusten ta-

kia. Työssä käytiin läpi myös monimuuttujaprosessin tyypillisemmät säätörakenteet eli 

keskitetty ja hajautettu säätö.  

Työn pääasiallisena tavoitteena oli esitellä neljä monimuuttujasäädön parinvalintamene-

telmää, jotka kertovat prosessin sisäisistä vuorovaikutuksista. Menetelminä olivat suh-

teellisten vahvistusten matriisi staattisessa tilassa (RGA), dynaaminen suhteellisten vah-

vistusten matriisi (DRGA), singulaariarvohajotelmaan (SVD) pohjautuva menetelmä 

sekä kustannusfunktioiden minimointi IAE- ja ITAE-arvojen perusteella. Yksikkösääti-

minä käytettiin PI-säätimiä. Ne viritettiin napa-nolla-supistuksia hyödyntäen. Edellä mai-

nittuja parinvalintamenetelmiä käytettiin esimerkkisovelluksen ohjaus–ulostuloparien 

määrityksessä. 

Esimerkkisovelluksena oli tislauskolonni, johon parinvalintamenetelmiä sovellettiin käy-

tännössä. Tislauskolonnin ohjauksia olivat tislevirta pois kolonnista ja höyrystymisvirta. 

Näillä säädettiin ylätuotteen eli tisleen ja alatuotteen pitoisuuksia. Kolonnin siirtofunk-

tiomatriisin elementit olivat hyvin yksinkertaisia viiveettömiä aikavakio–vahvistusmalleja. 

Jokaisen parinvalintamenetelmän vuorovaikutusanalyysin jälkeen tulos oli parittaa tisle-

virta alatuotteen pitoisuuden kanssa ja höyrystymisvirta tisleen pitoisuuden kanssa eli 

epädiagonaalisesti. RGA antoi helpon menetelmän tarkastella vuorovaikutuksia staatti-

sessa tilassa, ja DRGA vahvisti RGA:n tuloksia ottamalla dynamiikan mukaan. SVD-me-

netelmä puolestaan tarjosi yksityiskohtaisempaa tietoa järjestelmän ohjauksien ja ulos-

tulojen suunnista. Säätövirheiden IAE- ja ITAE-arvot määritettiin neljällä askelvasteko-

keella diagonaali- ja epädiagonaalikytkennöille. Kustannusfunktiot kertoivat valitun oh-

jaus-ulostuloparin olevan tässä tapauksessa huomattavasti parempi verrattuna vaihto-

ehtoiseen kytkentään. 

Tässä työssä sovellusesimerkin prosessin siirtofunktiomatriisi oli yksinkertainen. Moni-

muuttujaprosessin parinvalintamenetelmien vertailussa olisikin mielenkiintoista tutkia 

monimutkaisempia järjestelmiä. Tarkasteltavat järjestelmät voisivat olla korkeampaa ker-

taluokkaa, sisältää viiveitä ja ottaa huomioon erilaisia häiriöitä. Nämä todennäköisesti 

toisivat menetelmien tuloksiin eroavaisuutta. Mielenkiintoista olisi myös vertailla erilaisia 

irtikytkentämenetelmiä keskenään osana järjestelmän säätöä. 
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