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Tassa tutkielmassa esitellddn homotopian laajennusominaisuus, joka on algebrallisen topologian tarkea tulos.
Tutkielman lopuksi todetaan, etta jokaisella CW-kompleksien parilla on homotopian laajennusominaisuus.

Tutkielma alkaa homotopiateorian peruskasitteista, joita maaritelldan ja todistetaan luvussa yksi. Luvussa
kaydaan Iapi homotopiaekvivalenssi ja -inverssi, retraktion ja deformaatioretraktion maaritelmat sekd naihin
liittyvia tuloksia ja nollahomotooppisuus ja kutistuvuus. Luku huipentuu parien homotopian maaritelmaan seka
naiden ominaisuuksien todistuksiin.

Luvussa kaksi tarkastellaan topologisten avaruuksien liittdmista toisiinsa topologisen summan avulla. Tata
varten maaritellaan liitosavaruus. Lisaksi luvussa esitelldadn kategoriateoriasta pushout-kaavio. Lopuksi
todistetaan liitosavaruuksien ominaisuuksia, joita tarvitaan myéhemmin CW-kompleksien kanssa toimiessa, ja
maaritellaan n-solulaajennus.

Tutkielman luku kolme keskittyy CW-komplekseihin. Ne ovat avaruuksia, jotka rakennetaan limaamalla
toisiinsa aliavaruuksia, joita kutsutaan soluiksi. CW tulee sanoista closure-finite ja weak, sillda CW-kompleksi
varustetaan niin kutsutulla heikolla topologialla. Luku alkaa CW-kompleksin maaritelmasta ja muutamista
esimerkeista. Lisaksi todistetaan, ettd jokainen CW-kompleksi on Hausdorff-avaruus. Todistetaan my®és, etta
jokainen CW-kompleksin kompakti aliavaruus sisaltyy aarelliseen alikompleksiin, ja ettd jokainen CW-
kompleksin suljettu solu siséltyy aarelliseen maaraan avoimia soluja. CW-kompleksin nimen closure-finite
seuraa tasta tuloksesta. Lopuksi todistetaan vield, ettd CW-kompleksit ovat yhtenaisia avaruuksia.

Luvussa nelja esitelldadn homotopian laajennusominaisuus. Lisaksi todistetaan homotopian
laajennusominaisuuteen liittyvid tuloksia, joiden avulla voidaan yhdistada CW-kompleksien kasittely itse
homotopian laajennusominaisuuteen. Luvun lopuksi osoitetaan, etta jokaisella CW-parilla on homotopian
laajennusominaisuus ja esitellaan tuloksesta seuraavia hyodyllisia esimerkkeja.
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Johdanto

Tutkielman sisallosta

Tama tutkielma kasittelee homotopiateorian perusteita, erityisesti CW-
komplekseja ja niihin liittyvia térkeitd tuloksia. CW-kompleksien maaritel-
mén esitteli matemaatikko John Whitehead vuonna 1949 paperissaan Com-
binatorial homotopy I. CW-kompleksit ovat erityisen sopivia algebrallisen
topologian metodeihin, joten niistd on sittemmin tullut algebrallisten topo-
logien tarkeéd perustyokalu. CW-kompleksi on avaruus, joka rakennetaan lii-
maamalla toisiinsa eriulotteisia soluja. Useat topologiasta tutut avaruudet
voidaan esittad CW-komplekseina.

Tutkielman luvussa 1 esitellaén homotopiateorian peruskasitteita, kuten
homotopia, homotopiaekvivalenssi ja deformaatioretraktio. Lisdksi luvussa
todistetaan joitakin naihin kéasitteisiin liittyvia tuloksia.

Luvussa 2 kdydadn lapi topologisen summan ja liitosavaruuksien méaari-
telmat seké erityisesti todistetaan joitakin liitosavaruuksiin liittyviéa tuloksia,
joita kaytetadn seuraavassa luvussa CW-kompleksien ominaisuuksien todis-
tamiseen.

Luku 3 keskittyy CW-kompleksien ja niiden ominaisuuksien esittelyyn.
Lisaksi esitellidn muutamia esimerkkejia CW-komplekseista.

Luvussa 4 méaéritellidn homotopian laajennusominaisuus ja todistetaan
sithen liittyvid tuloksia. Luku ja tutkielma huipentuu sen toteamiseen, etta
jokaisella CW-parilla on homotopian laajennusominaisuus.

Merkinnoista ja esitiedoista

Tutkielmassa kaytetdan matemaattisia standardimerkintojé, joista joitakin
yleisimmin kéytettyja esitelldan tassé erikseen. Avaruuden X identtisesta ku-
vauksesta kaytetdan merkintda idy. Merkinta I puolestaan viittaa tutkiel-
massa suljettuun reaalilukuvéliin [0, 1]. Td&mén vuoksi indeksijoukkoa merki-
tdan usein joko kirjaimella J tai kirjaimella B. Kahden avaruuden homeo-
morfisuutta merkitdan relaatiolla =, kun taas relaatio ~ viittaa funktioiden
kohdalla homotooppisuuteen ja avaruuksien kyseessa ollessa homotopiaekvi-
valenssiin. Lisdksi seuraavanlaisia merkintoja kaytetaan lapi tutkielman.

o S = {(x1,.;Tpy1) € R S0 22 = 1}, n + 1-ulotteinen yksikko-
pallo eli n-pallo.

o D" :={(z1,....,x,) € R"| X1, 27 < 1}, n-ulotteinen yksikkokiekko eli
n-kiekko.



« Huomattakoon liséksi, etti D" = S™~! on n-kiekon reuna.

Lukijan oletetaan tuntevan topologian peruskésitteet. Topologiset omi-
naisuudet, kuten yhtenaisyys ja kompaktisuus, oletetaan tunnetuiksi. Esitie-
doiksi riittavat esimerkiksi Tampereen yliopiston Topologia-kurssilla esitellyt
tulokset tai vastaavasta kirjallisuudesta (esimerkiksi [8, Osa 1]) opiskellut to-
pologian perustiedot. Tutkielmassa esiintyy paljon myos kategoriateoriasta
tuttuja kommutoivia kaavioita, mutta erityistd kategoriateoreettista osaa-
mista ei edellytetd. Kaavioiden lukemisen on kuitenkin syyta olla tuttua.
Kaavioista huomattakoon, etté inkluusiota merkitaan niissa yleensa taivute-
tulla nuolella —.

Liséksi suuressa osassa tutkielmaa kasitelldan tekijaavaruuksia, joten lu-
kijan oletetaan osaavan erityisesti niihin liittyvia tuloksia, kuten tekijatopo-
logian ja samaistuskuvausten perusteet seka tekijaavaruuksien ja -kuvausten
universaaliominaisuudet.

Tutkielmassa esitetyt méaritelmét ja lauseet on valikoitu lahdeluettelon
oppikirjoista. Tutkielman esimerkit on niin ikdédn haettu suurimmalti osin
ldhdekirjallisuudesta, joko kayttdmalla kirjassa esitettyjé esimerkkeja tai to-
distamalla lahdekirjojen harjoitustehtéavia.



1 Homotopiateorian peruskasitteita

Tutkielman ensimméisessa luvussa méaaritellidn homotopiateorian peruské-
sitteitd. Luku alkaa homotopian maéritelmasta ja paattyy parien homotopi-
aan.

1.1 Kuvausten homotopia

Maaritelma 1.1. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jos f : X — Y
ja g : X — Y ovat jatkuvia kuvauksia, niiden sanotaan olevan keskenaén
homotooppiset, mikali on olemassa jatkuva kuvaus H : X x I — Y siten, etta

H{(x,0) = f(x) ja H(z,1) = g(x)

kaikilla x € X, missd [ = [0,1]. Kuvausta H : X x I — Y kutsutaan
homotopiaksi ja merkitdan f ~ ¢. Jos halutaan korostaa, ettd juuri H on
kuvausten f ja g homotopia, voidaan merkita myos f ~g g.

Huomautus. Joskus homotopia méaritelladn perheené kuvauksia h; : X — Y,
missa ¢ € [ siten, ettd hg = f ja hy = g, jakuvaus X xI — Y : (z,t) — hy(x)
on jatkuva jokaisessa pisteessid © € X jat € I. Jos asetetaan hy(x) = H(x,t),
missd H on edellisen maaritelman kuvaus, nama maéaritelmét ovat keskenaan
ekvivalentteja.

Esimerkki. Olkoot f,g: R — R jatkuvia kuvauksia. Talloin f ~ g.
Todistus. Maéritellddn kuvaus F' : R x [0, 1] — R asettamalla
Fla,t) = (1- 1) f(z) + 1 gla).

Selvasti F on jatkuvien kuvausten summana jatkuva. Lisaksi

F(z,0) = (1-0)- f(z) +0-g(x) = f(z), ja
Fle,1) = (1 =1)- f(x)+1-9(z) = g(z).

Siis F' on homotopia. O]

Seuraavaksi ndemme, ettd homotopia méaérittelee ekvivalenssirelaation
kuvausten joukossa. Tuloksen todistamiseen tarvitsemme seuraavaa lausetta.

Lause 1.2 (Liimauslemma). Olkoot U ja V' topologisen avaruuden X suljet-
tuja osajoukkoja siten, ettc X = U UV ja olkoon Y topologinen avaruus. Jos
talloin kuvauksen f : X — Y rajoittuma joukkoihin U ja V' on jatkuva, niin
f on jatkuva.



Todistus. (Vrt. [8, s. 108]) Olkoon A avaruuden Y suljettu osajoukko. Koska
U ja V ovat avaruuden X suljettuja osajoukkoja, niin f~1(A)NU ja f~1(A)N
V ovat suljettuja avaruudessa Y, silla f on jatkuva rajoitettuna joukkoihin
UijalV.

Toisaalta nyt

FHA = (ANUUY) = ([ AnD) U H(A)NY),

joka on suljettujen joukkojen aérellisena yhdisteend suljettu. Siis kuvaus f
on jatkuva.

Vastaavasti voidaan osoittaa, etta tulos patee myos, jos U ja V' ovat mo-
lemmat avoimia avaruuden X osajoukkoja. O]

Lause 1.3. Homotopia on ekvivalenssirelaatio joukossa Y := {kuvaukset X —

Y}

Todistus. (Vrt. [1, s. 5]) Osoitetaan, ettd ~ on refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen. Olkoot f, ¢g ja h kuvauksia X — Y. Télloin tietenkin f ~ f,
kun asetetaan vakiohomotopia F(x,t) = f(x) kaikilla x € X. Siis homotopia
on refleksiivinen joukossa Y.

Olkoon sitten F': X x I — Y homotopia siten, ettd f ~p g. Maaritelldan
kuvaus G : X x I — Y asettamalla G(z,t) = F(x,1 —t), missé ¢t € I. Tama
kuvaus on jatkuva, silla F' on homotopiana jatkuva. Liséiksi G' on homotopia
kuvausten g ja f valilla, silla

G(z,0) = F(z,1) = g(), ja
G(z,1) = F(x,0) = f(x),
joten g ~¢ f. Siis homotopia on symmetrinen relaatio.

Oletetaan sitten, ettd f ~p ¢ ja g ~¢ h. Télloin haluttu homotopia
kuvausten f ja h valilld on kuvaus H : X x I =Y,

F(z,2t), kun 0 <t <1/2,
G(z,2t —1), kun1/2<t<1.

H(:U,t):{

H on hyvin méaaritelty, silla F(x,1) = g(z) = G(z,0). Nyt kuvauksen H
rajoittuma joukkoon X x [0,1/2] ja kuvauksen H rajoittuma joukkoon X x
[1/2, 1] ovat molemmat jatkuvien kuvausten yhdisteina jatkuvia. Lisdksi seka
X x[0,1/2] ettd X x [1/2,1] ovat suljettuja joukkoja ja

(X % [0,1/2)) U (X x [1/2,1]) = X x [0,1],

joten liimauslemman nojalla H on jatkuva. Siis homotopian maéritelméan
nojalla H on haluttu homotopia, joten homotopia on transitiivinen relaatio.
Téaten homotopia on ekvivalenssirelaatio joukossa Y. O]
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Lause 1.4. Jos f ~ g, missd f ja g ovat jatkuvia kuvauksia X — Y ja
k:A— X sekdl : Y — B ovat jatkuvia kuvauksia, niin f ok ~ gok ja
lof~log.

Todistus. (Vrt. [1, s. 5]) Olkoon H : X x I — Y kuvausten f ja g vilinen
homotopia. Méaritelladn kuvaus F' asettamalla

F:AxI— X xI,(a,t)— (k(a),t)

kaikilla a € A. Selvésti F' on jatkuva, koska sen komponentit ovat jatkuvia.
Nyt kuvaus Ho F : Ax I — X x I — Y on homotopia kuvausten f ok
ja g o k valilla, silla

(H o F)(a,0) = H(k(a),0) = f(k(a)) = (f o k)(a),
ja
(H o F)(a,1) = H(k(a),1) = g(k(a)) = (g © k)(a).
Lisdksi Ho F on jatkuvien kuvausten yhdisteené jatkuva. Siis fok ~ gok.

Toisaalta kuvaus [ o H : X x I — B on kuvausten [ o f ja [ o g vilinen
homotopia, silla

(Lo H)(x,0) = I(f(z)) = (Lo f)(x),
ja

(Lo H)(z,1) =l(g(x)) = (Lo g)(x).
Téamaé kuvaus on jilleen jatkuvien kuvausten yhdisteend jatkuva. Siis [o f ~
log. [

Seuraus 1.5. Jos f, f': X =Y jag,9 : Y — Z ovat jatkuvia kuvauksia ja
f~[jag~yg, niingof~gof

Maaritelma 1.6. Olkoon f kuvaus X — Y. Kuvauksen f sisaltdméa ekvi-
valenssiluokkaa sanotaan kuvauksen f homotopialuokaksi ja merkitdan [f].
Tahéan luokkaan kuuluvat siis kaikki kuvauksen f kanssa homotooppiset ku-
vaukset. Kaikkien téallaisten homotopialuokkien kokoelmaa sanotaan jouk-

kojen X ja Y wvalisten kuvausten homotopialuokkien joukoksi ja merkitaan
[X.Y].

Huomautus. Seurauksen 1.5 nojalla homotopialuokkia voidaan yhdistda. Ni-
mittain jos [f], [f'] € [X,Y] ja [g],[¢] € [Y, Z], niin fog ~ f og. Talloin
voidaan madritelld ekvivalenssiluokkien yhdiste [f] o [g] = [f o g], jolloin tie-
tenkin [f o g],[f o ¢'] € [X, Z].



Maaritelma 1.7. Olkoot f, g : X — Y kuvauksia, A C X joukko ja kuvauk-
sen f rajoittuma joukkoon A sama kuin kuvauksen g rajoittuma joukkoon
A, siis fla = ga. Jos talléin f ~p g ja F(a,t) = f(a) = g(a) kaikilla a € A
ja t € I, sanotaan, ettd kuvaukset f ja g ovat homotooppisia A:n suhteen ja
merkitddn f ~ g rel A.

Huomautus. Homotopia osajoukon suhteen on siis homotopia, joka pitda ky-
seisen osajoukon pisteet paikallaan. Lauseesta 1.3 seuraa suoraan, ettd myos
homotopia osajoukon suhteen on ekvivalenssirelaatio. Erityisesti myos Seu-
raus 1.5 pédtee homotopialle osajoukon suhteen. Siis jos f, f' : X = Y ja
9,9 Y — Z ovat jatkuvia kuvauksia, A C X ja B C Y osajoukkoja siten,
ettd f(A) C Bjaf~frel Ajag=~g rel B, niingo f~g of rel A

1.2 Homotopiaekvivalenssi ja homotopiainverssi

Maaritelma 1.8. Topologisten avaruuksien X ja Y sanotaan olevan keske-
ndan homotopiaekvivalentteja, mikéli on olemassa jatkuvat kuvaukset f: X —
Y jag:Y — X siten, ettd fog ~ idy ja go f =~ idy. Talloin merkitdan
X ~ Y. Talloin kuvauksia f ja ¢g kutsutaan homotopiackvivalensseiksi ja
kuvausta g kuvauksen f homotopiainverssiksi.

Homotopiaekvivalenssi on algebrallisen topologian tapa luokitella saman-
kaltaisia avaruuksia, aivan kuten klassisen topologian homeomorfismi - tosin
homotopiaekvivalenssi on homeomorfismia heikompi samankaltaisuutta mit-
taava késite, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki. Jokainen homeomorfismi f : X — Y on homotopiaekvivalens-
si, silli homotopiainverssiksi voidaan valita kidnteiskuvaus f=' : YV — X.
Toisaalta homotopiaekvivalenssi ei yleensd ole homeomorfismi. Esimerkiksi
R ~ {0}, mutta ei tietenkddn ole olemassa bijektiota R — {0}, joten vastaa-
vaa homeomorfismia ei myoskain ole olemassa.

Lause 1.9. Homotopiaekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio topologisten ava-
ruuksien joukossa.

Todistus. Olkoon X topologinen avaruus. Ensinnakin téalloin identtinen ku-
vaus idy : X — X on homeomorfismi ja tdten homotopiaekvivalenssi. Siis
homotopiaekvivalenssi on refleksiivinen relaatio.

Oletetaan sitten, ettd f : X — Y on homotopiaekvivalenssi, jolloin ku-
vauksella f on homotopiainverssi g. Télloin tietenkin g on homotopiaekviva-
lenssi, jonka homotopiainverssi on f. Siis homotopiaekvivalenssi on symmet-
rinen relaatio.



Transitiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, ettd f: X — Y jag:Y — Z
ovat homotopiaekvivalensseja, joiden homotopiainverssit ovat f’ ja ¢'. Taytyy
siis osoittaa, etta (go f)o (f'og) ~idy ja (f'og)o(go f) ~idy.

Nyt yhdistetyn kuvauksen assosiatiivisuuden ja Seurauksen 1.5 seké ole-
tuksen nojalla

(gof)o(fog)=go(fof)og ~goidyog =gog ~idy, ja
(ffog)o(gof)=[fo(gog)of~foidyof=fof~idy

Siis go f : X — Z on homotopiaekvivalenssi, jonka homotopiainverssi on

frog.
Taten homotopiaekvivalenssi on topologisten avaruuksien joukon ekviva-
lenssirelaatio. O

Maaritelma 1.10. Homotopiaekvivalenssin ekvivalenssiluokkia kutsutaan
homotopiatyypeiksi. Jos X ja Y ovat topologisia avaruuksia ja X ~ Y niin
sanotaan, ettd avaruudet X ja Y ovat samaa homotopiatyyppia.

Esimerkki. Yksinkertaisin homotopiatyyppi on topologisen avaruuden yk-
sittainen piste. Téahén palataan luvussa 1.4.

Lause 1.11. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia siten, ettdi X ~ Y. Jos
talloin X on yhtendinen, niin Y on yhtendinen.

Todistus. Koska X ja Y ovat homotopiaekvivalentteja, on olemassa jatkuvat
kuvaukset f: X — Y jag:Y — X siten, ettd f og ~idy.

Tehdaan nyt vastaoletus, ettd Y ei ole yhtendinen. Siis on olemassa epé-
tyhjat avoimet osajoukot U,V C Y siten, ettd Y = UUV jaUNV = 0.
Talloin X = f~YU)U f~1(V).

Nyt f on jatkuva, joten f~}(U) ja f~1(V) ovat avoimia joukkoja. Ava-
ruuden X yhtendisyyden nojalla joko f~1(U) = 0 tai f~1(V) = (. Voidaan
olettaa, etta f~1(U) = 0.

Nyt siis f o g on kuvaus Y — V. Toisaalta koska f o g ~ idy, niin on
olemassa kuvaus H : Y x I — Y siten, etta

H(y,0) = (fog)(y), ja
H(y,1) =y.

Talloin kaikilla y € Y, pétee H(y,0) = (fog)(y) € V. Olkoon y mielivaltai-
nen avaruuden Y alkio. Koska nyt fog ~ idy, niin alkiosta (fog)(y) € V on
polku alkioon idy (y) = y. Mutta talloin y ¢ U, joten on oltava, ettd U = 0),
missa on ristiriita. Siis Y on yhtendinen. O



1.3 Retraktiot ja deformaatioretraktiot

Maaritelma 1.12. Olkoon X joukko ja A sen osajoukko. Kuvausta r : X —
A sanotaan joukon X retraktioksi joukolle A, mikali r(a) = a kaikilla a € A.
Talloin sanotaan, ettd A on joukon X retrakti.

Jos lisdksi i : A — X on inkluusio, niin edelld méaritelty r : X — A on
kuvaus siten, etta r o¢ = id 4. Jos lisaksi talloin ¢ o r ~ idx, niin sanotaan,
ettd r on deformaatioretraktio ja A on joukon X deformaatioretrakti.

Huomautus. Joskus deformaatioretraktion maéaritelladn olevan homotopia ava-
ruuden X identtiseltd kuvaukselta retraktiolle X — A. Tall6in on siis ole-
massa homotopia D: X x I — X siten, ettd D(a,t) = a kaikilla a € A,
D(z,0) = z ja D(z,1) € A kaikilla x € X. Tama maaritelmé on mééri-
telméa 1.11 vahvempi, silla tésséd deformaatioretraktiolta vaaditaan, ettd se
pitda avaruuden A pisteet paikallaan koko deformaation ajan. Télloin sano-
taankin, ettd r on vahva deformaatioretraktio. Esimerkiksi Hatcher (ks. [5,
s. 3]) ja Moller (ks. [7, s. 5]) méaarittelevit deformaatrioretraktion olevan té-
ma vahva versio. Kéytédnnossa vahva deformaatioretraktio on siis homotopia
osajoukon A suhteen.

Formaalisti ajatellen retraktio taas on kuvaus r : X — X, jolle pétee
r o r = r, silla talldinhdn r juuri on oman kuvansa identtinen kuvaus.
Retraktio on siis ikdan kuin projektiokuvauksen topologinen vastine.

Huomautus. Deformaatioretraktio on homotopiaekvivalenssin erikoistapaus.
Nimittain méaritelméan 1.7 nojalla deformaatioretraktio r : X — A ja inkluusio
1 : A — X ovat homotopiaekvivalensseja ja talloin A ~ X.

Lause 1.13. [1, s. 31, teht. 5] Olkoot B C A C X joukkoja siten, ettd
r:A— Bjas: X — A ovat deformaatioretraktioita. Tdalloinros: X — B
on myos deformaatioretraktio.

Todistus. Taytyy siis osoittaa, ettd ¢ o (r o s) ~ idyx, missd ¢ on inkluusio
B — X.

Nyt tietenkin ¢ = 74 o7, missi 74 on inkluusio A — X ja i on inkluusio
B — A. Oletuksen nojalla i4 o s ~idyx jaig or >~ idy4.

Siispéd Lauseen 1.4 nojalla

io(ros)=(igoig)o(ros)=is0(ipor)os~igoidgos=1i40s~idy.
Siis ¢ o (r o s) ~ idx, joten r o s on deformaatioretraktio. O

Esimerkki. Tarkastellaan joukkoa
X = {(x,y) eR* |2 +9* < 1ljay#0}
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ja sen osajoukkoa
A= {(z,y) eR? | 2* +y* < 1jay > 0}.

Tissa siis X on avaruuden R? yksikkéympyré, joka on leikattu kahteen
osaan suoraa y = 0 pitkin, ja A on saman ympyran ylempi puolisko.

Nyt on olemassa retraktio r : X — A, r(z,y) = (z,]y|), joka ei ole defor-
maatioretraktio.

Lauseen 1.11 nojalla homotopiaekvivalenssi sailyttda yhtenéisyyden. Siis
X ei voi olla homotopiaekvivalentti avaruuden A kanssa, silld avaruus X
koostuu kahdesta yhtenaisestd komponentista, mutta joukko A yhdesté, ja
deformaatioretraktio on homotopiaekvivalenssin erikoistapaus. Téten r ei ole
deformaatioretraktio.

Esimerkki. (Vrt. [1, s. 8] ) Tarkastellaan avaruuden R"™ yksikkokiekkoa
D" :={x € R" | |z| < 1} ja inkluusiota i : D" — R".
Maaritellaén kuvaus r : R — D" asettamalla

r(z) = {x/\x! ,jos |z > 1,

x ,jos |z < 1.

Nyt r on retraktio, silld selvisti r(z) = z kaikilla z € D". Kéytdnnossé
kuvaus r kuvaa yksikkokiekon pisteet itselleen ja sen ulkopuoliset pisteet yk-
sikkokiekon kaarelle kyseisesta pisteesta origoa kohti kulkevaa suoraa pitkin.
Intuitiivisesti on selvéa, ettd tama on deformaatioretraktio.

Maaritelladn kuvaus F : R® x I — R™ asettamalla

(1= t)x +tx/lx| , jos || > 1,
T ,jos |z| < 1.

F(x,t) :{

Kuvaus on jatkuva, silld kun |z| = 1, niin
(1—-t)z+tx/|z] = (1 —t)x +to = .

Nyt F(z,0) = z ja F(z,1) = z/|z|, joten idgn ~p i o r. Siis  on deformaa-
tioretraktio. Itse asiassa D" on avaruuden R™ vahva deformaatioretrakti. Ni-
mittdin jos x € D™, niin F(z,t) = x € D™.

Esimerkki. Pallo S"~! on puhkaistun kiekon D™\ {0} vahva deformaatio-
retrakti. Nythan edellisen esimerkin vahva deformaatioretraktio toimii defor-
maatioretraktiona myos rajoitettuna avaruuteen R™ \ {0}. Méaéritellddn siis
retraktio r vastaavasti kuin edelld, mutta puhkaistulta kiekolta pallolle. Siis

r: D"\ {0} = S" ' 2 — x/|z]
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Maaritelladn vastaavasti myos homotopia H, jolloin siis
H: (D" \{0}) x I — D"\ {0}, (z,t) = (1 — )z + tz/|x|.

Nyt H on jatkuva, H(z,0) = z, H(x,1) = z/|z| € S"! ja mikili a € S,
niin H(a,t) € S"~!. Taten S"~! on puhkaistun kiekon D"\ {0} vahva defor-
maatioretrakti. Itse asiassa téysin vastaavasti voidaan osoittaa, ettd S™~! on
koko puhkaistun avaruuden R" \ {0} deformaatioretrakti.

Esimerkki. [1, s. 32, teht. 1.10] Jos X on Hausdorff-avaruus ja A sen ret-
rakti, niin A on suljettu.

Todistus. Osoitetaan, ettd X \ A on avoin, eli ettd jokaisella z € X \ A on
olemassa avoin ympéristo U siten, ettd U N A = (). Télloin joukko A on
avoimen joukon komplementtina suljettu.

Olkoon = € X \ A. Koska A on avaruuden X retrakti, on olemassa ret-
raktio r : X — A siten, ettd r(z) # = ja r(x) € A. Koska X on Hausdorff-
avaruus, on pisteilld z ja r(x) erilliset ymparistot V' ja W. Koska r on jatku-
va, niin 7~ '(TW) on avoin, ja koska r(x) € W, niin x € r~!(W). Talléin siis
U :=V Nnr (W) on pisteen x avoin ympéristo.

Oletetaan sitten, ettd y € U. Talléin r(y) € W, ja koska V' ja W ovat
erillisid, r(y) ¢ V. Toisaaltay € U = VNr~Y (W), joten y € V. Siis r(y) # v,
joten y ¢ A. Siis U on pisteen x ymparisto siten, ettd U N A = (). Néin ollen
X \ A on avoin, mista seuraa, ettd A on suljettu. n

1.4 Nollahomotooppisuus, kutistuvuus ja kartio

Maaritelma 1.14. Kuvausta f : X — Y sanotaan nollahomotooppisekst,
mikali se on homotooppinen vakiokuvauksen kanssa. Toisin sanoen f : X —
Y on nollahomotooppinen, jos f ~ ¢, missd ¢ : X — Y on vakiokuvaus.
Homotopiaa kuvausten f ja c vélilla sanotaan nollahomotopiaksi.

Maaritelma 1.15. Topologisen avaruuden X sanotaan olevan kutistuva, mi-
kali avaruuden identtinen kuvaus idy on nollahomotooppinen.

Huomautus. Maaritelmasta seuraa, ettd X on kutistuva, jos ja vain jos se on
homotopiaekvivalentti yksittdisen pisteensa kanssa, eli jos X ~ {x}, missi
reX.

Nimittain jos X ~ {x} jollakin pisteelld z € X, niin on olemassa ku-
vaukset f : X — {z} ja g : {z} — X siten, ettd fog ~ idy. Koska g on
kuvaus, g(z) = zg jollakin xy € X. Siis g on vakiokuvaus, mutta talloin tie-
tenkin my6s f o g on vakiokuvaus ja oletuksen nojalla f o g ~ idy, joten X
on kutistuva.
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Toisaalta jos X on kutistuva, niin idy =~ c. Téssa ¢ on vakiokuvaus, eli
kuvaus ¢ : X — X,z — z¢ kaikilla z € X ja jollakin x5 € X. Olkoon f
kuvaus {zo} — X, xo — 0.

Télloin co f = idgey ja foc=c~idx. Siis X ~ {z0}.

Tama on yksinkertaisin esimerkki homotopiatyypistéa. Intuitiivisesti aja-
teltuna avaruus X on siis kutistuva, mikali sen voi kutistaa jatkuvalla ku-
vauksella yhdeksi pisteeksi.

Esimerkki. Kiekko D™ on kutistuva. Olkoon H kuvaus
H:D"x1I— D" (x,t) = (1 —t)x.

Maaritelmé on mielekés, silld kun ¢ € I, (1 —t)x € D". Nyt H(z,0) = z ja
H(x,1) = 0 kaikilla x € D". Téten idp» on homotooppinen vakiokuvauksen
D" — D" x — 0 kanssa.

Lause 1.16. /5, s. 19, teht. 10] Olkoot X ja'Y topologisia avaruuksia. Talloin
avaruus X on kutistuva jos ja vain jos jokainen jatkuva kuvaus g :' Y — X
on nollahomotooppinen. Vastaavasti X on kutistuva jos ja vain jos jokainen
jatkuva kuvaus f : X — 'Y on nollahomotooppinen.

Todistus. Oletetaan, ettd jokainen kuvaus f : X — Y, missd Y on mika
tahansa topologinen avaruus, on nollahomotooppinen. Talloin tietenkin myos
idx : X — X on nollahomotooppinen, joten maaritelman 1.15 nojalla X on
kutistuva.

Vastaavasti jos jokainen kuvaus f : Y — X on nollahomotooppinen,
niin tietenkin myos idx : X — X on nollahomotooppinen ja tdten X on
kutistuva.

Oletetaan sitten, ettd X on kutistuva. Siis idx =~ ¢, missa ¢ : X — X on
vakiokuvaus, eli ¢(x) = z kaikilla z € X ja jollakin xy € X.

Olkoon f : X — Y jatkuva kuvaus. Télloin Lauseen 1.4 nojalla

f=(feidx)~(foc),

janyt (foc)(z) = f(xg) =y kaikilla z € X ja jollakin y € X. Siis f o c on
vakiokuvaus, joten f on nollahomotooppinen.
Vastaavasti jos g : Y — X on jatkuva kuvaus, niin Lauseen 1.4 nojalla

g = (idx og) ~ (cog),

ja tietenkin (c o g)(y) = ¢(g(y)) = o. Siispd g on homotooppinen vakioku-
vauksen kanssa, joten se on nollahomotooppinen. O

Maaritelma 1.17. Olkoon X topologinen avaruus. Télloin sanotaan, etta
joukko X x I, missé I = [0, 1], on sylinteri joukon X yli.
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Maaritelma 1.18. Topologisen avaruuden X kartio on tekijaavaruus
CX :=XxI/X x{0}.

Intuitiivisesti avaruuden X kartio saadaan siis laajentamalla X ensin sylin-
teriksi ja kutistamalla sitten sylinterin toinen paé yhdeksi pisteeksi.

Esimerkki. Yksittdisen pisteen kartio on vili [0, 1] ja reaalilukuvélin [a, b]
(a < b,a,b € R) kartio on tasakylkinen kolmio, jonka kanta on véli [a, b].
2-ulotteisen r-siteisen kiekon D := {(z,y) € R? | (z —a)® + (y — b)? <
r} (a,b,r € R) kartio on klassisen geometrian mukainen kartio, jonka pohja
on r-sateinen ympyra.

Apulause 1.19. Jos f : X — Y on samaistuskuvaus ja I = [0,1], niin
fxadr: X x I =Y x 1 on samaistuskuvaus.

Todistus. (Vrt. [2, s. 43]) Olkoon g : Y x I — W kuvaus, ja olkoon h :
go(fxidy), X xI — W.Nyt f xid; on samaistuskuvaus, mikéli implikaatio

h on jatkuva = g on jatkuva

on voimassa (ks. [2, s. 40]). Todistetaan siis tama.

Olkoon U C W avoin, ja olkoon ¢(yo,to) € U. Nyt yo = f(x¢) jollain
xo € X, joten h(xo,to) = g(yo,to) € U.

Talloin on tietenkin olemassa suljettu vali J C [ siten, etta ty € J, eli
h(zg x J) C U.

Olkoon A={y €Y | g(yxJ) C U}. Talloin yy € A, joten on osoitettava,
ettd A on avoin. Koska f on samaistuskuvaus, selvitddn tésté osoittamalla,
ettd f~1(A) on avoin.

Nyt

fHA) ={z € X | h(z x J) = g(f(x) x J) C U}.

Lisaksi

X\ fTHA) = px (W (WA\T)N X x J),
missd px on projektio X x [ — X.

Huomataan, etté koska h on jatkuva, niin A= (W \ U) on suljettu. Vali J

on suljettu, joten myos X x J on suljettu. Lisdksi vali I on kompakti, joten

projektio px: X x I — X on suljettu kuvaus (ks. esim. [2, s. 22, Propositio
8.2]), joten X \ f~'(A) on suljettu ja niin ollen f~'(A) on avoin. O

Apulause 1.19 on tarkeéa tulos, jota tarvitsemme vield useasti tutkielman
loppupuolella.

Lause 1.20. Topologisen avaruuden X kartio CX on kutistuva.
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Todistus. (Vrt. [1, s. 13] ) Tarkastellaan kuvausta
H: (X xI)xI—XxI, H((z,t),s) = (x,(1 —s)t),

missd r € X ja t,s € I. Tuloavaruuksien universaaliominaisuuden nojalla
tdma on jatkuva kuvaus.
Toisaalta meilla on kanoninen surjektio

7 X xI—CX,m(x,t) =[xt

joka tietenkin on jatkuva kuvaus.
Yhdistetadn H ja 7, jolloin saadaan kuvaus

noH (X xI)xI—CX,((x,t),s) = [(x, (1 —s)t)].
Tama yhdistetty kuvaus indusoi kuvauksen
H:CX xI— CX, ([(z, )], s) = [(z, (1 — s)t)].

Mutta onko H jatkuva?

Havaitaan, ettd Apulauseen 1.19 nojalla w x idy, ((z,t),s) — ([(z,1)], s)
on projektio avaruudelta (X x I) x I tekijaavaruudelle CX x I. Nyt tekijé-
topologian universaaliominaisuuden nojalla H on jatkuva, silla

Ho (r xid;)((z,t),s) = H([(x,1)],s) = [z, (1 — s)t] = 7o H.

Lisaksi

Siis A X
H([(ZL‘, t)]: 0) =idex ~ H([(:E, t)]? 1)'

Liséksi H([(z,t)],1) on vakiokuvaus, joka kuvaa kaikki alkiot (z,t) yh-
delle pisteelle (ekvivalenssiluokalle) [(z,0)] € CX. Téassa [(x,0)] kuvaa siis
kartion "kérkea'".

Néin ollen C'X on méaritelman nojalla kutistuva. m

Maaritelma 1.21. Olkoon f: A — X injektiivinen, jatkuva kuvaus, joka
on homeomorfirsmi kuvalleen f(A) C X. T&ll6in sanotaan, etta f on upotus.
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Lause 1.22. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia jo f : X — Y jatkuva
kuvaus. Tdlloin f on nollahomotooppinen, jos ja vain jos kuvauksen f voi
laajentaa kuvaukseksi CX — Y.

Toisin sanoen f on nollahomotooppinen, jos ja vain jos on olemassa jat-

kuva kuvaus A
f:CX =Y

siten, etta A
f:fOZX%Y’,

missd kuvaus i : X — CX on upotus, eli i(x) = (z,0) kaikilla v € X.

Todistus. (Vrt. [1, s. 14] ) Oletetaan ensin, ettd kuvaus f : X — Y on
nollahomotooppinen. Siis f ~p ¢, missa c(z) = yo € Y kaikilla z € X ja
jollain yo € Y ja H on kuvausten f ja ¢ vélinen homotopia.

Maaéritellaén kuvaus

f:CX =Y, [(2,t)] = H(x,t),

missé [(x,t)] on alkion (z, t) médaraama ekvivalenssiluokka kartiossa C'X. Nyt
f on hyvin maéritelty, silla

f([(z,1)] = H(z, 1) = ¢(x) = yo,

ja tietenkin kuvaus f kuvaa muut ekvivalenssiluokat eri arvoille avaruudessa
Y. Jatkuvuus taas seuraa suoraan kuvauksen H jatkuvuudesta. Lisdksi

(foi)(x) = f(2,0) = H(x,0) = f(x),

joka on jatkuva kuvaus, silld upotus ¢ on jatkuva.

Oletetaan sitten, ettd f : X — Y on jatkuva kuvaus, ja oletetaan lisaksi,
on olemassa kuvaus f CX — Y siten, etta f = f o1.

Tiedetddn, ettd C'X on kutistuva, siis idgy =~ ¢, missda ¢ : CX — CX
on vakiokuvaus, eli kaikilla (z,t) € CX, ¢((z,t)) = [(xo,t)] jollekin tietylle
[(zo,t)] € CX.

Nyt Lauseen 1.4 nojalla

f:foi:foidcxoz'zfocoi.
Jos x € X, niin
(focoi)(z) = f(cli(2)) = f(e((z,0))) = f([(x0, )]) = yo

jollakin yy € Y.
Taten f oco1i on vakiokuvaus, joten f on nollahomotooppinen. O
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Lause 1.23. Kompaktin avaruuden X kartio on kompakti.

Todistus. Nyt X ja I ovat kompakteja, joten samoin on avaruus X x [.
Liséksi kanoninen projektio 7 : X x I — CX on jatkuva, joten avaruus
m(X x I) = CX on kompakti. O

Esimerkki. Jos n > 1, niin (n — 1)-ulotteisen yksikkopallon S™! kartio
CS™! on homeomorfinen n-ulotteisen suljetun yksikkokiekon D™ kanssa.

Todistus. (Vrt. [1, s. 14] ) Mééritelldén kuvaus F' asettamalla
F:S" 1'% T — D" (x1,....,0n,t) = (1 —t)z1, ..., (1 — t)zy,)

Olkoon z € S"~1. Siis 31" | #7 = 1, joten

n

S =t = (1= P32 < 1,

i=1 i=1

silla 0 < t < 1. Siis F kuvaa yksikkokiekon D"~ ! alkiot yksikkokiekolle D™.

Lisaksi komponentit x; — (1 — t)x; ovat jatkuvia, joten F on jatkuva.
Olkoon sitten y = (y1, ..., yn) € D™, ja olkoot

t= 1—y%—...—yi,ja
zi =y (i + ..+ 5).

Talloin F(xy,...,x,,t) = (Y1, ..., Yn), joten F on surjektio.

Lisaksi havaitaan, etta jos F(x1,...,2n,t) = F(y1, ..., Yn, s), niin joko ¢t =
s=1tait=sja (r1,....,n) = (Y1, -, Yn)-

Nyt koska F(x1,...,2n,1) = F(y1,...,yn, 1) kaikilla z;,y;, niin saadaan
indusoitu kuvaus g : CS"™! — D", joka on edelld olevan nojalla injektio.
Siis g on bijektiivinen, jatkuva kuvaus. Lisiksi Lauseen 1.23 nojalla C'S™!
on kompakti ja D™ on Hausdorff-avaruus, joten g on homeomorfismi. ]

1.5 Parien homotopia

Maaritelma 1.24. Olkoon X topologinen avaruus ja A sen aliavaruus. Tél-
16in jarjestettyd paria (X, A) sanotaan avaruuksien pariksi. Usein puhutaan
yksinkertaisesti vain parista. Mikali aliavaruus A koostuu yksittaisesta pis-
teestd, siis A = {z}, misséd x € X, paria (X, A) = (X, x) kutsutaan kanta-
pisteavaruudeksi.

Jos (X, A) ja (Y, B) ovat pareja, parien kuvaus on kuvaus f : (X, A) —
(Y, B) siten, ettd f(A) C B.

Parien kuvaukset f ja g ovat homotooppisia, f ~ g, mikéli on olemassa
jatkuva kuvaus H : X x I — Y siten, etta
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1. H(z,0) = f(x),
2. H(z,1) = g(x), ja
3. H(a,t) € B kaikillaa € A,t € I.
Talloin kuvausta H sanotaan parien homotopiaksi.

Maaritelma 1.25. Parit (X, A) ja (Y, B) ovat homotopiaekvivalentteja,
mikali on olemassa jatkuvat parien kuvaukset f : (X, A4) — (Y, B) ja g :
(Y, B) — (X, A) sekd parien homotopiat F': X x [ - X jaG: Y xI =Y
siten, ettd g o f ~pid(x 4 ja f o g ~¢ idy,p).

Talloin merkitédén (X, A) ~ (Y, B), aivan kuten aiemmin avaruuksien
homotopiaekvivalenssin kanssa.

Lause 1.26. Jos f,g: (X, A) — (Y, B) ovat jatkuvia parien kuvauksia ja

kW — X sekdal : Y — Z ovat jatkuvia kuvauksia, niin f ok ~ gok ja

lof~1log. Erityisesti jos f,g: (X,A) = (Y,B) ja f',¢: (Y,B) = (Z,C)

ovat parien kuvauksia siten, etti f ~ g ja f' ~ ¢, niin myos f'o f ~ ¢ og.

Todistus. Olkoon F': X x I — Y kuvausten f ja g vilinen homotopia. Tar-

kastellaan avaruuksia W ja X pareina (W, k~(A)) ja (Z,1(B)).
Maaritellaén kuvaus

H:WxI—Y xI,(wt) = (k(a),t).

Nyt kuvaus H on jatkuva, silld k on jatkuva. Lisaksi kuvaus FoH: W x I —
Y on jatkuvien kuvausten yhdisteend jatkuva, joten se on parien kuvausten

fok,gok: (W,k7*(A)) — (Y, B) vilinen homotopia, silli kaikilla w € W
(F o H)(w,0) = F(k(w),0) = f(k(w)) = (f o k)(w),
(FoH)(w,1) = F(k(w),1) = g(k(w)) = (g o k)(w), ja
(FoH)(w,t) = F(k(w),t) € B, jos w € k™ (A).

Toisaalta kuvaus [oF': X xI — Z on parien kuvausten lof,log: (X, A) —

(Z,1(A)) vélinen homotopia, silli myos se on jatkuva kuvaus ja kun x € X,
niin

(Lo F)(x,0) = I(f(z)) = (Lo f)(z),
(lo F)(z,1) = l(g(x)) = (Lo g)(x), ja
(loF)(x,t) =1(x) € l(A), jos z € A.

Siis ko f ~kogja fol >~ gol. Téastd myos seuraa suoraan vaitteen
jalkimmainen osuus.

[]
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Lause 1.27. Parien homotopiaekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Osoitetaan, ettd parien homotopiaekvivalenssi on refleksiivinen,
symmetrinen ja transitiivinen relaatio. Olkoot (X, A), (Y, B) ja (Z, C) pareja.

Ensinnékin (X, A) ~ (X, A), silld haluttu parien kuvaus on id(x, 4y. Tél-
16in haluttu homotopia on F': X x [ — X, (z,t) — =.

Oletetaan sitten, ettd (X, A) ~ (Y, B). Talloin maaritelmésta seuraa suo-
raan, ettd (Y, B) ~ (X, A). Siis parien homotopiackvivalenssi on symmetri-
nen relaatio.

Transitiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, ettéd (X, A) ~ (Y, B) ja (Y, B) ~
(Z,C). Siis on olemassa parien kuvaukset f: (X, A) — (Y,B)jag: (Y,B) —
(X,A) seka f: (Y,B) = (Z,C) ja ¢ : (Z,C) — (Y, B) siten, etta

fog~idwyp jago f~idx,a, seki
flog ~ idiz,c) ja gof ~ id(y, ).
Nyt Lauseen 1.26 nojalla
(f'of)o(gog)=Ffo(fog)og =~ foidypog =[fog ~idize), ja
(gog)o(flof)=go(dof)of~goidynof=gof~idx.a)

Siis (X, A) ~ (Z,C), joten parien homotopiaekvivalenssi on ekvivalenssi-
relaatio.

]

Maaritelma 1.28. Sanotaan, ettéd parit (X, A) ja (Y, B) ovat keskendan
homeomorfiset, mikéli on olemassa homeomorfismi f: X — Y siten, ettd
rajoittuma f|4: A — B on myos homeomorfismi. Talloin merkitaéan (X, A) =
(Y, B). Kuvausta f kutsutaan parien homeomorfismiksi.

Esimerkki. Parit (1", 01") ja (D™, S"!) ovat keskendan homeomorfiset. Ta-
hén palataan tutkielman luvussa nelja.
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2 Topologinen summa ja topologisten avaruuk-
sien liittaminen toisiinsa

Tutkielman tasséa luvussa tarkastellaan konstruktiota nimeltddn topologinen
summa ja siitd johdettua tapaa liittad topologisia avaruuksia toisiinsa jat-
kuvilla kuvauksilla. Néita toisiinsa liitettyja avaruuksia kutsutaan [iitosa-
varuuksiksi. Tietoja tarvitaan myohemmin CW-kompleksien rakentamisessa.
Liséksi esitellddn muutama erikoistapaus liitosavaruuksista ja todistetaan nii-
den ominaisuuksia.

2.1 Topologinen summa

Aivan aluksi maéritelldan joukkojen erillinen yhdiste. Indeksijoukkoa merki-
tadan tassa luvussa symbolilla J, silld I on varattu merkitsemaan valid [0, 1].

Maaritelmé 2.1. Olkoon (A;),cs perhe joukkoja, missa J on joukko indek-
sejd. Talloin perheen (A;) ey erillinen yhdiste on joukko

T4 =UMAx{5}) = U{(z.)) |z € Aj}

jeJ j€J JjeJ

Joukkojen erillinen yhdiste saadaan siis erillistamalld ensin joukot toisis-
taan, eli ottamalla joukosta karteesinen tulo sen indeksin kanssa ja sitten
ottamalla yhdiste naista erillistetyista joukoista. Jos esimerkiksi A ja B ovat
joukkoja, niin niiden erillinen yhdiste on joukko A x {1} U B x {2}.

Olkoon nyt (Xj;);es perhe topologisia avaruuksia. Olkoon X := [[;c; X;
néaiden avaruuksien erillinen yhdiste.
Nyt jokaisella 7 € J on olemassa kanoninen injektio eli inkluusio

s XJ — X, gpj(x) = (Qi,j),
joiden avulla voimme maéaritella topologian avaruudelle X.

Maaritelméa 2.2. Olkoon X := [[;c; X;. Talloin erillisen yhdisteen topolo-
gia on joukon X hienoin topologia siten, ettd kanoniset injektiot ¢;: X; — X
ovat jatkuvia kaikilla j € J.

Milta tdma topologia kiaytadnnossa nayttda? Madritelladn joukko
T ={UCX|g;'(U) €T}

missd 7; on joukon X, topologia kaikilla j € J. Toisin sanoen U € T, jos
¢; '(U) on avoin avaruudessa X;.
Tamaé on joukon X topologia.
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1. Ensinnékin ¢;'(X) = X; ja ¢;'(0) = 0 kaikilla j € J, joten X € T ja
DeT.

2. Oletetaan, etta U; € T,i € I. Nyt

o (U U) = U e ' (U:).

el il

Nyt goj_l(Ui) € T; kaikillai € I, € J, joten tietenkin U;e; goj_l(Ui) eT;
kaikilla j € .J. Siis Uye; Us € T

3. Oletetaan, etta Uy, ..., U, € T. Talloin
e (UrN..0U,) =@ (U) N ..n;  (Un).

Koska ¢; ' (U;) € T; kaikilla i = 1,...,n, niin ;' (U1 N...NU,) € T,
kaikilla j € J ja taten UyN...NU, € T.

Siispé kyseessé on joukon X topologia. Liséksi tdméa on hienoin topologia,
jolla ¢, on jatkuva kaikilla j € J. Jos nimittéin olisi olemassa topologia Ty
siten, ettd 7 C Ty ja ¢, olisi jatkuva jokaisella j € J, niin tietenkin 16ytyisi
joukko V' € Ty siten, etta V ¢ T.

Mutta nyt

p; jatkuva = @' (V) avoin = V €T,

missa on ristiriita. Siis T = Tg.

Toisin sanoen joukko U C [[;c; X; on avoin tdsmélleen silloin, kun goj’l (U)
UNX;(j € J)on avoin. Talloin U voidaan lausua muodossa U = [];c; Uj,
missé jokainen U; = U N X; on avoin avaruudessa X;. Erillisen yhdisteen to-
pologian avoimet joukot ovat siis erillisida yhdisteitd jokaisen yhdistettdvien
avaruuksien avoimista joukoista. Téméa havainto helpottaa joskus erillisen
yhdisteen topologian ominaisuuksien todistamista.

Maaritelma 2.3. Kun X := [[;c; X; varustetaan edelld maaritellylla eril-
lisen yhdisteen topologialla 7, sanotaan, ettd X on joukkojen X; (j € J)
topologinen summa.

Lause 2.4 (Topologisen summan universaaliominaisuus). Olkoon (X;);es
perhe topologisia avaruuksia, X := [1;c; X; ndiden avaruuksien topologinen
summa, Y topologinen avaruus ja f;: X; — Y, j € J perhe jatkuvia kuvauk-
sia. Talloin on olemassa yksikdasitteinen jatkuva kuvaus f: X — Y siten,
ettd f; = f o kaikilla j € J.
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Toisin sanoen on olemassa yksikdasitteinen jatkuva kuvaus f: X — Y
siten, ettd alla oleva kaavio kommutoi.

Xj L X
\ Jf (1)
i
Y
Todistus. Tarkastellaan kuvausta f: X — Y, (z,j) — f;(z). Nyt tietenkin

fi(x) = f(x,5) = f(pi() = (f o @) ().

Siispd f; = f o ;. Tasta seuraa myos yksikasitteisyys.
Olkoon sitten V' € Y avoin joukko. Jotta f~'(V) olisi avoin X:ssi, on
osoitettava, ettd ¢~ '(f~*(V)) on avoin avaruudessa X;. Nyt

o (FHV) = (e o fHV) = (fou) (V)= f;1(V),

joka tietenkin on avoin avaruudessa Y, silla f; on jatkuva kaikilla j € J. Siis
f on jatkuva. O

2.2 Liitosavaruudet ja pushout-kaaviot

Tassé alaluvussa tarkastellaan, kuinka topologisia avaruuksia voi liittda toi-
siinsa jatkuvilla kuvauksilla. Liséksi osiossa tutustutaan pushout-kaavioihin
ja joihinkin pushout-avaruuksien ominaisuuksiin.

Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, A C X suljettu aliavaruus ja
f: A=Y jatkuva kuvaus. Jotta X ja Y voidaan liittda toisiinsa, tarvitsem-
me ekvivalenssirelaation, jonka ekvivalenssiluokat ovat seuraavat.

e Jos z € X \ A, niin [2] = {z}.

o Jos x € A, niin [z] = f7H({f(2)}) U{f(2)}.

« Josy €Y\ f(A), niin [y] = {y}.

e Josy € f(A), niin y = f(z) jollain = € A. Tallsin [y] = [2].

Tamén ekvivalenssirelaation avulla voimme maéritelld avaruuden, joka
saadaan liittamalla avaruudet X ja Y toisiinsa kuvauksella f.

Maaritelma 2.5. Topologisten avaruuksien X ja Y liitosavaruus on tekijé-
avaruus Y U,y X, joka saadaan liittamdlld avaruus X avaruuteen Y kuvauk-
sella f. Sen alkioita ovat edelld méaritellyn ekvivalenssirelaation ekvivalens-
siluokat.

Jatkossa kuvausta f kutsutaan littoskuvauksesksi.
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Kaytannossa liitosavaruus Y U, X saadaan siis liittamalld avaruus X ava-

ruuteen Y siten, ettd osajoukon A alue liimataan kuvaansa kuvauksessa f.
Toisin sanoen liitosavaruus on avaruuden X [[Y tekijaavaruus, joka saadaan
samaistamalla piste a € A pisteen f(a) € f(A) ja kaikkien tdmén pisteen
alkukuvapisteiden kanssa yhteen ekvivalenssiluokkaan.
Huomautus. Liitosavaruus Y |J; X on siis avaruuksien X \ A ja Y erillinen
yhdiste, mutta erillisen yhdisteen topologian sijaan tama avaruus varustetaan
tekijatopologialla. Joukko U C Y |J; X on siis avoin jos ja vain jos p Y (U) C
XIIY on avoin. Tassd p: X [IY — Y Uy X on kanoninen projektio.

Maaritelma 2.6. Olkoot 1: A — X ja f: A — B kuvauksia. Tarkastellaan
allaolevia kaavioita.

Vasemmanpuoleista kaaviota sanotaan pushout-kaavioksi, mikéli molemmat

yllaolevista kaavioista kommutoivat. Toisin sanoen vasemmanpuoleinen kaa-
vio on pushout-kaavio, mikali ko f = hoi ja jollakin topologisella avaruudella
Z on olemassa yksikésitteinen kuvaus m: Y — Z siten, ettdi mo g = h ja
m o j = k. Talloin sanotaan, ettd Y on kuvausten f ja i pushout.

Esimerkki. Jokainen liitosavaruus Y J; X on liitoskuvauksen f ja inkluusion
1: A — X pushout.
Nyt meilld on kaavio

At X

1 6

Y -2 YU, X

~—

Tassa kuvaukset ¢x ja ¢y saadaan yhdistamaélla kanoniset injektiot
ox: X =X HY, ja
oy: Y = X H Y
kanoniseen projektioon p: X [[Y — Y U, X. Siis jos a € A, niin

(ox 0d)(a) = (popx oi)(a) = plpx(a)), ja
(9y o f)(a) = (popy o f)a) = pley(f(a))).
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Koska p(a,j) = p(f(a),j) kaikilla a € A ja j € J (téssd J on siis indeksi-
joukko, jolla X ja Y on erillistetty), niin kaavio kommutoi.

Olkoon sitten Z jokin topologinen avaruus, jaolkoot k: Y — Zjah: X —
Z jatkuvia kuvauksia. Maaritelldan sitten kuvaus m: Y Uy X — Z siten, ettd
mix = h jamy =k. Nyt mog¢x =h jamo ¢y =k.

Nyt m on hyvin méaéritelty. Jos z € X \ A tai y € Y, asia on selvi.
Jos taas a € A, niin m kuvaa pisteeksi h(a) = h(i(a)) tai pisteeksi k(f(a)).
Mutta nyt

h(a) = (m o ¢x)(a) = (mo ¢y)(f(a)) = k(f(a)).

Siispéa m on hyvin maéritelty kaikissa avaruuden Y (U, X ekvivalenssiluokissa.
Kuvauksen m yksikésitteisyys puolestaan seuraa suoraan siitd, miten se
maariteltiin. Enad on todettava, ettd m on jatkuva. Mutta nyt oletuksen
nojalla A ja k ovat jatkuvia ja tietenkin ¢x ja ¢y ovat jatkuvia, joten teki-
jatopologian universaaliominaisuuden nojalla myos m on jatkuva.
Siispa jokainen liitosavaruus on itsessidan liitoskuvauksen ja inkluusioku-
vauksen pushout.

Lause 2.7. Olkoot G: X x I — Z ja F:Y x I — Z homotopioita. Tdlloin
on olemassa yksikdsitteinen homotopia H:Y Uy X X I — Z siten, ettd H o
¢y X idy = F ja H o ¢px x id; = G. Toisin sanoen tdlldin kaavio

iXid[

AxT X x1I

fxidll JﬁbXXidI

Y x I 22y, X x T

kommutoi, eli Y Uy X X I on kuvausten i X idr ja f X id; pushout.

Todistus. (Vrt. [3,s. 130]) Oletetaan, etté on olemassa kaavion mukaiset ho-
motopiat F' ja GG. Ensin havaitaan, ettd koska kanoninen projektiop: X [[Y —
YUy X on samaistuskuvaus, niin Apulauseen 1.19 nojalla my6s pxid;: X []Y X
I — Y Uy X x I on samaistuskuvaus. Topologian puolesta olemme selvilla
vesilld, mutta mista 10ytyisi kaavion homotopia H?

Ensinnékin havaitaan, ettd kuvaus ¢y x id; on edellisen esimerkin no-
jalla bijektio kuvalleen. Nain ollen voimme ottaa siitd kaanteiskuvauksen.
Maéritellaan sitten kuvaus H: Y Uy X x [ — Z seuraavasti.

G(z,t), kun r € X x I,

H(x7t> = {FO(QbY X idl)*l(;p,t), kun x € (YUfX XI)\(X X ])
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Nyt YU X x I = (Y x I)Up(X x I). Siispd kuvaus H on hyvin médri-
telty. Lisiksi H on liimauslemman nojalla jatkuva. Lisdksi koska F' ja G
ovat oletuksen nojalla homotopioita, myos H on néin maéariteltynd homoto-
pia. Kuvauksen H yksikéasitteisyys taas seuraa siitéd, ettd se on madaritelty

homotopioiden F' ja G avulla.
O

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia liitosavaruuden erikoistapauksia, joi-
hin palataan vield tutkielman luvussa 4.

Esimerkki. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X — Y jatkuva
kuvaus. Kuvauksen f kuvaussylinteri on tekijaavaruus

M; ::YLfJ(X xI)= (X x DY/ ~,

missd ~ on ekvivalenssirelaatio, jonka generoi ehto
(#,0) vy <= z€Xja f(z) =y

Tassa siis sylinteri X x [ liitetaén avaruuteen Y kuvauksella f vastaavasti
kuin edelld, mutta nyt A = X. Intuitiivisesti ajateltuna sylinteri X x [
liitetdén siis "pohjastaan'avaruuteen Y.

Esimerkki. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X — Y jatkuva
kuvaus. Kuvauksen f kuvauskartio on tekijaavaruus

Cr:= (X x I)HY/ ~,
missd ~ on ekvivalenssirelaatio, jonka generoivat ehdot
(2,0) ~y <= z € X ja (z,1) ~ (2/,1) kaikilla z,2" € X

Intuitiivisesti ajateltuna kuvauskartio on siis kuvaussylinteri, jonka toinen
paa on luhistettu yhdeksi pisteeksi.

Seuraavassa luvussa liitosavaruuksia kéytetdan CW-kompleksien raken-
tamiseen. Todistetaan tatd varten viela muutama ominaisuus, jotka helpot-
tavat CW-kompleksien rakentamista.

Lause 2.8. Olkoon Y U; X liitosavaruus ja p: X 11Y — Y Uy X kanoninen
projektio. Tdlloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

1. Kuvauksen p rajoittuma avaruuteen Y on upotus, jonka kuva p(Y') on
litosavaruuden Y Uy X suljettu aliavaruus.
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2. Kuvauksen p rajoittuma avaruuteen X \ A on upotus, jonka kuva p(X \
A) on liitosavaruuden Y Uy X avoin aliavaruus.

3. Liitosavaruus Y Uy X on kuvien p(Y') ja p(X \ A) erillinen yhdiste.

Todistus. (Vrt. [6, s. T4]) Selvéstikin rajoittuma pjy on injektio, silld ekviva-
lenssirelaatio, jolla liitosavaruus rakennetaan ei samaista mitdan avaruuden
Y pisteitd toistensa kanssa. Siis jokainen piste y € Y kuvautuu eri pisteelle
liitosavaruudessa.

Nyt riittdd osoittaa, ettd pjy on suljettu kuvaus, silla jatkuva injektio,
joka on suljettu kuvaus, on upotus (ks. esim. [6, s. 54]).

Olkoon B C Y suljettu osajoukko. Nyt on siis osoitettava, ettd p~ (p(B))
on suljettu avaruudessa X [[Y. Toisin sanoen taytyy osoittaa, ettd joukon
leikkaukset X:n ja Y:n kanssa ovat suljettuja avaruuksissa X ja Y.

Nyt p~'(p(B)) NY = B, silld liitosavaruuden ekvivalenssirelaatio ei tie-
tenkédan samaista osajoukon B pisteitéd toisiinsa. Tamé on oletuksen nojalla
suljettu avaruudessa Y.

Toisaalta p~!(p(B))NX = f~1(B), joka on suljettu joukossa A kuvauksen
f jatkuvuuden nojalla ja taten suljettu myos avaruudessa X, silli A on sen
suljettu osajoukko. Siis pjy on suljettu kuvaus ja taten upotus.

Lisdksi koska p on suljettu kuvaus, niin p(Y) on suljettu avaruudessa
YU X.

Kohdan 2 todistamiseksi havaitaan, etté koska A on suljettu, niin X \ A
on avoin.

Nyt rajoittuma pjx\a: X\ A = Y U; X on jatkuva injektio, silld taméikin
kuvaus kuvaa jokaisen avaruuden X \ A pisteen itselleen ja p on jatkuva.
Lisédksi kun kuvauksen maalia rajoitetaan kuvaan p(X \ A), saadaan jatkuva
bijektio pjx\a: X \ A = p(X \ A).

My6s kddnteiskuvaus p"Xl\ 40 DX\ A) = X \ A on jatkuva, silld jos V C
X \ A on avoin, niin V = U N X \ A jollain avoimella U C X \ A. Nyt
U=pU) C p(X\A) on my6s avoin, joten (pl_x}\A)*l(V) =V =Unp(X\A4)
on tietysti avoin. Siispa p;x\4 on homeomorfismi kuvalleen ja téten upotus.

Liséiksi kuva p(X \ A) on avoin liitosavaruudessa Y Uy X tekijatopologian

nojalla.
Kolmas kohta taas seuraa suoraan liitosavaruuden ekvivalenssirelaation
maaritelméasta. O

Luvun lopuksi todistetaan vield lause, josta on myohemmin hyotyd CW-
kompleksin Hausdorff-avaruudeksi toteamisessa.

Lause 2.9. Liitosavaruus Y Uy X on Hausdorff-avaruus, mikdli seuraavat
ehdot ovat voimassa.
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1. Seka X ettd Y ovat Hausdorff-avaruuksia,

2. Jokaisella pisteelld x € X \ A on ympdristd, joka on suljettu avaruu-
dessa X ja erillinen joukosta A, ja

3. Joukolla A on avaruudessa X ympdristo, jonka retrakti A on.

Todistus. (Vrt. [3, s. 128]) Merkitadn @@ =Y U; X ja olkoot yi,y2 € Q. Nyt
on siis 1oydettéava erilliset ympéristot pisteille y; ja yo. Téatéa varten tarkaste-
lemme kolmea tapausta.

(i) Oletetaan ensin, ettd y1,y2 € X \ A. Nyt X on Hausdorff, joten myos
X \ A on Hausdorff. Siispé pisteilld y; ja yo on avaruudessa X \ A erilliset
ymparistot Wi ja Ws, jotka ovat pisteiden erillisia ympéaristoja myos koko
liitosavaruudessa Q).

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd y; € X \ A ja yo € Y. Olkoon W) pisteen
Yy, ymparisto, joka on suljettu avaruudessa X ja erillinen joukosta A. Talloin
W1 on pisteen y; ympéaristd myos avaruudessa @), silla ympéaristossa ei ole
joukon A pisteité.

Olkoon sitten Wy = @ \ W;. Télléin

Oy (i(Wa)) =Y ja ¢y (W) = X \ W,

missd i: A — X on inkluusio ja ¢x: X — @ sekd ¢y: Y — @ kaavion
(2) mukaiset kuvaukset. Nyt edellisistd joukoista ensimmaéinen on tietenkin
avoin avaruudessa Y ja toinen avoin avaruudessa X, silli W) on suljettu
avaruudessa X. Taten Wj on avointen joukkojen erillisena yhdisteena avoin
liitosavaruudessa Q).

(iii) Kolmanneksi oletetaan, ettd y;,y» € Y. Koska Y on Hausdorff, 16y-
detaéan pisteille y; ja yo avaruudessa Y erilliset ympéristot W, ja W. Talloin
F7YWy) ja f71(WW5) ovat avoimia ja erillisid avaruudessa A, mutta koska A
on suljettu aliavaruus, ndma joukot eivat valttamétta ole avoimia koko ava-
ruudessa X . Kaytetadn tietoa, ettd A on jonkun ympaéristonséa retrakti ava-
ruudessa X, jolloin saamme laajennettua ndmé ympéristot avoimiksi myos
koko X':ssa.

Olkoon siis 7: N — A retraktio, missid /N on avoin avaruudessa X . Talloin
on olemassa joukot

W! =r"1(f~'(W;)), missi i = 1,2.

)

Koska sekéd r ettd f ovat jatkuvia, niin W] ja W3 ovat erillisia, avoimia
joukkoja ymparistossa N ja taten avoimia myos avaruudessa X.
Liséksi havaitaan, ettd koska r on retraktio, niin

W/\NA=W/\ f(W;), missa i = 1, 2.
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Maaritelladn joukot Vi, V, seuraavasti.
Vi=W,U(W/\ A), missa i = 1,2.
Kun ¢ = 1,2, niin
by (Vi) =W, ja
o ox (Vi) = ox' (W) U oy (W) \ A) =17,

joten joukot V] ja V5 ovat avoimia liitosavaruudessa (). Lisdksi koska y; € V3
ja ya € Vo ja Wy sekd Wy ovat erillisia ja W7 ja W3 ovat erillisid, on 16ydetty
erilliset ymparistot pisteille y; ja ys. Siis liitosavaruus ) on Hausdorff. [

Lause 2.10. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, A C X epdtyhjd, sul-
jettu joukko ja f: A — Y kuvaus. Jos X ja 'Y owvat polkuyhtendisid, myds
listosavaruus Y Uy X on polkuyhtendinen.

Todistus. (Vrt. [3,s. 126]) Nyt YU; X = Y Up(X), missé p on kanoninen pro-
jektio avaruudelle YUy X. Mutta koska A on epétyhja joukko, niin avaruudet
Y ja p(X) eivit ole erillisig, silla liitosavaruuden ekvivalenssirelaatio samais-
taa pisteet a ja p(a) (a € A). Taten joukko Y Uy X on kahden polkuyhtenai-
sen joukon yhdiste, joka ei ole erillinen. Olkoot nyt y € Y, x € X jaa € A
mielivaltaisia pisteitd. Tarkatellaan tapausta, jossa x € X \ A. Talloin ole-
massa polku a: [0, 1] — A jollekin pisteelle a € A. Toisaalta koska a = p(a),
on myos olemassa polku : [0,1] — Y pisteeltd a pisteelle y. Yhdistamalla
polut « ja (8 loydetaén polku pisteiden x ja y valille. Muissa tapauksissa pol-
kuyhtendisyys on selvad, silla avaruudet X ja Y ovat polkuyhtenéisiéd. Siispa
Y Uy X on polkuyhtendinen (ja néin ollen myds yhtenéinen). ]

Maiéritelma 2.11. Olkoon X topologinen avaruus ja ¢: [zep Sg’l —- X
kuvaus pallojen S ! erilliseltd yhdisteeltd avaruudelle X. Talloin sanotaan,
ettd liittosavaruus X U, (Llgep Dj) on avaruuden X n-solulaajennus. Nyt
meilld on kommutoiva pushout-kaavio

st ——— X

L] >

[[D" —2— XU, D"

missa kuvausta ® sanotaan karakteristiseksi kuvaukseksi. Nyt Lauseen 2.7
nojalla avaruuden X n-solulaajennus on avaruuden X ja n-solujen ej =
®(Dy \ S57") erillinen yhdiste, missé avaruus X on suljettu aliavaruus ja
jokainen n-solu avoin aliavaruus.
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3 CW-kompleksit

3.1 CW-kompleksit

Maaritelma 3.1. CW-kompleksi X on avaruus, joka on yhdiste nousevasta
ketjusta aliavaruuksia (néité aliavaruuksia kutsutaan rungoiksq)

p=x"'CcXx'Ccx'Cc.cx"'cx"Cc.cx=Jx"
siten, etta
« XY on diskreetti topologinen avaruus,
e n-runko X™ on n — l-rungon X"~ ! n-solulaajennus, kun n > 1, ja

o X varustetaan heikolla topologialla, jolloin osajoukko A C X on sul-
jettu (avoin), jos ja vain jos AN X" on suljettu (avoin) n-rungossa X"

kaikilla n € N.

Maéaritelman toinen kohta tarkoittaa, ettd kaikilla n > 0 on olemassa
liitoskuvaukset ¢g: S’g_l — X" ja karakteristiset kuvaukset ®g: Dy —
X". Siis topologisen summan universaaliominaisuuden nojalla on olemassa
kuvaukset ¢: [[5S5 " X" ! ja ®: [[5 Dj — X" siten, etté

o n-runko X" saadaan rungosta X" ! liittamaélla siihen kuvauksella ¢
n-kiekkoja D™ reunoistaan, eli

X" =X""u, [ D}
B

e (n — 1)-rungon komplementti n-rungossa X" on CW-kompleksin X
avointen n-solujen ey = ®5(D™\ S™) erillinen yhdiste. Toisin sanoen

X"\ Xt = Heﬁ

Lauseesta 2.7 seuraa, ettd jokainen n-solu on avoin n-rungossa X",
mutta ei valttamatta koko kompleksissa X. CW-kompleksin suljettu
n-solu e = ®(Dj) taas on karakteristisen kuvauksen kuva koko n-
kiekosta D".

« Koko CW-kompleksi X on erillinen yhdiste kaikista avoimista n-soluistaan.
Toisin sanoen

U X" = U \X" = T [es
n=-—1 n=0 n=0 8

27



CW-kompleksi X on ddrellisulotteinen, mikdli X = X" jollain n. Muussa
tapauksessa X on ddretonulotteinen. Jokainen n-runko X™ on siis itsessdan
topologinen avaruus, joka saa topologiakseen edelld maéritellyn heikon topo-
logian tekijatopologiansa mukana. Heikon topologian maaritelméa tarvitaan
siis kompleksin ollessa daretonulotteinen. Se on laajin topologia, jolla kaikki
inkluusiot X™ ! < X" ovat jatkuvia.

Lisiksi Lauseesta 2.7 seuraa, ettd runko X on rungon X7 suljettu aliava-
ruus kaikilla ¢ < j.

Esimerkki. Kolmiulotteinen torus voidaan esittdda CW-kompleksina, jos-
sa on yksi 0-solu, kaksi 1-solua ja yksi 2-solu. Téssé rakenteessa 2-solu on
helpointa ajatella nelioné. Ensin 1-solut liitetdan 0O-soluun, jolloin saadaan
kahdeksikon muotoinen avaruus. Tamén jalkeen 2-solu liitetddn saatuun 1-
runkoon siten, etta nelion vastakkaiset sivut samaistetaan samaan kahdeksi-
kon silmukkaan.

Esimerkki. (Vrt. [7, s. 10]) CW-rakennelmat eivét ole yksikasitteisia. Esi-
merkiksi n-ulotteinen pallo voidaan esittad CW-kompleksina, joka koostuu
yhdesta 0-solusta ja yhdesta n-solusta, tai vaihtoehtoisesti pallo voidaan ra-
kentaa liilmaamalla kaksi solua jokaisesta ulottuvuudesta toisiinsa. Esitetaan
téssa jalkimmaéinen tapa.

Havaitaan aluksi, ettd n-pallon S™ C R"*! = R" x R pisteet ovat muotoa
(x,u), missd x € R",u € R. Lisdksi on olemassa upotukset

D" — 8™ & — (x,+\/1 — |z[*),

jotka kuvaavat n-kiekon D" pisteet pallon S™ péivantasaajaa ylemmaille ja
alemmalle puoliskolle. Olkoot D’} néiden upotusten kuvat. Talloin

S*=s"tuDruD" =St (D" [T DY),
%2}

missi ¢: 0D [10D"™ — S™ ! liittdd kiekkojen reunat pallon S™ ! reunaan.
Siis S™ saadaan avaruudesta S™! liittamaélla siihen kaksi m-solua. Talloin
aareton pallo S* on aédretonulotteinen CW-kompleksi

Scstcsc..cstcStc..cs®=]s
n=0

joka koostuu kahdesta solusta jokaisessa ulottuvuudessa.

CW-kompleksin rakentamista ei tarvitse aina aloittaa 0-soluista, vaan
kompleksi voidaan myos rakentaa minka tahansa avaruuden paélle.
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Maaritelma 3.2. Olkoon A topologinen avaruus. CW-kompleksi suhteessa
avaruuteen A on avaruus X, joka on yhdiste nousevasta ketjusta aliavaruuk-
sia (naitd aliavaruuksia kutsutaan rungoiksi)

A=X"cX'cX'c.cX"'cX"c..cx=JXx"
siten, etta
« X on yhdiste avaruudesta A ja diskreetisté pistejoukosta,
e n-runko X" on n — l-rungon X"~ ! n-solulaajennus, kun n > 1, ja

o X varustetaan heikolla topologialla, jolloin osajoukko A C X on sul-
jettu (avoin), jos ja vain jos AN X" on suljettu (avoin) n-rungossa X"
kaikilla n € N.

CW-kompleksia X suhteessa avaruuteen A merkitdan joskus (X, A).

Maaritelma 3.3. CW-kompleksin X alikompleksi on suljettu aliavaruus,
joka on avointen solujen yhdiste.

Huomautus. Olkoon A CW-kompleksin X alikompleksi. Talloin jokaisen ali-
kompleksin A avoimen solun sulkeuma sisiltyy alikompleksiin A, silld A on
suljettu. Siis A on itsekin CW-kompleksi, silld sen jokaisen solun liitosku-
vauksen kuva sisdltyy alikompleksiin A. Alikompleksi A saa topologiakseen
CW-kompleksilta X indusoidun topologian ja sen n-runko on A" = AN X™.

Maaritelma 3.4. Olkoon X CW-kompleksi ja A sen alikompleksi. Talloin
sanotaan, ettd (X, A) on C'W-pari. Toisin sanoen CW-pari (X, A) on CW-
kompleksi suhteessa avaruuteen A.

3.2 CW-kompleksien ominaisuuksia

CW-komplekseilla on useita hyodyllisid ominaisuuksia, joita tarkastellaan
tassa alaluvussa.

Lause 3.5. Jokainen CW-kompleksi X on Hausdorff-avaruus.

Todistus. Tulos seuraa suoraan Lauseesta 2.9, kun kaytetaan induktiota n-
runkoon X™ luvun n suhteen. O-runko X° on selvistikin diskreettini avaruu-
tena Hausdorff-avaruus.

Oletetaan sitten, ettd runko X™ ! on Hausdorff-avaruus. Nyt X" = X"~1U,
[sep D, missé [1gep D on tietenkin Hausdorff-avaruus. Liséksi havaitaan,
ettd jos x € Dj \ Sg’l, niin pisteelle z 10ytyy aina r-sateinen kiekkoon D"
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sisaltyva avoin ympéristo, jolle tietysti 10ytyy aina suljettu ymparisto, kun
kyseisen ympariston reuna lasketaan osaksi ympéristoda. Mikéali reuna leikkaa
kiekon D™ reunaa S™ !, voidaan side r esimerkiksi puolittaa, jolloin saadaan
avaruudesta Sg_l erillinen kiekossa D" suljettu ymparisto.

Lauseen 2.9 kolmannen ehdon téyttdmiseksi on loydettava kiekossa Dj
pallolle Sg_l ymparisto, jonka retrakti tama pallo on. Muistetaan, etta en-
simmaisessa luvussa esitellyn esimerkin nojalla pallo ngl on puhkaistun
kiekon Dj \ {z},z € D} retrakti. Puhkaistu kiekko on myés kaipaamamme
ymparisto. O

Kun on selvia, ettd jokainen CW-kompleksi on Hausdorff-avaruus, on
helppoa myo6s todeta, ettd jokainen karakteristinen kuvaus on samaistusku-
vaus. Samalla osoitamme, ettd avoin n-solu on homeomorfinen kiekon D™
kanssa.

Lause 3.6. Olkoon X CW-kompleksi ja ®g: D — €j karakteristisia ku-
vauksia kaikilla € B. Tdlloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

1. Jokainen karakteristinen kuvaus on samaistuskuvaus.

2. Karakteristisen kuvauksen rajoittuma kiekon Dj sisapisteisiin on injek-
tio, joten kuvaus ®gjimypny: int(D}) — e} on homeomorfismi.

Todistus. Ensimméisen kohdan todistamiseksi osoitetaan, ettéd ®g on suljettu
kuvaus ja taten surjektiona samaistuskuvaus.

Olkoon A C Dj suljettu joukko. Koska Dj on kompakti, myés A on kom-
pakti. Lisiksi @4 on jatkuva, joten myos kuva ®4(A) on kompakti. Hausdorff-
avaruuden kompaktit joukot taas ovat suljettuja, joten ®5(A) on suljettu.
Siispa ®g on suljettu kuvaus, ja koska se lisaksi selvasti on surjektio, kysees-
sé on samaistuskuvaus.

Toisen kohdan todistamiseksi huomataan, etta kuvauksen ®z rajoittuma
siséipisteisiin int(D}) on selvésti injektio, silld jokainen sisépiste kuvataan eri
pisteelle. Samaistuskuvauksen injektiivinen rajoittuma taas on homeomorfis-
mi, joten int(Dj) = ej. O

CW-kompleksin topologia voitaisiin siis yhta lailla méaaritelld karakteris-
tisilla kuvauksilla. Toisin sanoen joukko A C X on avoin jos ja vain jos
@El(A) on avoin kiekossa Dj jokaisella karakteristisella kuvauksella ®5.

Huomautus. Suljetun solun merkintd topologiassa tavallisesti sulkeumaan
viittaavalla symbolilla € on perusteltua, silla maéaritelmén 3.2 mukainen
suljettu solu on itseasiassa avoimen solun ej sulkeuma. Nythan

ey = Py(Dj\ Sg—l) C ®(Djp) = e
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Koska ® on samaistuskuvaus, niin
Dy suljettu = €} suljettu.

Jos taas olisi olemassa suppeampi suljettu joukko A, joka siséiltda solun e,
niin tietenkin @' (A) olisi suljettu joukko. Mutta koska D7 on suppein sul-
jettu joukko, joka sisaltdé sisdpisteensé, niin @El(A) = Dj. Siis A = ej.

Taméan osion lopuksi todistetaan viela lause, joka avaa logiikkaa CW-
kompleksien erikoisen nimen takana.

Lause 3.7. Jokainen CW-kompleksin kompakti aliavaruus sisdltyy ddrelli-
seen alikompleksiin.

Todistus. (Vrt. [7, s. 12]) Olkoon X CW-kompleksi ja C' C X sen kompakti
aliavaruus.

Tehdéaédn aluksi vastaoletus, ettd on olemassa ddreton jono pisteitd x; €
C (tassa j € J, joka on jokin indeksijoukko), joista jokainen siséltyy eri
soluun CW-kompleksissa X. Olkoon S = {z; | j € J}. Nyt SN X" on
aarellinen ja tédten suljettu avaruudessa X kaikilla n, silld yksittaiset pisteet
ovat suljettuja avaruudessa X . Siispé .S on suljettu avaruudessa X, ja samoin
jokainen avaruuden S aliavaruus on myos suljettu. Néin ollen avaruudella S
on diskreetti topologia.

Lisaksi S on kompaktin avaruuden C' suljettu aliavaruus, joten se on it-
sekin suljettu. Taten S on kompakti ja diskreetti, joten sen on oltava dérel-
linen. Téssa on ristiriita vastaoletuksen kanssa, joten aliavaruus C' sisiltyy
aarelliseen alikompleksiin. O

Seuraus 3.8. Jokainen CW-kompleksin suljettu solu e sisdltyy ddrelliseen
mdaardan avoimia soluja.

Todistus. Tama seuraa edellisesté lauseesta, silld aiemman méaritelman mu-
kaisesti suljettu solu on kuva ®(D}) ja titen jatkuvan kuvauksen kuva kom-
paktista joukosta, joten se on itsekin kompakti. O

Edellinen lause yhdistettynda CW-kompleksille annettavaan heikkoon to-
pologiaan selittdd koko kompleksin nimeéd. Yhdistelm&d CW tulee sanoista
closure-finite ja weak, joista jalkimmainen viittaa heikkoon topologiaan. En-
sin mainittu taas tulee siitd, ettd jokaisen CW-kompleksin solun sulkeuma
sisaltyy adrelliseen méaraan soluja.

Lause 3.9. Olkoon X CW-kompleksi. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpi-
tavid.

1. X on polkuyhtendinen.
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2. X on yhtendinen.
3. Avaruuden X 1-runko on yhtendinen.
4. Vihintdan yksi avaruuden X n-rungoista on yhtendinen.

Todistus. (Vrt. [6, s. 136]) Selvisti 1 = 2 ja 3 = 4, joten on riittavii
todistaa, ettd 2 =— 3 jad — 1.

Osoitetaan ensin, ettd 2 = 3. Teemme taman kaidnteiselld todistuk-
sella. Oletetaan siis aluksi, ettd X! on epiyhteniinen. Siis X' = X U X7
siten, etta sekd X ettd X| ovat avoimia, X]NX{ = 0 ja X] # 0 # X]. Nay-
tetdan nyt induktiolla luvun n suhteen, etta jokaisella n > 1 avaruuden X
n-rungolla X™ pétee, ettd X" 1 = X/ | U X/, siten, ettd molemmat niisté
joukoista ovat avoimia, X! NX" , =0, X!  #0# X! ,ja X, ; CX]
sekd X/ | C X/

Kun n = 1, niin oletuksen nojalla X' on epidyhteniinen. Oletetaan siis
induktion aloittamiseksi, ettdi X" 1 = X/ | U X" | siten, ettd edelli tode-
tut ehdot tayttyvat. Olkoon e avaruuden X n-solu ja ®3: Dj — X" sen
karakteristinen kuvaus. Nyt tiedetdén, ettd sen rajoittuma reunaan S™~! on
jatkuva kuvaus rungolle X"~ !. Edelleen, koska S™~! on yhteniinen, sen kuva
kuvauksessa @} on kokonaan joko joukossa X; _; tai joukossa X ;. Siispé
suljetulla n-solulla ej; on epatyhja leikkaus joko joukon X, tai joukon X}/,
(mutta ei molempien) kanssa.

Jaetaan nyt n-solut kahteen erilliseen joukkoon € ja ¢” sen mukaan, leik-
kaavatko vastaavat suljetut n-solut joukon X/ ; vai joukon X/ , kanssa.
Olkoon nyt

X’I/’L :X’:l—:lU( U eg)aja X’I/IIZX’:L/—:lU( U 62)-

n / n 17
BBGE BBGE

Tieddmme, ettd X"\ X" ! on erillinen yhdiste kaikista n-soluista €3, joten
X" on joukkojen X/ ja X/ erillinen yhdiste. Liséksi sekd X, etta X/ ovat
epatyhjid, silld induktio-oletuksen nojalla X/ | ja X/ | ovat epatyhjia. Jos
nyt e on n-solu, vastaava suljettu solu e siséltyy kokonaan jompaan kum-
paan edellisistd joukoista, joten X; N éj on joko € tai (). Sama pétee myos
leikkaukselle X N ej. Lisdksi avaruudella X on heikko topologia, joten seké
X, _, ettd X! | ovat avoimia, joten myos X ja X] ovat avointen joukkojen
yhdisteind avoimia ja edellisen nojalla suljettuja. Siispd X™ on epéyhtenai-
nen.

Olkoon nyt X' = U, X/ ja X" = U, X, Vastaavasti kuin edelld, X on
nadiden joukkojen erillinen yhdiste, eikd kumpikaan ole tyhjéa joukko. Edel-
leen jos e on mika tahansa avaruuden X avoin solu, vastaava sulejttu solu e
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sisdltyy jompaan kumpaan naisté joukoista. Siispa X’ ja X” ovat molemmat
seké avoimia etta suljettuja avaruudessa X ja néin ollen X on epayhtenainen.
Taten 2 = 3 on todistettu kontrapositiolla.

Implikaation 4 = 1 todistamiseksi oletamme, ettd X on CW-kompleksi,
jonka n-runko on yhtenédinen jollain n > 0. Osoitamme induktiolla luvun &
suhteen, ettd X* on polkuyhteniinen kaikilla k > n. Téstd seuraa, ettd X on
yhdiste polkuyhtenisisté osajoukoista X*, joista kaikki ovat yhteydessé run-
koon X™. Taten kaikkien naiden runkojen pisteiden vélille 16ytyy polku, kun
kuljemme rungon X" kautta, joten avaruuden X on oltava polkuyhtenainen.

Aluksi on osoitettava, ettd runko X™ on polkuyhtendinen. Jos n = 0, niin
X"™ on diskreetti ja yhtendinen, joten se on yksittainen piste ja tédten pol-
kuyhtenédinen. Suuremmilla luvuilla n voidaan valita piste o € X™. Olkoon
talloin 5, rungon X" polkuyhtenédinen komponentti, joka sisaltad pisteen xg.
Jokaisella solulla e™ pétee, ettd vastaava suljettu solu €” on polkuyhtenaisen
avaruuden D" kuva jatkuvassa kuvauksessa ®, joten se on itsekin polkuyhte-
néinen. Siispé jos suljetulla solulla €” on epétyhjé leikkaus komponentin .S,
kanssa, se sisaltyy kokonaan téhan komponenttiin. Tésté seuraa, ettda S, Ne"
on seké suljettu ettd avoin suljetussa solussa €™ jokaisella solulla e, joten
S, on suljettu ja avoin koko rungossa X". Koska oletuksen nojalla X™ on
yhtendinen, on télloin oltava, ettd S, = X".

Tehdédn sitten induktio-oletus, ettd X*~! on polkuyhtendinen jollain k >
n ja olkoon Sy rungon X* polkuyhtendinen komponentti, joka sisiltdd rungon
X*#=1. Vastaavasti kuin edelld, jokaisella k-solulla e* pétee, etti vastaava
suljettu solu é* on rungon X* polkuyhteniinen osajoukko, jolla on epityhjs
leikkaus rungon X*~! kanssa, joten kyseinen suljettu solu siséltyy joukkoon
Sj. Niin ollen X*¥ = S}, ja my6s k-runko X* on polkuyhteniinen, miki oli
osoitettava. [
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4 Homotopian laajennusominaisuus

Tutkielman neljannessé luvussa tarkastellaan homotopian laajennusominai-
suutta. Se on homotopiateoriassa térked ominaisuus, jonka avulla voidaan
esimerkiksi todistaa erilaisten avaruuksien olevan homotopiackvivalentteja
keskenaan.

4.1 Homotopian laajennusominaisuus (HEP)

Maaritelma 4.1. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X aliavaruus. Ol-
koon lisdksi h: A x I — Y homotopia ja F: X — Y kuvaus siten, ettd
Fl4 = h(z,0). Parilla (X, A) sanotaan olevan homotopian laajennusominai-
suus (HEP), mikéli homotopian h voi laajentaa homotopiaksi H: X X[ — Y
siten, ettd H(x,0) = F(x) ja H|ax; = h.

Huomautus. Toisin sanoen parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus, mikéli jokainen kuvaus X x {0} U A x I — Y voidaan laajentaa ku-
vaukseksi X x I — Y. Parilla (X, A) on siis homotopian laajennusominaisuus,
mikéli kaavio
Xx{0OJUAX] —— Y
[ ©)
X xI

on aina mahdollista taydentda mille tahansa avaruudelle Y, jatkuvalle ku-
vaukselle f ja osittaiselle homotopialle A x I — Y.

Maaritelma 4.2. Olkoon i: A — X jatkuva kuvaus. Sanotaan, ettd ¢ on ko-
fibraatio, mikali silld on homotopian laajennusominaisuus milla tahansa ava-
ruudella Y. Toisin sanoen ¢ on kofibraatio, mikéli topologisella avaruudella Y,
jatkuvilla kuvauksilla f, f': A —- Y jag: X = Y (missd goi = f) ja homo-
topialla h: A x I — Y on olemassa jatkuva kuvaus ¢': X — Y ja homotopia
H: X x I — Y kuvaukselta g kuvaukselle ¢’ siten, ettd H(i(a),t) = h(a,t),
kuna € Ajate l.

Lause 4.3. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X aliavaruus. Tdlloin
seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid.

1. Parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus.
2. X x {0} UA X I on avaruuden X x I retrakti.

3. X x {0} U A x I on avaruuden X x I deformaatioretrakti.
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Todistus. (Vrt. [7,s.14]) (1) <= (2) Olkoon parilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus. Télloin identtinen kuvaus X x {0} U A x I — X X
{0} U A x I voidaan laajentaa kuvaukseksi X x I — X x {0} U A x I,
jolloin X x {0} UA x I on avaruuden X X [ retrakti. Tama implikaatio pétee
my0s toiseen suuntaan: jos on olemassa retraktio X x I — X x {0} UA x I,
voidaan jokainen kuvaus X x {0}UA X I — Y laajentaa kuvaukseksi X x [ —
Y yhdistamalla se edelld mainittuun retraktioon. On siis yhtépitavad, etta
parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus ja ettd X x {0} U A x T
on avaruuden X x [ retrakti.

(3) = (2) Mikali X x {0}UA x I on avaruuden X x I deformaatioretrakti,
on se télloin tietenkin saman avaruuden retrakti.

(2) = (3) Oletetaan, ettéd parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Talloin on olemassa retraktio r: X x I — X x {0} U A x I. Kirjoitetaan
nyt tdma retraktio muodossa

r: X xI—Xx{0}UAXI,(z,t) = (ri(z,t),ra(x,t)),
missé 1, r9 ovat kuvauksia

ri: X x I — X, (z,t) =z, ja
ro: X X I —1,(x,t) —t.

Lisdksi on tietenkin olemassa inkluusio i: X x {0} U A x I — X x I. Nyt
taytyy siis osoittaa, ettd idyy; ~ 707,
Maaritellaén kuvaus

H: X xXIxI—XxI, (xts)— (r(z,st),(1—s)t+re(zx,st)),

joka tietenkin on jatkuva, silla r; ja ry ovat jatkuvia kuvauksia. Osoitetaan
siis, ettd tdmé on kuvausten 7 o r ja idx«; vdlinen homotopia.
Nyt

H(xz,t,0) = (r1(x,0),t + ro(2,0)) = (z,t + 0) = (z,t) = idx«s(z, 1), ja
H(z,t,1) = (r(x,t),0 + ro(z,t)) = r(z,1),

joista jalkimmaéinen voidaan tietysti kirjoittaa muodossa (i o 7)(z,t), silla
r(z,t) € X x {0} UA X I.

Néin ollen idxx; ~ ior, joten X x {0} U A x I on avaruuden X X [
deformaatioretrakti. ]

Seuraava lause selittdé, miksi homotopian laajennusominaisuus on tosi-
aankin hyodyllinen. Sen avulla voidaan esimerkiksi osoittaa, etté tekijaava-
ruus, jossa osajoukko on luhistettu pisteeksi, on homotopiaekvivalentti alku-
perdisen avaruuden kanssa. Télloin esimerkiksi kolmiulotteinen pallo, johon
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on liitetty yksi 1-solu, on homotopiaekvivalentti yhdesta kohtaa pisteeksi ni-
pistetyn toruksen kanssa.

Lause 4.4. Oletetaan, ettd parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tdalloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

1. Jos inkluusiolla A — X on vasen homotopiainverssi, niin A on ava-
ruuden X retrakti.

2. Jos inkluusio A — X on homotopiaekvivalenssi, niin A on avaruuden
X deformaatioretrakti.

3. Jos A on kutistuva, kanoninen projektio p: X — X/A on homotopiae-
kvivalenssi.

4. Liitosavaruuden Y U, X homotopiatyyppi riippuu vain litoskuvauksen
p: A — Y homotopialuokasta. Toisin sanoen jos pg =~ @1, niin lii-
tosavaruudet Y Uy, X ja Y Uy, X ovat homotopiaekvivalentteja milld
tahansa avaruudella Y .

Todistus. (Vrt. [7,s. 14]) (1) Oletetaan, etta inkluusiolla i: A — X on vasen
homotopiainverssi. Siis on olemassa kuvaus r: X — A siten, ettd r o7 ~ id 4.
Nyt on siis 16ydettava kuvaus H siten, etta H o = id 4.

Olkoon h;: A — A kuvausten 7 o ¢ ja idy véalinen homotopia, jolloin
hy = id4. Kaytetdan homotopian laajennusominaisuutta tahan kuvaukseen,
jolloin saadaan homotopia H;: X — A. Huomattakoon, etta tésséd kaytetaan
homotopian toista méaritelméa, joka esiteltiin luvun 1 alussa huomautukses-
sa.

Koska nyt Hi|l4 = hy, niin nyt Hy oi = hy = idy4. Siis on 16ydetty
kuvaus, joka yhdistettynéd inkluusioon ¢ on identtinen kuvaus id4. Siispa A
on avaruuden X retrakti.

(2) Olkoon i: A — X inkluusio. Oletuksen nojalla on olemassa kuvaus
r: X — A siten, ettd r oi ~idy ja i o r ~ idx. Kohdan (1) nojalla voidaan
olettaa, ettd roi = id 4, siis ettd A on avaruuden X retrakti. Mutta koska nyt
1 or =~ idy, niin deformaatioretraktin maéritelman nojalla A on avaruuden
X deformaatioretrakti.

(3) Tarvitsemme nyt homotopiainverssin projektiolle p: X — X/A. Ol-
koon C': A x I — A homotopia kuvaukselta id4 avaruuden A vakiokuvauk-
selle. Kéaytetdédn homotopian laajennusominaisuutta homotopiaan C', jolloin
saadaan homotopia h: X x I — X siten, ettd h(z,0) = idx, h(a,t) = a kai-
killa t € I ja h(a,1) = ag, missi ay € A on piste, johon A voidaan kutistaa.
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Tekijaavaruuksien universaaliominaisuuden nojalla on olemassa homoto-
pia h siten, etta kaavio

Xx] —" vy

lpxidl lp (7)

X/AxT —" x/A

kommutoi. Nain voidaan tehd4, silli Apulauseen 1.19 nojalla kuvaus p x id;
on samaistuskuvaus. Téassa siis kaytetadn tekijatopologian universaaliominai-
suutta yhdistettyyn kuvaukseen p o h.

Liséksi kun ¢t = 1, meilla on kommutoiva kaavio

P g

X/A s X/A

silla tekijatopologian universaaliominaisuuden nojalla on olemassa kuvaus h;.
Kaavio kommutoi, silld h; vie avaruuden A sen yksittiiselle pisteelle ag ja
taten kulkee lapi tekijaavaruuden X/A. Tasta kaaviosta loyddmme homoto-
piainverssin kanoniselle projektiolle p. Se on h1, nimittiin

ﬁlop:hlzhozidx,ja
poiLl :ElﬁﬁOZidX/A.

(4) Olkoot ¢y: A — Y ja ¢1: A — Y liitoskuvauksia, joilla on sa-
ma homotopialuokka. Siis on olemassa nididen kuvausten vélinen homoto-
pia ¢: A x I — Y. Haluamme nyt osoittaa, ettd ¥ U, X ja Y U, X ovat
homotopiaekvivalentteja avaruuksia.

Lauseen 4.3(3) nojalla X x {0}UA x I ja X x {1}UA x I ovat avaruuden
X x I deformaatioretrakteja. Lisaksi havaitaan, etté

YU, X x{0}UAXT)=Y U, X, ja
YU, X x{1}JUAXxI)=Y U, X,

silld kuvaus ¢ samaistaa kaikki avaruuden A x [ pisteet avaruuteen Y ja

o(x,0) = po(z) sekd p(z,1) = p1(x).
Néytetadn seuraavaksi, ettd inkluusiot

YU, (XX {0}UAXT) CY U, (X xI) DY U, (X x {1}UAx I)
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ovat homotopiaekvivalensseja. Vasemmanpuoleinen inkluusio on homotopiae-
kvivalenssi, koska sen aliavaruus on avaruuden Y U, (X x I) deformaatioret-
rakti. Voimme nimittain kayttaa Lausetta 2.7 ja 1oytaa deformaatioretraktion
h avaruudelta Y Uy, (X x I) avaruudelle Y U, X. Nimittdin Lauseen 4.3(3)
nojalla on olemassa deformaatioretraktio h: X x I x I — X x I. Lauseen 2.7
nojalla timé deformaatioretraktio indusoi deformaatioretraktion h. Homoto-
pia h on aluksi identiteettikuvaus, joka pitda aliavaruuden X x {0} U A x I
pisteet paikallaan ja toimii lopulta retraktiona avaruudelta X x [ télle ali-
avaruudelle. Sen indusoima homotopia h taas on aluksi identiteettikuvaus,
joka pitaa paikallaan aliavaruuden Y U, (X x {0}UA X I) =Y U,,, X pisteet
paikallaan ja toimii lopulta retraktiona télle aliavaruudelle. Siispa Lauseen
4.3 nojalla aliavaruus Y U,, X on avaruuden Y U, (X x I) deformaatioret-
rakti. Vastaavasti voidaan néyttad, ettd aliavaruus Y U, X (oikeanpuolei-
nen inkluusio) on myds avaruuden Y U, (X x I) deformaatioretrakti. Toisin
sanoen avaruudet Y U,, X ja Y U, X ovat homotopiackvivalentteja.

O

Homotopian laajennusominaisuus on edelld todettu hyodylliseksi, mutta
onko todellisuudessa olemassa pareja, joilla olisi tdmé ominaisuus? Kay ilmi,
etta tallaisia pareja on paljon.

Seuraus 4.5. Parilla (D", S™1) on homotopian laajennusominaisuus, kun
n > 1. Itse asiassa parilla (CX,X) on homotopian laajennusominaisuus,
kun X on mikda tahansa topologinen avaruus.

Todistus. (Vrt. [7, s. 17]) Osoitetaan ensin, etta D™ x {0} U S"! x I on
avaruuden D" x [ retrakti. Tata varten maarittelemme kuvauksen r: D" x
I — D" x{0}US™!xI,

( t) _) (22_$t7 0)7 kun |‘/B| S 2;t7
T T 9 _ 2-t 2—t
(|5,;|7 |z )7 kun ‘33" Z 2

Taméa kuvaus on projektio pisteelta (0,0, ...,0,2) € R™. Se kuvaa avaruuden
D" x I pisteet avaruudelle D™ x {0}US™ ! x I, joka siis on avaruuden D" x [
osittainen reuna.

Kuvaus on hyvin médritelty, silla jos |z| = %, niin

T 2—1t T 2—1 2x

(

Lisaksi kuvaus on jatkuva, silla sen komponentit ovat jatkuvia kaikilla z €
D" tel.
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Tamé on my6s haluamamme retraktio. Nimittéin jos (z,t) € D™ x {0} U
S"=1x I, niin joko |z| € [0, 1] ja t = 0 tai vaihtoehtoisesti || = 1 ja t € [0, 1].
Ensimméisessé tapauksessa saadaan

2z

r(z,t) = (27—15’0) = (2,00 € D" x {0} US" P x1I

ja toisessa tapauksessa

T 2—1t
r(z,t) = (H’Q_

m|%z@ﬂ—%Z—ﬂ%:@J)GD”XHHUS“IXL

Téten kyseessi on kaipaamamme retraktio. Siis D" x {0} U S™! x I on
avaruuden D" x [ retrakti ja tdten parilla (D", S"!) on homotopian laajen-
nusominaisuus.

Yleisemmin parilla (C'X, X) on homotopian laajennusominaisuus, silléa
CX x {0} UX x I on avaruuden C'X x [ retrakti. Nyt on nimittéin loydet-

tavissa retraktio
R: I xI— (Ix{0}u{0}x1I),

jota havainnollistetaan allaolevassa kuvassa.

I x {0}

Kyseessé on siis projektio, joka kuvaa koko joukon {1} x I pisteelle (1,0)
ja muut osat avaruudesta I x I reunalle I x {0} U{0} x I.
Nyt meilld on kommutoiva kaavio

X xIxT % x5 0y x TUX x I x {0}

j | (9)

CX x 1 » X x {0} x TUCX x {0}

Téasséd p: X x I — CX on kanoninen projektio, joten Apulauseen 1.19
nojalla p x id; on samaistuskuvaus. Taten tekijaavaruuksien universaaliomi-
naisuuden nojalla kaavion alareunan katkonuolen paikalle 16ydetdan kuvaus
CX xI— X x1TUCX x {0}, joka on retraktio. O
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Lause 4.6. Oletetaan, ettd parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tdalloin

1. Pareilla (Y x X, Y xA) =Y x (X, A) ja (X xY,AxY)=(X,A)xY

on homotopian laajennusominaisuus, kun Y on topologinen avaruus.

2. Liitosavaruuksien parilla (Y U, X,Y U, A) on homotopian laajennuso-
minaisuus kaikilla avaruuksille Y ja kaikilla kuvauksilla ¢: B — Y,
missé B C A on suljettu aliavaruus. Erityisesti parilla (Y U, X,Y)
on homotopian laajennusominaisuus, kun p: A —'Y on mikd tahansa
littoskuvaus.

Todistus. (Vrt. [7,s. 18]) (1) Koska parilla (X, A) on homotopian laajennuso-
minaisuus, niin on olemassa retraktio r: X x I — X x {0} U A x [. Talloin
tulokuvaus

idy xrm Y x X xI—=>YxXx{0}uY xAxI
on retraktio. Nimittdin jos (y,x,t) € Y x X x {0} UY x A x I, niin
(idy % 7)(y, 2, 8) = (idy (y), (. 1) = (y,r(2,8) € Y x X x {0}UY x Ax I,

silld r on retraktio. Siis ¥ x X x {0} UY x A x [ on avaruuden Y x X x [
retrakti ja taten parillla (Y x X, Y x A) on homotopian laajennusominaisuus.
Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd parilla (X x Y, A x Y) on homotopian
laajennusominaisuus.

(3) Koska parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus, niin on
olemassa retraktio r: X x I — X x {0} U A x I. Nyt meilld on kaavio

VI X) < T v x) «or

lpxid[ leid] (10)
idy x T
(YU, X) x I vl (YU, X) x I

missd p on samaistuskuvaus. Télloin p x id; on Apulauseen 1.19 nojalla
samaistuskuvaus ja taten jatkuva. Siis kuvaus idy.;[[7 on olemassa te-
kijatopologian universaaliominaisuuden nojalla ja yllaoleva kaavio kommu-
toi. Tamé kuvaus on myos retraktio avaruudelta Y U, X x I avaruudelle
Y U, X x {0} UY U, A x I. Varmistetaan vield tdmé kulkemalla kaaviota
vastakkaiseen suuntaan.

Jos nyt (z,t) € YU, X x {0} UY U, A x I, niin jokoz € YU, X jat =0
taix € YU, A jat € I. Ensimmaéisessi tapausessa joko x € Y taiz € X \ B.
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Edelleen, jos x € Y, niin

(1)(p x id;) M (z,0) = (p~1(x),0) € Y x I, tai
(2)(p x id;) ! (z,0) = (p~(x),0) € B x I.

Toisaalta, jos * € X \ B, niin (p~!(z),0) € X x I. Tassa lopputulos on siis
sama kuin kohdassa (2). Molemmissa tapauksissa

(p x idy) o (idy«r [[r)(p~"(2),0) = (p x id;)(p~ ' (z),0) = (z,0).

Vastaavasti jos x € Y U, A ja t € I, lopputulemaksi saadaan sama kuin
edella. Nyt siis kaavion kommutoinnin nojalla idy «; [T r(x,t) = (z,t) kaikilla
(,t) e Y U, X x {0} UY U, A x I, joten kyseessé on retraktio.

Erityisesti jos liitoskuvaus ¢ on maéaritelty koko aliavaruudessa A, niin
YU, X,)Y U, A) = (Y U, X,Y), joten edellisen nojalla talld parilla on

homotopian laajennusominaisuus.
O

4.2 HEP ja CW-kompleksit

Luku 4 huipentuu sen toteamiseen, ettd jokaisella CW-parilla on homoto-
pian laajennusominaisuus. Ensin kuitenkin todistetaan viel& muutama ho-
motopian laajennusominaisuuden hyédyllinen ominaisuus.

Lause 4.7. Oletetaan, ettd parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tdlloin

1. (Transitiivisuus) Jos Xo C X1 C Xy ja pareilla (Xo, X1) sekd (X7, Xo)
on homotopian laajennusominaisuus, niin parilla (Xz, Xo) on homoto-
pian laajennusominasuus. Yleisemmin jos avaruudella X = J Xy on
hetkko topologia, joka pdtee aliavaruuksille Xo C X; C ... C X1 C
Xy C ..., missd jokaisella perikkdiselld parilla (Xgx_1, Xx) on homoto-
pian laajennusominaisuus, niin parilla (X, Xo) on homotopian laajen-
NUSOMINAISUUS.

2. n-solulaajennuksella (Y U, [ID™,Y), missd Y on mikd tahansa topo-
loginen avaruus, on homotopian laajennusominaisuus kaikilla liitosku-
vauksilla ¢: [[S" ! —Y).

Todistus. (Vrt. [7, s. 18]) (1) Ensinnékin oletuksen nojalla on olemassa ret-
raktiot

TQ:X2X1—>X1><[UX2><{O},ja
r1: X1 X 1T Ug X{O}-)XQX[UXQX{O}
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Talloin yhdistetty kuvaus
T107’2IX1X[—>XOX[UX2X{O}

on tietenkin retraktio. Siispéd parilla (X3, X) on homotopian laajennusomi-
naisuus.
Yleisessé tapauksessa on olemassa retraktiot

re: Xp Xx TUX x {0} = Xy x TUX x {0}.
Yhdistamélla namé retraktiot saadaan kuvaus
R:=rjorgo..orpo..: X xI— XogxITUX x {0},
joka on siis ketju kuvauksia
Xpx TUX x {0} 25 Xy x TUX x {0} 2= .. % Xy x TU X x {0}.

Retraktioiden yhdisteend R on myos retraktio (Lause 1.12). Mutta onko
se jatkuva? Olkoon U C Xy x IUX x {0} avoin joukko. Koska R on retraktio,
niin R~}(U) = U C X x I, mutta onko timé joukko avoin avaruudessa X x I?

Nyt U C Xo x I tai U C X x {0}. Jalkimmaisessid tapauksessa U on
selvéisti avoin avaruudessa X x I, silld se on avoin tdmén avaruuden avoimessa
aliavaruudessa. Ensimmaéisessd tapauksessa U = V U W, missd V C X, ja
W C I ovat avoimia. Koska avaruudella X on heikko topologia, on V' talloin
avoin myo6s avaruudessa X, jolloin U = V UW C X x [ on avoin myos
tulotopologiassa. Taten R on jatkuva, joten Xox IUX x{0} on avaruuden X x
I retraktio, ja néin ollen parilla (X, X) on homotopian laajennusominaisuus.

(2) Tulos seuraa Lauseesta 4.6(2). Nythén Seurauksen 4.5 nojalla parilla
(D", S™1) on homotopian laajennusominaisuus, ja n-solulaajennus on liito-
savaruus, jossa avaruuteen X liitetdan kiekkoja D". O

Seuraus 4.8. Kaikilla suhteellisilla CW-komplekseilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus. Erityisesti kaikilla CW-pareilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus.

Todistus. (Vrt. [7, s. 19]) Olkoon X CW-kompleksi suhteessa aliavaruuteen
A. Nyt X on siis ketju aliavaruuksia

A=X'cXxX’cxtc.cxmtcx"cC..,

missd runko X™ on avaruuden X" ! n-solulaajennus. Koska solulaajennuk-
sella (X" U, [ID™) on homotopian laajennusominaisuus (Lause 4.7(2)),
niin transitiivisuuden nojalla (Lause 4.7(1)) myos koko suhteellisella CW-
kompleksilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus. Vastaavasti myos
jokaisella CW-parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus. 0
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Luvun 4 lopuksi esitellaan vield muutama esimerkki siita, kuinka homoto-
pian laajennusominaisuutta kaytannossa voidaan hyodyntaa. Usein kyse on
siita, ettd avaruuksien todistetaan olevan keskendan homotopiaekvivalentte-
ja.

Esimerkki. ([7, s. 19, tehtéva 5.12]) Aasinhattu (engl. Dunce cap) on ava-
ruus, joka saadaan kaksiulotteisesta kolmiosta samaistamalla liimaamalla
kaikki kolmion kyljet toisiinsa siten, etta kaksi kylkea samaistetaan samaan
suuntaan ja kolmannen liimaus tapahtuu kahdesta muusta vastakkaiseen
suuntaan (sama visuaalisesti, ks. esim. [2, s. 50]). Tamé& avaruus on homoto-
piaekvivalentti kiekon D? kanssa. Erityisesti aasinhattu on télloin kutistuva.

Todistus. Aasinhattu D voidaan esittad CW-kompleksina, jossa 2-solun reu-
na liimataan 1-soluun. Aasinhattu on siis avaruus , missd ¢: S — S! on
liitoskuvaus siten, etta

cos(a), sin(a), kun 0 < a < 7/2,
p(cos(a), sin(a)) = < cos(2a — ), sin(2a — ), kun 7/2 < a < 37/2,
cos(m — «), sin(wa), kun 37/2 < a < 2.

Tama kuvaus siis samaistaa ympyran koillisen neljanneksen itsensa kanssa,
venyttad sen lantisen puoliskon koko ympyréan mitalle ja lopulta samaistaa
ympyran kaakon neljidnneksen sen peilikuvaksi y-akselin suhteen. Nain saa-
daan siis aikaan Aasinhattu D.

Nyt D = S'U,D?. Toisaalta D* on homeomorfinen avaruuden S'Uiq, D?,
joka on siis yksinkertaisesti kiekko D?, johon on liimattu sen reuna S! timén
reunan identiteettikuvauksella.

Lisaksi meilla on kuvausten ¢ ja idg1 valinen homotopia

H:S'"'xI— S (z,t) = (1 —1t)p(z)+tr,

joten ¢ ~ idgi. Siispa Lauseen 4.4(4) nojalla D ~ S Uy, D* = D?, ja kos-
ka homeomorfismi on aina homotopiaekvivalenssi, niin D ~ D?. Erityisesti
koska D? on kutistuva (kuten luvun 1 esimerkissé todettiin), niin myos D on
kutistuva, ovathan avaruudet samaa homotopiatyyppié. O

Esimerkki. (Vrt. [7, s. 20]) Homotooppisten kuvausten kuvauskartiot ovat
homotopiaekvivalentteja. Toisin sanoen, jos f ~ g, niin Cy ~ Cj,.

Olkoon f: X — Y kuvaus. Tarkastellaan kuvauskartiota Cy =Y U; CX.
Nyt Seurauksen 4.5 nojalla parilla (C'X, X') on homotopian laajennusominai-
suus. Téten siis Lauseen 4.6(2) nojalla parilla (Ct,Y") on homotopian laajen-
nusominaisuus.

Tasta seuraa, ettd Cy ~ Cy, kun g: X — Y on kuvaus, jolle pétee f ~ g.
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Esimerkki. Aéretonulotteinen pallo S* on kutistuva.

Todistus. (Vrt. [5, s. 88]) Nyt on loydettéva homotopia kuvaukselta idge
vakiokuvaukselle. Rakennetaan tamé homotopia kahdessa osassa.

Olkoon T': §*° — S (x1,x9,23,...) = (0,21, x9,...). Nyt T on kuvaus
joka "nostaa' pallon S°° ulottuvuutta yhdelld. Havaitaan, ettd nyt suora
pisteesta z € S sen kuvaan T'(x) ei kulje origon kautta.

Olkoon sitten kuvaus f;: R*® — R siten, etta

ft<33'1, Ta, ) = (1 — t)(fﬂl,l'g, ) -+ tT(.Tl, Ta, )

Nyt siis fo = idr~ ja fi(z) # 0 kaikilla ¢ € [. Siispd voimme maééritella
samalla kuvauksen

fi(z)

| fe(2)]

jossa normalisointi eli jakaminen kuvauksella | f;| takaa, ettd kuva pysyy ava-
ruudessa S*°. Lisédksi tdméa kuvaus on homotopia kuvausten idg~ ja T vélilla,
silld kun x € S°°, niin

F:8%x1— 5% (z,t) —

<I1,$2,$37...) . .
F(x,0) = = idgeo
) = a5 38
Flo,1) = 0TuT2e) gy

|(O,l‘1,$27 )l

Nyt tarvitsemme viela homotopian kuvauksen 7' ja vakiokuvauksen valil-
le. Olkoon siis g;: R* — R* kuvaus siten, etté

gi(x1,x9,...) = (1 —)(0, 21, 29, ...) + £(1,0,0,...).

Nyt g0 = f1 ja g1 = (1,0,0,...), joista jalkimmé&inen on siis vakiokuvaus.
Normalisoimme myo6s taméan kuvauksen, jotta pysymme avaruudessa S,
jolloin saadaan kuvaus

G(z,t): S x I — S® (z,t) — |gt|,
Gt

joka on homotopia kuvaukselta T' kuvaukselle gy, silla

G, 0) = 2 = L~ 7). ja

|90l | f1]
G(z,1) = (1,0,0,...) = g1(x).

Téaten idge ~ T =~ g1, joten idge on homotooppinen vakiokuvauksen g¢;
kanssa ja tdten S* on kutistuva. O]
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