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Tässä tutkielmassa esitellään homotopian laajennusominaisuus, joka on algebrallisen topologian tärkeä tulos.
Tutkielman lopuksi todetaan, että jokaisella CW-kompleksien parilla on homotopian laajennusominaisuus.

Tutkielma alkaa homotopiateorian peruskäsitteistä, joita määritellään ja todistetaan luvussa yksi. Luvussa
käydään läpi homotopiaekvivalenssi ja -inverssi, retraktion ja deformaatioretraktion määritelmät sekä näihin
liittyviä tuloksia ja nollahomotooppisuus ja kutistuvuus. Luku huipentuu parien homotopian määritelmään sekä
näiden ominaisuuksien todistuksiin.

Luvussa kaksi tarkastellaan topologisten avaruuksien liittämistä toisiinsa topologisen summan avulla. Tätä
varten  määritellään  liitosavaruus.  Lisäksi  luvussa  esitellään  kategoriateoriasta  pushout-kaavio.  Lopuksi
todistetaan liitosavaruuksien ominaisuuksia, joita tarvitaan myöhemmin CW-kompleksien kanssa toimiessa, ja
määritellään n-solulaajennus.

Tutkielman luku kolme keskittyy CW-komplekseihin. Ne ovat avaruuksia, jotka rakennetaan liimaamalla
toisiinsa aliavaruuksia, joita kutsutaan soluiksi. CW tulee sanoista closure-finite ja weak, sillä CW-kompleksi
varustetaan niin kutsutulla heikolla topologialla.  Luku alkaa CW-kompleksin  määritelmästä ja muutamista
esimerkeistä. Lisäksi todistetaan, että jokainen CW-kompleksi on Hausdorff-avaruus. Todistetaan myös, että
jokainen  CW-kompleksin  kompakti  aliavaruus  sisältyy  äärelliseen  alikompleksiin,  ja  että  jokainen  CW-
kompleksin suljettu solu sisältyy äärelliseen määrään avoimia soluja. CW-kompleksin nimen closure-finite
seuraa tästä tuloksesta. Lopuksi todistetaan vielä, että CW-kompleksit ovat yhtenäisiä avaruuksia.

Luvussa  neljä  esitellään  homotopian  laajennusominaisuus.  Lisäksi  todistetaan  homotopian
laajennusominaisuuteen  liittyviä  tuloksia,  joiden  avulla  voidaan  yhdistää  CW-kompleksien  käsittely  itse
homotopian laajennusominaisuuteen.  Luvun lopuksi  osoitetaan,  että  jokaisella CW-parilla  on homotopian
laajennusominaisuus ja esitellään tuloksesta seuraavia hyödyllisiä esimerkkejä.

Avainsanat: Algebrallinen topologia, homotopia, CW-kompleksit, homotopian laajennusominaisuus

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin Originality Check -ohjelmalla.



TEKOÄLYN KÄYTTÖ OPINNÄYTTEESSÄ

Opinnäytteessäni on käytetty tekoälysovelluksia:

☒  Ei
☐  Kyllä

Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mukaan lukien osat, joissa on 
hyödynnetty tekoälyä, ja hyväksyn vastuun mahdollisista eettisten ohjeiden rikkomuksista.



Sisällys
1 Homotopiateorian peruskäsitteitä 3

1.1 Kuvausten homotopia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Homotopiaekvivalenssi ja homotopiainverssi . . . . . . . . . . 6
1.3 Retraktiot ja deformaatioretraktiot . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Nollahomotooppisuus, kutistuvuus ja kartio . . . . . . . . . . 10
1.5 Parien homotopia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Topologinen summa ja topologisten avaruuksien liittäminen
toisiinsa 18
2.1 Topologinen summa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Liitosavaruudet ja pushout-kaaviot . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 CW-kompleksit 27
3.1 CW-kompleksit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 CW-kompleksien ominaisuuksia . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Homotopian laajennusominaisuus 34
4.1 Homotopian laajennusominaisuus (HEP) . . . . . . . . . . . . 34
4.2 HEP ja CW-kompleksit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



Johdanto

Tutkielman sisällöstä
Tämä tutkielma käsittelee homotopiateorian perusteita, erityisesti CW-
komplekseja ja niihin liittyviä tärkeitä tuloksia. CW-kompleksien määritel-
män esitteli matemaatikko John Whitehead vuonna 1949 paperissaan Com-
binatorial homotopy I. CW-kompleksit ovat erityisen sopivia algebrallisen
topologian metodeihin, joten niistä on sittemmin tullut algebrallisten topo-
logien tärkeä perustyökalu. CW-kompleksi on avaruus, joka rakennetaan lii-
maamalla toisiinsa eriulotteisia soluja. Useat topologiasta tutut avaruudet
voidaan esittää CW-komplekseina.

Tutkielman luvussa 1 esitellään homotopiateorian peruskäsitteitä, kuten
homotopia, homotopiaekvivalenssi ja deformaatioretraktio. Lisäksi luvussa
todistetaan joitakin näihin käsitteisiin liittyviä tuloksia.

Luvussa 2 käydään läpi topologisen summan ja liitosavaruuksien määri-
telmät sekä erityisesti todistetaan joitakin liitosavaruuksiin liittyviä tuloksia,
joita käytetään seuraavassa luvussa CW-kompleksien ominaisuuksien todis-
tamiseen.

Luku 3 keskittyy CW-kompleksien ja niiden ominaisuuksien esittelyyn.
Lisäksi esitellään muutamia esimerkkejä CW-komplekseista.

Luvussa 4 määritellään homotopian laajennusominaisuus ja todistetaan
siihen liittyviä tuloksia. Luku ja tutkielma huipentuu sen toteamiseen, että
jokaisella CW-parilla on homotopian laajennusominaisuus.

Merkinnöistä ja esitiedoista
Tutkielmassa käytetään matemaattisia standardimerkintöjä, joista joitakin
yleisimmin käytettyjä esitellään tässä erikseen. Avaruuden X identtisestä ku-
vauksesta käytetään merkintää idX . Merkintä I puolestaan viittaa tutkiel-
massa suljettuun reaalilukuväliin [0, 1]. Tämän vuoksi indeksijoukkoa merki-
tään usein joko kirjaimella J tai kirjaimella B. Kahden avaruuden homeo-
morfisuutta merkitään relaatiolla ∼=, kun taas relaatio ≃ viittaa funktioiden
kohdalla homotooppisuuteen ja avaruuksien kyseessä ollessa homotopiaekvi-
valenssiin. Lisäksi seuraavanlaisia merkintöjä käytetään läpi tutkielman.

• Sn := {(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1 | ∑n+1
i=1 x2

i = 1}, n + 1-ulotteinen yksikkö-
pallo eli n-pallo.

• Dn := {(x1, ..., xn) ∈ Rn | ∑n
i=1 x2

i ≤ 1}, n-ulotteinen yksikkökiekko eli
n-kiekko.
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• Huomattakoon lisäksi, että ∂Dn = Sn−1 on n-kiekon reuna.

Lukijan oletetaan tuntevan topologian peruskäsitteet. Topologiset omi-
naisuudet, kuten yhtenäisyys ja kompaktisuus, oletetaan tunnetuiksi. Esitie-
doiksi riittävät esimerkiksi Tampereen yliopiston Topologia-kurssilla esitellyt
tulokset tai vastaavasta kirjallisuudesta (esimerkiksi [8, Osa 1]) opiskellut to-
pologian perustiedot. Tutkielmassa esiintyy paljon myös kategoriateoriasta
tuttuja kommutoivia kaavioita, mutta erityistä kategoriateoreettista osaa-
mista ei edellytetä. Kaavioiden lukemisen on kuitenkin syytä olla tuttua.
Kaavioista huomattakoon, että inkluusiota merkitään niissä yleensä taivute-
tulla nuolella ↪→.

Lisäksi suuressa osassa tutkielmaa käsitellään tekijäavaruuksia, joten lu-
kijan oletetaan osaavan erityisesti niihin liittyviä tuloksia, kuten tekijätopo-
logian ja samaistuskuvausten perusteet sekä tekijäavaruuksien ja -kuvausten
universaaliominaisuudet.

Tutkielmassa esitetyt määritelmät ja lauseet on valikoitu lähdeluettelon
oppikirjoista. Tutkielman esimerkit on niin ikään haettu suurimmalti osin
lähdekirjallisuudesta, joko käyttämällä kirjassa esitettyjä esimerkkejä tai to-
distamalla lähdekirjojen harjoitustehtäviä.
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1 Homotopiateorian peruskäsitteitä
Tutkielman ensimmäisessä luvussa määritellään homotopiateorian peruskä-
sitteitä. Luku alkaa homotopian määritelmästä ja päättyy parien homotopi-
aan.

1.1 Kuvausten homotopia
Määritelmä 1.1. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jos f : X → Y
ja g : X → Y ovat jatkuvia kuvauksia, niiden sanotaan olevan keskenään
homotooppiset, mikäli on olemassa jatkuva kuvaus H : X ×I → Y siten, että

H(x, 0) = f(x) ja H(x, 1) = g(x)

kaikilla x ∈ X, missä I = [0, 1]. Kuvausta H : X × I → Y kutsutaan
homotopiaksi ja merkitään f ≃ g. Jos halutaan korostaa, että juuri H on
kuvausten f ja g homotopia, voidaan merkitä myös f ≃H g.

Huomautus. Joskus homotopia määritellään perheenä kuvauksia ht : X → Y ,
missä t ∈ I siten, että h0 = f ja h1 = g, ja kuvaus X ×I → Y : (x, t) → ht(x)
on jatkuva jokaisessa pisteessä x ∈ X ja t ∈ I. Jos asetetaan ht(x) = H(x, t),
missä H on edellisen määritelmän kuvaus, nämä määritelmät ovat keskenään
ekvivalentteja.

Esimerkki. Olkoot f, g : R → R jatkuvia kuvauksia. Tällöin f ≃ g.

Todistus. Määritellään kuvaus F : R × [0, 1] → R asettamalla

F (x, t) = (1 − t) · f(x) + t · g(x).

Selvästi F on jatkuvien kuvausten summana jatkuva. Lisäksi

F (x, 0) = (1 − 0) · f(x) + 0 · g(x) = f(x), ja
F (x, 1) = (1 − 1) · f(x) + 1 · g(x) = g(x).

Siis F on homotopia.

Seuraavaksi näemme, että homotopia määrittelee ekvivalenssirelaation
kuvausten joukossa. Tuloksen todistamiseen tarvitsemme seuraavaa lausetta.

Lause 1.2 (Liimauslemma). Olkoot U ja V topologisen avaruuden X suljet-
tuja osajoukkoja siten, että X = U ∪ V ja olkoon Y topologinen avaruus. Jos
tällöin kuvauksen f : X → Y rajoittuma joukkoihin U ja V on jatkuva, niin
f on jatkuva.
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Todistus. (Vrt. [8, s. 108]) Olkoon A avaruuden Y suljettu osajoukko. Koska
U ja V ovat avaruuden X suljettuja osajoukkoja, niin f−1(A)∩U ja f−1(A)∩
V ovat suljettuja avaruudessa Y , sillä f on jatkuva rajoitettuna joukkoihin
U ja V .

Toisaalta nyt

f−1(A) = f−1(A) ∩ (U ∪ V ) = (f−1(A) ∩ U) ∪ (f−1(A) ∩ V ),

joka on suljettujen joukkojen äärellisenä yhdisteenä suljettu. Siis kuvaus f
on jatkuva.

Vastaavasti voidaan osoittaa, että tulos pätee myös, jos U ja V ovat mo-
lemmat avoimia avaruuden X osajoukkoja.

Lause 1.3. Homotopia on ekvivalenssirelaatio joukossa Y X := {kuvaukset X →
Y }.

Todistus. (Vrt. [1, s. 5]) Osoitetaan, että ≃ on refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen. Olkoot f , g ja h kuvauksia X → Y . Tällöin tietenkin f ≃ f ,
kun asetetaan vakiohomotopia F (x, t) = f(x) kaikilla x ∈ X. Siis homotopia
on refleksiivinen joukossa Y X .

Olkoon sitten F : X × I → Y homotopia siten, että f ≃F g. Määritellään
kuvaus G : X × I → Y asettamalla G(x, t) = F (x, 1 − t), missä t ∈ I. Tämä
kuvaus on jatkuva, sillä F on homotopiana jatkuva. Lisäksi G on homotopia
kuvausten g ja f välillä, sillä

G(x, 0) = F (x, 1) = g(x), ja
G(x, 1) = F (x, 0) = f(x),

joten g ≃G f . Siis homotopia on symmetrinen relaatio.
Oletetaan sitten, että f ≃F g ja g ≃G h. Tällöin haluttu homotopia

kuvausten f ja h välillä on kuvaus H : X × I → Y ,

H(x, t) =
F (x, 2t), kun 0 ≤ t ≤ 1/2,

G(x, 2t − 1), kun 1/2 ≤ t ≤ 1.

H on hyvin määritelty, sillä F (x, 1) = g(x) = G(x, 0). Nyt kuvauksen H
rajoittuma joukkoon X × [0, 1/2] ja kuvauksen H rajoittuma joukkoon X ×
[1/2, 1] ovat molemmat jatkuvien kuvausten yhdisteinä jatkuvia. Lisäksi sekä
X × [0, 1/2] että X × [1/2, 1] ovat suljettuja joukkoja ja

(X × [0, 1/2]) ∪ (X × [1/2, 1]) = X × [0, 1],

joten liimauslemman nojalla H on jatkuva. Siis homotopian määritelmän
nojalla H on haluttu homotopia, joten homotopia on transitiivinen relaatio.

Täten homotopia on ekvivalenssirelaatio joukossa Y X .
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Lause 1.4. Jos f ≃ g, missä f ja g ovat jatkuvia kuvauksia X → Y ja
k : A → X sekä l : Y → B ovat jatkuvia kuvauksia, niin f ◦ k ≃ g ◦ k ja
l ◦ f ≃ l ◦ g.

Todistus. (Vrt. [1, s. 5]) Olkoon H : X × I → Y kuvausten f ja g välinen
homotopia. Määritellään kuvaus F asettamalla

F : A × I → X × I, (a, t) → (k(a), t)

kaikilla a ∈ A. Selvästi F on jatkuva, koska sen komponentit ovat jatkuvia.
Nyt kuvaus H ◦ F : A × I → X × I → Y on homotopia kuvausten f ◦ k

ja g ◦ k välillä, sillä

(H ◦ F )(a, 0) = H(k(a), 0) = f(k(a)) = (f ◦ k)(a),

ja
(H ◦ F )(a, 1) = H(k(a), 1) = g(k(a)) = (g ◦ k)(a).

Lisäksi H◦F on jatkuvien kuvausten yhdisteenä jatkuva. Siis f ◦k ≃ g◦k.
Toisaalta kuvaus l ◦ H : X × I → B on kuvausten l ◦ f ja l ◦ g välinen

homotopia, sillä
(l ◦ H)(x, 0) = l(f(x)) = (l ◦ f)(x),

ja
(l ◦ H)(x, 1) = l(g(x)) = (l ◦ g)(x).

Tämä kuvaus on jälleen jatkuvien kuvausten yhdisteenä jatkuva. Siis l ◦ f ≃
l ◦ g.

Seuraus 1.5. Jos f, f ′ : X → Y ja g, g′ : Y → Z ovat jatkuvia kuvauksia ja
f ≃ f ′ ja g ≃ g′, niin g ◦ f ≃ g′ ◦ f ′.

Määritelmä 1.6. Olkoon f kuvaus X → Y . Kuvauksen f sisältämää ekvi-
valenssiluokkaa sanotaan kuvauksen f homotopialuokaksi ja merkitään [f ].
Tähän luokkaan kuuluvat siis kaikki kuvauksen f kanssa homotooppiset ku-
vaukset. Kaikkien tällaisten homotopialuokkien kokoelmaa sanotaan jouk-
kojen X ja Y välisten kuvausten homotopialuokkien joukoksi ja merkitään
[X, Y ].

Huomautus. Seurauksen 1.5 nojalla homotopialuokkia voidaan yhdistää. Ni-
mittäin jos [f ], [f ′] ∈ [X, Y ] ja [g], [g′] ∈ [Y, Z], niin f ◦ g ≃ f ′ ◦ g′. Tällöin
voidaan määritellä ekvivalenssiluokkien yhdiste [f ] ◦ [g] = [f ◦ g], jolloin tie-
tenkin [f ◦ g], [f ′ ◦ g′] ∈ [X, Z].
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Määritelmä 1.7. Olkoot f, g : X → Y kuvauksia, A ⊆ X joukko ja kuvauk-
sen f rajoittuma joukkoon A sama kuin kuvauksen g rajoittuma joukkoon
A, siis f|A = g|A. Jos tällöin f ≃F g ja F (a, t) = f(a) = g(a) kaikilla a ∈ A
ja t ∈ I, sanotaan, että kuvaukset f ja g ovat homotooppisia A:n suhteen ja
merkitään f ≃ g rel A.

Huomautus. Homotopia osajoukon suhteen on siis homotopia, joka pitää ky-
seisen osajoukon pisteet paikallaan. Lauseesta 1.3 seuraa suoraan, että myös
homotopia osajoukon suhteen on ekvivalenssirelaatio. Erityisesti myös Seu-
raus 1.5 pätee homotopialle osajoukon suhteen. Siis jos f, f ′ : X → Y ja
g, g′ : Y → Z ovat jatkuvia kuvauksia, A ⊆ X ja B ⊆ Y osajoukkoja siten,
että f(A) ⊆ B ja f ≃ f ′ rel A ja g ≃ g′ rel B, niin g ◦ f ≃ g′ ◦ f ′ rel A.

1.2 Homotopiaekvivalenssi ja homotopiainverssi
Määritelmä 1.8. Topologisten avaruuksien X ja Y sanotaan olevan keske-
nään homotopiaekvivalentteja, mikäli on olemassa jatkuvat kuvaukset f : X →
Y ja g : Y → X siten, että f ◦ g ≃ idY ja g ◦ f ≃ idX . Tällöin merkitään
X ≃ Y . Tällöin kuvauksia f ja g kutsutaan homotopiaekvivalensseiksi ja
kuvausta g kuvauksen f homotopiainverssiksi.

Homotopiaekvivalenssi on algebrallisen topologian tapa luokitella saman-
kaltaisia avaruuksia, aivan kuten klassisen topologian homeomorfismi - tosin
homotopiaekvivalenssi on homeomorfismia heikompi samankaltaisuutta mit-
taava käsite, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki. Jokainen homeomorfismi f : X → Y on homotopiaekvivalens-
si, sillä homotopiainverssiksi voidaan valita käänteiskuvaus f−1 : Y → X.
Toisaalta homotopiaekvivalenssi ei yleensä ole homeomorfismi. Esimerkiksi
R ≃ {0}, mutta ei tietenkään ole olemassa bijektiota R → {0}, joten vastaa-
vaa homeomorfismia ei myöskään ole olemassa.

Lause 1.9. Homotopiaekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio topologisten ava-
ruuksien joukossa.

Todistus. Olkoon X topologinen avaruus. Ensinnäkin tällöin identtinen ku-
vaus idX : X → X on homeomorfismi ja täten homotopiaekvivalenssi. Siis
homotopiaekvivalenssi on refleksiivinen relaatio.

Oletetaan sitten, että f : X → Y on homotopiaekvivalenssi, jolloin ku-
vauksella f on homotopiainverssi g. Tällöin tietenkin g on homotopiaekviva-
lenssi, jonka homotopiainverssi on f . Siis homotopiaekvivalenssi on symmet-
rinen relaatio.
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Transitiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, että f : X → Y ja g : Y → Z
ovat homotopiaekvivalensseja, joiden homotopiainverssit ovat f ′ ja g′. Täytyy
siis osoittaa, että (g ◦ f) ◦ (f ′ ◦ g′) ≃ idZ ja (f ′ ◦ g′) ◦ (g ◦ f) ≃ idX .

Nyt yhdistetyn kuvauksen assosiatiivisuuden ja Seurauksen 1.5 sekä ole-
tuksen nojalla

(g ◦ f) ◦ (f ′ ◦ g′) = g ◦ (f ◦ f ′) ◦ g′ ≃ g ◦ idY ◦ g′ = g ◦ g′ ≃ idZ , ja
(f ′ ◦ g′) ◦ (g ◦ f) = f ′ ◦ (g′ ◦ g) ◦ f ≃ f ′ ◦ idY ◦ f = f ′ ◦ f ≃ idX

Siis g ◦ f : X → Z on homotopiaekvivalenssi, jonka homotopiainverssi on
f ′ ◦ g′.

Täten homotopiaekvivalenssi on topologisten avaruuksien joukon ekviva-
lenssirelaatio.

Määritelmä 1.10. Homotopiaekvivalenssin ekvivalenssiluokkia kutsutaan
homotopiatyypeiksi. Jos X ja Y ovat topologisia avaruuksia ja X ≃ Y , niin
sanotaan, että avaruudet X ja Y ovat samaa homotopiatyyppiä.

Esimerkki. Yksinkertaisin homotopiatyyppi on topologisen avaruuden yk-
sittäinen piste. Tähän palataan luvussa 1.4.

Lause 1.11. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia siten, että X ≃ Y . Jos
tällöin X on yhtenäinen, niin Y on yhtenäinen.

Todistus. Koska X ja Y ovat homotopiaekvivalentteja, on olemassa jatkuvat
kuvaukset f : X → Y ja g : Y → X siten, että f ◦ g ≃ idY .

Tehdään nyt vastaoletus, että Y ei ole yhtenäinen. Siis on olemassa epä-
tyhjät avoimet osajoukot U, V ⊂ Y siten, että Y = U ∪ V ja U ∩ V = ∅.
Tällöin X = f−1(U) ∪ f−1(V ).

Nyt f on jatkuva, joten f−1(U) ja f−1(V ) ovat avoimia joukkoja. Ava-
ruuden X yhtenäisyyden nojalla joko f−1(U) = ∅ tai f−1(V ) = ∅. Voidaan
olettaa, että f−1(U) = ∅.

Nyt siis f ◦ g on kuvaus Y → V . Toisaalta koska f ◦ g ≃ idY , niin on
olemassa kuvaus H : Y × I → Y siten, että

H(y, 0) = (f ◦ g)(y), ja
H(y, 1) = y.

Tällöin kaikilla y ∈ Y , pätee H(y, 0) = (f ◦ g)(y) ∈ V . Olkoon y mielivaltai-
nen avaruuden Y alkio. Koska nyt f ◦g ≃ idY , niin alkiosta (f ◦g)(y) ∈ V on
polku alkioon idY (y) = y. Mutta tällöin y /∈ U , joten on oltava, että U = ∅,
missä on ristiriita. Siis Y on yhtenäinen.
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1.3 Retraktiot ja deformaatioretraktiot
Määritelmä 1.12. Olkoon X joukko ja A sen osajoukko. Kuvausta r : X →
A sanotaan joukon X retraktioksi joukolle A, mikäli r(a) = a kaikilla a ∈ A.
Tällöin sanotaan, että A on joukon X retrakti.

Jos lisäksi i : A → X on inkluusio, niin edellä määritelty r : X → A on
kuvaus siten, että r ◦ i = idA. Jos lisäksi tällöin i ◦ r ≃ idX , niin sanotaan,
että r on deformaatioretraktio ja A on joukon X deformaatioretrakti.

Huomautus. Joskus deformaatioretraktion määritellään olevan homotopia ava-
ruuden X identtiseltä kuvaukselta retraktiolle X → A. Tällöin on siis ole-
massa homotopia D : X × I → X siten, että D(a, t) = a kaikilla a ∈ A,
D(x, 0) = x ja D(x, 1) ∈ A kaikilla x ∈ X. Tämä määritelmä on määri-
telmää 1.11 vahvempi, sillä tässä deformaatioretraktiolta vaaditaan, että se
pitää avaruuden A pisteet paikallaan koko deformaation ajan. Tällöin sano-
taankin, että r on vahva deformaatioretraktio. Esimerkiksi Hatcher (ks. [5,
s. 3]) ja Møller (ks. [7, s. 5]) määrittelevät deformaatrioretraktion olevan tä-
mä vahva versio. Käytännössä vahva deformaatioretraktio on siis homotopia
osajoukon A suhteen.

Formaalisti ajatellen retraktio taas on kuvaus r : X → X, jolle pätee
r ◦ r = r, sillä tällöinhän r juuri on oman kuvansa identtinen kuvaus.
Retraktio on siis ikään kuin projektiokuvauksen topologinen vastine.
Huomautus. Deformaatioretraktio on homotopiaekvivalenssin erikoistapaus.
Nimittäin määritelmän 1.7 nojalla deformaatioretraktio r : X → A ja inkluusio
i : A → X ovat homotopiaekvivalensseja ja tällöin A ≃ X.

Lause 1.13. [1, s. 31, teht. 5] Olkoot B ⊆ A ⊆ X joukkoja siten, että
r : A → B ja s : X → A ovat deformaatioretraktioita. Tällöin r ◦ s : X → B
on myös deformaatioretraktio.

Todistus. Täytyy siis osoittaa, että i ◦ (r ◦ s) ≃ idX , missä i on inkluusio
B → X.

Nyt tietenkin i = iA ◦ iB, missä iA on inkluusio A → X ja iB on inkluusio
B → A. Oletuksen nojalla iA ◦ s ≃ idX ja iB ◦ r ≃ idA.

Siispä Lauseen 1.4 nojalla

i ◦ (r ◦ s) = (iA ◦ iB) ◦ (r ◦ s) = iA ◦ (iB ◦ r) ◦ s ≃ iA ◦ idA ◦ s = iA ◦ s ≃ idX .

Siis i ◦ (r ◦ s) ≃ idX , joten r ◦ s on deformaatioretraktio.

Esimerkki. Tarkastellaan joukkoa

X := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 ja y ̸= 0}

8



ja sen osajoukkoa

A := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 ja y > 0}.

Tässä siis X on avaruuden R2 yksikköympyrä, joka on leikattu kahteen
osaan suoraa y = 0 pitkin, ja A on saman ympyrän ylempi puolisko.

Nyt on olemassa retraktio r : X → A, r(x, y) = (x, |y|), joka ei ole defor-
maatioretraktio.

Lauseen 1.11 nojalla homotopiaekvivalenssi säilyttää yhtenäisyyden. Siis
X ei voi olla homotopiaekvivalentti avaruuden A kanssa, sillä avaruus X
koostuu kahdesta yhtenäisestä komponentista, mutta joukko A yhdestä, ja
deformaatioretraktio on homotopiaekvivalenssin erikoistapaus. Täten r ei ole
deformaatioretraktio.

Esimerkki. (Vrt. [1, s. 8] ) Tarkastellaan avaruuden Rn yksikkökiekkoa
Dn := {x ∈ Rn | |x| ≤ 1} ja inkluusiota i : Dn → Rn.

Määritellään kuvaus r : Rn → Dn asettamalla

r(x) =
x/|x| , jos |x| ≥ 1,

x , jos |x| ≤ 1.

Nyt r on retraktio, sillä selvästi r(x) = x kaikilla x ∈ Dn. Käytännössä
kuvaus r kuvaa yksikkökiekon pisteet itselleen ja sen ulkopuoliset pisteet yk-
sikkökiekon kaarelle kyseisestä pisteestä origoa kohti kulkevaa suoraa pitkin.
Intuitiivisesti on selvää, että tämä on deformaatioretraktio.

Määritellään kuvaus F : Rn × I → Rn asettamalla

F (x, t) =
(1 − t)x + tx/|x| , jos |x| ≥ 1,

x , jos |x| ≤ 1.

Kuvaus on jatkuva, sillä kun |x| = 1, niin

(1 − t)x + tx/|x| = (1 − t)x + tx = x.

Nyt F (x, 0) = x ja F (x, 1) = x/|x|, joten idRn ≃F i ◦ r. Siis r on deformaa-
tioretraktio. Itse asiassa Dn on avaruuden Rn vahva deformaatioretrakti. Ni-
mittäin jos x ∈ Dn, niin F (x, t) = x ∈ Dn.

Esimerkki. Pallo Sn−1 on puhkaistun kiekon Dn \ {0} vahva deformaatio-
retrakti. Nythän edellisen esimerkin vahva deformaatioretraktio toimii defor-
maatioretraktiona myös rajoitettuna avaruuteen Rn \ {0}. Määritellään siis
retraktio r vastaavasti kuin edellä, mutta puhkaistulta kiekolta pallolle. Siis

r : Dn \ {0} → Sn−1, x → x/|x|
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Määritellään vastaavasti myös homotopia H, jolloin siis

H : (Dn \ {0}) × I → Dn \ {0}, (x, t) → (1 − t)x + tx/|x|.

Nyt H on jatkuva, H(x, 0) = x, H(x, 1) = x/|x| ∈ Sn−1 ja mikäli a ∈ Sn−1,
niin H(a, t) ∈ Sn−1. Täten Sn−1 on puhkaistun kiekon Dn \ {0} vahva defor-
maatioretrakti. Itse asiassa täysin vastaavasti voidaan osoittaa, että Sn−1 on
koko puhkaistun avaruuden Rn \ {0} deformaatioretrakti.

Esimerkki. [1, s. 32, teht. 1.10] Jos X on Hausdorff-avaruus ja A sen ret-
rakti, niin A on suljettu.

Todistus. Osoitetaan, että X \ A on avoin, eli että jokaisella x ∈ X \ A on
olemassa avoin ympäristö U siten, että U ∩ A = ∅. Tällöin joukko A on
avoimen joukon komplementtina suljettu.

Olkoon x ∈ X \ A. Koska A on avaruuden X retrakti, on olemassa ret-
raktio r : X → A siten, että r(x) ̸= x ja r(x) ∈ A. Koska X on Hausdorff-
avaruus, on pisteillä x ja r(x) erilliset ympäristöt V ja W . Koska r on jatku-
va, niin r−1(W ) on avoin, ja koska r(x) ∈ W , niin x ∈ r−1(W ). Tällöin siis
U := V ∩ r−1(W ) on pisteen x avoin ympäristö.

Oletetaan sitten, että y ∈ U . Tällöin r(y) ∈ W , ja koska V ja W ovat
erillisiä, r(y) /∈ V . Toisaalta y ∈ U = V ∩r−1(W ), joten y ∈ V . Siis r(y) ̸= y,
joten y /∈ A. Siis U on pisteen x ympäristö siten, että U ∩ A = ∅. Näin ollen
X \ A on avoin, mistä seuraa, että A on suljettu.

1.4 Nollahomotooppisuus, kutistuvuus ja kartio
Määritelmä 1.14. Kuvausta f : X → Y sanotaan nollahomotooppiseksi,
mikäli se on homotooppinen vakiokuvauksen kanssa. Toisin sanoen f : X →
Y on nollahomotooppinen, jos f ≃ c, missä c : X → Y on vakiokuvaus.
Homotopiaa kuvausten f ja c välillä sanotaan nollahomotopiaksi.

Määritelmä 1.15. Topologisen avaruuden X sanotaan olevan kutistuva, mi-
käli avaruuden identtinen kuvaus idX on nollahomotooppinen.

Huomautus. Määritelmästä seuraa, että X on kutistuva, jos ja vain jos se on
homotopiaekvivalentti yksittäisen pisteensä kanssa, eli jos X ≃ {x}, missä
x ∈ X.

Nimittäin jos X ≃ {x} jollakin pisteellä x ∈ X, niin on olemassa ku-
vaukset f : X → {x} ja g : {x} → X siten, että f ◦ g ≃ idX . Koska g on
kuvaus, g(x) = x0 jollakin x0 ∈ X. Siis g on vakiokuvaus, mutta tällöin tie-
tenkin myös f ◦ g on vakiokuvaus ja oletuksen nojalla f ◦ g ≃ idX , joten X
on kutistuva.
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Toisaalta jos X on kutistuva, niin idX ≃ c. Tässä c on vakiokuvaus, eli
kuvaus c : X → X, x → x0 kaikilla x ∈ X ja jollakin x0 ∈ X. Olkoon f
kuvaus {x0} → X, x0 → x0.

Tällöin c ◦ f = id{x0} ja f ◦ c = c ≃ idX . Siis X ≃ {x0}.
Tämä on yksinkertaisin esimerkki homotopiatyypistä. Intuitiivisesti aja-

teltuna avaruus X on siis kutistuva, mikäli sen voi kutistaa jatkuvalla ku-
vauksella yhdeksi pisteeksi.

Esimerkki. Kiekko Dn on kutistuva. Olkoon H kuvaus

H : Dn × I → Dn, (x, t) → (1 − t)x.

Määritelmä on mielekäs, sillä kun t ∈ I, (1 − t)x ∈ Dn. Nyt H(x, 0) = x ja
H(x, 1) = 0 kaikilla x ∈ Dn. Täten idDn on homotooppinen vakiokuvauksen
Dn → Dn, x → 0 kanssa.

Lause 1.16. [5, s. 19, teht. 10] Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Tällöin
avaruus X on kutistuva jos ja vain jos jokainen jatkuva kuvaus g : Y → X
on nollahomotooppinen. Vastaavasti X on kutistuva jos ja vain jos jokainen
jatkuva kuvaus f : X → Y on nollahomotooppinen.

Todistus. Oletetaan, että jokainen kuvaus f : X → Y , missä Y on mikä
tahansa topologinen avaruus, on nollahomotooppinen. Tällöin tietenkin myös
idX : X → X on nollahomotooppinen, joten määritelmän 1.15 nojalla X on
kutistuva.

Vastaavasti jos jokainen kuvaus f : Y → X on nollahomotooppinen,
niin tietenkin myös idX : X → X on nollahomotooppinen ja täten X on
kutistuva.

Oletetaan sitten, että X on kutistuva. Siis idX ≃ c, missä c : X → X on
vakiokuvaus, eli c(x) = x0 kaikilla x ∈ X ja jollakin x0 ∈ X.

Olkoon f : X → Y jatkuva kuvaus. Tällöin Lauseen 1.4 nojalla

f = (f ◦ idX) ≃ (f ◦ c),

ja nyt (f ◦ c)(x) = f(x0) = y kaikilla x ∈ X ja jollakin y ∈ X. Siis f ◦ c on
vakiokuvaus, joten f on nollahomotooppinen.

Vastaavasti jos g : Y → X on jatkuva kuvaus, niin Lauseen 1.4 nojalla

g = (idX ◦ g) ≃ (c ◦ g),

ja tietenkin (c ◦ g)(y) = c(g(y)) = x0. Siispä g on homotooppinen vakioku-
vauksen kanssa, joten se on nollahomotooppinen.

Määritelmä 1.17. Olkoon X topologinen avaruus. Tällöin sanotaan, että
joukko X × I, missä I = [0, 1], on sylinteri joukon X yli.
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Määritelmä 1.18. Topologisen avaruuden X kartio on tekijäavaruus

CX := X × I/X × {0}.

Intuitiivisesti avaruuden X kartio saadaan siis laajentamalla X ensin sylin-
teriksi ja kutistamalla sitten sylinterin toinen pää yhdeksi pisteeksi.

Esimerkki. Yksittäisen pisteen kartio on väli [0, 1] ja reaalilukuvälin [a, b]
(a < b, a, b ∈ R) kartio on tasakylkinen kolmio, jonka kanta on väli [a, b].
2-ulotteisen r-säteisen kiekon D := {(x, y) ∈ R2 | (x − a)2 + (y − b)2 ≤
r} (a, b, r ∈ R) kartio on klassisen geometrian mukainen kartio, jonka pohja
on r-säteinen ympyrä.

Apulause 1.19. Jos f : X → Y on samaistuskuvaus ja I = [0, 1], niin
f × idI : X × I → Y × I on samaistuskuvaus.

Todistus. (Vrt. [2, s. 43]) Olkoon g : Y × I → W kuvaus, ja olkoon h :
g ◦ (f × idI), X ×I → W . Nyt f × idI on samaistuskuvaus, mikäli implikaatio

h on jatkuva =⇒ g on jatkuva

on voimassa (ks. [2, s. 40]). Todistetaan siis tämä.
Olkoon U ⊂ W avoin, ja olkoon g(y0, t0) ∈ U . Nyt y0 = f(x0) jollain

x0 ∈ X, joten h(x0, t0) = g(y0, t0) ∈ U .
Tällöin on tietenkin olemassa suljettu väli J ⊂ I siten, että t0 ∈ J , eli

h(x0 × J) ⊂ U .
Olkoon A = {y ∈ Y | g(y×J) ⊂ U}. Tällöin y0 ∈ A, joten on osoitettava,

että A on avoin. Koska f on samaistuskuvaus, selvitään tästä osoittamalla,
että f−1(A) on avoin.

Nyt
f−1(A) = {x ∈ X | h(x × J) = g(f(x) × J) ⊂ U}.

Lisäksi
X \ f−1(A) = pX(h−1(W \ U) ∩ X × J),

missä pX on projektio X × I → X.
Huomataan, että koska h on jatkuva, niin h−1(W \ U) on suljettu. Väli J

on suljettu, joten myös X × J on suljettu. Lisäksi väli I on kompakti, joten
projektio pX : X × I → X on suljettu kuvaus (ks. esim. [2, s. 22, Propositio
8.2]), joten X \ f−1(A) on suljettu ja näin ollen f−1(A) on avoin.

Apulause 1.19 on tärkeä tulos, jota tarvitsemme vielä useasti tutkielman
loppupuolella.

Lause 1.20. Topologisen avaruuden X kartio CX on kutistuva.
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Todistus. (Vrt. [1, s. 13] ) Tarkastellaan kuvausta

H : (X × I) × I → X × I, H((x, t), s) = (x, (1 − s)t),

missä x ∈ X ja t, s ∈ I. Tuloavaruuksien universaaliominaisuuden nojalla
tämä on jatkuva kuvaus.

Toisaalta meillä on kanoninen surjektio

π : X × I → CX, π(x, t) = [x, t],

joka tietenkin on jatkuva kuvaus.
Yhdistetään H ja π, jolloin saadaan kuvaus

π ◦ H : (X × I) × I → CX, ((x, t), s) → [(x, (1 − s)t)].

Tämä yhdistetty kuvaus indusoi kuvauksen

Ĥ : CX × I → CX, ([(x, t)], s) → [(x, (1 − s)t)].

Mutta onko Ĥ jatkuva?
Havaitaan, että Apulauseen 1.19 nojalla π × idI , ((x, t), s) → ([(x, t)], s)

on projektio avaruudelta (X × I) × I tekijäavaruudelle CX × I. Nyt tekijä-
topologian universaaliominaisuuden nojalla Ĥ on jatkuva, sillä

Ĥ ◦ (π × idI)((x, t), s) = Ĥ([(x, t)], s) = [x, (1 − s)t] = π ◦ H.

Lisäksi

Ĥ([(x, t)], 0) = [(x, t)], ja
Ĥ([(x, t)], 1) = [(x, 0)] = X × {0}

Siis
Ĥ([(x, t)], 0) = idCX ≃ Ĥ([(x, t)], 1).

Lisäksi Ĥ([(x, t)], 1) on vakiokuvaus, joka kuvaa kaikki alkiot (x, t) yh-
delle pisteelle (ekvivalenssiluokalle) [(x, 0)] ∈ CX. Tässä [(x, 0)] kuvaa siis
kartion "kärkeä".

Näin ollen CX on määritelmän nojalla kutistuva.

Määritelmä 1.21. Olkoon f : A → X injektiivinen, jatkuva kuvaus, joka
on homeomorfirsmi kuvalleen f(A) ⊆ X. Tällöin sanotaan, että f on upotus.
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Lause 1.22. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X → Y jatkuva
kuvaus. Tällöin f on nollahomotooppinen, jos ja vain jos kuvauksen f voi
laajentaa kuvaukseksi CX → Y .

Toisin sanoen f on nollahomotooppinen, jos ja vain jos on olemassa jat-
kuva kuvaus

f̂ : CX → Y

siten, että
f = f̂ ◦ i : X → Y,

missä kuvaus i : X → CX on upotus, eli i(x) = (x, 0) kaikilla x ∈ X.

Todistus. (Vrt. [1, s. 14] ) Oletetaan ensin, että kuvaus f : X → Y on
nollahomotooppinen. Siis f ≃H c, missä c(x) = y0 ∈ Y kaikilla x ∈ X ja
jollain y0 ∈ Y ja H on kuvausten f ja c välinen homotopia.

Määritellään kuvaus

f̂ : CX → Y, [(x, t)] → H(x, t),

missä [(x, t)] on alkion (x, t) määräämä ekvivalenssiluokka kartiossa CX. Nyt
f̂ on hyvin määritelty, sillä

f̂([(x, 1)] = H(x, 1) = c(x) = y0,

ja tietenkin kuvaus f̂ kuvaa muut ekvivalenssiluokat eri arvoille avaruudessa
Y . Jatkuvuus taas seuraa suoraan kuvauksen H jatkuvuudesta. Lisäksi

(f̂ ◦ i)(x) = f̂(x, 0) = H(x, 0) = f(x),

joka on jatkuva kuvaus, sillä upotus i on jatkuva.
Oletetaan sitten, että f : X → Y on jatkuva kuvaus, ja oletetaan lisäksi,

on olemassa kuvaus f̂ : CX → Y siten, että f = f̂ ◦ i.
Tiedetään, että CX on kutistuva, siis idCX ≃ c, missä c : CX → CX

on vakiokuvaus, eli kaikilla (x, t) ∈ CX, c((x, t)) = [(x0, t)] jollekin tietylle
[(x0, t)] ∈ CX.

Nyt Lauseen 1.4 nojalla

f = f̂ ◦ i = f̂ ◦ idCX ◦ i ≃ f̂ ◦ c ◦ i.

Jos x ∈ X, niin

(f̂ ◦ c ◦ i)(x) = f̂(c(i(x))) = f̂(c((x, 0))) = f̂([(x0, t)]) = y0

jollakin y0 ∈ Y .
Täten f̂ ◦ c ◦ i on vakiokuvaus, joten f on nollahomotooppinen.

14



Lause 1.23. Kompaktin avaruuden X kartio on kompakti.

Todistus. Nyt X ja I ovat kompakteja, joten samoin on avaruus X × I.
Lisäksi kanoninen projektio π : X × I → CX on jatkuva, joten avaruus
π(X × I) = CX on kompakti.

Esimerkki. Jos n ≥ 1, niin (n − 1)-ulotteisen yksikköpallon Sn−1 kartio
CSn−1 on homeomorfinen n-ulotteisen suljetun yksikkökiekon Dn kanssa.

Todistus. (Vrt. [1, s. 14] ) Määritellään kuvaus F asettamalla

F : Sn−1 × I → Dn, (x1, ..., xn, t) → ((1 − t)x1, ..., (1 − t)xn)

Olkoon x ∈ Sn−1. Siis ∑n
i=1 x2

i = 1, joten
n∑

i=1
((1 − t)xi)2 = (1 − t)2

n∑
i=1

x2
i ≤ 1,

sillä 0 ≤ t ≤ 1. Siis F kuvaa yksikkökiekon Dn−1 alkiot yksikkökiekolle Dn.
Lisäksi komponentit xi → (1 − t)xi ovat jatkuvia, joten F on jatkuva.

Olkoon sitten y = (y1, ..., yn) ∈ Dn, ja olkoot

t = 1 − y2
1 − ... − y2

n, ja
xi = yi/(y2

1 + ... + y2
n).

Tällöin F (x1, ..., xn, t) = (y1, ..., yn), joten F on surjektio.
Lisäksi havaitaan, että jos F (x1, ..., xn, t) = F (y1, ..., yn, s), niin joko t =

s = 1 tai t = s ja (x1, ..., xn) = (y1, ..., yn).
Nyt koska F (x1, ..., xn, 1) = F (y1, ..., yn, 1) kaikilla xi, yi, niin saadaan

indusoitu kuvaus g : CSn−1 → Dn, joka on edellä olevan nojalla injektio.
Siis g on bijektiivinen, jatkuva kuvaus. Lisäksi Lauseen 1.23 nojalla CSn−1

on kompakti ja Dn on Hausdorff-avaruus, joten g on homeomorfismi.

1.5 Parien homotopia
Määritelmä 1.24. Olkoon X topologinen avaruus ja A sen aliavaruus. Täl-
löin järjestettyä paria (X, A) sanotaan avaruuksien pariksi. Usein puhutaan
yksinkertaisesti vain parista. Mikäli aliavaruus A koostuu yksittäisestä pis-
teestä, siis A = {x}, missä x ∈ X, paria (X, A) = (X, x) kutsutaan kanta-
pisteavaruudeksi.

Jos (X, A) ja (Y, B) ovat pareja, parien kuvaus on kuvaus f : (X, A) →
(Y, B) siten, että f(A) ⊆ B.

Parien kuvaukset f ja g ovat homotooppisia, f ≃ g, mikäli on olemassa
jatkuva kuvaus H : X × I → Y siten, että
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1. H(x, 0) = f(x),

2. H(x, 1) = g(x), ja

3. H(a, t) ∈ B kaikilla a ∈ A, t ∈ I.

Tällöin kuvausta H sanotaan parien homotopiaksi.

Määritelmä 1.25. Parit (X, A) ja (Y, B) ovat homotopiaekvivalentteja,
mikäli on olemassa jatkuvat parien kuvaukset f : (X, A) → (Y, B) ja g :
(Y, B) → (X, A) sekä parien homotopiat F : X × I → X ja G : Y × I → Y
siten, että g ◦ f ≃F id(X,A) ja f ◦ g ≃G id(Y,B).

Tällöin merkitään (X, A) ≃ (Y, B), aivan kuten aiemmin avaruuksien
homotopiaekvivalenssin kanssa.

Lause 1.26. Jos f, g : (X, A) → (Y, B) ovat jatkuvia parien kuvauksia ja
k : W → X sekä l : Y → Z ovat jatkuvia kuvauksia, niin f ◦ k ≃ g ◦ k ja
l ◦ f ≃ l ◦ g. Erityisesti jos f, g : (X, A) → (Y, B) ja f ′, g′ : (Y, B) → (Z, C)
ovat parien kuvauksia siten, että f ≃ g ja f ′ ≃ g′, niin myös f ′ ◦ f ≃ g′ ◦ g.

Todistus. Olkoon F : X × I → Y kuvausten f ja g välinen homotopia. Tar-
kastellaan avaruuksia W ja X pareina (W, k−1(A)) ja (Z, l(B)).

Määritellään kuvaus

H : W × I → Y × I, (w, t) → (k(a), t).

Nyt kuvaus H on jatkuva, sillä k on jatkuva. Lisäksi kuvaus F ◦H : W ×I →
Y on jatkuvien kuvausten yhdisteenä jatkuva, joten se on parien kuvausten
f ◦ k, g ◦ k : (W, k−1(A)) → (Y, B) välinen homotopia, sillä kaikilla w ∈ W

(F ◦ H)(w, 0) = F (k(w), 0) = f(k(w)) = (f ◦ k)(w),
(F ◦ H)(w, 1) = F (k(w), 1) = g(k(w)) = (g ◦ k)(w), ja
(F ◦ H)(w, t) = F (k(w), t) ∈ B, jos w ∈ k−1(A).

Toisaalta kuvaus l◦F : X×I → Z on parien kuvausten l◦f, l◦g : (X, A) →
(Z, l(A)) välinen homotopia, sillä myös se on jatkuva kuvaus ja kun x ∈ X,
niin

(l ◦ F )(x, 0) = l(f(x)) = (l ◦ f)(x),
(l ◦ F )(x, 1) = l(g(x)) = (l ◦ g)(x), ja
(l ◦ F )(x, t) = l(x) ∈ l(A), jos x ∈ A.

Siis k ◦ f ≃ k ◦ g ja f ◦ l ≃ g ◦ l. Tästä myös seuraa suoraan väitteen
jälkimmäinen osuus.
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Lause 1.27. Parien homotopiaekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Osoitetaan, että parien homotopiaekvivalenssi on refleksiivinen,
symmetrinen ja transitiivinen relaatio. Olkoot (X, A), (Y, B) ja (Z, C) pareja.

Ensinnäkin (X, A) ≃ (X, A), sillä haluttu parien kuvaus on id(X,A). Täl-
löin haluttu homotopia on F : X × I → X, (x, t) → x.

Oletetaan sitten, että (X, A) ≃ (Y, B). Tällöin määritelmästä seuraa suo-
raan, että (Y, B) ≃ (X, A). Siis parien homotopiaekvivalenssi on symmetri-
nen relaatio.

Transitiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, että (X, A) ≃ (Y, B) ja (Y, B) ≃
(Z, C). Siis on olemassa parien kuvaukset f : (X, A) → (Y, B) ja g : (Y, B) →
(X, A) sekä f ′ : (Y, B) → (Z, C) ja g′ : (Z, C) → (Y, B) siten, että

f ◦ g ≃ id(Y,B) ja g ◦ f ≃ id(X,A), sekä
f ′ ◦ g′ ≃ id(Z,C) ja g′ ◦ f ′ ≃ id(Y,B).

Nyt Lauseen 1.26 nojalla

(f ′ ◦ f) ◦ (g ◦ g′) = f ′ ◦ (f ◦ g) ◦ g′ ≃ f ′ ◦ id(Y,B) ◦ g′ = f ′ ◦ g′ ≃ id(Z,C), ja
(g ◦ g′) ◦ (f ′ ◦ f) = g ◦ (g′ ◦ f ′) ◦ f ≃ g ◦ id(Y,B) ◦ f = g ◦ f ≃ id(X,A).

Siis (X, A) ≃ (Z, C), joten parien homotopiaekvivalenssi on ekvivalenssi-
relaatio.

Määritelmä 1.28. Sanotaan, että parit (X, A) ja (Y, B) ovat keskenään
homeomorfiset, mikäli on olemassa homeomorfismi f : X → Y siten, että
rajoittuma f |A : A → B on myös homeomorfismi. Tällöin merkitään (X, A) ∼=
(Y, B). Kuvausta f kutsutaan parien homeomorfismiksi.

Esimerkki. Parit (In, ∂In) ja (Dn, Sn−1) ovat keskenään homeomorfiset. Tä-
hän palataan tutkielman luvussa neljä.
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2 Topologinen summa ja topologisten avaruuk-
sien liittäminen toisiinsa

Tutkielman tässä luvussa tarkastellaan konstruktiota nimeltään topologinen
summa ja siitä johdettua tapaa liittää topologisia avaruuksia toisiinsa jat-
kuvilla kuvauksilla. Näitä toisiinsa liitettyjä avaruuksia kutsutaan liitosa-
varuuksiksi. Tietoja tarvitaan myöhemmin CW-kompleksien rakentamisessa.
Lisäksi esitellään muutama erikoistapaus liitosavaruuksista ja todistetaan nii-
den ominaisuuksia.

2.1 Topologinen summa
Aivan aluksi määritellään joukkojen erillinen yhdiste. Indeksijoukkoa merki-
tään tässä luvussa symbolilla J , sillä I on varattu merkitsemään väliä [0, 1].
Määritelmä 2.1. Olkoon (Aj)j∈J perhe joukkoja, missä J on joukko indek-
sejä. Tällöin perheen (Aj)j∈J erillinen yhdiste on joukko∐

j∈J

Aj =
⋃
j∈J

(Aj × {j}) =
⋃
j∈J

{(x, j) | x ∈ Aj}

.
Joukkojen erillinen yhdiste saadaan siis erillistämällä ensin joukot toisis-

taan, eli ottamalla joukosta karteesinen tulo sen indeksin kanssa ja sitten
ottamalla yhdiste näistä erillistetyistä joukoista. Jos esimerkiksi A ja B ovat
joukkoja, niin niiden erillinen yhdiste on joukko A × {1} ∪ B × {2}.

Olkoon nyt (Xj)j∈J perhe topologisia avaruuksia. Olkoon X := ∐
j∈J Xj

näiden avaruuksien erillinen yhdiste.
Nyt jokaisella j ∈ J on olemassa kanoninen injektio eli inkluusio

φj : Xj → X, φj(x) = (x, j),

joiden avulla voimme määritellä topologian avaruudelle X.
Määritelmä 2.2. Olkoon X := ∐

j∈J Xj. Tällöin erillisen yhdisteen topolo-
gia on joukon X hienoin topologia siten, että kanoniset injektiot φj : Xj → X
ovat jatkuvia kaikilla j ∈ J .

Miltä tämä topologia käytännössä näyttää? Määritellään joukko

T := {U ⊆ X | φ−1
j (U) ∈ Tj},

missä Tj on joukon Xj topologia kaikilla j ∈ J . Toisin sanoen U ∈ T , jos
φ−1

j (U) on avoin avaruudessa Xj.
Tämä on joukon X topologia.
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1. Ensinnäkin φ−1
j (X) = Xj ja φ−1

j (∅) = ∅ kaikilla j ∈ J , joten X ∈ T ja
∅ ∈ T .

2. Oletetaan, että Ui ∈ T , i ∈ I. Nyt

φ−1
j (

⋃
i∈I

Ui) =
⋃
i∈I

φ−1
j (Ui).

Nyt φ−1
j (Ui) ∈ Tj kaikilla i ∈ I, j ∈ J , joten tietenkin ⋃

i∈I φ−1
j (Ui) ∈ Tj

kaikilla j ∈ J . Siis ⋃
i∈I Ui ∈ T .

3. Oletetaan, että U1, ..., Un ∈ T . Tällöin

φ−1
j (U1 ∩ ... ∩ Un) = φ−1

j (U1) ∩ ... ∩ φ−1
j (Un).

Koska φ−1
j (Ui) ∈ Tj kaikilla i = 1, ..., n, niin φ−1

j (U1 ∩ ... ∩ Un) ∈ Tj

kaikilla j ∈ J ja täten U1 ∩ ... ∩ Un ∈ T .

Siispä kyseessä on joukon X topologia. Lisäksi tämä on hienoin topologia,
jolla φj on jatkuva kaikilla j ∈ J . Jos nimittäin olisi olemassa topologia TH

siten, että T ⊂ TH ja φj olisi jatkuva jokaisella j ∈ J , niin tietenkin löytyisi
joukko V ∈ TH siten, että V /∈ T .

Mutta nyt

φj jatkuva =⇒ φ−1
j (V ) avoin =⇒ V ∈ T ,

missä on ristiriita. Siis T = TH .
Toisin sanoen joukko U ⊆ ∐

j∈J Xj on avoin täsmälleen silloin, kun φ−1
j (U) =

U ∩ Xj(j ∈ J) on avoin. Tällöin U voidaan lausua muodossa U = ∐
j∈J Uj,

missä jokainen Uj = U ∩ Xj on avoin avaruudessa Xj. Erillisen yhdisteen to-
pologian avoimet joukot ovat siis erillisiä yhdisteitä jokaisen yhdistettävien
avaruuksien avoimista joukoista. Tämä havainto helpottaa joskus erillisen
yhdisteen topologian ominaisuuksien todistamista.

Määritelmä 2.3. Kun X := ∐
j∈J Xj varustetaan edellä määritellyllä eril-

lisen yhdisteen topologialla T , sanotaan, että X on joukkojen Xj (j ∈ J)
topologinen summa.

Lause 2.4 (Topologisen summan universaaliominaisuus). Olkoon (Xj)j∈J

perhe topologisia avaruuksia, X := ∐
j∈J Xj näiden avaruuksien topologinen

summa, Y topologinen avaruus ja fj : Xj → Y, j ∈ J perhe jatkuvia kuvauk-
sia. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen jatkuva kuvaus f : X → Y siten,
että fj = f ◦ φj kaikilla j ∈ J .
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Toisin sanoen on olemassa yksikäsitteinen jatkuva kuvaus f : X → Y
siten, että alla oleva kaavio kommutoi.

Xj X

Y

φj

fj

f (1)

Todistus. Tarkastellaan kuvausta f : X → Y, (x, j) → fj(x). Nyt tietenkin

fj(x) = f(x, j) = f(φj(x)) = (f ◦ φj)(x).

Siispä fj = f ◦ φj. Tästä seuraa myös yksikäsitteisyys.
Olkoon sitten V ∈ Y avoin joukko. Jotta f−1(V ) olisi avoin X:ssä, on

osoitettava, että φ−1(f−1(V )) on avoin avaruudessa Xj. Nyt

φ−1
j (f−1(V )) = (φ−1

j ◦ f−1)(V ) = (f ◦ φj)−1(V ) = f−1
j (V ),

joka tietenkin on avoin avaruudessa Y , sillä fj on jatkuva kaikilla j ∈ J . Siis
f on jatkuva.

2.2 Liitosavaruudet ja pushout-kaaviot
Tässä alaluvussa tarkastellaan, kuinka topologisia avaruuksia voi liittää toi-
siinsa jatkuvilla kuvauksilla. Lisäksi osiossa tutustutaan pushout-kaavioihin
ja joihinkin pushout-avaruuksien ominaisuuksiin.

Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, A ⊆ X suljettu aliavaruus ja
f : A → Y jatkuva kuvaus. Jotta X ja Y voidaan liittää toisiinsa, tarvitsem-
me ekvivalenssirelaation, jonka ekvivalenssiluokat ovat seuraavat.

• Jos x ∈ X \ A, niin [x] = {x}.

• Jos x ∈ A, niin [x] = f−1({f(x)}) ∪ {f(x)}.

• Jos y ∈ Y \ f(A), niin [y] = {y}.

• Jos y ∈ f(A), niin y = f(x) jollain x ∈ A. Tällöin [y] = [x].

Tämän ekvivalenssirelaation avulla voimme määritellä avaruuden, joka
saadaan liittämällä avaruudet X ja Y toisiinsa kuvauksella f .

Määritelmä 2.5. Topologisten avaruuksien X ja Y liitosavaruus on tekijä-
avaruus Y

⋃
f X, joka saadaan liittämällä avaruus X avaruuteen Y kuvauk-

sella f. Sen alkioita ovat edellä määritellyn ekvivalenssirelaation ekvivalens-
siluokat.

Jatkossa kuvausta f kutsutaan liitoskuvauksesksi.
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Käytännössä liitosavaruus Y
⋃

f X saadaan siis liittämällä avaruus X ava-
ruuteen Y siten, että osajoukon A alue liimataan kuvaansa kuvauksessa f .
Toisin sanoen liitosavaruus on avaruuden X

∐
Y tekijäavaruus, joka saadaan

samaistamalla piste a ∈ A pisteen f(a) ∈ f(A) ja kaikkien tämän pisteen
alkukuvapisteiden kanssa yhteen ekvivalenssiluokkaan.
Huomautus. Liitosavaruus Y

⋃
f X on siis avaruuksien X \ A ja Y erillinen

yhdiste, mutta erillisen yhdisteen topologian sijaan tämä avaruus varustetaan
tekijätopologialla. Joukko U ⊆ Y

⋃
f X on siis avoin jos ja vain jos p−1(U) ⊆

X
∐

Y on avoin. Tässä p : X
∐

Y → Y
⋃

f X on kanoninen projektio.
Määritelmä 2.6. Olkoot i : A → X ja f : A → B kuvauksia. Tarkastellaan
allaolevia kaavioita.

A X A X

B Y B Y

Z

i

f g

i

f g
h

j j

k

m

(2)

Vasemmanpuoleista kaaviota sanotaan pushout-kaavioksi, mikäli molemmat
ylläolevista kaavioista kommutoivat. Toisin sanoen vasemmanpuoleinen kaa-
vio on pushout-kaavio, mikäli k◦f = h◦i ja jollakin topologisella avaruudella
Z on olemassa yksikäsitteinen kuvaus m : Y → Z siten, että m ◦ g = h ja
m ◦ j = k. Tällöin sanotaan, että Y on kuvausten f ja i pushout.
Esimerkki. Jokainen liitosavaruus Y

⋃
f X on liitoskuvauksen f ja inkluusion

i : A → X pushout.
Nyt meillä on kaavio

A X

Y Y
⋃

f X

i

f ϕX

ϕY

(3)

Tässä kuvaukset ϕX ja ϕY saadaan yhdistämällä kanoniset injektiot

φX : X → X
∐

Y , ja
φY : Y → X

∐
Y

kanoniseen projektioon p : X
∐

Y → Y
⋃

f X. Siis jos a ∈ A, niin

(ϕX ◦ i)(a) = (p ◦ φX ◦ i)(a) = p(φX(a)), ja
(ϕY ◦ f)(a) = (p ◦ φY ◦ f)(a) = p(φY (f(a))).
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Koska p(a, j) = p(f(a), j) kaikilla a ∈ A ja j ∈ J (tässä J on siis indeksi-
joukko, jolla X ja Y on erillistetty), niin kaavio kommutoi.

Olkoon sitten Z jokin topologinen avaruus, ja olkoot k : Y → Z ja h : X →
Z jatkuvia kuvauksia. Määritellään sitten kuvaus m : Y

⋃
f X → Z siten, että

m|X = h ja m|Y = k. Nyt m ◦ ϕX = h ja m ◦ ϕY = k.
Nyt m on hyvin määritelty. Jos x ∈ X \ A tai y ∈ Y , asia on selvä.

Jos taas a ∈ A, niin m kuvaa pisteeksi h(a) = h(i(a)) tai pisteeksi k(f(a)).
Mutta nyt

h(a) = (m ◦ ϕX)(a) = (m ◦ ϕY )(f(a)) = k(f(a)).
Siispä m on hyvin määritelty kaikissa avaruuden Y

⋃
f X ekvivalenssiluokissa.

Kuvauksen m yksikäsitteisyys puolestaan seuraa suoraan siitä, miten se
määriteltiin. Enää on todettava, että m on jatkuva. Mutta nyt oletuksen
nojalla h ja k ovat jatkuvia ja tietenkin ϕX ja ϕY ovat jatkuvia, joten teki-
jätopologian universaaliominaisuuden nojalla myös m on jatkuva.

Siispä jokainen liitosavaruus on itsessään liitoskuvauksen ja inkluusioku-
vauksen pushout.
Lause 2.7. Olkoot G : X × I → Z ja F : Y × I → Z homotopioita. Tällöin
on olemassa yksikäsitteinen homotopia H : Y ∪f X × I → Z siten, että H ◦
ϕY × idI = F ja H ◦ ϕX × idI = G. Toisin sanoen tällöin kaavio

A × I X × I

Y × I Y
⋃

f X × I

Z

i×idI

f×idI ϕX×idI
G

ϕY ×idI

F

H

(4)

kommutoi, eli Y
⋃

f X × I on kuvausten i × idI ja f × idI pushout.
Todistus. (Vrt. [3, s. 130]) Oletetaan, että on olemassa kaavion mukaiset ho-
motopiat F ja G. Ensin havaitaan, että koska kanoninen projektio p : X

∐
Y →

Y ∪fX on samaistuskuvaus, niin Apulauseen 1.19 nojalla myös p×idI : X
∐

Y ×
I → Y ∪f X × I on samaistuskuvaus. Topologian puolesta olemme selvillä
vesillä, mutta mistä löytyisi kaavion homotopia H?

Ensinnäkin havaitaan, että kuvaus ϕY × idI on edellisen esimerkin no-
jalla bijektio kuvalleen. Näin ollen voimme ottaa siitä käänteiskuvauksen.
Määritellään sitten kuvaus H : Y

⋃
f X × I → Z seuraavasti.

H(x, t) =
G(x, t), kun x ∈ X × I,

F ◦ (ϕY × idI)−1(x, t), kun x ∈ (Y ⋃
f X × I) \ (X × I).
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Nyt Y
⋃

f X × I = (Y × I) ⋃
f (X × I). Siispä kuvaus H on hyvin määri-

telty. Lisäksi H on liimauslemman nojalla jatkuva. Lisäksi koska F ja G
ovat oletuksen nojalla homotopioita, myös H on näin määriteltynä homoto-
pia. Kuvauksen H yksikäsitteisyys taas seuraa siitä, että se on määritelty
homotopioiden F ja G avulla.

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia liitosavaruuden erikoistapauksia, joi-
hin palataan vielä tutkielman luvussa 4.

Esimerkki. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X → Y jatkuva
kuvaus. Kuvauksen f kuvaussylinteri on tekijäavaruus

Mf := Y
⋃
f

(X × I) = (X × I)
∐

Y/ ∼,

missä ∼ on ekvivalenssirelaatio, jonka generoi ehto

(x, 0) ∼ y ⇐⇒ x ∈ X ja f(x) = y

Tässä siis sylinteri X ×I liitetään avaruuteen Y kuvauksella f vastaavasti
kuin edellä, mutta nyt A = X. Intuitiivisesti ajateltuna sylinteri X × I
liitetään siis "pohjastaan"avaruuteen Y .

Esimerkki. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X → Y jatkuva
kuvaus. Kuvauksen f kuvauskartio on tekijäavaruus

Cf := (X × I)
∐

Y/ ∼,

missä ∼ on ekvivalenssirelaatio, jonka generoivat ehdot

(x, 0) ∼ y ⇐⇒ x ∈ X ja (x, 1) ∼ (x′, 1) kaikilla x, x′ ∈ X

Intuitiivisesti ajateltuna kuvauskartio on siis kuvaussylinteri, jonka toinen
pää on luhistettu yhdeksi pisteeksi.

Seuraavassa luvussa liitosavaruuksia käytetään CW-kompleksien raken-
tamiseen. Todistetaan tätä varten vielä muutama ominaisuus, jotka helpot-
tavat CW-kompleksien rakentamista.

Lause 2.8. Olkoon Y
⋃

f X liitosavaruus ja p : X
∐

Y → Y
⋃

f X kanoninen
projektio. Tällöin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

1. Kuvauksen p rajoittuma avaruuteen Y on upotus, jonka kuva p(Y ) on
liitosavaruuden Y

⋃
f X suljettu aliavaruus.
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2. Kuvauksen p rajoittuma avaruuteen X \ A on upotus, jonka kuva p(X \
A) on liitosavaruuden Y

⋃
f X avoin aliavaruus.

3. Liitosavaruus Y
⋃

f X on kuvien p(Y ) ja p(X \ A) erillinen yhdiste.

Todistus. (Vrt. [6, s. 74]) Selvästikin rajoittuma p|Y on injektio, sillä ekviva-
lenssirelaatio, jolla liitosavaruus rakennetaan ei samaista mitään avaruuden
Y pisteitä toistensa kanssa. Siis jokainen piste y ∈ Y kuvautuu eri pisteelle
liitosavaruudessa.

Nyt riittää osoittaa, että p|Y on suljettu kuvaus, sillä jatkuva injektio,
joka on suljettu kuvaus, on upotus (ks. esim. [6, s. 54]).

Olkoon B ⊆ Y suljettu osajoukko. Nyt on siis osoitettava, että p−1(p(B))
on suljettu avaruudessa X

∐
Y . Toisin sanoen täytyy osoittaa, että joukon

leikkaukset X:n ja Y :n kanssa ovat suljettuja avaruuksissa X ja Y .
Nyt p−1(p(B)) ∩ Y = B, sillä liitosavaruuden ekvivalenssirelaatio ei tie-

tenkään samaista osajoukon B pisteitä toisiinsa. Tämä on oletuksen nojalla
suljettu avaruudessa Y .

Toisaalta p−1(p(B))∩X = f−1(B), joka on suljettu joukossa A kuvauksen
f jatkuvuuden nojalla ja täten suljettu myös avaruudessa X, sillä A on sen
suljettu osajoukko. Siis p|Y on suljettu kuvaus ja täten upotus.

Lisäksi koska p on suljettu kuvaus, niin p(Y ) on suljettu avaruudessa
Y

⋃
f X.
Kohdan 2 todistamiseksi havaitaan, että koska A on suljettu, niin X \ A

on avoin.
Nyt rajoittuma p|X\A : X \A → Y

⋃
f X on jatkuva injektio, sillä tämäkin

kuvaus kuvaa jokaisen avaruuden X \ A pisteen itselleen ja p on jatkuva.
Lisäksi kun kuvauksen maalia rajoitetaan kuvaan p(X \ A), saadaan jatkuva
bijektio p|X\A : X \ A → p(X \ A).

Myös käänteiskuvaus p−1
|X\A : p(X \ A) → X \ A on jatkuva, sillä jos V ⊆

X \ A on avoin, niin V = U ∩ X \ A jollain avoimella U ⊆ X \ A. Nyt
U = p(U) ⊆ p(X \A) on myös avoin, joten (p−1

|X\A)−1(V ) = V = U ∩p(X \A)
on tietysti avoin. Siispä p|X\A on homeomorfismi kuvalleen ja täten upotus.

Lisäksi kuva p(X \A) on avoin liitosavaruudessa Y ∪f X tekijätopologian
nojalla.

Kolmas kohta taas seuraa suoraan liitosavaruuden ekvivalenssirelaation
määritelmästä.

Luvun lopuksi todistetaan vielä lause, josta on myöhemmin hyötyä CW-
kompleksin Hausdorff-avaruudeksi toteamisessa.

Lause 2.9. Liitosavaruus Y
⋃

f X on Hausdorff-avaruus, mikäli seuraavat
ehdot ovat voimassa.
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1. Sekä X että Y ovat Hausdorff-avaruuksia,

2. Jokaisella pisteellä x ∈ X \ A on ympäristö, joka on suljettu avaruu-
dessa X ja erillinen joukosta A, ja

3. Joukolla A on avaruudessa X ympäristö, jonka retrakti A on.

Todistus. (Vrt. [3, s. 128]) Merkitään Q = Y
⋃

f X ja olkoot y1, y2 ∈ Q. Nyt
on siis löydettävä erilliset ympäristöt pisteille y1 ja y2. Tätä varten tarkaste-
lemme kolmea tapausta.

(i) Oletetaan ensin, että y1, y2 ∈ X \ A. Nyt X on Hausdorff, joten myös
X \ A on Hausdorff. Siispä pisteillä y1 ja y2 on avaruudessa X \ A erilliset
ympäristöt W1 ja W2, jotka ovat pisteiden erillisiä ympäristöjä myös koko
liitosavaruudessa Q.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, että y1 ∈ X \ A ja y2 ∈ Y . Olkoon W1 pisteen
y1 ympäristö, joka on suljettu avaruudessa X ja erillinen joukosta A. Tällöin
W1 on pisteen y1 ympäristö myös avaruudessa Q, sillä ympäristössä ei ole
joukon A pisteitä.

Olkoon sitten W2 = Q \ W1. Tällöin

ϕ−1
Y (i(W2)) = Y ja ϕ−1

X (W2) = X \ W1,

missä i : A → X on inkluusio ja ϕX : X → Q sekä ϕY : Y → Q kaavion
(2) mukaiset kuvaukset. Nyt edellisistä joukoista ensimmäinen on tietenkin
avoin avaruudessa Y ja toinen avoin avaruudessa X, sillä W1 on suljettu
avaruudessa X. Täten W2 on avointen joukkojen erillisenä yhdisteenä avoin
liitosavaruudessa Q.

(iii) Kolmanneksi oletetaan, että y1, y2 ∈ Y . Koska Y on Hausdorff, löy-
detään pisteille y1 ja y2 avaruudessa Y erilliset ympäristöt W1 ja W2. Tällöin
f−1(W1) ja f−1(W2) ovat avoimia ja erillisiä avaruudessa A, mutta koska A
on suljettu aliavaruus, nämä joukot eivät välttämättä ole avoimia koko ava-
ruudessa X. Käytetään tietoa, että A on jonkun ympäristönsä retrakti ava-
ruudessa X, jolloin saamme laajennettua nämä ympäristöt avoimiksi myös
koko X:ssä.

Olkoon siis r : N → A retraktio, missä N on avoin avaruudessa X. Tällöin
on olemassa joukot

W ′
i = r−1(f−1(Wi)), missä i = 1, 2.

Koska sekä r että f ovat jatkuvia, niin W ′
1 ja W ′

2 ovat erillisiä, avoimia
joukkoja ympäristössä N ja täten avoimia myös avaruudessa X.

Lisäksi havaitaan, että koska r on retraktio, niin

W ′
i \ A = W ′

i \ f−1(Wi), missä i = 1, 2.
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Määritellään joukot V1, V2 seuraavasti.

Vi = Wi ∪ (W ′
i \ A), missä i = 1, 2.

Kun i = 1, 2, niin

• ϕ−1
Y (Vi) = Wi, ja

• ϕ−1
X (Vi) = ϕ−1

X (Wi) ∪ ϕ−1
X (W ′

i \ A) = W ′
i ,

joten joukot V1 ja V2 ovat avoimia liitosavaruudessa Q. Lisäksi koska y1 ∈ V1
ja y2 ∈ V2 ja W1 sekä W2 ovat erillisiä ja W ′

1 ja W ′
2 ovat erillisiä, on löydetty

erilliset ympäristöt pisteille y1 ja y2. Siis liitosavaruus Q on Hausdorff.

Lause 2.10. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, A ⊆ X epätyhjä, sul-
jettu joukko ja f : A → Y kuvaus. Jos X ja Y ovat polkuyhtenäisiä, myös
liitosavaruus Y ∪f X on polkuyhtenäinen.

Todistus. (Vrt. [3, s. 126]) Nyt Y ∪f X = Y ∪p(X), missä p on kanoninen pro-
jektio avaruudelle Y ∪f X. Mutta koska A on epätyhjä joukko, niin avaruudet
Y ja p(X) eivät ole erillisiä, sillä liitosavaruuden ekvivalenssirelaatio samais-
taa pisteet a ja p(a) (a ∈ A). Täten joukko Y ∪f X on kahden polkuyhtenäi-
sen joukon yhdiste, joka ei ole erillinen. Olkoot nyt y ∈ Y , x ∈ X ja a ∈ A
mielivaltaisia pisteitä. Tarkatellaan tapausta, jossa x ∈ X \ A. Tällöin ole-
massa polku α : [0, 1] → A jollekin pisteelle a ∈ A. Toisaalta koska a = p(a),
on myös olemassa polku β : [0, 1] → Y pisteeltä a pisteelle y. Yhdistämällä
polut α ja β löydetään polku pisteiden x ja y välille. Muissa tapauksissa pol-
kuyhtenäisyys on selvää, sillä avaruudet X ja Y ovat polkuyhtenäisiä. Siispä
Y ∪f X on polkuyhtenäinen (ja näin ollen myös yhtenäinen).

Määritelmä 2.11. Olkoon X topologinen avaruus ja φ : ∐
β∈B Sn−1

β → X
kuvaus pallojen Sn−1 erilliseltä yhdisteeltä avaruudelle X. Tällöin sanotaan,
että liitosavaruus X ∪φ (∐

β∈B Dn
β) on avaruuden X n-solulaajennus. Nyt

meillä on kommutoiva pushout-kaavio
∐

Sn−1 X

∐
Dn X ∪φ

∐
Dn

φ

Φ

(5)

missä kuvausta Φ sanotaan karakteristiseksi kuvaukseksi. Nyt Lauseen 2.7
nojalla avaruuden X n-solulaajennus on avaruuden X ja n-solujen en

β =
Φ(Dn

β \ Sn−1
β ) erillinen yhdiste, missä avaruus X on suljettu aliavaruus ja

jokainen n-solu avoin aliavaruus.
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3 CW-kompleksit

3.1 CW-kompleksit
Määritelmä 3.1. CW-kompleksi X on avaruus, joka on yhdiste nousevasta
ketjusta aliavaruuksia (näitä aliavaruuksia kutsutaan rungoiksi)

∅ = X−1 ⊆ X0 ⊆ X1 ⊆ ... ⊆ Xn−1 ⊆ Xn ⊆ ... ⊆ X =
⋃

Xn

siten, että

• X0 on diskreetti topologinen avaruus,

• n-runko Xn on n − 1-rungon Xn−1 n-solulaajennus, kun n ≥ 1, ja

• X varustetaan heikolla topologialla, jolloin osajoukko A ⊆ X on sul-
jettu (avoin), jos ja vain jos A ∩ Xn on suljettu (avoin) n-rungossa Xn

kaikilla n ∈ N.

Määritelmän toinen kohta tarkoittaa, että kaikilla n ≥ 0 on olemassa
liitoskuvaukset φβ : Sn−1

β → Xn−1 ja karakteristiset kuvaukset Φβ : Dn
β →

Xn. Siis topologisen summan universaaliominaisuuden nojalla on olemassa
kuvaukset φ : ∐

β Sn−1
β : Xn−1 ja Φ: ∐

β Dn
β → Xn siten, että

• n-runko Xn saadaan rungosta Xn−1 liittämällä siihen kuvauksella φ
n-kiekkoja Dn reunoistaan, eli

Xn = Xn−1 ∪φ

∐
β

Dn
β .

• (n − 1)-rungon komplementti n-rungossa Xn on CW-kompleksin X
avointen n-solujen en

β = Φβ(Dn \ Sn−1) erillinen yhdiste. Toisin sanoen

Xn \ Xn−1 =
∐
β

en
β.

Lauseesta 2.7 seuraa, että jokainen n-solu on avoin n-rungossa Xn,
mutta ei välttämättä koko kompleksissa X. CW-kompleksin suljettu
n-solu ēn

β = Φ(Dn
β) taas on karakteristisen kuvauksen kuva koko n-

kiekosta Dn.

• Koko CW-kompleksi X on erillinen yhdiste kaikista avoimista n-soluistaan.
Toisin sanoen

X =
∞⋃

n=−1
Xn =

∞⋃
n=0

(Xn \ Xn−1) =
∞∐

n=0

∐
β

en
β.
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CW-kompleksi X on äärellisulotteinen, mikäli X = Xn jollain n. Muussa
tapauksessa X on ääretönulotteinen. Jokainen n-runko Xn on siis itsessään
topologinen avaruus, joka saa topologiakseen edellä määritellyn heikon topo-
logian tekijätopologiansa mukana. Heikon topologian määritelmää tarvitaan
siis kompleksin ollessa ääretönulotteinen. Se on laajin topologia, jolla kaikki
inkluusiot Xn−1 ↪→ Xn ovat jatkuvia.

Lisäksi Lauseesta 2.7 seuraa, että runko X i on rungon Xj suljettu aliava-
ruus kaikilla i ≤ j.

Esimerkki. Kolmiulotteinen torus voidaan esittää CW-kompleksina, jos-
sa on yksi 0-solu, kaksi 1-solua ja yksi 2-solu. Tässä rakenteessa 2-solu on
helpointa ajatella neliönä. Ensin 1-solut liitetään 0-soluun, jolloin saadaan
kahdeksikon muotoinen avaruus. Tämän jälkeen 2-solu liitetään saatuun 1-
runkoon siten, että neliön vastakkaiset sivut samaistetaan samaan kahdeksi-
kon silmukkaan.

Esimerkki. (Vrt. [7, s. 10]) CW-rakennelmat eivät ole yksikäsitteisiä. Esi-
merkiksi n-ulotteinen pallo voidaan esittää CW-kompleksina, joka koostuu
yhdestä 0-solusta ja yhdestä n-solusta, tai vaihtoehtoisesti pallo voidaan ra-
kentaa liimaamalla kaksi solua jokaisesta ulottuvuudesta toisiinsa. Esitetään
tässä jälkimmäinen tapa.

Havaitaan aluksi, että n-pallon Sn ⊂ Rn+1 = Rn ×R pisteet ovat muotoa
(x, u), missä x ∈ Rn, u ∈ R. Lisäksi on olemassa upotukset

Dn → Sn : x → (x, ±
√

1 − |x|2),

jotka kuvaavat n-kiekon Dn pisteet pallon Sn päiväntasaajaa ylemmälle ja
alemmalle puoliskolle. Olkoot Dn

± näiden upotusten kuvat. Tällöin

Sn = Sn−1 ∪ Dn
+ ∪ Dn

− = Sn−1 ⋃
φ

(Dn
∐

Dn),

missä φ : ∂Dn ∐
∂Dn → Sn−1 liittää kiekkojen reunat pallon Sn−1 reunaan.

Siis Sn saadaan avaruudesta Sn−1 liittämällä siihen kaksi n-solua. Tällöin
ääretön pallo S∞ on ääretönulotteinen CW-kompleksi

S0 ⊂ S1 ⊂ S2 ⊂ ... ⊂ Sn−1 ⊂ Sn ⊂ ... ⊂ S∞ =
∞⋃

n=0
Sn,

joka koostuu kahdesta solusta jokaisessa ulottuvuudessa.

CW-kompleksin rakentamista ei tarvitse aina aloittaa 0-soluista, vaan
kompleksi voidaan myös rakentaa minkä tahansa avaruuden päälle.
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Määritelmä 3.2. Olkoon A topologinen avaruus. CW-kompleksi suhteessa
avaruuteen A on avaruus X, joka on yhdiste nousevasta ketjusta aliavaruuk-
sia (näitä aliavaruuksia kutsutaan rungoiksi)

A = X−1 ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ ... ⊂ Xn−1 ⊂ Xn ⊂ ... ⊂ X =
⋃

Xn

siten, että

• X0 on yhdiste avaruudesta A ja diskreetistä pistejoukosta,

• n-runko Xn on n − 1-rungon Xn−1 n-solulaajennus, kun n ≥ 1, ja

• X varustetaan heikolla topologialla, jolloin osajoukko A ⊆ X on sul-
jettu (avoin), jos ja vain jos A ∩ Xn on suljettu (avoin) n-rungossa Xn

kaikilla n ∈ N.

CW-kompleksia X suhteessa avaruuteen A merkitään joskus (X, A).

Määritelmä 3.3. CW-kompleksin X alikompleksi on suljettu aliavaruus,
joka on avointen solujen yhdiste.

Huomautus. Olkoon A CW-kompleksin X alikompleksi. Tällöin jokaisen ali-
kompleksin A avoimen solun sulkeuma sisältyy alikompleksiin A, sillä A on
suljettu. Siis A on itsekin CW-kompleksi, sillä sen jokaisen solun liitosku-
vauksen kuva sisältyy alikompleksiin A. Alikompleksi A saa topologiakseen
CW-kompleksilta X indusoidun topologian ja sen n-runko on An = A ∩ Xn.

Määritelmä 3.4. Olkoon X CW-kompleksi ja A sen alikompleksi. Tällöin
sanotaan, että (X, A) on CW-pari. Toisin sanoen CW-pari (X, A) on CW-
kompleksi suhteessa avaruuteen A.

3.2 CW-kompleksien ominaisuuksia
CW-komplekseilla on useita hyödyllisiä ominaisuuksia, joita tarkastellaan
tässä alaluvussa.

Lause 3.5. Jokainen CW-kompleksi X on Hausdorff-avaruus.

Todistus. Tulos seuraa suoraan Lauseesta 2.9, kun käytetään induktiota n-
runkoon Xn luvun n suhteen. 0-runko X0 on selvästikin diskreettinä avaruu-
tena Hausdorff-avaruus.

Oletetaan sitten, että runko Xn−1 on Hausdorff-avaruus. Nyt Xn = Xn−1∪φ∐
β∈B Dn

β , missä ∐
β∈B Dn

β on tietenkin Hausdorff-avaruus. Lisäksi havaitaan,
että jos x ∈ Dn

β \ Sn−1
β , niin pisteelle x löytyy aina r-säteinen kiekkoon Dn
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sisältyvä avoin ympäristö, jolle tietysti löytyy aina suljettu ympäristö, kun
kyseisen ympäristön reuna lasketaan osaksi ympäristöä. Mikäli reuna leikkaa
kiekon Dn reunaa Sn−1, voidaan säde r esimerkiksi puolittaa, jolloin saadaan
avaruudesta Sn−1

β erillinen kiekossa Dn suljettu ympäristö.
Lauseen 2.9 kolmannen ehdon täyttämiseksi on löydettävä kiekossa Dn

β

pallolle Sn−1
β ympäristö, jonka retrakti tämä pallo on. Muistetaan, että en-

simmäisessä luvussa esitellyn esimerkin nojalla pallo Sn−1
β on puhkaistun

kiekon Dn
β \ {x}, x ∈ Dn

β retrakti. Puhkaistu kiekko on myös kaipaamamme
ympäristö.

Kun on selvää, että jokainen CW-kompleksi on Hausdorff-avaruus, on
helppoa myös todeta, että jokainen karakteristinen kuvaus on samaistusku-
vaus. Samalla osoitamme, että avoin n-solu on homeomorfinen kiekon Dn

kanssa.

Lause 3.6. Olkoon X CW-kompleksi ja Φβ : Dn
β → ēn

β karakteristisia ku-
vauksia kaikilla β ∈ B. Tällöin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

1. Jokainen karakteristinen kuvaus on samaistuskuvaus.

2. Karakteristisen kuvauksen rajoittuma kiekon Dn
β sisäpisteisiin on injek-

tio, joten kuvaus Φβ|int(Dn) : int(Dn
β) → en

β on homeomorfismi.

Todistus. Ensimmäisen kohdan todistamiseksi osoitetaan, että Φβ on suljettu
kuvaus ja täten surjektiona samaistuskuvaus.

Olkoon A ⊆ Dn
β suljettu joukko. Koska Dn

β on kompakti, myös A on kom-
pakti. Lisäksi Φβ on jatkuva, joten myös kuva Φβ(A) on kompakti. Hausdorff-
avaruuden kompaktit joukot taas ovat suljettuja, joten Φβ(A) on suljettu.
Siispä Φβ on suljettu kuvaus, ja koska se lisäksi selvästi on surjektio, kysees-
sä on samaistuskuvaus.

Toisen kohdan todistamiseksi huomataan, että kuvauksen Φβ rajoittuma
sisäpisteisiin int(Dn

β) on selvästi injektio, sillä jokainen sisäpiste kuvataan eri
pisteelle. Samaistuskuvauksen injektiivinen rajoittuma taas on homeomorfis-
mi, joten int(Dn

β) ∼= en
β.

CW-kompleksin topologia voitaisiin siis yhtä lailla määritellä karakteris-
tisilla kuvauksilla. Toisin sanoen joukko A ⊂ X on avoin jos ja vain jos
Φ−1

β (A) on avoin kiekossa Dn
β jokaisella karakteristisella kuvauksella Φβ.

Huomautus. Suljetun solun merkintä topologiassa tavallisesti sulkeumaan
viittaavalla symbolilla ēn

β on perusteltua, sillä määritelmän 3.2 mukainen
suljettu solu on itseasiassa avoimen solun en

β sulkeuma. Nythän

en
β = Φβ(Dn

β \ Sn−1
β ) ⊆ Φ(Dn

β) = ēn
β.
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Koska Φ on samaistuskuvaus, niin

Dn
β suljettu =⇒ ēn

β suljettu.

Jos taas olisi olemassa suppeampi suljettu joukko A, joka sisältää solun en
β,

niin tietenkin Φ−1
β (A) olisi suljettu joukko. Mutta koska Dn

β on suppein sul-
jettu joukko, joka sisältää sisäpisteensä, niin Φ−1

β (A) = Dn
β . Siis A = ēn

β.
Tämän osion lopuksi todistetaan vielä lause, joka avaa logiikkaa CW-

kompleksien erikoisen nimen takana.

Lause 3.7. Jokainen CW-kompleksin kompakti aliavaruus sisältyy äärelli-
seen alikompleksiin.

Todistus. (Vrt. [7, s. 12]) Olkoon X CW-kompleksi ja C ⊂ X sen kompakti
aliavaruus.

Tehdään aluksi vastaoletus, että on olemassa ääretön jono pisteitä xj ∈
C (tässä j ∈ J , joka on jokin indeksijoukko), joista jokainen sisältyy eri
soluun CW-kompleksissa X. Olkoon S = {xj | j ∈ J}. Nyt S ∩ Xn on
äärellinen ja täten suljettu avaruudessa X kaikilla n, sillä yksittäiset pisteet
ovat suljettuja avaruudessa X. Siispä S on suljettu avaruudessa X, ja samoin
jokainen avaruuden S aliavaruus on myös suljettu. Näin ollen avaruudella S
on diskreetti topologia.

Lisäksi S on kompaktin avaruuden C suljettu aliavaruus, joten se on it-
sekin suljettu. Täten S on kompakti ja diskreetti, joten sen on oltava äärel-
linen. Tässä on ristiriita vastaoletuksen kanssa, joten aliavaruus C sisältyy
äärelliseen alikompleksiin.

Seuraus 3.8. Jokainen CW-kompleksin suljettu solu ē sisältyy äärelliseen
määrään avoimia soluja.

Todistus. Tämä seuraa edellisestä lauseesta, sillä aiemman määritelmän mu-
kaisesti suljettu solu on kuva Φ(Dn

β) ja täten jatkuvan kuvauksen kuva kom-
paktista joukosta, joten se on itsekin kompakti.

Edellinen lause yhdistettynä CW-kompleksille annettavaan heikkoon to-
pologiaan selittää koko kompleksin nimeä. Yhdistelmä CW tulee sanoista
closure-finite ja weak, joista jälkimmäinen viittaa heikkoon topologiaan. En-
sin mainittu taas tulee siitä, että jokaisen CW-kompleksin solun sulkeuma
sisältyy äärelliseen määrään soluja.

Lause 3.9. Olkoon X CW-kompleksi. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpi-
täviä.

1. X on polkuyhtenäinen.
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2. X on yhtenäinen.

3. Avaruuden X 1-runko on yhtenäinen.

4. Vähintään yksi avaruuden X n-rungoista on yhtenäinen.

Todistus. (Vrt. [6, s. 136]) Selvästi 1 =⇒ 2 ja 3 =⇒ 4, joten on riittävää
todistaa, että 2 =⇒ 3 ja 4 =⇒ 1.

Osoitetaan ensin, että 2 =⇒ 3. Teemme tämän käänteisellä todistuk-
sella. Oletetaan siis aluksi, että X1 on epäyhtenäinen. Siis X1 = X ′

1 ∪ X ′′
1

siten, että sekä X ′
1 että X ′′

1 ovat avoimia, X ′
1 ∩X ′′

1 = ∅ ja X ′
1 ̸= ∅ ≠ X ′′

1 . Näy-
tetään nyt induktiolla luvun n suhteen, että jokaisella n > 1 avaruuden X
n-rungolla Xn pätee, että Xn−1 = X ′

n−1 ∪ X ′′
n−1 siten, että molemmat näistä

joukoista ovat avoimia, X ′
n−1 ∩ X ′′

n−1 = ∅, X ′
n−1 ̸= ∅ ̸= X ′′

n−1 ja X ′
n−1 ⊆ X ′

n

sekä X ′′
n−1 ⊆ X ′′

n.
Kun n = 1, niin oletuksen nojalla X1 on epäyhtenäinen. Oletetaan siis

induktion aloittamiseksi, että Xn−1 = X ′
n−1 ∪ X ′′

n−1 siten, että edellä tode-
tut ehdot täyttyvät. Olkoon en

β avaruuden X n-solu ja Φn
β : Dn

β → Xn sen
karakteristinen kuvaus. Nyt tiedetään, että sen rajoittuma reunaan Sn−1 on
jatkuva kuvaus rungolle Xn−1. Edelleen, koska Sn−1 on yhtenäinen, sen kuva
kuvauksessa Φn

β on kokonaan joko joukossa X ′
n−1 tai joukossa X ′′

n−1. Siispä
suljetulla n-solulla ēn

β on epätyhjä leikkaus joko joukon X ′
n−1 tai joukon X ′′

n−1
(mutta ei molempien) kanssa.

Jaetaan nyt n-solut kahteen erilliseen joukkoon ϵ′ ja ϵ′′ sen mukaan, leik-
kaavatko vastaavat suljetut n-solut joukon X ′

n−1 vai joukon X ′′
n−1 kanssa.

Olkoon nyt

X ′
n = X ′

n−1 ∪ (
⋃

en
β

∈ϵ′
en

β), ja X ′′
n = X ′′

n−1 ∪ (
⋃

en
β

∈ϵ′′
en

β).

Tiedämme, että Xn \ Xn−1 on erillinen yhdiste kaikista n-soluista en
β, joten

Xn on joukkojen X ′
n ja X ′′

n erillinen yhdiste. Lisäksi sekä X ′
n että X ′′

n ovat
epätyhjiä, sillä induktio-oletuksen nojalla X ′

n−1 ja X ′′
n−1 ovat epätyhjiä. Jos

nyt en
β on n-solu, vastaava suljettu solu ēn

β sisältyy kokonaan jompaan kum-
paan edellisistä joukoista, joten X ′

n ∩ ēn
β on joko ēn

β tai ∅. Sama pätee myös
leikkaukselle X ′′

n ∩ ēn
β. Lisäksi avaruudella X on heikko topologia, joten sekä

X ′
n−1 että X ′′

n−1 ovat avoimia, joten myös X ′
n ja X ′′

n ovat avointen joukkojen
yhdisteinä avoimia ja edellisen nojalla suljettuja. Siispä Xn on epäyhtenäi-
nen.

Olkoon nyt X ′ = ∪nX ′
n ja X ′′ = ∪nX ′′

n. Vastaavasti kuin edellä, X on
näiden joukkojen erillinen yhdiste, eikä kumpikaan ole tyhjä joukko. Edel-
leen jos e on mikä tahansa avaruuden X avoin solu, vastaava sulejttu solu ē
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sisältyy jompaan kumpaan näistä joukoista. Siispä X ′ ja X ′′ ovat molemmat
sekä avoimia että suljettuja avaruudessa X ja näin ollen X on epäyhtenäinen.
Täten 2 =⇒ 3 on todistettu kontrapositiolla.

Implikaation 4 =⇒ 1 todistamiseksi oletamme, että X on CW-kompleksi,
jonka n-runko on yhtenäinen jollain n ≥ 0. Osoitamme induktiolla luvun k
suhteen, että Xk on polkuyhtenäinen kaikilla k ≥ n. Tästä seuraa, että X on
yhdiste polkuyhtenäisistä osajoukoista Xk, joista kaikki ovat yhteydessä run-
koon Xn. Täten kaikkien näiden runkojen pisteiden välille löytyy polku, kun
kuljemme rungon Xn kautta, joten avaruuden X on oltava polkuyhtenäinen.

Aluksi on osoitettava, että runko Xn on polkuyhtenäinen. Jos n = 0, niin
Xn on diskreetti ja yhtenäinen, joten se on yksittäinen piste ja täten pol-
kuyhtenäinen. Suuremmilla luvuilla n voidaan valita piste x0 ∈ Xn. Olkoon
tällöin Sn rungon Xn polkuyhtenäinen komponentti, joka sisältää pisteen x0.
Jokaisella solulla en pätee, että vastaava suljettu solu ēn on polkuyhtenäisen
avaruuden Dn kuva jatkuvassa kuvauksessa Φ, joten se on itsekin polkuyhte-
näinen. Siispä jos suljetulla solulla ēn on epätyhjä leikkaus komponentin Sn

kanssa, se sisältyy kokonaan tähän komponenttiin. Tästä seuraa, että Sn ∩ ēn

on sekä suljettu että avoin suljetussa solussa ēn jokaisella solulla en, joten
Sn on suljettu ja avoin koko rungossa Xn. Koska oletuksen nojalla Xn on
yhtenäinen, on tällöin oltava, että Sn = Xn.

Tehdään sitten induktio-oletus, että Xk−1 on polkuyhtenäinen jollain k >
n ja olkoon Sk rungon Xk polkuyhtenäinen komponentti, joka sisältää rungon
Xk−1. Vastaavasti kuin edellä, jokaisella k-solulla ek pätee, että vastaava
suljettu solu ēk on rungon Xk polkuyhtenäinen osajoukko, jolla on epätyhjä
leikkaus rungon Xk−1 kanssa, joten kyseinen suljettu solu sisältyy joukkoon
Sk. Näin ollen Xk = Sk ja myös k-runko Xk on polkuyhtenäinen, mikä oli
osoitettava.
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4 Homotopian laajennusominaisuus
Tutkielman neljännessä luvussa tarkastellaan homotopian laajennusominai-
suutta. Se on homotopiateoriassa tärkeä ominaisuus, jonka avulla voidaan
esimerkiksi todistaa erilaisten avaruuksien olevan homotopiaekvivalentteja
keskenään.

4.1 Homotopian laajennusominaisuus (HEP)
Määritelmä 4.1. Olkoon X topologinen avaruus ja A ⊂ X aliavaruus. Ol-
koon lisäksi h : A × I → Y homotopia ja F : X → Y kuvaus siten, että
F |A = h(x, 0). Parilla (X, A) sanotaan olevan homotopian laajennusominai-
suus (HEP), mikäli homotopian h voi laajentaa homotopiaksi H : X ×I → Y
siten, että H(x, 0) = F (x) ja H|A×I = h.

Huomautus. Toisin sanoen parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus, mikäli jokainen kuvaus X × {0} ∪ A × I → Y voidaan laajentaa ku-
vaukseksi X×I → Y . Parilla (X, A) on siis homotopian laajennusominaisuus,
mikäli kaavio

X × {0} ∪ A × I Y

X × I

(6)

on aina mahdollista täydentää mille tahansa avaruudelle Y , jatkuvalle ku-
vaukselle f ja osittaiselle homotopialle A × I → Y .

Määritelmä 4.2. Olkoon i : A → X jatkuva kuvaus. Sanotaan, että i on ko-
fibraatio, mikäli sillä on homotopian laajennusominaisuus millä tahansa ava-
ruudella Y . Toisin sanoen i on kofibraatio, mikäli topologisella avaruudella Y ,
jatkuvilla kuvauksilla f, f ′ : A → Y ja g : X → Y (missä g ◦ i = f) ja homo-
topialla h : A × I → Y on olemassa jatkuva kuvaus g′ : X → Y ja homotopia
H : X × I → Y kuvaukselta g kuvaukselle g′ siten, että H(i(a), t) = h(a, t),
kun a ∈ A ja t ∈ I.

Lause 4.3. Olkoon X topologinen avaruus ja A ⊂ X aliavaruus. Tällöin
seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä.

1. Parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus.

2. X × {0} ∪ A × I on avaruuden X × I retrakti.

3. X × {0} ∪ A × I on avaruuden X × I deformaatioretrakti.
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Todistus. (Vrt. [7, s. 14]) (1) ⇐⇒ (2) Olkoon parilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus. Tällöin identtinen kuvaus X × {0} ∪ A × I → X ×
{0} ∪ A × I voidaan laajentaa kuvaukseksi X × I → X × {0} ∪ A × I,
jolloin X ×{0}∪A× I on avaruuden X × I retrakti. Tämä implikaatio pätee
myös toiseen suuntaan: jos on olemassa retraktio X × I → X × {0} ∪ A × I,
voidaan jokainen kuvaus X ×{0}∪A×I → Y laajentaa kuvaukseksi X ×I →
Y yhdistämällä se edellä mainittuun retraktioon. On siis yhtäpitävää, että
parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus ja että X × {0} ∪ A × I
on avaruuden X × I retrakti.

(3) ⇒ (2) Mikäli X ×{0}∪A×I on avaruuden X ×I deformaatioretrakti,
on se tällöin tietenkin saman avaruuden retrakti.

(2) ⇒ (3) Oletetaan, että parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tällöin on olemassa retraktio r : X ×I → X ×{0}∪A×I. Kirjoitetaan
nyt tämä retraktio muodossa

r : X × I → X × {0} ∪ A × I, (x, t) → (r1(x, t), r2(x, t)),

missä r1, r2 ovat kuvauksia

r1 : X × I → X, (x, t) → x, ja
r2 : X × I → I, (x, t) → t.

Lisäksi on tietenkin olemassa inkluusio i : X × {0} ∪ A × I → X × I. Nyt
täytyy siis osoittaa, että idX×I ≃ i ◦ r.

Määritellään kuvaus

H : X × I × I → X × I, (x, t, s) → (r1(x, st), (1 − s)t + r2(x, st)),

joka tietenkin on jatkuva, sillä r1 ja r2 ovat jatkuvia kuvauksia. Osoitetaan
siis, että tämä on kuvausten i ◦ r ja idX×I välinen homotopia.

Nyt

H(x, t, 0) = (r1(x, 0), t + r2(x, 0)) = (x, t + 0) = (x, t) = idX×I(x, t), ja
H(x, t, 1) = (r1(x, t), 0 + r2(x, t)) = r(x, t),

joista jälkimmäinen voidaan tietysti kirjoittaa muodossa (i ◦ r)(x, t), sillä
r(x, t) ∈ X × {0} ∪ A × I.

Näin ollen idX×I ≃ i ◦ r, joten X × {0} ∪ A × I on avaruuden X × I
deformaatioretrakti.

Seuraava lause selittää, miksi homotopian laajennusominaisuus on tosi-
aankin hyödyllinen. Sen avulla voidaan esimerkiksi osoittaa, että tekijäava-
ruus, jossa osajoukko on luhistettu pisteeksi, on homotopiaekvivalentti alku-
peräisen avaruuden kanssa. Tällöin esimerkiksi kolmiulotteinen pallo, johon
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on liitetty yksi 1-solu, on homotopiaekvivalentti yhdestä kohtaa pisteeksi ni-
pistetyn toruksen kanssa.

Lause 4.4. Oletetaan, että parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tällöin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

1. Jos inkluusiolla A ↪→ X on vasen homotopiainverssi, niin A on ava-
ruuden X retrakti.

2. Jos inkluusio A ↪→ X on homotopiaekvivalenssi, niin A on avaruuden
X deformaatioretrakti.

3. Jos A on kutistuva, kanoninen projektio p : X → X/A on homotopiae-
kvivalenssi.

4. Liitosavaruuden Y
⋃

φ X homotopiatyyppi riippuu vain liitoskuvauksen
φ : A → Y homotopialuokasta. Toisin sanoen jos φ0 ≃ φ1, niin lii-
tosavaruudet Y

⋃
φ0 X ja Y

⋃
φ1 X ovat homotopiaekvivalentteja millä

tahansa avaruudella Y .

Todistus. (Vrt. [7, s. 14]) (1) Oletetaan, että inkluusiolla i : A → X on vasen
homotopiainverssi. Siis on olemassa kuvaus r : X → A siten, että r ◦ i ≃ idA.
Nyt on siis löydettävä kuvaus H siten, että H ◦ i = idA.

Olkoon ht : A → A kuvausten r ◦ i ja idA välinen homotopia, jolloin
h1 = idA. Käytetään homotopian laajennusominaisuutta tähän kuvaukseen,
jolloin saadaan homotopia Ht : X → A. Huomattakoon, että tässä käytetään
homotopian toista määritelmää, joka esiteltiin luvun 1 alussa huomautukses-
sa.

Koska nyt Ht|A = ht, niin nyt H1 ◦ i = h1 = idA. Siis on löydetty
kuvaus, joka yhdistettynä inkluusioon i on identtinen kuvaus idA. Siispä A
on avaruuden X retrakti.

(2) Olkoon i : A → X inkluusio. Oletuksen nojalla on olemassa kuvaus
r : X → A siten, että r ◦ i ≃ idA ja i ◦ r ≃ idX . Kohdan (1) nojalla voidaan
olettaa, että r◦i = idA, siis että A on avaruuden X retrakti. Mutta koska nyt
i ◦ r ≃ idX , niin deformaatioretraktin määritelmän nojalla A on avaruuden
X deformaatioretrakti.

(3) Tarvitsemme nyt homotopiainverssin projektiolle p : X → X/A. Ol-
koon C : A × I → A homotopia kuvaukselta idA avaruuden A vakiokuvauk-
selle. Käytetään homotopian laajennusominaisuutta homotopiaan C, jolloin
saadaan homotopia h : X × I → X siten, että h(x, 0) = idX , h(a, t) = a kai-
killa t ∈ I ja h(a, 1) = a0, missä a0 ∈ A on piste, johon A voidaan kutistaa.
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Tekijäavaruuksien universaaliominaisuuden nojalla on olemassa homoto-
pia h̄ siten, että kaavio

X × I Y

X/A × I X/A

h

p×idI p

h̄

(7)

kommutoi. Näin voidaan tehdä, sillä Apulauseen 1.19 nojalla kuvaus p × idI

on samaistuskuvaus. Tässä siis käytetään tekijätopologian universaaliominai-
suutta yhdistettyyn kuvaukseen p ◦ h.

Lisäksi kun t = 1, meillä on kommutoiva kaavio

X X

X/A X/A

h1

p p

h̄1

h̃1 (8)

sillä tekijätopologian universaaliominaisuuden nojalla on olemassa kuvaus h̃1.
Kaavio kommutoi, sillä h1 vie avaruuden A sen yksittäiselle pisteelle a0 ja
täten kulkee läpi tekijäavaruuden X/A. Tästä kaaviosta löydämme homoto-
piainverssin kanoniselle projektiolle p. Se on h̃1, nimittäin

h̃1 ◦ p = h1 ≃ h0 = idX , ja
p ◦ h̃1 = h̄1 ≃ h̄0 = idX/A.

(4) Olkoot φ0 : A → Y ja φ1 : A → Y liitoskuvauksia, joilla on sa-
ma homotopialuokka. Siis on olemassa näiden kuvausten välinen homoto-
pia φ : A × I → Y . Haluamme nyt osoittaa, että Y ∪φ0 X ja Y ∪φ1 X ovat
homotopiaekvivalentteja avaruuksia.

Lauseen 4.3(3) nojalla X ×{0}∪A× I ja X ×{1}∪A× I ovat avaruuden
X × I deformaatioretrakteja. Lisäksi havaitaan, että

Y ∪φ (X × {0} ∪ A × I) = Y ∪φ0 X, ja
Y ∪φ (X × {1} ∪ A × I) = Y ∪φ1 X,

sillä kuvaus φ samaistaa kaikki avaruuden A × I pisteet avaruuteen Y ja
φ(x, 0) = φ0(x) sekä φ(x, 1) = φ1(x).

Näytetään seuraavaksi, että inkluusiot

Y ∪φ (X × {0} ∪ A × I) ⊂ Y ∪φ (X × I) ⊃ Y ∪φ (X × {1} ∪ A × I)
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ovat homotopiaekvivalensseja. Vasemmanpuoleinen inkluusio on homotopiae-
kvivalenssi, koska sen aliavaruus on avaruuden Y ∪φ (X × I) deformaatioret-
rakti. Voimme nimittäin käyttää Lausetta 2.7 ja löytää deformaatioretraktion
h avaruudelta Y ∪φ (X × I) avaruudelle Y ∪φ0 X. Nimittäin Lauseen 4.3(3)
nojalla on olemassa deformaatioretraktio h : X × I × I → X × I. Lauseen 2.7
nojalla tämä deformaatioretraktio indusoi deformaatioretraktion h. Homoto-
pia h on aluksi identiteettikuvaus, joka pitää aliavaruuden X × {0} ∪ A × I
pisteet paikallaan ja toimii lopulta retraktiona avaruudelta X × I tälle ali-
avaruudelle. Sen indusoima homotopia h taas on aluksi identiteettikuvaus,
joka pitää paikallaan aliavaruuden Y ∪φ (X ×{0}∪A× I) = Y ∪φ0 X pisteet
paikallaan ja toimii lopulta retraktiona tälle aliavaruudelle. Siispä Lauseen
4.3 nojalla aliavaruus Y ∪φ0 X on avaruuden Y ∪φ (X × I) deformaatioret-
rakti. Vastaavasti voidaan näyttää, että aliavaruus Y ∪φ1 X (oikeanpuolei-
nen inkluusio) on myös avaruuden Y ∪φ (X × I) deformaatioretrakti. Toisin
sanoen avaruudet Y ∪φ0 X ja Y ∪φ1 X ovat homotopiaekvivalentteja.

Homotopian laajennusominaisuus on edellä todettu hyödylliseksi, mutta
onko todellisuudessa olemassa pareja, joilla olisi tämä ominaisuus? Käy ilmi,
että tällaisia pareja on paljon.

Seuraus 4.5. Parilla (Dn, Sn−1) on homotopian laajennusominaisuus, kun
n ≥ 1. Itse asiassa parilla (CX, X) on homotopian laajennusominaisuus,
kun X on mikä tahansa topologinen avaruus.

Todistus. (Vrt. [7, s. 17]) Osoitetaan ensin, että Dn × {0} ∪ Sn−1 × I on
avaruuden Dn × I retrakti. Tätä varten määrittelemme kuvauksen r : Dn ×
I → Dn × {0} ∪ Sn−1 × I,

(x, t) →

( 2x
2−t

, 0), kun |x| ≤ 2−t
2 ,

( x
|x| , 2 − 2−t

|x| ), kun |x| ≥ 2−t
2

Tämä kuvaus on projektio pisteeltä (0, 0, ..., 0, 2) ∈ Rn. Se kuvaa avaruuden
Dn ×I pisteet avaruudelle Dn ×{0}∪Sn−1 ×I, joka siis on avaruuden Dn ×I
osittainen reuna.

Kuvaus on hyvin määritelty, sillä jos |x| = 2−t
2 , niin

( x

|x|
, 2 − 2 − t

|x|
) = ( x

2−t
2

, 2 − 2 − t
2−t

2
) = ( 2x

2 − t
, 0).

Lisäksi kuvaus on jatkuva, sillä sen komponentit ovat jatkuvia kaikilla x ∈
Dn, t ∈ I.
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Tämä on myös haluamamme retraktio. Nimittäin jos (x, t) ∈ Dn × {0} ∪
Sn−1 ×I, niin joko |x| ∈ [0, 1] ja t = 0 tai vaihtoehtoisesti |x| = 1 ja t ∈ [0, 1].
Ensimmäisessä tapauksessa saadaan

r(x, t) = ( 2x

2 − t
, 0) = (x, 0) ∈ Dn × {0} ∪ Sn−1 × I

ja toisessa tapauksessa

r(x, t) = ( x

|x|
, 2 − 2 − t

|x|
) = (x, 2 − (2 − t)) = (x, t) ∈ Dn × {0} ∪ Sn−1 × I.

Täten kyseessä on kaipaamamme retraktio. Siis Dn × {0} ∪ Sn−1 × I on
avaruuden Dn × I retrakti ja täten parilla (Dn, Sn−1) on homotopian laajen-
nusominaisuus.

Yleisemmin parilla (CX, X) on homotopian laajennusominaisuus, sillä
CX × {0} ∪ X × I on avaruuden CX × I retrakti. Nyt on nimittäin löydet-
tävissä retraktio

R : I × I → (I × {0} ∪ {0} × I),
jota havainnollistetaan allaolevassa kuvassa.

{0} × I

I × {0}

Kyseessä on siis projektio, joka kuvaa koko joukon {1} × I pisteelle (1, 0)
ja muut osat avaruudesta I × I reunalle I × {0} ∪ {0} × I.

Nyt meillä on kommutoiva kaavio

X × I × I X × {0} × I ∪ X × I × {0}

CX × I X × {0} × I ∪ CX × {0}

idX×R

p×idI (9)

Tässä p : X × I → CX on kanoninen projektio, joten Apulauseen 1.19
nojalla p × idI on samaistuskuvaus. Täten tekijäavaruuksien universaaliomi-
naisuuden nojalla kaavion alareunan katkonuolen paikalle löydetään kuvaus
CX × I → X × I ∪ CX × {0}, joka on retraktio.
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Lause 4.6. Oletetaan, että parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tällöin

1. Pareilla (Y × X, Y × A) = Y × (X, A) ja (X × Y, A × Y ) = (X, A) × Y
on homotopian laajennusominaisuus, kun Y on topologinen avaruus.

2. Liitosavaruuksien parilla (Y ∪φ X, Y ∪φ A) on homotopian laajennuso-
minaisuus kaikilla avaruuksilla Y ja kaikilla kuvauksilla φ : B → Y ,
missä B ⊆ A on suljettu aliavaruus. Erityisesti parilla (Y ∪φ X, Y )
on homotopian laajennusominaisuus, kun φ : A → Y on mikä tahansa
liitoskuvaus.

Todistus. (Vrt. [7, s. 18]) (1) Koska parilla (X, A) on homotopian laajennuso-
minaisuus, niin on olemassa retraktio r : X × I → X × {0} ∪ A × I. Tällöin
tulokuvaus

idY × r : Y × X × I → Y × X × {0} ∪ Y × A × I

on retraktio. Nimittäin jos (y, x, t) ∈ Y × X × {0} ∪ Y × A × I, niin

(idY × r)(y, x, t) = (idY (y), r(x, t)) = (y, r(x, t)) ∈ Y × X × {0} ∪ Y × A × I,

sillä r on retraktio. Siis Y × X × {0} ∪ Y × A × I on avaruuden Y × X × I
retrakti ja täten parillla (Y ×X, Y ×A) on homotopian laajennusominaisuus.
Vastaavasti voidaan osoittaa, että parilla (X × Y, A × Y ) on homotopian
laajennusominaisuus.

(3) Koska parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus, niin on
olemassa retraktio r : X × I → X × {0} ∪ A × I. Nyt meillä on kaavio

(Y ∐
X) × I (Y ∐

X) × I

(Y ∪φ X) × I (Y ∪φ X) × I

idY ×I

∐
r

p×idI p×idI

idY ×I

∐
r

(10)

missä p on samaistuskuvaus. Tällöin p × idI on Apulauseen 1.19 nojalla
samaistuskuvaus ja täten jatkuva. Siis kuvaus idY ×I

∐
r on olemassa te-

kijätopologian universaaliominaisuuden nojalla ja ylläoleva kaavio kommu-
toi. Tämä kuvaus on myös retraktio avaruudelta Y ∪φ X × I avaruudelle
Y ∪φ X × {0} ∪ Y ∪φ A × I. Varmistetaan vielä tämä kulkemalla kaaviota
vastakkaiseen suuntaan.

Jos nyt (x, t) ∈ Y ∪φ X × {0} ∪ Y ∪φ A × I, niin joko x ∈ Y ∪φ X ja t = 0
tai x ∈ Y ∪φ A ja t ∈ I. Ensimmäisessä tapausessa joko x ∈ Y tai x ∈ X \ B.
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Edelleen, jos x ∈ Y , niin

(1)(p × idI)−1(x, 0) = (p−1(x), 0) ∈ Y × I, tai
(2)(p × idI)−1(x, 0) = (p−1(x), 0) ∈ B × I.

Toisaalta, jos x ∈ X \ B, niin (p−1(x), 0) ∈ X × I. Tässä lopputulos on siis
sama kuin kohdassa (2). Molemmissa tapauksissa

(p × idI) ◦ (idY ×I

∐
r)(p−1(x), 0) = (p × idI)(p−1(x), 0) = (x, 0).

Vastaavasti jos x ∈ Y ∪φ A ja t ∈ I, lopputulemaksi saadaan sama kuin
edellä. Nyt siis kaavion kommutoinnin nojalla idY ×I

∐
r(x, t) = (x, t) kaikilla

(x, t) ∈ Y ∪φ X × {0} ∪ Y ∪φ A × I, joten kyseessä on retraktio.
Erityisesti jos liitoskuvaus φ on määritelty koko aliavaruudessa A, niin

(Y ∪φ X, Y ∪φ A) = (Y ∪φ X, Y ), joten edellisen nojalla tällä parilla on
homotopian laajennusominaisuus.

4.2 HEP ja CW-kompleksit
Luku 4 huipentuu sen toteamiseen, että jokaisella CW-parilla on homoto-
pian laajennusominaisuus. Ensin kuitenkin todistetaan vielä muutama ho-
motopian laajennusominaisuuden hyödyllinen ominaisuus.

Lause 4.7. Oletetaan, että parilla (X, A) on homotopian laajennusominai-
suus. Tällöin

1. (Transitiivisuus) Jos X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ja pareilla (X2, X1) sekä (X1, X0)
on homotopian laajennusominaisuus, niin parilla (X2, X0) on homoto-
pian laajennusominasuus. Yleisemmin jos avaruudella X = ⋃

Xk on
heikko topologia, joka pätee aliavaruuksille X0 ⊂ X1 ⊂ ... ⊂ Xk−1 ⊂
Xk ⊂ ..., missä jokaisella peräkkäisellä parilla (Xk−1, Xk) on homoto-
pian laajennusominaisuus, niin parilla (X, X0) on homotopian laajen-
nusominaisuus.

2. n-solulaajennuksella (Y ∪φ
∐

Dn, Y ), missä Y on mikä tahansa topo-
loginen avaruus, on homotopian laajennusominaisuus kaikilla liitosku-
vauksilla φ : ∐

Sn−1 → Y ).

Todistus. (Vrt. [7, s. 18]) (1) Ensinnäkin oletuksen nojalla on olemassa ret-
raktiot

r2 : X2 × I → X1 × I ∪ X2 × {0}, ja
r1 : X1 × I ∪2 ×{0} → X0 × I ∪ X2 × {0}.
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Tällöin yhdistetty kuvaus

r1 ◦ r2 : X1 × I → X0 × I ∪ X2 × {0}

on tietenkin retraktio. Siispä parilla (X2, X0) on homotopian laajennusomi-
naisuus.

Yleisessä tapauksessa on olemassa retraktiot

rk : Xk × I ∪ X × {0} → Xk−1 × I ∪ X × {0}.

Yhdistämällä nämä retraktiot saadaan kuvaus

R := r1 ◦ r2 ◦ ... ◦ rk ◦ ... : X × I → X0 × I ∪ X × {0},

joka on siis ketju kuvauksia

Xk × I ∪ X × {0} rk−→ Xk−1 × I ∪ X × {0} rk−1−→ ...
r1−→ X0 × I ∪ X × {0}.

Retraktioiden yhdisteenä R on myös retraktio (Lause 1.12). Mutta onko
se jatkuva? Olkoon U ⊆ X0 ×I ∪X ×{0} avoin joukko. Koska R on retraktio,
niin R−1(U) = U ⊆ X×I, mutta onko tämä joukko avoin avaruudessa X×I?

Nyt U ⊆ X0 × I tai U ⊆ X × {0}. Jälkimmäisessä tapauksessa U on
selvästi avoin avaruudessa X×I, sillä se on avoin tämän avaruuden avoimessa
aliavaruudessa. Ensimmäisessä tapauksessa U = V ∪ W , missä V ⊆ X0 ja
W ⊆ I ovat avoimia. Koska avaruudella X on heikko topologia, on V tällöin
avoin myös avaruudessa X, jolloin U = V ∪ W ⊆ X × I on avoin myös
tulotopologiassa. Täten R on jatkuva, joten X0×I∪X×{0} on avaruuden X×
I retraktio, ja näin ollen parilla (X, X0) on homotopian laajennusominaisuus.

(2) Tulos seuraa Lauseesta 4.6(2). Nythän Seurauksen 4.5 nojalla parilla
(Dn, Sn−1) on homotopian laajennusominaisuus, ja n-solulaajennus on liito-
savaruus, jossa avaruuteen X liitetään kiekkoja Dn.

Seuraus 4.8. Kaikilla suhteellisilla CW-komplekseilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus. Erityisesti kaikilla CW-pareilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus.

Todistus. (Vrt. [7, s. 19]) Olkoon X CW-kompleksi suhteessa aliavaruuteen
A. Nyt X on siis ketju aliavaruuksia

A = X−1 ⊆ X0 ⊆ X1 ⊆ ... ⊆ Xn−1 ⊆ Xn ⊆ ...,

missä runko Xn on avaruuden Xn−1 n-solulaajennus. Koska solulaajennuk-
sella (Xn−1 ∪φ

∐
Dn) on homotopian laajennusominaisuus (Lause 4.7(2)),

niin transitiivisuuden nojalla (Lause 4.7(1)) myös koko suhteellisella CW-
kompleksilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus. Vastaavasti myös
jokaisella CW-parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus.
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Luvun 4 lopuksi esitellään vielä muutama esimerkki siitä, kuinka homoto-
pian laajennusominaisuutta käytännössä voidaan hyödyntää. Usein kyse on
siitä, että avaruuksien todistetaan olevan keskenään homotopiaekvivalentte-
ja.

Esimerkki. ([7, s. 19, tehtävä 5.12]) Aasinhattu (engl. Dunce cap) on ava-
ruus, joka saadaan kaksiulotteisesta kolmiosta samaistamalla liimaamalla
kaikki kolmion kyljet toisiinsa siten, että kaksi kylkeä samaistetaan samaan
suuntaan ja kolmannen liimaus tapahtuu kahdesta muusta vastakkaiseen
suuntaan (sama visuaalisesti, ks. esim. [2, s. 50]). Tämä avaruus on homoto-
piaekvivalentti kiekon D2 kanssa. Erityisesti aasinhattu on tällöin kutistuva.

Todistus. Aasinhattu D voidaan esittää CW-kompleksina, jossa 2-solun reu-
na liimataan 1-soluun. Aasinhattu on siis avaruus , missä φ : S1 → S1 on
liitoskuvaus siten, että

φ(cos(α), sin(α)) =


cos(α), sin(α), kun 0 ≤ α ≤ π/2,

cos(2α − π), sin(2α − π), kun π/2 ≤ α ≤ 3π/2,

cos(π − α), sin(πα), kun 3π/2 ≤ α ≤ 2π.

Tämä kuvaus siis samaistaa ympyrän koillisen neljänneksen itsensä kanssa,
venyttää sen läntisen puoliskon koko ympyrän mitalle ja lopulta samaistaa
ympyrän kaakon neljänneksen sen peilikuvaksi y-akselin suhteen. Näin saa-
daan siis aikaan Aasinhattu D.

Nyt D = S1∪φD2. Toisaalta D2 on homeomorfinen avaruuden S1∪idS1 D2,
joka on siis yksinkertaisesti kiekko D2, johon on liimattu sen reuna S1 tämän
reunan identiteettikuvauksella.

Lisäksi meillä on kuvausten φ ja idS1 välinen homotopia

H : S1 × I → S1, (x, t) → (1 − t)φ(x) + tx,

joten φ ≃ idS1 . Siispä Lauseen 4.4(4) nojalla D ≃ S1 ∪idS1 D2 ∼= D2, ja kos-
ka homeomorfismi on aina homotopiaekvivalenssi, niin D ≃ D2. Erityisesti
koska D2 on kutistuva (kuten luvun 1 esimerkissä todettiin), niin myös D on
kutistuva, ovathan avaruudet samaa homotopiatyyppiä.

Esimerkki. (Vrt. [7, s. 20]) Homotooppisten kuvausten kuvauskartiot ovat
homotopiaekvivalentteja. Toisin sanoen, jos f ≃ g, niin Cf ≃ Cg.

Olkoon f : X → Y kuvaus. Tarkastellaan kuvauskartiota Cf = Y ∪f CX.
Nyt Seurauksen 4.5 nojalla parilla (CX, X) on homotopian laajennusominai-
suus. Täten siis Lauseen 4.6(2) nojalla parilla (Cf , Y ) on homotopian laajen-
nusominaisuus.

Tästä seuraa, että Cf ≃ Cg, kun g : X → Y on kuvaus, jolle pätee f ≃ g.
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Esimerkki. Ääretönulotteinen pallo S∞ on kutistuva.

Todistus. (Vrt. [5, s. 88]) Nyt on löydettävä homotopia kuvaukselta idS∞

vakiokuvaukselle. Rakennetaan tämä homotopia kahdessa osassa.
Olkoon T : S∞ → S∞, (x1, x2, x3, ...) → (0, x1, x2, ...). Nyt T on kuvaus

joka "nostaa" pallon S∞ ulottuvuutta yhdellä. Havaitaan, että nyt suora
pisteestä x ∈ S∞ sen kuvaan T (x) ei kulje origon kautta.

Olkoon sitten kuvaus ft : R∞ → R∞ siten, että

ft(x1, x2, ...) = (1 − t)(x1, x2, ...) + tT (x1, x2, ...)

Nyt siis f0 = idR∞ ja ft(x) ̸= 0 kaikilla t ∈ I. Siispä voimme määritellä
samalla kuvauksen

F : S∞ × I → S∞, (x, t) → ft(x)
|ft(x)| ,

jossa normalisointi eli jakaminen kuvauksella |ft| takaa, että kuva pysyy ava-
ruudessa S∞. Lisäksi tämä kuvaus on homotopia kuvausten idS∞ ja T välillä,
sillä kun x ∈ S∞, niin

F (x, 0) = (x1, x2, x3, ...)
|(x1, x2, x3, ...)| = idS∞ , ja

F (x, 1) = (0, x1, x2, ...)
|(0, x1, x2, ...)| = T (x).

Nyt tarvitsemme vielä homotopian kuvauksen T ja vakiokuvauksen välil-
le. Olkoon siis gt : R∞ → R∞ kuvaus siten, että

gt(x1, x2, ...) = (1 − t)(0, x1, x2, ...) + t(1, 0, 0, ...).

Nyt g0 = f1 ja g1 = (1, 0, 0, ...), joista jälkimmäinen on siis vakiokuvaus.
Normalisoimme myös tämän kuvauksen, jotta pysymme avaruudessa S∞,

jolloin saadaan kuvaus

G(x, t) : S∞ × I → S∞, (x, t) → gt

|gt|
,

joka on homotopia kuvaukselta T kuvaukselle g1, sillä

G(x, 0) = g0

|g0|
= f1

|f1|
= T (x), ja

G(x, 1) = (1, 0, 0, ...) = g1(x).

Täten idS∞ ≃ T ≃ g1, joten idS∞ on homotooppinen vakiokuvauksen g1
kanssa ja täten S∞ on kutistuva.
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