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Tutkielmassa osoitetaan, että ensimmäisen kertaluvun logiikan uniformi yksiulotteinen
fragmentti on ratkeava. Kyseinen fragmentti yleistää tunnetumpaa kahden muuttujan lo-
giikkaa sallimalla useampi kuin kaksipaikkaisia predikaatteja. Logiikkojen yhteys toisiin-
sa ei välttämättä ole selvä pelkästään määritelmistä, ja tätä yhteyttä avataan. Kahden
muuttujan logiikkaa ei käsitellä enempää, vaan siirrytään ratkeavuuden tutkimiseen.

Ensimmäisen kertaluvun logiikan ratkeavat fragmentit ovat ilmaisuvoimaltaan ensimmäi-
sen kertaluvun logiikkaa heikompia, mutta ne saattavat silti kyetä ilmaisemaan epätri-
viaaleja käsitteitä. Ratkeavien fragmenttien ilmaisuvoimaa havainnollistetaan esimerkein.
Ratkeavuuden osoitetaan olevan avainasemassa formaalin todistamisen automatisoimises-
sa. Lisäksi osoitetaan, että fragmenttien ratkeavuus seuraa äärellisen mallin ominaisuu-
desta, johon uniformin yksiulotteisen fragmentin ratkeavuustodistus perustuu.

Tutkielmassa esitellään tutkittavan logiikan kaavojen Scottin normaalimuoto, joka koos-
tuu ainoastaan konjunkteista, joissa on ainoana kvantifiointina edessä joko toistuva univer-
saali- tai yksittäistä universaalikvanttoria seuraava toistuva eksistenssikvantifiointi. Scot-
tin normaalimuodon osoitetaan olevan yhtätoteutuva alkuperäisen kaavan kanssa. Rat-
keavuustodistus pohjautuu Scottin normaalimuodossa olevien kaavojen tutkimiseen, sillä
näiden totuutta on helpompi tarkastella.

Ratkeavuustodistus etenee tavanmukaisesti esittelemällä niin kutsuttu ”kuninkaallinen ho-
vi”, jossa ”kuninkaat” ovat todistettavana olevan tuloksen kannalta hankalasti käyttäytyviä
alkioita. Hankaluudet väistetään huomioimalla kaikki kuninkaat erikseen. Muuntyyppis-
ten alkioiden kohdalla ristiriitojen välttämiseksi todistuksessa esiintyy syklisyyttä siten,
että alkiot saattavat tarvita ”todistajia” jostakin toisesta joukosta, jotka puolestaan tarvit-
sevat todistajia jälleen uudesta joukosta, jotka lopulta nekin tarvitsevat todistajia, mutta
nämä voidaan valita joukosta, josta lähdettiin liikkeelle.

Lopuksi tutkielmassa osoitetaan, että tutkittavan fragmentin uniformisuus ja yksiulottei-
suus eivät yksin riitä ratkeavan fragmentin muodostamiseksi. Täten esitellään fragmentit,
joissa on vain toinen rajoituksista. Nämä ovat vahvasti uniformi kaksiulotteinen frag-
mentti sekä yleinen yksiulotteinen fragmentti. Ratkeamattomuus osoitetaan reduktioina
tiilausongelmaan molemmille fragmenteille.

Avainsanat: fragmentti, ratkeavuus, Scottin normaalimuoto, tiilausongelma, uniformi

Julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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Koneoppimismallien käyttö tässä tutkielmassa

Kuvien piirtämistä helpottavien Tikz-funktioiden generoimiseen on käytetty OpenAI:n
GPT-5 mini ilmaisversiota. Funktioita on sovellettu tutkielman molemmissa kuvitusku-
vissa.

Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mukaan lu-
kien tekoälyllä tuotetut osat, ja hyväksyn vastuun mahdollisista hyvän tieteellisen käy-
tännön ohjeiden rikkomuksista.
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1 Johdanto

Tunnetusti ensimmäisen kertaluvun logiikan toteutumisongelma ei ole ratkeava [8]. Logii-
kan ilmaisuvoimaa voidaan kuitenkin rajoittaa eri tavoin, jolloin ratkeavuus voi olla mah-
dollista. Rajoituksia noudattavaa logiikkaa kutsutaan alkuperäisen logiikan fragmentiksi.
Tällaisia rajoituksia voidaan asettaa koskemaan kaavanmuodostussääntöjä esimerkiksi ra-
joittamalla kvantifiointia tai muuttujien lukumäärää. Lisäksi voitaisiin keksiä semanttisia
rajoituksia rajoittamalla mahdollisia malleja esimerkiksi vain puumalleihin kuten Kierońs-
kin ja Kuusiston artikkelissa [11], jossa käsitellään tässä tutkielmassa käytettyjen logii-
koiden kaltaisia järjestelmiä. Ratkeavien ensimmäisen kertaluvun fragmenttien etsimisen
keskeinen peruste on, että näissä formaali todistaminen voidaan automatisoida.

Ensimmäisen kertaluvun logiikan kahden muuttujan fragmentti FO2 on yksi tutkituim-
mista esimerkeistä. Siinä sallitaan tavanomainen ensimmäisen kertaluvun kaavanmuodos-
tus, mutta käytössä on vain kaksi muuttujasymbolia. Scott osoitti ratkeavuuden kahden
muuttujan logiikalle ilman yhtäsuuruusatomeja jo yli 60 vuotta sitten [16], ja fragmentin
FO2 ratkeavuus, jossa myös yhtäsuuruus on käytettävissä, osoitettiin myöhemmin Morti-
merin toimesta [15]. Kahden muuttujan logiikalle on ajan saatossa esitelty erilaisia ilmai-
suvoimaa parantavia laajennuksia siten, että laajennettu logiikka pysyisi ratkeavana. Grä-
del, Otto ja Rosen esimerkiksi osoittivat ratkeavuuden laskentakvanttorein laajennetulle
fragmentille [5]. Kuitenkin käytännön sovellusten kannalta kahden muuttujan rajoitus on
usein liian tiukka [9, 13].

Toisaalta kahden muuttujan logiikka antaa pohjan muille ratkeaville fragmenteille, joissa
muuttujien lukumäärää ei ole rajoitettu. Tällaisia fragmentteja voidaan löytää tutkimalla,
millaisia yleisempiä muuttujien lukumäärästä riippumattomia rajoitteita kahden muuttu-
jan rajoitus aiheuttaa logiikalle. Tällainen ominaisuus on esimerkiksi yksiulotteisuus [7].
Kahden muuttujan logiikassa kvantifioimissäännöt jättävät aina korkeintaan yhden va-
paan muuttujan kvantifioinnin kohteena olevaan kaavaan. Yksiulotteisuuden asettaminen
ensimmäisen kertaluvun logiikalle rajoittaa jo selvästi kaavanmuodostusta, mutta osoit-
tautuu, että tästä saatava fragmentti ei ole ratkeava. Tarvitaan enemmän rajoituksia.

Jos lisäksi rajoitetaan ensimmäisen kertaluvun ja kahden muuttujan logiikan yhtä keskei-
simmistä eroista, eli monipaikkaisten predikaattien käyttämistä siten, että predikaatteja
kvantifioitaessa täytyy niissä esiintyä täsmälleen samat muuttujat, saadaan jo ratkea-
va logiikka. Tätä rajoitusta kutsutaan uniformisuudeksi, ja rajoitusten yhdistämisestä
muodostuvaa logiikkaa kutsutaan uniformiksi yksiulotteiseksi fragmentiksi U1. Tutkiel-
man keskiössä on tämän fragmentin ratkeavuuden osoittaminen seuraamalla Kierońskin
ja Kuusiston todistusta [9].

Ratkeavuustodistus nojautuu äärellisen mallin ominaisuuden osoittamiseen logiikalle U1.
Tätä varten esitellään algoritmi mielivaltaisen U1-kaavan muuntamiseksi helpommin lä-
hestyttävään Scottin normaalimuotoon. Muunnetun kaavan yhtätoteutuvuuden ansiosta
äärellisen mallin ominaisuus voidaan todistaa tutkimalla pelkästään Scottin normaali-
muodossa olevia kaavoja. Lähdemateriaalissa Scottin normaalimuotoa ei ole esitelty tut-
kielmaa vastaavalla tarkkuudella, mutta esitys nojautuu Kuusiston ja Lutzin esittämään
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kuvailuun muunnoksesta [14]. Grädel, Kolaitis ja Vardi käyttivät Scottin muunnosta myös
kahden muuttujan logiikan eksponentiaalisesti rajoitetun äärellisen mallin ominaisuuden
osoittamiseksi [4]. Samankaltainen yläraja äärellisen mallin kardinaliteetille on johdet-
tu myös logiikalle U1 [9], mutta tässä tutkielmassa ei esitellä tällaisia vaativuusteorian
tuloksia.

Lopuksi osoitetaan, että pelkkä yksiulotteisuus ei riitä ratkeavuuteen ja että fragmentin
U1 laajentaminen kaksiulotteiseksi johtaa tämäkin epäratkeavaan logiikkaan. Ratkeamat-
tomuustulokset osoitetaan reduktioina tiilausongelmaan samoin kuin Hellan ja Kuusiston
julkaisussa [7] vuodelta 2014, jossa uniformi yksiulotteinen fragmentti (ilman yhtäsuu-
ruutta) on alun perin esitelty.

Tutkimus kahden muuttujan logiikan yleistyksistä on pysynyt aktiivisena. Kieroński ja
Kuusisto ovat tutkineet pelkästään yksiulotteisen fragmentin ratkeavuutta rajoitettuna
puu- ja sanamalleihin julkaisuissaan vuosilta 2022 [10] ja 2017 [11]. Ratkeavuuden raja-
pintaa kahden- ja kolmen muuttujan logiikoille on käsitelty Fiukin ja Kierońskin toimesta
vuoden 2023 julkaisussa [2]. Kuusiston vuoden 2016 julkaisu [13] on katsausartikkeli uni-
formista yksiulotteisesta logiikasta U1. Myös logiikan U1 ilmaisuvoimaa on kyetty paran-
tamaan. Esimerkiksi Kierońskin ja Kuusiston julkaisussa [12] logiikka U1 on varustettuna
sisäänrakennetuilla relaatioilla. Fiukin ja Kierońskin vuoden 2025 julkaisussa [3] tutkitaan
logiikan U1 laajennuksia alternoivilla kvanttoreilla. Jaakkolan ja Kuusiston julkaisussa [8]
vuodelta 2023 käsitellään yleisesti ensimmäisen kertaluvun logiikan ratkeavuutta.
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2 Fragmentti

Uniformi yksiulotteinen fragmentti U1 yleistää kahden muuttujan logiikkaa FO2 siten,
että muuttujien lukumäärää ei ole mitenkään rajoitettu [9]. Sen sijaan rajoituksia kohdis-
tetaan kvantifiointiin. Näitä rajoituksia ei ole sellaisinaan asetettu logiikkaan FO2, mutta
kahden muuttujan rajoitus käytännössä tarkoittaa, että FO2:ssa joudutaan noudattamaan
logiikan U1 kvantifioimissääntöjä [9].

Luvussa oletetaan lukijalta predikaattilogiikan tuntemusta [6].

2.1 Uniformisuus

Fragmentissa saa rajoituksetta (samoin kuin ensimmäisen kertaluvun logiikassa) käyttää
yksipaikkaisia predikaattisymboleja, mutta jos halutaan kvantifioida kaava, jossa esiintyy
monipaikkaisia predikaatteja, vaaditaan predikaateissa esiintyviltä muuttujilta uniformi-
suutta. Tämä tarkoittaa, että jokaisessa monipaikkaisessa predikaatissa täytyy esiintyä
täsmälleen samat muuttujat.

Kaavan φ vapaiden muuttujien joukkoa merkitään free(φ). Lisäksi atomikaavalla tarkoi-
tetaan joko muotoa x1 = x2 tai R(x1, . . . , xk) olevia kaavoja, jossa R on k-paikkainen
predikaattisymboli. Aakkostot ovat tutkielmassa aina relationaalisia.

Määritelmä 2.1. Olkoon V äärellinen muuttujasymbolien joukko. Joukko atomikaavoja G
on V -uniforminen, jos kaikilla ψ ∈ G pätee, että

free(ψ) = V.

Uniformin kvantifioinnin täsmällinen määritelmä esitellään myöhemmin, mutta edellä ole-
van kuvauksen perusteella voidaan jo katsoa esimerkkejä uniformisesta kvantifioinnista.

Esimerkki 2.2. Eri paikkalukujen predikaatteja R(x1, . . . , xn) ja S(x1, . . . , xm), joissa siis
n ̸= m ja n,m > 1, voidaan kvantifioida yhdessä vain, jos suurempipaikkaisen predikaatin
muuttujissa esiintyy toistoa. Esim. kaavaa R(x, y, z)∧S(x, y) ei voi kvantifioida, jos x, y, z
ovat eri muuttujasymboleja. Sen sijaan R(x, y, y) ∧ S(x, y) voitaisiin kvantifioida.

Esimerkki 2.3. Yksipaikkaiset predikaatit ja yhtäsuuruusatomit eivät vaikuta uniformi-
suusehdon toteutumiseen. Esim. kaava

T (z) ∧ z = x ∧R(x, y, y) ∧ S(x, y)

voitaisiin kvantifioida.
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2.2 Yksiulotteisuus

Toinen kvantifiointia koskeva rajoite on yksiulotteisuus. Tämä tarkoittaa, että kvanti-
fiointi on aina tehtävä kaikille paitsi yhdelle muuttujalle samanaikaisesti käyttäen samaa
kvanttoria (joko ∀ tai ∃). Myös kahden muuttujan logiikan kvantifioinnissa jää aina kor-
keintaan yksi vapaa muuttuja. Ennen kuin fragmentti U1 voidaan määritellä tarkasti,
tarvitaan seuraava määritelmä.

Määritelmä 2.4. Kaavajoukosta F muodostettu Boolen kombinaatio on mikä tahansa seu-
raavalla rekursiolla saatu kaava.

i) Kaikki φ ∈ F ovat F :n Boolen kombinaatioita.

ii) Jos φ ja ψ ovat F :n Boolen kombinaatioita, niin φ∧ψ on F :n Boolen kombinaatio.

iii) Jos φ on F :n Boolen kombinaatio, niin ¬φ on F :n Boolen kombinaatio.

Määritelmä 2.5. U1-kaavat aakkostossa τ määritellään seuraavasti.

1) vi = vj on U1-kaava kaikilla i, j ∈ N.

2) R(vi) on U1-kaava kaikilla yksipaikkaisilla R ∈ τ .

3) Jos φ ja ψ ovat U1-kaavoja, niin ¬φ ja φ ∧ ψ ovat U1-kaavoja.

4) Olkoon F joukko U1-kaavoja, ja olkoon V -uniforminen joukko atomikaavoja G jolla-
kin muuttujien joukolla V . Jos φ(x0, . . . , xk) on Boolen kombinaatio joukosta F∪G,
ja free(φ) = {x0, . . . , xk}, niin

∀x0 . . . ∀xkφ ja ∀x1 . . . ∀xkφ

ovat U1-kaavoja, joista jälkimmäiseen jää yksi vapaa muuttuja x0. Jälkimmäisen
kaavan muodostamiseksi on myös luonnollista olettaa, että k ≥ 1.

Kaavanmuodostussäännöt sallivat negaation käytön, joten

¬(∀x1 . . . ∀xk¬φ) ⇔ ∃x1 . . . ∃xkφ

on myös U1-kaava, eli eksistenssikvanttoria voidaan käyttää samoin rajoituksin. Lisäksi
Boolen sulkeuma mahdollistaa myös konnektiivien ∨, → ja ↔ käyttämisen.

Esimerkki 2.6. Olkoon f kaksipaikkainen funktio. Jos merkitään funktiota f tavanomai-
sessa relationaalisessa muodossa

Rf (x, y, z) ⇔ f(x, y) = z,

niin funktionaalisuuden määrittely logiikassa U1 on hankalaa, sillä edes kaavaa

∀x∀y∃zRf (x, y, z)
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ei pystytä muodostamaan, koska ensimmäisenä tehtävä kvantifiointi ∃ jättäisi kaksi va-
paata muuttujaa. Yksipaikkaisella funktiolla edellisen kaltainen kaava pystyttäisiin muo-
dostamaan, mutta funktionaalisuus vaatii myös yksikäsitteisyyden

∀x∀y∀z(Rf (x, z) ∧Rf (y, z) → x = y).

Tätä kvantifiointia ei voi tehdä, sillä se rikkoo uniformisuusehtoa: monipaikkaisissa pre-
dikaateissa esiintyy eri joukot muuttujia {x, z} ̸= {y, z}. Kahden muuttujan logiikassa
FO2 molemmat ongelmat toistuvat, mutta selityksenä on vain muuttujien lukumäärä.
Funktionaalisuuden määritteleminen osoitetaan myöhemmin mahdottomaksi esimerkissä
4.17.

Tällaisissa fragmenteissa on siis rajuja rajoituksia. Seuraava esimerkki antaa osviittaa,
mitä heikomman ilmaisuvoiman logiikoilla voidaan tästä huolimatta tehdä.

Esimerkki 2.7. Kuvitellaan tilanne, jossa kaupunkisuunnittelija haluaa taata suotuisia
ominaisuuksia jalankulkijoille ja samalla optimoida rakennuskustannuksia. Olkoot predi-
kaatit

K(a): a on kortteli,

A(e): e on autotie,

J(e): e on joki,

Y (e, a, b): esteen e yli pääsee korttelista a kortteliin b,

S(e, a, b): esteen e yli on suojatie korttelista a kortteliin b,

B(e, a, b): esteen e yli on silta korttelista a kortteliin b.

Näille on suoraviivaista aksiomatisoida, että K, A ja J ovat erilliset ja kattavat koko
universumin, ja että a ja b ovat relaatioissa Y , S ja B aina eri kortteleita. Lisäksi seuraavat
tulisi aksiomatisoida:

∀e∀a∀b(Y (e, a, b) ↔ (S(e, a, b) ∨B(e, a, b))) ja

∀e∀a∀b(S(e, a, b) → A(e)).

Lisäämällä uusia predikaattisymboleja kaupunkisuunnittelija voi nyt aksiomatisoida ole-
massa olevan kaupungin esim. korttelit k1, k2 ja suojatien näiden välille aksioomilla

∃a(K(a) ∧ ki(a) ∧ ∀b((ki(a) ∧ ki(b)) → a = b)) ja

∃e∃a∃b(k1(a) ∧ k2(b) ∧ S(e, a, b)).

On myös mahdollista määritellä kaava ”reitin k1, . . . , kn pystyy kulkemaan jalan”:

n−1∧
i=1

∃e∃a∃b(ki(a) ∧ ki+1(b) ∧ Y (e, a, b))
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Suunnittelija voi luetella myös muita haluamiaan aksioomia esim. ”jos on jo silta, ei tarvita
suojatietä”:

∀e∀a∀b(B(e, a, b) → ¬S(e, a, b))

tai ”jos kaikista kaupunginosan Ki on kortteleista täytyy päästä siltaa pitkin johonkin
muuhun kaupunginosan kortteliin, niin rakennetaan vain yksi silta koko kaupunginosan
läpi”:

∀a∃b∃e(Ki(a) ∧Ki(b) ∧B(e, a, b)) → ∃s∀e(∃a∃b(Ki(a) ∧Ki(b) ∧B(e, a, b)) → e = s).

Aksioomien lukumäärä on jossakin vaiheessa liian suuri ihmisen käsiteltäväksi, ja tarvi-
taan automaatiota tutkimaan esimerkiksi, onko suunnittelija määritellyt vahingossa risti-
riidan tai millä muutoksilla kaupunkiin on mahdollista rakentaa jokin aksioomat toteut-
tava reitti.

Esimerkin kaikki kaavat olivat U1-kaavoja, ja myöhemmin osoitetaan, että U1 on ratkea-
va. Seuraavassa aliluvussa näytetään, että tällaiset (ratkeavassa logiikassa määriteltävät)
kysymykset voidaan todella automatisoida.

2.3 Ratkeavuus

Rajoituksia ensimmäisen kertaluvun logiikalle ei aseteta huvin vuoksi. Näillä pyritään
saavuttamaan fragmentteja, jotka käyttäytyvät ennustettavammin esimerkiksi automaa-
tion näkökulmasta (varmuudella pysähtyvät algoritmit). Ratkeavuus on tällainen logiikan
ominaisuus.

Aliluvussa esiintyvän logiikan oletetaan olevan Boolen suljettu, mutta tätä voidaan tarvit-
taessa keventää jotain tiettyä fragmenttia varten, jotta tämän aliluvun tulokset voidaan
johtaa.

Määritelmä 2.8. Logiikka on ratkeava (eng. decidable), jos on olemassa algoritmi, joka
kertoo jokaisesta kyseisen logiikan kaavasta, onko olemassa ainakin yksi kaavan toteuttava
malli ja tulkinta. Kaavan sanotaan olevan toteutuva (eng. satisfiable), jos malli ja tulkinta
ovat olemassa. Algoritmi siis kertoo, onko syötteenä annettu kaava toteutuva vai ei.

Määritelmä 2.9. Olkoot Σ jonkin logiikan kaavajoukko sekä lause φ. Jos kaikilla tulkin-
noilla pätee

jos kaikki Σ:n kaavat ovat tosia, niin φ on tosi,

niin sanotaan, että φ on kaavajoukon Σ looginen seuraus, ja tätä merkitään

Σ ⊨ φ.

Jos logiikka on ratkeava, sen lauseiden todistaminen voidaan automatisoida seuraavasti.

Lause 2.10. Olkoon ratkeava logiikka, äärellinen kaavajoukko sen kaavoja Σ sekä logiikan
lause φ. Voidaan ratkaista algoritmisesti, päteekö Σ ⊨ φ.
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Todistus. Ratkeavuusalgoritmin avulla voidaan selvittää toteutuvuus kaavalle∧
ψ∈Σ

ψ ∧ ¬φ.

Jos kaava on toteutuva, on olemassa Σ:n malli ja tulkinta, jotka toteuttavat kaavan ¬φ,
joten tiedetään, että Σ ⊭ φ. Jos kaava ei ole toteutuva, kaikkien Σ:n malli-tulkinta -parien
täytyy toteuttaa φ. Toisin sanoen Σ ⊨ φ.

Seuraava määritelmä ja tulos antavat selkeän strategian logiikan ratkeavuuden osoittami-
selle.

Määritelmä 2.11. Logiikalla on äärellisen mallin ominaisuus (eng. finite model proper-
ty), jos sen jokaisella toteutuvalla kaava-tulkinta-parilla on olemassa kaavan toteuttava
äärellinen malli.

Lause 2.12. Jos logiikalla on täydellinen rekursiivisesti lueteltava päättelyjärjestelmä sekä
äärellisen mallin ominaisuus, se on ratkeava.

Todistus. Riittää siis muodostaa algoritmi, joka kertoo, onko jokin kaava

φ(x1, . . . , xk)

toteutuva. Suoritetaan rinnakkain kahta algoritmia (suoritetaan vuorotellen aina yksi as-
kel kumpaakin). Ensimmäinen käy läpi äärellisiä malleja ja tulkintoja, ja tarkistaa to-
teuttavatko ne kaavan φ. Toinen käy läpi kaikkia mahdollisia logiikassa muodostettavia
päättelyjä, ja tarkistaa aina, onko päättely pätevä todistus lauseelle

¬∃x1, . . . ,∃xkφ(x1, . . . , xk).

Keskeistä on, että algoritmit käyvät jossakin järjestyksessä kaikki mahdolliset mallit ja
päättelyt. Jälkimmäiseen tarvitaan logiikan päättelyjärjestelmän rekursiivinen enumeroi-
tuvuus1.

Jos φ on toteutuva, ensimmäinen algoritmi löytää äärellisen mallin (äärellisen mallin
ominaisuuden nojalla), ja saadaan myönteinen vastaus. Jos φ ei ole toteutuva, toinen
algoritmi tulee päättelyjärjestelmän täydellisyyden (tarkoittaen, että kaikki todet lauseet
ovat pääteltävissä ja toisinpäin) nojalla löytämään todistuksen negaatiolle, ja saadaan
kielteinen vastaus.

Algoritmia voidaan selkeyttää, jos tiedetään yläraja äärellisen mallin (universumin) kardi-
naliteetille. Tällöin nimittäin algoritmissa riittää vain etsiä äärellistä mallia tähän rajaan
asti, ja negaation todistuksen etsiminen voidaan jättää pois.

Seuraavaksi tullaan osoittamaan, että fragmentilla U1 on äärellisen mallin ominaisuus.
Artikkelissa [9] on tämän lisäksi osoitettu, että edellisen huomautuksen mukainen yläraja
suhteessa tutkittavan kaavan φ pituuteen on olemassa logiikalle U1.

1Toisen algoritmin suorittamiseksi logiikassa täytyy myös kyetä kvantifioimaan edellä vaaditulla ta-
valla. Tämän voi kiertää todistuksen jälkeen esitetyllä huomautuksella tai määrittelemällä tarvittavat
määritelmät lauseille kaavojen sijaan.
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3 Scottin normaalimuoto

Keskeinen osa ratkeavuustodistusta on muuttaa mielivaltainen U1-kaava helpommin lä-
hestyttävään muotoon, ja osoittaa, että tämän toteutumisesta seuraa alkuperäisen kaavan
toteutuminen. Osoittautuu, että Scottin normaalimuoto vastaa tähän tarpeeseen. Kuusis-
ton ja Lutzin julkaisussa [14] on esitys Scottin muunnoksen yleistyksestä, jonka yksityis-
kohtia avataan tässä luvussa. Scottin muunnosta on käytetty myös kahden muuttujan
logiikan ratkeavuuden osoittamiseksi [4].

3.1 Valmistelu

Scottin normaalimuoto nojaa seuraavaan määritelmään.

Määritelmä 3.1. Olkoon F joukko yksipaikkaisia atomikaavoja ja yhtäsuuruusatomeja, ja
olkoon G V -uniforminen joukko atomikaavoja jollakin muuttujien joukolla V . Tällöin U1-
matriisi on Boolen kombinaatio joukosta F ∪ G. U1-matriisi on siis kvanttoriton kaava,
jossa saa esiintyä monipaikkaisia relaatiosymboleja.

Huomautus. Jos tässä kappaleessa etuliite U1 jätetään pois, niin matriisilla tarkoitetaan
vastaavanlaista kvanttoritonta kaavaa, mutta logiikan U1 kaavoista poiketen joukossa F
saa esiintyä myös nollapaikkaisia predikaatteja. Tätä perustellaan myöhemmin.

Määritelmä 3.2. U1-kaava on Scottin normaalimuodossa, jos se on lause, ja joillakin
m∃,m∀ ∈ N kaava on muotoa∧

1≤i≤m∃

∀x∃y1 . . . ∃ykiφ∃
i ∧

∧
1≤i≤m∀

∀x1 . . . ∀xliφ∀
i ,

jossa alikaavat φ∃
i ja φ∀

i ovat U1-matriiseja.

Tällaisen kaavan toteutumisen tutkiminen on huomattavasti helpompaa kuin mielivaltai-
sen U1-kaavan, sillä tässä riittää tutkia vain ∃-matriisien φ∃

i ja ∀-matriisien φ∀
i toteutu-

mista näitä vastaavien kvantifiointien vaatimalla tavalla.

Määritelmä 3.3. Olkoon φ kaava. Kaavan φ alikaava ψ on sidottu matriisi, jos se on
muotoa

ψ(x) = Qy1 . . . Qykχ(x, y1, . . . , yk),

tai
ψ = Qy1 . . . Qykχ(y1, . . . , yk),

joka on alun perin saatu määritelmän 2.5 kaavanmuodostussäännöstä 4, jossa χ on matriisi
(ks. edellinen huomautus), ja joissa kvantifiointi Q on joko ∀ tai ∃.

Yksiulotteisuuden nojalla kaavanmuodostussäännöstä 4 tulee aina kaava, jossa on kor-
keintaan yksi vapaa muuttuja. Näin ollen sidotuissa matriiseissakin on vain joko yksi tai
ei yhtään vapaata muuttujaa.
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Esimerkki 3.4. Aikaisemman kaupunkisuunnitteluesimerkin 2.7 viimeisessä kaavassa

∀a∃b∃e(Ki(a) ∧Ki(b) ∧B(e, a, b)) → ∃s∀e(∃a∃b(Ki(a) ∧Ki(b) ∧B(e, a, b)) → e = s)

on kaksi sidottua matriisia

ψ1(a) = ∃b∃e(Ki(a) ∧Ki(b) ∧B(e, a, b)) ja

ψ2(e) = ∃a∃b(Ki(a) ∧Ki(b) ∧B(e, a, b)).

Kiinnitetään jonkin aakkoston τ mielivaltainen U1-kaava φ. Jokaista kaavan φ sidottua
matriisia ψ kohti tullaan seuraavaksi laajentamaan käytössä olevaa aakkostoa τ joko nolla-
tai yksipaikkaisilla predikaattisymboleilla Pψ, riippuen sidotun matriisin ψ vapaiden muut-
tujien lukumäärästä.

Määritelmä 3.5. Jos sidotulla matriisilla ψ on yksi vapaa muuttuja, predikaatin Pψ mää-
rittelevä kaava σψ on

∀x(Pψ(x) ↔ ψ(x)).

Jos ψ:llä ei ole vapaita muuttujia (eli ψ on nollapaikkainen), niin määrittelevä kaava on

σψ = Pψ ↔ ψ,

jossa Pψ on nollapaikkainen.

Edellisessä huomautuksessa jo alustettiin, että kaavat joissa on nollapaikkaisia predikaat-
teja, eivät määritelmän mukaan ole U1-kaavoja. Nämä kuitenkin parhaiten vastaavat al-
kuperäistä nollapaikkaista kaavaa ψ. Nollapaikkaiset predikaatit nimittäin tulkitaan vain
totuusarvoina.

Määritelmä 3.6. Kaksi kaavaa φ ja ψ ovat yhtätoteutuvia (eng. equisatisfiable), jos toisen
toteutuvuudesta seuraa aina toisen toteutuvuus. Toisin sanoen toisella kaavalla on malli
ja tulkinta, jos ja vain jos toisellakin on.

Palataan mielivaltaiseen U1-kaavaan φ. Jos kaavassa on vapaita muuttujia, ne voidaan
kvantifioida määritelmän1 2.5 säännöllä 4 kvanttorilla ∃, josta saadaan yhtätoteutuva
U1-lause. Toisin sanoen voidaan olettaa, että kaavassa φ ei ole vapaita muuttujia.

Tehdään edellä kuvattu aakkoston laajennus jollekin kaavan φ sidotulle matriisille ψ. Uusi
predikaattisymboli Pψ sijoitetaan kaavaan φ alikaavan ψ paikalle, ja merkitään

φ1 = φ[Pψ(x)/ψ(x)],

tai jos ψ:llä ei ole vapaita muuttujia, niin

φ1 = φ[Pψ/ψ].

Tällainen sijoitus siis korvaa kaavasta sidotun matriisin predikaatilla, jolloin kaavasta
poistuu kvanttoreita. Tällöin uuteen kaavaan φ1 saattaa syntyä uusi sidottu matriisi.

1Tässä tilanteessa määritelmän 2.5 uniformi joukko G = ∅.
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Esimerkki 3.7. Jos merkitään edellisen esimerkin 3.4 sidottuja matriiseja edelleen symbo-
leilla ψ1 ja ψ2, niin esimerkin 2.7 viimeinen kaava on

φ = ∀a(ψ1(a)) → ∃s∀e(ψ2(e) → e = s).

Jos tähän nyt sijoitetaan Pψ1 , niin saadaan kaava

φ1 = ∀a(Pψ1(a)) → ∃s∀e(ψ2(e) → e = s).

ja huomataan, että kaavaan φ1 syntyi uusi sidottu matriisi

ψ3 = ∀a(Pψ1(a)).

Toistetaan tätä rekursiivisesti aina saadulle kaavalle, eli asetetaan φ0 = φ ja τ0 = τ , ja
jos n ∈ N, niin

• lisätään aakkostoon τn jotakin φn:n sidottua matriisia ψ vastaava uusi predikaatti-
symboli Pψ, josta saadaan τn+1 = τn ∪ {Pψ}, ja

• sijoitetaan uusi symboli kaavaan φn sidotun matriisin ψ paikalle, josta saadaan kaava
φn+1. Siis jos ψ:llä on vapaa muuttuja,

φn+1 = φn[Pψ(x)/ψ(x)],

ja muuten
φn+1 = φn[Pψ/ψ].

Huomautus. Jos ψ on nollapaikkainen, predikaatin Pψ sijoitus asettaa kaavan φn+1 lo-
giikan U1 ulkopuolelle, sillä nollapaikkaiset predikaatit eivät ole sallittuja. Lopuksi nämä
korvataan yksipaikkaisilla predikaateilla sekä aksiomatisoinnilla, joka asettaa nämä yk-
sipaikkaiset predikaatit joko todeksi tai epätodeksi koko universumissa, jotta päästään
takaisin U1-kaavoihin, ja säilytetään nollapaikkaisten relaatioiden kaksiarvoinen käyttäy-
tyminen.

Rekursio siis jatkuu kunnes φn jollakin n ∈ N on enää jokin Boolen kombinaatio nolla-
paikkaisia predikaatteja Pψ ∈ τn. Näin tulee lopulta tapahtumaan, koska äärellinen kaava
lyhenee koko ajan, ja koska alussa oletettiin, että φ:llä ei ole vapaita muuttujia, eli alussa
φ on Boolen kombinaatio joistakin säännöllä 4 saaduista nollapaikkaisista kaavoista.

Muodostetaan lisäksi samalla joukko Sn, johon rekursion jokaisessa vaiheessa n kerryte-
tään jokaisen uuden predikaatin Pψ määrittelevä kaava σψ. Eli aluksi S0 = ∅, ja tämän
jälkeen

Sn+1 = Sn ∪ {σψ},

jossa ψ on vaiheessa n + 1 valittu sidottu matriisi. Rekursion lopuksi Sn koostuu siis
jokaisen sidotun matriisin määrittelevistä kaavoista.

Esimerkki 3.8. Jatketaan predikaattien sijoittamista edellisen esimerkin kaavaan

φ1 = ∀a(Pψ1(a)) → ∃s∀e(ψ2(e) → e = s).
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Edetään sijoittamisessa sijoittamalla vaikkapa ensin sidottu matriisi ψ2, ja sitten järjes-
tyksessä vasemmalta oikealle, josta saadaan seuraava ketju kaavoja:

φ2 = ∀a(Pψ1(a)) → ∃s∀e(Pψ2(e) → e = s),

φ3 = Pψ3 → ∃s∀e(Pψ2(e) → e = s),

φ4 = Pψ3 → ∃s(Pψ4(s)),

φ5 = Pψ3 → Pψ5 ,

joista viimeinen on halutunlainen Boolen kombinaatio (kun kirjoitetaan konjunktio impli-
kaatiomuodossa). Määrittelevien kaavojen joukko on lopuksi

S5 =


∀x(Pψ1(x) ↔ ψ1(x)),
∀x(Pψ2(x) ↔ ψ2(x)),

Pψ3 ↔ ψ3,
∀x(Pψ4(x) ↔ ψ4(x)),

Pψ5 ↔ ψ5,

.

3.2 Muunnos

Seuraavaksi rakennetaan alkuperäisen kaavan kanssa yhtätoteutuva kaava, joka voidaan
muokata Scottin normaalimuotoon. Osoitetaan siis ensin, että rekursiossa kerätyistä kaa-
voista voidaan muodostaa alkuperäisen kaavan φ kanssa yhtätoteutuva U1-lause.

Apulause 3.9. Olkoon φn jokin edellisen rekursion kaava. Kaikilla laajennetun aakkoston
τn malleilla A,

jos A ⊨ φn ∧
∧

σψ∈Sn

σψ, niin A↾τ ⊨ φ.

Todistus. Todistetaan väite induktiolla n:n suhteen. Selvästi väite pätee, kun n = 0 eli
kun φn = φ ja Sn = ∅. Oletetaan siis, että väite pätee jollakin n. Voidaan lisäksi olettaa,
että n ei ole rekursion viimeinen vaihe eli kaavassa φn on vielä jokin sidottu matriisi.
Olkoon siis

A ⊨ φn+1 ∧
∧

σ∈Sn+1

σ.

Olkoon σψ vaiheessa n+ 1 joukkoon Sn lisätty määrittelevä kaava eli

{σψ} = Sn+1 \ Sn.

Koska A ⊨ σψ, niin kaikilla a ∈ A

A ⊨ ψ[a] jos ja vain jos a ∈ PA
ψ

(tai jos vapaata muuttujaa ei ole, A ⊨ ψ jos ja vain jos P A
ψ on tosi, ks. määritelmä 3.5.),

ja tällöin koska A ⊨ φn+1, niin A ⊨ φn. Lisäksi koska Sn ⊆ Sn+1, niin

A ⊨ φn ∧
∧
σ∈Sn

σ.

Induktio-oletuksen mukaan A↾τ ⊨ φ.
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Tiukemmin muotoiltuna väitteen implikaatio pätee toiseenkin suuntaan. Täytyy olettaa,
että laajennetun aakkoston malli toteuttaa määrittelevät kaavat σψ, kuten seuraavassa
todistuksessa tehdään. Tämä kuitenkin riittää yhtätoteutuvuuden osoittamiseksi.

Apulause 3.10. Jos A′ ⊨ φ, niin on olemassa laajennetun aakkoston τn malli A, jolla
A↾τ = A′, ja

A ⊨ φn ∧
∧

σψ∈Sn

σψ.

Todistus. Otetaan mallin A lähtökohdaksi malli A′, ja tulkitaan uudet predikaattisymbolit
määrittelevien kaavojen kautta eli siten, että

A ⊨
∧

σψ∈Sn

σψ.

Tämä voidaan tehdä ristiriidatta, koska jokaista määrittelevää kaavaa vastaa yksi predi-
kaattisymboli. Koska muita muutoksia ei tehdä, saadaan A↾τ = A′. Tällöin A ⊨ φ0. Teh-
dään induktio-oletus, että jollakin k < n pätee A ⊨ φk. Samoin kuin edellisen apulauseen
todistuksessa koska A ⊨ σψ kaavalla

{σψ} = Sk+1 \ Sk ⊆ Sn,

niin induktio-oletuksen mukaan A ⊨ φk+1. Koko induktion nojalla A ⊨ φn.

Apulause 3.11. Jos kaavalla ψ on yksi vapaa muuttuja, sidotun matriisin määrittelevä
kaava2

σψ = ∀x(Pψ(x) ↔ Qy1 . . . Qykχ(x, y1, . . . , yk))

on yhtäpitävä kaavan

σ′
ψ = ∀xQy1 . . . Qyk(Pψ(x) → χ(x, y1, . . . , yk)) ∧

∀xQ′y1 . . . Q
′yk(χ(x, y1, . . . , yk) → Pψ(x))

kanssa, jossa kvanttori Q′ ∈ {∀,∃} \ {Q}.

Todistus. Kaavan σ′
ψ ensimmäinen konjunkti on yhtäpitävä kaavan σψ implikaation va-

semmalta oikealle kanssa, joka nähdään siirtämällä kvanttorit ulos suluista. Jäljelle jää
osoittaa, että kaavat

∀x(Qy1 . . . Qykχ(x, y1, . . . , yk) → Pψ(x)) ja

∀xQ′y1 . . . Q
′yk(χ(x, y1, . . . , yk) → Pψ(x))

ovat yhtäpitäviä. Kirjoittamalla implikaatio disjunktiomuodossa saadaan ensimmäisen
kaavan kanssa yhtäpitävä kaava

∀x(¬Qy1 . . . Qykχ(x, y1, . . . , yk) ∨ Pψ(x)).
2Muistutuksena tässä siis Qy1 . . . Qykχ(x, y1, . . . , yk) = ψ(x) (ks. määritelmät 3.3 ja 3.5).
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Alkaen ensimmäisestä kvanttorista Q voidaan negaatiota hyödyntäen kirjoittaa yksi ker-
rallaan kvanttorin Q′ avulla:

∀x(Q′y1¬Qy2 . . . Qykχ(x, y1, . . . , yk) ∨ Pψ(x)),

ja päästään lopulta yhtäpitävään kaavaan

∀x(Q′y1 . . . Q
′yk¬χ(x, y1, . . . , yk) ∨ Pψ(x)).

Tästä voidaan siirtää kvanttorit Q′ sulkujen ulkopuolelle ja kirjoittaa disjunktio takaisin
implikaatioksi, jolloin saadaan toinen kaava.

Määrittelevälle kaavalle σψ, jossa ψ:llä ei ole vapaita muuttujia (ks. määritelmä 3.5) voi-
taisiin samankaltaisesti tehdä edellinen kvanttorien järjestely, mutta ennen tätä korvataan
nollapaikkaiset predikaatit yksipaikkaisilla.

Jokaisella σψ, jossa ψ on nollapaikkainen, korotetaan predikaatin Pψ paikkalukua yhdellä,
ja asetetaan

σ′′
ψ = ∀x(Pψ(x) ↔ ψ) ∧ (∀xPψ(x) ↔ ∃xPψ(x)),

jossa jälkimmäinen konjunkti sanoo vain, että relaatio Pψ on joko tosi tai epätosi koko
universumissa, ja ensimmäinen konjunkti asettaa tämän riippumaan kaavan ψ totuudesta.
Tämä vastaa nollapaikkaisten predikaattien käyttäytymistä ilmaistuna logiikassa U1, ja
on selvästi yhtätoteutuva kaavan σψ kanssa.

Kaavan σ′′
ψ ensimmäiseen konjunktiin voidaan suoraan soveltaa edellistä apulausetta 3.11.

Lisäksi toinen konjunkti voidaan viedä yhtäpitävään muotoon

∀x(Pψ(x) ↔ ∃xPψ(x)),

jolloin tähänkin voidaan soveltaa apulausetta 3.11. Merkitään σ ′
ψ:llä myös kaavasta σ′′

ψ

saatua yhtäpitävää kaavaa (eli kaavaa σ′′
ψ, jonka molempiin konjunkteihin on sovellettu

lausetta 3.11).

Samalla kun määritteleviin kaavoihin korotettiin nollapaikkaisten predikaattien paikka-
lukua yhdellä, niin tehdään tämä myös rekursion viimeiselle kaaavlle φn, jolloin tästä
tulee Boolen kombinaatio kaavoista Pψ(x), joissa on kaikissa sama muuttuja x joillakin
nollapaikkaisilla ψ. Lisätään kvantifiointi ∀x, ja kutsutaan saatua kaavaa φ′

n:ksi.

Apulauseiden 3.9 ja 3.10 kaavan alikaavat φn ja σψ voidaan nyt esittää yhtäpitävissä
muodoissaan φ′

n ja σ′
ψ, eli jakaa apulauseiden kaava konjunkteihin, joiden eteen tulee

apulauseen 3.11 mukaisesti joko kvantifiointi

∀x∃y1, . . . ,∃yk tai ∀x∀y1, . . . ,∀yk.

Konjunktion liitännäisyyden ja vaihdannaisuuden nojalla kaavan

φ′
n ∧

∧
σψ∈Sn

σ′
ψ

konjunktit voidaan uudelleenjärjestää kaavaksi, joka on Scottin normaalimuodossa∧
1≤i≤m∃

∀x∃y1 . . . ∃ykiφ∃
i ∧

∧
1≤i≤m∀

∀x1 . . . ∀xliφ∀
i .
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Koska φ′
n ja σ′

ψ ovat logiikan U1 lauseita, niin myös uudelleenjärjestelty kaava on U1-lause.

Tässä vaiheessa voidaan perustella, miksi jouduttiin käyttämään väliaikaisesti nollapaik-
kaisia predikaatteja. Jos tarpeeksi syvällä olevan nollapaikkaisen sidotun matriisin pai-
kalle olisi sijoitettu yksipaikkainen predikaatti, oltaisiin saatettu aiheuttaa kaksiulotteista
kvantifiointia vaativia kaavoja. Jos taas nollapaikkaisen sidotun matriisin paikalle olisi si-
joitettu valmiiksi kvantifioitu kaava ∀xPψ(x), oltaisiin luotu uusi kvanttori potentiaalisen
uuden syntyvän sidotun matriisin sisälle mahdollisesti aiheuttaen, ettei uutta sidottua
matriisia syntyisikään.

Määritelmä 3.12. Edellistä uudelleenjärjesteltyä kaavaa kutsutaan alkuperäisen kaavan φ
muunnokseksi Scottin normaalimuotoon, ja tätä merkitään Sc(φ).

Esimerkki 3.13. Jatketaan esimerkkiä 3.8 muuntamalla kaava Scottin normaalimuotoon.
Esimerkissä jäi jäljelle Boolen kombinaatio

φ5 = Pψ3 → Pψ5

sekä viisi määrittelevää kaavaa. Merkitään sidotun matriisin ψi matriisia χi:llä, eli

ψ1(a) = ∃b∃e(χ1(e, a, b)),

ψ2(e) = ∃a∃b(χ2(e, a, b)),

ψ3 = ∀a(χ3(a)),

ψ4(s) = ∀e(χ4(e, s)),

ψ5 = ∃s(χ5(s)).

Kaavat σψ1 ja σψ2 päätyvät molemmat lauseen 3.11 muotoon

σ′
ψi

= ∀x∃y∃z(Pψi(x) → χi(x, y, z)) ∧ ∀x∀y∀z(χi(x, y, z) → Pψi(x)),

ja samoin kaavalle σψ4

σ′
ψ4

= ∀x∀y(Pψ4(x) → χ4(x, y)) ∧ ∀x∃y(χ4(x, y) → Pψ4(x)),

kun taas toisissa sidotuissa matriiseissa ei ole vapaata muuttujaa, jolloin lisätyn predikaa-
tin paikkalukua täytyy korottaa, ja se täytyy aksiomatisoida. Lisäksi lausetta 3.11 täytyy
soveltaa kahdessa osassa. Tästä saadaan

σ′
ψ3

= ∀x∀y(Pψ3(x) → χ3(y)) ∧ ∀x∃y(χ3(y) → Pψ3(x)) ∧
∀x∃y(Pψ3(x) → Pψ3(y)) ∧ ∀x∀y(Pψ3(y) → Pψ3(x)),

ja vastaavasti

σ′
ψ5

= ∀x∃y(Pψ5(x) → χ5(y)) ∧ ∀x∀y(χ5(y) → Pψ5(x)) ∧
∀x∃y(Pψ5(x) → Pψ5(y)) ∧ ∀x∀y(Pψ5(y) → Pψ5(x)).

On huomion arvoista, että näiden kahden kaavan kaksi jälkimmäistä konjunktia ovat
tautologioita, ja voitaisiin sivuuttaa. Lopuksi kaava φ5 muutetaan muotoon

φ′
5 = ∀x(Pψ3(x) → Pψ5(x)).

Konjunktiosta φ′
5 ∧ σ′

ψ1
∧ · · · ∧ σ′

ψ5
on nyt suoraviivaista ryhmitellä kahdenlaiset kvanti-

fionnit, josta saadaan Scottin normaalimuoto.
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Edellä esitettyjen apulauseiden avulla voidaan nyt osoittaa logiikan U1 äärellisen mal-
lin ominaisuus seuraavasti. Olkoon toteutuva U1-kaava φ, eli A′ ⊨ φ jollakin A′. Tällöin
apulauseen 3.10 nojalla on olemassa laajennetun aakkoston malli A ⊨ Sc(φ). Osoitetaan
tämän pohjalta, että on olemassa äärellinen malli B ⊨ Sc(φ). Apulauseen 3.9 mukaan
B↾τ ⊨ φ, eli on olemassa alkuperäisen aakkoston äärellinen malli, joka toteuttaa alku-
peräisen kaavan φ. Äärellisen mallin B olemassaolon osoittaminen ei ole suoraviivaista.
Seuraavassa luvussa esitetään, miten tämä vaihe toteutetaan.
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4 Äärellisen mallin ominaisuus

Edellisen kappaleen lopun mukaisesti voidaan olettaa, että

A ⊨ φ

jollakin Scottin normaalimuodossa olevalla lauseella φ (ks. määritelmä 3.2). Seuraavak-
si rakennettavan äärellisen mallin B riittää toteuttaa jokainen Scottin normaalimuodon
konjunkti, eli kvantifioitu ∀- ja ∃-matriisi. Ensiksi esitellään tarvittavia määritelmiä se-
kä keskeinen lause, jonka on tarkoitus helpottaa matriisien toteuttamista. Kappaleessa
seurataan Kierońskin ja Kuusiston todistusta [9].

Tavanomaisella fontilla kirjoitetut isot kirjaimet A ja B viittaavat mallien A ja B univer-
sumeihin.

Määritelmä 4.1. Olkoot τ aakkosto ja V muuttujasymbolien joukko, jolla |V | = k. Ris-
tiriidattomuuden suhteen maksimaalinen V -uniforminen konjunktio predikaattisymbo-
leja ja predikaattisymbolien negaatioita on k-taulu aakkostossa τ . Jos A on malli, ja
a1, . . . , ak ∈ A ovat eri alkioita, jotka toteuttavat k-taulun β, niin merkitään

tbA(a1, . . . , ak) = β.

Maksimaalisuudesta seuraa, että jokaisella alkiojoukolla {a1, . . . , ak} ⊆ A on (kaavan
yhtäpitävyyttä vaille) yksikäsitteinen k-taulu.

Määritelmä 4.2. Jos k = 1, niin tällaista k-taulua sanotaan 1-tyypiksi aakkostossa τ . 1-
tyyppejä merkitään kirjaimella α, ja jonkin aakkoston kaikkien 1-tyyppien joukkoa α.
Mallin A alkio a, joka toteuttaa 1-tyypin α, on kyseisen 1-tyypin edustaja, ja tätä merki-
tään

tpA(a) = α.

Jatkossa termiä k-taulu käytetään vain, jos k ≥ 2.

Esimerkki 4.3. Esimerkin 2.7 alkuperäisessä aakkostossa τ on 2|τ | = 26 1-tyyppiä:

α1(x) =K(x) ∧ A(x) ∧ J(x) ∧ Y (x, x, x) ∧ S(x, x, x) ∧ B(x, x, x)

α2(x) =¬K(x) ∧ A(x) ∧ J(x) ∧ Y (x, x, x) ∧ S(x, x, x) ∧ B(x, x, x)

...
α26(x) =¬K(x) ∧ ¬A(x) ∧ ¬J(x) ∧ ¬Y (x, x, x) ∧ ¬S(x, x, x) ∧ ¬B(x, x, x).

Aakkoston 2-taulut voitaisiin luetella samalla periaatteella alkaen 2-taulusta

β(x, y) =Y (x, y, y) ∧ S(x, y, y) ∧B(x, y, y)∧
Y (y, x, y) ∧ S(y, x, y) ∧B(y, x, y)∧
Y (y, y, x) ∧ S(y, y, x) ∧B(y, y, x)∧
Y (y, x, x) ∧ S(y, x, x) ∧B(y, x, x)∧
Y (x, y, x) ∧ S(x, y, x) ∧B(x, y, x)∧
Y (x, x, y) ∧ S(x, x, y) ∧B(x, x, y),
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ja edelleen samoin voitaisiin luetella 3-taulut. Luvuilla k ≥ 4 ei tässä aakkostossa ole
k-tauluja.

Määritelmä 4.4. U1-matriisin φ(x1, . . . , xk) uniformi-osa on määritelmän 3.1 muuttuja-
symbolien joukko V , eli muuttujat joilta kvantifioitaessa vaaditaan uniformisuutta.

Edelliset määritelmät antavat seuraavan lauseen kautta luontevan tavan tarkastella mat-
riisien totuutta logiikassa U1. Merkinnällä φ[a1, . . . , ak] tarkoitetaan, että on olemassa
jono alkioita (a1, . . . , ak) jonkin (kontekstista selvän) mallin universumista sekä tulkinta,
joka tulkitsee muuttujasymbolit x1, . . . , xk kaavassa φ(x1, . . . , xk) siten, että xj tulkitaan
alkioksi aj kaikilla 1 ≤ j ≤ k.

Lause 4.5. Olkoon U1-matriisi φ(x1, . . . , xk), jossa on lueteltuna kaikki kaavan muuttujat.
Samanaakkostoiset mallit A ja B jakavat kaavan totuuden joillakin a1, . . . , ak ∈ A ja
b1, . . . , bk ∈ B, eli

A ⊨ φ[a1, . . . , ak] ⇔ B ⊨ φ[b1, . . . , bk],

jos kaikki seuraavat pätevät.

i) Kaikilla 1 ≤ i, j ≤ k, ai = aj ⇔ bi = bj,

ii) kaikilla 1 ≤ i ≤ k, kaava tpA(ai) on yhtäpitävä kaavan tpB(bi) kanssa, ja

iii) jos xk1 , . . . , xkl ovat kaikki kaavan φ uniformi-osan muuttujat joillakin indekseillä
1 ≤ k1, . . . , kl ≤ k, niin kaava tbA(ak1 , . . . , akl) on yhtäpitävä kaavan tbB(bk1 , . . . , bkl)
kanssa.

Todistus. Oletetaan, että ehdot i-iii pätevät. Osoitetaan väite induktiolla U1-matriisin
rakenteen suhteen. suhteen. Olkoon siis U1-matriisi φ ∈ F ∪ G (ks. määritelmä 3.1).

• φ on muotoa xi = xj. Tämä seuraa suoraan ehdosta i.

• φ on muotoa R(xi) jollakin yksipaikkaisella symbolilla R. 1-tyypeistä tpA(ai) ja
tpB(bi) seuraa maksimaalisuuden nojalla joko R(x) tai ¬R(x). Ehdon ii nojalla
seurausten on vastattava toisiaan, eli ai ∈ RA ⇔ bi ∈ RB.

• φ on muotoa R(xk1 , . . . , xkl) jollakin l-paikkaisella symbolilla R, jossa l > 1. Täl-
löin φ ∈ G, eli sen kaikki muuttujat ovat uniformi-osassa. Väite seuraa ehdosta iii
edellisen kohdan tavoin.

• φ on muotoa ¬ψ tai ψ∧θ joillakin ψ ja θ, joille väite pätee. Nämä seuraavat suoraan
totuusmääritelmästä sekä induktio-oletuksesta.

Seuraava todistaja-alkion käsite on keskeinen ∃-matriiseista puhuttaessa. Jos

A ⊨ φ∃
i [a, w1, . . . , wki ],
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niin jokaisella 1 ≤ k ≤ ki alkio wk on alkion a todistaja kaavalle φ∃
i (x, y1, . . . , yki). Joskus

puhutaan vain todistajista, alkion todistajista tai todistajista kaavalle, kun puuttuvat osat
ovat selviä kontekstista. Vastaavaa todistajan käsitettä käytetään myös äärellisen mallin
B alkioista, kun myöhemmin tarkastellaan ∃-matriisien totuutta B:ssä.

Lopullinen tavoite on rakentaa äärellinen malli B siten, että kaikille matriiseille φ∃
i ja φ∀

i

löytyy B:n universumista B lauseen 4.5 kohdat i-iii toteuttavat alkiot. Mallin B raken-
tamisen teknisempi osuus tulee olemaan kaavojen φ∃

i toteuttaminen, joten tarkastellaan
ensisijaisesti ∃-matriiseja, ja tutkitaan vasta myöhemmin kaavojen φ∀

i totuutta. Tällöin
voidaan muotoilla tavoite uudelleen niin, että kaikille φ∃

i ja b ∈ B on oltava b:n kans-
sa lauseen 4.5 ehdot i-iii toteuttava jono todistajia. Rakennetaan malli siis ensin tätä
tavoitetta varten.

Huomataan ensinnäkin, että lauseen 4.5 ehdon ii toteuttaminen jo yhdellekin kaavalle
saattaa vaatia, että B:ssä on jokaista A:ssa esiintyvää 1-tyyppiä olevia alkioita. B olisi tie-
tysti suoraviivaista määritellä näin: asetettaisiin universumiksi vain yksittäiset edustajat
jokaiselle A:n 1-tyypille (1-tyyppejä on äärellinen määrä), ja relaatiot kopioitaisiin A:sta
rajoitettuna B:n universumiin. Ongelmia aiheuttaa kuitenkin ehto iii. Joidenkin kahden
eri kaavan φ∃

i ja φ∃
j uniformi-osiin sijoitetut alkiot saattavat olla pareittain täsmälleen

samoja 1-tyyppejä, mutta näiden kahden alkiojoukon k-taulut saattavat silti määräytyä
eri tavoin. Edellä kuvatussa mallissa, jossa jokaista 1-tyyppiä olisi vain yksi alkio, samo-
jen 1-tyyppien edustajista koostetut k-taulut voivat ainoastaan saada saman totuusarvon.
Tällainen malli ei siis aina toteuttaisi ehtoa iii.

Myös lauseen 4.5 ehto i saattaa aiheuttaa ongelmia tällaiselle mallille B. Logiikassa U1

pystytään nimittäin yhtäsuuruuden avulla ilmaisemaan, että on olemassa ainakin m jon-
kin 1-tyypin eri edustajaa. Lisäksi ehdon i toteutuminen vaatii, että on pidetty kirjaa,
minkä muuttujien paikoille U1-matriiseihin on sijoitettuna mitäkin A:n alkioita useam-
min kuin kerran, ja että alkioiden sijoitus tehdään B:n alkioilla samoin.

4.1 Äärellisen mallin universumi

Tästä eteenpäin kunnes toisin sanotaan, muuttujalla n merkitään (Scottin normaalimuo-
dossa olleen) kaavan φ matriisien φ∃

i (x, y1, . . . , yki) ja φ∀
i (x1, . . . , xli) ”maksimileveyttä” eli

suurinta muuttujien lukumäärää, joka on

n = max

(
max

1≤i≤m∃
ki + 1, max

1≤i≤m∀
li

)
.

Lisäksi τ :lla tarkoitetaan mallin A ja siten myös mallin B aakkostoa, jossa on Scottin
muunnoksesta saadut uudet predikaatit.

Äärellisestä mallista B ei lopulta välttämättä tule edes mallin A alimallia. Kuitenkin
jotkin Scottin muunnoksen konjunkteista saattavat ilmaista, että joillakin 1-tyypeillä on
vain johonkin rajaa asti edustajia. Esimerkiksi kaava

∀x∀y∀z((α(x) ∧ α(y) ∧ α(z)) → (x = y ∨ x = z ∨ y = z))
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sanoo, että tyypillä α on korkeintaan kaksi edustajaa. Malliin B ei siis tällöin saisi myös-
kään tulla enempää tällaisia edustajia. Tällä tavoin käyttäytyviä edustajia kutsutaan ku-
ninkaiksi, jonka seuraava määritelmä täsmentää.

Määritelmä 4.6. 1-tyyppi on kuninkaallinen, jos sillä on alle n edustajaa. Näitä edus-
tajia sanotaan kuninkaiksi. Muita 1-tyyppejä sanotaan ei-kuninkaallisiksi. Joskus myös
edustajia sanotaan kuninkaallisiksi tai ei-kuninkaallisiksi.

Mallin B universumi tulee koostumaan neljästä erillisestä joukosta

B = C ∪ E ∪ F ∪G,

joista ainoastaan C:ssä on alkioita A:sta, ja oikeastaan pätee C ⊆ A. Joukossa C tulee ole-
maan kaikki A:n kuninkaat, mutta mahdollisesti myös muita alkioita, jotka määritellään
myöhemmin. Toisten joukkojen E, F ja G on tarkoitus kattaa loput A:n ei-kuninkaalliset
1-tyypit. Tämä tarkoittaa, että näissä on jokaisen ei-kuninkaallisen 1-tyypin edustajia yli
n kappaletta1. Kuten aikaisemmin todettiin, jokaisen tyypin edustajan sisällyttäminen
saattaa olla vähimmäisedellytys lauseen 4.5 ehdon ii toteutumiselle.

Sen, että ei-kuninkaallisia joukkoja on kolme kappaletta (joukot E, F ja G), on tarkoi-
tus taata, että B:n relaatioihin voidaan myöhemmin määritellä joidenkin U1-matriisien
φ∃
i uniformi-osaan sijoitettavien alkioiden ki-tauluja yksi kerrallaan, lainaten A:n raken-

netta (eli toteuttaen lauseen 4.5 ehdon iii) ja aiheuttamatta ristiriitoja aikaisemmin ase-
tettujen muita matriiseja koskevien taulujen kanssa. Nimittäin osan joukon C alkioista
ei-kuninkaalliset uniformi-osaan sijoitettavat todistajat tullaan poimimaan joukosta E.
Kaikkien E:n alkioiden ei-kuninkaalliset uniformi-osan todistajat haetaan taas F :stä. Vas-
taavasti F :n alkioille haku tehdään joukosta G, ja lopuksi G:n todistajat löytyvät joukosta
E (ks. kuva 4.1). Tällainen syklisyys tulee takaamaan, ettei samojen alkioiden k-taulua
määritellä kahdesti eri tavoin. Kaikki mainitut joukot määritellään myöhemmin tarkasti.

Koska A ⊨ φ, niin jokaisella 1 ≤ i ≤ m∃ ja a ∈ A pätee

A ⊨ φ∃
i [a, w1, . . . , wki ]

jollakin alkion a todistajajonolla (w1, . . . , wki). Keskeinen osa todistusta tulee olemaan,
että jokaiselle i ja jokaiselle b ∈ B valitaan ensin samantyyppisen alkion a ∈ A todis-
tajajono Wa,i mallista A, ja sitten pyritään rekonstruoimaan tämä todistajajono B:ssä
lauseen 4.5 toteuttamiseksi. Siis A:sta valittujen a:n todistajien jonoa kaavalle φ∃

i merki-
tään Wa,i. Katsotaan seuraavaksi, miten valinta tulee aina tarpeen tullen tehdä. Jos tässä
luvussa jonoille käytetään yleisemmin joukkoihin liitettyjä merkintöjä, niin merkinnän
tarkoitetaan kohdistuvan jonon alkioista muodostuvaan joukkoon.

Seuraava määritelmä antaa tavan puhua niistä todistajajonojen alkioista, joiksi jonkin
matriisin uniformi-osan muuttujat tulkitaan.

Määritelmä 4.7. Jos l ≤ k, niin alkiojonon W = (w1, . . . , wl) uniformi-osa suhteessa
U1-matriisiin φ(x1, . . . , xk) sekä tulkintafunktioon π, jolla

{w1, . . . , wl} ⊆ ran(π↾{x1, . . . , xk}),
1Erillisyyden varmistamiseksi nämä ovat mielivaltaisia A:n universumin ulkopuolelta tulevia alkioita.
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on joukko
WU = {w1, . . . , wl} ∩ ran(π↾V ),

jossa V on matriisin φ uniformi-osa (määritelmä 4.4).

Huomautus. Edellisessä määritelmässä sallitaan myös, että l < k ainoastaan siksi, et-
tä ∃-matriiseista ja todistajajonoista puhuttaessa jonon pituus on yhden pienempi kuin
matriisin muuttujien lukumäärä. Todistajajonoille siis l = k − 1. ∀-matriisien tapaukses-
sa pätee l = k. Lisäksi usein puhutaan vain alkiojonon uniformi-osasta, kun matriisi ja
tulkintafunktio ovat selviä kontekstista.

Määritelmä 4.8. Olkoon 1 ≤ i ≤ m∃. Jos 1-tyypillä α on edustajia a, joille on mahdollista
valita todistajajono W kaavalle φ∃

i siten, että a /∈ WU , niin valitaan yksi tällainen a
(jokaista tällaista 1-tyyppiä kohti), ja asetetaan Wa,i = W . Sanotaan, että a on 1-tyypin
α valittu edustaja, ja merkitään

Wα,i = Wa,i = W.

Jos 1-tyypillä α on olemassa valittu edustaja, sanotaan vastaavasti, että α on valittu
tyyppi.

Kerätään valittujen edustajien todistajajonojen uniformi-osat yhteen joukkoon

D =
⋃

α valittu
tyyppi

WU
α,i.

Pareja (α, i) on äärellinen määrä, joten joukko D on äärellinen.

Valittujen edustajien todistajajonojen uniformi-osat voidaan käyttää todistajiksi uudel-
leen myös muita α:n edustajia a′ varten, joilla a′ /∈ WU

α,i, kuten seuraava apulause osoittaa.

Apulause 4.9. Olkoon a 1-tyypin α valittu edustaja ja alkio a′ ∈ A, jolla tpA(a
′) = α. Jos

a′ /∈ WU
α,i,

niin alkion a′ todistajiksi käy jono W ′
α,i, joka on muuten sama kuin Wα,i, mutta alkion a

esiintymät on korvattu alkiolla a′, ja a′:n esiintymät on korvattu a:lla (korvaus ei muuta
jonon alkioista muodostuvaa joukkoa, jos molemmat alkiot ovat, tai jos kumpikaan ei ole
jonossa).

Todistus. Nyt siis
A ⊨ φ∃

i [a, w1, . . . , wki ],

jossa (w1, . . . , wki) = Wα,i. Jos jotkin alkioista w1, . . . , wki ovat a, niin vaihdetaan näiden
paikoille jonoon a′. Vastaavasti jos jotkin ovat a′, vaihdetaan näihin a. Merkitään jonoa,
johon alkiot on vaihdettu

(w′
1, . . . , w

′
ki
) =W ′

α,i.

Vaihdon ansiosta lauseen 4.5 ehto i pätee jonolle (a′, w′
1, . . . , w

′
ki
). Lisäksi koska a ja a′

ovat samaa tyyppiä, ehto ii pätee, ja koska oletuksen mukaan a′ /∈ WU
α,i ja valitun tyypin

määritelmän mukaan a /∈ W U
α,i, niin vaihto ei vaikuta uniformi-osaan, jolloin ehto iii pätee.

Siis lauseen 4.5 mukaan
A ⊨ φ∃

i [a
′, w′

1, . . . , w
′
ki
].
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Alkio a: Todistajien Wa,i valinta:

1 α:n valittu edustaja Wα,i

2 valittua tyyppiä α ja a /∈ W U
α,i W ′

α,i

3 valittua tyyppiä α ja a ∈W U
α,i mielivaltainen (ks. alla)

4 ei ole valittua tyyppiä mielivaltainen (ks. alla)

Taulukko 4.1: Todistajien valinta mallista A.

Valituilla 1-tyypeillä α jono Wα,i on siis määritelty valitun edustajan todistajajonoksi, ja
jos A:sta tarvitsee myöhemmin valita todistajat Wa′,i jollekin toiselle valitun edustajan
1-tyyppisille alkioille a′, valinta tehdään edellisen apulauseen mukaisesti (apulauseen ehto
huomioiden) asettamalla

Wa′,i = W ′
α,i.

Lisäksi alkioille, joita äskeiset kaksi tapausta eivät kata, todistajien valinta tehdään mie-
livaltaisesti. Näitä ovat siis alkiot, jotka ovat jotakin valittua 1-tyyppiä α, mutta kuulu-
vat joukkoon WU

α,i, vaikka olisikin olemassa todistajat, joiden uniformi-osaan alkio itse
ei kuuluisi, sekä alkiot, jotka eivät ole mitään valittua tyyppiä, eli jotka tulevat varmas-
ti itsensä todistajaksi uniformi-osaan. Nämä vaihtoehdot ovat eroteltuna taulukossa 4.1.
Taulukon rivien 1 ja 2 tilanteet voivat tapahtua samanaikaisesti, mutta tällöin rivit an-
tavat saman todistajajonon. On huomattava, että mielivaltaisuus taulukossa ei tarkoita,
että voisi valita minkä tahansa jonon, vaan tämän täytyy olla todistajien jono (jollainen
on aina olemassa, sillä A ⊨ φ).

Merkitään, että K on A:n kuninkaiden joukko. Kaikille joukon K∪D alkioille on tässä vai-
heessa valittu todistajajono Wa,i, joten joukko C voidaan nyt määritellä kokonaan. Tässä
jonojen yhdiste tulee ymmärtää jonojen alkioista muodostuvien joukkojen yhdisteenä.

C = K ∪D ∪
⋃

a∈K∪D
1≤i≤m∃

Wa,i.

Joukon K ∪D alkioille löytyy siis todistajat suoraan C:stä (mallissa B). Todistajien mu-
kana saattaa kuitenkin tulla joitakin ei-kuninkaallisia alkioita joukon K ∪D ulkopuolelta,
ja nämä ovat ne aikaisemmin mainitut C:n alkiot, joiden uniformi-osaan sijoitettavat ei-
kuninkaalliset todistajat joudutaan hakemaan joukosta E. Lähdemateriaalissa joukkoon
C viitataan ”kuninkaallisena hovina” (eng. royal court) [4, 9, 12].

Joukot E, F ja G koostuvat kahdesta osasta. Joukoissa on jokaista A:n ei-kuninkaallista
1-tyyppiä kohti m∃ + n alkiota. Merkitään ei-kuninkaallisten tyyppien joukkoa α. Jako
kahteen osaan (jotka siis kardinaliteeteiltaan |α|m∃ ja |α|n) auttaa myöhemmin määritte-
lemään B:n relaatiot k-taulu kerrallaan ilman, että vaikutetaan muihin tauluihin. Jakoa
merkitään erillisenä yhdisteenä

E = E∃ ∪ E ′ =
⋃
α∈α

{eα,1, . . . , eα,m∃} ∪
⋃
α∈α

{e′α,1, . . . , e′α,n},

ja samoin joukoille F ja G. Kaikki B:n universumin muodostavat kuusi joukkoa (ks. kuva
4.1) ovat tällöin äärellisiä.
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K

D

⋃
Wa,i E

F

G

Kuva 4.1: Venn-diagrammi mallin B universumista, jossa nuolet osoittavat kullekin jou-
kolle, mistä joukosta uniformi-osaan sijoitettavat ei-kuninkaalliset todistajat lopulta löy-
tyvät.

4.2 Relaatiot

Kopioimalla relaatiot malliin B mallista A maksimaalisesti, eli asettamalla kaikille B:n
relaatioille (kaikille R ∈ τ)

RA↾C ⊆ RB,

saadaan A:n kuninkaat tällä erää myös kuninkaiksi B:hen. Lisäksi joukkojen E, F ja G
alkioiden täytyy olla ei-kuninkaallisia, joten relaatioihin lisätään joukkojen alkioita siten,
että kaikissa kolmessa joukossa jokaista A:n ei-kuninkaallista 1-tyyppiä α kohti olevat
m∃ + n alkiota ovat myös B:ssä tyyppiä α. Koska jokaista näitä tyyppejä olevia alkioita
on varmasti yli n, ei malliin tule lisää kuninkaita.

Tässä vaiheessa ensisijainen tavoite on jo toteutettu kaikille b ∈ K ∪D (ja 1 ≤ i ≤ m∃),
sillä näiden alkioiden lauseen 4.5 toteuttavat todistajat ovat jo joukossa C (joukon C
määritelmän todistajajonot Wb,i), joten voidaan kiinnittää jokin alkio

b ∈ B \ (K ∪D),

ja keskittyä relaatioiden rakentamiseen tätä mielivaltaista alkiota varten ilman, että vai-
kutetaan muiden alkioiden todistajiin. Kiinnitetään lisäksi jokin 1 ≤ i ≤ m∃ eli matrii-
si φ∃

i .

Määritelmä 4.10. Alkion b ∈ B esikuva on alkio a ∈ A, jolla tpA(a) = tpB(b), ja lisäksi
jos b ∈ C, niin a = b.

Valitaan alkiolle b jokin esikuva a sekä esikuvan todistajat taulukon 4.1 mukaan2 (on mah-
dollista, että joillekin alkioille valitaan sama esikuva). Merkitään siis tästä eteenpäin a:lla

2Huomautettakoon, että joukon K ∪ D alkioille todistajajonot on jo valittu joukon C määritelmän
yhteydessä, ja esikuva a saattaa silti kuulua joukkoonK∪D, vaikka alkio b ei oletuksen mukaan kuulukaan.

26



kiinnitetyn alkion b esikuvaa. Alkion b todistajien etsiminen φ∃
i :lle voidaan jakaa kahteen

tapaukseen. Näistä helpompi tapaus on se, että a /∈ W U
a,i, jossa seuraavalla apulauseella

löydetään todistajat.

Todistajajonoa Wa,i vastaavaa alkion b todistajajonoa mallissa B merkitään kirjaimel-
la Tb,i.

Apulause 4.11. Jos a /∈ W U
a,i, niin mallissa B on olemassa b:n todistajat

(t1, . . . , tki) = Tb,i,

eli B ⊨ φ∃
i [b, t1, . . . , tki ].

Todistus. Osoitetaan ensin, että tällöin W U
a,i ⊆ C. Nämä todistajat on valittu jonkin

taulukon 4.1 rivin mukaan.

Rivien 1 ja 2 tapauksessa
WU
a,i ⊆ D ⊆ C.

Rivin 3 tapauksessa jollakin valitulla tyypillä α pätee

a ∈WU
α,i ⊆ D,

ja tällöin joukon C määritelmän mukaan W U
a,i ⊆ C.

Rivi 4 ei voi toteutua, koska tässä tapauksessa pätee vastoin oletusta a ∈W U
a,i.

Esikuvan a uniformi-osaan sijoitettavat todistajat löytyvät siis joukosta C. Tällöin jos
lisäksi pätisi

b ∈ WU
a,i ⊆ C,

niin esikuvan määritelmän mukaan a = b, ja päädyttäisiin ristiriitaan a ∈ W U
a,i, joten

b /∈ WU
a,i. Asetetaan b:lle samat uniformi-osan todistajat T Ub,i = WU

a,i, eli muodostetaan
jono Tb,i siten, että joukon W U

a,i alkiot ovat siinä samoilla paikoilla kuin jonossa Wa,i.

Muut todistajat Tb,i\TUb,i voidaan valita samankaltaisesti kuin apulauseen 4.9 todistuksessa
siten, että jos a ̸= b, mahdolliset esikuvan a esiintymät jonosta Wa,i korvataan alkiolla
b, ja mahdolliset b:n esiintymät korvataan a:lla, tai jos a ei kuulu B:n universumiin, niin
jollakin a:n tyyppisellä alkiolla (joukosta K∪E, ks. alla). Lisäksi jos jonossa Wa,i esiintyy
muita alkioita, jotka eivät ole B:n universumissa, näiden tilalle voidaan valita todistajat
vapaasti joukosta3

K ∪ E
mukaillen lauseen 4.5 ehtoja i ja ii. Nämä valinnat ovat mahdollisia, sillä joukossa esiintyy
tarpeeksi kaikkien 1-tyyppien edustajia (saman verran kuninkaita kuin A:ssa, ja yli kaavan
leveyden n verran ei-kuninkaallisia alkioita).

Näin saadaan lauseen 4.5 yhtäsuuruusehto i toteutettua. Kaikki korvaukset tehtiin sa-
mantyyppisillä alkioilla, joten ehto ii toteutuu. Koska

TUb,i = WU
a,i ⊆ C,

3Tässä voisi olla myös esim. K ∪ F tai vaikkapa K ∪ E ∪ F ∪G.
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ja koska relaatiot joukon C alkioille malliin B on lainattu suoraan mallista A, niin ehto
iii toteutuu.

Toinen tapaus on siis se, että a ∈W U
a,i. Mallin B nykyisillä reelaatioilla päästään seuraa-

vaan apulauseeseen asti.

Apulause 4.12. Oletetaan a ∈ W U
a,i. Jos lisäksi pätee b ∈ C, ja W U

a,i ⊆ C, niin on olemassa
alkion b todistajat Tb,i.

Todistus. Koska b ∈ C, niin alkion b esikuvalle pätee a = b. Voidaan asettaa samoin kuin
edellisessä todistuksessa T Ub,i = WU

a,i, ja edelleen samoin jos joukossa Wa,i \WU
a,i on alkioita

B:n universumin ulkopuolelta, niin korvataan nämä samantyyppisillä alkioilla joukosta

K ∪ E

lopuiksi todistajiksi Tb,i \ TUb,i (nämä sijoitetaan jonoon Tb,i samoille paikoille kuin niitä
vastaavat alkiot ovat jonossa Wa,i). Korvatut alkiot toteuttavat jälleen ehdot i ja ii, ja ehto
iii toteutuu samoin kuin edellisessä todistuksessa, johon oletus W U

a,i ⊆ C tarvitaan.

Tapauksen a ∈ WU
a,i muiden todistajien (kun mahdollisesti pätee b /∈ C tai W U

a,i ⊈ C)
löytämiseksi laajennetaan mallin B relaatioita. Voidaan olettaa, että

WU
a,i = {a, r1, . . . , rk, w1, . . . , wl},

jossa r1, . . . , rk ovat kuninkaita ja w1, . . . , wl ei-kuninkaallisia. Tehdään toinen jako ta-
pauksiin:

Tapaus 1: l = 0, eli uniformi-osaan sijoitetaan vain kuninkaita a:n lisäksi. Jos b ∈ C, niin
koska K ⊆ C, niin W U

a,i ⊆ C, ja todistajat on jo löydetty apulauseella 4.12. Jos taas
b /∈ C, laajennetaan B:n relaatioita siten, että

tbB(b, r1, . . . , rk) = tbA(a, r1, . . . , rk).

Tapaus 2: l ̸= 0. Olkoot 1-tyypit αj = tpA(wj) kaikilla 1 ≤ j ≤ l. Seurataan kuvan 4.1 sykliä,
eli jos b ∈ C, niin asetetaan joukon E osajoukosta E∃ alkio

t1 = eα1,i,

jossa i vieläkin vastaa kiinnitettyä kaavaa φ∃
i . Koska l ≤ n, voidaan lisäksi valita

komplementoivasta osajoukosta E ′ jotkin alkiot

tj = e′αj ,j′ ,

jossa 2 ≤ j ≤ l ja 1 ≤ j ′ ≤ n. Laajennetaan B:n relaatioita siten, että

tbB(b, r1, . . . , rk, t1, . . . , tl) = tbA(a, r1, . . . , rk, w1, . . . , wl).

Jos b ∈ E, tehdään samoin, mutta joukon E sijasta valitaan todistajat t1, . . . , tl
syklin mukaisesti joukosta F . Vastaavasti jos b ∈ F valitaan todistajat joukosta G.
Jos b ∈ G, valitaan E:stä eli tehdään täysin samoin kuin edellä kuvaillussa tilan-
teessa b ∈ C.
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Relaatioihin lisätyt (k+ l+1)-taulut eivät ole ristiriidassa alkuperäisten relaatioiden kans-
sa, sillä lisätyissä tauluissa esiintyy ainakin yksi alkio, joka ei ole joukossa C (tapauksessa
1 alkio b ja tapauksessa 2 jokin alkio joukosta E, F tai G), kun alun perin relaatioita
kopioitaessa A:sta k-tauluja, joissa k ≥ 2, määriteltiin vain C:n alkioille. Relaatioiden
laajentaminen ei siis vaikuta myöskään B:n kuninkaisiin. Edellisessä on myös oleellista,
ettei samoille B:n alkioiden joukoille määritellä kahdesti eri tauluja, jonka seuraava lause
osoittaa.

Lause 4.13. Olkoot kahdessa eri vaiheessa, eli kahta eri paria (b, φ∃
i ) ja (b′, φ∃

i′) kohti,
määritellyt taulut

tbB(b, r1, . . . , rk, t1, . . . , tl) ja tbB(b
′, r′1, . . . , r

′
k′ , t

′
1, . . . , t

′
l′).

Taulut ovat joko samat tai ne on määritelty eri joukoille alkioita.

Todistus. Merkitään tauluissa esiintyvien alkioiden joukkoja

TUb,i = {b, r1, . . . , rk, t1, . . . , tl}

ja vastaavasti
TUb′,i′ = {b′, r′1, . . . , r′k′ , t′1, . . . , t′l′}.

Voidaan alkuun olettaa, että k = k′ ja l = l′, koska muuten joukot eroavat (alkiot b, rj
ja tj ovat erillisistä joukoista). Koska taulut on määritelty eri vaiheissa, pätee b ̸= b′ tai
i ̸= i′.

Oletetaan ensin, että l = 0. Jos b ̸= b′, niin koska b ei ole kuningas, niin b /∈ T Ub′,i′ , vaikka
b ∈ TUb,i, eli joukot eroavat. Jos taas b = b′, on oltava i ̸= i′. Tällöin on mahdollista, että
tauluissa

tbB(b, r1, . . . , rk) ja tbB(b
′, r′1, . . . , r

′
k′)

esiintyy myös samat kuninkaat. Molempien kohdalla kuitenkin tapauksen 1 mukaisesti
asetetaan sama k-taulu.

Olkoon sitten l > 0. Jos b ̸= b′, niin tapauksessa 2 noudatetun kolmen joukon E, F ja G
syklisyyden ansiosta, jos esim. b ∈ E, niin

TUb,i \ {b} ⊆ F ∪K,

jolloin jos pätisi b′ ∈ TUb,i (muuten joukot ovat eri), niin koska b′ ei ole kuningas, b′ ∈ F ,
ja tällöin taas joukkoon T Ub′,i′ tulisi ainakin yksi alkio joukosta G, sillä l′ = l > 0, jolloin
pätisi TUb,i ̸= TUb′,i′ . Samoin voi päätellä jos b kuuluu johonkin muista joukoista F , G tai C.

Jäljellä on tarkastella tapaus, jossa l > 0 ja i ̸= i′. Tapauksessa 2 valittu alkio t1 tulee
valituksi jokaiselle matriisille φ∃

i , eli jokaisella 1 ≤ i ≤ m∃, eri tavalla, ja lisäksi muut
alkioit tj, kun 2 ≤ j ≤ l, valitaan t1:n osajoukkoa (E∃, F∃ tai G∃) komplementoivasta
joukosta eli joukosta E ′, F ′ tai G′. Siis jos t1 on valittu i:lle, niin

t1 ∈ TUb,i ja t1 /∈ TUb′,i′ .
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Malli B on nyt valmis matriiseja φ∃
i varten.

Lause 4.14. Kaikilla 1 ≤ i ≤ m∃ pätee

B ⊨ ∀x∃y1 . . . ∃ykiφ∃
i (x, y1, . . . , yki).

Todistus. Olkoot 1 ≤ i ≤ m∃ ja b ∈ B. Jos b ∈ K ∪ D, todistajat ovat määritelmän
mukaan joukossa C. Muuten jos b:n esikuvan a todistajajonolle Wa,i pätee a /∈ WU

a,i, niin
b:n todistajat löydetään apulauseen 4.11 avulla. Muussa tapauksessa valitaan lauseen 4.5
ehdon iii toteuttavat alkiot T Ub,i edellisten tapausten 1 tai 2 mukaisesti (jos tapauksessa 1 ei
voi soveltaa apulausetta 4.12). Loput b:n todistajat (jotka sijoitetaan vain uniformi-osan
ulkopuolelle) voidaan valita korvaten joukon Wa,i \WU

a,i alkioita samoin kuin apulauseen
4.12 todistuksessa, jotka toteuttavat ehdot i ja ii. Lauseen 4.5 mukaan väite pätee.

4.3 Relaatiot universaalimatriiseja varten

Siirrytään tarkastelemaan matriisien φ∀
i (x1, . . . , xli) totuutta. Sovelletaan tähänkin lauset-

ta 4.5, ja kiinnitetään jokin i. Kaavan on toteuduttava kaikilla mahdollisilla tulkinnoilla
B:n alkioiksi, joten kiinnitetään myös jokin tulkinta, ja merkitään tästä saatavaa jonoa

Ti = (b1, . . . , bli) ⊆ B.

Oletetaan, että uniformi-osaan on tulkittu alkiot

TUi = {bm1 , . . . , bmk},

jossa k ≤ li. On mahdollista, että tbB(bm1 , . . . , bmk) on jo määritelty

a) aikaisemmassa vaiheessa jollekin φ∀
i′ , jossa i′ ̸= i,

b) tapauksissa 1 tai 2, jotka koskivat matriiseja φ∃
i tai

c) jos TUi ⊆ C tai k = 1, niin heti relaatioiden kopioimisessa A:sta4.

Tällöin ei tarvitse tehdä mitään. Muussa tapauksessa määritellään k-taulu seuraavasti.
Tapausten 1 ja 2 jälkeen tehdystä huomautuksesta seuraa, että mallissa B on yhä samat
kuninkaat kuin A:ssa, ja koska k ≤ n, on mahdollista valita kiinnitettyjen B:n alkioiden
kanssa samoja 1-tyyppejä olevat keskenään eri alkiot am1 , . . . , amk ∈ A, eli

tpB(bmj) = tpA(amj)

kaikilla 1 ≤ j ≤ k. Asetetaan B:n relaatioihin

tbB(bm1 , . . . , bmk) = tbA(am1 , . . . , amk).

Tämäkään ei muuta kuninkaita, sillä tapaus c ei toteutunut, jolloin k ̸= 1 eli ei muoka-
ta 1-tyyppiä. Lisäksi koska tapaus b ei toteutunut, uusi taulu ei vaikuta matriisien φ∃

i

totuuteen, joten edellinen lause jää voimaan.
4Jos k = 1, niin kyseessä on siis 1-tyyppi, eikä k-taulu.
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Lause 4.15. Kaikilla 1 ≤ i ≤ m∀ pätee

B ⊨ ∀x1 . . . ∀xliφ∀
i (x1, . . . , xli).

Todistus. Kiinnitetään i. Olkoon Ti = (b1, . . . , bli) ⊆ B jokin kaavan φ∀
i (x1, . . . , xli) muut-

tujille tehtyä tulkintaa vastaava jono alkioita. Jos edelliset tapaukset b ja c eivät toteudu,
toistetaan uniformi-osaa

TUi = {bm1 , . . . , bmk}
varten edellä tehty A:n alkioiden am1 , . . . , amk valinta, jossa

tpB(bmj) = tpA(amj)

kaikilla 1 ≤ j ≤ k. Valitaan myös jokaista joukon Ti \ TUi alkiota kohti A:n alkio, jonka
1-tyyppi on sama. Edelliset vaiheet yhdistämällä saadaan siis alkiojono (a1, . . . , ali) ⊆ A,
jolla lähtöoletuksen (A ⊨ φ) mukaan pätee

A ⊨ φ∀
i [a1, . . . , ali ].

Lauseen 4.5 ehdot i, ii ja erityisesti ehto iii tapauksissa b ja c sekä tapausten ulkopuolella
toteutuvat alkiojonolle (b1, . . . , bli), joten

B ⊨ φ∀
i [b1, . . . , bli ].

Edellinen lause viimeistelee äärellisen mallin ominaisuuden todistuksen fragmentille U1.

Seuraus 4.16. Logiikka U1 on ratkeava.

Todistus. Väite seuraa lauseesta 2.12, koska logiikalla on äärellisen mallin ominaisuus.

Äärellisen mallin ominaisuutta itseäänkin voidaan käyttää fragmentin tutkimiseen.

Esimerkki 4.17. Esimerkissä 2.6 törmättiin funktionaalisuuden määrittelemisen vaikeu-
teen logiikassa U1. Määrittelemisen mahdottomuus voidaan nyt todistaa. Oletetaan ni-
mittäin väitettä vastoin, että U1-kaava φR määrittelee, että kaksipaikkainen5 relaatiosym-
boli R on funktio. Jos aakkostoon lisätään toinen kaksipaikkainen relaatiosymboli S, niin
U1-kaavasta

ψ = φR ∧ φS ∧ ∀x∀y(R(x, y) → S(y, x))

seuraa, että R on injektio. Tällöin U1-kaavasta

ψ ∧ ∃y∀x(¬R(x, y))

seuraa, että R on injektio, muttei surjektio, joten kaavalla voi olla ainoastaan äärettömiä
malleja. Tällainen on esimerkiksi luonnollisten lukujen malli, jossa R on seuraajakuvaus,
ja S on edeltäjäkuvaus (joka kuvaa luvun 0 mielivaltaisesti). Tämä on logiikan U1 ää-
rellisen mallin ominaisuuden nojalla ristiriita (tämä esimerkki ei osoita mahdottomuutta
aakkostossa, jossa on vain yksi k-paikkainen predikaatti, jossa k ≥ 2).

5Todistus voitaisiin yleistää myös monipaikkaisille funktioille lisäämällä lisämuuttujat relaatioiden al-
kuun, ja kvantifioimalla ne, mutta tällöin ei voitaisi puhua suoraviivaisesti injektiosta. Esitetyssä mallissa
seuraaja ja edeltäjä otettaisiin vain viimeisen muuttujan suhteen.

31



5 Rajoitusten purkaminen

5.1 Uniformit kaksiulotteiset fragmentit

Fragmentin U1 luonnollinen laajennus kaksiulotteiseksi olisi sallia määritelmässä 2.5 myös
kaksipaikkaisten relaatioiden vapaampi käyttäminen (samoin kuin yksipaikkaisilla), sekä
sallia kvantifiointi, joka jättää kaksi vapaata muuttujaa. Osoittautuu, että tällainen frag-
mentti ei ole enää ratkeava, ja että fragmentin kaavanmuodostussääntöjä voidaan rajoit-
taa entisestään, ja saadaan silti ratkeamaton logiikka. Ratkeamattomuuden näyttämiseksi
riittää jo seuraava logiikka, jossa ei ole yhtäsuuruuskaavaa, ja jossa (uniformeja) yli kaksi-
paikkaisia predikaatteja voi kvantifioida vain yksimuuttujaisten kaavojen kanssa (eli joilla
on korkeintaan yksi vapaa muuttuja). Jälkimmäinen rajoitus koskee siis verraten määri-
telmän 2.5 joukkoa F , johon aiemmin tuli mitä tahansa U1-kaavoja. Kaksimuuttujaisten
kaavojen kvantifiointi sallitaan erikseen. Tätä logiikkaa kutsutaan nimellä vahvasti uni-
formi kaksiulotteinen fragmentti SU2. Logiikan määritelmä sekä ratkeamattomuustulos
on Hellan ja Kuusiston artikkelista [7].

Määritelmä 5.1. SU2-kaavat määritellään seuraavasti.

1) Yksi- ja kaksipaikkaiset predikaatit ovat SU2-kaavoja.

2) Jos φ ja ψ ovat SU2-kaavoja, niin ¬φ ja φ ∧ ψ ovat SU2-kaavoja.

3) Olkoon F joukko SU2-kaavoja, joilla on korkeintaan yksi vapaa muuttuja, ja ol-
koon V -uniforminen joukko predikaatteja G jollakin muuttujien joukolla V . Jos
φ(x0, . . . , xk) on joukon F ∪G Boolen kombinaatio, niin seuraavat ovat SU2-kaavoja

∀x0 . . . ∀xkφ,
∀x1 . . . ∀xkφ ja
∀x2 . . . ∀xkφ.

4) Olkoon H joukko SU2-kaavoja, joiden vapaat muuttujat ovat joukossa {x1, x2}. Jos
φ on joukon H Boolen kombinaatio, niin

∀x1∀x2φ ja ∀x1φ

ovat SU2-kaavoja.

Yleinen tapa osoittaa ratkeamattomuus on muodostaa reduktio johonkin tunnetusti rat-
keamattomaan ongelmaan. Äärettömän ruudukon tiilausongelma on intuitiivisesti muo-
toiltavissa ja tunnetusti ratkeamaton [1].

Määritelmä 5.2. Tiili t on kuvaus
t : D → C,

jossa D on neljän suunnan joukko D = {R,L, T,B} ja C on ääretön1 värien joukko.
1Värien äärettömyydellä pyritään vain siihen, että erilaisten tiilien lukumäärää ei olisi rajoitettu,

vaikka tiilausongelmaan valitaankin aina äärellinen joukko tiiliä.
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Kuva 5.1: Epäonnistunut tiilaus käyttäen alla lueteltuja tiiliä.

Yhdessä tiilissä on siis korkeintaan neljää eri väriä sen oikealla-, vasemmalla-, ylä- ja
alareunalla.

Määritelmä 5.3. Tiilausongelma kysyy, onko äärellisellä joukolla T tiiliä mahdollista tiilata
avaruus N× N, eli onko olemassa kuvaus f : N× N → T, joka toteuttaa seuraavat ehdot
kaikilla tiileillä t, t′ ∈ T ja i, j ∈ N:

Jos t = f(i, j) ja t′ = f(i+ 1, j), niin t(R) = t′(L).

Jos t = f(i, j) ja t′ = f(i, j + 1), niin t(T ) = t′(B).

Toisin sanoen jos tiilet ovat ruudukossa vierekkäin vaaka- tai pystysuunnassa, niin tiilien
välisillä rajoilla on aina molemmilla tiilillä sama väri.

Esimerkki 5.4. Kuvassa 5.1 on tiilaus, johon jää tiilaamaton ruutu, koska kaytössä ei ole
tiiliä, jonka ylä- ja alaväri olisi oranssi (kolmio), ja jonka oikean- ja vasemmanpuoleinen vä-
ri olisi tyhjä. Tämä kyseinen tiilien asettelu siis epäonnistuu tiilaamaan jo 6×6-ruudukon.
Kyseisten tiilien tiilausongelma kysyy, pystyvätkö ne tiilaamaan N×N-ruudukkoa millään
tavalla.

Olkoon aakkoston τ = {H, V, S} malli

T = (N, HT, V T, ST),

jossa
HT =

{
(k, k + 1, l) | k, l ∈ N

}
⊆ N3,

V T =
{
(k, l, l + 1) | k, l ∈ N

}
⊆ N3 ja

ST =
{
(k, k + 1) | k ∈ N

}
⊆ N2.

Ajatuksena tässä on, että relaatio (x1, x2, y) ∈ HT sanoo, että avaruudessa N × N parit
(x1, y) ja (x2, y) ovat vierekkäin ((x2, y) on oikealla tavanomaisessa koordinaatistossa).
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Vastaavasti (x, y1, y2) ∈ V T tarkoittaa, että parin (x, y1) yläpuolella on (x, y2). S on
tavanomainen seuraajarelaatio. Mallin universumi N on tässä kuitenkin yksiulotteinen.

Pyritään aksiomatisoimaan edellä määritellyt relaatiot fragmentissa SU2 riittävän vah-
vasti. Määritellään lauseet

θS = ∀x∃yS(x, y),

θH = ∀x1∀x2(S(x1, x2) → ∀yH(x1, x2, y)) ja

θV = ∀y1∀y2(S(y1, y2) → ∀xV (x, y1, y2)),

ja asetetaan Γ = θH ∧ θV ∧ θS.

Apulause 5.5. Jos M ⊨ Γ, niin on olemassa homomorfismi h : T → M.

Todistus. Koska M ⊨ θS, kaikilla m ∈M on olemassa jokin m+ ∈M , jolla (m,m+) ∈ SM,
joten h voidaan muodostaa rekursiivisesti asettamalla

h(0) = m0, jollakin mielivaltaisella m0 ∈M , ja

kaikilla k ∈ N asetetaan h(k + 1) = (h(k))+.

Selvästi tällä tavoin määriteltynä saadaan kaikilla k ∈ N, että

(h(k), h(k + 1)) ∈ SM.

Lisäksi, koska M ⊨ θH ∧ θV , edellisestä seuraa suoraan, että

(h(k), h(k + 1), h(l)) ∈ HM ja

(h(k), h(l), h(l + 1)) ∈ V M

kaikilla k, l ∈ N. Tämä osoittaa, että h on homomorfismi.

Olkoon tiilien joukko T. Laajennetaan aakkostoa τ kolmipaikkaisilla relaatiosymboleilla

Pt,R, Pt,L, Pt,T , Pt,B

jokaiselle t ∈ T. Näiden tarkoitus on ilmaista, että jos tiilillä t ∈ T ja jollakin suunnalla
D pätee

(x, y, z) ∈ P T
t,D,

niin solussa (x, y) ∈ N× N on tiili t, tai tarkemmin ottaen solun (x, y) väri suunnassa D
on t(D). Predikaattien kolmipaikkaisuutta tarvitaan myöhemmin vain uniformisuuden to-
teutumista varten. Kolmannen muuttujan merkityksettömyys predikaattien toteutumisen
kannalta voidaan aksiomatisoida kaavalla

φ3 =
∧
t∈T
D∈D

∀x∀y(∀zPt,D(x, y, z) ↔ ∃zPt,D(x, y, z)).
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Lisäksi ruudukkoon asetettu tiili voidaan aksiomatisoida (ts. jos solussa (x, y) ∈ N × N
on tiili t, niin solun värien täytyy täsmätä tätä tiiliä jokaisessa suunnassa) SU2-kaavalla

φtiili =
∧
t∈T
D ̸=D′

∀x∀y(∃zPt,D(x, y, z) ↔ ∃zPt,D′(x, y, z)).

Määritellään vielä, että jokainen solu omaa tasan yhden tiilen

φsolu = ∀x∀y
∨
t∈T

(
∃zPt,R(x, y, z) ∧

∧
t′ ̸=t

¬∃zPt′,R(x, y, z)

)
.

Edelliset kaksi kaavaa tulevat esiintymään samaan aikaan konjunktiossa, ja siksi jälkim-
mäisessä riittää aksiomatisoida vain yhdelle suunnalle R.

Lause 5.6. Logiikka SU2 ei ole ratkeava.

Todistus. Muodostetaan kaavat

φH = ∀x1∀x2∀y
∧
t,t′∈T

t(R)̸=t′(L)

(
H(x1, x2, y) → ¬(PR,t(x1, y, x2) ∧ PL,t′(x2, y, x1))

)

ja

φV = ∀y1∀y2∀x
∧
t,t′∈T

t(T )̸=t′(B)

(
V (x, y1, y2) → ¬(PT,t(x, y1, y2) ∧ PB,t′(x, y2, y1))

)
,

jotka yhdessä sanovat, että rinnakkaisten solujen toisensa kohtaavat värit ovat samat.
Näiden avulla voidaan määritellä logiikan SU2 kaava

ΦT = φ3 ∧ φtiili ∧ φsolu ∧ φH ∧ φV ,

ja nyt kaavalla Γ∧ΦT pystytään ilmaisemaan kaksiulotteisen avaruuden täydellinen tiilaus.
Jos logiikka SU2 olisi ratkeava, voitaisiin selvittää, onko olemassa kaavan Γ∧ΦT toteuttava
malli M. Koska M ⊨ Γ, niin apulauseen 5.5 mukaan on olemassa homomorfismi

h : T → M↾τ.

Mallin T aakkostoa τ voidaan laajentaa predikaateilla Pt,D kaikille t ∈ T, jotka tulkittuna
homomorfismin kautta antavat tiilien T tiilauksen.

On mahdollista, että edellisen todistuksen M on epäintuitiivisesti äärellinen. Esimerkiksi
jos avaruus on mahdollista tiilata yhdellä n × m-”laatalla” tiiliä siten, että tätä laattaa
toistetaan joka suuntaan, niin on olemassa lauseen Γ ∧ ΦT malli, jonka universumin kar-
dinaliteetti on n ·m.
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5.2 Yleinen yksiulotteinen fragmentti

Myös uniformisuusehdon poistaminen antaa ratkeamattoman fragmentin. Tätä kutsutaan
yleiseksi yksiulotteiseksi fragmentiksi GF1 [7]. Yksiulotteista logiikkaa rajoitettuna sana-
ja puumalleihin on käsitelty Kierońskin ja Kuusiston artikkeleissa [10] ja [11]. Fragmentin
määritelmään jätetään taas vain ratkeamattomuustodistuksen kannalta oleelliset kaavan-
muodostussäännöt, eli unohdetaan yhtäsuuruusatomit.

Määritelmä 5.7. GF1-kaavat määritellään seuraavasti.

1) Yksipaikkaiset predikaatit ovat GF1-kaavoja.

2) Jos φ ja ψ ovat GF1-kaavoja, niin ¬φ ja φ ∧ ψ ovat GF1-kaavoja.

3) Olkoon F joukko GF1-kaavoja, ja olkoon joukko predikaatteja G. Jos φ(x0, . . . , xk)
on joukon F ∪ G Boolen kombinaatio, niin seuraavat ovat GF1-kaavoja

∀x0 . . . ∀xkφ ja
∀x1 . . . ∀xkφ

Ratkeamattomuus voidaan osoittaa tälläkin kertaa tiilausongelman avulla. Tällä kertaa
”standardimallin” universumiksi voidaan ottaa suoraan N × N, jolla päästään lähemmäs
alkuperäisen tiilausongelman (määritelmän 5.3) ajatusta. Olkoon aakkosto τ = {H, V },
ja sen malli

T = (N× N, HT, V T).

Tällä kertaa
HT =

{
((k, l), (k + 1, l)) | k, l ∈ N

}
⊆ (N× N)2 ja

V T =
{
((k, l), (k, l + 1)) | k, l ∈ N

}
⊆ (N× N)2.

Ratkeamattomuustodistus etenee pitkälti samanlaisin vaihein kuin kaksiulotteiselle frag-
mentille.

Lause 5.8. GF1 ei ole ratkeava.

Todistus. Määritellään kaavat

θH = ∀x∃y(H(x, y)),

θV = ∀x∃y(V (x, y)) ja

θdiag = ∀x∀y∀z∀w
(
(H(x, y) ∧H(z, w) ∧ V (x, z)) → V (y, w)

)
,

ja olkoon Γ = θH ∧ θV ∧ θdiag.

Kuten aikaisemmin Γ on taas kaava, jolla jos M ⊨ Γ, niin on olemassa homomorfismi

h : T → M.
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Tämä voidaan määritellä asettamalla h(0, 0) mielivaltaisesti, ja koska kaavat θH ja θV
toteutuvat, tästä voidaan määritellä, miten alkioiden (0, 1) ja (1, 0) täytyy kuvautua.
Koska M ⊨ θdiag, edellisten avulla voidaan määritellä h(1, 1). Tätä voidaan rekursiivisesti
jatkaa määritellen kuvauksen h aina edellistä ”neliötä” reunustaville koordinaateille.

Lisätään tiiliä varten aakkostoon yksipaikkaiset predikaattisymbolit Pt kaikilla t ∈ T.
Määritellään taas, että jokainen solu omaa vain yhden tiilen

φsolu = ∀x
∨
t∈T

(
Pt(x) ∧

∧
t′ ̸=t

¬Pt′(x)

)
.

Värien kohtaaminen voidaan määritellä seuraavien kaavojen avulla

φH = ∀x∀y
∧
t,t′∈T

t(R)̸=t′(L)

(
H(x, y) → ¬(Pt(x) ∧ Pt′(y))

)
ja

φV = ∀x∀y
∧
t,t′∈T

t(T )̸=t′(B)

(
V (x, y) → ¬(Pt(x) ∧ Pt′(y))

)
.

Kaikki nämä kaavat ovat GF1-kaavoja, joten samoin kuin kaksiulotteisen fragmentin to-
distuksessa, kaava Γ ∧ φsolu ∧ φH ∧ φV määrittelee tiilausongelman ja osoittaa logiikan
GF1 ratkeamattomuuden.
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