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Tutkielmassa osoitetaan, ettd ensimmaéisen kertaluvun logiikan uniformi yksiulotteinen
fragmentti on ratkeava. Kyseinen fragmentti yleistda tunnetumpaa kahden muuttujan lo-
giikkaa sallimalla useampi kuin kaksipaikkaisia predikaatteja. Logiikkojen yhteys toisiin-
sa el valttamatta ole selva pelkistddn médritelmista, ja tdtd yhteyttd avataan. Kahden
muuttujan logiikkaa ei kasitella enempaéd, vaan siirrytdaan ratkeavuuden tutkimiseen.

Ensimmaisen kertaluvun logiikan ratkeavat fragmentit ovat ilmaisuvoimaltaan ensimméi-
sen kertaluvun logiikkaa heikompia, mutta ne saattavat silti kyetéd ilmaisemaan epétri-
viaaleja késitteitd. Ratkeavien fragmenttien ilmaisuvoimaa havainnollistetaan esimerkein.
Ratkeavuuden osoitetaan olevan avainasemassa formaalin todistamisen automatisoimises-
sa. Lisdksi osoitetaan, ettd fragmenttien ratkeavuus seuraa #dédrellisen mallin ominaisuu-
desta, johon uniformin yksiulotteisen fragmentin ratkeavuustodistus perustuu.

Tutkielmassa esitelladn tutkittavan logiikan kaavojen Scottin normaalimuoto, joka koos-
tuu ainoastaan konjunkteista, joissa on ainoana kvantifiointina edessé joko toistuva univer-
saali- tai yksittédistd universaalikvanttoria seuraava toistuva eksistenssikvantifiointi. Scot-
tin normaalimuodon osoitetaan olevan yhtatoteutuva alkuperédisen kaavan kanssa. Rat-
keavuustodistus pohjautuu Scottin normaalimuodossa olevien kaavojen tutkimiseen, silla
nédiden totuutta on helpompi tarkastella.

Ratkeavuustodistus etenee tavanmukaisesti esittelemélla niin kutsuttu "kuninkaallinen ho-
vi”, jossa "kuninkaat” ovat todistettavana olevan tuloksen kannalta hankalasti kyttaytyvia
alkioita. Hankaluudet véistetddn huomioimalla kaikki kuninkaat erikseen. Muuntyyppis-
ten alkioiden kohdalla ristiriitojen vélttdmiseksi todistuksessa esiintyy syklisyytta siten,
ettd alkiot saattavat tarvita "todistajia” jostakin toisesta joukosta, jotka puolestaan tarvit-
sevat todistajia jéalleen uudesta joukosta, jotka lopulta nekin tarvitsevat todistajia, mutta
nédmaé voidaan valita joukosta, josta ldhdettiin liikkeelle.

Lopuksi tutkielmassa osoitetaan, etta tutkittavan fragmentin uniformisuus ja yksiulottei-
suus eivit yksin riitd ratkeavan fragmentin muodostamiseksi. Téten esitellddn fragmentit,
joissa on vain toinen rajoituksista. Namé ovat vahvasti uniformi kaksiulotteinen frag-
mentti sekd yleinen yksiulotteinen fragmentti. Ratkeamattomuus osoitetaan reduktioina
tiillausongelmaan molemmille fragmenteille.
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Koneoppimismallien kiaytto tassa tutkielmassa

Kuvien piirtdmistd helpottavien Tikz-funktioiden generoimiseen on kiytetty OpenAl:n
GPT-5 mini ilmaisversiota. Funktioita on sovellettu tutkielman molemmissa kuvitusku-
vissa.

Olen tietoinen siité, ettéd olen téysin vastuussa koko opinnéytteeni siséallostéd, mukaan lu-
kien tekoalylld tuotetut osat, ja hyviksyn vastuun mahdollisista hyvin tieteellisen kay-
tdnnon ohjeiden rikkomuksista.
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1 Johdanto

Tunnetusti ensimmaéisen kertaluvun logiikan toteutumisongelma ei ole ratkeava [8]. Logii-
kan ilmaisuvoimaa voidaan kuitenkin rajoittaa eri tavoin, jolloin ratkeavuus voi olla mah-
dollista. Rajoituksia noudattavaa logiikkaa kutsutaan alkuperéisen logiikan fragmentiksi.
Tallaisia rajoituksia voidaan asettaa koskemaan kaavanmuodostussaantoja esimerkiksi ra-
joittamalla kvantifiointia tai muuttujien lukuméaraa. Lisdksi voitaisiin keksid semanttisia
rajoituksia rajoittamalla mahdollisia malleja esimerkiksi vain puumalleihin kuten Kierons-
kin ja Kuusiston artikkelissa [11], jossa kisitellaan téssd tutkielmassa kiytettyjen logii-
koiden kaltaisia jarjestelmié. Ratkeavien ensimmaéisen kertaluvun fragmenttien etsimisen
keskeinen peruste on, ettd naissa formaali todistaminen voidaan automatisoida.

Ensimmaéisen kertaluvun logiikan kahden muuttujan fragmentti FO? on yksi tutkituim-
mista esimerkeistd. Siiné sallitaan tavanomainen ensimmaisen kertaluvun kaavanmuodos-
tus, mutta kiytossd on vain kaksi muuttujasymbolia. Scott osoitti ratkeavuuden kahden
muuttujan logiikalle ilman yhtdsuuruusatomeja jo yli 60 vuotta sitten [16], ja fragmentin
FO? ratkeavuus, jossa my6s yhtésuuruus on kiytettévissi, osoitettiin myshemmin Morti-
merin toimesta [15]. Kahden muuttujan logiikalle on ajan saatossa esitelty erilaisia ilmai-
suvoimaa parantavia laajennuksia siten, ettd laajennettu logiikka pysyisi ratkeavana. Gra-
del, Otto ja Rosen esimerkiksi osoittivat ratkeavuuden laskentakvanttorein laajennetulle
fragmentille [5]. Kuitenkin kdytdnnon sovellusten kannalta kahden muuttujan rajoitus on
usein liian tiukka [9, 13].

Toisaalta kahden muuttujan logiikka antaa pohjan muille ratkeaville fragmenteille, joissa
muuttujien lukumaéraé ei ole rajoitettu. Téllaisia fragmentteja voidaan 16ytaé tutkimalla,
millaisia yleisempid muuttujien lukumaarasta riippumattomia rajoitteita kahden muuttu-
jan rajoitus aiheuttaa logiikalle. Téllainen ominaisuus on esimerkiksi yksiulotteisuus [7].
Kahden muuttujan logiikassa kvantifioimissadannot jattévat aina korkeintaan yhden va-
paan muuttujan kvantifioinnin kohteena olevaan kaavaan. Yksiulotteisuuden asettaminen
ensimmaisen kertaluvun logiikalle rajoittaa jo selvéisti kaavanmuodostusta, mutta osoit-
tautuu, ettd téstd saatava fragmentti ei ole ratkeava. Tarvitaan enemmén rajoituksia.

Jos liséksi rajoitetaan ensimméisen kertaluvun ja kahden muuttujan logiikan yhta keskei-
simmistd eroista, eli monipaikkaisten predikaattien kdyttamista siten, ettd predikaatteja
kvantifioitaessa téytyy niissd esiintyd tdsmaélleen samat muuttujat, saadaan jo ratkea-
va logiikka. Téta rajoitusta kutsutaan uniformisuudeksi, ja rajoitusten yhdistdmisesta
muodostuvaa logiikkaa kutsutaan uniformiksi yksiulotteiseksi fragmentiksi U;. Tutkiel-
man keskitsséd on tdmén fragmentin ratkeavuuden osoittaminen seuraamalla Kieronskin
ja Kuusiston todistusta [9].

Ratkeavuustodistus nojautuu darellisen mallin ominaisuuden osoittamiseen logiikalle Uj.
Tata varten esitellddn algoritmi mielivaltaisen Uj-kaavan muuntamiseksi helpommin 14-
hestyttavaan Scottin normaalimuotoon. Muunnetun kaavan yhtatoteutuvuuden ansiosta
aarellisen mallin ominaisuus voidaan todistaa tutkimalla pelkdstdan Scottin normaali-
muodossa olevia kaavoja. Lahdemateriaalissa Scottin normaalimuotoa ei ole esitelty tut-
kielmaa vastaavalla tarkkuudella, mutta esitys nojautuu Kuusiston ja Lutzin esittdméan



kuvailuun muunnoksesta [14]. Gradel, Kolaitis ja Vardi kiyttivit Scottin muunnosta myos
kahden muuttujan logiikan eksponentiaalisesti rajoitetun &darellisen mallin ominaisuuden
osoittamiseksi [4]. Samankaltainen yldraja dérellisen mallin kardinaliteetille on johdet-
tu myos logiikalle Uy [9], mutta téssd tutkielmassa ei esitelld téllaisia vaativuusteorian
tuloksia.

Lopuksi osoitetaan, ettd pelkké yksiulotteisuus ei riita ratkeavuuteen ja ettad fragmentin
U; laajentaminen kaksiulotteiseksi johtaa tamékin epdratkeavaan logiikkaan. Ratkeamat-
tomuustulokset osoitetaan reduktioina tiilausongelmaan samoin kuin Hellan ja Kuusiston
julkaisussa [7] vuodelta 2014, jossa uniformi yksiulotteinen fragmentti (ilman yhtésuu-
ruutta) on alun perin esitelty.

Tutkimus kahden muuttujan logiikan yleistyksistd on pysynyt aktiivisena. Kieronski ja
Kuusisto ovat tutkineet pelkéstddn yksiulotteisen fragmentin ratkeavuutta rajoitettuna
puu- ja sanamalleihin julkaisuissaan vuosilta 2022 [10] ja 2017 [11]. Ratkeavuuden raja-
pintaa kahden- ja kolmen muuttujan logiikoille on késitelty Fiukin ja Kieronskin toimesta
vuoden 2023 julkaisussa [2]. Kuusiston vuoden 2016 julkaisu [13] on katsausartikkeli uni-
formista yksiulotteisesta logiikasta U;. My6s logiikan U; ilmaisuvoimaa on kyetty paran-
tamaan. Esimerkiksi Kieroriskin ja Kuusiston julkaisussa [12] logiikka U; on varustettuna
sisdédnrakennetuilla relaatioilla. Fiukin ja Kieronskin vuoden 2025 julkaisussa [3] tutkitaan
logiikan U; laajennuksia alternoivilla kvanttoreilla. Jaakkolan ja Kuusiston julkaisussa [§]
vuodelta 2023 kasitellddn yleisesti ensimmaisen kertaluvun logiikan ratkeavuutta.



2  Fragmentti

Uniformi yksiulotteinen fragmentti U; yleistdd kahden muuttujan logiikkaa FO? siten,
ettd muuttujien lukumééraa ei ole mitenkidén rajoitettu [9]. Sen sijaan rajoituksia kohdis-
tetaan kvantifiointiin. N&it4 rajoituksia ei ole sellaisinaan asetettu logiikkaan FO?, mutta
kahden muuttujan rajoitus kiytannossé tarkoittaa, ettd FO%:ssa joudutaan noudattamaan
logiikan U; kvantifioimissddntojé [9).

Luvussa oletetaan lukijalta predikaattilogiikan tuntemusta [6].

2.1 Uniformisuus

Fragmentissa saa rajoituksetta (samoin kuin ensimméisen kertaluvun logiikassa) kiyttaa
yksipaikkaisia predikaattisymboleja, mutta jos halutaan kvantifioida kaava, jossa esiintyy
monipaikkaisia predikaatteja, vaaditaan predikaateissa esiintyviltd muuttujilta uniformi-
suutta. Tama tarkoittaa, ettd jokaisessa monipaikkaisessa predikaatissa taytyy esiintya
tdsmalleen samat muuttujat.

Kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukkoa merkitaéan free(y). Lisdksi atomikaavalla tarkoi-
tetaan joko muotoa x; = x9 tai R(xy,...,zx) olevia kaavoja, jossa R on k-paikkainen
predikaattisymboli. Aakkostot ovat tutkielmassa aina relationaalisia.

Maaritelma 2.1. Olkoon V' dérellinen muuttujasymbolien joukko. Joukko atomikaavoja G
on V -uniforminen, jos kaikilla ¢ € G pétee, etté

free(y)) = V.

Uniformin kvantifioinnin tdsméllinen méaéritelmé esitelliin myohemmin, mutta edella ole-
van kuvauksen perusteella voidaan jo katsoa esimerkkejé uniformisesta kvantifioinnista.

Esimerkki 2.2. Eri paikkalukujen predikaatteja R(zq,...,x,) ja S(z1,...,T,,), joissa siis
n # m jan,m > 1, voidaan kvantifioida yhdessa vain, jos suurempipaikkaisen predikaatin
muuttujissa esiintyy toistoa. Esim. kaavaa R(x,y, z) AS(z,y) ei voi kvantifioida, jos x,y, z

ovat eri muuttujasymboleja. Sen sijaan R(z,y,y) A S(x,y) voitaisiin kvantifioida.

Esimerkki 2.3. Yksipaikkaiset predikaatit ja yhtdsuuruusatomit eivit vaikuta uniformi-
suusehdon toteutumiseen. Esim. kaava

T(z)Nz=zANR(z,y,y) A\ S(z,y)

voitaisiin kvantifioida.



2.2  Yksiulotteisuus

Toinen kvantifiointia koskeva rajoite on yksiulotteisuus. Tamé tarkoittaa, ettd kvanti-
fiointi on aina tehtéva kaikille paitsi yhdelle muuttujalle samanaikaisesti kiyttden samaa
kvanttoria (joko V tai 3). Myos kahden muuttujan logiikan kvantifioinnissa jii aina kor-
keintaan yksi vapaa muuttuja. Ennen kuin fragmentti U; voidaan maéaéritella tarkasti,
tarvitaan seuraava maaritelma.

Maaritelma 2.4. Kaavajoukosta F muodostettu Boolen kombinaatio on mikéa tahansa seu-
raavalla rekursiolla saatu kaava.
i) Kaikki ¢ € F ovat F:n Boolen kombinaatioita.
ii) Jos ¢ ja ¢ ovat F:n Boolen kombinaatioita, niin ¢ A on F:n Boolen kombinaatio.
iii) Jos ¢ on F:n Boolen kombinaatio, niin - on F:n Boolen kombinaatio.

Maaritelma 2.5. U;-kaavat aakkostossa T méaritelldan seuraavasti.

1) v; = v; on Uj-kaava kaikilla i, j € N.

2) R(v;) on Uj-kaava kaikilla yksipaikkaisilla R € 7.
3) Jos ¢ ja 1 ovat Uj-kaavoja, niin —¢ ja ¢ A ¢ ovat Uj-kaavoja.
)

4

Olkoon F joukko U;-kaavoja, ja olkoon V-uniforminen joukko atomikaavoja G jolla-
kin muuttujien joukolla V. Jos ¢(x, ..., x)) on Boolen kombinaatio joukosta FUG,
ja free(yp) = {xo, ...,z }, niin

Vg ... Vere jaVay ... Vagp
ovat Uj-kaavoja, joista jalkimméiseen jaa yksi vapaa muuttuja xg. Jalkimmaéisen
kaavan muodostamiseksi on myos luonnollista olettaa, ettd k > 1.
Kaavanmuodostussdannot sallivat negaation kiyton, joten
—(Vry .. . Vap—p) & Joy .. Jxgp

on my6s Uj-kaava, eli eksistenssikvanttoria voidaan kayttdd samoin rajoituksin. Lisdksi
Boolen sulkeuma mahdollistaa my6s konnektiivien V, — ja <> kdyttdmisen.

Esimerkki 2.6. Olkoon f kaksipaikkainen funktio. Jos merkitdén funktiota f tavanomai-
sessa relationaalisessa muodossa

Rf(%?ﬁz) g f(%ZU) =z,
niin funktionaalisuuden maérittely logiikassa U; on hankalaa, silld edes kaavaa

VaVy3zRe(x,y, 2)

8



ei pystytd muodostamaan, koska ensimméisené tehtdva kvantifiointi 4 jattéisi kaksi va-
paata muuttujaa. Yksipaikkaisella funktiolla edellisen kaltainen kaava pystyttéisiin muo-
dostamaan, mutta funktionaalisuus vaatii myos yksikésitteisyyden

VaVyVz(Ry(x,2) N Rp(y, 2) = x =y).

Tata kvantifiointia ei voi tehda, silld se rikkoo uniformisuusehtoa: monipaikkaisissa pre-
dikaateissa esiintyy eri joukot muuttujia {z,z} # {y, z}. Kahden muuttujan logiikassa
FO? molemmat ongelmat toistuvat, mutta selitykseni on vain muuttujien lukumésra.

Funktionaalisuuden mééritteleminen osoitetaan myohemmin mahdottomaksi esimerkissé
4.17.

Téllaisissa fragmenteissa on siis rajuja rajoituksia. Seuraava esimerkki antaa osviittaa,
mitd heikomman ilmaisuvoiman logiikoilla voidaan téstd huolimatta tehda.

Esimerkki 2.7. Kuvitellaan tilanne, jossa kaupunkisuunnittelija haluaa taata suotuisia
ominaisuuksia jalankulkijoille ja samalla optimoida rakennuskustannuksia. Olkoot predi-
kaatit

K(a): a on kortteli,

A(e): e on autotie,

J(e): e on joki,

>~<

(e,a,b): esteen e yli padsee korttelista a kortteliin b,

N

(e,a,b): esteen e yli on suojatie korttelista a kortteliin b,

S

(e,a,b): esteen e yli on silta korttelista a kortteliin b.

Naille on suoraviivaista aksiomatisoida, ettd K, A ja J ovat erilliset ja kattavat koko
universumin, ja etta a ja b ovat relaatioissa Y, S ja B aina eri kortteleita. Lisdksi seuraavat
tulisi aksiomatisoida:

VeVavb(Y (e, a,b) <+ (S(e,a,b) V B(e,a,b))) ja

VeVavb(S(e,a,b) — A(e)).

Lisdamalld uusia predikaattisymboleja kaupunkisuunnittelija voi nyt aksiomatisoida ole-
massa olevan kaupungin esim. korttelit k1, ko ja suojatien nédiden vélille aksioomilla

Ja(K (a) A ki(a) AVB((ki(a) A k(b)) — a = b)) ja

deda3b(ky(a) A ka(b) A S(e, a,b)).

On my6s mahdollista maaritelld kaava "reitin kq, ..., k, pystyy kulkemaan jalan™
n—1
/\ 3eTaTb(ki(a) A ki () AY (e,a,b))
i=1



Suunnittelija voi luetella my6s muita haluamiaan aksioomia esim. ’jos on jo silta, ei tarvita
suojatieta”
VeVaVb(B(e,a,b) — —=S(e, a,b))

tai "jos kaikista kaupunginosan K; on kortteleista taytyy pédsta siltaa pitkin johonkin
muuhun kaupunginosan kortteliin, niin rakennetaan vain yksi silta koko kaupunginosan
lapi™

Va3bIe(K;(a) N K;(b) A B(e,a,b)) — IsVe(JaTb(K;(a) A K;(b) A B(e,a,b)) — e = s).

Aksioomien lukumééréa on jossakin vaiheessa lilan suuri ihmisen késiteltaviksi, ja tarvi-
taan automaatiota tutkimaan esimerkiksi, onko suunnittelija méaaritellyt vahingossa risti-
riidan tai milld muutoksilla kaupunkiin on mahdollista rakentaa jokin aksioomat toteut-
tava reitti.

Esimerkin kaikki kaavat olivat U;-kaavoja, ja myohemmin osoitetaan, ettd U; on ratkea-
va. Seuraavassa aliluvussa ndytetdén, etta téllaiset (ratkeavassa logiikassa méariteltavit)
kysymykset voidaan todella automatisoida.

2.3 Ratkeavuus

Rajoituksia ensimmaéisen kertaluvun logiikalle ei aseteta huvin vuoksi. Nailld pyritdan
saavuttamaan fragmentteja, jotka kiyttaytyviat ennustettavammin esimerkiksi automaa-
tion ndkokulmasta (varmuudella pysahtyvit algoritmit). Ratkeavuus on téllainen logiikan
ominaisuus.

Aliluvussa esiintyvén logiikan oletetaan olevan Boolen suljettu, mutta taté voidaan tarvit-
taessa keventédd jotain tiettya fragmenttia varten, jotta tdmén aliluvun tulokset voidaan
johtaa.

Maééritelma 2.8. Logiikka on ratkeava (eng. decidable), jos on olemassa algoritmi, joka
kertoo jokaisesta kyseisen logiikan kaavasta, onko olemassa ainakin yksi kaavan toteuttava
malli ja tulkinta. Kaavan sanotaan olevan toteutuva (eng. satisfiable), jos malli ja tulkinta
ovat olemassa. Algoritmi siis kertoo, onko syttteend annettu kaava toteutuva vai ei.

Mairitelma 2.9. Olkoot X jonkin logiikan kaavajoukko seké lause ¢. Jos kaikilla tulkin-
noilla péatee
jos kaikki >:n kaavat ovat tosia, niin ¢ on tosi,

niin sanotaan, ettd ¢ on kaavajoukon X looginen seuraus, ja tatd merkitdan

Y F .

Jos logiikka on ratkeava, sen lauseiden todistaminen voidaan automatisoida seuraavasti.

Lause 2.10. Olkoon ratkeava logiikka, ddrellinen kaavajoukko sen kaavoja 3 sekd logitkan
lause . Voidaan ratkaista algoritmisesti, pateeké X F .

10



Todistus. Ratkeavuusalgoritmin avulla voidaan selvittda toteutuvuus kaavalle

/\w/\—'go.

Pex

Jos kaava on toteutuva, on olemassa >:n malli ja tulkinta, jotka toteuttavat kaavan —y,
joten tiedetddn, ettd X ¥ . Jos kaava ei ole toteutuva, kaikkien Y:n malli-tulkinta -parien
taytyy toteuttaa ¢. Toisin sanoen X F . O

Seuraava madaritelmé ja tulos antavat selkedn strategian logiikan ratkeavuuden osoittami-
selle.

Maéritelma 2.11. Logiikalla on ddrellisen mallin ominaisuus (eng. finite model proper-
ty), jos sen jokaisella toteutuvalla kaava-tulkinta-parilla on olemassa kaavan toteuttava
aarellinen malli.

Lause 2.12. Jos logiikalla on tdydellinen rekursiivisesti lueteltava pddttelyjdarjestelma sekd
adrellisen mallin ominaisuus, se on ratkeava.

Todistus. Riittaé siis muodostaa algoritmi, joka kertoo, onko jokin kaava

o(T1, ..., Tk)

toteutuva. Suoritetaan rinnakkain kahta algoritmia (suoritetaan vuorotellen aina yksi as-
kel kumpaakin). Ensimméinen kiy ldpi aérellisia malleja ja tulkintoja, ja tarkistaa to-
teuttavatko ne kaavan . Toinen kay lépi kaikkia mahdollisia logiikassa muodostettavia
paattelyja, ja tarkistaa aina, onko paattely péateva todistus lauseelle

=3z, ..., Jrpe(xy, ..., Tk).

Keskeista on, ettd algoritmit kdyvat jossakin jarjestyksessa kaikki mahdolliset mallit ja
paattelyt. Jalkimmaiseen tarvitaan logiikan paattelyjarjestelmén rekursiivinen enumeroi-
tuvuus!.

Jos ¢ on toteutuva, ensimméinen algoritmi 10ytdd dérellisen mallin (d4rellisen mallin
ominaisuuden nojalla), ja saadaan myonteinen vastaus. Jos ¢ ei ole toteutuva, toinen
algoritmi tulee paattelyjarjestelmén taydellisyyden (tarkoittaen, ettd kaikki todet lauseet
ovat péadteltdvissa ja toisinpdin) nojalla 16ytdmééan todistuksen negaatiolle, ja saadaan
kielteinen vastaus. O

Algoritmia voidaan selkeyttéé, jos tiedetddn ylaraja dérellisen mallin (universumin) kardi-
naliteetille. T&lloin nimittain algoritmissa riittda vain etsia darellistd mallia tdhén rajaan
asti, ja negaation todistuksen etsiminen voidaan jattaé pois.

Seuraavaksi tullaan osoittamaan, ettd fragmentilla U; on &érellisen mallin ominaisuus.
Artikkelissa [9] on tdmén liséksi osoitettu, etté edellisen huomautuksen mukainen yléraja
suhteessa tutkittavan kaavan ¢ pituuteen on olemassa logiikalle Uj.

!Toisen algoritmin suorittamiseksi logiikassa tdytyy myds kyetd kvantifioimaan edelld vaaditulla ta-
valla. Tamén voi kiertda todistuksen jalkeen esitetylld huomautuksella tai méaarittelemalla tarvittavat
maéadritelmét lauseille kaavojen sijaan.
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3 Scottin normaalimuoto

Keskeinen osa ratkeavuustodistusta on muuttaa mielivaltainen Uj;-kaava helpommin 1a-
hestyttavian muotoon, ja osoittaa, ettd tdmén toteutumisesta seuraa alkuperaisen kaavan
toteutuminen. Osoittautuu, ettd Scottin normaalimuoto vastaa tdhéan tarpeeseen. Kuusis-
ton ja Lutzin julkaisussa [14] on esitys Scottin muunnoksen yleistyksesté, jonka yksityis-
kohtia avataan téssd luvussa. Scottin muunnosta on kiytetty myods kahden muuttujan
logiikan ratkeavuuden osoittamiseksi [4].

3.1 Valmistelu

Scottin normaalimuoto nojaa seuraavaan méaaritelmaén.

Maaritelma 3.1. Olkoon F joukko yksipaikkaisia atomikaavoja ja yhtdsuuruusatomeja, ja
olkoon G V-uniforminen joukko atomikaavoja jollakin muuttujien joukolla V. Téalloin U;-
matriisi on Boolen kombinaatio joukosta F U G. Uj-matriisi on siis kvanttoriton kaava,
jossa saa esiintyd monipaikkaisia relaatiosymboleja.

Huomautus. Jos tassa kappaleessa etuliite U, jatetddn pois, niin matrizsilla tarkoitetaan
vastaavanlaista kvanttoritonta kaavaa, mutta logiikan U; kaavoista poiketen joukossa F
saa esiintyd myos nollapaikkaisia predikaatteja. Tata perustellaan mychemmin.

Madritelma 3.2. U;-kaava on Scottin normaalimuodossa, jos se on lause, ja joillakin
ms, my € N kaava on muotoa

/\ Yoy, ... yee; A /\ Vay ... Vay,p),

1<i<ms 1<i<my

jossa alikaavat ¢ ja ¢ ovat Uj-matriiseja.

Téllaisen kaavan toteutumisen tutkiminen on huomattavasti helpompaa kuin mielivaltai-
sen Uj-kaavan, silld tissi riittdid tutkia vain I-matriisien o3 ja V-matriisien ¢} toteutu-
mista néitd vastaavien kvantifiointien vaatimalla tavalla.

Maaritelméd 3.3. Olkoon ¢ kaava. Kaavan ¢ alikaava 1 on sidottu matriisi, jos se on
muotoa

w(x) = le <. Q%X(l';yl’ s 73/]6)7
tai
¢ = le R kaX<y17 s 7Z/k>7

joka on alun perin saatu maaritelméan 2.5 kaavanmuodostussaannosta 4, jossa y on matriisi
(ks. edellinen huomautus), ja joissa kvantifiointi @) on joko V tai 3.

Yksiulotteisuuden nojalla kaavanmuodostussédannosta 4 tulee aina kaava, jossa on kor-
keintaan yksi vapaa muuttuja. Néin ollen sidotuissa matriiseissakin on vain joko yksi tai
ei yhtddn vapaata muuttujaa.
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Esimerkki 3.4. Aikaisemman kaupunkisuunnitteluesimerkin 2.7 viimeisessi kaavassa
Vadb3e(K;(a) N K;(b) A B(e,a,b)) — IsVe(JaTb(K;(a) AN K;(b) A B(e,a, b)) — e = s)
on kaksi sidottua matriisia
1(a) = FbIe(K;(a) A K;(b) A B(e,a,b)) ja
y(e) = JaFb(K;(a) N K;(b) A B(e, a,b)).
Kiinnitetddn jonkin aakkoston 7 mielivaltainen U;-kaava . Jokaista kaavan ¢ sidottua
matriisia ¢ kohti tullaan seuraavaksi laajentamaan kiaytossa olevaa aakkostoa 7 joko nolla-

tai yksipaikkaisilla predikaattisymboleilla Py, riippuen sidotun matriisin ¢ vapaiden muut-
tujien lukumé&arasta.

Maéritelmé 3.5. Jos sidotulla matriisilla ¢ on yksi vapaa muuttuja, predikaatin P, mdd-
rittelevd kaava o, on

Va(Py(x) < ().
Jos 1114 ei ole vapaita muuttujia (eli v on nollapaikkainen), niin mééritteleva kaava on

Uw:P¢(—>¢,

jossa P on nollapaikkainen.

Edellisessd huomautuksessa jo alustettiin, ettd kaavat joissa on nollapaikkaisia predikaat-
teja, eivat méaaritelmén mukaan ole U;-kaavoja. Namé kuitenkin parhaiten vastaavat al-
kuperaista nollapaikkaista kaavaa 1. Nollapaikkaiset predikaatit nimittain tulkitaan vain
totuusarvoina.

Maéritelma 3.6. Kaksi kaavaa ¢ ja 1 ovat yhtdtoteutuvia (eng. equisatisfiable), jos toisen
toteutuvuudesta seuraa aina toisen toteutuvuus. Toisin sanoen toisella kaavalla on malli
ja tulkinta, jos ja vain jos toisellakin on.

Palataan mielivaltaiseen U;-kaavaan ¢. Jos kaavassa on vapaita muuttujia, ne voidaan
kvantifioida mééritelman! 2.5 sadnnolla 4 kvanttorilla 3, josta saadaan yhtétoteutuva,
U;-lause. Toisin sanoen voidaan olettaa, ettd kaavassa ¢ ei ole vapaita muuttujia.

Tehd&an edelld kuvattu aakkoston laajennus jollekin kaavan ¢ sidotulle matriisille . Uusi
predikaattisymboli P, sijoitetaan kaavaan ¢ alikaavan 1) paikalle, ja merkitaan

1 = [Py (x) /()]
tai jos v:114 ei ole vapaita muuttujia, niin
1= [Py /Y.

Téllainen sijoitus siis korvaa kaavasta sidotun matriisin predikaatilla, jolloin kaavasta
poistuu kvanttoreita. Téalloin uuteen kaavaan ¢, saattaa syntya uusi sidottu matriisi.

IT4ssé tilanteessa médritelméan 2.5 uniformi joukko G = @.
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Esimerkki 3.7. Jos merkitadéin edellisen esimerkin 3.4 sidottuja matriiseja edelleen symbo-
leilla 1) ja 109, niin esimerkin 2.7 viimeinen kaava on

o =Va(yy(a)) — IsVe(iha(e) — e = s).
Jos tdhén nyt sijoitetaan Py, , niin saadaan kaava
01 = Va(Py, (a)) — JsVe(ia(e) = e = s).
ja huomataan, ettd kaavaan ¢, syntyi uusi sidottu matriisi

s = Va(Py, (a)).

Toistetaan tatd rekursiivisesti aina saadulle kaavalle, eli asetetaan ¢y = ¢ ja 79 = 7, ja
jos n € N, niin

e lisdtddan aakkostoon 7, jotakin ¢,:n sidottua matriisia 1) vastaava uusi predikaatti-
symboli Py, josta saadaan 7,11 = 7, U{P,}, ja

e sijoitetaan uusi symboli kaavaan ,, sidotun matriisin ) paikalle, josta saadaan kaava
Ony1. Siis jos ¥:114 on vapaa muuttuja,

Pni1 = pn[Py(2) /()]

ja muuten
Pn+1 = S%[Hp/@ﬂ

Huomautus. Jos 1 on nollapaikkainen, predikaatin P, sijoitus asettaa kaavan ¢4 lo-
giikan U; ulkopuolelle, silla nollapaikkaiset predikaatit eivét ole sallittuja. Lopuksi ndma
korvataan yksipaikkaisilla predikaateilla seké aksiomatisoinnilla, joka asettaa namé yk-
sipaikkaiset predikaatit joko todeksi tai epétodeksi koko universumissa, jotta padstédan
takaisin Uj-kaavoihin, ja séilytetdan nollapaikkaisten relaatioiden kaksiarvoinen kayttay-
tyminen.

Rekursio siis jatkuu kunnes ¢,, jollakin n € N on endé jokin Boolen kombinaatio nolla-
paikkaisia predikaatteja P, € 7,,. Nain tulee lopulta tapahtumaan, koska aérellinen kaava
lyhenee koko ajan, ja koska alussa oletettiin, ettd ¢:114 ei ole vapaita muuttujia, eli alussa
¢ on Boolen kombinaatio joistakin saannolla 4 saaduista nollapaikkaisista kaavoista.

Muodostetaan liséksi samalla joukko S,,, johon rekursion jokaisessa vaiheessa n kerryte-
tadn jokaisen uuden predikaatin P, maéritteleva kaava oy. Eli aluksi Sy = &, ja tdmén
jalkeen

Sn-i-l =8, U {Uw},

jossa 1 on vaiheessa n + 1 valittu sidottu matriisi. Rekursion lopuksi S,, koostuu siis
jokaisen sidotun matriisin maarittelevista kaavoista.

Esimerkki 3.8. Jatketaan predikaattien sijoittamista edellisen esimerkin kaavaan
01 = Va(Py, (a)) — IsVe(i2(e) — e = s).
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Edetaén sijoittamisessa sijoittamalla vaikkapa ensin sidottu matriisi 1o, ja sitten jarjes-
tyksessa vasemmalta oikealle, josta saadaan seuraava ketju kaavoja:

0y = Va(Py, (a)) = 3sVe(Py,(e) = e =s),
3 = Py, — IsVe(Py,(e) = e =),

pa = Pyy = 35(Py, (s)),

w5 = Py, — Py,

joista viimeinen on halutunlainen Boolen kombinaatio (kun kirjoitetaan konjunktio impli-
kaatiomuodossa). Méérittelevien kaavojen joukko on lopuksi

Va(Py, (x) < (),
Vi (Py, () < (),

3.2 Muunnos

Seuraavaksi rakennetaan alkuperéisen kaavan kanssa yhtidtoteutuva kaava, joka voidaan
muokata Scottin normaalimuotoon. Osoitetaan siis ensin, ettd rekursiossa kerityisté kaa-
voista voidaan muodostaa alkuperaisen kaavan ¢ kanssa yhtatoteutuva U;-lause.

Apulause 3.9. Olkoon ¢,, jokin edellisen rekursion kaava. Kaikilla laajennetun aakkoston
T, malleilla 2L,

jos A E o, A /\ oy, niin A7 F ¢.

0'1/,6871

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla n:n suhteen. Selvésti viite péatee, kun n = 0 eli
kun ¢, = ¢ ja S, = @. Oletetaan siis, etta viite patee jollakin n. Voidaan liséksi olettaa,
ettd n ei ole rekursion viimeinen vaihe eli kaavassa ¢, on vield jokin sidottu matriisi.
Olkoon siis

Ao A\ o

a’ESn+1

Olkoon oy, vaiheessa n + 1 joukkoon S, lisitty maaritteleva kaava eli
{op} = Sni1 \ Sn.
Koska 21 F o0, niin kaikilla a € A
A E ¢]al jos ja vain jos a € Pf
(tai jos vapaata muuttujaa ei ole, 20 E 1) jos ja vain jos Pf on tosi, ks. méaaritelmé 3.5.),

ja télloin koska A F ¢, 1, niin A F ¢,,. Liséksi koska S,, C S,,41, niin

AE o, A N o

oceSy

Induktio-oletuksen mukaan A7 F ¢. [
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Tiukemmin muotoiltuna vaitteen implikaatio patee toiseenkin suuntaan. Taytyy olettaa,
ettd laajennetun aakkoston malli toteuttaa maarittelevit kaavat oy, kuten seuraavassa
todistuksessa tehdadn. Tamé kuitenkin riittda yhtatoteutuvuuden osoittamiseksi.

Apulause 3.10. Jos ' E ¢, niin on olemassa laajennetun aakkoston 7,, malli 2, jolla
Al =A', ja
Ao A N oy

Ty eSn

Todistus. Otetaan mallin 2 lihtokohdaksi malli ', ja tulkitaan uudet predikaattisymbolit
médrittelevien kaavojen kautta eli siten, ettéa

AL J\ oy
0y ESn

Tama voidaan tehda ristiriidatta, koska jokaista maéaarittelevad kaavaa vastaa yksi predi-
kaattisymboli. Koska muita muutoksia ei tehdé, saadaan 24[7 = 21’. T&lloin 2 £ ¢q. Teh-
déaan induktio-oletus, ettd jollakin k < n pétee 2 F ;. Samoin kuin edellisen apulauseen
todistuksessa koska 2 F o, kaavalla

{op} =Sk \ Sk € Sy,
niin induktio-oletuksen mukaan A F ;1. Koko induktion nojalla 24 F ,,. O]

Apulause 3.11. Jos kaavalla ¢/ on yksi vapaa muuttuja, sidotun matriisin méaéritteleva
kaava?

Oy = V‘I(P@Z’(x) « le s kaX(x7y17 v J/k))

on yhtépitiava kaavan

oy =VeQuyr ... Que(Py(x) — x(z, 41, .., %)) A
VeQ'yr ... Quk(x(x,y1, ..., yk) = Py(x))

kanssa, jossa kvanttori Q" € {V¥,3}\ {Q}.
Todistus. Kaavan oy, ensimméinen konjunkti on yhtépitévi kaavan o, implikaation va-

semmalta oikealle kanssa, joka ndhddén siirtamélla kvanttorit ulos suluista. Jaljelle jaa
osoittaa, ettd kaavat

Va(Qur - .. Quex (@, y1, ..., yk) = Py(x)) ja

VeQyr ... Qur(X(x, 1, - yk) = Py(x))

ovat yhtapitavia. Kirjoittamalla implikaatio disjunktiomuodossa saadaan ensimmaéisen
kaavan kanssa yhtépitava kaava

Vo (=Qyr - . QueX (@, Y1, - - Yk) V Py(x)).

2Muistutuksena tissi siis Qi - .. Qurx(z,y1, ..., yx) = ¥(z) (ks. médritelmét 3.3 ja 3.5).
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Alkaen ensimmaéisestd kvanttorista () voidaan negaatiota hyédyntéen kirjoittaa yksi ker-
rallaan kvanttorin @)’ avulla:

Vo (Qy~Qys ... Quex (@, 1, .., yk) V Py(x)),

ja paastaan lopulta yhtépitdavadn kaavaan

Ve (Q'yr ... Que—x(z,y1, ... yp) V Py(x)).

Tasta voidaan siirtad kvanttorit Q' sulkujen ulkopuolelle ja kirjoittaa disjunktio takaisin
implikaatioksi, jolloin saadaan toinen kaava. O

Maéritteleville kaavalle o, jossa 9:114 ei ole vapaita muuttujia (ks. mééritelméa 3.5) voi-
taisiin samankaltaisesti tehda edellinen kvanttorien jarjestely, mutta ennen téata korvataan
nollapaikkaiset predikaatit yksipaikkaisilla.

Jokaisella oy, jossa ¢ on nollapaikkainen, korotetaan predikaatin P paikkalukua yhdell&,
ja asetetaan
O'Z} = Va(Py(z) < ) A (VaPy(x) + JzPy(x)),

jossa jélkimmainen konjunkti sanoo vain, etta relaatio P, on joko tosi tai epétosi koko
universumissa, ja ensimméinen konjunkti asettaa tdman riippumaan kaavan ¢ totuudesta.
Tama vastaa nollapaikkaisten predikaattien kiyttaytymistéd ilmaistuna logiikassa Uy, ja
on selvisti yhtatoteutuva kaavan o, kanssa.

Kaavan o ensimmaéiseen konjunktiin voidaan suoraan soveltaa edellistd apulausetta 3.11.
Liséksi toinen konjunkti voidaan vieda yhtéapitavaan muotoon

Vo (Py(x) <> JxPy(x)),

jolloin téhdnkin voidaan soveltaa apulausetta 3.11. Merkitdén o114 myos kaavasta oy
saatua yhtépitdvaa kaavaa (eli kaavaa 0., jonka molempiin konjunkteihin on sovellettu
lausetta 3.11).

Samalla kun maéritteleviin kaavoihin korotettiin nollapaikkaisten predikaattien paikka-
lukua yhdelld, niin tehdddn tdma myos rekursion viimeiselle kaaavlle ¢,,, jolloin tasté
tulee Boolen kombinaatio kaavoista Py(x), joissa on kaikissa sama muuttuja x joillakin
nollapaikkaisilla 1. Lisétédén kvantifiointi V, ja kutsutaan saatua kaavaa ¢!, :ksi.

Apulauseiden 3.9 ja 3.10 kaavan alikaavat ¢, ja o, voidaan nyt esittdd yhtépitdvissa
muodoissaan ¢/, ja O’;Z), eli jakaa apulauseiden kaava konjunkteihin, joiden eteen tulee
apulauseen 3.11 mukaisesti joko kvantifiointi

Vadyy, ..., dy, tai VaVy, ..., Vy.
Konjunktion liitdnnéisyyden ja vaihdannaisuuden nojalla kaavan

e N\ o

Ty €Sn

konjunktit voidaan uudelleenjérjestéé kaavaksi, joka on Scottin normaalimuodossa

/\ Yoy ... Fyr el A /\ Vo .. Vo).

1<i<msg 1<i<my
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Koska ¢/, ja aip ovat logiikan U, lauseita, niin myos uudelleenjarjestelty kaava on U;-lause.

Tassa vaiheessa voidaan perustella, miksi jouduttiin kiyttamasan véliaikaisesti nollapaik-
kaisia predikaatteja. Jos tarpeeksi syvalla olevan nollapaikkaisen sidotun matriisin pai-
kalle olisi sijoitettu yksipaikkainen predikaatti, oltaisiin saatettu aiheuttaa kaksiulotteista
kvantifiointia vaativia kaavoja. Jos taas nollapaikkaisen sidotun matriisin paikalle olisi si-
joitettu valmiiksi kvantifioitu kaava Vz Py (x), oltaisiin luotu uusi kvanttori potentiaalisen
uuden syntyvin sidotun matriisin sisélle mahdollisesti aiheuttaen, ettei uutta sidottua
matriisia syntyisikaan.

Maaritelma 3.12. Edellista uudelleenjérjesteltya kaavaa kutsutaan alkuperiisen kaavan
muunnokseksi Scottin normaalimuotoon, ja tétd merkitddn Sc(p).

Esimerkki 3.13. Jatketaan esimerkkid 3.8 muuntamalla kaava Scottin normaalimuotoon.
Esimerkissa jai jéljelle Boolen kombinaatio

P5 = Pyy = Py,
sekd, viisi maarittelevad kaavaa. Merkitdan sidotun matriisin ¢; matriisia y;:114, eli
wl (a) = 3636(){1 (67 a, b))a
102( ) = Ja3b(xz(e, a, b)),
Va(X3 a))

(a)),
w4< ) Ve(xa(e, s)),
Y5 = 3s(x5(5))-

Kaavat oy, ja oy, padtyvit molemmat lauseen 3.11 muotoon
oy, = VoIy3z(Py,(x) = xi(z,y, 2)) N VaVyVz(xi(z,y, 2) — Py, (x)),
ja samoin kaavalle oy,

Oy, = VOVY( Py, (2) — xa(w,y)) A VYoIy(xa(z,y) = Py, (z)),

kun taas toisissa sidotuissa matriiseissa ei ole vapaata muuttujaa, jolloin lisdtyn predikaa-
tin paikkalukua téytyy korottaa, ja se taytyy aksiomatisoida. Liséksi lausetta 3.11 taytyy
soveltaa kahdessa osassa. Téstéd saadaan

Oy, = VIVY(Pyy(x) = Xx3(y)) A VaTy(xa(y) = Py, (@) A
Vﬁy(Pws(l’) - Pws(y» A V%’V?/(Pws(y) - P1ZJ3(:C)>7

ja vastaavasti

0y = VrIY(Pys (2) = x5(y)) A V2VY(xs(y) = Pus(2)) A
Va3y(Pys (x) = Pys(y)) A Vavy(Pys(y) —= Py, ().

On huomion arvoista, ettd ndiden kahden kaavan kaksi jalkimmaistd konjunktia ovat
tautologioita, ja voitaisiin sivuuttaa. Lopuksi kaava (5 muutetaan muotoon

= Va:(P%(a:) - P¢5<x))'

Konjunktiosta @5 A oy A -+ Aoy on nyt suoraviivaista ryhmitelld kahdenlaiset kvanti-
fionnit, josta saadaan Scottin normaalimuoto.
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Edella esitettyjen apulauseiden avulla voidaan nyt osoittaa logiikan U; &érellisen mal-
lin ominaisuus seuraavasti. Olkoon toteutuva Uj-kaava o, eli A" E ¢ jollakin 2. Tall6in
apulauseen 3.10 nojalla on olemassa laajennetun aakkoston malli 20 E Sc(p). Osoitetaan
tamén pohjalta, ettd on olemassa dérellinen malli B F Sc(¢). Apulauseen 3.9 mukaan
BT F ¢, eli on olemassa alkuperdisen aakkoston darellinen malli, joka toteuttaa alku-
perdisen kaavan . Adrellisen mallin B olemassaolon osoittaminen ei ole suoraviivaista.
Seuraavassa luvussa esitetddn, miten tdmé vaihe toteutetaan.
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4 Aarellisen mallin ominaisuus

Edellisen kappaleen lopun mukaisesti voidaan olettaa, etta
AFE @

jollakin Scottin normaalimuodossa olevalla lauseella ¢ (ks. mééritelmé 3.2). Seuraavak-
si rakennettavan ddrellisen mallin B riittdd toteuttaa jokainen Scottin normaalimuodon
konjunkti, eli kvantifioitu V- ja J-matriisi. Ensiksi esitellddn tarvittavia méaaritelmia se-
ké keskeinen lause, jonka on tarkoitus helpottaa matriisien toteuttamista. Kappaleessa
seurataan Kieronskin ja Kuusiston todistusta [9].

Tavanomaisella fontilla kirjoitetut isot kirjaimet A ja B viittaavat mallien 2 ja B univer-
sumeihin.

Maééritelma 4.1. Olkoot 7 aakkosto ja V' muuttujasymbolien joukko, jolla [V| = k. Ris-
tiriidattomuuden suhteen maksimaalinen V-uniforminen konjunktio predikaattisymbo-
leja ja predikaattisymbolien negaatioita on k-taulu aakkostossa 7. Jos 20 on malli, ja
ai,...,ar € A ovat eri alkioita, jotka toteuttavat k-taulun (3, niin merkitdan

tha(ai, ..., ar) = 3.

Maksimaalisuudesta seuraa, ettd jokaisella alkiojoukolla {ai,...,ax} € A on (kaavan
yhtépitavyytté vaille) yksikésitteinen k-taulu.

Maaritelma 4.2. Jos k = 1, niin tallaista k-taulua sanotaan I1-tyypiksi aakkostossa 7. 1-
tyyppeja merkitadn kirjaimella «, ja jonkin aakkoston kaikkien 1-tyyppien joukkoa cx.
Mallin 2l alkio a, joka toteuttaa 1-tyypin «, on kyseisen 1-tyypin edustaja, ja tatd merki-
taan

tpg(a) = a.
Jatkossa termia k-taulu kdytetdan vain, jos k > 2.
Esimerkki 4.3. Esimerkin 2.7 alkuperiisessi aakkostossa 7 on 2/7 = 26 1-tyyppié:

ar(z) =K(z) NA(x) NJ(x) NY (z,2,2) A S(x,z,x) A B(z, x, 1)
as(z) ==K(x)NA(x) N J(z) NY (x,2,2) AN S(z,z,2) A B(z, 2, )

ags(x) ==K (x) N —=A(x) AN=J(x) A=Y (2, z,2) NS (x,z,2) N —B(x,z, ).

Aakkoston 2-taulut voitaisiin luetella samalla periaatteella alkaen 2-taulusta
Bla,y) =Y (z,y,y) AS(z,y,y) A Blz, y, y)A
Y(y,2,y) NSy, 2,y) A Bly, z,y)A
Y(y,y,2) NSy, y, ) A Bly,y, 2)A
Y(y,x,2) ANS(y,z,2) AN B(y, v, x
Yi(z,y, ) NS(z,y,x) N Blz,y,©
(@, 2, y) A S(z,2,y) AN B(

A
A
A
Y A

S

S

, S
LY NS
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ja edelleen samoin voitaisiin luetella 3-taulut. Luvuilla & > 4 ei téssd aakkostossa ole
k-tauluja.

Maééritelma 4.4. Uj-matriisin ¢(xy, ..., zx) uniformi-osa on mééritelmén 3.1 muuttuja-
symbolien joukko V', eli muuttujat joilta kvantifioitaessa vaaditaan uniformisuutta.

Edelliset méaritelméat antavat seuraavan lauseen kautta luontevan tavan tarkastella mat-
riisien totuutta logiikassa U;. Merkinnélld ¢laq,. .., ax] tarkoitetaan, ettd on olemassa
jono alkioita (aq,...,ax) jonkin (kontekstista selvin) mallin universumista seké tulkinta,
joka tulkitsee muuttujasymbolit x1, ..., z; kaavassa p(x1,. .., z) siten, ettd x; tulkitaan
alkioksi a; kaikilla 1 < j < k.

Lause 4.5. Olkoon Ui-matriisi p(xq,. .., %), jossa on lueteltuna kaikki kaavan muuttujat.
Samanaakkostoiset mallit A ja B jakavat kaavan totuuden joillakin ay,...,ar € A ja
bi,...,by € B, eli

AE plar,...,ax] & BE @by, ... bl

jos kaikki seuraavat patevdt.

1) Kaikilla 1 <14,5 <k, a; = a; < b = bj,

i) kaikilla 1 < i <k, kaava tpy(a;) on yhtapitivd kaavan tpg(b;) kanssa, ja

iii) jos xp,,...,xx, ovat kaikki kaavan ¢ uniformi-osan muuttujat joillakin indekseilld
1 <ky,... .k <k, niin kaava tby(ay,, . . ., ax,) on yhtdpitivd kaavan tbeg (bg,, . .., by,)
kanssa.

Todistus. Oletetaan, ettd ehdot i-iii patevat. Osoitetaan viite induktiolla U;-matriisin
rakenteen suhteen. suhteen. Olkoon siis Uj-matriisi ¢ € F UG (ks. mééritelmé 3.1).
e © on muotoa x; = x;. Tami seuraa suoraan ehdosta i.

e © on muotoa R(z;) jollakin yksipaikkaisella symbolilla R. 1-tyypeistd tpy(a;) ja
tpy(b;) seuraa maksimaalisuuden nojalla joko R(x) tai —R(z). Ehdon ii nojalla
seurausten on vastattava toisiaan, eli a; € R* < b; € R®.

e ¢ on muotoa R(xy,,...,x) jollakin [-paikkaisella symbolilla R, jossa [ > 1. T4l-
16in ¢ € G, eli sen kaikki muuttujat ovat uniformi-osassa. Viite seuraa ehdosta iii
edellisen kohdan tavoin.

e ¢ on muotoa — tai ¢ A@ joillakin ¢ ja 6, joille véite patee. Naméa seuraavat suoraan
totuusméaritelmésté sekd induktio-oletuksesta.

Seuraava todistaja-alkion kisite on keskeinen 3-matriiseista puhuttaessa. Jos
AE lla,wy, ... w],
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niin jokaisella 1 < k < k; alkio wy, on alkion a todistaja kaavalle 3 (z,y1,. .., yr,). Joskus
puhutaan vain todistajista, alkion todistajista tai todistajista kaavalle, kun puuttuvat osat
ovat selvid kontekstista. Vastaavaa todistajan késitettd kdytetddn myos aérellisen mallin
B alkioista, kun mychemmin tarkastellaan 3-matriisien totuutta B:ssa.

Lopullinen tavoite on rakentaa Airellinen malli 9B siten, ett# kaikille matriiseille o3 ja )

16ytyy B:n universumista B lauseen 4.5 kohdat i-iii toteuttavat alkiot. Mallin B raken-
tamisen teknisempi osuus tulee olemaan kaavojen 3 toteuttaminen, joten tarkastellaan
ensisijaisesti J-matriiseja, ja tutkitaan vasta mychemmin kaavojen ¢} totuutta. Tilldin
voidaan muotoilla tavoite uudelleen niin, etti kaikille ¢ ja b € B on oltava bm kans-
sa lauseen 4.5 ehdot i-iii toteuttava jono todistajia. Rakennetaan malli siis ensin téta
tavoitetta varten.

Huomataan ensinnékin, ettd lauseen 4.5 ehdon ii toteuttaminen jo yhdellekin kaavalle
saattaa vaatia, ettd B:ssd on jokaista 2A:ssa esiintyvad 1-tyyppia olevia alkioita. 8 olisi tie-
tysti suoraviivaista madritella néin: asetettaisiin universumiksi vain yksittaiset edustajat
jokaiselle 2:n 1-tyypille (1-tyyppejd on &dérellinen méadra), ja relaatiot kopioitaisiin 2l:sta
rajoitettuna B:n universumiin. Ongelmia aiheuttaa kuitenkin ehto iii. Joidenkin kahden
eri kaavan ¢? ja go? uniformi-osiin sijoitetut alkiot saattavat olla pareittain tdsmélleen
samoja 1-tyyppeja, mutta naiden kahden alkiojoukon k-taulut saattavat silti maardytya
eri tavoin. Edelld kuvatussa mallissa, jossa jokaista 1-tyyppié olisi vain yksi alkio, samo-
jen 1-tyyppien edustajista koostetut k-taulut voivat ainoastaan saada saman totuusarvon.
Tallainen malli ei siis aina toteuttaisi ehtoa iii.

Myés lauseen 4.5 ehto i saattaa aiheuttaa ongelmia téllaiselle mallille 8. Logiikassa Uy
pystytddan nimittidin yhtasuuruuden avulla ilmaisemaan, ettéd on olemassa ainakin m jon-
kin 1-tyypin eri edustajaa. Lisdksi ehdon i toteutuminen vaatii, ettd on pidetty kirjaa,
minkd muuttujien paikoille U;-matriiseihin on sijoitettuna mitdkin 2(:n alkioita useam-
min kuin kerran, ja ettéd alkioiden sijoitus tehdaan B:n alkioilla samoin.

4.1 Aarellisen mallin universumi

Tésté eteenpéin kunnes toisin sanotaan, muuttujalla n merkitdén (Scottin normaalimuo-
dossa olleen) kaavan ¢ matriisien 3 (z,y1, ..., Yx ) ja @y (T1,. .., z;,) "maksimileveyttd” eli
suurinta muuttujien lukumaaraé, joka on

n =max| max k; +1, max [; ).
1<i<ms 1<i<my

Liséiksi 7:lla tarkoitetaan mallin 2 ja siten myos mallin B aakkostoa, jossa on Scottin
muunnoksesta saadut uudet predikaatit.

Adrellisestd mallista B ei lopulta vilttdméttd tule edes mallin 2 alimallia. Kuitenkin
jotkin Scottin muunnoksen konjunkteista saattavat ilmaista, etté joillakin 1-tyypeilld on
vain johonkin rajaa asti edustajia. Esimerkiksi kaava

VaVyVz((a(z) ANa(y) Na(z) = (t=yVe=2Vy=2)
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sanoo, ettéd tyypilla o on korkeintaan kaksi edustajaa. Malliin B ei siis tdlloin saisi myos-
kiaan tulla enempéa téllaisia edustajia. Télla tavoin kiyttaytyvia edustajia kutsutaan ku-
ninkaiksi, jonka seuraava maaritelmé tasmentaé.

Madritelméa 4.6. 1-tyyppi on kuninkaallinen, jos silla on alle n edustajaa. Naitd edus-
tajia sanotaan kuninkaiksi. Muita 1-tyyppeja sanotaan ei-kuninkaallisiksi. Joskus myos
edustajia sanotaan kuninkaallisiksi tai ei-kuninkaallisiksi.

Mallin B universumi tulee koostumaan neljésta erillisestd joukosta
B=CUFUFUG,

joista ainoastaan C':ssé on alkioita 2l:sta, ja oikeastaan patee C' C A. Joukossa C' tulee ole-
maan kaikki 2[:n kuninkaat, mutta mahdollisesti my6s muita alkioita, jotka méaritellaan
myOhemmin. Toisten joukkojen E, F' ja GG on tarkoitus kattaa loput 2l:n ei-kuninkaalliset
1-tyypit. Tama tarkoittaa, ettd néissé on jokaisen ei-kuninkaallisen 1-tyypin edustajia yli
n kappaletta!. Kuten aikaisemmin todettiin, jokaisen tyypin edustajan sisillyttiminen
saattaa olla vihimmaisedellytys lauseen 4.5 ehdon ii toteutumiselle.

Sen, ettéd ei-kuninkaallisia joukkoja on kolme kappaletta (joukot E, F' ja G), on tarkoi-
tus taata, ettd B:n relaatioihin voidaan myhemmin maééritelld joidenkin U;-matriisien
37 uniformi-osaan sijoitettavien alkioiden k;-tauluja yksi kerrallaan, lainaten 2f:n raken-
netta (eli toteuttaen lauseen 4.5 ehdon iii) ja aiheuttamatta ristiriitoja aikaisemmin ase-
tettujen muita matriiseja koskevien taulujen kanssa. Nimittdin osan joukon C' alkioista
ei-kuninkaalliset uniformi-osaan sijoitettavat todistajat tullaan poimimaan joukosta F.
Kaikkien E':n alkioiden ei-kuninkaalliset uniformi-osan todistajat haetaan taas F:stéd. Vas-
taavasti F:n alkioille haku tehddan joukosta GG, ja lopuksi G:n todistajat l0ytyvét joukosta
E (ks. kuva 4.1). Téllainen syklisyys tulee takaamaan, ettei samojen alkioiden k-taulua
madritelld kahdesti eri tavoin. Kaikki mainitut joukot méaaritellidn mychemmin tarkasti.

Koska 21 E ¢, niin jokaisella 1 < i < mgz ja a € A pétee
AE ¢ la,wy, ..., w]

jollakin alkion a todistajajonolla (wy, ..., ws,). Keskeinen osa todistusta tulee olemaan,
ettd jokaiselle i ja jokaiselle b € B valitaan ensin samantyyppisen alkion a € A todis-
tajajono W, ; mallista 2, ja sitten pyritdan rekonstruoimaan tamaé todistajajono B:ssd
lauseen 4.5 toteuttamiseksi. Siis A:sta valittujen a:m todistajien jonoa kaavalle 7 merki-
taan W, ;. Katsotaan seuraavaksi, miten valinta tulee aina tarpeen tullen tehda. Jos tassé
luvussa jonoille kiytetadn yleisemmin joukkoihin liitettyjd merkintéjé, niin merkinnan
tarkoitetaan kohdistuvan jonon alkioista muodostuvaan joukkoon.

Seuraava madritelmd antaa tavan puhua niistd todistajajonojen alkioista, joiksi jonkin
matriisin uniformi-osan muuttujat tulkitaan.

Maéritelma 4.7. Jos | < k, niin alkiojonon W = (wy,...,w;) uniformi-osa suhteessa
Up-matriisiin (1, ..., 2x) sekd tulkintafunktioon 7, jolla

{w17 s 7wl} g ran(ﬂr{xla s 7xk})7

IErillisyyden varmistamiseksi nima ovat mielivaltaisia 2:n universumin ulkopuolelta tulevia alkioita.
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on joukko
WY = {w,...,w}Nran(r[V),

jossa V' on matriisin ¢ uniformi-osa (mééritelma 4.4).

Huomautus. Edellisessd maéaaritelméassé sallitaan myos, ettd | < k ainoastaan siksi, et-
td J-matriiseista ja todistajajonoista puhuttaessa jonon pituus on yhden pienempi kuin
matriisin muuttujien lukumaara. Todistajajonoille siis [ = k£ — 1. V-matriisien tapaukses-
sa patee | = k. Lisdksi usein puhutaan vain alkiojonon uniformi-osasta, kun matriisi ja
tulkintafunktio ovat selvida kontekstista.

Madritelma 4.8. Olkoon 1 < i < mg. Jos 1-tyypilld a on edustajia a, joille on mahdollista
valita todistajajono W kaavalle o7 siten, ettdi a ¢ WY, niin valitaan yksi téllainen a
(jokaista téllaista 1-tyyppid kohti), ja asetetaan W, ; = W. Sanotaan, ettd a on 1-tyypin
a valittu edustaja, ja merkitdan

Wa,i - Wa,i =W.

Jos 1-tyypilla o on olemassa valittu edustaja, sanotaan vastaavasti, ettd a on wvalittu
tyyppr.

Kerataan valittujen edustajien todistajajonojen uniformi-osat yhteen joukkoon

p= J wl.

a valittu
tyyppi

Pareja (a, 1) on &érellinen mééré, joten joukko D on dérellinen.

Valittujen edustajien todistajajonojen uniformi-osat voidaan kayttda todistajiksi uudel-
leen my6s muita a:n edustajia a’ varten, joilla a’ ¢ WU, kuten seuraava apulause osoittaa.

Apulause 4.9. Olkoon a 1-tyypin « valittu edustaja ja alkio a’ € A, jolla tpy(a’) = a. Jos
al ¢ WU

a,l)

niin alkion a’ todistajiksi kily jono W, ;, joka on muuten sama kuin W, ;, mutta alkion a
esiintymét on korvattu alkiolla @, ja a”:n esiintymét on korvattu a:lla (korvaus ei muuta
jonon alkioista muodostuvaa joukkoa, jos molemmat alkiot ovat, tai jos kumpikaan ei ole
jonossa).

Todistus. Nyt siis
AE @ la,wy, ... w],

jossa (wr, ..., wy,) = W,,. Jos jotkin alkioista wy, ..., wy, ovat a, niin vaihdetaan néiden
paikoille jonoon a’. Vastaavasti jos jotkin ovat a’, vaihdetaan néihin a. Merkitdén jonoa,
johon alkiot on vaihdettu

(wi, ... ,w;i) = WC'”

Vaihdon ansiosta lauseen 4.5 ehto i pétee jonolle (a’,wj,...,w;, ). Lisiksi koska a ja o
ovat samaa tyyppid, ehto ii pitee, ja koska oletuksen mukaan a’ ¢ Wg ; ja valitun tyypin
mééritelmén mukaan a ¢ Wg ;» hiin vaihto ei vaikuta uniformi-osaan, jolloin ehto iii pétee.
Siis lauseen 4.5 mukaan

AEpild,w),. .. w,].

3
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Alkio a: Todistajien W, ; valinta:
1 a:n valittu edustaja Wi
2 | valittua tyyppid a ja a ¢ W[, Wi
3 || valittua tyyppia a ja a € Wg ; | mielivaltainen (ks. alla)
4 ei ole valittua tyyppia mielivaltainen (ks. alla)

Taulukko 4.1: Todistajien valinta mallista 2.

Valituilla 1-tyypeilla o jono W, ; on siis maaritelty valitun edustajan todistajajonoksi, ja
jos R:sta tarvitsee myohemmin valita todistajat W, ; jollekin toiselle valitun edustajan
1-tyyppisille alkioille a’, valinta tehdaén edellisen apulauseen mukaisesti (apulauseen ehto
huomioiden) asettamalla

Wa/,i == Wolz,i'

Lisaksi alkioille, joita askeiset kaksi tapausta eivit kata, todistajien valinta tehddan mie-
livaltaisesti. Naitd ovat siis alkiot, jotka ovat jotakin valittua 1-tyyppid «, mutta kuulu-
vat joukkoon ng, vaikka olisikin olemassa todistajat, joiden uniformi-osaan alkio itse
ei kuuluisi, seké alkiot, jotka eivit ole mitddn valittua tyyppid, eli jotka tulevat varmas-
ti itsensé todistajaksi uniformi-osaan. Namé vaihtoehdot ovat eroteltuna taulukossa 4.1.
Taulukon rivien 1 ja 2 tilanteet voivat tapahtua samanaikaisesti, mutta talléin rivit an-
tavat saman todistajajonon. On huomattava, ettd mielivaltaisuus taulukossa ei tarkoita,
ettéd voisi valita minki tahansa jonon, vaan tamén téytyy olla todistajien jono (jollainen

on aina olemassa, silla A F ¢).

Merkitaén, ettd K on 2:n kuninkaiden joukko. Kaikille joukon KU D alkioille on téssé vai-
heessa valittu todistajajono W, ;, joten joukko C' voidaan nyt méaéritelld kokonaan. Tassé
jonojen yhdiste tulee ymmartaa jonojen alkioista muodostuvien joukkojen yhdisteené.

C=KuDu [|J W

aceKUD

1<i<ms
Joukon K U D alkioille 16ytyy siis todistajat suoraan Csté (mallissa 8). Todistajien mu-
kana saattaa kuitenkin tulla joitakin ei-kuninkaallisia alkioita joukon K U D ulkopuolelta,
ja ndma ovat ne aikaisemmin mainitut C':n alkiot, joiden uniformi-osaan sijoitettavat ei-
kuninkaalliset todistajat joudutaan hakemaan joukosta E. Lihdemateriaalissa joukkoon
C viitataan "kuninkaallisena hovina” (eng. royal court) [4, 9, 12].

Joukot E, F' ja GG koostuvat kahdesta osasta. Joukoissa on jokaista 2l:n ei-kuninkaallista
1-tyyppiad kohti m3 + n alkiota. Merkitddn ei-kuninkaallisten tyyppien joukkoa a. Jako
kahteen osaan (jotka siis kardinaliteeteiltaan |&|ms ja [@|n) auttaa myShemmin mééritte-
leméaén 2B:n relaatiot k-taulu kerrallaan ilman, ettd vaikutetaan muihin tauluihin. Jakoa
merkitaéan erillisenéd yhdisteena

E=FUFE = U {€eats - €ams} U U {6;71, . ,e;m},
aca aca
ja samoin joukoille F' ja G. Kaikki 9:n universumin muodostavat kuusi joukkoa (ks. kuva
4.1) ovat talloin darellisia.
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Kuva 4.1: Venn-diagrammi mallin B universumista, jossa nuolet osoittavat kullekin jou-
kolle, misté joukosta uniformi-osaan sijoitettavat ei-kuninkaalliset todistajat lopulta 16y-
tyvat.

4.2 Relaatiot

Kopioimalla relaatiot malliin 8 mallista 2 maksimaalisesti, eli asettamalla kaikille B:n
relaatioille (kaikille R € 7)
R*|C C R®,

saadaan 20:n kuninkaat talld erdd myos kuninkaiksi 9B:hen. Lisdksi joukkojen F, F ja G
alkioiden taytyy olla ei-kuninkaallisia, joten relaatioihin lisidtéén joukkojen alkioita siten,
ettd kaikissa kolmessa joukossa jokaista 2U:n ei-kuninkaallista 1-tyyppid « kohti olevat
m3 + n alkiota ovat my6s B:ssé tyyppid a. Koska jokaista niité tyyppejé olevia alkioita
on varmasti yli n, ei malliin tule lisd&a kuninkaita.

Téssé vaiheessa ensisijainen tavoite on jo toteutettu kaikille b € KU D (ja 1 < i < mg),
silld naiden alkioiden lauseen 4.5 toteuttavat todistajat ovat jo joukossa C' (joukon C
médritelmén todistajajonot W, ;), joten voidaan kiinnittdaé jokin alkio

be B\ (KUD),

ja keskittya relaatioiden rakentamiseen taté mielivaltaista alkiota varten ilman, etté vai-
kutetaan muiden alkioiden todistajiin. Kiinnitetdan liséksi jokin 1 < i < mg3 eli matrii-

si 7.

Maééritelma 4.10. Alkion b € B esikuva on alkio a € A, jolla tpy(a) = tpy(b), ja lisdksi
jos b € (', niin a = b.

Valitaan alkiolle b jokin esikuva a seké esikuvan todistajat taulukon 4.1 mukaan? (on mah-
dollista, etté joillekin alkioille valitaan sama esikuva). Merkitadn siis tistd eteenpéin a:lla

2Huomautettakoon, ettd joukon K U D alkioille todistajajonot on jo valittu joukon C' méiritelméin
yhteydessé, ja esikuva a saattaa silti kuulua joukkoon KUD, vaikka alkio b ei oletuksen mukaan kuulukaan.

26



kiinnitetyn alkion b esikuvaa. Alkion b todistajien etsiminen o3:lle voidaan jakaa kahteen
tapaukseen. Néistd helpompi tapaus on se, etti a ¢ ng-, jossa seuraavalla apulauseella
loydetaan todistajat.

Todistajajonoa W, ; vastaavaa alkion b todistajajonoa mallissa B merkitdan kirjaimel-
la Tb,i-

Apulause 4.11. Jos a ¢ ng, niin mallissa B on olemassa b:n todistajat
(tla CIE atk‘l) - Tb,i)

eli BE @I[b,t1,. .., 1]

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd talloin I/VaUZ C (. Nama todistajat on valittu jonkin
taulukon 4.1 rivin mukaan.

Rivien 1 ja 2 tapauksessa

W/, € DCC.
Rivin 3 tapauksessa jollakin valitulla tyypilla o pétee
a € Wg , €D,
ja télléin joukon C' médritelmén mukaan WY, C C.

Rivi 4 ei voi toteutua, koska téssd tapauksessa péatee vastoin oletusta a € Wgz

Esikuvan a uniformi-osaan sijoitettavat todistajat 16ytyvat siis joukosta C. Tallin jos
lisaksi patisi
be WY, CC,

niin esikuvan miéritelmin mukaan a = b, ja paiddyttiisiin ristiriitaan a € WY,, joten

b ¢ WY, Asetetaan b:lle samat uniformi-osan todistajat T,; = W[, eli muodostetaan

jono T;; siten, ettd joukon Wgz alkiot ovat siiné samoilla paikoilla kuin jonossa W, ;.

Muut todistajat Tb,i\Tbli' voidaan valita samankaltaisesti kuin apulauseen 4.9 todistuksessa
siten, ettd jos a # b, mahdolliset esikuvan a esiintymét jonosta W, korvataan alkiolla
b, ja mahdolliset b:n esiintymét korvataan a:lla, tai jos a ei kuulu B:n universumiin, niin
jollakin a:n tyyppiselld alkiolla (joukosta KU E, ks. alla). Lisiksi jos jonossa W, ; esiintyy
muita alkioita, jotka eivit ole 8:n universumissa, ndiden tilalle voidaan valita todistajat

vapaasti joukosta®
KUFE

mukaillen lauseen 4.5 ehtoja i ja ii. Nama4 valinnat ovat mahdollisia, sill& joukossa esiintyy
tarpeeksi kaikkien 1-tyyppien edustajia (saman verran kuninkaita kuin 2l:ssa, ja yli kaavan
leveyden n verran ei-kuninkaallisia alkioita).

Néin saadaan lauseen 4.5 yhtésuuruusehto i toteutettua. Kaikki korvaukset tehtiin sa-
mantyyppisilla alkioilla, joten ehto ii toteutuu. Koska

Ty, =W, cC,

a,i =

3T#ssé voisi olla myds esim. K U F tai vaikkapa K UE U F UG.
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ja koska relaatiot joukon C' alkioille malliin 28 on lainattu suoraan mallista 2(, niin ehto
iii toteutuu. L

Toinen tapaus on siis se, ettd a € Wgz Mallin B nykyisilla reelaatioilla padstdan seuraa-
vaan apulauseeseen asti.

Apulause 4.12. Oletetaan a € W/;. Jos liséiksi pitee b € C, ja WY; C C, niin on olemassa
alkion b todistajat Tj,;.

Todistus. Koska b € C| niin alkion b esikuvalle piatee a = b. Voidaan asettaa samoin kuin
edellisessé todistuksessa Tgi = WV, ja edelleen samoin jos joukossa W, ; \ WQUZ on alkioita

a,n?

B:n universumin ulkopuolelta, niin korvataan ndméa samantyyppisilla alkioilla joukosta
KUFE

lopuiksi todistajiksi T}; \ T}; (némé sijoitetaan jonoon Tp; samoille paikoille kuin niité
vastaavat alkiot ovat jonossa W, ;). Korvatut alkiot toteuttavat jélleen ehdot i ja ii, ja ehto
iii toteutuu samoin kuin edellisessé todistuksessa, johon oletus Wgz C (' tarvitaan. O

Tapauksen a € WY, muiden todistajien (kun mahdollisesti pétee b ¢ C' tai W[, ¢ C)
16ytamiseksi laajennetaan mallin B relaatioita. Voidaan olettaa, etta

U _
Wa,i_ {a,rl,...,rk,wl,...,wl},

jossa rq,...,7, ovat kuninkaita ja wq,...,w; ei-kuninkaallisia. Tehddan toinen jako ta-
pauksiin:

Tapaus 1: [ = 0, eli uniformi-osaan sijoitetaan vain kuninkaita a:n lisiksi. Jos b € C', niin
koska K C C, niin Wgz C (), ja todistajat on jo loydetty apulauseella 4.12. Jos taas
b ¢ C, laajennetaan B:n relaatioita siten, etté

tbes (b, 71, ..., 7)) = tha(a,r1,...,7r%).

Tapaus 2: [ # 0. Olkoot 1-tyypit a;; = tpy(w;) kaikilla 1 < j < [. Seurataan kuvan 4.1 syklig,
eli jos b € (), niin asetetaan joukon F osajoukosta F5 alkio

tl = €ay,iy

jossa i vielikin vastaa kiinnitettyd kaavaa 3.

komplementoivasta osajoukosta E’ jotkin alkiot

Koska [ < n, voidaan lisdksi valita

tj = elajd»/,

jossa 2 < j <ljal<j <n.Laajennetaan B:n relaatioita siten, etté
thes (b, 71, ...y Ty b1, ..oy b)) = thal(a, ri, .o Te, w1, ..o wy).

Jos b € FE, tehdaddn samoin, mutta joukon E sijasta valitaan todistajat ti,...,¢#
syklin mukaisesti joukosta F'. Vastaavasti jos b € F valitaan todistajat joukosta G.
Jos b € G, valitaan E':sta eli tehddén tédysin samoin kuin edellda kuvaillussa tilan-
teessa b € C.
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Relaatioihin lisétyt (k+1+1)-taulut eiviit ole ristiriidassa alkuperéisten relaatioiden kans-
sa, silla lisdtyisséd tauluissa esiintyy ainakin yksi alkio, joka ei ole joukossa C' (tapauksessa
1 alkio b ja tapauksessa 2 jokin alkio joukosta E, F' tai (), kun alun perin relaatioita
kopioitaessa 2:sta k-tauluja, joissa k& > 2, madariteltiin vain C:n alkioille. Relaatioiden
laajentaminen ei siis vaikuta myoskdan B:n kuninkaisiin. Edellisesséd on my6s oleellista,
ettei samoille 2B:n alkioiden joukoille méaritelld kahdesti eri tauluja, jonka seuraava lause
osoittaa.

Lause 4.13. Olkoot kahdessa eri vaiheessa, eli kahta eri paria (b,p3) ja (V,p3) kohti,
mdadritellyt taulut

thas (b, 71, .+, Ty 1, - - 1) Ja the (b 7y, ooty ).

Taulut ovat joko samat tair ne on mddritelty eri joukoille alkioita.

Todistus. Merkitaan tauluissa esiintyvien alkioiden joukkoja
Tb’Ul = {b,rl,...,rk,tl,...,tl}

ja vastaavasti
U _ /! ! / /
Ty o ={V,70, sty Ty )

Voidaan alkuun olettaa, ettd k = k' ja [ = I’, koska muuten joukot eroavat (alkiot b, r;
ja t; ovat erillisistd joukoista). Koska taulut on mééritelty eri vaiheissa, pétee b # b’ tai

i

Oletetaan ensin, ettd [ = 0. Jos b # b, niin koska b ei ole kuningas, niin b ¢ Tl{i,, vaikka,

be Tb% eli joukot eroavat. Jos taas b = b, on oltava i # ¢'. Talloin on mahdollista, etté
tauluissa

thy (b, 71, ..., 7%) ja the(b', 77, ... 1)

esiintyy myo0s samat kuninkaat. Molempien kohdalla kuitenkin tapauksen 1 mukaisesti
asetetaan sama k-taulu.

Olkoon sitten [ > 0. Jos b # I/, niin tapauksessa 2 noudatetun kolmen joukon E, F' ja G
syklisyyden ansiosta, jos esim. b € E, niin

Tb(fl-\{b}gFUK,

jolloin jos patisi b’ € T, b{]i (muuten joukot ovat eri), niin koska ' ei ole kuningas, V' € F,
ja télloin taas joukkoon Tb[,{ » tulisi ainakin yksi alkio joukosta G, silld I’ =1 > 0, jolloin
pétisi Tb’Ui + Tgﬂ-,. Samoin voi paétella jos b kuuluu johonkin muista joukoista F', G tai C'.

Jaljella on tarkastella tapaus, jossa [ > 0 ja i # i’. Tapauksessa 2 valittu alkio t; tulee
valituksi jokaiselle matriisille 7, eli jokaisella 1 < i < ma3, eri tavalla, ja lisiksi muut
alkioit t;, kun 2 < j < [, valitaan t;:n osajoukkoa (E5, F3 tai G3) komplementoivasta,
joukosta eli joukosta E’, I’ tai G'. Siis jos t; on valittu ¢:1le, niin

tl G TbI{L ja tl ¢ Tb[’],Z’
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Malli 8 on nyt valmis matriiseja ¢? varten.

Lause 4.14. Kaikilla 1 <1 < m3 pdtee

B EVaIy .. Jyeed (@90, k)

Todistus. Olkoot 1 < ¢ < mzjab e B. Jos b € KU D, todistajat ovat maaritelman
mukaan joukossa C'. Muuten jos b:n esikuvan a todistajajonolle W, ; pitee a ¢ WY, niin

a,i?
b:n todistajat 16ydetdan apulauseen 4.11 avulla. Muussa tapauksessa valitaan lauseen 4.5
ehdon iii toteuttavat alkiot 7, b?i edellisten tapausten 1 tai 2 mukaisesti (jos tapauksessa 1 ei
voi soveltaa apulausetta 4.12). Loput b:n todistajat (jotka sijoitetaan vain uniformi-osan
ulkopuolelle) voidaan valita korvaten joukon W, ; \ Wfl alkioita samoin kuin apulauseen
4.12 todistuksessa, jotka toteuttavat ehdot i ja ii. Lauseen 4.5 mukaan véite pétee. O]

4.3 Relaatiot universaalimatriiseja varten

Siirrytéén tarkastelemaan matriisien o) (1, . .., x;,) totuutta. Sovelletaan tihinkin lauset-
ta 4.5, ja kiinnitetdén jokin i. Kaavan on toteuduttava kaikilla mahdollisilla tulkinnoilla
B:n alkioiksi, joten kiinnitetddn myos jokin tulkinta, ja merkitdan tastéd saatavaa jonoa

E - (bl,...,bli) Q B
Oletetaan, ettd uniformi-osaan on tulkittu alkiot
TV = {bmys -y by}

jossa k < ;. On mahdollista, ettd theg (b, , . .., by, ) on jo médritelty

a) aikaisemmassa vaiheessa jollekin oY, jossa i’ # i,

b) tapauksissa 1 tai 2, jotka koskivat matriiseja o7 tai

c) jos TY C C tai k = 1, niin heti relaatioiden kopioimisessa 2l:sta’.
Télloin ei tarvitse tehda mitdan. Muussa tapauksessa maaritelladan k-taulu seuraavasti.
Tapausten 1 ja 2 jalkeen tehdystd huomautuksesta seuraa, ettd mallissa B on yhé samat

kuninkaat kuin 2A:ssa, ja koska k < n, on mahdollista valita kiinnitettyjen B:n alkioiden
kanssa samoja 1-tyyppeja olevat keskenéén eri alkiot a,,, ..., amn, € A, eli

tp%(bm]‘) = tpm(amj)
kaikilla 1 < j < k. Asetetaan B:n relaatioihin
tbes (binys - - -5 by ) = that(@mys - - s Ay )

Tamékadn ei muuta kuninkaita, silld tapaus c ei toteutunut, jolloin k # 1 eli ei muoka-
ta 1-tyyppid. Lisiksi koska tapaus b ei toteutunut, uusi taulu ei vaikuta matriisien ¢?
totuuteen, joten edellinen lause jéa voimaan.

4Jos k = 1, niin kyseessi on siis 1-tyyppi, eiki k-taulu.
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Lause 4.15. Kaikilla 1 < i < my pdtee

B E V.. .Va:ligp?(:vl, Ce X))

Todistus. Kiinnitetéiéin . Olkoon T; = (by, ..., b,) C B jokin kaavan ¢} (z, ..., z; ) muut-
tujille tehtya tulkintaa vastaava jono alkioita. Jos edelliset tapaukset b ja c eivét toteudu,
toistetaan uniformi-osaa

TV = {bmys -, bm, }
varten edelld tehty 2:n alkioiden a,,,, ..., a,, valinta, jossa
tp%(bmj) = tp%l<amj)

kaikilla 1 < j < k. Valitaan myos jokaista joukon T; \ T alkiota kohti 2:n alkio, jonka
1-tyyppi on sama. Edelliset vaiheet yhdistamélla saadaan siis alkiojono (ay,...,a;) C A,
jolla l&htooletuksen (A F ) mukaan pétee

AE goiv[al, ce ,ali].

Lauseen 4.5 ehdot i, ii ja erityisesti ehto iii tapauksissa b ja ¢ seké tapausten ulkopuolella
toteutuvat alkiojonolle (bq,...,b;,), joten

B E Sozv[bla s 7bli]'
[l

Edellinen lause viimeistelee dérellisen mallin ominaisuuden todistuksen fragmentille U;.

Seuraus 4.16. Logitkka Uy on ratkeava.
Todistus. Viite seuraa lauseesta 2.12, koska logiikalla on &irellisen mallin ominaisuus. [

Adrellisen mallin ominaisuutta itsedfinkin voidaan kiyttis fragmentin tutkimiseen.

Esimerkki 4.17. Esimerkissd 2.6 torméttiin funktionaalisuuden méérittelemisen vaikeu-
teen logiikassa U;. Méaérittelemisen mahdottomuus voidaan nyt todistaa. Oletetaan ni-
mittdin viitetti vastoin, ettd U;-kaava g médrittelee, etti kaksipaikkainen® relaatiosym-
boli R on funktio. Jos aakkostoon lisdtédan toinen kaksipaikkainen relaatiosymboli .S, niin
U;-kaavasta

¥ = r A ps ANVaVy(R(z,y) — S(y,z))

seuraa, ettd R on injektio. Talloin U;-kaavasta
o A Ve (-R(z,y))

seuraa, ettd R on injektio, muttei surjektio, joten kaavalla voi olla ainoastaan darettomia
malleja. Téllainen on esimerkiksi luonnollisten lukujen malli, jossa R on seuraajakuvaus,
ja S on edeltdjakuvaus (joka kuvaa luvun 0 mielivaltaisesti). Tamé on logiikan U, &&-
rellisen mallin ominaisuuden nojalla ristiriita (tdmé esimerkki ei osoita mahdottomuutta
aakkostossa, jossa on vain yksi k-paikkainen predikaatti, jossa k > 2).

5Todistus voitaisiin yleistds myos monipaikkaisille funktioille lissimélls lisimuuttujat relaatioiden al-
kuun, ja kvantifioimalla ne, mutta t&lloin ei voitaisi puhua suoraviivaisesti injektiosta. Esitetyssa mallissa
seuraaja ja edeltdji otettaisiin vain viimeisen muuttujan suhteen.
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5 Rajoitusten purkaminen

5.1 Uniformit kaksiulotteiset fragmentit

Fragmentin U; luonnollinen laajennus kaksiulotteiseksi olisi sallia méaritelméssa 2.5 myds
kaksipaikkaisten relaatioiden vapaampi kiyttdminen (samoin kuin yksipaikkaisilla), seka
sallia kvantifiointi, joka jattda kaksi vapaata muuttujaa. Osoittautuu, etté téllainen frag-
mentti ei ole endd ratkeava, ja ettd fragmentin kaavanmuodostussdantoja voidaan rajoit-
taa entisestddn, ja saadaan silti ratkeamaton logiikka. Ratkeamattomuuden nayttamiseksi
riittdd jo seuraava logiikka, jossa ei ole yhtdsuuruuskaavaa, ja jossa (uniformeja) yli kaksi-
paikkaisia predikaatteja voi kvantifioida vain yksimuuttujaisten kaavojen kanssa (eli joilla
on korkeintaan yksi vapaa muuttuja). Jalkimmaéinen rajoitus koskee siis verraten mééri-
telmén 2.5 joukkoa F, johon aiemmin tuli mitd tahansa U;-kaavoja. Kaksimuuttujaisten
kaavojen kvantifiointi sallitaan erikseen. Tata logiikkaa kutsutaan nimelld vahvasti uni-
formi kaksiulotteinen fragmentti SU,. Logiikan maéritelma sekd ratkeamattomuustulos
on Hellan ja Kuusiston artikkelista [7].

Maaritelma 5.1. SUs-kaavat méaaritelldan seuraavasti.

1) Yksi- ja kaksipaikkaiset predikaatit ovat SUs-kaavoja.
2) Jos ¢ ja 1 ovat SUs-kaavoja, niin —¢ ja ¢ A 1) ovat SUg-kaavoja.

3) Olkoon F joukko SUs-kaavoja, joilla on korkeintaan yksi vapaa muuttuja, ja ol-
koon V-uniforminen joukko predikaatteja G jollakin muuttujien joukolla V. Jos

©(xo, - .., 2x) on joukon F UG Boolen kombinaatio, niin seuraavat ovat SU,-kaavoja
Vo ... Vg,
Vzp ... Vrpe ja
Vg ... V.

4) Olkoon H joukko SUy-kaavoja, joiden vapaat muuttujat ovat joukossa {xy, z5}. Jos
¢ on joukon H Boolen kombinaatio, niin

Vo, Vrop ja Vaip

ovat SUs-kaavoja.

Yleinen tapa osoittaa ratkeamattomuus on muodostaa reduktio johonkin tunnetusti rat-
keamattomaan ongelmaan. Adrettémén ruudukon tiilausongelma on intuitiivisesti muo-
toiltavissa ja tunnetusti ratkeamaton [1].

Maaritelma 5.2. T4l t on kuvaus
t:D—C,

jossa D on neljin suunnan joukko D = {R, L, T, B} ja C on direton’® virien joukko.

Virien #firettomyydelld pyritdin vain siihen, ettd erilaisten tiilien lukuméirii ei olisi rajoitettu,
vaikka tiilausongelmaan valitaankin aina &érellinen joukko tiilia.
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Yhdessé tiilissd on siis korkeintaan neljaéd eri varid sen oikealla-, vasemmalla-, yla- ja
alareunalla.

Maaritelma 5.3. Tiuilausongelma kysyy, onko darelliselld joukolla T tiilid mahdollista tuilata
avaruus N x N, eli onko olemassa kuvaus f : N x N — T, joka toteuttaa seuraavat ehdot
kaikilla tiileilld ¢, € T ja i,j € N:

Jost = f(i,j) jat' = f(i+1,7), niin ¢(R) = t'(L).

Jost = f(i,j) jat' = f(i,j+ 1), niin ¢(T) = ¢'(B).

Toisin sanoen jos tiilet ovat ruudukossa vierekkiin vaaka- tai pystysuunnassa, niin tiilien
valisilla rajoilla on aina molemmilla tiililla sama véri.

Esimerkki 5.4. Kuvassa 5.1 on tiilaus, johon jda tiillaamaton ruutu, koska kaytossa ei ole
tiilid, jonka ylé- ja alavéri olisi oranssi (kolmio), ja jonka oikean- ja vasemmanpuoleinen véi-
ri olisi tyhja. Tama kyseinen tiilien asettelu siis epaonnistuu tiillaamaan jo 6 x 6-ruudukon.
Kyseisten tiilien tiilausongelma kysyy, pystyvitko ne tiilaamaan N x N-ruudukkoa milldan
tavalla.

Olkoon aakkoston 7 = {H,V, S} malli

T = (N HE,VES5),

jossa
HY = {(k,k+1,1) | k,l €N} C N,
VE={(k,1,1+1) | k1 €N} CN*ja
ST={(k,k+1) | ke N} C N2
Ajatuksena téssid on, etté relaatio (x1,z9,y) € H? sanoo, ettd avaruudessa N x N parit

(x1,7y) ja (z2,y) ovat vierekkdin ((x2,y) on oikealla tavanomaisessa koordinaatistossa).
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Vastaavasti (z,y1,y2) € V* tarkoittaa, ettid parin (x,%;) ylipuolella on (z,y2). S on
tavanomainen seuraajarelaatio. Mallin universumi 1 on téssa kuitenkin yksiulotteinen.

Pyritddan aksiomatisoimaan edelld méaéritellyt relaatiot fragmentissa SU, riittdvén vah-
vasti. Maaritelladn lauseet

s = VaIyS(z,y),
Oy = Vo Vo (S(zq, x2) = YyH (21, 22,7)) ja

Ov = Vi Vya (S(y1, y2) = V2V (z,y1,2)),
ja asetetaan I' = 0y A 6y A .

Apulause 5.5. Jos 9 = I, niin on olemassa homomorfismi h : T — 9.

Todistus. Koska 9 E 0g, kaikilla m € M on olemassa jokin m* € M, jolla (m,m™) € S™,
joten h voidaan muodostaa rekursiivisesti asettamalla

h(0) = my, jollakin mielivaltaisella my € M, ja

kaikilla k € N asetetaan h(k + 1) = (h(k))*.

Selvisti télla tavoin madriteltynéd saadaan kaikilla k € N, etta
(h(k), h(k +1)) € S™.
Liséksi, koska 9 E 0y A 0y, edellisesté seuraa suoraan, etté
(h(k), h(k 4 1),h(1)) € H™ ja

(h(k), h(1),h(l + 1)) € V™

kaikilla &£,/ € N. Tama osoittaa, ettd h on homomorfismi. ]

Olkoon tiilien joukko T. Laajennetaan aakkostoa 7 kolmipaikkaisilla relaatiosymboleilla
Pt,R7 -Pt,[n Pt,Tv -Pt,B

jokaiselle t € T. Néiden tarkoitus on ilmaista, etté jos tiililla ¢ € T ja jollakin suunnalla
D patee
(5E, Y, Z) S Pt?Da

niin solussa (z,y) € N x N on tiili ¢, tai tarkemmin ottaen solun (z,y) véri suunnassa D
on t(D). Predikaattien kolmipaikkaisuutta tarvitaan my6hemmin vain uniformisuuden to-
teutumista varten. Kolmannen muuttujan merkityksettomyys predikaattien toteutumisen
kannalta voidaan aksiomatisoida kaavalla

3 = /\ VaVy(VzP, p(x,y, z) <> 2P p(z,y, 2)).

teT
DeD
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Liséksi ruudukkoon asetettu tiili voidaan aksiomatisoida (ts. jos solussa (x,y) € N x N
on tiili ¢, niin solun vérien téytyy tdsméaté tata tiilid jokaisessa suunnassa) SU,-kaavalla

Ptiili — /\ Vﬂny(E'ZPt,D(ZU,% Z) e HZPt,D/(lU,Z% Z))

teT
D#D'

Maéaritelladn vield, ettéd jokainen solu omaa tasan yhden tiilen

Vsolu = VaVy \/ (ElthR(x, Y, 2) A /\ -3z Py g(z, v, z)) )

teT iz

Edelliset kaksi kaavaa tulevat esiintymdan samaan aikaan konjunktiossa, ja siksi jalkim-
maisessa riittda aksiomatisoida vain yhdelle suunnalle R.

Lause 5.6. Logiikka SUs, ei ole ratkeava.

Todistus. Muodostetaan kaavat

o = VrVaVy /\ (H(z1,22,y) = = (Pry(21,y, 22) A Pry(a,y,21)))
tt'eT
t(R)#t' (L)
ja
v = Vy1VyoVa /\ (V(z,y1,92) = = (Pre(z, y1,92) A Py (z,y2, 1)),

t,t'eT
t(T)#t'(B)

jotka yhdessé sanovat, ettd rinnakkaisten solujen toisensa kohtaavat véarit ovat samat.

Néiden avulla voidaan méaaritelld logiikan SU, kaava

D1 = 3 A @iili N\ Psolu N 1 N v,

ja nyt kaavalla ' A®7 pystytadn ilmaisemaan kaksiulotteisen avaruuden taydellinen tiilaus.
Jos logiikka SU, olisi ratkeava, voitaisiin selvittdé, onko olemassa kaavan I' A® toteuttava
malli 9. Koska 9t F I', niin apulauseen 5.5 mukaan on olemassa homomorfismi

h: % — IMT.

Mallin ¥ aakkostoa 7 voidaan laajentaa predikaateilla P; p kaikille ¢ € T, jotka tulkittuna
homomorfismin kautta antavat tiilien T tiilauksen. m

On mahdollista, etta edellisen todistuksen 9t on epaintuitiivisesti aérellinen. Esimerkiksi
jos avaruus on mahdollista tiilata yhdella n x m-"laatalla” tiilia siten, etta tata laattaa
toistetaan joka suuntaan, niin on olemassa lauseen I' A @1 malli, jonka universumin kar-
dinaliteetti on n - m.
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5.2 Yleinen yksiulotteinen fragmentti

My6s uniformisuusehdon poistaminen antaa ratkeamattoman fragmentin. Téta kutsutaan
yleiseksi yksiulotteiseksi fragmentiksi GF; [7]. Yksiulotteista logiikkaa rajoitettuna sana-
ja puumalleihin on késitelty Kieronskin ja Kuusiston artikkeleissa [10] ja [11]. Fragmentin
madritelmadn jatetddn taas vain ratkeamattomuustodistuksen kannalta oleelliset kaavan-
muodostussaannot, eli unohdetaan yhtasuuruusatomit.

Maaritelma 5.7. GF;-kaavat madritelladn seuraavasti.

1) Yksipaikkaiset predikaatit ovat GF;-kaavoja.
2) Jos ¢ ja ¢ ovat GFi-kaavoja, niin —¢ ja ¢ A ¢ ovat GF;-kaavoja.

3) Olkoon F joukko GF;i-kaavoja, ja olkoon joukko predikaatteja G. Jos ¢(zo, ..., zx)
on joukon F UG Boolen kombinaatio, niin seuraavat ovat GFi-kaavoja

Vo ... Ve ja
V... Vegpe

Ratkeamattomuus voidaan osoittaa tallakin kertaa tiilausongelman avulla. Télla kertaa
“standardimallin” universumiksi voidaan ottaa suoraan N x N, jolla padstdin lahemmas
alkuperéisen tiilausongelman (mééritelmén 5.3) ajatusta. Olkoon aakkosto 7 = {H, V'},
ja sen malli

T = (NxN,HY, VY.

Talla kertaa
HY = {((k,1), (k+1,0)) | k,l € N} C (N x N)? ja

VE={((k,1), (k,1+1)) | k,l e N} C (NxN)

Ratkeamattomuustodistus etenee pitkélti samanlaisin vaihein kuin kaksiulotteiselle frag-
mentille.

Lause 5.8. GF ei ole ratkeava.

Todistus. Maaritellaan kaavat
On = VoIy(H(z,y)),

Oy =VaIy(V(z,y)) ja
Qdiag = ‘v’xVsz‘v’w((H(x,y) NH(z,w) ANV (z,2)) = V(y, w)),
ja olkoon I' = O N Oy A Ogjqg-

Kuten aikaisemmin I' on taas kaava, jolla jos 9 F ') niin on olemassa homomorfismi

h:%— M.
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Tamé voidaan madritella asettamalla h(0,0) mielivaltaisesti, ja koska kaavat 0y ja 6y
toteutuvat, téstd voidaan médritelld, miten alkioiden (0,1) ja (1,0) tdytyy kuvautua.
Koska I E 0444, edellisten avulla voidaan méaéritella (1, 1). Tatd voidaan rekursiivisesti
jatkaa madaritellen kuvauksen h aina edellistd "neliétd” reunustaville koordinaateille.

Lisdatdaan tiilia varten aakkostoon yksipaikkaiset predikaattisymbolit P, kaikilla t € T.
Maéaritelladn taas, ettd jokainen solu omaa vain yhden tiilen

Psolu = VT \/ (Pt(x) A /\ - Py (ZE)) .

teT £t

Virien kohtaaminen voidaan maéritelld seuraavien kaavojen avulla

on=Vaty N (H(z,y) = ~(P(2) A Po(y))) ja
t,t'eT
HR)A (L)

oy =Vavy N\ (V(z.y) = ~(Pi(z) A Pu(y))).
t,t'eT
t(T)#t'(B)

Kaikki naméa kaavat ovat GFi-kaavoja, joten samoin kuin kaksiulotteisen fragmentin to-

distuksessa, kaava I' A @so, A o A py madrittelee tiilausongelman ja osoittaa logiikan
GF; ratkeamattomuuden. O
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