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LYHENTEET JA MERKINNAT

BIBO
frd
LQR
LTI
MIMO
sS
SISO
TITO

Bounded Input — Bounded Output
Frequency-response data model, taajuusvasteobjekti
Linear-Quadratic Regulator

Linear Time-Invariant, lineaarinen aikainvariantti
Multiple Input — Multiple Output

State-space model, tilaesitysmalli

Single Input — Single Output

Two Inputs — Two Outputs

erosuure ja sen Laplace-muunnos

kanavan ylimaarainen sarjaan kytkeytyva siirtofunktio
mittalaitteen siirtofunktio

prosessin siirtofunktio

séilion pinnankorkeuden poikkeama
kokonaispainekorkeuden poikkeama

saatimen siirtofunktio

avoimen systeemin siirtofunktio

avoimen systeemin siirtofunktion itseisarvon amplitudi
ominaisarvo

ulkoinen signaali

asetusarvo

ohjaus

peralaatikon ilmaventtiilin avautuman poikkeama
peralaatikon ilmaventtiilin avautuman poikkeaman asetusarvo
peralaatikon massaventtiilin avautuman poikkeama
sisdinen signaali

kulmataajuusvektori

palautemittausfunktio

saadettava suure



1. JOHDANTO

Saatoétekniikassa stabiiliusanalyysia on tehty yleensad yhden muuttujan SISO-jarjestel-
mien (Single Input — Single Output) tapauksessa, jolloin systeemissa on yksi sisadnmeno
ja yksi ulostulo. SISO-systeemeille on olemassa useita menetelmia stabiiliuden tutkimi-
seen kuten Routh-testi, napojen tarkastelu, Nyquist- ja Bode-kuvaajat. Naiden avulla voi-

daan arvioida jarjestelman absoluuttista ja suhteellista stabiiliutta.

Modernissa prosessiteollisuudessa systeemit ovat usein MIMO-systeemeita (Multiple In-
put — Multiple Output), joissa on enemman kuin yksi sisddnmeno ja ulostulo. Usein yksi
sisddanmeno vaikuttaa myds useampaan kuin yhteen ulostuloon. Tallaiset vuorovaiku-
tukset kanavien valilla aiheuttavat sen, ettd yhdessa kanavassa tapahtuva muutos vai-
kuttaa koko jarjestelman kayttaytymiseen. Tama tekee stabiiliusanalyysistd huomatta-

vasti monimutkaisempaa kuin SISO-systeemeilla.

Tassa tyossa tarkastellaan, miten SISO-systeemien stabiiliusanalyysista tuttuja tyoka-
luja voidaan hyodyntaa MIMO-systeemeille. Ensin esitellaan SISO-systeemin stabiilius-
analyysi. Taman jalkeen esitellaan MIMO-systeemit ja niille stabiiliusehdot, joiden avulla
tarkastellaan viiveettdman ja viiveellisen systeemin stabiiliutta. Suhteellista stabiiliutta
tutkitaan maarittamalla yhdelle kanavalle vahvistus- ja viivevarat, joiden avulla ndhdaan,
kuinka suuria poikkeamia yksi kanava sietaa ennen kuin systeemi menettaa stabiiliuden.

Lopuksi saatuja kanavavarojen yhtaloita sovelletaan esimerkkisysteemeihin.



2. STABIILIUS YHDEN MUUTTUJAN SYSTEE-
MISSA

Saatotekniikassa stabiiliuden saavuttaminen ja verifiointi on tarkeaa. Tassa tyossa tutki-
taan lineaarisen aikainvariantin saatopiirin ja sen komponenttien outputien rajallisuutta
saatdpiirin inputien ollessa rajoitetut. Yksittdisen systeemin sanotaan olevan BIBO-sta-
biili (Bounded Input — Bounded Output Stable), jos sen pakkovaste jokaiselle rajoitetulle

inputille on rajoitettu [1, s. 29].

2.1 Systeemin stabiiliuden maaritelmat

SISO-systeemissa (Single Input — Single Output) on yksi sisddnmeno ja yksi ulostulo.
Saatopiirissa on yleensa prosessi G, sdadin K ja mittalaite F, joiden LTI-malleina (Linear

Time-Invariant, lineaarinen aikainvariantti) voidaan kayttaa siirtofunktioita.

Kuvassa 2.1 on esitetty takaisinkytkennan kayttéon perustuva systeemi. Sen ajasta riip-
puvat funktiot ovat sdadettava suure eli prosessin ulostulo y, funktion y asetusarvo r ja

palautemittausfunktio w, erosuure e ja ohjausfunktio u.

Kuva 2.1 Yksinkertainen takaisinkytkentéén perustuva suljettu systeemi

Negatiivisesti takaisinkytketyn saatdpiirin suljetun silmukan siirtofunktio asetusarvosta r
ulostuloon y on T(s) [2, s. 2—11].

G(s)K(s)

T = T e ORGFG)

(1)



Kuvan 2.1 lohkokaavioon liittyvalla avoimella systeemilla tarkoitetaan systeemia, jonka
sisddnmeno on e ja ulostulo on w. Avoimen systeemin siirtofunktio L on kaavan (1) ja-

kajan termi
L = GKF (2)
jossa muuttujaa s ei nayteta.

Suljetun jarjestelman stabiilius maaraytyy siirtofunktion nimittajasta. Tama karakteristi-

nen yhtaldé on
1+ G(s)K(s)F(s) =0

Suljetun systeemin navat ovat karakteristisen yhtalon ratkaisut. Kriittiselle stabiiliudelle

on valttamatonta, etta on olemassa ainakin yksi reaalinen kulmataajuus w, jolle

GCw)K(w)F(jw) = —1

Tarkasteltaessa BIBO-stabiiliutta, oletetaan ettd muodostettaessa avoimen systeemin
siirtofunktiota, systeemin napoja ei piiloudu supistumalla. Tall6in kokonaissysteemi on
asymptoottisesti stabiili, jos kokonaissysteemin navat eli yhtalén (1) jakajan nollakohdat

eli yhtalon
14+ L(s)=0,

ratkaisut sijaitsevat reaaliakselin avoimessa negatiivisessa puolitasossa eli jos napojen

reaaliosat ovat negatiivisia. [3, s. 151]

Kriittisesti stabiilissa systeemissa yksikdan napa ei sijaitse oikeassa puolitasossa, mutta
vahintaan yksi yksinkertainen napa sijaitsee imaginaariakselilla eika imaginaariakselilla
ole moninkertaisia napoja. Talloin jarjestelman vaste ei suppene nollaan mutta ei myds-

kaan kasva rajatta.

2.2 Suhteellinen stabiilius

Suhteellisen stabiiliuden maarittaminen on tarkeaa, silla suurin osa saatopiirin suunnit-
telussa kaytetyista malleista on epatarkkoja. Epatarkkuus johtuu yksinkertaistuksista ja
approksimaatioista, joilla helpotetaan mallinnusta ja mallin kayttéa. Taman seurauksena
simulaatioissa hyvin toimiva sdadin saattaakin fyysisessa maailmassa alisuoriutua tai

pahimmassa tapauksessa tehda saatopiiristd epastabiilin. [1, s. 125]

Stabiiliuden asteen eli suhteellisen stabiiliuden mittoja ovat stabiiliusvara, vahvistusvara,
viivevara ja vaihevara. Ne kuvaavat systeemin kykya sietaa saatopiirin alisysteemeissa

mahdollisesti tapahtuvia muutoksia. Tallaisia muutoksia ovat esimerkiksi komponenttien



kuluminen, ikdantyminen, likaantuminen ja lampeneminen sekd komponentin vaihto rik-

koontumisen tai kunnossapidon vuoksi.

Stabiiliuden havainnollistamiseen kaytetaan avoimen systeemin siirtofunktion L(s) Ny-
quist- ja Bode-diagrammeja, jotka esittavat kulmataajuudesta w riippuvan taajuusvas-

teen L(jw) sopivalle kulmataajuusvalille.
Piirretdan kuvaaja, jossa kulmataajuus kasvaa nollasta positiiviseen aarettomaan.

Kuvassa 2.2 on esitetty sinisella esimerkkisaatopiirin avoimen systeemin siirtofunktion

10 . . . . . . . .
EIEDIED) Nyquist-diagrammi. Kuvaan on merkitty kriittinen piste (—1,0), yksikkdym-
pyra seka ylavahvistusvaran g,,, vaihevaran ¢,, ja stabiiliusvaran s, tunnistamisen
edellyttamat pisteet. Kiriittista pistettd kutsutaan Nyquist-Barkenhausen pisteeksi, lyhen-

nettynad NB-piste.

Imaginaariaksel
(]
T

05

— Nyquist-kuvaaja
— — —Yksikkéympyra
'”gm
Stabiiliusvara
= \/aihevara

L 1 L 1 | 1 ]

1.5 R 05 0 0.5 1 1.5
Reaaliakseli

Kuva 2.2. Esimerkkis&éatopiirin avoimen systeemin siirtofunktion Nyquist-diagrammi

seké ylévahvistusvaraan g,,, vaihevaraan ¢,, ja stabiiliusvaraan s, liittyvid merkintoja.
NB-piste (—1,0) vastaa tilannetta, jossa avoimen systeemin siirtofunktio tayttda ehdon

L(jw) =-1



ja systeemi saavuttaa kriittisen stabiiliuden, jos karakteristisen yhtalon juuri s = jw on
yksinkertainen, eika saatopiirilla ole moninkertaisia imaginaariakselin napoja eika oikean

puolitason napoja.

Stabiiliusvara on avoimen systeemin taajuusvasteen etaisyyden suurin alaraja kriittiseen
pisteeseen. Vahvistusvara maarittda paljonko avoimen systeemin vahvistusta voidaan
kasvattaa, ennen kuin saatopiiri saavuttaa kriittisen stabiiliuden. Nyquist-kuvaajassa

vahvistusvara saadaan laskettua negatiivisen reaaliakselin leikkauspisteesta. Leikkaus-
pisteen etaisyyden origosta ollessa d, vahvistusvara on g,, = %. Mikali leikkauspisteita

on useita, vahvistusvara maaritetddn NB-pistettd ldhimman leikkauspisteen avulla.
Useilla leikkauspisteillda voidaan maarittda seka ylavahvistusvara (Upper Gain Margin)
ettd alavahvistusvara (Lower Gain Margin). Ylavahvistusvara on pienin ykkdsta suu-
rempi positiivinen vahvistuskerroin, jolla systeemi muuttuu kriittisesti stabiiliksi. Desibe-
leina ylavahvistusvara on positiivinen. Alavahvistusvara on suurin ykkdsta pienempi po-
sitiivinen kerroin, jolla systeemi muuttuu kriittisesti stabiiliksi. Desibeleina alavahvistus-
vara on negatiivinen. Vaihevara on pienin muutos systeemin vaiheeseen, jolla menete-
taan stabiilius. Viivevara on vaihevaran ja sen maaraaman ylimenokulmataajuuden
suhde. Esimerkiksi vahvistusvaran muuttaminen muuttaa Iahes aina myos vaihevaraa.
[2, s. 10-15].

Vahvistus- ja vaihevaran arvot voidaan lukea avoimen systeemin siirtofunktion L(s)
Bode-diagrammista, joka esittda avoimen systeemin amplitudi- ja vaihevasteen. Vahvis-
tusvaralle saadaan arvo desibeleissa ja vaihevaralle arvo asteissa. Vahvistusvara saa-
daan maarittdmalla ensin vaihekayrasta kulmataajuus, jolla vaihe leikkaa —180° kohdan.
Taman jalkeen maaritetddn amplitudivasteen kuvaajasta vastaava kulmataajuus. Avoi-
men systeemin siirtofunktion amplitudivahvistus maaritetdan taajuudella, jolla vaihe saa-

vuttaa arvon —180°. Talloin amplitudivahvistukselle M saadaan
M= |L(jw—180°)|
Kun 0 < M < 1, systeemilld on positiivinen vahvistusvara g,, = % joka voidaan esittaa
desibeleina kaavalla [2, s. 9-29].
GMgp = 2010310(1)
M

Vaihevaran maaraa kulmataajuus, jolla amplitudivahvistus saa arvon 1 eli desibelivah-
vistus saa arvon 0. Tdman jalkeen vaihevasteesta tarkastellaan kyseista kulmataajuutta

vastaava vaihekulma. Vaihevara on vaihekulman etaisyys arvosta —180° amplitudin yli-



menokulmataajuudella. SISO-systeemeille halutut stabiiliusrajat ovat yleensa vahvistus-
varalle vahintéan 6 dB ja vaihevaralle vahintaan 30°, jotta systeemi kestaa yleisimmat
poikkeamat [1, luku 5.3 s. 134].

Kuvaan 2.3 on piirretty saman esimerkkisysteemin Bode-diagrammi. Kumpaankin ku-
vaajaan on merkitty Matlab-ohjelmiston avulla vahvistus- ja vaihevaran maarityksessa
kaytettavat kulmataajuudet. Ylempaan kuvaajaan merkitty piste vastaa kulmataajuutta
w1go, jolla systeemin vaihe saavuttaa arvon —180°. Tasta pisteesta, voidaan maarittaa

vahvistusvara, joka on noin 15 dB.

Alempaan vaihekuvaajaan merkitty piste vastaa amplitudivasteen ylimenokulmataa-
juutta w,, eli pistetta, jossa amplitudivaste leikkaa 0 dB. Tasta pisteesta voidaan maarit-

taa vaihevaraksi 90°.

Bode-diagrammi
20 . R r.rr‘.lg T

Wigp = 3.32 rad/s

20!
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we = 1radls

Vaihe (deg)
N \
o

-300 L ! I R ! s oyl | | R R | | T T T B R
102 107 10° 107 10?

Kulmataajuus (rad/s)

Kuva 2.3. Esimerkkisaéatoépiirin avoimen systeemin Bode-diagrammi, johon on merkitty
vaihevaran méérittdva ylimenokulmataajuus w, ja vahvistusvaran méérittédvé kulmataa-

juus wqgg
Matlab-funktio allmargin on hyddyllinen, silla se maarittaa vahvistus- vaihe- ja viivevarat
" . .. . 10
yhdella komennolla. Kuvassa 2.4 on esiteltyna komennon allmargm(m) tu-
loste edella tutkitulle esimerkkisaatopiirille.



Tulosteessa GainMargin esittda vahvistusvaran varmuuskertoimen lineaarisena kertoi-
mena, PhaseMargin vaihevaran asteina ja DelayMargin viivevaran aikayksikkéina. Li-

saksi GMFrequency, PMFrequency ja DMFrequency ilmoittavat kulmataajuudet, joilta
vastaavat varat maaritetadan. Naiden kulmataajuuksien yksikké on %, jos ajan yksikko

on sekunti.

ans = struct with fields:

GainMargin: 6.0000
GMFrequency: 3.3166
PhaseMargin: 90.0000
PMFrequency: 1.0000
DelayMargin: 1.5708
DMFrequency: 1.8000

Stable: 1

Kuva 2.4. Funktion allmargin tuloste komennolle info = allmargin(m)

Talle tydlle olennaisia varoja ovat vahvistusvara ja viivevara.



3.USEAN MUUTTUJAN SYSTEEMI

MIMO-systeemilla (Multiple Input — Multiple Output) tarkoitetaan systeemeita, joissa on
enemman kuin yksi sisddnmeno ja ulostulo. Tassa tydssa tarkastellaan MIMO-systee-

meita, joissa vahintaan yksi sisddnmeno vaikuttaa vahintdan kahteen ulostuloon.

3.1 MIMO-systeemi

Tarkastellaan kahden ulostulon ja kahden ohjaussisddanmenon MIMO-prosessia. Tal-
laista prosessia kutsutaan myds TITO-prosessiksi (Two inputs — Two outputs). Maarite-
taan monimuuttujaprosessin G siirtofunktiot. Ulostulot olkoot y, ja y,, sisdédnmenot u, ja
u,. Naiden Laplace-muunnokset alkuarvolla nolla merkitdan symboleilla Y;(s), Y,(s),

U, (s) ja U,(s). Muodostetaan siirtofunktiot ulostuloista sisddanmenoihin
Y1(s) = G11(5)Us(s) + G12(5)U2(s)
Y5 () = G21(S)Us(s) + Go2(s)Uz(5)

jossa G, on siirtofunktio Y; ja U; valilla, G, on siirtofunktio Y; ja U, valilla, G,, on siirto-

funktio Y, ja U; valilla ja G,, on siirtofunktio Y, ja U, valilla. Mallin matriisiesitys on

rel=lee ol

Y2(s)
Tama neliomatriisi sisaltda prosessin siirtofunktiot. Niinpa sita kutsutaan prosessin siir-
tofunktiomatriisiksi, jonka tunnus olkoon G (s).

Kuva 3.1 havainnollistaa TITO-prosessia, jossa on siirtofunktiolohkokaavio esitettyna

neljan skalaarisiirtofunktion ja kahden summaimen avulla.

Uy Yy

» Gy > ) >
+ +
> Gy2
> Go1
+
Uz Y2
» Gy
+

Kuva 3.1. Prosessin siirtofunktiolohkokaavio esitettynéd neljén skalaarisiirtofunktion ja

kahden summaimen avulla.



Prosessin ulostulojen y; ja y, asetusarvot olkoot vastaavasti r; ja r,. Funktioiden y, ja
vy, palautemittausfunktiot olkoot z; ja z,. Ohjausfunktioiden u, ja u, valinta perustuu

erosuureisiin
e =1 —2z
€2 =1—2;
Tutkittavan saatolain Laplace-muunnosesitys siirtofunktiomatriiseina on

U1(5)]
U, (s)

[K11(5) K12(5)] [E1(5)]
K21(s)  Ka2(s)ILE2(s)

Tata neliomatriisia kutsutaan saatimen siirtofunktiomatriisiksi. Sen tunnus olkoon K (s).

Kuva 3.2 esittelee TITO-systeemin saatopiirin, jossa prosessin siirtofunktiomatriisi on
G (s), saatimen siirtofunktiomatriisi on K (s) ja ulostuloja mittaavien antureiden siirtofunk-

tiot ovat F; ja F,.

Z1
F4(s) <
ru Ll Fad »
K(s) G(s)
>( ) > > >
R2 + T E2 U2 Y2
Fs(s <
Z 2(s)

Kuva 3.2. Yksinkertaisen TITO-s&étépiirin lohkokaavio
Mittaussysteemien yhdistelman Laplace-muunnosmalli on
z11 [N
[22] =F [Yz]
jossa mittaussysteemeja edustaa siirtofunktiomatriisi

[F 0
F‘[o Fz]

Jatkossa siirtofunktiomatriisi saatetaan lyhentaa siirtofunktioksi
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3.2 Takaisinkytketty saatopiiri

Oletetaan saatopiirin mittauslaitteet ideaalisiksi F; (s) = F,(s) = 1 jolloin F(s) = I. Maa-

ritellaan vektorit

_ Ry _ E; _ Uil. _ Y;
R‘[Rz]’E‘[Ez]'U‘[UZ]’aY‘[YZ]

Kuvassa 3.3 on esitetty oletusten mukaisen saatopiirin lohkokaavio.

Kuva 3.3. TITO-séétépiirin lohkokaavio, kun mittaussysteemit ovat ideaaliset
Taman saatopiirin avoimen systeemin siirtofunktio on
L(s) = G(s)K(s) (3)

Saatosysteemeilla voi olla muitakin ulkoisia inputeja kuin asetusarvo, muun muassa eri-
laiset hairiot. [4, s. 56]. Kuvan 3.4 lohkokaavion suljetulla systeemilla on ulkoiset signaalit

P;(s) ja P,(s), seka sisaiset signaalit V;(s) ja V,(s)

>/_\ > G(s)

Vals) T X PyGs)
U‘

K(S) <

Kuva 3.4. Yleisempi takaisinkytketty systeemi mukaillen [4, s. 56]
Kuvan 3.4 lohkokaaviosta voidaan kirjoittaa yhtalot
V, =P, —KV,
V, =GV, +P,
sijoittamalla V, lauseke ensimmaiseen yhtaléén saadaan
V=P, —K(GV; +P,)

(I+KG)V1=P1_KP2
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V, =1 +KG)'P,— (I +KG) KPP,
ja vastaavasti
V, =+ GK)™'GP, + (I + GK)™'P,

Naista yhtaldista saadaan siirtofunktiomatriisi ulkoisten signaalien P; ja P, vaikutuksesta

sisaisiin signaaleihin V; jaV, [1, s.126].

Gy1p1(S) Gulpz(s)]:[ (I+K(G$)G)Y™ T —{I+K(S)G()IK(s)
{1

Gozp1(S) Goapa(®)| = L + GOKI6(s) U +GEK()} )

3.3 Napojen maaritys

Kuvassa 3.3 maaritetty takaisinkytketty systeemi on sisaisesti stabiili, jos jokainen nel-
jasta siirtofunktiosta (4) on BIBO-stabiili. Kaavan (4) kumpikin inverssi voidaan esittaa

adjugaatin ja determinantin suhteena. [1, s.127]

adj{l + K(s)G(s)} adj{l + K(s)G(s)}K(s)
Gp1p1(S)  Gy1p2(s) _ [ det{I + K(s)G(s)} det{I + K(s)G(s)} )
Go2p1(S)  Guop2(s)|  [adj{l + G(s)K(s)}G(s) adj{l + G(s)K(s)}

det{I + G(s)K(s)} det{I + G(s)K(s)}

Naiden neljan siirtofunktion (5) minimirealisaatioiden napojen on sijaittava kompleksita-
son vasemmassa puolitasossa, jotta systeemi on sisaisesti stabiili. Systeemin napoja
ovat mm. jakajina olevien determinanttien juuret ja tdman perusteella saadaan kaksi ka-

rakteristista yhtaloa: [1, s.127]
det{l + G(s)K(s)} =0
det{l + K(s)G(s)} = 0.

Nama eivat aina paljasta kaikkia napoja, silla tulo G(s)K(s) saattaa supistaa prosessin
tai sdatimen napoja. Taman takia on huomioitava, etta jotkin prosessin G (s) tai sdatimen
K (s) navoista saattavat kuulua suljetun saatopiirin napoihin. Talléin suljetun jarjestelman

napoja voi maaraytyd myos ehdoista
s kuuluu prosessin G (s) napoihin
s kuuluu saatimen K (s) napoihin

Lisdksi edella mainituilla adjugaateilla saattaa olla napoja. Adjugaateissa on kuitenkin
vain identiteettimatriisi seka saatimen ja prosessin tulo, joten adjugaatin navat ovat tulon

G (s)K(s) navat. Niinpa adjugaatit eivat tuota uusia napoja. [1, s.127]

Lahteessa [1, s.445-446], on todistettu
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det{l + G(s)K(s)} = det{l + K(s)G(s)}
kun matriisitulojen dimensiot ovat samat.

Niinpa siirtofunktiomatriisin kaikki navat toteuttavat ainakin yhden ehdoista (6), (7) tai (8)
[1, s.127].

det{Il + G(s)K(s)} =0 (6)
s kuuluu prosessin G (s) napoihin (7
s kuuluu sdatimen K (s) napoihin (8)

Taman jalkeen on tarkistettava, ettd kaikki saadut navat sekd mahdollisten napa-nolla-

supistusten piilottamat navat ovat stabiileja.

3.4 MIMO-systeemin avoimen systeemin siirtofunktio

Kaavassa (2) on maaritetty avoimen systeemin siirtofunktio SISO-systeemille. MIMO-
systeemi toimii samalla tavalla, mutta kertolasku tapahtuu matriisikertolaskuna. Laske-
taan TITO-systeemille avoimen systeemin siirtofunktio L. Laskut tapahtuvat taajuusta-
sossa, mutta lyhentadkseni kaavaa jatetdan taajuusmuuttuja s merkitsematta.

Lz[Gll 612] K11 KlZ]
G21 Ga2] 1K1 Ky

L= [611K11 + G12K21  G11Kip + G12K22]
G21K11 + Go2Kz1  Go1Kqp + G2K>;

Kuva 3.5 havainnollistaa matriisituloa TITO-prosessin ja TITO-saatimen sarjaankytken-

nalle.
E1 + U1 + Z1
» Ky » Gy
+ +
» K2 > Gq2
» Koy » Gy
+ +
E2 U2 ZQ
» Ky ) » Gy 7

Kuva 3.5. TITO-saatimen ja TITO-prosessin sarjaankytkennan lohkokaavio.
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Avoimen systeemin siirtofunktiomatriisi on

L = L11 LIZ]

9
Ly Ly ®

jossa L, on siirtofunktio erosuureesta E,;, funktioon Z,,.

3.5 Esimerkit

Havainnollistetaan dsken saatua stabiiliuden kriteeristda kahdelle esimerkille, joista toi-

nen on viiveeton ja toinen on viiveellinen.

3.5.1 Paperikoneen peralaatikko

Viiveettdmana esimerkkina kaytetaan paperikoneen peralaatikkoa, jossa on tarkoitus pi-
taa peralaatikosta tuleva paperimassan virta vakiona [5, s.699-700]. Saadettavia suu-
reita ovat kokonaispainekorkeuden poikkeama H ja sailion pinnankorkeuden poikkeama

h. Niita edustaa ulostulovektori

_[H
= [h]
Ohjausmuuttujia ovat ilmaventtiilin asetusarvo u, ja massaventtiilin avautuman poik-

keama u,. Niitd edustaa ohjausvektori

uC
u= [us]
Prosessin tilavektori on
H
x=\|h
ua

missa u, on ilmaventtiilin avautuman poikkeama. Peralaatikon tiladifferentiaaliyhtal®é on

H -02 01 1][H] [0 17,
Ri=[-005 0o of[h]|+]|o 07|[]
g 0 0 —1llud 1 ol

Prosessille on annettu myos siirtofunktiomatriisin minimirealisaatio

1 s (s+ (s +0.07)
“© =15 [—0.05 0.7(s + 1)(s + 0.13)

jonka siirtofunktioiden nimittajapolynomien pienin yhteinen ja jaettava on

A(s) = (s + 1)(s + 0.1707)(s + 0.02929)
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Peralaatikon tilaesitys on

x =Ax + Bu

y=Cx+Du (10)
jossa
-02 01 1 0 1
A=|[-005 0 O0][,B=|0 0.7 a1n
0 0 -1 1 0
_1 0 o _[0 O
¢= [0 1 0]’D B [0 0] (12)

Tilaesityksen siirtofunktion lauseke on [4, s. 38].
G(s)=C(sI—A)B+D

Muodostetaan tilaesitysobjekti Matlab-funktiolla ss. Tilaesityksen siirtofunktio laskettiin

ss-objektista funktiolla tf. Tulos vastasi kirjassa annettua siirtofunktiota.

Prosessia ohjataan LQ-regulaattorilla (Linear-Quadratic Regulator), jossa ohjaus muo-

dostetaan tilatakaisinkytkennalla [2, s. 7-15].
u=—Kx (13)
jonka tilatakaisinkytkentakerroinmatriisi K on [5, s.404].

6.81 —-9.79 3.79
095 494 0.10

k=]
Stabiiliusehtojen (6), (7) ja (8) mukaan tutkitaan prosessin, saatimen ja determinantin
navat. Prosessin navat voidaan ratkaista joko A-matriisin ominaisarvoista tai siirtofunk-
tiomatriisin navoista. Siirtofunktiomatriisin navat saadaan karakteristisen yhtaloén A(s) =
0 ratkaisut. Prosessin navoiksi saadaan siis —1,—0.1707 ja —0,02929. Nama ovat sta-
biileja, koska ne ovat imaginaariakselin vasemmalla puolella. Sdatimeksi valittu regulaat-

tori ei luo uusia napoja tai nollia, silla sen malli on vakiomatriisi.

Kun ohjaus (13) sijoitetaan prosessin tilaesitykseen (10), saadaan suljetun jarjestelman

tilayhtaloksi
X = Ax + B(—Kx)
x=(A—-BK)x

Saatopiirin ominaisarvot ovat matriisin A — BK ominaisarvot. Tassa ominaisarvot ovat
A(A — BK)
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—-1.15 -—4.84 0.9
A—BK =(-0.715 —-3.458 —0.07
—6.81 9.79 —4.79

Ominaisarvoiksi saadaan Matlab-funktiolla eig luvut
—2.455+4 1.1574i,—2.455 — 1.1574i ja —4.488.

Naiden perusteella systeemi on stabiili, silla ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia.

Taten suljettu systeemi on sisaisesti stabiili.

3.5.2 Tislauskolonni

Viiveellisena esimerkkina kaytetaan Torkel Gladin ja Lennart Ljungin [6, 226—228] esit-

telemaa tislausprosessia, jonka siirtofunktiomatriisi on

5.88e727S 1.77e728s

50s+1 60s+1
G =
(s) L.90e‘155 5.72¢-14s

40s +1 60s +1

(14)

Talle sovellukselle on haluttu muodostaa MIMOPI-sa&adin. Kirja ehdottaa saatimelle siir-

tofunktiota
0.267(63s+ 1) 0.0826(55s + 1)
— 50s 50s
K =1 03221635 +1) 02745(55s+1) |' (15)
50s 50s

Tarkastetaan, onko suljettu systeemi stabiili. Puhdas viive ei lisda rationaalisen siirto-
funktion nollia tai napoja, tdman vuoksi systeemin navat saadaan siirtofunktion nimittajan
nollakohdista. Talléin prosessin navat ovat —0.02, —0.025 ja —0.0167. Naistd —0.0167 on
kaksinkertainen napa, koska siirtofunktiomatriisin kahdessa alkiossa esiintyy sama ni-
mittaja 60s + 1. Prosessin kaikki navat ovat imaginaariakselin vasemmalla puolella, joten
prosessi on asymptoottisesti stabiili. Sdatimen navat ovat origossa, joten avoimen sys-
teemin jarjestelma ei ole asymptoottisesti stabiili. Suljetun systeemin stabiilius maaraytyy

kuitenkin suljetun systeemin navoista.

Prosessissa oleva viive vaikeuttaa suljetun systeemin determinantin laskemista suoraan
annetuilla matriiseilla, silla MatLab antaa tulokseen lisdhuomion: "values computed with
all internal delays set to zero”. Taman vuoksi luodaan ensin kulmataajuusvalille
[10~%,101] viisisataa logaritmisesti jakautunutta kulmataajuutta. Sijoitetaan kulmataajuu-

det kulmataajuusvektoriin w komennolla w = logspace(—4,1,500). Taman jalkeen luo-
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daan prosessille ja saatimelle frd-mallit (frequency-response data model, taajuusvas-
teobjekti). Tarkistetaan saatopiirin stabiilius avoimen systeemin taajuusvasteen ominai-

sarvoratojen perusteella.

Kompleksitason piste s on yhtalon det(l + L(s)) = 0 juuri, silloin kun matriisilla L(s) on

jokin ominaisarvo —1 [3, s. 155].
AilL(s)] = -1

Niinpa imaginaariakselin pisteessd s = jw on juuri, jos ja vain jos avoimen systeemin
taajuusvasteen L(jw) jokin ominaisarvo on —1. Taman ehdon toteutuessa systeemi on
kriittisesti stabiili tai epastabiili. Luodaan Matlabiin skripti, joka laskee jokaisella kulma-
taajuudella systeemin ominaisarvot ja piirtdad ne kompleksitasoon. Kuvassa 3.6 on esi-

tetty molemmat ominaisarvot.

2 T T T T T
. i
Az
15} | ¥ Kriittinen piste -1/ -
1k i
05} ]

/
/
II| IIII
'05 B ‘ I|I B
|I I;'
| |
Ak '| | |
'|| ||I
|
15} \| |l _
|
|
|
) | ] .| 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Re
Kuva 3.6. Tislauskolonnin avoimen systeemin taajuusvasteen ominaisarvot

Perustuen yleistettyyn Nyquist-kriteeriin [2, s.10-10 — 10-14] kuvasta 3.6 nahdaan, ettei-

vat avoimen systeemin taajuusvasteen ominaisarvot kierra tai leikkaa kriittista pistetta
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(—1,0). Saatimessa olevat integraattorit aiheuttavat kuitenkin napoja origoon. Aiemmin
esitetyn napatarkastelun perusteella avoimella systeemilld ei ole oikean puolitason na-
poja. Koska kriittista pistetta ei kierreta, yleistetyn Nyquist-kriteerin perusteella suljetulla

jarjestelmalla ei ole oikean puolitason napoja ja systeemi on stabiili.
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4. KANAVAKOHTAISET STABIILIUSVARAT

Tutkitaan seuraavaksi, miten avoimen systeemin yhteen kanavaan kohdistuva lisdvah-
vistuskerroin tai lisaviive vaikuttaa jarjestelman stabiiliuteen. Tallainen poikkeama voi

esiintya esimerkiksi prosessin tai mittaussysteemin sisalla tai edessa.

Tarkastellaan TITO-prosessin TITO-sdat6a. Kaytetdan kaavan (9) mukaista TITO-sys-
teemin avoimen systeemin siirtofunktiomatriisia L ja oletetaan, ettei jarjestelman napoja
supistu siirtofunktiomatriisia muodostettaessa. Talldin riittaa, etta paattelemme navat eh-
dostadet (I + L) = 0. Tassa

1+ L11 L12

I+l=11 " 141,

det(/ + L) = (1 + Ly1)(1 + Lyp) — LypLpy = 1+ Lyp + Lyg + LygLpy — LypLyy

4.1 Vahvistuksen vaikutus kanavaan

Tutkitaan ensin ylimaaraisen vahvistuskertoimen ¢ vaikutusta avoimen systeemin inpu-

tissa e;. Talldin avoimen systeemin siirtofunktion uudeksi skenaarioarvoksi saadaan

el = [€L11 L12]'

€lyr Ly
Saatopiirin navat ovat nyt determinantin juuret, joten karakteristiseksi yhtaloksi saadaan
determinanttilausekkeen avulla
(1 + Lz) + &(Lyy + LygLaz — LyzLla1) =0 (16)
SISO-saadon karakteristinen yhtald voidaan esittdd muodossa
1+el; =0

missa L, on avoimen systeemin nimellinen siirtofunktio ennen lisdkerrointa . Yhtalosta

(16) voidaan paatella yhtalo

Li1+ Li1Lyy — Ligly ~0

1+¢

(17a)

Siten SISO-systeemien teoriaa voi nyt hyddyntaa avoimen systeemin nimelliselle siirto-
funktiolle

_ Li1+ Ly1Lyy — Liglyg

L
1 14 L,,

(17b)
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Avoimen systeemin ensimmaisen inputin e; vahvistusvara on siirtofunktion L, vahvistus-

vara.

Tutkitaan seuraavaksi, miten tilanne muuttuu, kun ylimaaraisen vahvistuskertoimen &
vaikutus on avoimen systeemin inputissa e,. Tall6éin avoimen systeemin siirtofunktion

uudeksi skenaarioarvoksi saadaan.

el = Li4 5L12]

Lyy €ly,

Saatopiirin navat ovat nyt determinantin juuret, joten karakteristiseksi yhtaloksi saadaan

determinanttilausekkeen avulla.
(L+Lyg) + &(Laz + LygLoy — LyzLyy) =0 (18)
SISO-saadon karakteristinen yhtald voidaan esittdd muodossa
1+¢L, =0,

missa L, on avoimen systeemin nimellinen siirtofunktio ennen lisakerrointa €. Yhtalosta

(18) saadaan yhtalo.

Lyp + LyyLqq — Ligly ~0
1+ Lqq

(19a)

Siten SISO-systeemien teoriaa voi nyt hyddyntda avoimen systeemin nimelliselle siirto-
funktiolle.

_ Lyp + LyyLqq — LigLp

L
2 14 Ly,

(19b)

Avoimen systeemin toisen inputin e, vahvistusvara on siirtofunktion L, vahvistusvara

4.2 Viiveen vaikutus kanavaan

Tarkastellaan seuraavaksi avoimen systeemin yhteen ulostuloon kohdistuvan lisdviiveen
vaikutusta. Oletetaan, ettd poikkeama on nyt liséviiveen d siirtofunktio ¢ = e~%5. Tall6in
poikkeama kohdistuu yhteen riviin siirtofunktiomatriisissamme ja avoimen systeemin uu-
deksi skenaarioarvoksi saadaan. Oletetaan lisaviive ensimmaiseen ulostuloon z;, koska

mittaus oletetaan ideaaliseksi z; = y;

Saatopiirin navat ovat nyt determinantin juuret, joten karakteristiseksi yhtaloksi saadaan

determinanttilausekkeen avulla.

(1+ L) +&(Lqq + LygLay — LizLy) =0 (20)
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SISO-saadon karakteristinen yhtald voidaan esittdd muodossa
1+ely =0
jossa

_ Lyq + LyqLyy — LypLyy

L
3 1+ Ly,

(21)

Huomataan, etta L; = L4, jolloin riittda tutkia kaavaa (17) viivevaran osalta.

Tutkitaan mita tapahtuu, jos avoimen systeemin toiseen ulostuloon kohdistuu lisaviive ¢.

Talldin poikkeama kohdistuu toiseen riviin ja avoimen systeemin skenaarioarvoksi saa-

daan.
[ L11 L12 ]
ely1  €Lyy
Karakteristiseksi yhtaloksi saadaan
(L4 L11) + &(Laz + LygLayy — LizLly1) =0 (22)

SISO-saadon karakteristinen yhtald voidaan esittdd muodossa
14+¢el, =0
jossa

_ Lyp + Ly1Lyy — Ligly,
4 14 Ly '

(23)

Huomataan, etta, L, = L,, jolloin riittda, tutkia kaavaa (19) viivevaran osalta.
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5. KANAVAKOHTAISET ESIMERKIT

Maaritetdan seuraavaksi kanavakohtaiset vahvistus ja viivevarat aikaisemmista esimer-
keista tutuille stabiileille saatopiireille. Tahan kaytamme aikaisemmin laskettuja kaavoja
(17), (19), (21) ja (23). Kaytanndssa tutkimme vain L, ja L,, koska kuten aiemmin todis-
tettin L, = L; ja L, = L,. Kun L, tai L, on maaritelty, saadaan MatLab-funktiolla allmar-

gin siirtofunktiosta L, tai L, maaritettya vahvistus ja viivevara.

Todennetaan saadut tulokset viela simuloimalla saatopiiria Simulinkilla. Saaduilla va-
roilla saatopiirin vasteen pitaisi olla kriittisesti stabiili. Simulink-simulaatioissa kaytettiin
automaattista solver-asetusta. Suhteellisen ja absoluuttisen toleranssin arvoiksi asetet-
tiin 1- 10710, jotta saadut vasteet ovat tarpeeksi tarkkoja. Muut asetukset on pidetty ole-

tuksina.

5.1 Paperikoneen peralaatikko

Tutkitaan ensin viiveettbman systeemin kanavavahvistusvaroja. Kaytetaan luvun 3.5.1
paperikoneen peralaatikkoa viiveettomana esimerkkina. Kaytetaan hyvaksi paperiko-
neen peralaatikon tilamallia (11) (12), josta saadaan maaritettyd avoimen systeemin siir-
tofunktiot sisddnmenoista ulostuloihin. Muodostetaan tasta seuraavaksi kaavojen (17) ja

(19) mukaiset siirtofunktiot.

Oletetaan mittauslaitteet ideaaleiksi ja kaytetdan kaavan (13) saadintd. Kun muodoste-
taan avoimen systeemin nimellinen siirtofunktio kaavan (17) mukaan, Matlab-funktio all-
margin antaa sille vahvistusvaraksi darettdman ja viivevaraksi 0.3445 s. Kuvaan 5.1 on
piirretty kanavan Bode-kuvaaja. Bode-kuvaajasta ndhdaan, ettd aaretdn vahvistusvara

johtuu siita, etta vaihevaste ei koskaan saavuta arvoa —180°.
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Bode Diagram

40 B
301 T 1
20 - .
10 | \ 1
0f ~ 1
-10 f \ g
20 - \\\ 4

Magnitude (dB)

-30 L i PR | Ll PR |
0— ————— T T —
20 - J

40 + d

60+ 1
-80 | \ .

-100 - ~ §

sial P | Ll P |

103 107 10" 100 101 102
Frequency (rad/s)

Phase (deg)

Kuva 5.1. Paperikoneen perélaatikon ensimmaisen inputkanavan vahvistusvaran ja vii-

vevaran mééritykseen sopivan siirtofunktion L, Bode-diagrammi

Vahvistusvaran verifiointi tehdaan tarkastelemalla ominaisarvoja. Tama toteutetaan
skaalaamalla yksittaisen kanavan vahvistusta parametrilla €. Talldin suljetun systeemin
ominaisarvojen liikettd kompleksitasossa voidaan seurata juuriuramenetelman tapaan.
Kriittinen stabiilius saavutetaan jonkin ominaisarvon siirtyessa ensimmaisena imaginaa-

riakselille.

Ominaisarvojen nimellisarvot saatiin matriisista A — BK. Skaalataan nyt sdatimen ensim-

maista kanavaa parametrilla €. Talldin matriisin K korvaajaksi saadaan matriisi K.

_[6.81le —9.79¢ 3.79¢

Ke = 0.95 4.94 0.10

Uudet ominaisarvot saadaan matriisista A — BK,.

Muodostetaan ensin kulmataajuusvalille [10°,101°°], 5000 logaritmisesti jakautunutta
kulmataajuutta.  Sijoitetaan  kulmataajuudet  vektorin & komennolla &=
linspace(0,100,5000). Taman jalkeen lasketaan jokaisessa pisteessa ominaisarvo ja

piirretdan se kuvaajaan. Kuvassa (5.2) on nama piirretyt ominaisarvot
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Kuva 5.2. Perédlaatikon ensimmaisen inputkanavan vahvistusepdvarmuuden vaikutus

suljetun systeemin ominaisarvoihin

Kuvaajan pisteet nayttavat menevan kauemmas imagindariakselista suuremmilla ar-
voilla. Kuvaan (5.3) on zoomattu kuvan origon lahelle, jotta ndhdaan paremmin akselin

lahella olevat ominaisarvot.

1
|
|
15 i
...“......-.--....,_._. . |
T I
1
o - |
05 - . 1
. |
: 1
— O . L] I
. |
. . |
05+ 5 i
1k |
. |
"uay, ot
L TP 1
45k y
|
|
| | 1 | 1 |
0

Kuva 5.3. Perélaatikon ensimmaéisen inputkanavan vahvistusepévarmuuden vaikutus

suljetun systeemin ominaisarvoihin zoomattuna origon lahelle.
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Yksikdan ominaisarvo ei saavuta imaginaariakselia, joten kanavalla on &aretdén vahvis-

tusvara.

Funktion allmargin vaittdma viivevara 0.3445 verifioidaan Simulink:lla lisdamalla viive
ensimmaiseen palautekanavaan. Viive sijoitetaan prosessin ensimmaisen ulostulon ja
saatimen ensimmaisen sisaantulon valille. Simulointiin kaytettiin kuvan 5.4 lohkokaa-

viota.

o —— l_l_’@
y=Cx+Du b L,@I

—

Kuva 5.4. Perélaatikon simuloitu lohkokaavio

A 4

o !

Lohkokaaviossa on kaksi askelfunktiota molemmille kanaville, state-space-lohko pera-
laatikon tilaesitykselle, gain lohko saatimelle K seka scope-lohkot kahdelle mitattavalle
tilalle. Lisaviive on toteutettu Transport Delay-lohkolla ja sijoitettu oikeaan ensimmaiseen
ulostuloon. Toista kanavaa myéhemmin simuloitaessa viivelohko sijoitetaan toisen ka-

navan ulostuloon. Kaytetdan viivevaroja simuloitaessa simulointiaikaa 50 s.

Kuvaan 5.5 on piirretty ensimmaisen kanavan askelvaste lisaviiveelld 0.3445 s.

0.6F T T T T

0.2F B

0.1} B

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Kuva 5.5 Perélaatikon ensimméisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on li-

sétty liséviive 0.3445 s.
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Vaste suppenee, joten lisaviive 0.3445 s ei vie systeemia kriittiselle rajalle Simuloimalla
eri lisaviiveita [0ytyi viivevaraksi ensimmaiselle kanavalle 0.361 s. Kuvassa 5.6 on esi-

tettyna ensimmaisen kanavan askelvaste, kun lisaviive on 0.361 s.

0.6 - B

0.5 i

0.4 B

0.3 3

0.2

0.1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Kuva 5.6 Perélaatikon ensimmadisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on li-

sétty liséviive 0.361 s.

Tarkastellaan seuraavaksi prosessin toisen inputkanavan kyky kestaa vahvistusta ja vii-
vetta. Matlab-funktiolla allmargin saadaan kaavan (19) mukaiselle siirtofunktiolle vahvis-
tusvaraksi aareton ja viivevaraksi 0.361. Kuvassa 5.7 on toisen kanavan Bode-kuvaaja.
Bode-kuvaajasta nahdaan, etta aareton vahvistus johtuu siita, etta vaihe ei koskaan saa-

vuta arvoa —180°.



26

Bode Diagram
40 : N : , T ! o e o .
30}

20 ¢

Magnitude (dB)

20 -
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Phase (deg)
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102 102 10 100 10!
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Kuva 5.7. Paperikoneen perélaatikon toisen inputkanavan vahvistusvaran ja viivevaran

maé&éritykseen sopivan siirtofunktion L, Bode-diagrammi

Verifioidaan jalleen vahvistusvara hyddyntamalla ominaisarvoja. Nyt saatimeksi tulee

6.81 -9.79 3.79

K€=[0.955 494 0.10¢

Kuvassa 5.8 on piirrettyna toisen kanavan vahvistuksen ominaisarvot. Kuva on zoomattu

suoraan lahelle origoa.

1.5

0.5

Im
o

05

O = = = = — —— —— -

Kuva 5.8. Perélaatikon toisen inputkanavan vahvistusepédvarmuuden vaikutus suljetun

systeemin ominaisarvoihin zoomattuna origon léhelle

Ominaisarvot pysyvat imaginaariakselin vasemmalla puolella, joten kanavan vahvistus-

vara on aareton.
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Viivevaraa simuloitaessa, laskettu arvo 0.361 s on stabiili, kuten kuvan 5.9 askelvaste

osoittaa.

0.16 F T T T T T T T T T

0.14 -

012

0.1+

0.08 -

0.06 -

0.02 -

Kuva 5.9. Perélaatikon toisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on lisétty lisé-
viive 0.361 s

Muuttamalla lisaviivetta, kriittinen stabiilius 16ytyi 0.369 s lisaviiveella esitettynd kuvassa
5.10

0.16 F T T T T T T T

0.14 &

0.1+ B

0.08 - B

0.06 - b

0.04 - B

0.02 i

Kuva 5.10. Perélaatikon toisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on lisétty Ii-

séviive 0.369 s
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Molemmille kanaville saatiin siis verifioitua aaretdon vahvistusvara. Lasketut viivevarat
olivat 0.3445 s ja 0.361 s, kun taas simulaatioiden perusteella kriittisen stabiiliuden ra-
joiksi arvioitiin 0.361 s ja 0.369 s. Lasketut viivevarat eivat kuitenkaan tehneet systee-

mista epastabiilia.

5.2 Tislauskolonni

Tassa luvussa estimoidaan tislauskolonnin avoimen systeemin kanavavarat [6, 226—

228]. Prosessin ja saatimen siirtofunktiomatriisit ovat

5.88e7278 1.77e285]

50s+1 60s +1
G(s) =
(s) L.90e‘155 5.72¢-14s

40s +1 60s +1

ja

0.267(63s + 1) 0.0826(55s + 1)

_ 50s 50s
K =1 03221(635+1) 0.2745(555 + 1)
50s 50s

Oletetaan prosessin ulostulojen mittaussysteemit ideaaleiksi, jolloin avoimen systeemin
siirtofunktiomatriisi on totutusti L = GK. Matlab:ssa ei kuitenkaan voida hyédyntaa funk-
tiota allmargin viivemalleille, silla funktiota kaytettdessa Matlab olettaa viiveet nolliksi.
Kaytetdan sen takia luvusta 3.4.2 tuttua frd-objektia taajuusvasteen muodostamiseen.
Maaritellaan siis prosessin ja saatimen matriisikomponenteille vastaavat frd-komponentit
ja kerrotaan ne keskenaan. Kaytetdan samaa kulmataajuusvektoria w kuin esimerkissa
3.5.2. Taman jalkeen erotetaan nyt saadusta L-matriisista komponentit, jotka vastaavat
sisaantulojen ja ulostulojen valisia siirtofunktioita. Maaritelldan naiden avulla kanavava-

rojen laskentaan sopivat kaavojen (17) ja (19) siirtofunktiot.

Tutkitaan avoimen systeemin ensimmaisen kanavan stabiiliusvarat ensiksi kaavan (17)
perusteella. Allmargin toimii suoraan frd-objekteille. Ensimmaisen inputkanavan vahvis-
tusvaraksi saadaan vektori, jossa on 412 arvoa. Tama johtuu siita, etta allmargin palaut-
taa vahvistusvaraan useita kulmataajuuksia, joissa vaihe on —180° + N - 360°, missa
N on epanegatiivinen kokonaisluku. Naista tutkimme pieninta arvoa, silla jo silla s&atopiiri
menettanee stabiiliuden. Vahvistusvaraksi saadaan nyt 2,27 ja viivevaraksi 39,65 s. Liit-

teessa A on esitetty avoimen systeemin ensimmaisen inputkanavan varojen laskut.

Simulointia varten Simulinkiin rakennettiin tislauskolonnin lohkokaavio, joka on esitelty

kuvassa 5.11
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16.821s + 0.267
Lo e s 7 a
6.9
a2
o5
5.72
i

15.0975s +0.2745
50s

]

Kuva 5.11. Tislauskolonnin MIMOPI-s&&dén nimellismallin simulointiin ké&ytetty lohko-

kaavio

Lohkokaavioon syétetaan askelvaste. Simulaatiossa on K(s) ja G(s) kuvattuna siirto-
funktioina, prosessin sisdinen viive on lisatty prosessin peraan Transport Delay lohkoilla.
Systeemin aikavasteet saadaan Scope-lohkoilla. Lisavahvistuksen ja -viiveen simuloin-
tipaikat nahdaan ylemmassa kanavassa, jossa gain-lohko simuloi inputkanavan lisavah-

vistusta ja output-puolella transport delay simuloi lisaviivetta.

Vahvistusvaraa simuloidessa tormattiin ongelmaan, silla arvolla 2,27 simuloidessa as-
kelvaste suppeni ja sadatopiiri naytti stabiililta. Laskettiin vahvistus uudestaan ja muutet-
tiin Matlab:n vastausmuotoa komennolla format long, jotta vastaukseen saisi enemman
desimaaleja. Simulointi ottaa huomioon ensimmaiset nelja desimaalia, joten uudeksi
vahvistusvaraksi saatiin 2,2727. Tallakin arvolla systeemi naytti stabiililta, silla vaste sup-

peni.

Ongelmaksi 16ytyi kulmataajuusvektori w, silla frd-objekti muodostaa siirtofunktion taa-
juusvektorin maarittamissa pisteissa. Taajuusvektori oli maaritetty liian epatarkaksi, jol-
loin frd-taajuusvasteobjekti ei kuvaa alkuperaista taajuusvastetta riittavan tarkasti. Maa-
ritetdan siis w uudelleen tarkemmaksi. Muutetaan kulmataajuusvektorin komennoksi
w = logspace(—5, 2, 5000) ja lasketaan arvot uudelleen. Nyt vahvistusvaraksi saadaan
2,2728. Kuten kuvasta 5.12 huomataan, vahvistusvara voidaan verifioida simuloinnilla.
Simulaatiossa on myds simuloitu vahvistusvaran lahella olevat arvot. Simulointiaikana

on 2000 s. Simuloinnilla tarkistetaan myds viivevara.
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1.5F 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Kuva 5.12. Tislauskolonnin avoimen systeemin ensimmadisen inputkanavan askelvaste
lisdvahvistuksella 2.2728

Viivevara verifioidaan samalla tavalla ja kuvasta 5.13 nahdaan, etta saatopiiri vaikuttaa

kriittisesti stabiililta, kun lisaviive on 39.65. Simulointiaika on 5000 s.

1.5+

0.5 i

| |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Kuva 5.13 Tislauskolonnin avoimen systeemin ensimmaéisen outputkanavan askel-

vaste liséviiveelld 39.65 s
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Nain ollen ensimmaisen kanavan vahvistusvara on 2.2728 ja viivevara on 39.65 s.

Tutkitaan seuraavaksi toisen kanavan vahvistusvarat. Kaytetdan kaavaa (19). Hyodyn-
netadan asken kokeiltuja w:n kulmataajuuksia. Matlab-funktio allmargin antaa vahvistus-
varalle 223 eri arvoa, joista pienin 8.8058 lienee kaytannon kriittinen arvo. Viivevaraksi

saadaan 66,2 s. Verifioidaan tulokset simuloimalla.

Kuvan 5.14 perusteella vahvistusvaralla 8.8058 toisen kanavan askelvaste nayttaa kriit-

tisesti stabiililta. Simulointiaika on 2000 s.

25 —

1.5 5

|
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Kuva 5.14. Tislauskolonnin avoimen systeemin toisen inputkanavan askelvaste lis&-
vahvistuksella 8.8058

Simuloidaan vield viivevara. Kuvan 5.15 perusteella viivevaralla 66.2 s toisen kanavan

askelvaste nayttaa kriittisesti stabiililta. Simulointiaika on 3000 s.
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1.5

0.5F .

|
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Kuva 5.15. Tislauskolonnin avoimen systeemin toisen outputkanavan askelvaste lisa-

viiveelld 66.2 s

Naiden perusteella tislauskolonnin ensimmaisen kanavan vahvistusvara on 2.2728 ja

viivevara on 39.65 s. Toisen kanavan vahvistusvara on 8.8058 ja viivevara on 66.2 s.
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6. YHTEENVETO

TyoOssa tarkasteltiin prosessiteollisuudelle yleisiin monimuuttujasaatopiireihin ja tutkia nii-
den suhteellista stabiiliutta. Tydssa kuvattiin ensin yhden muuttujan saatopiireille stabii-
liusehtoja. Tdman jalkeen esiteltiin monimuuttujaprosessien ja -saatopiirien idea ja sta-
biiliustutkimuksen alkeita. Saaduilla ehdoilla tarkistettiin kahden esimerkin stabiilius. Vii-
veettdbmana prosessiesimerkkina kaytettiin paperikoneen peralaatikkoa ja viiveellisend
prosessina oli tislauskolonni. Taman jalkeen tutkittiin s&atopiirin stabiiliuden pysyvyytta
prosessin yksittaisen input- ja outputkanavan vahvistuskertoimen tai viveen muuttuessa,

kun muiden kanavien mallit olivat nimellismalleja.

Johdettujen kaavojen avulla MIMO-saatopiirin kanavakohtainen tarkastelu voitiin palaut-
taa SISO-saatopiirien siirtofunktioiden analyysiin. Naiden stabiiliusehtojen ja tulosten
avulla laskettiin peralaatikon ja tislauskolonnin systeemeille kanavakohtaiset varat. Las-
ketut varat verifioitiin viela simuloimalla saatopiireja. Tislauskolonnin lasketut varat olivat
samat kuin simuloidut, mutta peralaatikolla lasketussa ja simuloidussa oli pieni suurim-
millaan 16,5 ms, joka saattaa johtua simuloinnin tai laskennan epatarkkuuksista. Tulok-

set riippuvat epavarmuuden sijoituspaikasta ja frd-kulmataajuusvektorin tiheydesta

Jatkokehityksena saatuja ehtoja ja kanavavarojen kaavoja voisi soveltaa monimutkai-

sempiin kuin kahden muuttujan systeemeihin.
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LITE A: TISLAUSKOLONNIN ENSIMMAISEN KA-
NAVAN KANAVAVARAT

Tassa liitteessa esitetddn Matlab-koodi, jolla muodostetaan tislauskolonni esimerkille
taajuusvasteobjektit ja lasketaan ensimmaisen kanavan vahvistus ja viivevara. Listauk-
sessa A.1 on esitetty Matlab-koodi ja listauksessa A.2 funktion allmargin tuloste. Kaytet-

tyja tyokaluja oli Matlab ja Control System Toolbox
s = tf('s");

% Valitaan taajuusvektori w
= logspace(-5, 2, 5000);

=

% TITO-prosessin siirtofunktiomatriisi G
G11 = (5.88*exp(-27*s))/(50*s+1);

G12 = (1.77*exp(-28%s))/(60*s+1);
G21 = (6.90*exp(-15*s))/(40*s+1);
G22 = (5.72*%exp(-14*s))/(60*s+1);

% TITO-prosessin siirtofunktioiden taajuusvasteobjektit
G11f = frd(G11, w);

Gl2f = frd(G12, w);
G21f = frd(G21, w);
G22f = frd(G22, w);

% Prosessin siirtofunktiomatriisin taajuusvasteobjektit
Gf = [Gl1f, Gl2f; G21f, G22f];

% TITO-saatimen siirtofunktiot K

K11 = (0.267*(63*s + 1))/ (50%*s);
K12 = -(0.0826*(55*s+1))/(50*s);
K21 = -(0.3221*(63*s+1))/(50*s);

K22 = (0.2745*%(55%s+1))/(50%*s);

% TITO-saatimen siirtofunktioiden taajuusvasteobjektit
K11f = frd(K11, w);

K12f = frd(K12, w);
K21f = frd(K21, w);
K22f = frd(K22, w);

% TITO-saatimen siirtofunktiomatriisin K taajuusvasteobjektit
Kf = [K11f, K12f; K21f, K22f];

% Avoimen systeemin siirtofunktiomatriisin taajuusvasteobjektit
Lf=Gf*Kf;

% Avoimen systeemin siirtofunktiomatriisin L taajuusvasteobjektit
L11 = Lf(1,1);

L12 = Lf(1,2);
L21 = Lf(2,1);
L22 = Lf(2,2);

% Lisataan vastaukseen desimaaleja epatarkkuuksien takia
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format long

% Tislauskolonnin ensimmaisen kanavan vahvistus ja viivevarojen
% skenaarion taajuusvasteobjekti

L3f = (L11+4L11*L22-112%121)/(1+L22);

% Vahvistus ja viivevara saadaan allmargin funktiolla
info=allmargin(L3f)

Listaus A.1. Matlab-koodi ensimmdéisen kanavan stabiiliusvarojen laskemiseksi

info = struct with fields:

GainMargin: [2.272771513686274 10.369848700957686 17.968366628013946
23.640765378019484 29.116050101122010 32.894752232602777 36.422679517998915
39.961968551628033 42.215767226074433 46.278993432475509 48.110926173229984 .. ] (1x412
double)

GMFrequency: [0.061379712305532 0.296326472338170 0.531521390485948
0.766026924004210 1.000552333084587 1.232724195876592 1.466247961475457
1.697182167094194 1.929584587464793 2.160262121830597 2.391597493917794

2.622495796694560 .. ] (1x412 double)
PhaseMargin: 59.015405301394161
PMFrequency: 0.025978029718767
DelayMargin: 39.649393855459998
DMFrequency: 0.025978029718767

Stable: NaN

Listaus A.2. Funktion allmargin tuloste, josta ndhdéén vahvistusvara 2.2728 ja
viivevara 39.65



