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Tässä työssä tarkastellaan jatkuva-aikaisen monimuuttujasäädön suhteellisen stabiiliuden 

analyysiä hyödyntäen kanavavaroja. Monimuuttujasäätö on prosessiteollisuudessa yleinen sää-
töpiiri, jossa yksi ulostulo vaikuttaa vähintään kahteen ulostuloa. Kanavavaroilla voidaan tutkia 
kuinka suuria muutoksia yksi kanava sietää ennen kuin säätöpiiri menettää stabiiliuden. 

Työssä esitellään monimuuttujasysteemien stabiiliuden perusteet ja suhteellinen stabiilius 
hyödyntäen kanavavaroja. Kanavavarojen laskenta johdetaan avoimen systeemin siirtofunk-
tiomatriiseista. Näiden avulla voidaan arvioida säätöpiirin herkkyyttä vahvistus- ja viive-epävar-
muuksille. Menetelmän toimintaa havainnollistetaan kahdella esimerkkijärjestelmällä: viiveettö-
mällä paperikoneen perälaatikolla ja viiveellisellä tislauskolonnilla.  

Saadut kanavavarat verifioidaan Simulink-simulaatioiden avulla lisäämällä tarkasteltaviin ka-
naviin vahvistus- ja viive-epävarmuuksia. Tulosten perusteella kanavavarat tarjoavat toimivan 
työkalun monimuuttujasäätöpiirien suhteellisen stabiiliuden arvioimiseen.  
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TEKOÄLYN KÄYTTÖ OPINNÄYTTEESSÄ 
 
Opinnäytteessäni on käytetty tekoälysovelluksia: 
 

☐  Ei  

☒  Kyllä 

 
 

Ilmoitukseni mukaan olen käyttänyt opinnäytteessäni tutkielmaprosessin aikana seuraavia 
tekoälysovelluksia: 
 
Tekoälysovellusten nimet ja versiot:  
ChatGPT-5.3  
 
 
Käyttötarkoitus: 
Tekoälyä on käytetty avustamaan kuvan 2.2 piirtämiseen tarvittavan Matlab-koodin kanssa. 
 
 
 
Osiot, joissa tekoälyä on käytetty:  
Kuva 2.2 
 
 
 
Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mukaan lukien 
osat, joissa on hyödynnetty tekoälyä, ja hyväksyn vastuun mahdollisista eettisten ohjeiden 
rikkomuksista. 
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LYHENTEET JA MERKINNÄT 

BIBO Bounded Input – Bounded Output  
frd Frequency-response data model, taajuusvasteobjekti 
LQR Linear-Quadratic Regulator 
LTI Linear Time-Invariant, lineaarinen aikainvariantti  
MIMO Multiple Input – Multiple Output  
ss State-space model, tilaesitysmalli  
SISO   Single Input – Single Output 
TITO   Two Inputs – Two Outputs 
 

 
 
𝑒, 𝐸 erosuure ja sen Laplace-muunnos 
𝜀 kanavan ylimääräinen sarjaan kytkeytyvä siirtofunktio 

𝐹, 𝐹(𝑠) mittalaitteen siirtofunktio    
𝐺, 𝐺(𝑠) prosessin siirtofunktio 

ℎ) säiliön pinnankorkeuden poikkeama 
𝐻) kokonaispainekorkeuden poikkeama 

𝐾,𝐾(𝑠) säätimen siirtofunktio 
𝐿, 𝐿(𝑠) avoimen systeemin siirtofunktio 

𝑀 avoimen systeemin siirtofunktion itseisarvon amplitudi 
𝜆 ominaisarvo 
𝑝, 𝑃 ulkoinen signaali 

𝑟 asetusarvo  
𝑢 ohjaus 

𝑢𝑎 perälaatikon ilmaventtiilin avautuman poikkeama 
𝑢𝑐 perälaatikon ilmaventtiilin avautuman poikkeaman asetusarvo 

𝑢𝑠 perälaatikon massaventtiilin avautuman poikkeama 
𝑣, 𝑉 sisäinen signaali 

𝜔 kulmataajuusvektori 
𝑤 palautemittausfunktio 

𝑦) säädettävä suure 
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1. JOHDANTO 

Säätötekniikassa stabiiliusanalyysiä on tehty yleensä yhden muuttujan SISO-järjestel-

mien (Single Input – Single Output) tapauksessa, jolloin systeemissä on yksi sisäänmeno 

ja yksi ulostulo. SISO-systeemeille on olemassa useita menetelmiä stabiiliuden tutkimi-

seen kuten Routh-testi, napojen tarkastelu, Nyquist- ja Bode-kuvaajat. Näiden avulla voi-

daan arvioida järjestelmän absoluuttista ja suhteellista stabiiliutta.  

Modernissa prosessiteollisuudessa systeemit ovat usein MIMO-systeemeitä (Multiple In-

put – Multiple Output), joissa on enemmän kuin yksi sisäänmeno ja ulostulo. Usein yksi 

sisäänmeno vaikuttaa myös useampaan kuin yhteen ulostuloon. Tällaiset vuorovaiku-

tukset kanavien välillä aiheuttavat sen, että yhdessä kanavassa tapahtuva muutos vai-

kuttaa koko järjestelmän käyttäytymiseen. Tämä tekee stabiiliusanalyysistä huomatta-

vasti monimutkaisempaa kuin SISO-systeemeillä.    

Tässä työssä tarkastellaan, miten SISO-systeemien stabiiliusanalyysistä tuttuja työka-

luja voidaan hyödyntää MIMO-systeemeille. Ensin esitellään SISO-systeemin stabiilius-

analyysi. Tämän jälkeen esitellään MIMO-systeemit ja niille stabiiliusehdot, joiden avulla 

tarkastellaan viiveettömän ja viiveellisen systeemin stabiiliutta. Suhteellista stabiiliutta 

tutkitaan määrittämällä yhdelle kanavalle vahvistus- ja viivevarat, joiden avulla nähdään, 

kuinka suuria poikkeamia yksi kanava sietää ennen kuin systeemi menettää stabiiliuden. 

Lopuksi saatuja kanavavarojen yhtälöitä sovelletaan esimerkkisysteemeihin.   
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2. STABIILIUS YHDEN MUUTTUJAN SYSTEE-
MISSÄ   

Säätötekniikassa stabiiliuden saavuttaminen ja verifiointi on tärkeää. Tässä työssä tutki-

taan lineaarisen aikainvariantin säätöpiirin ja sen komponenttien outputien rajallisuutta 

säätöpiirin inputien ollessa rajoitetut. Yksittäisen systeemin sanotaan olevan BIBO-sta-

biili (Bounded Input – Bounded Output Stable), jos sen pakkovaste jokaiselle rajoitetulle 

inputille on rajoitettu [1, s. 29].  

2.1 Systeemin stabiiliuden määritelmät 

SISO-systeemissä (Single Input – Single Output) on yksi sisäänmeno ja yksi ulostulo. 

Säätöpiirissä on yleensä prosessi 𝐺, säädin 𝐾 ja mittalaite 𝐹, joiden LTI-malleina (Linear 

Time-Invariant, lineaarinen aikainvariantti) voidaan käyttää siirtofunktioita.  

Kuvassa 2.1 on esitetty takaisinkytkennän käyttöön perustuva systeemi. Sen ajasta riip-

puvat funktiot ovat säädettävä suure eli prosessin ulostulo 𝑦, funktion 𝑦 asetusarvo 𝑟 ja 

palautemittausfunktio 𝑤, erosuure 𝑒 ja ohjausfunktio 𝑢.  

 

Kuva 2.1 Yksinkertainen takaisinkytkentään perustuva suljettu systeemi 

Negatiivisesti takaisinkytketyn säätöpiirin suljetun silmukan siirtofunktio asetusarvosta 𝑟 

ulostuloon 𝑦 on 𝑇(𝑠) [2, s. 2–11]. 

𝑇(𝑠) =
𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)

1 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)𝐹(𝑠)
(1) 
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Kuvan 2.1 lohkokaavioon liittyvällä avoimella systeemillä tarkoitetaan systeemiä, jonka 

sisäänmeno on 𝑒 ja ulostulo on 𝑤. Avoimen systeemin siirtofunktio 𝐿 on kaavan (1) ja-

kajan termi  

𝐿 = 𝐺𝐾𝐹 (2) 

jossa muuttujaa 𝑠 ei näytetä. 

Suljetun järjestelmän stabiilius määräytyy siirtofunktion nimittäjästä. Tämä karakteristi-

nen yhtälö on 

1 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)𝐹(𝑠) = 0 

Suljetun systeemin navat ovat karakteristisen yhtälön ratkaisut. Kriittiselle stabiiliudelle 

on välttämätöntä, että on olemassa ainakin yksi reaalinen kulmataajuus 𝜔, jolle 

𝐺(𝑗𝜔)𝐾(𝑗𝜔)𝐹(𝑗𝜔) = −1 

Tarkasteltaessa BIBO-stabiiliutta, oletetaan että muodostettaessa avoimen systeemin 

siirtofunktiota, systeemin napoja ei piiloudu supistumalla. Tällöin kokonaissysteemi on 

asymptoottisesti stabiili, jos kokonaissysteemin navat eli yhtälön (1) jakajan nollakohdat 

eli yhtälön 

1 + 𝐿(𝑠) = 0, 

ratkaisut sijaitsevat reaaliakselin avoimessa negatiivisessa puolitasossa eli jos napojen 

reaaliosat ovat negatiivisia. [3, s. 151]  

Kriittisesti stabiilissa systeemissä yksikään napa ei sijaitse oikeassa puolitasossa, mutta 

vähintään yksi yksinkertainen napa sijaitsee imaginääriakselilla eikä imaginääriakselilla 

ole moninkertaisia napoja. Tällöin järjestelmän vaste ei suppene nollaan mutta ei myös-

kään kasva rajatta. 

2.2 Suhteellinen stabiilius 

Suhteellisen stabiiliuden määrittäminen on tärkeää, sillä suurin osa säätöpiirin suunnit-

telussa käytetyistä malleista on epätarkkoja. Epätarkkuus johtuu yksinkertaistuksista ja 

approksimaatioista, joilla helpotetaan mallinnusta ja mallin käyttöä. Tämän seurauksena 

simulaatioissa hyvin toimiva säädin saattaakin fyysisessä maailmassa alisuoriutua tai 

pahimmassa tapauksessa tehdä säätöpiiristä epästabiilin. [1, s. 125] 

Stabiiliuden asteen eli suhteellisen stabiiliuden mittoja ovat stabiiliusvara, vahvistusvara, 

viivevara ja vaihevara. Ne kuvaavat systeemin kykyä sietää säätöpiirin alisysteemeissä 

mahdollisesti tapahtuvia muutoksia. Tällaisia muutoksia ovat esimerkiksi komponenttien 
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kuluminen, ikääntyminen, likaantuminen ja lämpeneminen sekä komponentin vaihto rik-

koontumisen tai kunnossapidon vuoksi.   

Stabiiliuden havainnollistamiseen käytetään avoimen systeemin siirtofunktion 𝐿(𝑠) Ny-

quist- ja Bode-diagrammeja, jotka esittävät kulmataajuudesta 𝜔 riippuvan taajuusvas-

teen 𝐿(𝑗𝜔) sopivalle kulmataajuusvälille. 

Piirretään kuvaaja, jossa kulmataajuus kasvaa nollasta positiiviseen äärettömään.  

Kuvassa 2.2 on esitetty sinisellä esimerkkisäätöpiirin avoimen systeemin siirtofunktion 

10

(𝑠+1)(𝑠+2)(𝑠+3)
 Nyquist-diagrammi. Kuvaan on merkitty kriittinen piste (−1,0), yksikköym-

pyrä sekä ylävahvistusvaran 𝑔𝑚, vaihevaran 𝜙𝑚  ja stabiiliusvaran 𝑠𝑚 tunnistamisen 

edellyttämät pisteet. Kriittistä pistettä kutsutaan Nyquist-Barkenhausen pisteeksi, lyhen-

nettynä NB-piste. 

 

Kuva 2.2. Esimerkkisäätöpiirin avoimen systeemin siirtofunktion Nyquist-diagrammi 

sekä ylävahvistusvaraan 𝑔𝑚, vaihevaraan 𝜙𝑚 ja stabiiliusvaraan 𝑠𝑚 liittyviä merkintöjä.   

NB-piste (−1,0) vastaa tilannetta, jossa avoimen systeemin siirtofunktio täyttää ehdon  

𝐿(𝑗𝜔) = −1 
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ja systeemi saavuttaa kriittisen stabiiliuden, jos karakteristisen yhtälön juuri 𝑠 = 𝑗𝜔 on 

yksinkertainen, eikä säätöpiirillä ole moninkertaisia imaginääriakselin napoja eikä oikean 

puolitason napoja.  

Stabiiliusvara on avoimen systeemin taajuusvasteen etäisyyden suurin alaraja kriittiseen 

pisteeseen. Vahvistusvara määrittää paljonko avoimen systeemin vahvistusta voidaan 

kasvattaa, ennen kuin säätöpiiri saavuttaa kriittisen stabiiliuden. Nyquist-kuvaajassa 

vahvistusvara saadaan laskettua negatiivisen reaaliakselin leikkauspisteestä. Leikkaus-

pisteen etäisyyden origosta ollessa 𝑑, vahvistusvara on 𝑔𝑚 =
1

𝑑
.  Mikäli leikkauspisteitä 

on useita, vahvistusvara määritetään NB-pistettä lähimmän leikkauspisteen avulla. 

Useilla leikkauspisteillä voidaan määrittää sekä ylävahvistusvara (Upper Gain Margin) 

että alavahvistusvara (Lower Gain Margin). Ylävahvistusvara on pienin ykköstä suu-

rempi positiivinen vahvistuskerroin, jolla systeemi muuttuu kriittisesti stabiiliksi. Desibe-

leinä ylävahvistusvara on positiivinen. Alavahvistusvara on suurin ykköstä pienempi po-

sitiivinen kerroin, jolla systeemi muuttuu kriittisesti stabiiliksi. Desibeleinä alavahvistus-

vara on negatiivinen. Vaihevara on pienin muutos systeemin vaiheeseen, jolla menete-

tään stabiilius. Viivevara on vaihevaran ja sen määräämän ylimenokulmataajuuden 

suhde. Esimerkiksi vahvistusvaran muuttaminen muuttaa lähes aina myös vaihevaraa. 

[2, s. 10–15].  

Vahvistus- ja vaihevaran arvot voidaan lukea avoimen systeemin siirtofunktion 𝐿(𝑠) 

Bode-diagrammista, joka esittää avoimen systeemin amplitudi- ja vaihevasteen. Vahvis-

tusvaralle saadaan arvo desibeleissä ja vaihevaralle arvo asteissa. Vahvistusvara saa-

daan määrittämällä ensin vaihekäyrästä kulmataajuus, jolla vaihe leikkaa −180° kohdan. 

Tämän jälkeen määritetään amplitudivasteen kuvaajasta vastaava kulmataajuus. Avoi-

men systeemin siirtofunktion amplitudivahvistus määritetään taajuudella, jolla vaihe saa-

vuttaa arvon −180°. Tällöin amplitudivahvistukselle 𝑀 saadaan 

𝑀 = |𝐿(𝑗𝜔−180°)| 

Kun 0 < 𝑀 < 1, systeemillä on positiivinen vahvistusvara 𝑔𝑚 =
1

𝑀
, joka voidaan esittää 

desibeleinä kaavalla [2, s. 9-29]. 

𝐺𝑀𝑑𝐵 = 20 log10(
1

𝑀
) 

Vaihevaran määrää kulmataajuus, jolla amplitudivahvistus saa arvon 1 eli desibelivah-

vistus saa arvon 0. Tämän jälkeen vaihevasteesta tarkastellaan kyseistä kulmataajuutta 

vastaava vaihekulma. Vaihevara on vaihekulman etäisyys arvosta −180° amplitudin yli-
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menokulmataajuudella. SISO-systeemeille halutut stabiiliusrajat ovat yleensä vahvistus-

varalle vähintään 6 dB ja vaihevaralle vähintään 30°, jotta systeemi kestää yleisimmät 

poikkeamat [1, luku 5.3 s. 134]. 

Kuvaan 2.3 on piirretty saman esimerkkisysteemin Bode-diagrammi. Kumpaankin ku-

vaajaan on merkitty Matlab-ohjelmiston avulla vahvistus- ja vaihevaran määrityksessä 

käytettävät kulmataajuudet. Ylempään kuvaajaan merkitty piste vastaa kulmataajuutta 

𝜔180, jolla systeemin vaihe saavuttaa arvon −180°. Tästä pisteestä, voidaan määrittää 

vahvistusvara, joka on noin 15 dB. 

Alempaan vaihekuvaajaan merkitty piste vastaa amplitudivasteen ylimenokulmataa-

juutta 𝜔𝑐, eli pistettä, jossa amplitudivaste leikkaa 0 dB. Tästä pisteestä voidaan määrit-

tää vaihevaraksi 90°. 

 

Kuva 2.3. Esimerkkisäätöpiirin avoimen systeemin Bode-diagrammi, johon on merkitty 

vaihevaran määrittävä ylimenokulmataajuus 𝜔𝑐 ja vahvistusvaran määrittävä kulmataa-

juus 𝜔180 

Matlab-funktio allmargin on hyödyllinen, sillä se määrittää vahvistus- vaihe- ja viivevarat 

yhdellä komennolla. Kuvassa 2.4 on esiteltynä komennon 𝑎𝑙𝑙𝑚𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛(
10

(𝑠+1)(𝑠+2)(𝑠+3)
) tu-

loste edellä tutkitulle esimerkkisäätöpiirille. 
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Tulosteessa GainMargin esittää vahvistusvaran varmuuskertoimen lineaarisena kertoi-

mena, PhaseMargin vaihevaran asteina ja DelayMargin viivevaran aikayksikköinä. Li-

säksi GMFrequency, PMFrequency ja DMFrequency ilmoittavat kulmataajuudet, joilta 

vastaavat varat määritetään. Näiden kulmataajuuksien yksikkö on 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
, jos ajan yksikkö 

on sekunti.  

 

Kuva 2.4. Funktion allmargin tuloste komennolle  𝑖𝑛𝑓𝑜 = 𝑎𝑙𝑙𝑚𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛(
10

(𝑠+1)(𝑠+2)(𝑠+3)
) 

Tälle työlle olennaisia varoja ovat vahvistusvara ja viivevara. 
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3. USEAN MUUTTUJAN SYSTEEMI  

MIMO-systeemillä (Multiple Input – Multiple Output) tarkoitetaan systeemeitä, joissa on 

enemmän kuin yksi sisäänmeno ja ulostulo. Tässä työssä tarkastellaan MIMO-systee-

meitä, joissa vähintään yksi sisäänmeno vaikuttaa vähintään kahteen ulostuloon. 

3.1 MIMO-systeemi 

Tarkastellaan kahden ulostulon ja kahden ohjaussisäänmenon MIMO-prosessia. Täl-

laista prosessia kutsutaan myös TITO-prosessiksi (Two inputs – Two outputs). Määrite-

tään monimuuttujaprosessin 𝐺 siirtofunktiot. Ulostulot olkoot 𝑦1 ja 𝑦2, sisäänmenot 𝑢1 ja 

𝑢2. Näiden Laplace-muunnokset alkuarvolla nolla merkitään symboleilla 𝑌1(𝑠), 𝑌2(𝑠),

𝑈1(𝑠) ja 𝑈2(𝑠). Muodostetaan siirtofunktiot ulostuloista sisäänmenoihin  

𝑌1(𝑠) = 𝐺11(𝑠)𝑈1(𝑠) + 𝐺12(𝑠)𝑈2(𝑠) 

𝑌2(𝑠) = 𝐺21(𝑠)𝑈1(𝑠) + 𝐺22(𝑠)𝑈2(𝑠) 

jossa 𝐺11 on siirtofunktio 𝑌1 ja 𝑈1 välillä, 𝐺12 on siirtofunktio 𝑌1 ja 𝑈2 välillä, 𝐺21 on siirto-

funktio 𝑌2 ja 𝑈1 välillä ja 𝐺22 on siirtofunktio 𝑌2 ja 𝑈2 välillä. Mallin matriisiesitys on       

[
𝑌1(𝑠)
𝑌2(𝑠)

] = [
𝐺11(𝑠) 𝐺12(𝑠)
𝐺21(𝑠) 𝐺22(𝑠)

] [
𝑈1(𝑠)
𝑈2(𝑠)

] 

Tämä neliömatriisi sisältää prosessin siirtofunktiot. Niinpä sitä kutsutaan prosessin siir-

tofunktiomatriisiksi, jonka tunnus olkoon 𝐺(𝑠). 

Kuva 3.1 havainnollistaa TITO-prosessia, jossa on siirtofunktiolohkokaavio esitettynä 

neljän skalaarisiirtofunktion ja kahden summaimen avulla.  

 

Kuva 3.1. Prosessin siirtofunktiolohkokaavio esitettynä neljän skalaarisiirtofunktion ja 

kahden summaimen avulla. 
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Prosessin ulostulojen 𝑦1 ja 𝑦2 asetusarvot olkoot vastaavasti 𝑟1 ja 𝑟2. Funktioiden 𝑦1 ja 

𝑦2 palautemittausfunktiot olkoot 𝑧1 ja 𝑧2. Ohjausfunktioiden 𝑢1 ja 𝑢2 valinta perustuu 

erosuureisiin  

𝑒1 = 𝑟1 − 𝑧1 

𝑒2 = 𝑟2 − 𝑧2 

Tutkittavan säätölain Laplace-muunnosesitys siirtofunktiomatriiseina on  

[
𝑈1(𝑠)
𝑈2(𝑠)

] = [
𝐾11(𝑠) 𝐾12(𝑠)
𝐾21(𝑠) 𝐾22(𝑠)

] [
𝐸1(𝑠)
𝐸2(𝑠)

] 

Tätä neliömatriisia kutsutaan säätimen siirtofunktiomatriisiksi. Sen tunnus olkoon 𝐾(𝑠). 

Kuva 3.2 esittelee TITO-systeemin säätöpiirin, jossa prosessin siirtofunktiomatriisi on 

𝐺(𝑠), säätimen siirtofunktiomatriisi on 𝐾(𝑠) ja ulostuloja mittaavien antureiden siirtofunk-

tiot ovat 𝐹1 ja 𝐹2.  

 

Kuva 3.2. Yksinkertaisen TITO-säätöpiirin lohkokaavio 

Mittaussysteemien yhdistelmän Laplace-muunnosmalli on 

[
𝑧1

𝑧2
] = 𝐹 [

𝑌1

𝑌2
] 

jossa mittaussysteemejä edustaa siirtofunktiomatriisi 

𝐹 = [
𝐹1 0
0 𝐹2

] 

Jatkossa siirtofunktiomatriisi saatetaan lyhentää siirtofunktioksi 
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3.2 Takaisinkytketty säätöpiiri 

Oletetaan säätöpiirin mittauslaitteet ideaalisiksi 𝐹1(𝑠) = 𝐹2(𝑠) = 1 jolloin 𝐹(𝑠) = 𝐼. Mää-

ritellään vektorit  

𝑅 = [
𝑅1

𝑅2
] , 𝐸 = [

𝐸1

𝐸2
] , 𝑈 = [

𝑈1

𝑈2
] ja 𝑌 = [

𝑌1

𝑌2
] 

Kuvassa 3.3 on esitetty oletusten mukaisen säätöpiirin lohkokaavio.  

 

Kuva 3.3. TITO-säätöpiirin lohkokaavio, kun mittaussysteemit ovat ideaaliset 

Tämän säätöpiirin avoimen systeemin siirtofunktio on  

𝐿(𝑠) = 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠) (3) 

Säätösysteemeillä voi olla muitakin ulkoisia inputeja kuin asetusarvo, muun muassa eri-

laiset häiriöt. [4, s. 56]. Kuvan 3.4 lohkokaavion suljetulla systeemillä on ulkoiset signaalit 

𝑃1(𝑠) ja 𝑃2(𝑠), sekä sisäiset signaalit 𝑉1(𝑠) ja 𝑉2(𝑠)   

 

Kuva 3.4. Yleisempi takaisinkytketty systeemi mukaillen [4, s. 56] 

Kuvan 3.4 lohkokaaviosta voidaan kirjoittaa yhtälöt  

𝑉1 = 𝑃1 − 𝐾𝑉2 

𝑉2 = 𝐺𝑉1 + 𝑃2 

sijoittamalla 𝑉2 lauseke ensimmäiseen yhtälöön saadaan 

𝑉1 = 𝑃1 − 𝐾(𝐺𝑉1 + 𝑃2) 

(𝐼 + 𝐾𝐺)𝑉1 = 𝑃1 − 𝐾𝑃2 
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𝑉1 = (1 + 𝐾𝐺)−1𝑃1 − (𝐼 + 𝐾𝐺)−1𝐾𝑃2 

ja vastaavasti  

𝑉2 = (𝐼 + 𝐺𝐾)−1𝐺𝑃1 + (𝐼 + 𝐺𝐾)−1𝑃2  

Näistä yhtälöistä saadaan siirtofunktiomatriisi ulkoisten signaalien 𝑃1 ja 𝑃2 vaikutuksesta 

sisäisiin signaaleihin 𝑉1 ja 𝑉2 [1, s.126].  

[
𝐺𝑣1𝑝1(𝑠) 𝐺𝑣1𝑝2(𝑠)

𝐺𝑣2𝑝1(𝑠) 𝐺𝑣2𝑝2(𝑠)
] = [

{𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)}−1 −{𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)}−1𝐾(𝑠)

{𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)}−1𝐺(𝑠) {𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)}−1 ] (4) 

3.3 Napojen määritys 

Kuvassa 3.3 määritetty takaisinkytketty systeemi on sisäisesti stabiili, jos jokainen nel-

jästä siirtofunktiosta (4) on BIBO-stabiili. Kaavan (4) kumpikin inverssi voidaan esittää 

adjugaatin ja determinantin suhteena. [1, s.127] 

[
𝐺𝑣1𝑝1(𝑠) 𝐺𝑣1𝑝2(𝑠)

𝐺𝑣2𝑝1(𝑠) 𝐺𝑣2𝑝2(𝑠)
] =

[
 
 
 
 

𝑎𝑑𝑗{𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)}

det {𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)}
−

𝑎𝑑𝑗{𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)}𝐾(𝑠)

det {𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)}

𝑎𝑑𝑗{𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)}𝐺(𝑠)

det {𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)}

𝑎𝑑𝑗{𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)}

det {𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)} ]
 
 
 
 

(5) 

Näiden neljän siirtofunktion (5) minimirealisaatioiden napojen on sijaittava kompleksita-

son vasemmassa puolitasossa, jotta systeemi on sisäisesti stabiili. Systeemin napoja 

ovat mm. jakajina olevien determinanttien juuret ja tämän perusteella saadaan kaksi ka-

rakteristista yhtälöä: [1, s.127] 

det{𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)} = 0 

det{𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)} = 0. 

Nämä eivät aina paljasta kaikkia napoja, sillä tulo 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠) saattaa supistaa prosessin 

tai säätimen napoja. Tämän takia on huomioitava, että jotkin prosessin 𝐺(𝑠) tai säätimen 

𝐾(𝑠) navoista saattavat kuulua suljetun säätöpiirin napoihin. Tällöin suljetun järjestelmän 

napoja voi määräytyä myös ehdoista  

𝑠 kuuluu prosessin 𝐺(𝑠) napoihin 

𝑠 kuuluu säätimen 𝐾(𝑠) napoihin 

Lisäksi edellä mainituilla adjugaateilla saattaa olla napoja. Adjugaateissa on kuitenkin 

vain identiteettimatriisi sekä säätimen ja prosessin tulo, joten adjugaatin navat ovat tulon 

𝐺(𝑠)𝐾(𝑠) navat. Niinpä adjugaatit eivät tuota uusia napoja. [1, s.127] 

Lähteessä [1, s.445–446], on todistettu 
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det{𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)} = det{𝐼 + 𝐾(𝑠)𝐺(𝑠)} 

kun matriisitulojen dimensiot ovat samat.  

Niinpä siirtofunktiomatriisin kaikki navat toteuttavat ainakin yhden ehdoista (6), (7) tai (8) 

[1, s.127]. 

det{𝐼 + 𝐺(𝑠)𝐾(𝑠)} = 0 (6) 

𝑠 kuuluu prosessin 𝐺(𝑠) napoihin (7) 

𝑠 kuuluu säätimen 𝐾(𝑠) napoihin (8) 

Tämän jälkeen on tarkistettava, että kaikki saadut navat sekä mahdollisten napa-nolla-

supistusten piilottamat navat ovat stabiileja. 

3.4 MIMO-systeemin avoimen systeemin siirtofunktio 

Kaavassa (2) on määritetty avoimen systeemin siirtofunktio SISO-systeemille. MIMO-

systeemi toimii samalla tavalla, mutta kertolasku tapahtuu matriisikertolaskuna. Laske-

taan TITO-systeemille avoimen systeemin siirtofunktio 𝐿. Laskut tapahtuvat taajuusta-

sossa, mutta lyhentääkseni kaavaa jätetään taajuusmuuttuja 𝑠 merkitsemättä. 

𝐿 = [
𝐺11 𝐺12

𝐺21 𝐺22
] [

𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22
] 

𝐿 = [
𝐺11𝐾11 + 𝐺12𝐾21 𝐺11𝐾12 + 𝐺12𝐾22

𝐺21𝐾11 + 𝐺22𝐾21 𝐺21𝐾12 + 𝐺22𝐾22
] 

Kuva 3.5 havainnollistaa matriisituloa TITO-prosessin ja TITO-säätimen sarjaankytken-

nälle. 

 

Kuva 3.5. TITO-säätimen ja TITO-prosessin sarjaankytkennän lohkokaavio. 



13 
 

Avoimen systeemin siirtofunktiomatriisi on  

𝐿 = [
𝐿11 𝐿12

𝐿21 𝐿22
] (9) 

jossa 𝐿𝑎𝑏 on siirtofunktio erosuureesta 𝐸𝑏 funktioon 𝑍𝑎.   

3.5 Esimerkit 

Havainnollistetaan äsken saatua stabiiliuden kriteeristöä kahdelle esimerkille, joista toi-

nen on viiveetön ja toinen on viiveellinen. 

3.5.1 Paperikoneen perälaatikko 
 

Viiveettömänä esimerkkinä käytetään paperikoneen perälaatikkoa, jossa on tarkoitus pi-

tää perälaatikosta tuleva paperimassan virta vakiona [5, s.699–700]. Säädettäviä suu-

reita ovat kokonaispainekorkeuden poikkeama 𝐻 ja säiliön pinnankorkeuden poikkeama 

ℎ. Niitä edustaa ulostulovektori 

𝑦 = [
𝐻
ℎ
] 

Ohjausmuuttujia ovat ilmaventtiilin asetusarvo 𝑢𝑐 ja massaventtiilin avautuman poik-

keama 𝑢𝑠. Niitä edustaa ohjausvektori 

𝑢 = [
𝑢𝑐

𝑢𝑠
] 

Prosessin tilavektori on 

𝑥 = [
𝐻
ℎ
𝑢𝑎

] 

missä 𝑢𝑎 on ilmaventtiilin avautuman poikkeama. Perälaatikon tiladifferentiaaliyhtälö on 

[
𝐻̇
ℎ̇
𝑢̇𝑎

] = [
−0,2 0,1 1
−0,05 0 0

0 0 −1
] [

𝐻
ℎ
𝑢𝑎

] + [
0 1
0 0,7
1 0

] [
𝑢𝑐

𝑢𝑠
]  

Prosessille on annettu myös siirtofunktiomatriisin minimirealisaatio  

𝐺(𝑠) =
1

Δ(𝑠)
[

𝑠 (𝑠 + 1)(𝑠 + 0.07)
−0.05 0.7(𝑠 + 1)(𝑠 + 0.13)

] 

jonka siirtofunktioiden nimittäjäpolynomien pienin yhteinen ja jaettava on  

Δ(𝑠) = (𝑠 + 1)(𝑠 + 0.1707)(𝑠 + 0.02929) 
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Perälaatikon tilaesitys on 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

(10) 

jossa 

𝐴 = [
−0.2 0.1 1
−0.05 0 0

0 0 −1
] , 𝐵 = [

0 1
0 0.7
1 0

] (11) 

𝐶 = [
1 0 0
0 1 0

] , 𝐷 =  [
0 0
0 0

] (12) 

Tilaesityksen siirtofunktion lauseke on [4, s. 38]. 

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷 

Muodostetaan tilaesitysobjekti Matlab-funktiolla ss. Tilaesityksen siirtofunktio laskettiin 

ss-objektista funktiolla tf. Tulos vastasi kirjassa annettua siirtofunktiota. 

Prosessia ohjataan LQ-regulaattorilla (Linear-Quadratic Regulator), jossa ohjaus muo-

dostetaan tilatakaisinkytkennällä [2, s. 7-15]. 

𝑢 = −𝐾𝑥 (13) 

jonka tilatakaisinkytkentäkerroinmatriisi 𝐾 on [5, s.404]. 

𝐾 = [
6.81 −9.79 3.79
0.95 4.94 0.10

]  

Stabiiliusehtojen (6), (7) ja (8) mukaan tutkitaan prosessin, säätimen ja determinantin 

navat. Prosessin navat voidaan ratkaista joko 𝐴-matriisin ominaisarvoista tai siirtofunk-

tiomatriisin navoista. Siirtofunktiomatriisin navat saadaan karakteristisen yhtälön Δ(𝑠) =

0 ratkaisut.  Prosessin navoiksi saadaan siis −1,−0.1707 ja −0,02929. Nämä ovat sta-

biileja, koska ne ovat imaginääriakselin vasemmalla puolella. Säätimeksi valittu regulaat-

tori ei luo uusia napoja tai nollia, sillä sen malli on vakiomatriisi.   

Kun ohjaus (13) sijoitetaan prosessin tilaesitykseen (10), saadaan suljetun järjestelmän 

tilayhtälöksi 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵(−𝐾𝑥) 

𝑥̇ = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥 

Säätöpiirin ominaisarvot ovat matriisin 𝐴 − 𝐵𝐾 ominaisarvot. Tässä ominaisarvot ovat 

𝜆(𝐴 − 𝐵𝐾) 
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𝐴 − 𝐵𝐾 = [
−1.15 −4.84 0.9
−0.715 −3.458 −0.07
−6.81 9.79 −4.79

] 

Ominaisarvoiksi saadaan Matlab-funktiolla eig luvut 

−2.455 + 1.1574i , −2.455 − 1.1574i ja −4.488. 

Näiden perusteella systeemi on stabiili, sillä ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia. 

Täten suljettu systeemi on sisäisesti stabiili.  

3.5.2 Tislauskolonni 
 

Viiveellisenä esimerkkinä käytetään Torkel Gladin ja Lennart Ljungin [6, 226–228] esit-

telemää tislausprosessia, jonka siirtofunktiomatriisi on 

𝐺(𝑠) =

[
 
 
 
5.88𝑒−27𝑠

50𝑠 + 1

1.77𝑒−28𝑠

60𝑠 + 1
6.90𝑒−15𝑠

40𝑠 + 1

5.72𝑒−14𝑠

60𝑠 + 1
 ]
 
 
 

(14) 

Tälle sovellukselle on haluttu muodostaa MIMOPI-säädin. Kirja ehdottaa säätimelle siir-

tofunktiota  

𝐾(𝑠) = [

0.267(63𝑠 + 1)

50𝑠
−

0.0826(55𝑠 + 1)

50𝑠

−
0.3221(63𝑠 + 1)

50𝑠

0.2745(55𝑠 + 1)

50𝑠

] . (15) 

Tarkastetaan, onko suljettu systeemi stabiili. Puhdas viive ei lisää rationaalisen siirto-

funktion nollia tai napoja, tämän vuoksi systeemin navat saadaan siirtofunktion nimittäjän 

nollakohdista. Tällöin prosessin navat ovat −0.02,−0.025 ja −0.0167. Näistä −0.0167 on 

kaksinkertainen napa, koska siirtofunktiomatriisin kahdessa alkiossa esiintyy sama ni-

mittäjä 60𝑠 + 1. Prosessin kaikki navat ovat imaginääriakselin vasemmalla puolella, joten 

prosessi on asymptoottisesti stabiili. Säätimen navat ovat origossa, joten avoimen sys-

teemin järjestelmä ei ole asymptoottisesti stabiili. Suljetun systeemin stabiilius määräytyy 

kuitenkin suljetun systeemin navoista.  

Prosessissa oleva viive vaikeuttaa suljetun systeemin determinantin laskemista suoraan 

annetuilla matriiseilla, sillä MatLab antaa tulokseen lisähuomion: ”values computed with 

all internal delays set to zero”. Tämän vuoksi luodaan ensin kulmataajuusvälille 

[10−4, 101] viisisataa logaritmisesti jakautunutta kulmataajuutta. Sijoitetaan kulmataajuu-

det kulmataajuusvektoriin 𝜔 komennolla 𝜔 = logspace(−4, 1, 500). Tämän jälkeen luo-
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daan prosessille ja säätimelle frd-mallit (frequency-response data model, taajuusvas-

teobjekti). Tarkistetaan säätöpiirin stabiilius avoimen systeemin taajuusvasteen ominai-

sarvoratojen perusteella.  

Kompleksitason piste 𝑠 on yhtälön det(𝐼 + 𝐿(𝑠)) = 0 juuri, silloin kun matriisilla 𝐿(𝑠) on 

jokin ominaisarvo −1 [3, s. 155]. 

𝜆𝑖[𝐿(𝑠)] = −1 

Niinpä imaginääriakselin pisteessä  𝑠 = 𝑗𝜔 on juuri, jos ja vain jos avoimen systeemin 

taajuusvasteen 𝐿(𝑗𝜔) jokin ominaisarvo on −1. Tämän ehdon toteutuessa systeemi on 

kriittisesti stabiili tai epästabiili. Luodaan Matlabiin skripti, joka laskee jokaisella kulma-

taajuudella systeemin ominaisarvot ja piirtää ne kompleksitasoon. Kuvassa 3.6 on esi-

tetty molemmat ominaisarvot. 

 

Kuva 3.6. Tislauskolonnin avoimen systeemin taajuusvasteen ominaisarvot 

Perustuen yleistettyyn Nyquist-kriteeriin [2, s.10-10 – 10-14] kuvasta 3.6 nähdään, ettei-

vät avoimen systeemin taajuusvasteen ominaisarvot kierrä tai leikkaa kriittistä pistettä 
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(−1,0). Säätimessä olevat integraattorit aiheuttavat kuitenkin napoja origoon. Aiemmin 

esitetyn napatarkastelun perusteella avoimella systeemillä ei ole oikean puolitason na-

poja. Koska kriittistä pistettä ei kierretä, yleistetyn Nyquist-kriteerin perusteella suljetulla 

järjestelmällä ei ole oikean puolitason napoja ja systeemi on stabiili.  
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4. KANAVAKOHTAISET STABIILIUSVARAT 

Tutkitaan seuraavaksi, miten avoimen systeemin yhteen kanavaan kohdistuva lisävah-

vistuskerroin tai lisäviive vaikuttaa järjestelmän stabiiliuteen. Tällainen poikkeama voi 

esiintyä esimerkiksi prosessin tai mittaussysteemin sisällä tai edessä.  

Tarkastellaan TITO-prosessin TITO-säätöä. Käytetään kaavan (9) mukaista TITO-sys-

teemin avoimen systeemin siirtofunktiomatriisia 𝐿 ja oletetaan, ettei järjestelmän napoja 

supistu siirtofunktiomatriisia muodostettaessa. Tällöin riittää, että päättelemme navat eh-

dosta det (𝐼 + 𝐿) = 0. Tässä 

𝐼 + 𝐿 =  [
1 + 𝐿11 𝐿12

𝐿21 1 + 𝐿22
] 

det(𝐼 + 𝐿) = (1 + 𝐿11)(1 + 𝐿22) − 𝐿12𝐿21 = 1 + 𝐿22 + 𝐿11 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21 

4.1 Vahvistuksen vaikutus kanavaan 

Tutkitaan ensin ylimääräisen vahvistuskertoimen 𝜀 vaikutusta avoimen systeemin inpu-

tissa 𝑒1. Tällöin avoimen systeemin siirtofunktion uudeksi skenaarioarvoksi saadaan 

𝜀𝐿 = [
𝜀𝐿11 𝐿12

𝜀𝐿21 𝐿22
]. 

Säätöpiirin navat ovat nyt determinantin juuret, joten karakteristiseksi yhtälöksi saadaan 

determinanttilausekkeen avulla 

(1 + 𝐿22) + 𝜀(𝐿11 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21) = 0 (16) 

SISO-säädön karakteristinen yhtälö voidaan esittää muodossa 

1 + 𝜀𝐿1 = 0  

missä 𝐿1 on avoimen systeemin nimellinen siirtofunktio ennen lisäkerrointa 𝜀. Yhtälöstä 

(16) voidaan päätellä yhtälö  

1 + 𝜀
𝐿11 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21

1 + 𝐿22
= 0. (17𝑎) 

Siten SISO-systeemien teoriaa voi nyt hyödyntää avoimen systeemin nimelliselle siirto-

funktiolle 

𝐿1 =
𝐿11 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21

1 + 𝐿22 
(17𝑏) 
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Avoimen systeemin ensimmäisen inputin 𝑒1 vahvistusvara on siirtofunktion 𝐿1 vahvistus-

vara. 

Tutkitaan seuraavaksi, miten tilanne muuttuu, kun ylimääräisen vahvistuskertoimen 𝜀 

vaikutus on avoimen systeemin inputissa 𝑒2. Tällöin avoimen systeemin siirtofunktion 

uudeksi skenaarioarvoksi saadaan.  

𝜀𝐿 = [
𝐿11 𝜀𝐿12

𝐿21 𝜀𝐿22
] 

Säätöpiirin navat ovat nyt determinantin juuret, joten karakteristiseksi yhtälöksi saadaan 

determinanttilausekkeen avulla. 

(1 + 𝐿11) + 𝜀(𝐿22 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21) = 0 (18) 

SISO-säädön karakteristinen yhtälö voidaan esittää muodossa 

1 + 𝜀𝐿2 = 0,  

missä 𝐿2 on avoimen systeemin nimellinen siirtofunktio ennen lisäkerrointa 𝜀. Yhtälöstä 

(18) saadaan yhtälö. 

1 + 𝜀
𝐿22 + 𝐿22𝐿11 − 𝐿12𝐿21

1 + 𝐿11
= 0 (19𝑎) 

Siten SISO-systeemien teoriaa voi nyt hyödyntää avoimen systeemin nimelliselle siirto-

funktiolle. 

𝐿2 =
𝐿22 + 𝐿22𝐿11 − 𝐿12𝐿21

1 + 𝐿11

(19𝑏) 

Avoimen systeemin toisen inputin 𝑒2 vahvistusvara on siirtofunktion 𝐿2 vahvistusvara 

4.2 Viiveen vaikutus kanavaan 

Tarkastellaan seuraavaksi avoimen systeemin yhteen ulostuloon kohdistuvan lisäviiveen 

vaikutusta. Oletetaan, että poikkeama on nyt lisäviiveen 𝑑 siirtofunktio 𝜀 = 𝑒−𝑑𝑠. Tällöin 

poikkeama kohdistuu yhteen riviin siirtofunktiomatriisissamme ja avoimen systeemin uu-

deksi skenaarioarvoksi saadaan. Oletetaan lisäviive ensimmäiseen ulostuloon 𝑧1, koska 

mittaus oletetaan ideaaliseksi 𝑧1 = 𝑦1 

𝜀𝐿 = [
𝜀𝐿11 𝜀𝐿12

𝐿21 𝐿22
] 

Säätöpiirin navat ovat nyt determinantin juuret, joten karakteristiseksi yhtälöksi saadaan 

determinanttilausekkeen avulla. 

(1 + 𝐿22) + 𝜀(𝐿11 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21) = 0 (20) 
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SISO-säädön karakteristinen yhtälö voidaan esittää muodossa 

1 + 𝜀𝐿3 = 0  

jossa 

𝐿3 =
𝐿11 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21

1 + 𝐿22 
(21) 

Huomataan, että 𝐿3 = 𝐿1, jolloin riittää tutkia kaavaa (17) viivevaran osalta. 

Tutkitaan mitä tapahtuu, jos avoimen systeemin toiseen ulostuloon kohdistuu lisäviive 𝜀. 

Tällöin poikkeama kohdistuu toiseen riviin ja avoimen systeemin skenaarioarvoksi saa-

daan.  

[
𝐿11 𝐿12

𝜀𝐿21 𝜀𝐿22
] 

Karakteristiseksi yhtälöksi saadaan  

(1 + 𝐿11) + 𝜀(𝐿22 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21) = 0 (22) 

SISO-säädön karakteristinen yhtälö voidaan esittää muodossa 

1 + 𝜀𝐿4 = 0 

jossa  

𝐿4 =
𝐿22 + 𝐿11𝐿22 − 𝐿12𝐿21

1 + 𝐿11 
. (23) 

Huomataan, että, 𝐿4 = 𝐿2, jolloin riittää, tutkia kaavaa (19) viivevaran osalta.  
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5. KANAVAKOHTAISET ESIMERKIT 

Määritetään seuraavaksi kanavakohtaiset vahvistus ja viivevarat aikaisemmista esimer-

keistä tutuille stabiileille säätöpiireille. Tähän käytämme aikaisemmin laskettuja kaavoja 

(17), (19), (21) ja (23). Käytännössä tutkimme vain 𝐿1 ja 𝐿2, koska kuten aiemmin todis-

tettiin  𝐿1 = 𝐿3 ja 𝐿2 = 𝐿4. Kun 𝐿1 tai 𝐿2 on määritelty, saadaan MatLab-funktiolla allmar-

gin siirtofunktiosta 𝐿1 tai 𝐿2 määritettyä vahvistus ja viivevara.  

Todennetaan saadut tulokset vielä simuloimalla säätöpiiriä Simulinkillä. Saaduilla va-

roilla säätöpiirin vasteen pitäisi olla kriittisesti stabiili. Simulink-simulaatioissa käytettiin 

automaattista solver-asetusta. Suhteellisen ja absoluuttisen toleranssin arvoiksi asetet-

tiin 1 ⋅ 10−10, jotta saadut vasteet ovat tarpeeksi tarkkoja. Muut asetukset on pidetty ole-

tuksina.  

5.1 Paperikoneen perälaatikko 

Tutkitaan ensin viiveettömän systeemin kanavavahvistusvaroja. Käytetään luvun 3.5.1 

paperikoneen perälaatikkoa viiveettömänä esimerkkinä. Käytetään hyväksi paperiko-

neen perälaatikon tilamallia (11) (12), josta saadaan määritettyä avoimen systeemin siir-

tofunktiot sisäänmenoista ulostuloihin. Muodostetaan tästä seuraavaksi kaavojen (17) ja 

(19) mukaiset siirtofunktiot.  

Oletetaan mittauslaitteet ideaaleiksi ja käytetään kaavan (13) säädintä. Kun muodoste-

taan avoimen systeemin nimellinen siirtofunktio kaavan (17) mukaan, Matlab-funktio all-

margin antaa sille vahvistusvaraksi äärettömän ja viivevaraksi 0.3445 s. Kuvaan 5.1 on 

piirretty kanavan Bode-kuvaaja. Bode-kuvaajasta nähdään, että ääretön vahvistusvara 

johtuu siitä, että vaihevaste ei koskaan saavuta arvoa −180°. 
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Kuva 5.1. Paperikoneen perälaatikon ensimmäisen inputkanavan vahvistusvaran ja vii-

vevaran määritykseen sopivan siirtofunktion 𝐿1 Bode-diagrammi 

Vahvistusvaran verifiointi tehdään tarkastelemalla ominaisarvoja. Tämä toteutetaan 

skaalaamalla yksittäisen kanavan vahvistusta parametrilla 𝜀. Tällöin suljetun systeemin 

ominaisarvojen liikettä kompleksitasossa voidaan seurata juuriuramenetelmän tapaan. 

Kriittinen stabiilius saavutetaan jonkin ominaisarvon siirtyessä ensimmäisenä imaginää-

riakselille.   

Ominaisarvojen nimellisarvot saatiin matriisista 𝐴 − 𝐵𝐾. Skaalataan nyt säätimen ensim-

mäistä kanavaa parametrilla 𝜀. Tällöin matriisin 𝐾 korvaajaksi saadaan matriisi 𝐾𝜀. 

𝐾𝜀 = [
6.81𝜀 −9.79𝜀 3.79𝜀
0.95 4.94 0.10

] 

Uudet ominaisarvot saadaan matriisista 𝐴 − 𝐵𝐾𝜀.  

Muodostetaan ensin kulmataajuusvälille [100, 10100], 5000 logaritmisesti jakautunutta 

kulmataajuutta. Sijoitetaan kulmataajuudet vektoriin 𝜀 komennolla  𝜀 =

𝑙𝑖𝑛𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(0, 100, 5000). Tämän jälkeen lasketaan jokaisessa pisteessä ominaisarvo ja 

piirretään se kuvaajaan. Kuvassa (5.2) on nämä piirretyt ominaisarvot 
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Kuva 5.2. Perälaatikon ensimmäisen inputkanavan vahvistusepävarmuuden vaikutus 

suljetun systeemin ominaisarvoihin 

Kuvaajan pisteet näyttävät menevän kauemmas imaginääriakselista suuremmilla ar-

voilla. Kuvaan (5.3) on zoomattu kuvan origon lähelle, jotta nähdään paremmin akselin 

lähellä olevat ominaisarvot. 

 

Kuva 5.3. Perälaatikon ensimmäisen inputkanavan vahvistusepävarmuuden vaikutus 

suljetun systeemin ominaisarvoihin zoomattuna origon lähelle. 
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Yksikään ominaisarvo ei saavuta imaginääriakselia, joten kanavalla on ääretön vahvis-

tusvara.  

Funktion allmargin väittämä viivevara 0.3445 verifioidaan Simulink:lla lisäämällä viive 

ensimmäiseen palautekanavaan. Viive sijoitetaan prosessin ensimmäisen ulostulon ja 

säätimen ensimmäisen sisääntulon välille. Simulointiin käytettiin kuvan 5.4 lohkokaa-

viota.  

 

Kuva 5.4. Perälaatikon simuloitu lohkokaavio 

Lohkokaaviossa on kaksi askelfunktiota molemmille kanaville, state-space-lohko perä-

laatikon tilaesitykselle, gain lohko säätimelle 𝐾 sekä scope-lohkot kahdelle mitattavalle 

tilalle. Lisäviive on toteutettu Transport Delay-lohkolla ja sijoitettu oikeaan ensimmäiseen 

ulostuloon. Toista kanavaa myöhemmin simuloitaessa viivelohko sijoitetaan toisen ka-

navan ulostuloon. Käytetään viivevaroja simuloitaessa simulointiaikaa 50 s. 

Kuvaan 5.5 on piirretty ensimmäisen kanavan askelvaste lisäviiveellä 0.3445 s. 

 

Kuva 5.5 Perälaatikon ensimmäisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on li-

sätty lisäviive 0.3445 s. 
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Vaste suppenee, joten lisäviive 0.3445 s ei vie systeemiä kriittiselle rajalle  Simuloimalla 

eri lisäviiveitä löytyi viivevaraksi ensimmäiselle kanavalle 0.361 s. Kuvassa 5.6 on esi-

tettynä ensimmäisen kanavan askelvaste, kun lisäviive on 0.361 s. 

 

Kuva 5.6 Perälaatikon ensimmäisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on li-

sätty lisäviive 0.361 s. 

Tarkastellaan seuraavaksi prosessin toisen inputkanavan kyky kestää vahvistusta ja vii-

vettä. Matlab-funktiolla allmargin saadaan kaavan (19) mukaiselle siirtofunktiolle vahvis-

tusvaraksi ääretön ja viivevaraksi 0.361. Kuvassa 5.7 on toisen kanavan Bode-kuvaaja. 

Bode-kuvaajasta nähdään, että ääretön vahvistus johtuu siitä, että vaihe ei koskaan saa-

vuta arvoa −180°. 
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Kuva 5.7. Paperikoneen perälaatikon toisen inputkanavan vahvistusvaran ja viivevaran 

määritykseen sopivan siirtofunktion 𝐿2 Bode-diagrammi 

Verifioidaan jälleen vahvistusvara hyödyntämällä ominaisarvoja. Nyt säätimeksi tulee 

𝐾𝜀 = [
6.81 −9.79 3.79
0.95𝜀 4.94𝜀 0.10𝜀

] 

Kuvassa 5.8 on piirrettynä toisen kanavan vahvistuksen ominaisarvot. Kuva on zoomattu 

suoraan lähelle origoa. 

 

Kuva 5.8. Perälaatikon toisen inputkanavan vahvistusepävarmuuden vaikutus suljetun 

systeemin ominaisarvoihin zoomattuna origon lähelle 

Ominaisarvot pysyvät imaginääriakselin vasemmalla puolella, joten kanavan vahvistus-

vara on ääretön. 
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Viivevaraa simuloitaessa, laskettu arvo 0.361 s on stabiili, kuten kuvan 5.9 askelvaste 

osoittaa. 

 

Kuva 5.9. Perälaatikon toisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on lisätty lisä-

viive 0.361 s 

Muuttamalla lisäviivettä, kriittinen stabiilius löytyi 0.369 s lisäviiveellä esitettynä kuvassa 

5.10 

 

Kuva 5.10. Perälaatikon toisen kanavan askelvaste, kun palautekanavaan on lisätty li-

säviive 0.369 s 
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Molemmille kanaville saatiin siis verifioitua ääretön vahvistusvara. Lasketut viivevarat 

olivat 0.3445 s ja 0.361 s, kun taas simulaatioiden perusteella kriittisen stabiiliuden ra-

joiksi arvioitiin 0.361 s ja 0.369 s. Lasketut viivevarat eivät kuitenkaan tehneet systee-

mistä epästabiilia.   

5.2 Tislauskolonni  

Tässä luvussa estimoidaan tislauskolonnin avoimen systeemin kanavavarat [6, 226–

228]. Prosessin ja säätimen siirtofunktiomatriisit ovat 

𝐺(𝑠) =

[
 
 
 
5.88𝑒−27𝑠

50𝑠 + 1

1.77𝑒−28𝑠

60𝑠 + 1
6.90𝑒−15𝑠

40𝑠 + 1

5.72𝑒−14𝑠

60𝑠 + 1
 ]
 
 
 

 

ja 

𝐾(𝑠) = [

0.267(63𝑠 + 1)

50𝑠
−

0.0826(55𝑠 + 1)

50𝑠

−
0.3221(63𝑠 + 1)

50𝑠

0.2745(55𝑠 + 1)

50𝑠

]. 

Oletetaan prosessin ulostulojen mittaussysteemit ideaaleiksi, jolloin avoimen systeemin 

siirtofunktiomatriisi on totutusti 𝐿 = 𝐺𝐾. Matlab:ssa ei kuitenkaan voida hyödyntää funk-

tiota allmargin viivemalleille, sillä funktiota käytettäessä Matlab olettaa viiveet nolliksi. 

Käytetään sen takia luvusta 3.4.2 tuttua frd-objektia taajuusvasteen muodostamiseen. 

Määritellään siis prosessin ja säätimen matriisikomponenteille vastaavat frd-komponentit 

ja kerrotaan ne keskenään. Käytetään samaa kulmataajuusvektoria 𝜔 kuin esimerkissä 

3.5.2. Tämän jälkeen erotetaan nyt saadusta L-matriisista komponentit, jotka vastaavat 

sisääntulojen ja ulostulojen välisiä siirtofunktioita. Määritellään näiden avulla kanavava-

rojen laskentaan sopivat kaavojen (17) ja (19) siirtofunktiot.  

Tutkitaan avoimen systeemin ensimmäisen kanavan stabiiliusvarat ensiksi kaavan (17) 

perusteella. Allmargin toimii suoraan frd-objekteille. Ensimmäisen inputkanavan vahvis-

tusvaraksi saadaan vektori, jossa on 412 arvoa. Tämä johtuu siitä, että allmargin palaut-

taa vahvistusvaraan useita kulmataajuuksia, joissa vaihe on −180° ± 𝑁 ⋅ 360°, missä 

𝑁 on epänegatiivinen kokonaisluku. Näistä tutkimme pienintä arvoa, sillä jo sillä säätöpiiri 

menettänee stabiiliuden. Vahvistusvaraksi saadaan nyt 2,27 ja viivevaraksi 39,65 s. Liit-

teessä A on esitetty avoimen systeemin ensimmäisen inputkanavan varojen laskut. 

Simulointia varten Simulinkiin rakennettiin tislauskolonnin lohkokaavio, joka on esitelty 

kuvassa 5.11 
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Kuva 5.11. Tislauskolonnin MIMOPI-säädön nimellismallin simulointiin käytetty lohko-

kaavio 

Lohkokaavioon syötetään askelvaste. Simulaatiossa on 𝐾(𝑠) ja 𝐺(𝑠) kuvattuna siirto-

funktioina, prosessin sisäinen viive on lisätty prosessin perään Transport Delay lohkoilla. 

Systeemin aikavasteet saadaan Scope-lohkoilla. Lisävahvistuksen ja -viiveen simuloin-

tipaikat nähdään ylemmässä kanavassa, jossa gain-lohko simuloi inputkanavan lisävah-

vistusta ja output-puolella transport delay simuloi lisäviivettä. 

Vahvistusvaraa simuloidessa törmättiin ongelmaan, sillä arvolla 2,27 simuloidessa as-

kelvaste suppeni ja säätöpiiri näytti stabiililta. Laskettiin vahvistus uudestaan ja muutet-

tiin Matlab:n vastausmuotoa komennolla format long, jotta vastaukseen saisi enemmän 

desimaaleja. Simulointi ottaa huomioon ensimmäiset neljä desimaalia, joten uudeksi 

vahvistusvaraksi saatiin 2,2727. Tälläkin arvolla systeemi näytti stabiililta, sillä vaste sup-

peni.  

Ongelmaksi löytyi kulmataajuusvektori 𝜔, sillä frd-objekti muodostaa siirtofunktion taa-

juusvektorin määrittämissä pisteissä. Taajuusvektori oli määritetty liian epätarkaksi, jol-

loin frd-taajuusvasteobjekti ei kuvaa alkuperäistä taajuusvastetta riittävän tarkasti. Mää-

ritetään siis 𝜔 uudelleen tarkemmaksi. Muutetaan kulmataajuusvektorin komennoksi 

𝜔 = logspace(−5, 2, 5000) ja lasketaan arvot uudelleen. Nyt vahvistusvaraksi saadaan 

2,2728.  Kuten kuvasta 5.12 huomataan, vahvistusvara voidaan verifioida simuloinnilla. 

Simulaatiossa on myös simuloitu vahvistusvaran lähellä olevat arvot. Simulointiaikana 

on 2000 s. Simuloinnilla tarkistetaan myös viivevara. 
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Kuva 5.12. Tislauskolonnin avoimen systeemin ensimmäisen inputkanavan askelvaste 

lisävahvistuksella 2.2728 

Viivevara verifioidaan samalla tavalla ja kuvasta 5.13 nähdään, että säätöpiiri vaikuttaa 

kriittisesti stabiililta, kun lisäviive on 39.65. Simulointiaika on 5000 s. 

 

Kuva 5.13 Tislauskolonnin avoimen systeemin ensimmäisen outputkanavan askel-

vaste lisäviiveellä 39.65 s 
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Näin ollen ensimmäisen kanavan vahvistusvara on 2.2728 ja viivevara on 39.65 s. 

Tutkitaan seuraavaksi toisen kanavan vahvistusvarat. Käytetään kaavaa (19). Hyödyn-

netään äsken kokeiltuja 𝜔:n kulmataajuuksia. Matlab-funktio allmargin antaa vahvistus-

varalle 223 eri arvoa, joista pienin 8.8058 lienee käytännön kriittinen arvo. Viivevaraksi 

saadaan 66,2 s. Verifioidaan tulokset simuloimalla. 

Kuvan 5.14 perusteella vahvistusvaralla 8.8058 toisen kanavan askelvaste näyttää kriit-

tisesti stabiililta. Simulointiaika on 2000 s.  

 

Kuva 5.14. Tislauskolonnin avoimen systeemin toisen inputkanavan askelvaste lisä-

vahvistuksella 8.8058 

Simuloidaan vielä viivevara. Kuvan 5.15 perusteella viivevaralla 66.2 s toisen kanavan 

askelvaste näyttää kriittisesti stabiililta. Simulointiaika on 3000 s. 
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Kuva 5.15. Tislauskolonnin avoimen systeemin toisen outputkanavan askelvaste lisä-

viiveellä 66.2 s 

Näiden perusteella tislauskolonnin ensimmäisen kanavan vahvistusvara on 2.2728 ja 

viivevara on 39.65 s. Toisen kanavan vahvistusvara on 8.8058 ja viivevara on 66.2 s.  
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6. YHTEENVETO  

Työssä tarkasteltiin prosessiteollisuudelle yleisiin monimuuttujasäätöpiireihin ja tutkia nii-

den suhteellista stabiiliutta. Työssä kuvattiin ensin yhden muuttujan säätöpiireille stabii-

liusehtoja. Tämän jälkeen esiteltiin monimuuttujaprosessien ja -säätöpiirien idea ja sta-

biiliustutkimuksen alkeita. Saaduilla ehdoilla tarkistettiin kahden esimerkin stabiilius. Vii-

veettömänä prosessiesimerkkinä käytettiin paperikoneen perälaatikkoa ja viiveellisenä 

prosessina oli tislauskolonni. Tämän jälkeen tutkittiin säätöpiirin stabiiliuden pysyvyyttä 

prosessin yksittäisen input- ja outputkanavan vahvistuskertoimen tai viiveen muuttuessa, 

kun muiden kanavien mallit olivat nimellismalleja.  

Johdettujen kaavojen avulla MIMO-säätöpiirin kanavakohtainen tarkastelu voitiin palaut-

taa SISO-säätöpiirien siirtofunktioiden analyysiin. Näiden stabiiliusehtojen ja tulosten 

avulla laskettiin perälaatikon ja tislauskolonnin systeemeille kanavakohtaiset varat. Las-

ketut varat verifioitiin vielä simuloimalla säätöpiirejä. Tislauskolonnin lasketut varat olivat 

samat kuin simuloidut, mutta perälaatikolla lasketussa ja simuloidussa oli pieni suurim-

millaan 16,5 ms, joka saattaa johtua simuloinnin tai laskennan epätarkkuuksista. Tulok-

set riippuvat epävarmuuden sijoituspaikasta ja frd-kulmataajuusvektorin tiheydestä 

Jatkokehityksenä saatuja ehtoja ja kanavavarojen kaavoja voisi soveltaa monimutkai-

sempiin kuin kahden muuttujan systeemeihin.  
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LIITE A: TISLAUSKOLONNIN ENSIMMÄISEN KA-
NAVAN KANAVAVARAT 

Tässä liitteessä esitetään Matlab-koodi, jolla muodostetaan tislauskolonni esimerkille 

taajuusvasteobjektit ja lasketaan ensimmäisen kanavan vahvistus ja viivevara. Listauk-

sessa A.1 on esitetty Matlab-koodi ja listauksessa A.2 funktion allmargin tuloste. Käytet-

tyjä työkaluja oli Matlab ja Control System Toolbox 

s = tf('s'); 
 
% Valitaan taajuusvektori w 
w = logspace(-5, 2, 5000); 
 
% TITO-prosessin siirtofunktiomatriisi G 
G11 = (5.88*exp(-27*s))/(50*s+1); 
G12 = (1.77*exp(-28*s))/(60*s+1); 
G21 = (6.90*exp(-15*s))/(40*s+1); 
G22 = (5.72*exp(-14*s))/(60*s+1); 
  
% TITO-prosessin siirtofunktioiden taajuusvasteobjektit  
G11f = frd(G11, w); 
G12f = frd(G12, w); 
G21f = frd(G21, w); 
G22f = frd(G22, w); 
 
% Prosessin siirtofunktiomatriisin taajuusvasteobjektit 
Gf = [G11f, G12f; G21f, G22f]; 
 
% TITO-säätimen siirtofunktiot K 
K11 = (0.267*(63*s + 1))/(50*s); 
K12 = -(0.0826*(55*s+1))/(50*s); 
K21 = -(0.3221*(63*s+1))/(50*s); 
K22 = (0.2745*(55*s+1))/(50*s); 
 
% TITO-säätimen siirtofunktioiden taajuusvasteobjektit  
K11f = frd(K11, w); 
K12f = frd(K12, w); 
K21f = frd(K21, w); 
K22f = frd(K22, w); 
 
% TITO-säätimen siirtofunktiomatriisin K taajuusvasteobjektit 
Kf = [K11f, K12f; K21f, K22f]; 
 
% Avoimen systeemin siirtofunktiomatriisin taajuusvasteobjektit 
Lf=Gf*Kf; 
 
% Avoimen systeemin siirtofunktiomatriisin L taajuusvasteobjektit 
L11 = Lf(1,1); 
L12 = Lf(1,2); 
L21 = Lf(2,1); 
L22 = Lf(2,2); 
 
% Lisätään vastaukseen desimaaleja epätarkkuuksien takia 
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format long 
 
% Tislauskolonnin ensimmäisen kanavan vahvistus ja viivevarojen 
% skenaarion taajuusvasteobjekti 
L3f = (L11+L11*L22-L12*L21)/(1+L22); 
 
% Vahvistus ja viivevara saadaan allmargin funktiolla 
info=allmargin(L3f) 
 

Listaus A.1. Matlab-koodi ensimmäisen kanavan stabiiliusvarojen laskemiseksi 
 
info = struct with fields: 
     GainMargin: [2.272771513686274 10.369848700957686 17.968366628013946 

23.640765378019484 29.116050101122010 32.894752232602777 36.422679517998915 
39.961968551628033 42.215767226074433 46.278993432475509 48.110926173229984 … ] (1×412 
double) 

    GMFrequency: [0.061379712305532 0.296326472338170 0.531521390485948 
0.766026924004210 1.000552333084587 1.232724195876592 1.466247961475457 
1.697182167094194 1.929584587464793 2.160262121830597 2.391597493917794 
2.622495796694560 … ] (1×412 double) 

    PhaseMargin: 59.015405301394161 
    PMFrequency: 0.025978029718767 
    DelayMargin: 39.649393855459998 
    DMFrequency: 0.025978029718767 
         Stable: NaN 

 

Listaus A.2. Funktion allmargin tuloste, josta nähdään vahvistusvara 2.2728 ja 
viivevara 39.65 


