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Téassa kandidaatintutkielmassa tarkastellaan harmonisten funktioiden keskeisia pe-
rusominaisuuksia euklidisessa avaruudessa R3. Tavoitteena on muodostaa matemaat-
tisesti tdsmallinen tarkastelu harmonisten funktioiden teoriasta. Tutkielman alussa esi-
telladn teorian kannalta valttamattémat esitiedot, merkinnat ja maaritelmat, kuten myds
harmonisen funktion késite.

Esitietojen jalkeen keskitytdan tarkastelemaan harmonisten funktioiden ominaisuuk-
sia. Ty0ssa kaydaan lapi harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksia, joihin kuuluu
harmonisuuden sailyminen funktioiden summien, skalaarilla kertomisen, siirtojen, skaa-
lausten ja kiertojen suhteen. Kyseiset ominaisuudet esitelldén ja todistetaan yksityiskoh-
taisesti hydédyntamalla muun muassa osittaisderivaattojen ominaisuuksia.

Lopuksi tarkastellaan harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuutta, joka luo yhtey-
den tietyn pisteen funktion arvon ja sitd ympardivien funktion arvojen keskiarvon valille.
Ominaisuudesta esitelldén ja johdetaan pallon pintaan liittyva pinta-alaversio ja koko pal-
lon tilavuuteen liittyva tilavuusversio.

Avainsanat: harmoninen funktio, Laplacen yhtaldn ratkaisut, keskiarvo-ominaisuus, inva-
rianssiominaisuudet, osittaisdifferentiaaliyhtalét
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1. JOHDANTO

Harmoniset funktiot ovat keskeinen osa matemaattista analyysiéd ja osittaisdifferentiaaliyhtdldiden
teoriaa. Niilld on merkittavd rooli monilla matematiikan, fysiikan ja tekniikan osa-alueilla [3], ku-
ten sdhkostatiikassa ja limmonjohtavuudessa. Esimerkiksi lampoopissa tasapainotilan lampotilaja-
kaumassa tietyn pisteen lampdtila maardytyy sitd ympardivien pisteiden lampétilojen keskiarvona.
Tdma ilmio on yhteydessd harmonisten funktioiden ominaisuuksiin. Yksinkertaisuudessaan funk-
tio on harmoninen, jos sen toisten osittaisderivaattojen summa on yhté suuri kuin nolla. Taima ehto
takaa funktiolle monia merkittavid ominaisuuksia, kuten edelld kuvaillun keskiarvo-ominaisuuden,

joita tdssd tyossd tarkastellaan.

Tdmén tutkielman tavoitteena on esitelld harmonisten funktioiden keskeisid perusominaisuuksia
sekd tarkastella niiden todistuksia yksityiskohtaisesti. Tydssa keskitytddn harmonisten funktioiden
invarianssiominaisuuksiin sekd keskiarvo-ominaisuuteen. Tdssd tyossd tarkastelu rajoittuu eukli-

diseen avaruuteen R3.

Tutkielma pohjautuu péadosin Axlerin kirjan Harmonic Function Theory [3] ensimmadiseen lukuun,
mutta vastaavaa teoriaa 10ytdd esimerkiksi myos ldhteessd [6]. Tamén tutkielman Luvussa 2 esi-
telldén harmonisten funktioiden teorian tarkastelun kannalta keskeiset esitiedot, médritelmit ja
merkinnit, joita hyodynnetddn lipi koko tyon. Samassa Luvussa kdydddn l4pi myos harmonis-
ten funktioiden mdéritelmd ja joitakin esimerkkejd niistd. Luvussa 3 tarkastellaan harmonisten
funktioiden invarianssiominaisuuksia eli muutoksia, joiden yli funktion harmonisuus sdilyy. Ty0s-
sd harmonisuuden invarianssia tutkitaan funktioiden summien, skalaarilla kertomisen, siirtojen,
skaalausten sekd kiertojen suhteen. Lopuksi Luvussa 4 kisitelldin keskiarvo-ominaisuutta, joka
on yksi harmonisten funktioiden merkittdvimmistd ominaisuuksista. Ominaisuudelle johdetaan

yksityiskohtaisesti seki pinta-ala- etti tilavuusversio.



2. ESITIEDOT

Tassa luvussa esitellddan harmonisten funktioiden ominaisuuksien tarkastelussa tarvittavia tuloksia,
mairitelmid ja merkint6ja. Ensin mairitelladn euklidisten avaruuksien pallot, joiden avulla voidaan
mairitelld avoimet joukot. Toisessa aliluvussa kisitellddn tyon kannalta keskeisti differentiaalilas-
kennan teoriaa. Tamén jilkeen esitellddn Laplacen operaattori, mairitellddn harmoninen funktio
sekd lisdksi kidydédédn l4pi muutama esimerkki harmonisista funktioista. Neljannessé aliluvussa esi-
telldén ortogonaalisiin kuvauksiin liittyvdi teoriaa, joka on olennaista funktioiden kiertojen kan-
nalta. Lopuksi késitelldéin integraalilaskennan tuloksia, jotka muodostavat perustan harmonisten

funktioiden keskiarvo-ominaisuudelle. Timén luvun sisdltd perustuu ldhteisiin [1, 2, 3, 4, 8].

2.1 Pallot ja avoimet joukot

Téssd aliluvussa midritellddn euklidisten avaruuksien pallot ja avoimet joukot. Harmoniset funk-
tiot esiintyvit avoimissa osajoukoissa, ja pallojen médritelmid hyodynnetdédn tyossd myohemmin
myos harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuutta tarkasteltaessa. Pallot mééritellddn pistei-
den etdisyyksien eli normien avulla. Lisdksi pistetuloa hyodynnetdin laajalti tydn myohemmissi

luvuissa, joten myos sen maéritelmé kidydédén 1ipi.

Miidiritelmi 2.1 (Pistetulo ja normi). Olkoot pisteet a,b € R3, missid a = (ax,ay,a;) jab =

(bx, by, b). Pisteiden a ja b vilinen pistetulo, jota merkitdan symbolilla -, madritelldéin asettamalla
a-b=axbx+ayby+a;b,.
Pisteen a pituus eli normi miiritelldén asettamalla

la|| = /a2 + a§ +a2.
2., .2, .2

Koska a - a = a + aj + az, niin pisteen a normi voidaan esittdd myds muodossa ||a|| = (a - a)l/2,

Pisteiden a ja b vilinen etdisyys on

la = bl = \J(ax — b)? + (ay — by)? + (az — bo)2.

Miidritelmi 2.2 (Pallot). Olkoon Xy € R? ja olkoon r positiivinen reaaliluku. Miiritelldsn xo-

keskinen r-séteinen avoin pallo asettamalla

B, (x0) = {x € R*: [Ix = x| <7}



ja suljettu pallo asettamalla
Br(x0) = {x € R*: [lx—xol < r}.
Madritellaan myos xo-keskisen r-séteisen pallon pallopinta asettamalla

0B, (x0) = B,(x0) \ By (x0) = {x € R?: [lx —xq =7}

Pallojen méaaritelmien ymmaértamistéd voi helpottaa ajattelemalla avoimen pallon koostuvan kaikista
pisteistd x € R>, joiden etiisyys pallon keskipisteesti X on pienempi kuin pallon side 7. Suljetussa
pallossa pisteet voivat sijaita myds sdteen r etdisyydelld keskipisteestd, ja puolestaan pallopinta

koostuu ainoastaan pisteistd, jotka ovat tdsmélleen séteen r etdisyydelld keskipisteesti.

Harmoniset funktiot miiritellddn avoimissa osajoukoissa. Osajoukon avoimuus on vilttamiton
edellytys funktioiden osittaisderivaattojen miairittimiselle, ja funktion harmonisuus vaatii sen tois-
ten osittaisderivaattojen olemassaoloa. Maéritellddn seuraavaksi avoin joukko pallon méiritelmén

avulla.

Miiritelmi 2.3. Olkoon U c R3 epityhji joukko. Jos jokaista joukon U pistetti x kohden on
olemassa sellainen pisteestd X riippuva sdde r > 0, ettd B,(x) C U, niin joukkoa U kutsutaan

avoimeksi joukoksi.

2.2 Differentiaalilaskennan teoriaa

Téssi aliluvussa esitellddn tyon kannalta olennaisia differentiaalilaskennan tuloksia, joita hydodyn-
netddn myohemmin harmonisten funktioiden ominaisuuksien todistamisessa. Lukijalta oletetaan
differentiaalilaskennan perusosaaminen, kuten ymmarrys ketjusdédnnosté ja tulon derivoimissiin-
nostd. Ensin kidydddn ldpi osittaisderivaatan maaritelmé, jonka avulla muodostetaan gradientti ja

Laplacen operaattori. Ndmai kisitteet ovat keskeisid harmonisen funktion mééritelmén kannalta.

Miiiritelmi 2.4 (Osittaisderivaatta). Olkoon U ¢ R? avoin joukko. Funktion f : U — R osittais-

derivaatta pisteessd X € U muuttujan x; suhteen madritelldéin asettamalla

=

f(x+ he;) - f(x)
Hxi ’

h

mikéli raja-arvo on olemassa. Miiritelméssé e; on yksikkovektori, jonka i:s komponentti on 1 ja

muut komponentit ovat nollia.

Miiritelma 2.5 (Gradientti). Olkoon U c R3 avoin joukko ja funktio f : U — R derivoituva.

Mairitelldaan funktion f gradientti asettamalla

_(or a5 ar
v/= (ﬁx’ﬁy’ 81)'

Miiiritelmi 2.6 (Divergenssi). Olkoon U c R avoin joukko ja F : U — R3 derivoituva vektori-



kenttd, joka on muotoa F = (Fy, Fy, F;). Vektorikentin F divergenssi on

. oF, OF, 0F,
divF = -
v ox * oy * 0z

Esitelldéin seuraavaksi joukko CX(U), johon sisiltyy kaikki joukossa U méiritellyt funktiot, jot-
ka ovat k-kertaa jatkuvasti derivoituvia. Merkinndn kdyttoonotto vihentdd toistoa ja selkeyttda

myohempid lauseita.
Miiritelmi 2.7. Olkoon U c R3 avoin joukko. Miiritellizin ensin joukko
() = C),

missi joukko C(U) siséltad kaikki jatkuvat funktiot f : U — R.

Miiritelldin induktiivisesti joukko C*(U). Funktio f kuuluu joukkoon C¥(U), jos ja vain jos

0
fecklw) ja 9f ¢ ck1()
ax,-
kaikilla i € {1,2,3}. Toisin sanoen, joukko CX(U) sisiltii kaikki funktiot f : U — R, jotka ovat
k-kertaa jatkuvasti derivoituvia. Esimerkiksi kaikki funktiot f € C2(U) ovat kahdesti jatkuvasti

derivoituvia.

Joukon C*°(U) funktiot ovat dédrettomaésti jatkuvasti derivoituvia ja niitd kutsutaan sileiksi. Joukko

C*(U) on epityhja, silld se sisdltdd esimerkiksi kaikki polynomifunktiot.

2.3 Laplacen operaattori ja harmoninen funktio

Harmoninen funktio miéritelladn Laplacen operaattorin avulla, joka muodostuu funktion tois-
ten osittaisderivaattojen summasta. Laplacen operaattori muodostetaan kaksinkertaisen gradientin

avulla, missi gradienttien vilinen pistetulo johtaa osittaisderivaattojen summaukseen.

Miiiritelmi 2.8 (Laplacen operaattori). Olkoon U < R3 avoin joukko. Mairitelldzn funktion

f € C*(U) Laplacen operaattori asettamalla

ik 92 92
Af = _f + _f + _f
ox?  9y? 072
Laplacen operaattori mééritellddn gradienttien vilisen pistetulon avulla asettamalla Af = V-V f

eli V kéyttaytyy vektorin tavoin.

Laplacen operaattorilla on monia merkittdvid ominaisuuksia, kuten sen lineaarisuus. Lineaarisuutta
hyddynnetién seuraavassa luvussa harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksien todistuksis-

sa.



Miiritelmé 2.9 (Harmoninen funktio). Olkoon U c R3 avoin joukko. Funktio f € C?(U) on

harmoninen joukossa U, jos se toteuttaa Laplacen yhtélon eli

Af =0,

Seuraavaksi kédydddn ldpi muutama esimerkki harmonisista funktioista. Ensimmaéinen esimerk-
ki havainnollistaa madritelmid kdytdnnossd, kun puolestaan jalkimmé&inen on merkittivd myos

myohemmassi tarkastelussa.

Esimerkki 2.10. Olkoon funktio f(x,y) = ¢* sin(y). Funktion toiset osittaisderivaatat ovat

a*f . . a*f .
ol e* sin(y) ja 8_)12 = —e”* sin(y).

Huomataan, ettd funktio f on harmoninen, silld
Af =e*sin(y) — e*sin(y) =0

Lisiksi on helppo todeta, ettd kaikki ensimmadisen asteen polynomit ovat harmonisia, silld niiden
gradientit siséltivit vain vakioita ja toiset osittaisderivaatat ovat nollia. Seuraavan funktion har-
monisuuden tutkiminen ja osoittaminen on oleellista, koska funktion harmonisuutta hyddynnetidin

myohemmassi luvussa harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuuden todistuksessa.

Esimerkki 2.11. Tarkastellaan funktiota £(x) = ||x||>~". Osoitetaan, etti funktio f on harmoninen
joukossa R3\ {0}. Tillin funktio pelkistyy muotoon f(x) = ||x||~!, jossa ||x|| = (x +X5 +x3)1/2
Funktio f on kolmen funktion yhdistetty funktio, minki Laplacen operaattori saadaan laskettua
hyodyntamallad ketjusddntod. Sisdfunktion ||x|| osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen on

alx|[ 1,

ax,- B E(xl M

Xi X
(x7 + x5 +x)12 Xl .

2, 2N-1/2 _
X5 +x3) 2 2x; =

Funktion f ensimmadinen derivaatta muuttujan x; suhteen on

s A W LT MR

4
Ox; 0x; Xl P

Toinen osittaisderivaatta saadaan muodostettua hyddyntamailla tulon derivoimissddntdd, jolloin

*f 1 4 X
9T (3
o2 TE (=3)x:lIx|I”

2 -5 -3
= 3 [Ix)7 = 1[I~

Funktion Laplacen operaattori saadaan muodostettua summaamalla indeksien i € {1,2,3} yli,



jolloin
3
Af() =) (3x$||x||-5 - ||x||-3)
i=1
3 3
= > 317 = D [Ix)|?
i=1 i=1
3 3
=3Il Y~ Il ). @.1)
i=1 i=1
Koska X
lez = x% +x§ +x§ = ((xf +x§ +x§)1/2)2 = |Ix||?
i=1
ja

niin sijoittamalla nimé yhtdloon (2.1), saadaan

Af(x) = 3]Ix)1 1)1 = 311~
= 3|x)I 7 - 31|73
=0.

Koska Af = 0, niin funktio f on harmoninen joukossa R3 \ {0}.

2.4 Ortogonaaliset kuvaukset

Téssi aliluvussa tarkastellaan ortogonaalisiin kuvauksiin liittyvad teoriaa, jota tarvitaan myohem-
min harmonisten funktioiden kiertojen tarkasteluun. Oleellisin tieto liittyy ortogonaalisen matriisin

sarake- ja rivivektorien ortonormaalisuuteen.

Miidiritelmi 2.12. Lineaarista kuvausta T : R> — R3 kutsutaan ortogonaaliseksi, jos se sdilyttii

normin eli

1T = [l

kaikilla x € R3.

Ortogonaalisesta kuvauksesta voidaan muodostaa matriisiesitys kantavektoreiden avulla. Tamén

vuoksi vektoreiden ortonormaalisuuden méiritelmi (katso esimerkiksi [2, s. 197]) on olennainen.

Maiéritelma 2.13. Vektoreiden joukko on orfonormaali, jos jokaisen vektorin normi on 1 ja
jokainen vektori on ortogonaalinen kaikkiin muihin joukon vektoreihin. Toisin sanoen joukko

{vi,...,Vm} on ortonormaali, jos

1, kun j =k,
Vj'Vk:(sjk:
0, kun j # k



kaikilla j, k € {1,...,m}.
Lause 2.14. Ortogonaalisen matriisin sarake- ja rivivektorit muodostavat ortonormaalin joukon.

Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi ldhteestd [7, s. 387-388]. O

2.5 Integraalilaskennan teoriaa

Seuraavaksi esitelldén tyon kannalta tarkeitd integraalilaskennan tuloksia, joihin monet harmonisten
funktioiden ominaisuudet perustuvat. Useat harmonisten funktioiden perusominaisuudet, kuten
tdmén tyon keskiossi oleva keskiarvo-ominaisuus, seuraavat Greenin kaavasta [3, s. 4]. On myos
tirkedd kéyda 1api divergenssilause, joka luo yhteyden pinta- ja tilavuusintegraalin vilille ja jonka

avulla Greenin kaava todistetaan.

Lause 2.15 (Gaussin divergenssilause). Olkoon V c R3 avoin joukko jaF : V — R3 jatkuvasti de-
rivoituva vektorikenttd. Olkoon U C 'V sellainen rajoitettu ja suljettu osajoukko, ettd sen reuna 0U
on paloittain siled, toisin sanoen 0U = | Ji_, 0Ux, missd jokainen osajoukko dUy on siled. Jokai-
selle pinnalle 0Uy voidaan mddritelld ulkoyksikkonormaalivektorikenttd n eli pinnasta ulospdin

osoittava yksikkovektorikenttd. Tdilloin

/divF dV:/ F-nds. 2.2)
U ou

Todistus. Todistus 10ytyy ldhteestd [8, s. 464—465]. O

Lause 2.16 (Greenin kaava). Olkoon V c R3 avoin joukko ja U C V sellainen rajoitettu ja suljettu

joukko, ettii sen reuna AU on paloittain siled. Jos funktiot f,g € C*(V), niin

[ rde-gnpav= [ (fDag-gDup) ds.
U au
missd Dy on derivaatta ulkoyksikkonormaalivektorikentdn n suuntaan eli Dy f = Vf - n.

Todistus. Todistus seuraa ja tdydentdd ldhteen [3, s. 4] todistusta. Greenin kaava johdetaan Gaussin

divergenssilauseesta (Lause 2.15). Kun sijoitetaan F = fVg — gV f kaavaan (2.2), niin

/div(ng—gi)dV:/ (fVg —gVf) - -nds.
U U

Hyo6dyntamalla tulon derivoimissidintod saadaan integraalin sisélld oleva divergenssitermi laskettua

seuraavasti:

div (fVg — gV f) =div (fVg) —div(gVf)
=V-(fVg)-V-(gVyf)
=(Vf-Vg+ fAg) - (Vg-Vf—gAf).



Koska pistetulo - on kommutatiivinen, niin Vf - Vg = Vg - V f. Tilloin

div (fVg—gVf) = fAg —gAf. (2.3)

Kun F = fVg — gV f, yhtélon (2.2) oikean puolen pistetulo sievenee seuraavasti:

F-n=(fVg-gVf)-n
=f(Vg-m)—¢g(Vf-m)
= fDng —8gDnf. 2.4

Nyt sijoittamalla yhtilot (2.3) ja (2.4) Gaussin divergenssilauseen kaavaan (2.2) saadaan yhtilo:

/(ng—gAf) dvzf (fDng — gDnf) ds.
U oU
O

Soveltamalla Greenin kaavaa saadaan muodostettua seuraava tulos, joka on hyddyllinen keskiarvo-

ominaisuuden todistuksessa.

Seuraus 2.17. Olkoon funktio f harmoninen joukossaV c R ja joukko U C V sellainen rajoitettu

Jja suljettu joukko, ettdi sen reuna OU on paloittain siled. Kun g = 1, niin

/ Dnf ds = 0.
ou

Seuraavaksi maddritellddn pallokoordinaatistoesitys, jonka avulla johdetaan myohemmin toinen
esitystapa keskiarvo-ominaisuudelle. Kolmiulotteisessa avaruudessa pallon tilavauden integroin-
ti pystytddn suorittamaan yksinkertaisemmin pallokoordinaatistossa, jossa pisteet on médritelty

kulmien ja etdisyyksien avulla.

Miiiritelmi 2.18. Pisteen x = (x, y,z) € R? pallokoordinaatit ovat (r, 8, ¢), jotka on médritelty
seuraavasti:

x=rsingcosf, y=rsingsinf, z=rcosae,

missi

Seuraavan lauseen todistus perustuu muuttujanvaihtolauseeseen sekd Jacobin determinanttiin, joi-
den avulla integraalin muuttujat vaihdetaan. Muuttujanvaihtolause, sen todistus seké pallokoordi-

naattimuutokseen liittyvd Jacobin determinantti esitetddn esimerkiksi 1dhteessi [5, s. 67-69].

Lause 2.19. Siirryttdessd karteesisista koordinaateista (x,y, z) pallokoordinaatteihin (r, 9, ¢) ti-

lavuusintegraalin tilavuusalkio on dV = r? sin ¢ dr do d¢.



Lause 2.20. Olkoon funktio f integroituva joukossa Bgr(Xo). Tdlloin toteutuu

R
</B:R(x0)de:4ﬂ-‘/0‘ rz‘/s‘f(XO'i'rg) dO’({) dr, (25)

missd S on yksikkopallon pinta ja o on pinnalle S mddritelty normalisoitu pinta-mitta eli o (S) =

fS do =1.
Todistus. Oletetaan, ettéd pallo on origokeskinen eli xo = 0. Olkoon piste X = r{, missd
L(¢,0) = (singcos B, singsinf, cos @)

on piste pinnalla S. Tehdéin tilavuusintegraalille koordinaatistomuutos pallokoordinaatteihin, jol-

loin

R T 2r
dv = 2sing do de d
/BR(O)f(X) 1% /0 /0 ; f(r&) resing do d¢ dr

R T 2r
:/ rz(/ / f(r$)sing do de) dr. (2.6)
0 0 0

Koska yksikkdpallon pinta-ala on [\ /02” sin ¢ df d¢ = 4, niin normalisoitu pinta-mitta voidaan
valita seuraavasti: |
do({) = —sin¢g df d¢.
4

Talla valinnalla integraalin (2.6) sisempi integraali saadaan muotoon:
T 2r
[ [ searsinedods = [ 100 oo
jolloin

R V.4 2r R
2 . _ 2
'/0 r (/0 ; f(r§)51n¢d9d¢>) dr—47r‘/0 r ‘/Sf(r{) do({) dr.

Koska tulos ei ole riippuvainen pallon keskipisteen sijainnista, yleinen muoto saadaan siirtamilla

origokeskinen tulos pisteeseen Xy, jolloin

R
_ 2
‘/BR(xo)fdv_4ﬂ/0 r /Sf(xo+r{) do(¢) dr.
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3. HARMONISTEN FUNKTIOIDEN
INVARIANSSIOMINAISUUDET

Téssd luvussa tarkastellaan harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksia. Ominaisuuksia ki-
sitelldin samassa jdrjestyksessd kuin kirjassa [3, s. 2—4]. Tadssd ty0ssd invarianssilla tarkoitetaan
funktion harmonisuuden sdilymisti erilaisten muutosten suhteen. Ensimmaéiseksi tutkitaan harmo-
nisten funktioiden summia ja skalaarilla kertomista. Tdmain jilkeen keskitytddn funktioiden siir-
toihin ja skaalauksiin, ja lopuksi tarkastellaan kiertoja ortogonaalisten kuvauksien kautta. Luvun

sisdltd perustuu lédhteisiin [2, 3, 4, 8].

3.1 Summat ja skalaarilla kertominen

Funktioiden summilla tarkoitetaan kahden funktion yhteenlaskua ja skalaarilla kertomisella tu-
loa funktion ja jonkin skalaarin eli vakiona pysyvin arvon vélilli. Harmonisuuden sdilyminen
ndiden operaatioiden yli perustuu Laplacen operaattorin lineaarisuuteen. Koska lineaarikombi-
naatio on skalaareilla kerrottujen funktioiden summa, riittdi tarkastella harmonisten funktioiden

lineaarikombinaation harmonisuutta.

Lause 3.1. Harmonisten funktioiden f ja g lineaarikombinaatio a f + g on harmoninen kaikilla

a, B € R. Toisin sanoen harmoniset funktiot muodostavat vektoriavaruuden.

Todistus. Olkoon U c R? avoin joukko ja funktiot f : U — R sekd g : U — R harmonisia.

Laplacen operaattorin lineaarisuudesta seuraa, etta

Alaf +Bg)(x) = Alaf)(x) + A(Bg)(X) = aAf(X) + BAZ(X).

Koska funktiot f ja g ovat harmonisia, niin Af = 0 ja Ag = 0. Tall6in

Alaf +Bg)(x) =0,

joten lineaarikombinaatio a f + 8g on harmoninen joukossa U. O

3.2 Siirrot ja skaalaukset

Funktion y-suuntaisella siirrolla tarkoitetaan funktion argumentin siirtdmistd johonkin suuntaan

y € R3. Puolestaan r-suuruisella skaalauksella tarkoitetaan funktion argumentin kertomista posi-
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titvisella skalaarilla r, mink4 jélkeen funktio vaikuttaa koordinaatistossa venytetylti tai kutistuneel-
ta alkuperdiseen verrattuna. Seuraavaksi tutkitaan tarkemmin harmonisuuden sdilymisti kyseisten

muutosten suhteen.

Miigritelmé 3.2 (Siirto). Olkoon joukko U ¢ R? jay € R3. Miiritelldin y-suuntainen siirto
funktiolle f : U — R asettamalla

(foty)(x) = f(x-y),
missi sisdfunktio ty(x) = x —ykaikilax e U+y ={w+y:we U}.

Lause 3.3. Olkoon y € R3. Jos funktio f on harmoninen avoimessa joukossa U C R3, niin sen

y-suuntainen siirto f oty : U + y — R on harmoninen.

Todistus. Funktion y-suuntaisen siirron Laplacen operaattori on

A(foty) :V'V(foty)

-V. A(f oty) (9(f0ty) A(f oty)

6)61 ’ (9x2 6)63
_Poty) o) P oky) G.1)
8x% (')x% E)x%

Merkitddn z = ty(X) ja médritetdidn ketjusddannon avulla osittaisderivaatat muuttujan x; suhteen.

Koska molemmat funktiot f ja zy on mééritelty joukossa R3, niiden yhdistetty funktio

fty(x)) = f(2) = f(21,22,23) = f(x1 = Y1, X2 = y2,X3 = ¥3).
Ketjusidinnon nojalla

d(foty) 9(f(ty(x))
(‘)x[ B ax,
8(f (Z))

3
f
Za—

><

Summasta jad jiljelle vain yksi termi, silld

0 ..
9zj _ 8—)61_(%' —-yi) =1, kuni=j,
Xi a—m(xj—yj):o, kuni # j

eli

= = oty.

A(f oty) _ia_fazj af
oxi P dz; 0x; 0z
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Toinen osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen saadaan vastaavasti samalla periaatteella, jolloin

*(foty) 0 (df
8)612 B ox; \0z;

3 i 0’f 9z;
= azj(’)z,- ax,-
0 f

= ——0

= 522 ty.

4

Sijoittamalla timé yhtdl6on (3.1) saadaan Laplacen operaattoriksi:

32 f

92 d?
Mfor) = 2@+ T L+ 2]

—(z) + —(z
F(@)+ 5@+ 55

2 2 2
:%oty+%oty+%oty
0z; 0z5 073

=Af oty.

Jos funktio f on harmoninen, niin Af = 0 ja téstd seuraa, ettd Af oty = 0. Titen harmonisten

funktioiden siirrot ovat harmonisia. O

Miidiritelmi 3.4 (Skaalaus). Olkoon joukko U c R, skalaari » > 0 ja funktio f : U — R.

Funktiolle f voidaan méiritelld r-suuruinen skaalaus, joka on funktio f.(x) = f(rx), missd
1 1

X € (—)U:{—W:WEU}.
r r

Lause 3.5. Olkoon U c R3 avoin joukko ja skalaari r > 0. Jos funktio f : U — R on harmoninen,

. . 1
niin sen r-suuruinen skaalaus f; :(— U — R on harmoninen.
r

1
Todistus. Olkoon funktio f € C?(U) ja piste X = (x1,x2,X3) € (—)U.
r

Funktiolle f médritelty r-suuruinen skaalaus f,.(x) = f(rx) pystytddn esittdmédn yhdistettyna
funktiona, jonka sisdfunktio s(x) = rx. Koska s(x) = (s1,52,53) = (rxy,rxs,rx3), saadaan

mdadriteltyd sisdfunktion s komponentin s; osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen, joka on

aSi

axi

Soveltamalla ketjusddntod funktion f,. ensimmadiseen osittaisderivaattaan muuttujan x; suhteen

saadaan: of p o 8 of
r_ 9 _9J95% _0J
0x; B 8xif(rX) as; 0x; asir.

Toinen osittaisderivaatta voidaan laskea soveltamalla ketjusdaantod uudelleen, jolloin

2f 8 (af) (62f8si) (82f) L0 f
= —r|l=r — | =r|—r]| =r —

8xl.2 © Ox; 5Sir a_sfaxi 65% ésfh

Summaamalla kaikki toiset osittaisderivaatat saadaan méadriteltyd skaalatun funktion f, Laplacen
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operaattori, joka on
3

N

= ox;
3

-y 20t
= 05

= r2(Af)(rx).

Jos funktio f on harmoninen, niin A f = 0 kaikilla x € (1/r)U. T4lloin myds skaalaus

Afr(x) = r2(Af)(rx) = 0,

joten harmonisten funktioiden skaalaukset ovat myos harmonisia. 0

3.3 Kierrot

Seuraavaksi tarkastellaan, kuinka Laplacen operaattori kdyttdytyy ortogonaalisten kuvausten kans-
sa. Harmonisilla funktioilla on merkittivd yhteys yksikkopallon siilyttdviin lineaarikuvauksiin,

jotka ovat maaritelman mukaisesti ortogonaalisia.

Lause 3.6. Olkoon U c R? avoin ja epdtyhji. Jos T on ortogonaalinen kuvaus ja f € C*(U), niin
A(foT)=(Af)eT

joukossa T~ (U) = {x e R3 : T(x) € U}.

Todistus. Todistus seuraa ja tdydentdd ldhteen [3, s. 3] todistusta. Olkoon [7;i] ortogonaalisen
kuvauksen 7 : R® — R> matriisiesitys standardikannassa R> ja olkoon funktio f € C%(U), kun
U c R? on avoin ja epityhji. Merkitiin matriisiesityksessi alkion ensimmaiselld indeksilld sen
rivid ja toisella saraketta. Koska ortogonaaliset kuvaukset ovat lineaarisia, voidaan kuvaus 7 esittdd

luonnollisessa kannassa matriisina [T'] = [#;], jolloin voidaan merkitd

1y fip i3] |x ix + 12y +1132 Ui
T('xv Yy, Z) =\t tn sl |y| T [f21x + 0y +1232| = |uz| -
131 132 1332 131X + 132y + 1332 u3

Hyodyntdmaélld ketjusdantdd saadaan muodostettua yhdistetyn funktion f o 7' ensimmdinen osit-
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taisderivaatta koordinaattimuuttujan x suhteen, miki on

9 tor)— 2L iy
o= aul(T(X)) i

= 2L (o + a—fmx))m + a—fmx))m
ui 6142 6143

3
= thl(aif) oT.
=1\

Derivointi tulee suorittaa jokaisella rivilld, joten ensimméiinen osittaisderivointi tuottaa kolme

f(T( noe f(T( noe

summattavaa termid. Kun derivoidaan uudelleen muuttujan x suhteen, jokainen niistd termeisti

tuottaa kolme termid lisdé, joten termeji toisessa osittaisderivaatassa on yhteensi yhdeksén. Talloin

0> a (< P
el = a—x(;fjl(aij) OT)

| 1
ML” Mw
~
o z
= - ~
fan TMM
—_— =
(o)) <
Sl =
[SDY IS (o5
e
< ~
D
S — N
1o <
ﬂ N —
)ﬂ
S —

Osittaisderivaatat muille koordinaateille y ja z saadaan vastaavalla tavalla muuttamalla saraket-
ta, tarkemmin muuttujan y osittaisderivaattoja tarkasteltaessa matriisiesityksen toinen sarake on

keskeinen ja muuttujaa z tarkasteltaessa kolmas sarake.

Yhdistetyn funktion Laplacen operaattori A(f o T') saadaan muodostettua summaamalla kaikkien

muuttujien x, y ja z toiset osittaisderivaatat. Jos merkitddn x; = x,x, = y ja x3 = z, niin
33
3 3
Z (Z mtkm) 62 f) oT.
| Ourdu

Jok=

A(foT)

Tarkastellaan suluissa olevaa summatermii, joka on

3
Z timtkm = i1tk + tjotga + 13t = (tj1, 12, 153) - (L1, tras th3) -

m=1

Huomataan, ettd summa on pistetulo kuvauksen 7" matriisiesityksen [7 4 ] kahden rivin vililld. Kos-

ka matriisi 7 on ortogonaalinen, sen sarake ja rivivektorit ovat Lauseen 2.14 nojalla ortonormaaleja

3
Z Limtkm = (5jk’
m=1

ja Mairitelmin 2.13 perusteella
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missé 0 on Kroneckerin delta. Summasta jéa jaljelle vain termit, joissa j = k, jolloin

3 (92
A(foT)= Z 5jk(mf)°T
J

jk=1

O]

Lause 3.7. Olkoon U c R? avoin ja epdityhji joukko. Jos T on ortogonaalinen kuvaus ja f € C?>(U)

on harmoninen, niin funktion f kierto f o T on harmoninen.

Todistus. Lause 3.7 seuraa Lauseesta 3.6. Jos funktio f on harmoninen, niin Af = 0jaA(foT) =

(Af) o T = 0 eli harmonisen funktion kierto on harmoninen. O
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4. KESKIARVO-OMINAISUUS

Harmonisten funktioiden yhteys palloihin on hyvin keskeinen asia harmonisten funktioiden teo-
riassa [3, s. 3]. Tatd yhteyttd kuvastaa parhaiten keskiarvo-ominaisuus, johon timi luku kes-
kittyy. Keskiarvo-ominaisuus johdetaan Greenin kaavan (Lause 2.16) avulla ja ominaisuudesta
on olemassa useampia versioita, joista tdssd ty0ossd kasitellddn kahta: pinta-ala- ja tilavuusver-
siota. Luvun siséltd perustuu ldhteisiin [3, 8]. Seuraavaksi esiteltdvid aputuloksia hyodynnetidin

keskiarvo-ominaisuuden todistuksessa.

Apulause 4.1. Olkoon funktio f harmoninen avoimessa joukossaV c R3 ja funktio g(x) = ||x||*>~".
Olkoon lisciksi joukko U = {x € R3 : p < ||x|| < 1}, missi p € (0,1) jaU c V. Tillsin

/fDng ds :/ fDng ds, “4.1)
S Sp

missi S = {x € R : ||x|| = 1} ja S, ={x¢€ R3 : ||x|| = p} muodostavat reunan OU.

Todistus. Todistus noudattaa lahteen [3, s. 5] todistusta. Sovelletaan Greenin kaavaa (Lause 2.16)
joukkoon U ja funktioon g(x) = ||x||>™", joka todettiin Esimerkissi 2.11 harmoniseksi joukossa
R3\ {0}. Molempien funktioiden harmonisuudesta seuraa, etti Ag = 0 seki Af = 0 ja tilloin

Greenin kaava saadaan muotoon
0= | (/Dug - eDuf) . (42)
ou

Joukon U reuna 0U = {x € R?: ||x|| = p} U {x € R? : ||x|| = 1} voidaan jakaa kahteen joukkoon:
S={xeR¥:|x]|=1}jas, = {x € R®: |x|| = p}. Tilldin joukot S ja S, muodostavat omat

madritelmin mukaiset pallopinnat.

Joukon § pisteiden ulkoyksikkonormaalit n osoittavat origosta poispéin. Puolestaan joukon S, ul-
koyksikkdnormaalit osoittavat origoa kohti, silld S, on joukon U sisempi reuna ja ulkonormaalit
osoittavat pois joukosta U. Joukkojen ulkoyksikkonormaalit osoittavat siis vastakkaisiin suuntiin,
miké voidaan ottaa huomioon antamalla joukon S, ulkoyksikkonormaaleille negatiivinen etumerk-

ki.

Kun esitetédin reuna U osajoukkojen S ja S,, avulla seki ottaen huomioon ulkoyksikkonormaalien
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suunnat, niin integraali (4.2) saadaan muotoon:

=/ (fDng — gDnf) ds

U

:/(fDng_gan) ds—/ (fDng — gDnf) ds
S Sp

= /fDng ds — /gan ds —/ fDng ds +/ gD, f ds. 4.3)
S S Sp Sp
Tarkastellaan funktion g arvoja molemmissa joukoissa S ja S,,. Kaikilla x € S : [[x|| = 1, joten

g(x) = [|X||* = ||1]|>™ = 1 joukossa S. Vastaavasti kaikilla x € Sy ¢ |Ix|| = p, missé p on jokin

vakio vililti (0, 1), joten g(x) = p>~" on vakio joukossa Sp.

Sijoittamalla funktion g saamat arvot molemmissa joukoissa S ja S, sekd hyodyntdmailla Lausetta
2.17 eli tietoa, ettd fs Dyf ds=0ja fs Dy f ds = 0, integraali (4.3) yksinkertaistuu muotoon:
o

/fDngds—/ nfds—/ fDngds+/Spgands
/fD gds—/ fDn gds+/ p> "Dy f ds
=/SfDngds—/Sprngds+p‘"L Daf ds

0
=/fDng ds—/ fDng ds.
S Sp

/fDng ds = fDng ds.
S Sp

Téastd seuraa, etta

Apulause 4.2. Funktion g(x) = ||x||*™" ulkoyksikkonormaalin n suuntainen derivaatta on
Dag = (2-n)|x||'™", 4.4)
kun x # 0.

Todistus. Esimerkissd2.11 funktion g osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen esittettiin seuraavasti:

8 -n Xi
= 2-n)x|I'"" =

Ox; [

joten funktion g gradientti on

X

Ulkoyksikkoénormaalin n suuntaan funktion g derivaatta on

Dpg =Vg-n,
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missid ulkoyksikkonormaali n voidaan esittdd médritelmén mukaan osaméiirind seuraavasti:

n= X
I
Talloin
Dpg=Vg-n
= Q2-n)|x| = =
LT
XX
= 2-n)|x| 2
TE
= 2= n)x|'™",
silld x - x = ||x]|2. O

Lause 4.3 (Keskiarvo-ominaisuus). Jos f on harmoninen avoimessa joukossa U ¢ R3, niin funk-
tion arvo suljetun pallon B,(Xg) C U keskipisteessii Xo on yhtd suuri kuin funktion f keskiarvo

pallopinnan 9B, (xo) yli. Toisin ilmaistuna

10 = [ f0+r0) do (@)
missd S vastaa yksikkopallon pintaa ja o on pinnan S normalisoitu pinta-alamitta.

Todistus. Todistus seuraa ja tdydentdi lihteen [3, s. 5] todistusta.

Olkoon p € (0,1), joukko U = {x € R® : p < ||x|| < 1} ja funktio g(x) = ||x||*™". Yleisyytti
menettaméttd tehdédédn todistus ensin origossa olevalle yksikkopallolle eli B, (x9) = B;(0), jonka

jilkeen séde ja pallon keskipiste voidaan yleistaa.

Koska f on harmoninen, voidaan hyodyntdd Apulauseita 4.1 ja 4.2. Sijoitetaan Apulauseen 4.2
tulos (4.4) ja tieto funktion g saamista arvoista pinnoilla S ja S, Apulauseen 4.1 yhtdloon (4.1).

Tillsin yhtilon (4.1) vasen integraali on
/S FOO@ = m)Ix|' " ds = /S FO@ = n) ds
=<2—n)/sf<x> ds
ja vastaavasti oikea on
/S G s = /S G- mp! ds

= 2-np' /S F(x) ds.

Jakamalla molemmat puolet termilld (2 — n) saadaan yhtéloksi:

/S £ ds = p! /S 09 ds
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Koska U ¢ R?, niin n = 3 ja tilléin

1
/Sf(x) ds(x) = ; ‘/SP f(x) ds(x). 4.5)

Esitetddn yhtdlon (4.5) integraalit samassa koordinaatistossa, yksikkopallon pinnassa S, muutta-
malla integraali pinnan S, yli integraaliin pinnan S yli. Tehdddn muuttujanvaihto x = p{, missi
¢ € Seli||£]| = 1. Télloin x on pinnalla S, silld ||x]| = p.

Koordinaatistomuutoksessa tdytyy huomioida siteiden eroavuus: siteen r muuttuessa kaksiulottei-
nen pinta-ala muuttuu verrannollisena siteen nelioon 2. Titen pinta-ala-alkioiden suhde mériytyy

pallon séteen nelion mukaan eli
ds(x) = p*ds(&).

Koordinaatistomuutoksen ja muuttujanvaihdon jilkeen integraali (4.5) saadaan muotoon:

[r@as@) = [ 1000 as(@)
S P~ Js
- [ 00 ast@).

Kéytetddn normalisoitua pinta-alamittaa o, jolle /S do = 1. Lisédksi mitta o on invariantti kierroille
eli o(T(E)) = o (E) kaikilla ortogonaalisilla kuvauksilla T ja kaikilla joukoilla E c §. Téllgin

/ F(0) do(g) = / F(0g) dor (). 4.6)
S S

Koska f on harmonisena funktiona jatkuva, niin

tin [ 7o) dr @) = 1(0)

mika osoitetaan tarkemmin Apulauseessa 4.4.

Joten siteen p ldhestyessa origoa, yhtalo (4.6) sievenee muotoon:
[ 1@ de@ = ro

Yleistimalld tulos muille kuin origokeskisille yksikkopalloille eli, kun » # 1 ja xo # 0, pitdd
integrointi suorittaa pisteissa xo + r¢. Talldin

Flxo) = /S F(x0+rg) dor({).
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Apulause 4.4. Olkoon funktio f jatkuva avoimessa yksikkopallossa By (0) c R3. Talloin
tim [ (p0) dr(@) = 0.
=0 Js

missi S = {x € R3: ||x|| = 1}.

Todistus. Osoitetaan apulauseen tulos kiyttamailld raja-arvon e-d-méiiritelméa, johon liittyvaa teo-

riaa 10ytdd esimerkiksi lahteesté [1, s. 70].

Olkoon € > 0. Jatkuvuuden nojalla funktiolla f on raja-arvo origossa eli on olemassa luku ¢ > 0

siten, etta

1f(pd) - f(0)] <e,

kun
lpd =0l = |lpgll < 6.

Koska ¢ € S, niin ||£|| = 1, jolloin ||p{]| = p. Téten

1f(pd) - f(O)] <€

toteutuu, kun 0 < p < 4.

Koska f(0) on vakio ja fS do({) = 1, niin

£(0) = £(0) /S dor({) = /S £(0) dor(0),

jolloin

‘/f(pé) dtT({)—f(O)‘=’/(f(,0§)—f(0)) do(§)|.
S S

Kolmioepiyhtilon perusteella

‘ / (f(pg) = £(0)) do ()| < / |7 (pQ) = £(0)] do ().
S S

Kun 0 < p < 6, niin

/ F(p0) — (0 der(2) < / ¢ dor({)
S S

= e/S do({)

=€

eli

<E.

‘ /S F(p0) do () - £ (0)
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Koska tdmad toteutuu kaikilla € > 0, niin raja-arvon mééritelmésté seuraa, ettd

tin [ 7(00) dr @) = 1(0)
O

Toinen versio harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuudesta hyodyntdd pallon tilavuutta.
Lause 4.3 osoittaa funktion keskiarvon pallon pinnalla olevan yhtéd suuri kuin pallon keskipis-

teessd, ja seuraava lause osoittaa vastaavanlaisen tuloksen keskiarvolle koko pallon yli.

Lause 4.5 (Keskiarvo-ominaisuus, tilavuusversio). Jos f on harmoninen avoimessa joukossa U C
R3, niin funktion arvo suljetun pallon B, (Xo) C U keskipisteessd X on yhtd suuri kuin funktion f

keskiarvo pallossa B, (Xo). Toisin ilmaistuna

3
fo) = o /B v

Todistus. Todistus seuraa ja tdydentad ldhteen [3, s. 6] todistusta.

Lauseen 2.20 perusteella avoimessa joukossa U midritellyn funktion f tilavuusintegraali pallossa

R
_ 2
./t;R(xo)fdv_4ﬂ/0 r /Sf(xo+r§) do({) dr.

Yleisyyttd menettdmattd tehdédin todistus origokeskiselle yksikkopallolle eli Bg(xg) = B1(0) = B.

Talldin 1
_ 2
/deV—47T/O r /Sf(rg) do({) dr.

Jos f on harmoninen, integraali pinnan § yli saadaan sievenettyd Lauseen 4.3 avulla ja tdlloin

/dev:4n/01r2f(0)dr

Br(xq) on

jolloin
3
=2 /B fav.

Kun yleistetdén tulos muille kuin origokeskisille yksikkopalloille, niin

3
fo) = 2 /B g
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Monet muut harmonisten funktioiden ominaisuudet perustuvat keskiarvo-ominaisuuden olemas-
saoloon. Esimerkiksi seuraava tulos seuraa keskiarvo-ominaisuudesta, ja se toimii osittain perusta-
na harmonisten funktioiden maksimiperiaatteelle. Maksimiperiaatteeseen voi tutustua tarkemmin
ldhteessi [3, s. 7-9].

Seuraus 4.6. Olkoon U c R avoin joukko. Harmonisen funktion f : U — R nollakohdat eiviit

ole milloinkaan eristettyjd.

Todistus. Todistus perustuu ldhteen [3, s. 6] todistukseen.

Olkoon funktio f harmoninen ja reaaliarvoinen avoimessa, epityhjissi joukossa U ¢ R3. Olkoon
sellainen pistea € U, etti f(a) = 0jasellainen side r > 0, etti suljettu pallo B, (a) C U. Keskiarvo-
ominaisuuden nojalla keskiarvo pallopinnan 0B, (a) yli tdytyy olla nolla, jolloin joko funktio f
madrittdd kaikki pisteet x € dB,-(a) nollaksi tai f saa yhté paljon positiivisia ja negatiivisia arvoja

pinnan yli, jotta keskiarvoksi muodostuu nolla.

Jalkimmdiisessd tapauksessa pallopinnan d B, (a) yhtendisyys johtaa esimerkiksi Bolzanon lauseen

nojalla siihen, ettd funktiolla f on ainakin yksi nollakohta pallopinnassa d B, (a).

Téten funktiolla f on nollakohta kaikilla riittdvin pieniséteisilld a-keskisilld pallopinnoilla ja piste

a ei ole eristetty funktion f nollakohta. O
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5. YHTEENVETO

Tadmén tutkielman tarkoituksena oli tutustua harmonisiin funktioihin ja niiden perusominaisuuk-
siin. Tutkielman Luvussa 2 esiteltiin ominaisuuksien tarkastelun kannalta olennaiset méaritelmat,
merkinnit ja tulokset. Luvussa 3 tarkasteltiin harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksia eli
harmonisuuden sdilymisti erilaisten muutoksien suhteen. Harmonisuus todettiin séilyvin funktioi-
den summien, skalaarilla kertomisen, siirtojen, skaalausten ja kiertojen suhteen. Lopuksi Luvussa
4 tutkittiin harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuutta, jolle johdettiin kaksi eri versiota:

pinta-ala- ja tilavuusversio.

Tyossi rajoituttiin euklidiseen avaruuteen R3, miki mahdollisti yksinkertaisemman ja havainnol-
listavamman sisdllon. Tyon tavoitteena oli esittdd harmonisten funktioiden perusominaisuuksia

tasmadllisesti ja hyvin perustellusti.

Tutkielmassa kisiteltyjen keskeisimpien ominaisuuksien lisdksi harmonisilla funktioilla on lukui-
sia muitakin ominaisuuksia. Erityisesti rajauksen myoti tyon ulkopuolelle jéitetty maksimiperiaate
on yksi keskiarvo-ominaisuuden merkittavimmistd seurauksista. Mainittakoon liséksi, ettd harmo-
nisiin funktioihin liittyvéi kirjallisuutta 10ytyy laajasti, ja tyon keskeisimmaisti teoksesta kisiteltiin
vain alkuosan tuloksia, joten tutkielma toimii kevyenéd johdatuksena aiheeseen. TyOssd kisitel-
lyt ominaisuudet muodostavat perustan harmonisten funktioiden laajemmalle teorialle ja niiden

sovellusten tarkastelulle.
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