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Tässä kandidaatintutkielmassa tarkastellaan harmonisten funktioiden keskeisiä pe-
rusominaisuuksia euklidisessa avaruudessa ℝ3. Tavoitteena on muodostaa matemaat-
tisesti täsmällinen tarkastelu harmonisten funktioiden teoriasta. Tutkielman alussa esi-
tellään teorian kannalta välttämättömät esitiedot, merkinnät ja määritelmät, kuten myös
harmonisen funktion käsite.

Esitietojen jälkeen keskitytään tarkastelemaan harmonisten funktioiden ominaisuuk-
sia. Työssä käydään läpi harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksia, joihin kuuluu
harmonisuuden säilyminen funktioiden summien, skalaarilla kertomisen, siirtojen, skaa-
lausten ja kiertojen suhteen. Kyseiset ominaisuudet esitellään ja todistetaan yksityiskoh-
taisesti hyödyntämällä muun muassa osittaisderivaattojen ominaisuuksia.

Lopuksi tarkastellaan harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuutta, joka luo yhtey-
den tietyn pisteen funktion arvon ja sitä ympäröivien funktion arvojen keskiarvon välille.
Ominaisuudesta esitellään ja johdetaan pallon pintaan liittyvä pinta-alaversio ja koko pal-
lon tilavuuteen liittyvä tilavuusversio.

Avainsanat: harmoninen funktio, Laplacen yhtälön ratkaisut, keskiarvo-ominaisuus, inva-
rianssiominaisuudet, osittaisdifferentiaaliyhtälöt
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TEKOÄLYN KÄYTTÖ TÄSSÄ TYÖSSÄ

Opinnäytteessäni on käytetty tekoälysovelluksia

𝑥 Kyllä

Ei

Ilmoitukseni mukaan olen käyttänyt opinnäytteessäni prosessin aikana seuraavia tekoälysovelluk-
sia:

Sovellus Versio

Google Gemini 3.5 Flash

ChatGPT GPT-5.3

Tekoälyn käyttötarkoitus

Tässä opinnäytetyössä tekoälyä hyödynnettiin avustavana työkaluna LaTeX-koodikielen käytäntö-
jen oppimisessa sekä oikolukuvaiheessa selkeyden ja luettavuuden tarkistamisessa sekä palautteen
saamisena. Tekoälyn tuottamaa tekstiä ei ole sisällytetty työhön, eikä tekoälyä ole käytetty luotet-
tavana lähteenä työn sisällön luonnissa.

Osiot, joissa tekoälyä on käytetty

Tekoälyä hyödynnettiin oikolukuvaiheessa Luvuissa 2, 3 ja 4.

Riskien tiedostaminen

Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mukaan lukien osat,
joiden tuottamisessa on hyödynnetty tekoälyä, ja hyväksyn vastuun mahdollisista tästä seuranneista
eettisten ohjeiden rikkomuksista.
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LYHENTEET JA MERKINNÄT

ℝ Reaaliluvut

ℝ3 Kolmiulotteinen reaaliavaruus

∥x∥ Pisteen x normi (etäisyys origosta)

∥a − b∥ Pisteiden a ja b välinen etäisyys

𝐵𝑟 (x) 𝑟-säteinen x-keskinen avoin pallo

𝐵𝑟 (x) 𝑟-säteinen x-keskinen suljettu pallo

𝜕𝐵𝑟 (x) 𝑟-säteisen x-keskisen pallon pinta

∇ 𝑓 Funktion 𝑓 gradientti

Δ 𝑓 Funktion 𝑓 Laplacen operaattori
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1. JOHDANTO

Harmoniset funktiot ovat keskeinen osa matemaattista analyysiä ja osittaisdifferentiaaliyhtälöiden
teoriaa. Niillä on merkittävä rooli monilla matematiikan, fysiikan ja tekniikan osa-alueilla [3], ku-
ten sähköstatiikassa ja lämmönjohtavuudessa. Esimerkiksi lämpöopissa tasapainotilan lämpötilaja-
kaumassa tietyn pisteen lämpötila määräytyy sitä ympäröivien pisteiden lämpötilojen keskiarvona.
Tämä ilmiö on yhteydessä harmonisten funktioiden ominaisuuksiin. Yksinkertaisuudessaan funk-
tio on harmoninen, jos sen toisten osittaisderivaattojen summa on yhtä suuri kuin nolla. Tämä ehto
takaa funktiolle monia merkittäviä ominaisuuksia, kuten edellä kuvaillun keskiarvo-ominaisuuden,
joita tässä työssä tarkastellaan.

Tämän tutkielman tavoitteena on esitellä harmonisten funktioiden keskeisiä perusominaisuuksia
sekä tarkastella niiden todistuksia yksityiskohtaisesti. Työssä keskitytään harmonisten funktioiden
invarianssiominaisuuksiin sekä keskiarvo-ominaisuuteen. Tässä työssä tarkastelu rajoittuu eukli-
diseen avaruuteen ℝ3.

Tutkielma pohjautuu pääosin Axlerin kirjan Harmonic Function Theory [3] ensimmäiseen lukuun,
mutta vastaavaa teoriaa löytää esimerkiksi myös lähteessä [6]. Tämän tutkielman Luvussa 2 esi-
tellään harmonisten funktioiden teorian tarkastelun kannalta keskeiset esitiedot, määritelmät ja
merkinnät, joita hyödynnetään läpi koko työn. Samassa Luvussa käydään läpi myös harmonis-
ten funktioiden määritelmä ja joitakin esimerkkejä niistä. Luvussa 3 tarkastellaan harmonisten
funktioiden invarianssiominaisuuksia eli muutoksia, joiden yli funktion harmonisuus säilyy. Työs-
sä harmonisuuden invarianssia tutkitaan funktioiden summien, skalaarilla kertomisen, siirtojen,
skaalausten sekä kiertojen suhteen. Lopuksi Luvussa 4 käsitellään keskiarvo-ominaisuutta, joka
on yksi harmonisten funktioiden merkittävimmistä ominaisuuksista. Ominaisuudelle johdetaan
yksityiskohtaisesti sekä pinta-ala- että tilavuusversio.



2

2. ESITIEDOT

Tässä luvussa esitellään harmonisten funktioiden ominaisuuksien tarkastelussa tarvittavia tuloksia,
määritelmiä ja merkintöjä. Ensin määritellään euklidisten avaruuksien pallot, joiden avulla voidaan
määritellä avoimet joukot. Toisessa aliluvussa käsitellään työn kannalta keskeistä differentiaalilas-
kennan teoriaa. Tämän jälkeen esitellään Laplacen operaattori, määritellään harmoninen funktio
sekä lisäksi käydään läpi muutama esimerkki harmonisista funktioista. Neljännessä aliluvussa esi-
tellään ortogonaalisiin kuvauksiin liittyvää teoriaa, joka on olennaista funktioiden kiertojen kan-
nalta. Lopuksi käsitellään integraalilaskennan tuloksia, jotka muodostavat perustan harmonisten
funktioiden keskiarvo-ominaisuudelle. Tämän luvun sisältö perustuu lähteisiin [1, 2, 3, 4, 8].

2.1 Pallot ja avoimet joukot

Tässä aliluvussa määritellään euklidisten avaruuksien pallot ja avoimet joukot. Harmoniset funk-
tiot esiintyvät avoimissa osajoukoissa, ja pallojen määritelmää hyödynnetään työssä myöhemmin
myös harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuutta tarkasteltaessa. Pallot määritellään pistei-
den etäisyyksien eli normien avulla. Lisäksi pistetuloa hyödynnetään laajalti työn myöhemmissä
luvuissa, joten myös sen määritelmä käydään läpi.

Määritelmä 2.1 (Pistetulo ja normi). Olkoot pisteet a, b ∈ ℝ3, missä a = (𝑎𝑥 , 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧) ja b =

(𝑏𝑥 , 𝑏𝑦 , 𝑏𝑧). Pisteiden a ja b välinen pistetulo, jota merkitään symbolilla ·, määritellään asettamalla

a · b = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 .

Pisteen a pituus eli normi määritellään asettamalla

∥a∥ =
√︃
𝑎2
𝑥 + 𝑎2

𝑦 + 𝑎2
𝑧 .

Koska a · a = 𝑎2
𝑥 + 𝑎2

𝑦 + 𝑎2
𝑧 , niin pisteen a normi voidaan esittää myös muodossa ∥a∥ = (a · a)1/2.

Pisteiden a ja b välinen etäisyys on

∥a − b∥ =
√︃
(𝑎𝑥 − 𝑏𝑥)2 + (𝑎𝑦 − 𝑏𝑦)2 + (𝑎𝑧 − 𝑏𝑧)2.

Määritelmä 2.2 (Pallot). Olkoon x0 ∈ ℝ3 ja olkoon 𝑟 positiivinen reaaliluku. Määritellään x0-
keskinen 𝑟-säteinen avoin pallo asettamalla

𝐵𝑟 (x0) = {x ∈ ℝ3 : ∥x − x0∥ < 𝑟}
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ja suljettu pallo asettamalla

𝐵𝑟 (x0) = {x ∈ ℝ3 : ∥x − x0∥ ≤ 𝑟}.

Määritellään myös x0-keskisen 𝑟-säteisen pallon pallopinta asettamalla

𝜕𝐵𝑟 (x0) = 𝐵𝑟 (x0) \ 𝐵𝑟 (x0) = {x ∈ ℝ3 : ∥x − x0∥ = 𝑟}.

Pallojen määritelmien ymmärtämistä voi helpottaa ajattelemalla avoimen pallon koostuvan kaikista
pisteistä x ∈ ℝ3, joiden etäisyys pallon keskipisteestä x0 on pienempi kuin pallon säde 𝑟. Suljetussa
pallossa pisteet voivat sijaita myös säteen 𝑟 etäisyydellä keskipisteestä, ja puolestaan pallopinta
koostuu ainoastaan pisteistä, jotka ovat täsmälleen säteen 𝑟 etäisyydellä keskipisteestä.

Harmoniset funktiot määritellään avoimissa osajoukoissa. Osajoukon avoimuus on välttämätön
edellytys funktioiden osittaisderivaattojen määrittämiselle, ja funktion harmonisuus vaatii sen tois-
ten osittaisderivaattojen olemassaoloa. Määritellään seuraavaksi avoin joukko pallon määritelmän
avulla.

Määritelmä 2.3. Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 epätyhjä joukko. Jos jokaista joukon 𝑈 pistettä x kohden on
olemassa sellainen pisteestä x riippuva säde 𝑟 > 0, että 𝐵𝑟 (x) ⊂ 𝑈, niin joukkoa 𝑈 kutsutaan
avoimeksi joukoksi.

2.2 Differentiaalilaskennan teoriaa

Tässä aliluvussa esitellään työn kannalta olennaisia differentiaalilaskennan tuloksia, joita hyödyn-
netään myöhemmin harmonisten funktioiden ominaisuuksien todistamisessa. Lukijalta oletetaan
differentiaalilaskennan perusosaaminen, kuten ymmärrys ketjusäännöstä ja tulon derivoimissään-
nöstä. Ensin käydään läpi osittaisderivaatan määritelmä, jonka avulla muodostetaan gradientti ja
Laplacen operaattori. Nämä käsitteet ovat keskeisiä harmonisen funktion määritelmän kannalta.

Määritelmä 2.4 (Osittaisderivaatta). Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko. Funktion 𝑓 : 𝑈 → ℝ osittais-
derivaatta pisteessä x ∈ 𝑈 muuttujan 𝑥𝑖 suhteen määritellään asettamalla

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
(x) = lim

ℎ→0

𝑓 (x + ℎe𝑖) − 𝑓 (x)
ℎ

,

mikäli raja-arvo on olemassa. Määritelmässä e𝑖 on yksikkövektori, jonka 𝑖:s komponentti on 1 ja
muut komponentit ovat nollia.

Määritelmä 2.5 (Gradientti). Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko ja funktio 𝑓 : 𝑈 → ℝ derivoituva.
Määritellään funktion 𝑓 gradientti asettamalla

∇ 𝑓 =

(︃
𝜕 𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕 𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕 𝑓

𝜕𝑧

)︃
.

Määritelmä 2.6 (Divergenssi). Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko ja F : 𝑈 → ℝ3 derivoituva vektori-
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kenttä, joka on muotoa F = (𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧). Vektorikentän F divergenssi on

div F =
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
.

Esitellään seuraavaksi joukko 𝐶𝑘 (𝑈), johon sisältyy kaikki joukossa 𝑈 määritellyt funktiot, jot-
ka ovat 𝑘-kertaa jatkuvasti derivoituvia. Merkinnän käyttöönotto vähentää toistoa ja selkeyttää
myöhempiä lauseita.

Määritelmä 2.7. Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko. Määritellään ensin joukko

𝐶0(𝑈) = 𝐶 (𝑈),

missä joukko 𝐶 (𝑈) sisältää kaikki jatkuvat funktiot 𝑓 : 𝑈 → ℝ.

Määritellään induktiivisesti joukko 𝐶𝑘 (𝑈). Funktio 𝑓 kuuluu joukkoon 𝐶𝑘 (𝑈), jos ja vain jos

𝑓 ∈ 𝐶𝑘−1(𝑈) ja
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐶𝑘−1(𝑈)

kaikilla 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. Toisin sanoen, joukko 𝐶𝑘 (𝑈) sisältää kaikki funktiot 𝑓 : 𝑈 → ℝ, jotka ovat
𝑘-kertaa jatkuvasti derivoituvia. Esimerkiksi kaikki funktiot 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) ovat kahdesti jatkuvasti
derivoituvia.

Joukon 𝐶∞(𝑈) funktiot ovat äärettömästi jatkuvasti derivoituvia ja niitä kutsutaan sileiksi. Joukko
𝐶∞(𝑈) on epätyhjä, sillä se sisältää esimerkiksi kaikki polynomifunktiot.

2.3 Laplacen operaattori ja harmoninen funktio

Harmoninen funktio määritellään Laplacen operaattorin avulla, joka muodostuu funktion tois-
ten osittaisderivaattojen summasta. Laplacen operaattori muodostetaan kaksinkertaisen gradientin
avulla, missä gradienttien välinen pistetulo johtaa osittaisderivaattojen summaukseen.

Määritelmä 2.8 (Laplacen operaattori). Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko. Määritellään funktion
𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) Laplacen operaattori asettamalla

Δ 𝑓 =
𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2 + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2 + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2 .

Laplacen operaattori määritellään gradienttien välisen pistetulon avulla asettamalla Δ 𝑓 = ∇ · ∇ 𝑓

eli ∇ käyttäytyy vektorin tavoin.

Laplacen operaattorilla on monia merkittäviä ominaisuuksia, kuten sen lineaarisuus. Lineaarisuutta
hyödynnetään seuraavassa luvussa harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksien todistuksis-
sa.
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Määritelmä 2.9 (Harmoninen funktio). Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko. Funktio 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) on
harmoninen joukossa 𝑈, jos se toteuttaa Laplacen yhtälön eli

Δ 𝑓 = 0.

Seuraavaksi käydään läpi muutama esimerkki harmonisista funktioista. Ensimmäinen esimerk-
ki havainnollistaa määritelmää käytännössä, kun puolestaan jälkimmäinen on merkittävä myös
myöhemmässä tarkastelussa.

Esimerkki 2.10. Olkoon funktio 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 sin(𝑦). Funktion toiset osittaisderivaatat ovat

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2 = 𝑒𝑥 sin(𝑦) ja
𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2 = −𝑒𝑥 sin(𝑦).

Huomataan, että funktio 𝑓 on harmoninen, sillä

Δ 𝑓 = 𝑒𝑥 sin(𝑦) − 𝑒𝑥 sin(𝑦) = 0.

Lisäksi on helppo todeta, että kaikki ensimmäisen asteen polynomit ovat harmonisia, sillä niiden
gradientit sisältävät vain vakioita ja toiset osittaisderivaatat ovat nollia. Seuraavan funktion har-
monisuuden tutkiminen ja osoittaminen on oleellista, koska funktion harmonisuutta hyödynnetään
myöhemmässä luvussa harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuuden todistuksessa.

Esimerkki 2.11. Tarkastellaan funktiota 𝑓 (x) = ∥x∥2−𝑛. Osoitetaan, että funktio 𝑓 on harmoninen
joukossa ℝ3 \ {0}. Tällöin funktio pelkistyy muotoon 𝑓 (x) = ∥x∥−1, jossa ∥x∥ = (𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝑥2

3)
1/2.

Funktio 𝑓 on kolmen funktion yhdistetty funktio, minkä Laplacen operaattori saadaan laskettua
hyödyntämällä ketjusääntöä. Sisäfunktion ∥x∥ osittaisderivaatta muuttujan 𝑥𝑖 suhteen on

𝜕∥x∥
𝜕𝑥𝑖

=
1
2
(𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝑥2

3)
−1/2 2𝑥𝑖 =

𝑥𝑖

(𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3)1/2 =

𝑥𝑖

∥x∥ .

Funktion 𝑓 ensimmäinen derivaatta muuttujan 𝑥𝑖 suhteen on

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
= (−1)∥x∥−2 𝜕∥x∥

𝜕𝑥𝑖
= −∥x∥−2 𝑥𝑖

∥x∥ = − 𝑥𝑖

∥x∥3 .

Toinen osittaisderivaatta saadaan muodostettua hyödyntämällä tulon derivoimissääntöä, jolloin

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
𝑖

= − 1
∥x∥3 − (−3)𝑥𝑖 ∥x∥−4 𝑥𝑖

∥x∥

= 3𝑥2
𝑖 ∥x∥−5 − ∥x∥−3.

Funktion Laplacen operaattori saadaan muodostettua summaamalla indeksien 𝑖 ∈ {1, 2, 3} yli,
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jolloin

Δ 𝑓 (x) =
3∑︁
𝑖=1

(︃
3𝑥2

𝑖 ∥x∥−5 − ∥x∥−3
)︃

=

3∑︁
𝑖=1

3𝑥2
𝑖 ∥x∥−5 −

3∑︁
𝑖=1

∥x∥−3

= 3∥x∥−5
3∑︁
𝑖=1

𝑥2
𝑖 − ∥x∥−3

3∑︁
𝑖=1

1. (2.1)

Koska
3∑︁
𝑖=1

𝑥2
𝑖 = 𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝑥2

3 = ((𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3)

1/2)2 = ∥x∥2

ja
3∑︁
𝑖=1

1 = 3,

niin sijoittamalla nämä yhtälöön (2.1), saadaan

Δ 𝑓 (x) = 3∥x∥−5∥x∥2 − 3∥x∥−3

= 3∥x∥−3 − 3∥x∥−3

= 0.

Koska Δ 𝑓 = 0, niin funktio 𝑓 on harmoninen joukossa ℝ3 \ {0}.

2.4 Ortogonaaliset kuvaukset

Tässä aliluvussa tarkastellaan ortogonaalisiin kuvauksiin liittyvää teoriaa, jota tarvitaan myöhem-
min harmonisten funktioiden kiertojen tarkasteluun. Oleellisin tieto liittyy ortogonaalisen matriisin
sarake- ja rivivektorien ortonormaalisuuteen.

Määritelmä 2.12. Lineaarista kuvausta 𝑇 : ℝ3 → ℝ3 kutsutaan ortogonaaliseksi, jos se säilyttää
normin eli

∥𝑇 (x)∥ = ∥x∥

kaikilla x ∈ ℝ3.

Ortogonaalisesta kuvauksesta voidaan muodostaa matriisiesitys kantavektoreiden avulla. Tämän
vuoksi vektoreiden ortonormaalisuuden määritelmä (katso esimerkiksi [2, s. 197]) on olennainen.

Määritelmä 2.13. Vektoreiden joukko on ortonormaali, jos jokaisen vektorin normi on 1 ja
jokainen vektori on ortogonaalinen kaikkiin muihin joukon vektoreihin. Toisin sanoen joukko
{𝑣1, . . . , 𝑣𝑚} on ortonormaali, jos

𝑣 𝑗 · 𝑣𝑘 = 𝛿 𝑗𝑘 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, kun 𝑗 = 𝑘,

0, kun 𝑗 ≠ 𝑘
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kaikilla 𝑗 , 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑚}.

Lause 2.14. Ortogonaalisen matriisin sarake- ja rivivektorit muodostavat ortonormaalin joukon.

Todistus. Todistus löytyy esimerkiksi lähteestä [7, s. 387–388].

2.5 Integraalilaskennan teoriaa

Seuraavaksi esitellään työn kannalta tärkeitä integraalilaskennan tuloksia, joihin monet harmonisten
funktioiden ominaisuudet perustuvat. Useat harmonisten funktioiden perusominaisuudet, kuten
tämän työn keskiössä oleva keskiarvo-ominaisuus, seuraavat Greenin kaavasta [3, s. 4]. On myös
tärkeää käydä läpi divergenssilause, joka luo yhteyden pinta- ja tilavuusintegraalin välille ja jonka
avulla Greenin kaava todistetaan.

Lause 2.15 (Gaussin divergenssilause). Olkoon𝑉 ⊂ ℝ3 avoin joukko ja F : 𝑉 → ℝ3 jatkuvasti de-
rivoituva vektorikenttä. Olkoon𝑈 ⊂ 𝑉 sellainen rajoitettu ja suljettu osajoukko, että sen reuna 𝜕𝑈

on paloittain sileä, toisin sanoen 𝜕𝑈 =
⋃︁𝑚

𝑘=1 𝜕𝑈𝑘 , missä jokainen osajoukko 𝜕𝑈𝑘 on sileä. Jokai-
selle pinnalle 𝜕𝑈𝑘 voidaan määritellä ulkoyksikkönormaalivektorikenttä n eli pinnasta ulospäin
osoittava yksikkövektorikenttä. Tällöin∫

𝑈

div F 𝑑𝑉 =

∫
𝜕𝑈

F · n 𝑑𝑠. (2.2)

Todistus. Todistus löytyy lähteestä [8, s. 464–465].

Lause 2.16 (Greenin kaava). Olkoon 𝑉 ⊂ ℝ3 avoin joukko ja𝑈 ⊂ 𝑉 sellainen rajoitettu ja suljettu
joukko, että sen reuna 𝜕𝑈 on paloittain sileä. Jos funktiot 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶2(𝑉), niin∫

𝑈

( 𝑓Δ𝑔 − 𝑔Δ 𝑓 ) 𝑑𝑉 =

∫
𝜕𝑈

( 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 ) 𝑑𝑠,

missä 𝐷n on derivaatta ulkoyksikkönormaalivektorikentän n suuntaan eli 𝐷n 𝑓 = ∇ 𝑓 · n.

Todistus. Todistus seuraa ja täydentää lähteen [3, s. 4] todistusta. Greenin kaava johdetaan Gaussin
divergenssilauseesta (Lause 2.15). Kun sijoitetaan F = 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 kaavaan (2.2), niin∫

𝑈

div ( 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 ) 𝑑𝑉 =

∫
𝜕𝑈

( 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 ) · n 𝑑𝑠.

Hyödyntämällä tulon derivoimissääntöä saadaan integraalin sisällä oleva divergenssitermi laskettua
seuraavasti:

div ( 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 ) = div ( 𝑓∇𝑔) − div(𝑔∇ 𝑓 )

= ∇ · ( 𝑓∇𝑔) − ∇ · (𝑔∇ 𝑓 )

= (∇ 𝑓 · ∇𝑔 + 𝑓Δ𝑔) − (∇𝑔 · ∇ 𝑓 − 𝑔Δ 𝑓 ).
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Koska pistetulo · on kommutatiivinen, niin ∇ 𝑓 · ∇𝑔 = ∇𝑔 · ∇ 𝑓 . Tällöin

div ( 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 ) = 𝑓Δ𝑔 − 𝑔Δ 𝑓 . (2.3)

Kun F = 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 , yhtälön (2.2) oikean puolen pistetulo sievenee seuraavasti:

F · n = ( 𝑓∇𝑔 − 𝑔∇ 𝑓 ) · n

= 𝑓 (∇𝑔 · n) − 𝑔(∇ 𝑓 · n)

= 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 . (2.4)

Nyt sijoittamalla yhtälöt (2.3) ja (2.4) Gaussin divergenssilauseen kaavaan (2.2) saadaan yhtälö:∫
𝑈

( 𝑓Δ𝑔 − 𝑔Δ 𝑓 ) 𝑑𝑉 =

∫
𝜕𝑈

( 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 ) 𝑑𝑠.

Soveltamalla Greenin kaavaa saadaan muodostettua seuraava tulos, joka on hyödyllinen keskiarvo-
ominaisuuden todistuksessa.

Seuraus 2.17. Olkoon funktio 𝑓 harmoninen joukossa𝑉 ⊂ ℝ3 ja joukko𝑈 ⊂ 𝑉 sellainen rajoitettu
ja suljettu joukko, että sen reuna 𝜕𝑈 on paloittain sileä. Kun 𝑔 ≡ 1, niin∫

𝜕𝑈

𝐷n 𝑓 𝑑𝑠 = 0.

Seuraavaksi määritellään pallokoordinaatistoesitys, jonka avulla johdetaan myöhemmin toinen
esitystapa keskiarvo-ominaisuudelle. Kolmiulotteisessa avaruudessa pallon tilavuuden integroin-
ti pystytään suorittamaan yksinkertaisemmin pallokoordinaatistossa, jossa pisteet on määritelty
kulmien ja etäisyyksien avulla.

Määritelmä 2.18. Pisteen x = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 pallokoordinaatit ovat (𝑟, 𝜃, 𝜙), jotka on määritelty
seuraavasti:

𝑥 = 𝑟 sin 𝜙 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜙 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜙,

missä
𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋.

Seuraavan lauseen todistus perustuu muuttujanvaihtolauseeseen sekä Jacobin determinanttiin, joi-
den avulla integraalin muuttujat vaihdetaan. Muuttujanvaihtolause, sen todistus sekä pallokoordi-
naattimuutokseen liittyvä Jacobin determinantti esitetään esimerkiksi lähteessä [5, s. 67–69].

Lause 2.19. Siirryttäessä karteesisista koordinaateista (𝑥, 𝑦, 𝑧) pallokoordinaatteihin (𝑟, 𝜃, 𝜙) ti-
lavuusintegraalin tilavuusalkio on 𝑑𝑉 = 𝑟2 sin 𝜙 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜙.
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Lause 2.20. Olkoon funktio 𝑓 integroituva joukossa 𝐵𝑅 (x0). Tällöin toteutuu∫
𝐵𝑅 (x0 )

𝑓 𝑑𝑉 = 4𝜋
∫ 𝑅

0
𝑟2

∫
𝑆

𝑓 (x0 + 𝑟𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻) 𝑑𝑟, (2.5)

missä 𝑆 on yksikköpallon pinta ja 𝜎 on pinnalle 𝑆 määritelty normalisoitu pinta-mitta eli 𝜎(𝑆) =∫
𝑆
𝑑𝜎 = 1.

Todistus. Oletetaan, että pallo on origokeskinen eli x0 = 0. Olkoon piste x = 𝑟𝜻 , missä

𝜻 (𝜙, 𝜃) = (sin 𝜙 cos 𝜃, sin 𝜙 sin 𝜃, cos 𝜙)

on piste pinnalla 𝑆. Tehdään tilavuusintegraalille koordinaatistomuutos pallokoordinaatteihin, jol-
loin ∫

𝐵𝑅 (0)
𝑓 (x) 𝑑𝑉 =

∫ 𝑅

0

∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝑟𝜻 ) 𝑟2 sin 𝜙 𝑑𝜃 𝑑𝜙 𝑑𝑟

=

∫ 𝑅

0
𝑟2

(︃ ∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝑟𝜻 ) sin 𝜙 𝑑𝜃 𝑑𝜙

)︃
𝑑𝑟. (2.6)

Koska yksikköpallon pinta-ala on
∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋
0 sin 𝜙 𝑑𝜃 𝑑𝜙 = 4𝜋, niin normalisoitu pinta-mitta voidaan

valita seuraavasti:
𝑑𝜎(𝜻) = 1

4𝜋
sin 𝜙 𝑑𝜃 𝑑𝜙.

Tällä valinnalla integraalin (2.6) sisempi integraali saadaan muotoon:∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝑟𝜻 ) sin 𝜙 𝑑𝜃 𝑑𝜙 = 4𝜋

∫
𝑆

𝑓 (𝑟𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ),

jolloin ∫ 𝑅

0
𝑟2

(︃ ∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝑟𝜻) sin 𝜙 𝑑𝜃 𝑑𝜙

)︃
𝑑𝑟 = 4𝜋

∫ 𝑅

0
𝑟2

∫
𝑆

𝑓 (𝑟𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻) 𝑑𝑟.

Koska tulos ei ole riippuvainen pallon keskipisteen sijainnista, yleinen muoto saadaan siirtämällä
origokeskinen tulos pisteeseen x0, jolloin∫

𝐵𝑅 (x0 )
𝑓 𝑑𝑉 = 4𝜋

∫ 𝑅

0
𝑟2

∫
𝑆

𝑓 (x0 + 𝑟𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻) 𝑑𝑟.



10

3. HARMONISTEN FUNKTIOIDEN
INVARIANSSIOMINAISUUDET

Tässä luvussa tarkastellaan harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksia. Ominaisuuksia kä-
sitellään samassa järjestyksessä kuin kirjassa [3, s. 2–4]. Tässä työssä invarianssilla tarkoitetaan
funktion harmonisuuden säilymistä erilaisten muutosten suhteen. Ensimmäiseksi tutkitaan harmo-
nisten funktioiden summia ja skalaarilla kertomista. Tämän jälkeen keskitytään funktioiden siir-
toihin ja skaalauksiin, ja lopuksi tarkastellaan kiertoja ortogonaalisten kuvauksien kautta. Luvun
sisältö perustuu lähteisiin [2, 3, 4, 8].

3.1 Summat ja skalaarilla kertominen

Funktioiden summilla tarkoitetaan kahden funktion yhteenlaskua ja skalaarilla kertomisella tu-
loa funktion ja jonkin skalaarin eli vakiona pysyvän arvon välillä. Harmonisuuden säilyminen
näiden operaatioiden yli perustuu Laplacen operaattorin lineaarisuuteen. Koska lineaarikombi-
naatio on skalaareilla kerrottujen funktioiden summa, riittää tarkastella harmonisten funktioiden
lineaarikombinaation harmonisuutta.

Lause 3.1. Harmonisten funktioiden 𝑓 ja 𝑔 lineaarikombinaatio 𝛼 𝑓 + 𝛽𝑔 on harmoninen kaikilla
𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. Toisin sanoen harmoniset funktiot muodostavat vektoriavaruuden.

Todistus. Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko ja funktiot 𝑓 : 𝑈 → ℝ sekä 𝑔 : 𝑈 → ℝ harmonisia.
Laplacen operaattorin lineaarisuudesta seuraa, että

Δ(𝛼 𝑓 + 𝛽𝑔) (x) = Δ(𝛼 𝑓 ) (x) + Δ(𝛽𝑔) (x) = 𝛼Δ 𝑓 (x) + 𝛽Δ𝑔(x).

Koska funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat harmonisia, niin Δ 𝑓 = 0 ja Δ𝑔 = 0. Tällöin

Δ(𝛼 𝑓 + 𝛽𝑔) (x) = 0,

joten lineaarikombinaatio 𝛼 𝑓 + 𝛽𝑔 on harmoninen joukossa 𝑈.

3.2 Siirrot ja skaalaukset

Funktion y-suuntaisella siirrolla tarkoitetaan funktion argumentin siirtämistä johonkin suuntaan
y ∈ ℝ3. Puolestaan 𝑟-suuruisella skaalauksella tarkoitetaan funktion argumentin kertomista posi-
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tiivisella skalaarilla 𝑟,minkä jälkeen funktio vaikuttaa koordinaatistossa venytetyltä tai kutistuneel-
ta alkuperäiseen verrattuna. Seuraavaksi tutkitaan tarkemmin harmonisuuden säilymistä kyseisten
muutosten suhteen.

Määritelmä 3.2 (Siirto). Olkoon joukko 𝑈 ⊂ ℝ3 ja y ∈ ℝ3. Määritellään y-suuntainen siirto
funktiolle 𝑓 : 𝑈 → ℝ asettamalla

( 𝑓 ◦ 𝑡y) (x) = 𝑓 (x − y),

missä sisäfunktio 𝑡y(x) = x − y kaikilla x ∈ 𝑈 + y = {w + y : w ∈ 𝑈}.

Lause 3.3. Olkoon y ∈ ℝ3. Jos funktio 𝑓 on harmoninen avoimessa joukossa 𝑈 ⊂ ℝ3, niin sen
y-suuntainen siirto 𝑓 ◦ 𝑡y : 𝑈 + y → ℝ on harmoninen.

Todistus. Funktion y-suuntaisen siirron Laplacen operaattori on

Δ( 𝑓 ◦ 𝑡y) = ∇ · ∇( 𝑓 ◦ 𝑡y)

= ∇ ·
(︃
𝜕 ( 𝑓 ◦ 𝑡y)

𝜕𝑥1
,
𝜕 ( 𝑓 ◦ 𝑡y)

𝜕𝑥2
,
𝜕 ( 𝑓 ◦ 𝑡y)

𝜕𝑥3

)︃
=

𝜕2( 𝑓 ◦ 𝑡y)
𝜕𝑥2

1
+
𝜕2( 𝑓 ◦ 𝑡y)

𝜕𝑥2
2

+
𝜕2( 𝑓 ◦ 𝑡y)

𝜕𝑥2
3

. (3.1)

Merkitään z = 𝑡y(x) ja määritetään ketjusäännön avulla osittaisderivaatat muuttujan 𝑥𝑖 suhteen.
Koska molemmat funktiot 𝑓 ja 𝑡y on määritelty joukossa ℝ3, niiden yhdistetty funktio

𝑓 (𝑡y(x)) = 𝑓 (z) = 𝑓 (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = 𝑓 (𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2, 𝑥3 − 𝑦3).

Ketjusäännön nojalla

𝜕 ( 𝑓 ◦ 𝑡y)
𝜕𝑥𝑖

=
𝜕 ( 𝑓 (𝑡y(x))

𝜕𝑥𝑖

=
𝜕 ( 𝑓 (z))
𝜕𝑥𝑖

=

3∑︁
𝑗=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑧 𝑗

𝜕𝑧 𝑗

𝜕𝑥𝑖
.

Summasta jää jäljelle vain yksi termi, sillä

𝜕𝑧 𝑗

𝜕𝑥𝑖
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖) = 1, kun 𝑖 = 𝑗 ,

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑥 𝑗 − 𝑦 𝑗) = 0, kun 𝑖 ≠ 𝑗

eli

𝜕 ( 𝑓 ◦ 𝑡y)
𝜕𝑥𝑖

=

3∑︁
𝑗=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑧 𝑗

𝜕𝑧 𝑗

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕 𝑓

𝜕𝑧𝑖
◦ 𝑡y.
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Toinen osittaisderivaatta muuttujan 𝑥𝑖 suhteen saadaan vastaavasti samalla periaatteella, jolloin

𝜕2( 𝑓 ◦ 𝑡y)
𝜕𝑥2

𝑖

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃
𝜕 𝑓

𝜕𝑧𝑖

)︃
=

3∑︁
𝑗=1

𝜕2 𝑓

𝜕𝑧 𝑗𝜕𝑧𝑖

𝜕𝑧 𝑗

𝜕𝑥𝑖

=
𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
𝑖

◦ 𝑡y.

Sijoittamalla tämä yhtälöön (3.1) saadaan Laplacen operaattoriksi:

Δ( 𝑓 ◦ 𝑡y) =
𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
1
(z) + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
2
(z) + 𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
3
(z)

=
𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
1
◦ 𝑡y +

𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
2
◦ 𝑡y +

𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2
3
◦ 𝑡y

= Δ 𝑓 ◦ 𝑡y.

Jos funktio 𝑓 on harmoninen, niin Δ 𝑓 = 0 ja tästä seuraa, että Δ 𝑓 ◦ 𝑡y = 0. Täten harmonisten
funktioiden siirrot ovat harmonisia.

Määritelmä 3.4 (Skaalaus). Olkoon joukko 𝑈 ⊂ ℝ3, skalaari 𝑟 > 0 ja funktio 𝑓 : 𝑈 → ℝ.
Funktiolle 𝑓 voidaan määritellä 𝑟-suuruinen skaalaus, joka on funktio 𝑓𝑟 (x) = 𝑓 (𝑟x), missä

x ∈
(︃
1
𝑟

)︃
𝑈 =

{︃
1
𝑟

w : w ∈ 𝑈

}︃
.

Lause 3.5. Olkoon𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko ja skalaari 𝑟 > 0. Jos funktio 𝑓 : 𝑈 → ℝ on harmoninen,

niin sen 𝑟-suuruinen skaalaus 𝑓𝑟 :
(︃
1
𝑟

)︃
𝑈 → ℝ on harmoninen.

Todistus. Olkoon funktio 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) ja piste x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈
(︃
1
𝑟

)︃
𝑈.

Funktiolle 𝑓 määritelty 𝑟-suuruinen skaalaus 𝑓𝑟 (x) = 𝑓 (𝑟x) pystytään esittämään yhdistettynä
funktiona, jonka sisäfunktio 𝑠(x) = 𝑟x. Koska 𝑠(x) = (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) = (𝑟𝑥1, 𝑟𝑥2, 𝑟𝑥3), saadaan
määriteltyä sisäfunktion 𝑠 komponentin 𝑠𝑖 osittaisderivaatta muuttujan 𝑥𝑖 suhteen, joka on

𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 𝑟.

Soveltamalla ketjusääntöä funktion 𝑓𝑟 ensimmäiseen osittaisderivaattaan muuttujan 𝑥𝑖 suhteen
saadaan:

𝜕 𝑓𝑟

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓 (𝑟x) = 𝜕 𝑓

𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕 𝑓

𝜕𝑠𝑖
𝑟.

Toinen osittaisderivaatta voidaan laskea soveltamalla ketjusääntöä uudelleen, jolloin

𝜕2 𝑓𝑟

𝜕𝑥2
𝑖

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃
𝜕 𝑓

𝜕𝑠𝑖
𝑟

)︃
= 𝑟

(︄
𝜕2 𝑓

𝜕𝑠2
𝑖

𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑥𝑖

)︄
= 𝑟

(︄
𝜕2 𝑓

𝜕𝑠2
𝑖

𝑟

)︄
= 𝑟2 𝜕

2 𝑓

𝜕𝑠2
𝑖

.

Summaamalla kaikki toiset osittaisderivaatat saadaan määriteltyä skaalatun funktion 𝑓𝑟 Laplacen
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operaattori, joka on

Δ 𝑓𝑟 (x) =
3∑︁
𝑖=1

𝜕2 𝑓𝑟

𝜕𝑥2
𝑖

=

3∑︁
𝑖=1

𝑟2 𝜕
2 𝑓

𝜕𝑠2
𝑖

= 𝑟2(Δ 𝑓 ) (𝑟x).

Jos funktio 𝑓 on harmoninen, niin Δ 𝑓 = 0 kaikilla x ∈ (1/𝑟)𝑈. Tällöin myös skaalaus

Δ 𝑓𝑟 (x) = 𝑟2(Δ 𝑓 ) (𝑟x) = 0,

joten harmonisten funktioiden skaalaukset ovat myös harmonisia.

3.3 Kierrot

Seuraavaksi tarkastellaan, kuinka Laplacen operaattori käyttäytyy ortogonaalisten kuvausten kans-
sa. Harmonisilla funktioilla on merkittävä yhteys yksikköpallon säilyttäviin lineaarikuvauksiin,
jotka ovat määritelmän mukaisesti ortogonaalisia.

Lause 3.6. Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin ja epätyhjä. Jos 𝑇 on ortogonaalinen kuvaus ja 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈), niin

Δ( 𝑓 ◦ 𝑇) = (Δ 𝑓 ) ◦ 𝑇

joukossa 𝑇−1(𝑈) = {x ∈ ℝ3 : 𝑇 (x) ∈ 𝑈}.

Todistus. Todistus seuraa ja täydentää lähteen [3, s. 3] todistusta. Olkoon [𝑡 𝑗𝑘] ortogonaalisen
kuvauksen 𝑇 : ℝ3 → ℝ3 matriisiesitys standardikannassa ℝ3 ja olkoon funktio 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈), kun
𝑈 ⊂ ℝ3 on avoin ja epätyhjä. Merkitään matriisiesityksessä alkion ensimmäisellä indeksillä sen
riviä ja toisella saraketta. Koska ortogonaaliset kuvaukset ovat lineaarisia, voidaan kuvaus𝑇 esittää
luonnollisessa kannassa matriisina [𝑇] = [𝑡 𝑗𝑘], jolloin voidaan merkitä

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡11 𝑡12 𝑡13

𝑡21 𝑡22 𝑡23

𝑡31 𝑡32 𝑡33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥

𝑦

𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡11𝑥 + 𝑡12𝑦 + 𝑡13𝑧

𝑡21𝑥 + 𝑡22𝑦 + 𝑡23𝑧

𝑡31𝑥 + 𝑡32𝑦 + 𝑡33𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢1

𝑢2

𝑢3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Hyödyntämällä ketjusääntöä saadaan muodostettua yhdistetyn funktion 𝑓 ◦ 𝑇 ensimmäinen osit-
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taisderivaatta koordinaattimuuttujan 𝑥 suhteen, mikä on

𝜕

𝜕𝑥
( 𝑓 ◦ 𝑇) = 𝜕 𝑓

𝜕𝑢1
(𝑇 (x)) 𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑢2
(𝑇 (x)) 𝜕𝑢2

𝜕𝑥
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑢3
(𝑇 (x)) 𝜕𝑢3

𝜕𝑥

=
𝜕 𝑓

𝜕𝑢1
(𝑇 (x))𝑡11 +

𝜕 𝑓

𝜕𝑢2
(𝑇 (x))𝑡21 +

𝜕 𝑓

𝜕𝑢3
(𝑇 (x))𝑡31

=

3∑︁
𝑗=1

𝑡 𝑗1

(︃
𝜕

𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇.

Derivointi tulee suorittaa jokaisella rivillä, joten ensimmäinen osittaisderivointi tuottaa kolme
summattavaa termiä. Kun derivoidaan uudelleen muuttujan 𝑥 suhteen, jokainen näistä termeistä
tuottaa kolme termiä lisää, joten termejä toisessa osittaisderivaatassa on yhteensä yhdeksän. Tällöin

𝜕2

𝜕𝑥2 ( 𝑓 ◦ 𝑇) =
𝜕

𝜕𝑥

(︄ 3∑︁
𝑗=1

𝑡 𝑗1

(︃
𝜕

𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇

)︄
=

3∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘1

(︄ 3∑︁
𝑗=1

𝑡 𝑗1

(︃
𝜕

𝜕𝑢𝑘

𝜕

𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇

)︄
=

3∑︁
𝑗 ,𝑘=1

𝑡 𝑗1𝑡𝑘1

(︃
𝜕2

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇.

Osittaisderivaatat muille koordinaateille 𝑦 ja 𝑧 saadaan vastaavalla tavalla muuttamalla saraket-
ta, tarkemmin muuttujan 𝑦 osittaisderivaattoja tarkasteltaessa matriisiesityksen toinen sarake on
keskeinen ja muuttujaa 𝑧 tarkasteltaessa kolmas sarake.

Yhdistetyn funktion Laplacen operaattori Δ( 𝑓 ◦ 𝑇) saadaan muodostettua summaamalla kaikkien
muuttujien 𝑥, 𝑦 ja 𝑧 toiset osittaisderivaatat. Jos merkitään 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦 ja 𝑥3 = 𝑧, niin

Δ( 𝑓 ◦ 𝑇) =
3∑︁

𝑚=1

3∑︁
𝑗 ,𝑘=1

𝑡 𝑗𝑚𝑡𝑘𝑚

(︃
𝜕2

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇

=

3∑︁
𝑗 ,𝑘=1

(︄ 3∑︁
𝑚=1

𝑡 𝑗𝑚𝑡𝑘𝑚

)︄ (︃
𝜕2

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇.

Tarkastellaan suluissa olevaa summatermiä, joka on

3∑︁
𝑚=1

𝑡 𝑗𝑚𝑡𝑘𝑚 = 𝑡 𝑗1𝑡𝑘1 + 𝑡 𝑗2𝑡𝑘2 + 𝑡 𝑗3𝑡𝑘3 = (𝑡 𝑗1, 𝑡 𝑗2, 𝑡 𝑗3) · (𝑡𝑘1, 𝑡𝑘2, 𝑡𝑘3).

Huomataan, että summa on pistetulo kuvauksen𝑇 matriisiesityksen [𝑡 𝑗𝑘] kahden rivin välillä. Kos-
ka matriisi𝑇 on ortogonaalinen, sen sarake ja rivivektorit ovat Lauseen 2.14 nojalla ortonormaaleja
ja Määritelmän 2.13 perusteella

3∑︁
𝑚=1

𝑡 𝑗𝑚𝑡𝑘𝑚 = 𝛿 𝑗𝑘 ,
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missä 𝛿 𝑗𝑘 on Kroneckerin delta. Summasta jää jäljelle vain termit, joissa 𝑗 = 𝑘, jolloin

Δ( 𝑓 ◦ 𝑇) =
3∑︁

𝑗 ,𝑘=1
𝛿 𝑗𝑘

(︃
𝜕2

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢 𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇

=

3∑︁
𝑗=1

(︃
𝜕2

𝜕𝑢2
𝑗

𝑓

)︃
◦ 𝑇

=

(︃
𝜕2 𝑓

𝜕𝑢2
1
+ 𝜕2 𝑓

𝜕𝑢2
2
+ 𝜕2 𝑓

𝜕𝑢2
3

)︃
◦ 𝑇

= (Δ 𝑓 ) ◦ 𝑇.

Lause 3.7. Olkoon𝑈 ⊂ ℝ3 avoin ja epätyhjä joukko. Jos𝑇 on ortogonaalinen kuvaus ja 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈)
on harmoninen, niin funktion 𝑓 kierto 𝑓 ◦ 𝑇 on harmoninen.

Todistus. Lause 3.7 seuraa Lauseesta 3.6. Jos funktio 𝑓 on harmoninen, niin Δ 𝑓 = 0 ja Δ( 𝑓 ◦𝑇) =
(Δ 𝑓 ) ◦ 𝑇 = 0 eli harmonisen funktion kierto on harmoninen.
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4. KESKIARVO-OMINAISUUS

Harmonisten funktioiden yhteys palloihin on hyvin keskeinen asia harmonisten funktioiden teo-
riassa [3, s. 3]. Tätä yhteyttä kuvastaa parhaiten keskiarvo-ominaisuus, johon tämä luku kes-
kittyy. Keskiarvo-ominaisuus johdetaan Greenin kaavan (Lause 2.16) avulla ja ominaisuudesta
on olemassa useampia versioita, joista tässä työssä käsitellään kahta: pinta-ala- ja tilavuusver-
siota. Luvun sisältö perustuu lähteisiin [3, 8]. Seuraavaksi esiteltäviä aputuloksia hyödynnetään
keskiarvo-ominaisuuden todistuksessa.

Apulause 4.1. Olkoon funktio 𝑓 harmoninen avoimessa joukossa𝑉 ⊂ ℝ3 ja funktio 𝑔(x) = ∥x∥2−𝑛.

Olkoon lisäksi joukko 𝑈 = {x ∈ ℝ3 : 𝜌 < ∥x∥ < 1}, missä 𝜌 ∈ (0, 1) ja 𝑈 ⊂ 𝑉. Tällöin∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 =

∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠, (4.1)

missä 𝑆 = {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 1} ja 𝑆𝜌 = {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 𝜌} muodostavat reunan 𝜕𝑈.

Todistus. Todistus noudattaa lähteen [3, s. 5] todistusta. Sovelletaan Greenin kaavaa (Lause 2.16)
joukkoon 𝑈 ja funktioon 𝑔(x) = ∥x∥2−𝑛, joka todettiin Esimerkissä 2.11 harmoniseksi joukossa
ℝ3 \ {0}. Molempien funktioiden harmonisuudesta seuraa, että Δ𝑔 = 0 sekä Δ 𝑓 = 0 ja tällöin
Greenin kaava saadaan muotoon

0 =

∫
𝜕𝑈

( 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 ) 𝑑𝑠. (4.2)

Joukon 𝑈 reuna 𝜕𝑈 = {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 𝜌} ∪ {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 1} voidaan jakaa kahteen joukkoon:
𝑆 = {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 1} ja 𝑆𝜌 = {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 𝜌}. Tällöin joukot 𝑆 ja 𝑆𝜌 muodostavat omat
määritelmän mukaiset pallopinnat.

Joukon 𝑆 pisteiden ulkoyksikkönormaalit n osoittavat origosta poispäin. Puolestaan joukon 𝑆𝜌 ul-
koyksikkönormaalit osoittavat origoa kohti, sillä 𝑆𝜌 on joukon 𝑈 sisempi reuna ja ulkonormaalit
osoittavat pois joukosta 𝑈. Joukkojen ulkoyksikkönormaalit osoittavat siis vastakkaisiin suuntiin,
mikä voidaan ottaa huomioon antamalla joukon 𝑆𝜌 ulkoyksikkönormaaleille negatiivinen etumerk-
ki.

Kun esitetään reuna 𝜕𝑈 osajoukkojen 𝑆 ja 𝑆𝜌 avulla sekä ottaen huomioon ulkoyksikkönormaalien
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suunnat, niin integraali (4.2) saadaan muotoon:

0 =

∫
𝜕𝑈

( 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 ) 𝑑𝑠

=

∫
𝑆

( 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 ) 𝑑𝑠 −
∫
𝑆𝜌

( 𝑓 𝐷n𝑔 − 𝑔𝐷n 𝑓 ) 𝑑𝑠

=

∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 −
∫
𝑆

𝑔𝐷n 𝑓 𝑑𝑠 −
∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 +
∫
𝑆𝜌

𝑔𝐷n 𝑓 𝑑𝑠. (4.3)

Tarkastellaan funktion 𝑔 arvoja molemmissa joukoissa 𝑆 ja 𝑆𝜌. Kaikilla x ∈ 𝑆 : ∥x∥ = 1, joten
𝑔(x) = ∥x∥2−𝑛 = ∥1∥2−𝑛 = 1 joukossa 𝑆. Vastaavasti kaikilla x ∈ 𝑆𝜌 : ∥x∥ = 𝜌, missä 𝜌 on jokin
vakio väliltä (0, 1), joten 𝑔(x) = 𝜌2−𝑛 on vakio joukossa 𝑆𝜌.

Sijoittamalla funktion 𝑔 saamat arvot molemmissa joukoissa 𝑆 ja 𝑆𝜌 sekä hyödyntämällä Lausetta
2.17 eli tietoa, että

∫
𝑆
𝐷n 𝑓 𝑑𝑠 = 0 ja

∫
𝑆𝜌

𝐷n 𝑓 𝑑𝑠 = 0, integraali (4.3) yksinkertaistuu muotoon:

0 =

∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 −
∫
𝑆

𝐷n 𝑓 𝑑𝑠 −
∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 +
∫
𝑆𝜌

𝑔𝐷n 𝑓 𝑑𝑠

=

∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 −
∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 +
∫
𝑆𝜌

𝜌2−𝑛𝐷n 𝑓 𝑑𝑠

=

∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 −
∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 + 𝜌2−𝑛
∫
𝑆𝜌

𝐷n 𝑓 𝑑𝑠

=

∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 −
∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠.

Tästä seuraa, että ∫
𝑆

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠 =

∫
𝑆𝜌

𝑓 𝐷n𝑔 𝑑𝑠.

Apulause 4.2. Funktion 𝑔(x) = ∥x∥2−𝑛 ulkoyksikkönormaalin n suuntainen derivaatta on

𝐷n𝑔 = (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛, (4.4)

kun x ≠ 0.

Todistus. Esimerkissä 2.11 funktion 𝑔 osittaisderivaatta muuttujan 𝑥𝑖 suhteen esittettiin seuraavasti:

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
= (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛 𝑥𝑖

∥x∥ ,

joten funktion 𝑔 gradientti on
∇𝑔 = (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛 x

∥x∥ .

Ulkoyksikkönormaalin n suuntaan funktion 𝑔 derivaatta on

𝐷n𝑔 = ∇𝑔 · n,
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missä ulkoyksikkönormaali n voidaan esittää määritelmän mukaan osamääränä seuraavasti:

n =
x
∥x∥ .

Tällöin

𝐷n𝑔 = ∇𝑔 · n

= (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛 x
∥x∥ · x

∥x∥
= (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛 x · x

∥x∥2

= (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛,

sillä x · x = ∥x∥2.

Lause 4.3 (Keskiarvo-ominaisuus). Jos 𝑓 on harmoninen avoimessa joukossa 𝑈 ⊂ ℝ3, niin funk-
tion arvo suljetun pallon 𝐵𝑟 (x0) ⊂ 𝑈 keskipisteessä x0 on yhtä suuri kuin funktion 𝑓 keskiarvo
pallopinnan 𝜕𝐵𝑟 (x0) yli. Toisin ilmaistuna

𝑓 (x0) =
∫
𝑆

𝑓 (x0 + 𝑟𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻),

missä 𝑆 vastaa yksikköpallon pintaa ja 𝜎 on pinnan 𝑆 normalisoitu pinta-alamitta.

Todistus. Todistus seuraa ja täydentää lähteen [3, s. 5] todistusta.

Olkoon 𝜌 ∈ (0, 1), joukko 𝑈 = {x ∈ ℝ3 : 𝜌 < ∥x∥ < 1} ja funktio 𝑔(x) = ∥x∥2−𝑛. Yleisyyttä
menettämättä tehdään todistus ensin origossa olevalle yksikköpallolle eli 𝐵𝑟 (x0) = 𝐵1(0), jonka
jälkeen säde ja pallon keskipiste voidaan yleistää.

Koska 𝑓 on harmoninen, voidaan hyödyntää Apulauseita 4.1 ja 4.2. Sijoitetaan Apulauseen 4.2
tulos (4.4) ja tieto funktion 𝑔 saamista arvoista pinnoilla 𝑆 ja 𝑆𝜌 Apulauseen 4.1 yhtälöön (4.1).
Tällöin yhtälön (4.1) vasen integraali on∫

𝑆

𝑓 (x) (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛 𝑑𝑠 =

∫
𝑆

𝑓 (x) (2 − 𝑛) 𝑑𝑠

= (2 − 𝑛)
∫
𝑆

𝑓 (x) 𝑑𝑠

ja vastaavasti oikea on∫
𝑆𝜌

𝑓 (x) (2 − 𝑛)∥x∥1−𝑛 𝑑𝑠 =

∫
𝑆𝜌

𝑓 (x) (2 − 𝑛)𝜌1−𝑛 𝑑𝑠

= (2 − 𝑛)𝜌1−𝑛
∫
𝑆𝜌

𝑓 (x) 𝑑𝑠.

Jakamalla molemmat puolet termillä (2 − 𝑛) saadaan yhtälöksi:∫
𝑆

𝑓 (x) 𝑑𝑠 = 𝜌1−𝑛
∫
𝑆𝜌

𝑓 (x) 𝑑𝑠.
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Koska 𝑈 ⊂ ℝ3, niin 𝑛 = 3 ja tällöin∫
𝑆

𝑓 (x) 𝑑𝑠(x) = 1
𝜌2

∫
𝑆𝜌

𝑓 (x) 𝑑𝑠(x). (4.5)

Esitetään yhtälön (4.5) integraalit samassa koordinaatistossa, yksikköpallon pinnassa 𝑆, muutta-
malla integraali pinnan 𝑆𝜌 yli integraaliin pinnan 𝑆 yli. Tehdään muuttujanvaihto x = 𝜌𝜻 , missä
𝜻 ∈ 𝑆 eli ∥𝜻 ∥ = 1. Tällöin x on pinnalla 𝑆𝜌, sillä ∥x∥ = 𝜌.

Koordinaatistomuutoksessa täytyy huomioida säteiden eroavuus: säteen 𝑟 muuttuessa kaksiulottei-
nen pinta-ala muuttuu verrannollisena säteen neliöön 𝑟2. Täten pinta-ala-alkioiden suhde määräytyy
pallon säteen neliön mukaan eli

𝑑𝑠(x) = 𝜌2𝑑𝑠(𝜻).

Koordinaatistomuutoksen ja muuttujanvaihdon jälkeen integraali (4.5) saadaan muotoon:∫
𝑆

𝑓 (𝜻 ) 𝑑𝑠(𝜻) = 1
𝜌2

∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻)𝜌2 𝑑𝑠(𝜻)

=

∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻) 𝑑𝑠(𝜻 ).

Käytetään normalisoitua pinta-alamittaa𝜎, jolle
∫
𝑆
𝑑𝜎 = 1. Lisäksi mitta𝜎 on invariantti kierroille

eli 𝜎(𝑇 (𝐸)) = 𝜎(𝐸) kaikilla ortogonaalisilla kuvauksilla 𝑇 ja kaikilla joukoilla 𝐸 ⊂ 𝑆. Tällöin∫
𝑆

𝑓 (𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ) =
∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ). (4.6)

Koska 𝑓 on harmonisena funktiona jatkuva, niin

lim
𝜌→0

∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻 ) = 𝑓 (0),

mikä osoitetaan tarkemmin Apulauseessa 4.4.

Joten säteen 𝜌 lähestyessä origoa, yhtälö (4.6) sievenee muotoon:∫
𝑆

𝑓 (𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ) = 𝑓 (0).

Yleistämällä tulos muille kuin origokeskisille yksikköpalloille eli, kun 𝑟 ≠ 1 ja x0 ≠ 0, pitää
integrointi suorittaa pisteissä x0 + 𝑟𝜻 . Tällöin

𝑓 (x0) =
∫
𝑆

𝑓 (x0 + 𝑟𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻).
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Apulause 4.4. Olkoon funktio 𝑓 jatkuva avoimessa yksikköpallossa 𝐵1(0) ⊂ ℝ3. Tällöin

lim
𝜌→0

∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ) = 𝑓 (0),

missä 𝑆 = {x ∈ ℝ3 : ∥x∥ = 1}.

Todistus. Osoitetaan apulauseen tulos käyttämällä raja-arvon 𝜖-𝛿-määritelmää, johon liittyvää teo-
riaa löytää esimerkiksi lähteestä [1, s. 70].

Olkoon 𝜖 > 0. Jatkuvuuden nojalla funktiolla 𝑓 on raja-arvo origossa eli on olemassa luku 𝛿 > 0
siten, että

| 𝑓 (𝜌𝜻) − 𝑓 (0) | < 𝜖,

kun
∥𝜌𝜻 − 0∥ = ∥𝜌𝜻 ∥ < 𝛿.

Koska 𝜻 ∈ 𝑆, niin ∥𝜻 ∥ = 1, jolloin ∥𝜌𝜻 ∥ = 𝜌. Täten

| 𝑓 (𝜌𝜻 ) − 𝑓 (0) | < 𝜖

toteutuu, kun 0 < 𝜌 < 𝛿.

Koska 𝑓 (0) on vakio ja
∫
𝑆
𝑑𝜎(𝜻 ) = 1, niin

𝑓 (0) = 𝑓 (0)
∫
𝑆

𝑑𝜎(𝜻) =
∫
𝑆

𝑓 (0) 𝑑𝜎(𝜻 ),

jolloin |︁|︁|︁|︁ ∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻) − 𝑓 (0)
|︁|︁|︁|︁ = |︁|︁|︁|︁ ∫

𝑆

(︁
𝑓 (𝜌𝜻) − 𝑓 (0)

)︁
𝑑𝜎(𝜻)

|︁|︁|︁|︁.
Kolmioepäyhtälön perusteella|︁|︁|︁|︁ ∫

𝑆

(︁
𝑓 (𝜌𝜻) − 𝑓 (0)

)︁
𝑑𝜎(𝜻 )

|︁|︁|︁|︁ ≤ ∫
𝑆

|︁|︁ 𝑓 (𝜌𝜻) − 𝑓 (0)
|︁|︁ 𝑑𝜎(𝜻 ).

Kun 0 < 𝜌 < 𝛿, niin ∫
𝑆

|︁|︁ 𝑓 (𝜌𝜻 ) − 𝑓 (0)
|︁|︁ 𝑑𝜎(𝜻) <

∫
𝑆

𝜖 𝑑𝜎(𝜻 )

= 𝜖

∫
𝑆

𝑑𝜎(𝜻)

= 𝜖

eli |︁|︁|︁|︁|︁ ∫𝑆

𝑓 (𝜌𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ) − 𝑓 (0)
|︁|︁|︁|︁|︁ < 𝜖.
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Koska tämä toteutuu kaikilla 𝜖 > 0, niin raja-arvon määritelmästä seuraa, että

lim
𝜌→0

∫
𝑆

𝑓 (𝜌𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ) = 𝑓 (0).

Toinen versio harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuudesta hyödyntää pallon tilavuutta.
Lause 4.3 osoittaa funktion keskiarvon pallon pinnalla olevan yhtä suuri kuin pallon keskipis-
teessä, ja seuraava lause osoittaa vastaavanlaisen tuloksen keskiarvolle koko pallon yli.

Lause 4.5 (Keskiarvo-ominaisuus, tilavuusversio). Jos 𝑓 on harmoninen avoimessa joukossa 𝑈 ⊂
ℝ3, niin funktion arvo suljetun pallon 𝐵𝑟 (x0) ⊂ 𝑈 keskipisteessä x0 on yhtä suuri kuin funktion 𝑓

keskiarvo pallossa 𝐵𝑟 (x0). Toisin ilmaistuna

𝑓 (x0) =
3

4𝜋

∫
𝐵𝑟 (x0 )

𝑓 𝑑𝑉.

Todistus. Todistus seuraa ja täydentää lähteen [3, s. 6] todistusta.

Lauseen 2.20 perusteella avoimessa joukossa 𝑈 määritellyn funktion 𝑓 tilavuusintegraali pallossa
𝐵𝑅 (x0) on ∫

𝐵𝑅 (x0 )
𝑓 𝑑𝑉 = 4𝜋

∫ 𝑅

0
𝑟2

∫
𝑆

𝑓 (x0 + 𝑟𝜻 ) 𝑑𝜎(𝜻) 𝑑𝑟.

Yleisyyttä menettämättä tehdään todistus origokeskiselle yksikköpallolle eli 𝐵𝑅 (x0) = 𝐵1(0) = 𝐵.

Tällöin ∫
𝐵

𝑓 𝑑𝑉 = 4𝜋
∫ 1

0
𝑟2

∫
𝑆

𝑓 (𝑟𝜻) 𝑑𝜎(𝜻 ) 𝑑𝑟.

Jos 𝑓 on harmoninen, integraali pinnan 𝑆 yli saadaan sievenettyä Lauseen 4.3 avulla ja tällöin∫
𝐵

𝑓 𝑑𝑉 = 4𝜋
∫ 1

0
𝑟2 𝑓 (0) 𝑑𝑟

= 4𝜋 𝑓 (0)
∫ 1

0
𝑟2 𝑑𝑟

= 4𝜋 𝑓 (0)
1/︃
0

1
3
𝑟3

=
4𝜋
3

𝑓 (0),

jolloin
𝑓 (0) = 3

4𝜋

∫
𝐵

𝑓 𝑑𝑉.

Kun yleistetään tulos muille kuin origokeskisille yksikköpalloille, niin

𝑓 (x0) =
3

4𝜋

∫
𝐵𝑅 (x0 )

𝑓 𝑑𝑉.
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Monet muut harmonisten funktioiden ominaisuudet perustuvat keskiarvo-ominaisuuden olemas-
saoloon. Esimerkiksi seuraava tulos seuraa keskiarvo-ominaisuudesta, ja se toimii osittain perusta-
na harmonisten funktioiden maksimiperiaatteelle. Maksimiperiaatteeseen voi tutustua tarkemmin
lähteessä [3, s. 7–9].

Seuraus 4.6. Olkoon 𝑈 ⊂ ℝ3 avoin joukko. Harmonisen funktion 𝑓 : 𝑈 → ℝ nollakohdat eivät
ole milloinkaan eristettyjä.

Todistus. Todistus perustuu lähteen [3, s. 6] todistukseen.

Olkoon funktio 𝑓 harmoninen ja reaaliarvoinen avoimessa, epätyhjässä joukossa 𝑈 ⊂ ℝ3. Olkoon
sellainen piste a ∈ 𝑈, että 𝑓 (a) = 0 ja sellainen säde 𝑟 > 0, että suljettu pallo 𝐵𝑟 (a) ⊂ 𝑈. Keskiarvo-
ominaisuuden nojalla keskiarvo pallopinnan 𝜕𝐵𝑟 (a) yli täytyy olla nolla, jolloin joko funktio 𝑓

määrittää kaikki pisteet x ∈ 𝜕𝐵𝑟 (a) nollaksi tai 𝑓 saa yhtä paljon positiivisia ja negatiivisia arvoja
pinnan yli, jotta keskiarvoksi muodostuu nolla.

Jälkimmäisessä tapauksessa pallopinnan 𝜕𝐵𝑟 (a) yhtenäisyys johtaa esimerkiksi Bolzanon lauseen
nojalla siihen, että funktiolla 𝑓 on ainakin yksi nollakohta pallopinnassa 𝜕𝐵𝑟 (a).

Täten funktiolla 𝑓 on nollakohta kaikilla riittävän pienisäteisillä a-keskisillä pallopinnoilla ja piste
a ei ole eristetty funktion 𝑓 nollakohta.
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5. YHTEENVETO

Tämän tutkielman tarkoituksena oli tutustua harmonisiin funktioihin ja niiden perusominaisuuk-
siin. Tutkielman Luvussa 2 esiteltiin ominaisuuksien tarkastelun kannalta olennaiset määritelmät,
merkinnät ja tulokset. Luvussa 3 tarkasteltiin harmonisten funktioiden invarianssiominaisuuksia eli
harmonisuuden säilymistä erilaisten muutoksien suhteen. Harmonisuus todettiin säilyvän funktioi-
den summien, skalaarilla kertomisen, siirtojen, skaalausten ja kiertojen suhteen. Lopuksi Luvussa
4 tutkittiin harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuutta, jolle johdettiin kaksi eri versiota:
pinta-ala- ja tilavuusversio.

Työssä rajoituttiin euklidiseen avaruuteen ℝ3, mikä mahdollisti yksinkertaisemman ja havainnol-
listavamman sisällön. Työn tavoitteena oli esittää harmonisten funktioiden perusominaisuuksia
täsmällisesti ja hyvin perustellusti.

Tutkielmassa käsiteltyjen keskeisimpien ominaisuuksien lisäksi harmonisilla funktioilla on lukui-
sia muitakin ominaisuuksia. Erityisesti rajauksen myötä työn ulkopuolelle jätetty maksimiperiaate
on yksi keskiarvo-ominaisuuden merkittävimmistä seurauksista. Mainittakoon lisäksi, että harmo-
nisiin funktioihin liittyvää kirjallisuutta löytyy laajasti, ja työn keskeisimmästä teoksesta käsiteltiin
vain alkuosan tuloksia, joten tutkielma toimii kevyenä johdatuksena aiheeseen. Työssä käsitel-
lyt ominaisuudet muodostavat perustan harmonisten funktioiden laajemmalle teorialle ja niiden
sovellusten tarkastelulle.
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