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Tässä diplomityössä kehitetään algoritmi kahden graafin solmujen yhdistämiseen. Osa 
graafien solmuista vastaavat toisiaan, mutta suurelle osalle kummankaan graafin solmuista ei 
löydy vastinparia. Graafien solmuja ei yhdistetä yksilöivän tiedon perusteella vaan solmujen ja 
kaarien avulla. Vastinparit pyritään löytämään satunnaiskulkujen perusteella, jotka huomioivat 
graafin solmujen ominaisuudet sekä solmujen välisten kaarten ominaisuudet. 

Solmuilla ei ole yksilöllistä tietoa, jolla ne voitaisiin yhdistää suoraan toisiinsa. Yksilöllisen 
tiedon sijaan solmuilla on ominaisuuksia ja yhteyksiä muihin solmuihin. Diplomityön sovelluksen 
tekeminen alkoi graafien tutkimisella, jossa solmut ja kaaret mallinnettiin. Tämän jälkeen 
kehitettiin ja koodattiin itse algoritmi, jonka jälkeen todennettiin sen soveltuvuus sovelluskohteena 
olevalle aineistolle.  

Diplomityössä kuvataan keskeisimmät teoreettiset taustat graafeista ja graafien 
ominaisuuksista sekä graafialgoritmeista. Itse algoritmin kehitys oli suoraviivaista ja se 
suunniteltiin siten, että se on toteutettavissa yleisesti käytössä olevilla ohjelmointikielillä siten, että 
erityisiä koneoppimiskirjastoja ei tarvita. 

Työn tuloksena voidaan todeta, että algoritmi toimii odotetusti ja löytää vastinparit riittävän 
tarkasti sovelluskohteena olevista graafeista ja sellainen voidaan koodata yleisimmillä 
ohjelmointikielillä ilman ylimääräisiä koneoppimiskirjastoja. Työssä havaittiin myös tilanteet, 
jolloin algoritmi ei toimi ja kuinka tällainen tilanne voidaan tunnistaa. Kritiikkinä voidaan todeta, 
että kehitetty algoritmi on suhteellisen hidas verrattuna kirjallisuudessa esitettyihin algoritmeihin. 
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ABSTRACT 

Topi Kinnunen: About node matching in two graphs 
Master of Science Thesis 
Tampere University 
Master’s degree education in management and information technology 
June 2026 
 

In this master's thesis, an algorithm is developed for connecting the nodes of two graphs. 
Some of the nodes in the graphs correspond to each other, but for a large part of the nodes in 
either graph, no matching pair can be found. The nodes in the graphs are not connected based 
on any identifying information, but rather on nodes and edges and their attributes. The matching 
pairs are sought to be found based on random walks, which take into account the attributes of the 
nodes in the graph and the attributes of the edges between the nodes. 

Nodes do not have individualizing information that could be used to connect them directly to 
each other. Instead of that unique information, nodes have attributes and connections to other 
nodes. The application of the master's thesis began with the study of graphs, where nodes and 
edges were modeled. After this, the algorithm itself was developed and coded, after which its 
suitability for the data being applied was verified. 

The master's thesis describes the most important theoretical backgrounds of graphs and graph 
properties, as well as graph algorithms. The development of the algorithm itself was 
straightforward and it was designed so that it can be implemented in commonly used 
programming languages without special machine learning libraries. 

As a result of the work, it can be stated that the algorithm works as expected and finds 
matching pairs in the application graphs with sufficient accuracy and can be coded in the most 
common programming languages without additional machine learning libraries. The work also 
found situations in which the algorithm does not work and how such a situation can be identified. 
As a criticism, it can be stated that the developed algorithm is relatively slow compared to the 
algorithms presented in the literature. 

 
Keywords: graph, subgraph, isomorphism, maximum common subgraph, graph algorithm, 
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1. JOHDANTO 

Useat reaalimaailman rakenteet ovat verkostomaisia. Yksi yleinen tapa kuvata 

verkoston rakenteita ja käsitteitä loogisesti on graafit. Graafeilla voidaan analysoida 

esimerkiksi 

 ihmisiä ja heidän välisiään sukulaisuus-, ystävyys- tai työsuhteita, 

 sosiaalisen median sosiaalisia suhteita, 

 kaupunkeja ja niiden välisiä maantie- tai rautatieyhteyksiä, 

 tietoverkkoja, 

 rahavirtoja pankkitileillä tai  

 hahmontunnistusta. 

Graafien käsittelyyn ja analysointiin on kehitetty useita algoritmeja, joilla 

kompleksista rakennetta voidaan mallintaa ja tietoa voidaan hakea ja tiivistää. 

Työn tarkoituksena oli tarkastella erään prosessin vaihetta, jossa kaksi samaan 

komponenttiin liittyvää muuttujaa tallentuvat omiin tallennuspaikkoihinsa. Toiseen 

tietokannan tauluun tallentuu data ihmisen syöttämänä ilman yksilöivää tietoa 

komponentista. Ihminen tulkitsee komponenttia parhaan kykynsä mukaan, mutta 

tieto saattaa olla virheellistä. Kumpikin taulu sisältää metatietoja, joiden avulla saman 

komponentin havainnot pyritään yhdistämään. Kuvassa 1 havainnollistetaan, kuinka 

metadata1-kenttä on ainoa identtinen tieto molemmissa tauluissa ja metadata2-

kenttä linkittää havainnot taulun sisällä toisiinsa. Tavoitteena on löytää kuhunkin 

komponenttiin liittyvä variableB-kentän arvo. 
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Kuva 1. Tutkimusongelman esittely 

  

Kuvassa 2 havainnollistetaan kahden graafin yhdistelyongelmaa. Graafien 

vastinsolmuja etsitään solmujen ja kaarien sekä niiden ominaisuuksien perusteella. 

Tarkasteltava aineisto on tietokannassa, josta se tallennetaan graafeihin. Työssä 

kehitetyllä graafialgoritmilla pyritään löytämään molemmista graafeista solmut, jotka 

vastaavat toisiaan solmujen ominaisuuksien ja kaarten perusteella. Lopputuloksena 

saadaan solmupareja, jotka vastaavat toisiaan ja lisäksi tiedetään solmut, joille ei 

löytynyt vastinparia. Aiheesta on paljon aiempaa tutkimusta ja menetelmät ovat 

liittyneet muun muassa graafin muokkausetäisyyteen, graafin upotusmenetelmiin ja 

matriisipermutaatioihin (esimerkiksi  [7] ja [14]). Aiempaa tutkimusta kuvataan 

tarkemmin alaluvussa 2.7. 

 

Kuva 2. Graafien vastinsolmujen yhdistämisen prosessi 
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Työn alkaessa määriteltiin muutamia tutkimuskysymyksiä. Kysymykset muotoiltiin 

käytännön sovelluksen tarpeen kautta ja ne johdattivat opinnäytetyön tekijää 

tutkimuksen suunnittelussa ja toteutuksessa. Pääkysymykseksi asetettiin 

”Voidaanko toisiaan vastaavat solmut kahdessa eri graafissa yhdistää solmujen 

ominaisuuksien ja niitä yhdistävien kaarien perusteella? Jos voidaan, millä 

reunaehdoilla?”. Koska käytännön sovelluskohteessa graafit sisältävät toisiaan 

vastaavien solmujen lisäksi suuren määrän muita solmuja kaarineen, toiseksi 

pääkysymykseksi asetettiin “Mikä voi olla yhdistettävissä olevien solmujen ja 

ylimääräisten solmujen lukumäärien keskinäinen suhde, jotta yhdistely vielä 

onnistuu?” 

Muut kysymykset olivat “Voidaanko yhdistettyjen solmujen määrällä osoittaa 

prosessin onnistuminen?” ja “Voidaanko solmut yhdistää käyttäen vain osaa kaarista 

(osaa kaarten ominaisuuksista)? Jos voidaan, millä reunaehdoilla kaaret valitaan?”. 

Ensimmäinen kysymys liittyy prosessiin onnistumisen arviointiin ja jälkimmäinen 

algoritmin nopeuteen ja toimintavarmuuteen. 

Algoritmien ja siten myös graafialgoritmien saralla sovelletaan usein olemassa olevia 

koneoppimis- ja tekoälyratkaisuja. Tarkoituksena oli kehittää alusta saakka oma, 

heuristinen, ratkaisu käyttämällä mahdollisimman vähän ulkopuolisia 

ohjelmointikirjastoja ja soveltamalla perinteisten graafialgoritmien ja koneoppimisen 

menetelmiä. Tämä tutkimus osoitti, että algoritmi- ja koneoppimismenetelmien 

soveltaminen aineistoon, jossa muuttujilla ja havainnoilla on monimutkaisia 

rakenteita, on suhteellisen suoraviivaista ja tulokset ovat helposti tulkittavissa. 

Keskeisenä haittapuolena voidaan pitää algoritmin hitautta, mutta sovelluskohteessa 

nopeus ei muodostunut kriittiseksi tekijäksi, vaan oleellisempaa oli löytää 

mahdollisimman monta solmuparia riittävän luotettavasti. 
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2. TEOREETTINEN TAUSTA, LÄHTÖKOHDAT JA 
ONGELMAN ASETTELU 

Tutkimusongelmaa lähestyttäessä esitellään graafien yleisiä käsitteitä, määritelmiä 

ja ominaisuuksia. Käsitteiden lisäksi esitellään työssä keskeiset graafialgoritmit. 

Tässä käsitellään aiheita siinä laajuudessa kuin tutkimusongelman ratkaisemisessa 

on keskeistä ja tarpeellista. Tämän jälkeen tehdään katsaus olemassa olevaan 

kirjallisuuteen graafien yhdistelyalgoritmeista. 

2.1 Graafi 

Graafi on kokoelma pisteitä, jotka voivat olla yhteydessä toisiinsa. 𝐺 = (𝑉, 𝐸), missä 

𝑉 ≠ ∅ on äärellinen joukko solmuja (vertex) ja 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 on joukko kaaria (edges), 

jotka yhdistävät solmuja. Solmujen määrää merkitään |𝑉| ja kaarien määrää |𝐸|. 

Suunnatussa graafissa kaari 𝑒 = (𝑢, 𝑣) lähtee solmusta 𝑢 ja päättyy solmuun 𝑣. 

Solmuja 𝑢 ja 𝑣 sanotaan myös vierussolmuiksi (adjacent). Solmuilla ja kaarilla voi 

olla myös ominaisuuksia (attributes). Tällöin kaari merkitään 𝑒 = (𝑢, 𝑣, 𝑘), jossa 𝑘 on 

kaareen 𝑒 liittyvä ominaisuus. [12] 

Graafi voidaan esittää piirtämällä pisteet (solmu) ja yhdistämällä pisteet viivoilla 

(kaari). Kuvassa 3 esitetään suunnattu graafi, jossa pisteet on yhdistetty kaaren 

suuntaa kuvaavalla nuolella. Kaaret on numeroitu viittaamisen helpottamiseksi ja 

esimerkiksi kaari 𝑒1 tarkoittaa kaarta solmusta 1 solmuun 2 eli 𝑒1 = (1,2). 

 

Kuva 3. Yksinkertainen suunnattu esimerkkigraafi G 

Muodostetaan toinen graafi 𝐻 = (𝑉′, 𝐸′), jonka solmut ja kaaret ovat osajoukko 

alkuperäisen graafin 𝐺 solmuista ja kaarista (ks. Kuva 4). Tällöin sanotaan, että graafi 

𝐻 on graafin 𝐺 aligraafi, jos 𝑉′ ⊆ 𝑉 ja 𝐸′ ⊆ 𝐸. 
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Kuva 4. G:n aligraafi H 

2.2 Kulku, reitti ja polku 

Graafin solmut voidaan laittaa jonoon siten, että kahden peräkkäisen solmun välillä 

on kaari. Sanotaan, että graafin solmuille muodostuu 𝑢 − 𝑣 𝑘𝑢𝑙𝑘𝑢 (walk), kun solmuja 

ja kaaria vuorotellaan siten, että aloitetaan solmusta 𝑢 ja päädytään lopulta solmuun 

𝑣. Kulku on graafin läpikäyntiä, jossa jokainen solmu ja kaari voidaan kulkea useaan 

kertaan. Graafin solmuille muodostuu 𝑢 − 𝑣 𝑟𝑒𝑖𝑡𝑡𝑖 (trail), kun kulussa samaa kaarta 

kuljetaan korkeintaan yhden kerran, mutta samassa pisteessä voidaan käydä 

useamman kerran. 𝑢 − 𝑣 𝑝𝑜𝑙𝑘𝑢 (path) on puolestaan reitti, jonka solmuissa 

mahdollisesti lähtö- ja päätesolmua lukuun ottamatta käydään vain yhden kerran. 

Jatkossa työssä käsitellään vain polkua. 

Polku voi olla suuntaamaton tai suunnattu. Suuntaamattomassa polussa ei ole väliä 

kumpaan suuntaan kahden solmun välinen kaari kuljetaan.  

Suuntaamaton polku voidaan esittää jonona, joka koostuu solmuista ja niiden välillä 

olevista kaarista, jolloin merkitään 

𝑠 = 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛, 

missä kaikille 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 pätee 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ja kaikille 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 pätee (𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖) ∈ 𝐸 tai 

(𝑣𝑖, 𝑣𝑖−1) ∈ 𝐸. 

Suunnatussa polussa solmuja kuljetaan tietyssä järjestyksessä. Suunnattu polku on 

jono solmuja, joka merkitään  

𝑠 = 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛, 

missä kaikille 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 pätee 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ja kaikille 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 pätee (𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖) ∈ 𝐸. 

On huomioitava, että kaarella 𝑒 voi olla ominaisuuksia, jolloin on oleellista millainen 

kaari kahta solmua yhdistää. 

Polku merkitään usein yksinkertaisuuden ja lyhyyden takia vain jonona solmuja 
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𝑠 = 𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛. 

Polun yhteydessä on tärkeä määritellä myös osapolku, silmukka ja polun pituus, jotka 

ovat keskeisiä käsitteitä graafialgoritmien toiminnassa. Olkoon polku 𝑠 =

𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛. Polku 𝑤 = 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑘 on polun 𝑠 osapolku, jos 𝑖 ≥ 0 ja 𝑘 ≤ 𝑛. 

Polku muodostaa silmukan, jos 𝑣0 = 𝑣𝑛 ja silmukan sanotaan olevan triviaali, kun 

𝑛 = 0 ja ei-triviaali, kun 𝑛 > 0. Vastaavasti osapolku muodostaa silmukan, kun 𝑣𝑖 =

𝑣𝑘 ja se on ei-triviaali, kun 𝑖 < 𝑘. Polun pituus tarkoittaa kuljettujen kaarien lukumäärä 

ja polussa 𝑠 = 𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛 polun pituus on 𝑛. [12] 

2.3 Graafin kuvaaminen tietokoneessa 

Graafien analysointia varten graafien solmu- ja kaarirakenteet kuvataan usein 

matriisi- tai listamuodossa. Tässä luvussa kuvaillaan työn kannalta oleelliset tavat 

esittää rakenteet. 

Kytkentälista (adjacency list) on kompakti tapa esittää graafi (ks. Kuva 5), jossa 

kaaria on vähän suhteessa solmuihin, eli kun |𝐸| ≪ |𝑉|2. Listassa jokaiselle graafin 

solmulle esitetään siitä lähtevien kaarien päässä olevat viereiset solmut listana. 

Usein graafialgoritmeissa käydään läpi tietyistä solmuista lähtevät kaaret, jolloin 

selaaminen on helppo kohdistaa oikeisiin solmuihin. Listamuotoa voidaan pitää 

muistinkäytön kannalta tehokkaana, koska siinä esitetään vain kaaret, jotka 

todellisuudessa on. Mikäli kaarilla on kategorisia ominaisuuksia, läheisyysrakenne 

voidaan toteuttaa jokaiselle kategorialle erikseen. 

 

Kuva 5. Esimerkkigraafin kytkentälista ja -matriisi 

Toinen yleinen tapa on esittää rakenne kytkentämatriisina (adjacency matrix), joka 

on tyypillisesti kaksiulotteinen |𝑉| × |𝑉| taulukko 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), jossa 

𝑎𝑖j = {
1, 𝑗𝑜𝑠 (vi, vj) ∈ 𝐸

0, muuten
 

Matriisimuodon etuna on käyttökelpoisuus matriisioperaatioissa. Cormen et al. 

ehdottaa, että jos kaaria on paljon, toisin sanoen |𝐸| ≈ |𝑉|2, niin matriisimuoto on 
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käyttökelpoinen. Muistinkäytön suhteen ongelmalliseksi muodostuu tilanne, jossa 

solmuja on paljon, mutta kaaria vähän. [6] 

Solmujen ja kaarien kokonaisuutta voidaan kuvata liityntämatriisin (incidence 

matrix) ja Laplacen matriisin (Laplacian matrix) avulla (ks. Kuva 6). Suunnatulle 

graafille 𝐺 = (𝑉, 𝐸) voidaan muodostaa |𝑉| × |𝐸| liityntämatriisi 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), joka 

määritellään 

𝑏𝑖j = {
−1, jos kaari j päättyy solmuun i
1, jos kaari j alkaa solmusta i
0, muuten

 

Laplacen matriisi 𝐿 puolestaan yhdistää astematriisin 𝐷 ja kytkentämatriisin 𝐴 

𝐿 =  𝐷 − 𝐴, 

missä astematriisi 𝐷 on diagonaalimatriisi, jonka i:s elementti kuvaa solmun 𝑣𝑖 

astetta. Suunnatuille graafeille voidaan sovelluksen mukaan käyttää sisäastetta (in-

degree) tai ulkoastetta (out-degree). Suunnatulle graafille Laplacen matriisi 

määritellään 

𝑙𝑖j = {

−1, 𝑗𝑜𝑠 𝑖 ≠ 𝑗 𝑗𝑎 (vi, vj) ∈ 𝐸

𝑑_𝑖𝑗, 𝑗𝑜𝑠 𝑖 = 𝑗
0, muuten

 

Viimeisenä määritellään |𝑉| × |𝑉| etäisyysmatriisi 𝐶 (distance matrix), jonka 

elementti 𝑐𝑖𝑗 on solmujen 𝑣𝑖 ja 𝑣𝑗 lyhin etäisyys (ks. Kuva 6). Etäisyydellä tarkoitetaan 

lyhimmän polun pituutta kahden solmun välillä. Etäisyysmatriisi on tärkeä rakenne, 

jolla voidaan kuvata graafin kytkeytyvyyttä (connectivity). [12] 

 

Kuva 6. Esimerkkigraafin liityntämatriisi, Laplacen matriisi (ulkoaste) ja 
etäisyysmatriisi 

Etäisyysmatriisien vertailua varten määritellään Frobeniuksen normi, jota 

hyödynnetään matriisien vertailussa. Frobeniuksen normilla vertaillaan matriiseja 

alkio kerrallaan ja se määritellään [1] 
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‖𝑋 − 𝑌‖𝐹 = √∑∑(𝑥𝑖𝑗 − 𝑦𝑖𝑗)
2

𝑐

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

 

Bridgeford et al. ehdottavat graafien vertailuun neliöityä Frobeniuksen normia 

𝑓(𝑋, 𝑌) = ‖𝑋 − 𝑌‖𝐹
2 . Seuraavassa normin käyttöä havainnollistetaan kahden 3 × 3 -

matriisin tapauksessa  

𝑋 = (
0 1 0
1 0 1
0 1 0

) , 𝑌 = (
0 1 1
1 0 1
1 1 0

) , 𝑋 − 𝑌 = (
0 0 −1
0 0 0
−1 0 0

) , ‖𝑋 − 𝑌‖𝐹
2 = 2. 

2.4 Graafien isomorfisuus 

Matematiikassa rakenteiden samankaltaisuutta kutsutaan isomorfisuudeksi. 

Graafien tapauksessa samankaltaisuus tarkoittaa sitä, että molemmista graafeista 

löytyy toisiaan vastaava solmu, jolla on samanlaiset kaaret toisiin solmuihin. 

Täsmällisemmin kaksi graafia 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ja 𝐻 = (𝑉′, 𝐸′) ovat isomorfisia, jos on 

olemassa bijektio 𝑓: 𝑉 → 𝑉′ niin, että (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 jos ja vain jos (𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)) ∈ 𝐸′. 

Graafien isomorfisuus merkitään 𝐺 ≃ 𝐻. 

 

Kuva 7. Isomorfiset graafit 

Isomorfiset graafit ovat rakenteeltaan samankaltaisia, vaikka niiden solmuilla ja 

kaarilla olisi eri nimet tai ne piirrettäisiin erimuotoisiksi. Kuvan 7 graafit 𝐺 ja 𝐻 ovat 

isomorfisia siten, että 𝑓(1) = 𝑢, 𝑓(2) = 𝑣, 𝑓(3) = 𝑤, 𝑓(4) = 𝑥, 𝑓(5) = 𝑦, 𝑓(6) = 𝑧. [6] 

2.5 Graafialgoritmeista 

Graafeista muodostuu usein suuria, jolloin niissä on paljon solmuja ja kaaria. 

Graafialgoritmeilla pyritään ratkaisemaan yksittäisiin solmuihin, kaariin tai koko 

graafiin liittyviä ongelmia. Algoritmien keskeisiä käsitteitä ovat jo aikaisemmin 

esitellyt solmut ja kaaret ominaisuuksineen. Esimerkiksi kaarilla voi olla jokin 
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etäisyyttä, painoa tai hintaa kuvastava ominaisuus, jonka suhteen graafia 

analysoidaan. 

Graafien rakenne on usein hankalasti hahmotettavissa ja informaation löytäminen 

vaatii tyypillisesti rakenteiden systemaattista läpikäyntiä. Graafialgoritmien avulla 

voidaan selvittää esimerkiksi kahden solmun painottamaton (tai painotettu) etäisyys 

toisistaan, graafin kevein virittävä puu tai virtaus graafissa. Kahden solmun 

etäisyyden selvittäminen on tärkeä ominaisuus esimerkiksi navigaatiojärjestelmissä 

ja sitä voidaan hyödyntää myös etäisyysmatriisin (ks. Kuva 6) muodostamisessa. 

Työssä hyödynnetään etäisyysmatriisia, joten tässä luvussa esitellään tarkemmin 

leveyteen-ensin-haku (Breadth-First Search, BFS). Virittävät puut ovat keskeisiä 

esimerkiksi elektronisten piirien suunnittelussa, jossa komponentit pyritään 

yhdistämään toisiinsa mahdollisimman lyhyillä kaapeloinneilla. Tämän tyyppiseen 

ongelmaan voidaan hyödyntää Kruskalin tai Primin algoritmeja. Graafien virtausmallit 

ovat tyypillisiä esimerkiksi kahden tehtaan välisten liikenne- tai tavaravirtojen 

analysoinnissa. Virtausongelmaan voidaan hyödyntää Fulkersonin algoritmia. [6] 

Esitellään seuraavaksi kahden solmun välisen lyhimmän polun pituuden ja 

etäisyysmatriisin muodostamisessa hyödynnettävää leveyteen-ensin-hakua (ks. 

Ohjelma 1) mukaillen Cormen et al. teosta [6]. Algoritmin toiminta perustuu 

”hakurintamaan”, jota päivitetään algoritmin suorituksen aikana. Ensin kaikki solmut 

väritetään valkoiseksi ja etäisyys aloitussolmusta 𝑠 asetetaan äärettömäksi. Sitten 

alustetaan tyhjä jono (queue, 𝑄), jonka ensimmäiseksi alkioksi asetetaan lähtösolmu 

𝑠. Jonosta otetaan yksi solmu vuorollaan (rivi 12) ja käsitellään sen naapurit, jotka 

ovat etäisyydellä k+1 verrattuna jonosta otettuun solmuun. Jos naapuri oli 

ensimmäistä kertaa käsittelyssä (valkoinen), niin väritetään se harmaaksi, 

määritetään etäisyys lähtösolmusta ja lisätään naapuri hakurintamaan. Kaikkien 

naapureiden läpikäynnin jälkeen väritetään jonosta otettu solmu lopulta mustaksi. 

Toistetaan silmukkaa (rivit 11–20) niin kauan kuin jonossa 𝑄 on solmuja. Suorituksen 

päätyttyä jono on tyhjä, lähtösolmuun yhteydessä olevat solmut on värjätty mustaksi 

ja solmut, joihin lähtösolmusta ei ole polkua, ovat valkoisia. Valkoisilla solmuilla 

etäisyysarvoksi jää siten alustuksen mukaisesti ääretön, koska niissä ei ole 

algoritmin suorituksen aikana käyty kertaakaan. 
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Leveyteen-ensin-haku 

Input: graph G(V,E), node 𝑠 
  
1 for u ∈ V do: 
2  u.color = WHITE 
3  u.d = ∞ 
4  u.π NIL 
5 end for 
6 s.color = GRAY 
7 s.d = 0 
8 s.π NIL 
9 Q = Ø 
10 ENQUEUE(Q, s)     // lisää aloitussolmu tyhjään jonoon 
11 while Q ≠ Ø: 
12  u = DEQUEUE(Q) 
13  for v∈{v|(u,v)∈E} do:   // etsi kaikki solmun u naapurit 
14   if v.color == WHITE:  // löydettiinkö v vasta nyt? 
15    v.color = GRAY 
16    v.d = u.d + 1 
17    v.π = u 
18    ENQUEUE(Q, v)  // v on hakurintamassa 
19   end if 
20  u.color = BLACK   // u on nyt hakurintaman takana 
  

  

Ohjelma 1. Leveyteen-ensin-haku (Breadth-First Search, BFS) 

 Leveyteen-ensin-haku on vaativuudeltaan NP-täydellinen [1]. 

2.6 Graafien yhdistelyongelmasta 

Graafien yhdistelyongelmat voidaan jakaa Livi et al. [14] mukaan kahteen 

tapaukseen - täsmälliseen vastaavuuteen (exact matching) ja epätäsmälliseen 

vastaavuuteen (inexact matching). Kahden graafin välillä katsotaan olevan 

täsmällinen vastaavuus, jos ensimmäisen graafin kaksi vierekkäistä solmua voidaan 

kuvata toisessa graafissa vierekkäisiksi solmuiksi. Mikäli kahden graafin välinen 

kuvaus on bijektiivinen, kyseessä on graafien isomorfisuus (ks. 2.4). 

Kahden vektorin samankaltaisuuden määrittely on yksinkertaista. Graafien solmujen 

samankaltaisuuden vertailu on haastavampaa, koska solmujen ja kaarten sekä 

niiden attribuuttien vertailu on monimutkaisempaa. [16] 

Käytännön sovelluksissa on kuitenkin harvoin tilanne, jossa kokonaiset graafit ovat 

isomorfisia ja tällöin kyseessä on epätäsmälliseen vastaavuuteen liittyvä 

problematiikka. Livi et al. [14] mukaan koneoppimisessa ja hahmontunnistuksessa 

on syytä ottaa huomioon graafien rakenteelliset erot sekä solmujen ja kaarien 
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attribuuttitietojen epätäsmällisyys. Mikäli graafeista on löydettävissä samankaltaisia 

rakenteita, ne todennäköisesti eroavat toisistaan vain vähäisessä määrin. 

Yksi intuitiivinen lähestymistapa epätarkkaan graafien vastaavuuteen on tarkastella 

miltä osin kaksi graafia muistuttaa toisiaan ja tätä ongelmaa voidaan lähestyä 

aligraafien isomorfismin (sub-graph isomorphism) avulla. Tarkastellaan kahta graafia 

𝐺1 ja 𝐺2. Injektio 𝑓: 𝑉 → 𝑉′ kuvaa aligraafien isomorfismia 𝐺1:stä 𝐺2:een, jos on 

olemassa 𝐺 ⊆ 𝐺2 niin, että injektio 𝑓 kuvaa graafien isomorfismia 𝐺:n ja 𝐺1:n välillä. 

Toisin sanoen poistamalla solmuja ja kaaria 𝐺2:sta saadaan pienempi graafi, joka on 

isomorfinen suhteessa 𝐺1:een. 

Edellä esitetyssä aligraafien isomorfismissa on keskeinen rajoite, joka rajaa 

ongelman tilanteeseen, jossa pienempi graafi on suuremman aligraafi. Yleisempää, 

ja tämän opinnäytetyön kannalta keskeistä, tilannetta voidaan tarkastella suurimman 

yhteisen aligraafin (maximum common subgraph, MCS) ongelman kautta. 

Tarkastellaan kahta graafia 𝐺1 ja 𝐺2. Graafi 𝐺 = (𝑉, 𝐸) on yhteinen aligraafi 𝐺1:lle ja 

𝐺2:lle, jos 𝐺 ≃ 𝐺1 ja 𝐺 ≃ 𝐺2. Graafi 𝐺 on suurin yhteinen aligraafi 𝐺𝑀𝐶𝑆, jos ei ole 

olemassa muuta yhteistä aligraafia 𝐺1:lle ja 𝐺2:lle, jossa olisi enemmän solmuja kuin 

𝐺:ssä. [14] 

Suurimman yhteisen aligraafin avulla voidaan myös vertailla kahta graafia 

keskenään. Bunke et al. ehdottaa MCS:ään perustuvaa tunnuslukua kahden graafin 

erilaisuuden mittaamiseksi. MCS-etäisyys määritellään 

𝑑𝑀𝐶𝑆(𝐺1, 𝐺2) = 1 −
|𝑉𝑀𝐶𝑆|

𝑚𝑎𝑥{|𝑉1|, |𝑉2|}
 

Määritelmästä nähdään, että 𝐺1:n ja 𝐺2:n ollessa isomorfiset, MSC-etäisyys saa 

arvon 0. Jos ei ole olemassa yhteistä aligraafia, niin MCS-etäisyys saa arvon 1. [4] 

2.7 Graafien yhdistelymenetelmistä 

Tavoitteena on yhdistää kaksi graafia niiden perusrakenteiden ja rakenteisiin liittyvän 

tiedon perustella. Toisin sanoen graafien yhdistelyssä pyritään huomioimaan 

solmujen ja kaarten muodostama kokonaisuus ja hyödynnetään myös niihin liittyvä 

tarkempi informaatio. Solmut ja kaaret voivat sisältää attribuutteja, jotka ovat samoja 

molemmissa graafeissa ja tätä tietoa voidaan hyödyntää osana menetelmää. Graafi, 

jonka solmuihin ja kaariin liittyy attribuutteja, merkitään täsmällisemmin 𝐺 =

(𝑉, 𝐸, 𝛼, 𝛽), missä 𝛼 on solmujen attribuutit ja 𝛽 on kaarten attribuutit. Tämän alaluvun 

lähteenä on käytetty Livi et al. [14] tutkimusta, jollei muuten ole mainittu. 
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Nimetään graafit 𝐺1 ja 𝐺2 jatkossa datagraafiksi (data graph) ja malligraafiksi (model 

graph), kuten Gao et al. [9] ehdottaa. Malligraafi voidaan mieltää kiinteäksi 

rakenteeksi, johon datagraafia verrataan. Toisaalta voidaan tarkastella kuinka paljon 

datagraafi muistuttaa malligraafia. 

Livi et al. tarkastelee yhdistelyongelmaa graafien samankaltaisuuden ja 

erilaisuuden kautta. Samankaltaisuutta voidaan lähestyä esittämällä graafit 

sopivassa vektoriavaruudessa ja tutkia vektoreiden ominaisuuksia graafiytimien 

avulla. Erilaisuutta voidaan puolestaan lähestyä tutkimalla muutosten määrää, jolla 

datagraafi saadaan muokattua malligraafiksi (ks. 2.7.1). Toinen vaihtoehto on esittää 

graafit upotusavaruudessa (embedding, ks. 2.7.2), jossa graafien yhteiset piirteet 

kuvautuvat niiden keskinäisenä etäisyytenä muodostetussa avaruudessa. [14] 

Embeddings on termi, joka käytetään erityisesti tekstianalyysissä, kun teksti 

muutetaan matemaattiseen muotoon eli numeroiksi. Embeddings ei tallenna sanoja 

sellaisenaan, vaan se kuvaa sanojen ja lauseiden merkityksiä ja yhteyksiä toisiinsa. 

Menetelmän tarkoituksena on tunnistaa sisällöllisiä samankaltaisuuksia, vaikka itse 

teksti koostuisi erilaisista sanavalinnoista. [7] 

Tämän opinnäytetyön kontekstissa tekstin sijaan upotus voidaan tehdä solmuille 

(Node Embeddings), kaarille (Edge Embeddings) tai jopa koko graafille (Graph 

Embeddings) [9]. Esimerkiksi solmujen upotuksessa jokainen solmu esitetään 

numeerisena upotusvektorina ja läheiset solmut graafissa tulisi kuvautua myös 

läheisiksi vektoreiksi upotusavaruudessa. Tavoitteena on muun muassa esittää 

monimutkainen graafirakenne pieniulotteisessa avaruudessa, jolloin solmujen väliset 

yhteydet voidaan helpommin esittää graafisesti. [11] 

Livi et al. [14] mukaan tieteellisessä kirjallisuudessa voidaan erottaa kolme 

lähestymistapaa epätarkkaan graafin yhdistelyongelmaan tai -menetelmään: 

 Graafin muokkausetäisyys (Graph edit distance) 

 Graafiytimet (Graph kernels) 

 Graafin upotus (Graph embedding) 

Seuraavissa aliluvuissa esitellään perusteita graafin muokkausetäisyydestä ja 

upotuksesta sekä lisäksi matriisipermutaatioon perustuvasta menetelmästä, joka 

muistuttaa graafin muokkausetäisyyttä. 

2.7.1 Graafin muokkausetäisyys 
Ensimmäinen lähestymistapa on graafin muokkausetäisyys, joka perustuu nimensä 

mukaisesti graafin muokkaamiseen.  Muokkausetäisyys muistuttaa läheisesti 
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tekstianalyysissä käytettyä Levenshteinin etäisyysmittaa [13], jossa vertaillaan kahta 

merkkijonoa yksittäisiä merkkejä vaihtamalla, lisäämällä ja poistamalla. Graafien 

tapauksessa datagraafia muokataan poistamalla, lisäämällä tai vaihtamalla solmuja 

niin, että siitä saadaan malligraafi. Muokkausten tarkastelua varten määritellään 

muokkauspolku (edit path) käsite. Määritelmä: Olkoon kaksi graafia 𝐺1 ja 𝐺2. Mitä 

tahansa bijektiota 𝑓: 𝑉′1 → 𝑉′2, missä 𝑉′1 ⊆ 𝑉1 ja 𝑉′2 ⊆ 𝑉2 kutsutaan 

muokkauspoluksi 𝐺1 ja 𝐺2 välillä. 

Muokkauspolun muodostamiseksi määritellään vielä yksittäiset muokkausoperaatiot. 

Solmujen muokkausoperaatioita ovat: 

 vaihtaminen: 𝑢 → 𝑣, missä 𝑢 ∈ 𝑉1 ja 𝑣 ∈ 𝑉2. Toisin sanoen vaihtaminen 

muuttaa solmujen tunnisteita, 

 poistaminen: 𝑢 → 𝜀, 

 lisääminen: 𝜀 → 𝑣. 

Solmujen lisäksi vastaavat muokkausoperaatiot voidaan määritellä myös kaarille. 

Olkoon 𝜊 täydellinen muokkauspolku, jolla datagraafi saadaan muokattua 

malligraafiksi, 𝜊 = (𝜊1, . . . , 𝜊𝑘). Polku koostuu 𝑘 muokkauksesta ja kukin muokkaus 𝜊𝑖 

on 𝑢 → 𝑣, 𝑢 → 𝜀 tai 𝜀 → 𝑣. Jokaisella muokkauksella on siihen liittyvä 

muokkauskustannus 𝑐(𝜊𝑖). 

Määritellään muokkauskustannusfunktio, joka on ei-negatiivinen funktio: 

𝑐: Ο → ℝ+ 

missä Ο on kaikkien muokkauspolkujen joukko. Funktiolle pätee seuraavat 

epäyhtälöt, jotta voidaan välttyä ylimääräisiltä muokkauskustannuksilta: 

 𝑐(𝑢 → 𝑤) ≤ 𝑐(𝑢 → 𝑣) + 𝑐(𝑣 → 𝑤) 

 𝑐(𝑢 → 𝜀) ≤ 𝑐(𝑢 → 𝑣) + 𝑐(𝑣 → 𝜀) 

 𝑐(𝜀 → 𝑣) ≤ 𝑐(𝜀 → 𝑢) + 𝑐(𝑢 → 𝑣) 

Muokkauspolun ja -kustannusfunktion perusteella voidaan lopulta määritellä 

graafinmuokkausetäisyys (graph edit distance) kahdelle graafille 𝐺1 ja 𝐺2 

𝑑𝐺𝐸𝐷 = min
𝜊∈Ο

∑𝑐(𝜊𝑖)

𝑖

 

Mahdollisille muokkausoperaatioille voidaan asettaa ehtoja. Esimerkiksi solmujen 

tapauksessa muokkausoperaatioiden määrä voidaan rajoittaa suhteessa graafien 

solmujen määrään. Kun muokkausoperaatiot kohdistetaan datagraafiin 𝐺1, 
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poistamisoperaatioiden maksimimäärä on |𝑉1|, lisäämisoperaatioiden maksimimäärä 

on |𝑉2| ja vaihto-operaatioiden maksimimäärä |𝑉1| × |𝑉2|. Vastaavasti 

muokkausoperaatioiden maksimimäärät kaarille ovat |𝐸1|, |𝐸2| ja |𝐸1| × |𝐸2|. 

Muokkausetäisyyden 𝑑𝐺𝐸𝐷 tarkka laskeminen tarkoittaa edellä määritellyn minimin 

laskentaa. Tämä vaatii kaikkien muokkauspolkujen läpikäyntiä, jolloin laskenta-aika 

ja tilan (muisti) tarve kasvaa eksponentiaalisesti solmujen määrän |𝑉1| + |𝑉2| 

funktiona [16]. 

2.7.2 Graafin upottaminen 
Upottamiseen (embedding) liittyvät menetelmät perustuvat solmujen, kaarien tai 

koko graafin upottamiseen yleisen vektoriesityksen aikaansaamiseksi. Näitä 

menetelmiä voidaan pitää graafiytimiin perustuvan lähestymistavan yleistyksenä. 

[14] 

Graafisolmun upottamisella pyritään siihen, että solmut koodataan matalaulotteiseen 

avaruuteen siten, että piilevän upotetun avaruuden samankaltaisuus on lähellä 

alkuperäisen korkeaulotteisen graafin samankaltaisuutta. Graafin upotusongelma 

voidaan muotoilla siten, että graafi 𝐺 = (𝑉, 𝐸) pyritään esittämään solmujen 

lukumäärää huomattavasti pienemmässä 𝐿-ulotteisessa vektoriavaruudessa (𝐿 ≪

|𝑉|). Xu [19] muotoilee ongelman matemaattisesti projektion φ oppimiseksi siten, että 

kaikki solmut 𝑣 ∈ 𝑉 koodataan kahtena eri upotusmuotona korkeaulotteisesta (|𝑉|) 

avaruudesta matalaulotteiseen (𝐿) avaruuteen. Yksi solmujen upotusmuoto perustuu 

deterministisiin pistevektoreihin 𝑧𝑖 ∈ ℝ
𝐿 kaikille 𝑖 = 1,… , |𝑉|. Toinen upotusmuoto 

perustuu stokastiseen todennäköisyysjakaumaan 𝑥𝑖~Ν(𝜇𝑖, 𝛴𝑖) kaikille 𝑖 = 1,… , |𝑉|, 

jossa keskiarvovektori 𝜇𝑖 ∈ ℝ
𝐿/2 ja kovarianssimatriisi 𝛴𝑖 ∈ ℝ

𝐿/2×𝐿/2. Lisäksi 

graafirakenteen ominaisuudet tulisi säilyä tässä upotetussa avaruudessa. 

Solmujen parittainen samankaltaisuus, kuten pistetulo 𝑧𝑗
𝑇𝑧𝑖 tai euklidinen etäisyys 

‖𝑧𝑖 − 𝑧𝑗‖ upotetussa latenttiavaruudessa helpottavat vastaavien solmujen 𝑣𝑖 ja 𝑣𝑗 

samankaltaisuuden arviointia alkuperäisessä avaruudessa. Tämä voidaan merkitä 

esimerkiksi 𝑆𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ≈ 𝑧𝑗
𝑇𝑧𝑖 vektoripohjaiselle graafin upotukselle ja 

𝑆𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ≈ 𝜇𝑗
𝑇𝜇𝑖 Gaussisen jakauman mukaiselle graafin upotukselle. 

Graafin upotusmenetelmät sisältävät kolme pääkomponenttia: graafin rakenteen 

ominaisuuksien säilyttämisen, solmujen samankaltaisuuden mittaamisen 

(alkuperäisessä ja latentissa avaruudessa) ja enkooderin. 
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2.7.3 Permutaatiomenetelmä 
Kahden graafin solmujen yhdistelyyn kytkentämatriisien kautta on olemassa varsin 

looginen ja suoraviivainen matriisioperaatioihin perustuva menetelmä, joka esitellään 

Bridgeford et al [3] mukaillen. Menetelmä perustuu graafin kytkentämatriisiin, joka 

kuvaa solmujen yhteyksiä toisiinsa, ja sen rivien ja sarakkeiden järjestyksen 

muuttamiseen siten, että se vastaa mahdollisimman hyvin toisen graafin vastaavaa 

kytkentämatriisia. Kuvassa 8 havainnollistetaan yksinkertaista tilannetta, jossa 

graafin 𝐺1 solmut (0, 1, 2, 3) vastaavat graafin 𝐺2 solmuja {a, b, c, d}. Kytkentämatriisit 

ovat identtisiä, joka havaitaan myös Frobeniuksen normin avulla. 

 

Kuva 8. Kaksi graafia ja niiden kytkentämatriisit, tapaus 1. 

Muutetaan graafia 𝐺2 hieman, jolloin saadaan kuvan 9 mukainen tilanne, jossa  𝐺1 

solmut (0, 1, 2, 3) vastaavat graafin 𝐺2 solmuja {a, b, d, c}. Nyt havaitaan, että 

kytkentämatriisit poikkeavat toisistaan, jolloin Frobeniuksen normi ‖𝐴1 − 𝐴2‖𝐹
2 = 8. 

 

Kuva 9. Kaksi graafia ja niiden kytkentämatriisit, tapaus 2. 

Lyzinski et al. [15] muotoilee graafien yhdistelyongelman Frobeniuksen normin 

‖𝐴1 − 𝑃𝐴2𝑃
𝑇‖𝐹
2  minimointiongelmaksi, jossa matriisi 𝑃 on |𝑉| × |𝑉|-kokoinen 

permutaatiomatriisi. Graafien yhdistelyyn permutaatiomenetelmällä ei löydy 

tehokasta algoritmia. Forbeniuksen normin minimointiongelma on NP-kova ongelma. 
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Permutaatiomatriisin tarkoituksena on siis vaihtaa 𝐺2:n kytkentämatriisin rivien ja 

sarakkeiden paikkaa siten, että se vastaa parhaiten 𝐺1:n kytkentämatriisia. Kuvan 9 

tapauksessa valitsemalla permutaatiomatriisiksi 

𝑃 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

) 

havaitaan, että 𝑃𝐴2 muuttaa rivien ja 𝐴2𝑃
𝑇 sarakkeiden järjestystä 

𝑃𝐴2 = (

0 1 0 1
1 0 1 0
1 0 1 0
0 1 0 1

) , 𝐴2𝑃
𝑇 = (

0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1

) 

ja yhdessä 

𝑃𝐴2𝑃
𝑇 = (

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

), 

jolloin matriisitulo on alkuperäistä matriisia 𝐴1 vastaava matriisi ja ‖𝐴1 − 𝑃𝐴2𝑃
𝑇‖𝐹
2 =

0. Valitusta permutaatiomatriisista 𝑃 voidaan tulkita, että vastaavuus {a, b, d, c} 

saavutettiin. 

2.8 Vahvistusoppimisesta 

Koneoppiminen (machine learning) koostuu kolmesta kokonaisuudesta – ohjatusta 

oppimisesta (supervised learning), ohjaamattomasta oppimisesta (unsupervised 

learning) ja vahvistusoppimisesta (reinforcement learning). Ohjatussa oppimisessa 

opetusaineisto koostuu selittävistä muuttujista ja vastemuuttujista. Sovellukset 

liittyvät usein luokitteluongelmiin tai regressioanalyysiin, jossa tarkastellaan 

vastemuuttujan riippuvuutta selittävistä muuttujista. Ohjaamattomassa 

oppimisessa opetusaineisto ei sisällä vastemuuttujaa, tai sitä ei käytetä. Näillä 

menetelmillä aineistoa pyritään esimerkiksi klusteroimaan (clustering), eli 

ryhmittelemään samankaltaisia havaintoja samaan luokkaan, tai pienentämään 

moniulotteinen vektoriavaruus visualisointia varten 2–3-ulotteiseksi. 

Vahvistusoppimisessa on puolestaan haasteena tehdä algoritmin ympäristössä 

(environment) oikeita toimintoja (action) annetussa tilassa (state) maksimoidakseen 

palkkion (reward) (ks. Kuva 10). Algoritmille ei anneta esimerkkejä halutuista 

vastearvoista, vaan on pyrittävä oppimaan ne tekemällä onnistuneita ja virheellisiä 

ratkaisuja. [1] 
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Vahvistusoppiminen on oppimista palkkion kautta. Toiminnot eivät vaikuta 

pelkästään välittömään palkkioon vaan seuraavan tilan kautta myös tuleviin 

palkkioihin. Tämä ominaisuus, eli yrityksen ja erehdyksen kautta oppiminen sekä 

palkkion käsite, on vahvistusoppimisen kaksi tärkeintä ominaisuutta. 

 

 

Kuva 10. Vahvistusoppimisen periaate (agent-environment) [17] 

 

Sutton et al. [17] esittelee vahvistusoppimisen ongelman käyttämällä dynaamisen 

systeemiteorian ideoita erityisesti Markovin päätösprosessin avulla. 

Perusajatuksena on tallentaa algoritmin tai oppivan agentin (agent) kohtaaman 

ratkaistavan ongelman tila, kun se toimii ympäristössä tavoitteen saavuttamiseksi. 

Oppivan agentin on tallennettava ympäristönsä tilaa ja kyettävä tekemään valintoja, 

jotka vaikuttavat tilaan. Algoritmiin on määriteltävä yksi tai useampia tavoitteita, jotka 

liittyvät ympäristön tilaan. 

Vahvistusoppiminen eroaa ohjatusta oppimisesta, joka on oppimista 

opetusmateriaalista, jossa haluttu vaste tai toiminta tiedetään jo etukäteen. Edellä 

mainitut esimerkit klusteroinnista ja regressioanalyysistä ovat tärkeitä, mutta ne eivät 

opi vuorovaikutuksesta. Vuorovaikutteisissa ongelmissa saadaan harvoin 

esimerkkejä halutusta käyttäytymisestä, jotka ovat sekä oikeita että edustavat kaikkia 

tilanteita, joissa agentin on toimittava. Toisin sanoen opetusaineisto ei välttämättä 

sisällä juuri tiettyä tilannetta ja haluttua vastetta, jolloin algoritmin on kyettävä 

oppimaan omasta kokemuksestaan. 

Vahvistusoppiminen eroaa myös ohjaamattomasta oppimisesta, jossa siis 

tyypillisesti on kyse piilotetun rakenteen löytämisestä tietoaineistosta. Sutton et al. 

[17] toteaa, että vaikka saattaisi olla houkutus ajatella vahvistusoppimista 

eräänlaisena ohjaamattomana oppimisena, koska se ei perustu oikean 

käyttäytymisen esimerkkeihin, vahvistusoppiminen pyrkii maksimoimaan 

palkitsemissignaalin sen sijaan, että yrittäisi löytää piilotettua rakennetta. Rakenteen 

paljastaminen agentin kokemuksesta voi olla hyödyllistä vahvistusoppimisessa, 
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mutta se ei yksinään ratkaise vahvistusoppimisen ongelmaa palkitsemissignaalin 

maksimoimiseksi. Siksi kirjoittajat pitävät vahvistusoppimista kolmantena 

koneoppimisen paradigmana ohjatun oppimisen ja ohjaamattoman oppimisen sekä 

ehkä muiden paradigmojen rinnalla. 

Yksi vahvistusoppimisen haasteista on optimoida uuden tutkimista ja aiemmin opitun 

toiminnan hyödyntämistä. Palkkioelementin seurauksena algoritmin tulisi hyödyntää 

aiemmin opittua ja suosia toimintoja, jotka aikaisemmin lisäsivät palkkiota. Toisaalta 

algoritmin olisi kokeiltava uusia toimintoja, joita se ei ole aikaisemmin valinnut, jotta 

se oppisi lisää. Uuden tutkimisen ja aiemmin opitun toiminnan hyödyntämisen välillä 

valitessaan algoritmi todennäköisesti epäonnistuu tehtävässään. Agentin on 

kokeiltava erilaisia toimia ja suosittava asteittain niitä, jotka näyttävät parhaimmilta. 

Lisäksi näitä toimia on kokeiltava useita kertoja, jotta odotettua palkkiota voidaan 

riittävän luotettavasti arvioida. Vastaavaa uuden tutkimisen ja aiemmin opitun 

hyödyntämistä ei sovelleta ohjattuun tai ohjaamattomaan oppimiseen. Sutton et al. 

[17] huomauttaa, että vahvistusoppimisen keskeinen piirre on ottaa huomioon 

tavoitteellisen agentin koko ongelman, joka on vuorovaikutuksessa epävarman 

ympäristön kanssa. Toisin sanoen se ottaa huomioon koko laajan ongelman 

yksittäisen osaongelman lisäksi. 

Vahvistusoppimisessa pyritään määrittelemään täydellinen ja vuorovaikutteinen 

agentti. Kaikilla vahvistusoppimisen agenteilla on eksplisiittiset tavoitteet, ne voivat 

aistia ympäristönsä osa-alueita ja voivat valita toimia ympäristöönsä vaikuttamiseksi. 

Lisäksi yleensä oletetaan alusta alkaen, että agentin on toimittava huolimatta 

merkittävästä epävarmuudesta kohtaamastaan ympäristöstä. Kun 

vahvistusoppimiseen liittyy suunnittelua, sen on käsiteltävä suunnittelun ja 

reaaliaikaisen toiminnan valinnan välistä vuorovaikutusta sekä kysymystä siitä, miten 

ympäristömalleja hankitaan ja parannetaan. Kun vahvistusoppimiseen liittyy ohjattua 

oppimista, se tekee niin tietyistä syistä, jotka määrittävät, mitkä ominaisuudet ovat 

kriittisiä ja mitkä eivät. Jotta oppimistutkimus edistyisi, tärkeät osaongelmat on 

eristettävä ja tutkittava, mutta niiden tulisi olla osaongelmia, joilla on selkeä rooli 

täydellisissä, vuorovaikutteisissa, tavoitteita tavoittelevissa agenteissa, vaikka 

kaikkia täydellisen agentin yksityiskohtia ei voida vielä täyttää. 

Täydellisellä, vuorovaikutteisella, tavoitteita tavoittelevalla agentilla emme aina 

tarkoita jotain täydellistä organismia tai robottia. Nämä ovat selkeitä esimerkkejä, 

mutta täydellinen, vuorovaikutteinen, tavoitteita tavoitteleva agentti voi olla myös osa 

suurempaa käyttäytyvää järjestelmää. Tässä tapauksessa agentti on suoraan 

vuorovaikutuksessa muun suuremman järjestelmän kanssa ja epäsuorasti 
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vuorovaikutuksessa suuremman järjestelmän ympäristön kanssa. Esimerkkinä on 

agentti, joka valvoo huoneilman hiilidioksidipitoisuutta ja kommunikoi 

ilmanvaihtolaitteen ohjausyksikön kanssa. Tämän agentin ympäristö on muu 

järjestelmä yhdessä ympäristönsä kanssa. On tärkeää tarkastella agenttien ja niiden 

ympäristöjen ulkopuolelle, jotta voidaan ymmärtää vahvistusoppimisen 

viitekehyksen yleisluontoisuus. 

Lopuksi voidaan todeta, että kaikista koneoppimisen muodoista vahvistusoppiminen 

on lähimpänä ihmisten ja muiden eläinten oppimista, ja monet vahvistusoppimisen 

ydinalgoritmeista ovat alun perin saaneet inspiraationsa biologisista 

oppimisjärjestelmistä. [17] 
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3. TUTKIMUSMENETELMÄ JA AINEISTO 

Tässä työssä kuvatun tutkimusmenetelmän pohjana on heuristinen näkökulma 

kahden graafin solmujen yhdistämiseen. Kehitetty menetelmä on saanut ideansa 

yleisistä graafialgoritmeista (ks. 2.5) sekä vahvistusoppimisesta, vaikka se ei täysin 

noudatakaan kaikkia vahvistusoppimisen luvussa 2.8 esitettyjä periaatteita. 

Tavoitteena on kehittää käytäntöön pohjautuva menetelmä, jonka toiminta on 

läpinäkyvä ja tulokset helposti tulkittavia. Menetelmän logiikka mukailee siten 

käytännön toimenpiteitä, joita manuaalisessa yhdistelyssä tehtäisiin, mutta 

hyödynnetään simulointia keskeisiltä osin. Kehitetyssä menetelmässä on 

havaittavissa samankaltaisuutta luvussa 2.7 esiteltyihin menetelmiin, vaikka 

menetelmän kehittäminen ei ole niihin pohjautunutkaan. Toisaalta tavoitteena on 

kehittää menetelmä, joka pyrkii yhdistämään graafit itsenäisesti, eikä siten ota 

käyttäjältä tai datasta vastaan tunnettuja solmupareja, kuten Fishkinda et al. [7] 

tutkimuksessaan. 

Työssä käsitellään kahta graafia - malligraafia (merkitään 𝐺𝑚, model graph) ja 

datagraafia (merkitään 𝐺𝑑, data graph). Malligraafi 𝐺𝑚 kuvastaa todenmukaista 

rakennetta sisältäen vain oikeita ja vahvistettuja solmuja ja kaaria. Graafia 

solmuineen ja kaarineen voidaan ajatella referenssiksi, johon datagraafia verrataan. 

Datagraafi 𝐺𝑑 puolestaan sisältää epätäydellistä tietoa. Prosessissa, jolla datagraafi 

muodostetaan, oikeiden solmujen ja kaarien lisäksi syntyy myös ylimääräisiä solmuja 

ja ylimääräisiä kaaria. Graafien yhdistelyn kannalta tarkasteltuna prosessi aiheuttaa 

sellaisia ylimääräisiä solmuja ja kaaria, joita ei löydy 𝐺𝑚:stä. Virheellisiä solmuja ja 

kaaria ei kyetä etukäteen tunnistamaan, mutta kehitettävä menetelmä pyrkii 

jättämään nämä tapaukset huomiotta ja näin ollen tulkitsemaan ne virheellisiksi. 

Sovellus ohjelmoitiin Python-kielellä ja käytetty versio oli 3.9. 

3.1 Esimerkkiaineistosta 

Algoritmin toimintaa esitellään pienten yksinkertaisten graafien avulla. 𝐺𝑚 sisältää 7 

solmua ja 66 kaarta, ja 𝐺𝑑 puolestaan 13 solmua ja 256 kaarta. Materiaali on tuotettu 

siten, että 7 solmua vastaavat toisiaan, eli 𝐺𝑑:ssä on 6 ylimääräistä solmua. 
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Kuva 11. Yksinkertainen malligraafi 

 

Kuva 12. Yksinkertainen datagraafi 

 

Malligraafin 𝐺𝑚 kaikki solmut löytyvät datagraafista 𝐺𝑑 (ks. Taulukko 1). 𝐺𝑑:ssä on 6 

ylimäärästä solmua, kuten myös kaikki niihin liittyvät kaaret. 

Taulukko 1. Solmujen vastaavuudet esimerkkigraafeissa. 

𝑮𝒎 a b c d e f g 

𝑮𝑑 2 6 1 7 12 8 10 
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Kaaret solmujen välillä esitetään esitysteknisesti yksinkertaisina. On huomioitava, 

että yllä olevissa kuvissa (ks. Kuva 11 ja Kuva 12) yksi kaari esittää 1–8 eri 

kategorian kaarta. Useita kaaria voidaan esittää esimerkiksi kuvan 13 tapaan. 

 

Kuva 13. Esimerkki solmuista ja eri kategorioiden (k1-k8) kaarista. 

3.2 Käsitteitä 

Malli- ja datagraafeissa käsitellään graafia 𝐺  =  (𝑉,  𝐸, 𝛼, 𝛽), jossa 𝑉 on joukko 

solmuja, joilla on attribuutit  ja 𝐸 on joukko kaaria, joilla on attribuutit 𝛽. Kaari 𝑒 =

(𝑢, 𝑣, 𝑏) lähtee siis solmusta 𝑢 , päättyy solmuun 𝑣  ja sillä on ominaisuus 𝑏 . Tämän 

tutkimusongelman tapauksessa 𝑏  on eräänlainen kategoria, jolla on 8 arvoa. 

Solmuille 𝑉  tiedetään yksi attribuutti 𝑎 , joka voi saada 8 erilaista kategoria-arvoa. 

Edellä mainitut rakenteet pätevät molempiin graafeihin 𝐺𝑚 ja 𝐺𝑑. 

3.3 Algoritmi 

Algoritmin suorituksessa erotetaan kolme vaihetta. Ensimmäisessä vaiheessa 

(kulkeminen) kuljetaan molemmissa graafeissa ja tehdään päätelmiä kuljettujen 

polkujen perustella. Toisessa vaiheessa (oppiminen) puolestaan kerätään kunkin 1. 

vaiheen kierroksen lopputulos ja päivitetään sen pohjalta todennäköisimpiä 

solmupareja data- ja malligraafeista. Viimeisessä vaiheessa ehdotetaan uusia 

solmupareja, tarkastellaan niiden loogisuutta suhteessa aiempiin hyväksyttyihin 
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solmupareihin ja tallennetaan paras uusi solmupari. Vaiheita vuorotellaan, kunnes 

kaikki mahdolliset solmuparit on löydetty. Kuvassa 14 algoritmin vaiheet esitetään 

yleisellä tasolla. 

 

Kuva 14. Algoritmin ylätason lohkokaavio. 

3.3.1 Kulkeminen 
Algoritmi hyödyntää vain malli- ja datagraafien tietoja. Periaatteena on se, että 

kuljetaan ensin askel datagraafissa ja tallennetaan tietoja solmujen ja kaaren 

attribuuteista, joita hyödynnetään kuljettaessa seuraavaksi malligraafissa. 

Ensin valitaan 

 datagraafista 𝐺𝑑 satunnaisesti lähtösolmu 𝑢𝑑 ja tallennetaan attribuutin 𝑎1 

arvo 𝑎1′, 

 satunnaisesti kaarityyppi 𝑏′ , joka lähtee 𝑢𝑑:sta ja 

 satunnainen kohdesolmu 𝑣𝑑 ja tallennetaan attribuutin 𝑎2 arvo 𝑎2′, eli saadaan 

kaari (𝑢𝑑 , 𝑣𝑑 , 𝑏′),. 

Sitten valitaan joko malligraafin 𝐺𝑚 solmu 𝑢𝑚 yhdistelylistasta 𝑚, jos datagraafin 

lähtösolmu 𝑢𝑑 oli jo lisätty siihen (yhdistelylista esitellään aliluvussa 3.3.3), tai 

malligraafista 𝐺𝑚 satunnaisesti lähtösolmu 𝑢𝑚 niiden solmujen joukosta, joille pätee 

𝑎1 = 𝑎1′. Lopuksi valitaan kaarityypin 𝑏′ kautta satunnainen kohdesolmu 𝑣𝑚, jolle 

𝑎2 = 𝑎2′ siten, että saadaan kaari (𝑢𝑚, 𝑣𝑚, 𝑏′). 

Toistetaan edellä esitettyä algoritmin osaa silmukassa siten, että jokaisella 

kierroksella kohdesolmusta 𝑣 tulee seuraavalla kierroksella lähtösolmu 𝑢 (𝑢𝑡+1 = 𝑣𝑡) 

ja jatketaan, kunnes jokin lopetusehto täyttyy. Näin saadaan kaksi samanpituista 

polkua molemmille graafeille 𝑠𝑑 = 𝑠0𝑑 , 𝑠1𝑑, . . . , 𝑠𝑛𝑑 ja 𝑠𝑚 = 𝑠0𝑚, 𝑠1𝑚, . . . , 𝑠𝑛𝑚. 

Kulkeminen graafeissa lopetetaan tilanteisiin, joissa polun jatkaminen ei onnistu. 

Lopetusehdoiksi ehdotetaan tilanteita, kun 

 𝐺𝑚:stä ei löydy kaarta 𝑏′, joka ensin löytyi 𝐺𝑑:stä, tai kaarta 𝑏′ solmuun, jonka 

attribuutin arvo on 𝑎′ (1) 

 𝐺𝑑:n polkuun muodostuu silmukka, toisin sanoen 𝑣𝑡𝑑 ∈ 𝑠𝑑 (2) 
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Polun määritelmän mukaisesti maksimipituudeksi saadaan 𝑚𝑎𝑥(𝑛) =

𝑚𝑖𝑛(|𝑉𝑑|, |𝑉𝑚|) − 1. 

 

Kuva 15. Kulkeminen graafeissa 

Kulkemista data- ja malligraafeissa ja ensimmäistä lopetusehtoa havainnollistetaan 

kuvassa 15, jossa datagraafista valitaan satunnaisesti solmu 1 ja siitä lähtevä 

kaarityyppi k5 ja päädytään solmuun 2. Malligraafissa vastaavasti valitaan 

satunnaisesti solmu a, valitaan kaarityyppi k5 (sama kuin datagraafissa) ja 

päädytään solmuun b. Seuraavassa vaiheessa valitaan satunnaisesti kaarityypeistä 

k2 ja k4 kaari k4 (solmun 3 suuntaan) ja päädytään solmuun 3. Samoin tehdään 

malligraafissa, jolloin päädytään solmuun c. Viimeisessä vaiheessa valitaan 

satunnaisesti datagraafin solmusta 3 lähtevistä kaarityypeistä k2, k3, k4, k5, k7 ja k8 

kaari k5, joten päädytään solmuun 4. Malligraafista havaitaan, että ensimmäinen 

lopetusehto täyttyy, koska solmusta c ei lähde kaarityypin k5 kaarta. Näin ollen 

saadaan kaksi samanpituista polkua 𝑠𝑑 = 1, 2, 3 ja 𝑠𝑚 = 𝑎, 𝑏, 𝑐. 

Yksittäisellä polkujen muodostamisella ei kyetä saamaan varmuutta 

oikeellisuudesta, mutta mikäli on kyetty kulkemaan pitkät polut, todennäköisyys 

oikeille solmujen vastaavuuksille kasvaa. Määritellään palkkio 𝑟 (reward), joka 

muistuttaa hieman todennäköisyyttä sille, että polut 𝑠𝑑 ja 𝑠𝑚 tai niiden osapolut ovat 

oikeat. 

𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝛽
𝑛

𝑚𝑖𝑛(|𝑉𝑑|, |𝑉𝑚|)
, 
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missä kerroin 𝛽 riippuu lopetusehdosta. Tapauksessa (1) ehdotetaan 𝛽:n arvoksi 1 

(𝛽 = 1), jolloin palkkio on kuljetun polun pituus suhteessa polun maksimipituuteen.  

Tapauksessa (2) palkkio ehdotetaan määriteltäväksi ehdollisena. Mikäli myös 𝐺𝑚:n 

polkuun 𝑠𝑚 muodostuu silmukka siten, että on olemassa kaari (𝑢𝑚, 𝑣𝑚, 𝑏′), jossa 𝑣𝑚 

viittaa vastaavaan malligraafin polun solmuun 𝑠𝑡𝑚 kuin 𝑣𝑑 viittasi datagraafissa 𝑠𝑡𝑑, 

niin kertoimen arvoksi ehdotetaan 10 (𝛽 = 10). Mikäli kaarta 𝑏′ ei löydy, niin kyseessä 

on tapauksen (1) kaltainen tilanne ja kerroin saa arvon 1 (𝛽 = 1). Toisin sanoen 

palkkio on sitä suurempi, mitä pidempään graafeissa kuljetaan, ja molempien 

polkujen silmukoiden tapauksessa palkkio on kymmenkertainen.  

Mikäli poluissa 𝑠𝑑 ja 𝑠𝑚 on solmuja, jotka vastaavat toisiaan, niin havaitaan, että 

kyseisten peräkkäisten solmujen välillä olevat kaikki kaaret vastaavat toisiaan. Toisin 

sanoen kaaret datagraafin solmujen 𝑠𝑗𝑑 ja 𝑠𝑗+1𝑑 välillä ovat samat kuin kaaret 

malligraafin solmujen 𝑠𝑗𝑚 ja 𝑠𝑗+1𝑚 välillä. Mikäli polusta löytyy peräkkäisiä solmuja, 

joille edellä mainittu kaarien vastaavuus pätee, palkkio ehdotetaan korotettavan 

arvolla 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 = 10. Tällöin palkkio koostuu koko polkua koskevasta osasta sekä 

yksittäisiä solmuja koskevasta osasta 𝑟 = 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ + 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟. Kertoimen β ja 

osapalkkioiden arvojen optimointi ei kuulu tähän työhön. 

Edellisessä kuvan 15 esimerkissä yhdistettäisiin solmuparit (1,a), (2,b) ja (3,c). 

Havaitaan, että datagraafin solmujen 1 ja 2 väliset kaarityypit 𝑘1𝑑 = (𝑘5) (𝑒1𝑑 =

(1,2, 𝑘1𝑑)) ovat identtiset malligraafin solmujen a ja b välisten kaarityyppien 𝑘1𝑚 =

(𝑘5) kanssa (𝑒1𝑚 = (𝑎, 𝑏, 𝑘1𝑚)). Samoin 𝑘2𝑑 = 𝑘2𝑚 = (𝑘2, 𝑘4). Koko polkua 

koskevaksi palkkioksi muodostuisi 

𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ = 𝛽
𝑛

𝑚𝑖𝑛(|𝑉𝑑|, |𝑉𝑚|)
=

2

𝑚𝑖𝑛(13,7)
=
2

7
. 

Näin ollen solmupareille (1,a), (2,b) ja (3,c) palkkion 𝑟 arvoksi tulisi kullekin  

𝑟 = 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ + 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 =
2

7
+ 10 ≈ 10.3. 

Edellä esitettyä algoritmin osaa toistetaan riittävän monta kertaa (𝑛𝑝𝑎𝑡ℎ), jotta 

molempien graafien solmuilla on riittävän suuri todennäköisyys kuulua useampaan 

polkuun ja sattumalta kuljetaan myös oikeita solmupareja osana polkuja. 

Todennäköisyys aloittaa polku datagraafin solmusta 𝑢𝑑 on 
1

|𝑉𝑑|
  ja usean simuloinnin 

tapauksessa voidaan hyödyntää komplementtitodennäköisyyttä [18]. 

Esimerkkiaineistossa datagraafissa on 13 solmua, joten todennäköisyys aloittaa 
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polku tietystä solmusta 𝑢′𝑑 on 
1

13
= 0.077, mutta 100 simuloinnin osalta 

todennäköisyys aloittaa polku solmusta 𝑢′𝑑 ainakin kerran kasvaa huomattavasti 1 −

(
12

13
)
100

= 0.9997. Kuljettavien polkujen määrä on suhteessa graafien kokoon. Mitä 

suurempi määrä solmuja, sitä enemmän polkuja tarvitaan. 

Palkkiot tallennetaan jokaisen polun muodostamisen jälkeen. Määritellään |𝑉𝑑| ×

|𝑉𝑚|-kokoinen palkkiomatriisi 𝐿 (ykkösmatriisi), jonka rivit kuvaavat datagraafin ja 

sarakkeet malligraafin solmuja. Riveille tallennetaan 𝐺𝑑:n solmujen palkkio kunkin 

𝐺𝑚:n solmun suhteen. Palkkion määrä lisätään jokaisella kierroksella matriisiin 

solmujen määrittämiin soluihin. Esimerkkinä esitetään palkkiomatriisi erään 100 

kierroksen ajon jälkeen 

𝐿 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

39.6 6.6 56.4 1 1 1 1
2.8 14.2 27 1 1 1 1
65.7 29.5 35.1 1 1 1 1
1 1 1 1 14.4 6.3 1
22 61 1 1 1 1 1
27.8 13.1 8.4 1 1 1 1
30.1 21.3 10.1 1 1 1 1
1 1 1 72.2 2.8 5.8 10.2
1 1 1 12.2 40.1 12.8 8.8
5.6 5.4 11.8 1 1 1 1
1 1 1 25.5 14.1 38.4 105.1
1 1 1 48.2 5.5 26.4 19.5
1 1 1 15.3 80.8 57.4 7.3 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Kuvan 16 lohkokaaviossa havainnollistetaan yleisellä tasolla tämän vaiheen 

toiminnot suhteessa muuhun algoritmiin. 

 

Kuva 16. Kulkemisvaiheen lohkokaavio. 
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3.3.2 Oppiminen 
Edellä esitetyssä algoritmin osassa kulkeminen molemmissa graafeissa 

satunnaistetaan ja lopputulos, eli solmuparikohtaiset palkkiot, riippuu 

satunnaistamisesta ja toistojen määrästä. Määritellään kullekin malligraafin solmulle 

suurimman palkkion saanut datagraafin solmu ja tallennetaan tieto toiseen |𝑉𝑑| ×

|𝑉𝑚|-kokoiseen ehdotusmatriisiin 𝑅. Esimerkkinä esitetään ehdotusmatriisi erään 10 

kierroksen ajon jälkeen 

𝑅 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 0 7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
7 2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 6 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 1 10 3 0 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Tässä 2. vaiheessa jokaisella 𝑅:n sarakkeella on lisätty yhden rivin arvoa yhdellä. 

Toisin sanoen jokaiselle malligraafin solmulle on asetettu yksi ehdokas solmupariksi 

datagraafista. Näin sarakkeet summautuvat algoritmin jälkimmäisen vaiheen 

kierrosten määrään. On mahdollista, että matriisista 𝑅 löytyy rivi, jolla ei ole yhtään 

ehdotusta. Toisin sanoen datagraafin jollekin solmulle ei löydy yhtään ehdokasta 

malligraafista. Oppimisvaiheen toimintoja havainnollistetaan kuvassa 17. 

 

Kuva 17. Oppimisvaiheen lohkokaavio. 

3.3.3 Solmuparin ehdottaminen 
Edellä esitettyjä vaiheita toistetaan useita kertoja (𝑛𝑠𝑖𝑚), jonka jälkeen saadaan 

malligraafin solmuille jakauma ehdotetuista datagraafin solmuista. Toisin sanoen, 

jokaiselle malligraafin solmulle ehdotetaan datagraafin solmuja jälkimmäisen 

vaiheen kierrosten verran. Matriisista 𝑅 havaitaan, että solmuparien jakaumat 
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vaihtelevat paljon ja jokin solmupari (𝑢𝑑 , 𝑢𝑚) vaikuttaa olevan selkeästi uskottavampi 

muihin solmupareihin verrattuna. Tilannetta voidaan tarkastella sarakkeittain, jolloin 

solukohtaiset arvot ovat vertailukelpoisia keskenään. 

Algoritmin kehittämisen edetessä kuitenkin havaittiin, että rivikohtainen tarkastelu 

vaikutti käyttökelpoisemmalta. Jollekin datagraafin solmulle (matriisin 𝑅 rivi) voi näin 

ollen tulla ehdotuksia useammalta malligraafin solmulta ja tilanne ei ole 

yksiselitteinen. Työssä ehdotetaan rivikohtaista tunnuslukua, joka huomioi rivin 

(datagraafin solmun) suurimman arvon ja suhteuttaa sen rivisummaan. Määritellään 

tunnusluku 𝜌′ matriisille 𝑅 

𝜌′𝑖𝑚 =
𝑤𝑖𝑚

∑ 𝑤𝑖𝑗
|𝑉𝑚|−1
𝑗=0

, 

missä osoittajan 𝑤𝑖𝑚 on rivin 𝑖 maksimiarvo ja nimittäjä on rivin 𝑖 arvojen summa. 

Työssä ehdotetaan, että eri rivien tunnuslukuja vertaillaan painottamalla 

ehdotusmatriisin rivin maksimiarvoa 𝑤𝑖𝑚 tunnusluvulla 𝜌′𝑖𝑚, jolloin merkitään 

𝜌𝑖𝑚 = 𝑤𝑖𝑚𝜌′𝑖𝑚 =
𝑤𝑖𝑚
2

∑ 𝑤𝑖𝑗
|𝑉𝑚|−1
𝑗=0

. 

Tunnusluvun 𝜌𝑖𝑚 optimointi ei kuulu tähän opinnäytetyöhön. 

Kullakin kierroksella ehdotetaan todennäköisintä solmuparia (𝑢𝑑 , 𝑢𝑚) 

yhdistelylistaan 𝑚, joka kuvastaa yhdistelyprosessin etenemistä. Kun kaikki 

kierrokset on tehty, yhdistelylista 𝑚 on 𝑚𝑖𝑛(|𝑉𝑑|, |𝑉𝑚|) alkion pituinen. Koska 

kyseessä on satunnaiskulku, kaksi eri simulointia yhdistää solmuja todennäköisesti 

hieman eri järjestyksessä. Joka tapauksessa suotuisassa tilanteessa yhdistetyt 

solmuparit ovat samat huolimatta yhdistelyjärjestyksestä. On huomioitava, että 

prosessin edetessä yhdistetään todennäköisin solmupari satunnaistettujen polkujen 

ehdolla. 

Taulukossa 2 tarkastellaan luvun 3.3.2 ehdotusmatriisin solmupareja. Parhaaksi 

solmupariksi muodostuu ensimmäisellä kierroksella datagraafin solmu 11 (𝑅:n 11. 

rivi) ja malligraafin solmu 7 (𝑅:n 7. sarake), eli (𝑣𝑑,𝑣𝑚) = (11,7). Taulukosta 

huomataan, että suhdeluku 𝜌’ on suurin mahdollinen (1.0) pareille (8,4), (9,6) ja 

(11,7). Toisaalta eniten ehdotuksia (10) tuli pareille (13,5) ja (11,7). Tunnusluku 𝜌 siis 

huomioi kuinka monta kertaa kyseistä solmuparia ehdotetaan ja kuinka usealle 

malligraafin solmulle kyseistä datagraafin solmua ehdotetaan. Esimerkissä 

tunnusluvun 𝜌 arvo on suurin (10) parille (11,7) ja sitä ehdotetaan lisättäväksi tällä 

ensimmäisellä kierroksella yhdistelylistaan 𝑚. 
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Taulukko 2. Solmuparien hyvyyden vertailu luvun 3.3.2 ehdotusmatriisille R. 

𝒗𝒅 𝒗𝒎 𝛒′ 𝛒 rank 

3 1 .70 (7/10) 4.9 7 

5 2 .86 (6/7) 5.1 6 

1 3 .78 (7/9) 5.4 5 

8 4 1.0 (7/7) 7 3 

13 5 .71 (10/14) 7.1 2 

9 6 1.0 (7/7) 7 3 

11 7 1.0 (10/10) 10 1 

 

Edellä esitetty algoritmi perustuu malli- ja datagraafien satunnaiskulkuihin ja niistä 

tehtäviin päättelyihin. Algoritmin aikana ei ole otettu kantaa solmuparin yhdistämisen 

loogisuuteen. Palkkiomatriisin 𝐿 ja sen perusteella ehdotusmatriisin 𝑅 

muodostaminen perustuvat vain satunnaistamiseen. Algoritmin kierrosten ja 

solmuparien tallentamisen edetessä muodostuu itse asiassa malli- ja datagraafien 

aligraafeja. Aligraafien vertailu antaa mahdollisuuden arvioida uuden ehdotetun 

solmuparin (𝑢𝑑 , 𝑢𝑠) soveltuvuutta hyväksytyksi solmupariksi. Opinnäytetyössä 

ehdotetaan seuraavaa menetelmää yhdistelyn onnistumisen arvioimiseksi ja 

solmuparin hyväksymisehdoksi. 

3.3.4 Solmuparin hyväksyminen 
Edellä esitetyn algoritmin tulos ja erityisesti solmuparien yhdistämisen järjestys 

todennäköisesti vaihtelee simulointien välillä. Algoritmin edetessä uuden solmuparin 

loogisuutta aiempien solmuparien suhteen voidaan tarkastella seuraavalla 

menetelmällä. Muodostetaan molemmille graafeille 𝐺𝑚 ja 𝐺𝑑 aligraafit 𝐺′𝑚 ⊆ 𝐺𝑚 ja 

𝐺′𝑑 ⊆ 𝐺𝑚 siten, että tarkastellaan vain yhdistelylistan solmuja ja ehdotettua 

solmuparia sekä niiden välisiä kaaria. Jokaisella kierroksella, kun solmuparia 

ehdotetaan lisättäväksi yhdistelylistaan, lasketaan myös etäisyysmatriisi 𝐷𝑚 ja 𝐷𝑑, 

jossa solu 𝑑𝑖𝑗 ilmaisee solmujen 𝑖 ja 𝑗 välisen etäisyyden graafissa. Koska tällä 

menetelmällä tarkastellaan ainoastaan yhdistelylistaan 𝑚 lisättyjä solmuja ja 

ehdotettua solmuparia sekä niiden välisiä kaaria, alkuperäisten graafien 𝐺𝑚 ja 𝐺𝑑 

ylimääräiset solmut ja kaaret eivät vaikuta tarkasteluun. 

Seuraavaksi etäisyysmatriiseja 𝐷𝑚 ja 𝐷𝑑 vertaillaan neliöidyn Frobeniuksen normin 

avulla 

‖𝐷𝑚 − 𝐷𝑑‖𝐹
2 =∑∑(𝑑𝑚𝑖𝑗 − 𝑑𝑑𝑖𝑗)

2

𝑗𝑖

. 

Suotuisassa tilanteessa Frobeniuksen normin arvoksi tulee 0. Tätä ehtoa käytetään 

osana algoritmia. Ennen kuin ehdotettu solmupari (𝑢𝑑 , 𝑢𝑠) lisätään yhdistelylistaan 
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𝑚, edellä esitetyllä menetelmällä tarkistetaan, sopiiko solmupari loogisesti 

aligraafeihin 𝐺′𝑚 ja 𝐺′𝑑. Mikäli vaikuttaa siltä, että kyseisellä simulointikierroksella 

todennäköisin solmupari aiheuttaa tunnusluvun kasvun siten, että ‖𝐷𝑚 − 𝐷𝑑‖𝐹
2 > 0 

valitaan seuraavaksi todennäköisin solmupari. Tämän vaiheen toimintaa 

havainnollistetaan kuvassa 18. 

 

Kuva 18. Solmuparin hyväksymisvaiheen lohkokaavio. 

 

On huomioitava, että solmuparien yhdistäminen perustuu simulointeihin graafien 𝐺𝑚 

ja 𝐺𝑑 kaikkien solmujen ja kaarten sekä niiden ominaisuuksien mukaan ja solmuja ja 

kaaria on todennäköisesti ylimääräisiä. Ylimääräiset elementit ovat omiaan 

monimutkaistamaan tilannetta. Tällä tarkastelulla voidaan vertailla jo yhdistettyjä 

solmuja tasavertaisesti. Samoin havaitaan, että algoritmin onnistumisen 

edellytyksenä on, että ensimmäiset solmuparit on valittu oikein. Mikäli aloitetaan 

vääristä solmupareista, niin on todennäköistä, että tulevien oikeidenkin solmuparien 

hyväksymisehto ei täyty ja algoritmi antaa epäoptimaalisen tuloksen. Yhdistelylistaan 

aikaisemmin lisättyjen solmuparien oikeellisuuden tarkastelu ei kuulu tähän 

opinnäytetyöhön. 

3.4 Aineisto 

Esimerkkiaineisto on kuvattu edellä (ks. 3.1) ja sen kahdessa graafissa oli hyvin 

vähän solmuja ja kaaria. Käytännön sovellukseen käytettävä aineisto on 

huomattavasti suurempi ja näin muodostuvat malli- ja datagraafit ovat laajempia. 

Malligraafi 𝐺𝑚 muodostuu tyypillisesti 50–80 solmusta ja 500–800 kaaresta, ja 

datagraafi 𝐺𝑑 20–150 solmusta ja 500–5000 kaaresta. Algoritmin tulisi siis kyetä 

toimimaan tilanteissa, joissa malligraafi on suurempi kuin datagraafi ja toisin päin. 

Kehitetyn menetelmän suorituskykyä varten muodostettiin testimateriaalia, jossa 

malligraafin solmujen määräksi valittiin 51 solmua. Tällä solmujen määrällä 
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testiajojen suoritusaika pysyi vielä maltillisena. Datagraafeja varten luotiin 41 

aineistoa, joissa solmujen määrä vaihteli välillä 35–139. Yksinkertaisimmassa 

datagraafissa oli 26 oikeaa solmua, eli solmua, joille kaikille löytyi solmupari 

malligraafista (𝐺𝑑 ≃ 𝐺′𝑚, 𝐺′𝑚 ⊆ 𝐺𝑚). Yksinkertaisimmassa datagraafissa ei ollut 

yhtään väärää solmua. Monimutkaisinta tilannetta testattiin datagraafilla, joissa oli 

vain 20 oikeaa ja 66 väärää solmua (ks. Kuva 19). 

 

Kuva 19. Esimerkki haastavasta data- ja malligraafin solmujen suhteesta. 

Keskimääräinen datagraafi oli tapaus, jossa oli 35 oikeaa ja 36 väärää solmua. Tämä 

tapaus oli mielenkiintoisin, koska sovelluskohteen tyypilliset tilanteet liittyvät juuri 

tilanteisiin, joissa 
2

3
 malligraafin solmuista vastaa 

1

2
 datagraafin solmuista. Suurin 

testattu datagraafi puolestaan kuvasi 51 oikeaa ja 96 väärää solmua. Tämän 

tapauksen testaamisen tarkoituksena oli saada erityisesti arvio pisimmästä 

hyväksyttävästä algoritmin suoritusajasta, mutta testata samalla algoritmin 

toimivuutta suureen aineistoon. 
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4. TULOKSET JA NIIDEN TARKASTELU 

Tässä kappaleessa tarkastellaan sovelluksen toimintaa ja suorituskykyä 

sovellettavaan testiaineistoon. Sovelluksen toimintaa ja suorituskykyä arvioidaan 

tekemällä testiajoja aineistolla, joka vastaa tyypillisiä käyttötapauksia, mutta lisäksi 

pyritään löytämään tilanteet ja olosuhteet, joissa yhteisiä solmuja on erityisen vähän 

ja sovellus ei toimi. Tavoitteena on myös tunnistaa tilanteet, joissa sovellus ei 

todennäköisesti tuota toivottua yhdistelytulosta. Tilanne on aina sellainen, että graafit 

ovat huomattavan erikokoiset ja kyseessä on suurimman yhteisen aligraafin (MCS) 

löytäminen. Testiajoja tehtiin jokaiselle aineistolle ja testattaville parametreille 30 

(𝑛𝑠𝑖𝑚). 

4.1 Tulokset erilaisille aineistoille 

Sovelluskohteessa malli- ja datagraafien koot vaihtelevat. Tilannetta 

havainnollistetaan kuvan 20 avulla, jossa esitetään malligraafin ja datagraafin 

yhdistettävissä olevat solmut sinisellä ja ylimääräiset solmut punaisella. Samoin 

sinisellä esitetyt kaaret kaikkine ominaisuuksineen löytyvät molemmista graafeista. 

Testitapaukset toteutetaan erilaisilla solmujen määrien suhteilla, jotta voidaan 

arvioida olosuhteet, jossa sovellus ei toimisi. 

 

Kuva 20. Kuvitteelliset malli- ja datagraafit. 

Algoritmin yhdistelytuloksen hyvyyttä arvioidaan pääasiassa oikeiden solmuparien 

löytymisen ja algoritmin suoritusajan mukaan. Algoritmin keskeisin tunnusluku on 

acc (accuracy, tarkkuus). Se mittaa oikein yhdisteltyjen solmuparien osuutta kaikista 

yhdistellyistä solmupareista. Toinen tärkeä tunnusluku on rel (reliability, 
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luotettavuus), joka mittaa oikein yhdisteltyjen solmuparien osuutta kaikista 

yhdisteltävissä olleista solmupareista (𝑛𝑀𝐶𝑆). 

Kuvassa 21 havainnollistetaan yhdistelytarkkuuden jakauma koko aineistossa ja 

havaitaan, että vähintään 80 % tarkkuus saavutetaan lähes aina. 

  

Kuva 21. Yhdistelytarkkuus koko aineistossa. 

Jokainen testausaineisto on yksilöllinen, jolloin molempien graafien solmujen ja 

kaarien määrät vaihtelevat luvun alussa mainittujen määrien puitteissa. Taulukossa 

3 kuvataan erilaiset testitapaukset, jotka mukailevat sovelluskohteen olosuhteita 

sekä hieman haastavampia tilanteita, joissa graafeissa on ylimääräisiä elementtejä. 

Taulukon aineisto on rajattu palkkioon, jossa on polku ja solmuparikohtainen 

elementti (𝑟 =  𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ + 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟). Sarake 𝑛𝑀𝐶𝑆 kuvaa löydettävissä olevan 

maksimaalisen aligraafin solmujen lukumäärää. 

Taulukosta 3 havaitaan, että algoritmi toimii keskimäärin erittäin hyvin tilanteissa, 

jossa yhdisteltävissä olevien solmuparien määrä on yli puolet malligraafin solmujen 

määrästä (𝑛𝑀𝐶𝑆 ≥ 30). Tuolloin vain tilanteissa, joissa datagraafin solmujen määrä 

on yli kolminkertainen yhdisteltävissä olevien solmujen määrään, algoritmi ei enää 

toimi riittävän tarkasti (𝑛𝑀𝐶𝑆 = 30,𝑉𝑑 = 114 ja 𝑛𝑀𝐶𝑆 = 35, 𝑉𝑑 = 121). Jos edellä 

mainitut tilanteet jätetään huomioimatta, algoritmi löytää keskimäärin yli 90 % 

löydettävissä olevista solmupareista ja virheellisten solmuparien määrä on 

korkeintaan 3.1 %. 
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Taulukko 3. Testiajojen tulokset. 

|𝑽𝒎| |𝑬𝒎| |𝑽𝒅| |𝑬𝒅| 𝒏𝑴𝑪𝑺 𝒏𝒔𝒊𝒎 acc rel t(s) 

51 556 88 173
2 

51 30 1.00
0 

.988 213.6 

51 556 97 215
4 

51 30 1.00 .987 246.7 

51 556 111 278
0 

51 30 1.00 .988 324.1 

51 556 139 447
0 

51 30 1.00 .982 528.2 

51 556 71 106
4 

40 30 .992 .943 134.0 

51 556 80 141
8 

40 30 .986 .894 154.3 

51 556 94 193
2 

40 30 .969 .949 222.1 

51 556 130 340
2 

40 30 .978 .888 399.4 

51 556 62 814 35 30 .992 .939 98.9 

51 556 71 112
4 

35 30 1.00 .988 148.1 

51 556 91 158
8 

35 30 1.00 .987 208.9 

51 556 121 294
8 

35 30 .831 .730 306.4 

51 556 55 662 30 30 .997 .958 81.3 

51 556 67 940 30 30 .999 .953 117.8 

51 556 84 137
8 

30 30 .999 .960 170.6 

51 556 114 266
2 

30 30 .644 .470 219.0 

51 556 47 480 25 30 .879 .772 59.6 

51 556 59 732 25 30 .911 .797 88.2 

51 556 76 112
8 

25 30 .803 .628 121.7 

51 556 98 226
4 

25 30 .850 .693 184.2 

51 556 35 256 20 30 .826 .692 41.6 

51 556 44 488 20 30 .830 .737 57.2 

51 556 58 796 20 30 .853 .748 97.0 

51 556 86 180
2 

20 30 .604 .503 163.6 

 

Kuvassa 22 esitetään yhdistelytarkkuuden ja suoritusajan yhteyttä, kun 

yhdistettävissä olevien solmujen määrä on 35. Malligraafissa on siten 16 ja 

datagraafeissa 27, 36, 56 ja 86 ylimääräistä solmua. Kuvasta voidaan tulkita, että 

suoritusaika todennäköisesti indikoi yhdistelytuloksen hyvyyttä, koska yksittäiset 

testiajot saavuttivat kuitenkin yli 95 % tarkkuuden, kun suoritusajat olivat pisimpiä. 

Havaitaan myös, että suoritusajat vaihtelevat paljon näissä tilanteissa, joissa myös 

tarkkuus vaihtelee. 

Yksittäisen algoritmin suorittamisen perusteella ei siis saada varmuutta 

yhdistelytuloksen hyvyydestä. Tämän tulkinnan perusteella algoritmi on syytä 

suorittaa useammin kuin yhden kerran, jotta arvio yhdistelytuloksen hyvyydestä 

voidaan tehdä. Liitteessä A on taulukon mukaisten testiajojen kuvaajat, joissa 

yhdistelytulosten tarkkuutta tarkastellaan algoritmin suoritusajan suhteen. Sama 

tulkinta suoritusajan vaikutuksesta voidaan tehdä kaikissa tapauksissa. 
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Kuva 22. Yhdistelytarkkuuden ja suoritusajan yhteys (𝒏𝑴𝑪𝑺 = 𝟑𝟓). 

Algoritmin suoriutuminen riippuu keskeisesti aineistosta. Kuvassa 23 tarkkuus- ja 

luotettavuustunnuslukuja verrataan yhdisteltävissä olevien solmuparien osuuteen 

malli- ja datagraafien solmumäärän maksimista (𝑟𝑒𝑙𝑀𝐶𝑆 =
𝑛𝑀𝐶𝑆

𝑚𝑎𝑥(|𝑉𝑚|,|𝑉𝑑|)
). Kuvasta 

voidaan tulkita, että osuuden (𝑟𝑒𝑙𝑀𝐶𝑆) ollessa noin 35 % tai enemmän, algoritmi toimii 

eri aineistoilla hyvin. Tällöin acc on yli 95 % ja rel on yli 85 %, mitä voidaan pitää 

riittävänä tuloksena. 

 

Kuva 23. Tarkkuus ja uskottavuus suhteellisen aineiston mukaan. 
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Kuvassa 24 esitetään suoritusaikojen riippuvuus datagraafin solmujen määrästä. 

Kuvaan on piirretty 2. asteen käyrä (𝑦̂ = 0.031𝑥2 − 1.4𝑥 + 66), joten suoritusaika 

vaikuttaa kasvavaan neliöidysti datagraafin solmujen määrän suhteen. Algoritmi on 

siten käyttökelpoinen suhteellisen pienille graafille (datagraafin solmujen määrä 

|𝑉𝑑| < 200). 

 

Kuva 24. Suoritusajan kasvu datagraafin solmujen funktiona. 

4.2 Yksinkertainen tilanne 

Yksinkertaisin testitapaus koskee tilannetta, jossa kaikille datagraafin solmuille löytyy 

solmupari malligraafista (𝐺𝑑 ≃ 𝐺′𝑚, 𝐺′𝑚 ⊆ 𝐺𝑚). Toisin sanoen datagraafi ja 

malligraafin aligraafi ovat isomorfisia. Sovelluskohteessa tällaista tapausta ei ole, 

mutta tarkastellaan tilannetta vertailun vuoksi valitsemalla solmut datagraafista 

sopivasti. Datagraafissa solmujen määrä on 26 ja kaarien määrä 132. 30 testiajon 

perusteella sovellus toimii erittäin luotettavasti ja se löysi vastinsolmut 100 % 

todennäköisyydellä. Testiajojen tulokset on esitetty taulukossa 4. 

Taulukko 4. Tulokset yksinkertaisessa tilanteessa. 

𝒏𝑴𝑪𝑺 𝑽𝒎 𝑬𝒎 𝑽𝒅 𝑬𝒅 Reward 𝒏𝒔𝒊𝒎 t(s) acc rel 

26 51 556 26 132 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ 30 32.9 1.00 1.00 

26 51 556 26 132 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ + 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 30 43.1 1.00 1.00 

 

Kuvassa 25 esitetään suoritusaikojen jakauma polkukohtaiselle ja polku- ja 

solmuparikohtaiselle palkkioelementille. Tämän tarkastelun perusteella lyhin 

suoritusaika onnistuneelle yhdistelylle on vähintään noin 30 s. Tällaisessa 

yksinkertaisessa tilanteessa havaitaan, että vain polkuun perustuva palkkio 
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nopeuttaa algoritmin toimintaa heikentämättä kuitenkaan solmuparien löytämisen 

tarkkuutta. 

 

Kuva 25. Palkkioelementtien vertailua yksinkertaiselle aineistolle. 

4.3 Parametrien vaikutuksesta tuloksiin 

Sovelluksessa on parametreja, joilla on vaikutusta sovelluksen suoritusaikaan ja 

osumatarkkuuteen. Keskeisiä tekijöitä ovat eri vaiheiden simulointimäärät ja kerroin 

𝛽, jolla määritellään kuljetun polun perusteella kullekin yhdistelytulokselle palkkion 

suuruus. 

Simulointimäärien tarkastelu toteutettiin kahdella tapauksella, eli tyypillisessä 

tilanteessa, jossa noin 
2

3
 malligraafin solmuista vastasi noin 

1

2
 datagraafin solmuja, ja 

lisäksi ääritilanteessa, jossa datagraafi sisälsi vastinsolmun kaikille (51) malligraafin 

solmuille ja lisäksi noin 180 % ylimääräistä solmua. 

Palkkio 𝑟 sisältää koko polkua koskevan 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ ja polun peräkkäisten solmujen 

keskinäisiin kaariin perustuvan 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 elementin. Palkkion vaikutusta 

havainnollistetaan taulukossa 5, josta havaitaan, että vain 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ tai 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟  tapauksessa 

suoritusajat ovat lyhyempiä, mutta osumatarkkuus samalla hieman heikompi. 
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Taulukko 5. Palkkiotyypin vaikutus tuloksiin. 

𝒏𝑴𝑪𝑺 𝑽𝒅 Reward 𝒏𝒔𝒊𝒎 t(s) acc rel 

35 71 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ 30 129.1 .969 .818 

35 71 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 30 118.7 .982 .874 

35 71 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ+𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 30 148.1 1.00 .988 

51 139 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ 30 528.4 .995 .917 

51 139 𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 30 526.5 1.00 .964 

51 139 𝑟𝑝𝑎𝑡ℎ+𝑟𝑝𝑎𝑖𝑟 30 528.2 1.00 .982 

 

Edellisessä alaluvussa 4.2 todettiin, että yksinkertaisen datagraafin tapauksessa 

suoritusaika oli vain polkuun perustuvaa palkkioelementtiä käyttämällä nopeampi 

ilman, että yhdistelytarkkuus kärsi. Tuota tilannetta voidaan pitää erikoistapauksena 

ja taulukosta 5 voidaan tulkita, että molempien elementtien sisällyttäminen palkkioon 

on perusteltu, koska tällä valinnalla tarkkuus on paras ja lisäksi oikein yhdisteltyjen 

solmuparien osuus kaikista yhdisteltävissä olevista solmupareista on suurin. 

4.4 Kaarityyppien valinnasta 

Graafien solmut liittyvät toisiinsa 1–8 eri kategorian kaarista. Eri kaarityypit virittävät 

graafit eri tavalla. Täydellinen kuva solmujen yhteyksistä toisiinsa saadaan 

käyttämällä kaikkia kaarityyppejä, mutta suorituskyvyn kannalta algoritmin 

suoritusaika on suuri. Kaarien vertailu tehtiin valitsemalla 5 (5/8) yleisintä (Type = 

High) ja 5 harvinaisinta (Low) kaarityyppiä sekä kaikki kaaret (All). Kaarityyppien 

vaikutusta suorituskykyyn tarkasteltiin tyypillisessä tilanteessa. 

Taulukko 6. Kaarityyppien vaikutus tuloksiin. 

𝒏𝑴𝑪𝑺 𝑽𝒅 Type 𝒏𝒔𝒊𝒎 t(s) acc rel 

35 71 High 30 148.1 1.00 .988 

35 71 Low 30 145.2 1.00 .958 

35 71 All 30 182.9 1.00 .963 

 

Taulukossa 6 on esitetty algoritmin suoritusaika ja tunnuslukujen acc ja rel 

keskiarvoja. Tuloksista voidaan päätellä, että kaarten valinnalla ei ole vaikutusta 

oikein yhdistettyjen solmuparien tarkkuuteen (acc). Kaikilla kolmella asetuksella 

saatiin 100 % osumatarkkuus. Kaarityyppien valinnalla oli hieman vaikutusta 

suoritusaikaan, mutta sitä selittää suurelta osin se, kuinka monta solmuparia saatiin 

yhdisteltyä kaikista yhdisteltävissä olleista solmupareista (rel). Suoritusaika kasvoi 

huomattavasti käytettäessä kaikkia kaarityyppejä.  
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4.5 Kuljetuista poluista 

Algoritmin satunnaiskulkujen lopetusehtoja oli kaksi (ks. luku 3.3.1). Ensimmäinen 

ehto oli, kun malligraafista ei löydy vastaavaa kaarta tai kaaren takaa kohdesolmua 

kuin mitä datagraafista juuri kuljettiin. Toisena ehtona oli, kun datagraafiin 

muodostuu silmukka ja vastaava silmukka voidaan muodostaa myös malligraafiin. 

Lopetusehtoihin päätymistä tarkasteltiin tyypillisessä tilanteessa, jossa noin 
2

3
 

malligraafin solmuista vastasi 
1

2
 datagraafin solmuja. Testiajoja tehtiin yhteensä 30. 

Poluista 14 % päättyi silmukkaan ja vastaavasti loppujen 86 % osalta päädyttiin 

tilanteeseen, jossa sopiva malligraafin kaari tai kohdesolmu jäi löytymättä. 
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5. YHTEENVETO 

Opinnäytetyönä kehitettiin toimiva graafialgoritmi, joka kykenee yhdistämään 

vastinsolmut kahdessa graafissa solmujen ominaisuuksien ja kaarien 

ominaisuuksien perusteella. Algoritmi toimii sovelluskohteena olevalle aineistolle 

erinomaisesti. Erityistapauksissa, joissa yhdistettävissä olevia solmuja on vähän 

suhteessa graafien solmujen määrään, algoritmi toimii auttavasti ja työssä kuvattujen 

tunnuslukujen suhteen vain osittain.  

Tavoitteena oli tehdä heuristinen menetelmä, joka on toteutettavissa yleisimpien 

ohjelmointikielten tietorakenteilla ilman ylimääräisiä erityisesti koneoppimiseen 

liittyviä kirjastoja. Tämä tavoite täyttyi. Algoritmin toteutus perustuu 

satunnaiskulkuihin kahdessa graafissa ja oppimiseen kuljettujen polkujen 

perusteella. Toteutustavan takia kehitetty algoritmi ei kykene muiden luvussa 2.7 

esitettyjen graafialgoritmien suoritusaikoihin. Suoritusaika kasvaa datagraafin 

solmujen määrän suhteen neliöidysti, kun malligraafi pidetään kiinnitettynä. 

Sovelluskohteessa tyypillisessä käyttötapauksessa suoritusaika ei ole merkittävä 

tekijä, vaan oleellisempaa on yhdistelytuloksen tarkkuus sekä mahdollisuus arvioida 

sen oikeellisuutta. Suoritusaika oli tyypillisessä tapauksessa 2–3 minuuttia ja 

suurimmillaan lähes 10 minuuttia. Sovelluskohteessa suoritusaikaa voidaan verrata 

manuaaliseen solmujen yhdistelyyn, joka vie empiirisen tutkimuksen mukaan 25–30 

minuuttia. Näin ollen jopa hitainta 10 minuutin suoritusaikaa voidaan pitää 

merkittävänä parannuksena aiempaan suorituskykyyn. Algoritmi säästää 

manuaalista työtä päivittäin keskimäärin noin 90 minuuttia, koska päivän aikana 

yhdistelyprosessi tehdään neljä kertaa. 

Testiaineiston perusteella algoritmi toimi tarkkuuden suhteen parhaiten tilanteessa, 

jossa datagraafi sisälsi kaikki malligraafin solmut. Tällöin maksimaalinen yhteinen 

aligraafi (MCS) löytyi suurimmalla todennäköisyydellä. Yhdistelyn tarkkuus ei 

myöskään heikentynyt testiajoissa, vaikka tällaisessa tilanteessa datagraafiin lisättiin 

ylimääräisiä solmuja 170 % malligraafin solmujen lisäksi. Tulosta voidaan pitää 

hyvänä. 

Testiaineiston haastavimmassa tapauksessa maksimaalisessa yhteisessä 

aligraafissa oli 20 solmua, data- ja malligraafin solmujen määrän ollessa 86 ja 51. 

Tässä tilanteessa yhdistellyistä solmuista kyettiin yhdistämään oikein keskimäärin 

60 % ja se oli keskimäärin 50 % yhdisteltävissä olleista 20 solmusta. Myös 30 
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yhdisteltävissä olleen solmun tapauksessa suurimmalla datagraafin 84 solmun 

määrällä saatiin heikkoja tuloksia, koska yhdistellyistä solmuista keskimäärin 64 % 

ja yhdisteltävissä olleista solmuista vain 47 % kyettiin yhdistämään oikein. Näitä 

tapauksia lukuun ottamatta tarkkuus testiaineistossa oli yli 80 %, kun yhdistettävissä 

olevien solmujen määrä on yli 30 % data- ja malligraafin solmujen määrästä ja 

tyypillisessä sovelluskohteen tapauksessa vähintään 99 %. 

Algoritmin suoritusajan pituudella ja yhdisteltyjen solmuparien määrällä oli 

tutkimuksen perusteella yhteys. Mitä pidempään algoritmin suorittaminen kesti, sitä 

tarkempi yhdistelytulos saatiin. Tätä selittää algoritmin toteutus, jossa solmuparin 

loogisuutta arvioidaan aikaisempien hyväksyttyjen solmuparien ja hyväksymisehdon 

perusteella (ks. luku 3.3.4). Lyhyt suoritusaika on indikaatio aiemmin lisätystä 

virheellisestä solmuparista ja näin ollen uudet oikeat solmuparit vaikuttavat algoritmin 

mukaan virheellisiltä. Tämän tutkimuksen perusteella haastavissa tapauksissa tulisi 

algoritmi ajaa useammin kuin yhden kerran, jotta saadaan realistinen käsitys 

maksimaalisen yhteisen aligraafin koosta. 

Eri aineistojen testiajojen määräksi valittiin 30, jotta saadaan hyvä käsitys algoritmin 

suorituskyvystä ja voidaan arvioida eri tunnuslukujen jakaumia. Joissakin 

tapauksissa tunnuslukujen jakaumat olivat hieman vinoja, joten testiajojen määrää 

olisi ollut syytä lisätä. 

5.1 Mahdollisia jatkokehityksen aiheita 

Opinnäytetyön edetessä kehitettyyn menetelmään liittyen tehtiin valintoja, jotka 

tukivat nimenomaan testiaineistoa ja toisaalta toimivat siinä varsin hyvin. Jotta 

menetelmä olisi yleiskäyttöisempi, havaittiin potentiaalisia jatkokehityksen ja -

tutkimuksen aiheita.  

Simulointikierrosten määrä arvioitiin empiirisesti kehittelyyn käytetylle 

esimerkkiaineistolle (ks. luku 3.1) ja varsinaiselle testiaineistolle (ks. luku 3.4) 

empiirisesti. Tähän vaikuttivat malli- ja datagraafin koot. Jatkotutkimuksessa tulisi 

ottaa kantaa, kuinka luvuissa 3.3.1 ja 3.3.2 simulointien määrä suhteutettaisiin 

tarkkuuden ja suoritusajan suhteen optimaalisesti graafien solmujen ja kaarten 

määrään.  

Algoritmin toiminta olisi lähempänä vahvistusoppimista, jos se käyttäisi empiirisiä 

todennäköisyysjakaumia laajemmin satunnaiskulkuun. Esimerkiksi ehdotusmatriisin 

𝑅 rivi kuvastaa kuinka usein kyseiselle datagraafin solmulle on ehdotettu kutakin 

malligraafin solmua. Algoritmiin voisi lisätä oppimisnopeutta (learning rate) kuvaavan 
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kertoimen, jolla voisi säädellä toimintaa yksinkertaisen satunnaistamisen 

(exploration) ja edellä mainitun ehdotusmatriisin rivin ehdollisen 

todennäköisyysjakauman (exploitation) välillä. Tämä kuvastaisi vahvistusoppimisen 

toimintovaihetta (action), joka huomioisi paremmin ympäristön (environment) ja tilan 

(state). 

Yksi keskeinen jatkotutkimuksen aihe olisi aiemmin hyväksytyn solmuparin 

oikeellisuuden tarkastelu ja tarvittaessa poistaminen listasta, mikäli se vaikuttaa 

epäloogiselta huomioitaessa uudet lisätyt solmuparit. Kehitetty algoritmi ehdottaa 

edetessään kulloinkin todennäköisintä solmuparia yhdistelylistaan ja ensimmäisiä 

solmupareja lisätessään todennäköisyys virheellisiin solmupareihin on suurempi kuin 

loppuvaiheessa. Tämä johtuu siitä, että hyväksymisehto (ks. luku 3.3.4) tarkistaa 

solmuparin loogisuuden verrattuna aikaisemmin lisättyihin solmupareihin. Tällä 

ominaisuudella algoritmin toimintavarmuus todennäköisesti paranisi. 
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LIITE A: YHDISTELYTARKKUUS ERI 
AINEISTOILLA 

 

 
Kuva 26. Yhdistelytarkkuuden ja suoritusajan yhteys eri aineistoilla (𝒏𝑴𝑪𝑺). 
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