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Motivaatio on yksi keskeisimmistä osaamisen indikaattoreista. Korkean motivaation on
havaittu parantavan oppimistuloksia ja edistävän jaksamista opiskelussa. Motivaatio it-
sessään koostuu monista eri tekijöistä, kuten toiminnan mielenkiintoisuudesta ja merki-
tyksestä tekijälle itselleen. Näihin tekijöihin vaikuttamalla voidaan paitsi vahvistaa moti-
vaatiota, parantaa myös itse uuden asian oppimista. Tämän työn teoreettisena viiteke-
hyksenä toimivat odotusarvoteoria sekä mielenkiintoteoria, joissa mielenkiinto ja merki-
tysarvo ovat keskeisessä roolissa motivaation muodostumisessa.

Työn tavoitteena on tutkia kuinka oppilaiden mielenkiinnonkohteiden ja heille merkityk-
sellisten asioiden pohjalta muodostetut tehtävät vaikuttavat matematiikan opiskelumoti-
vaatioon. Tutkimus on toteutettu yläkoulussa polynomeja käsittelevillä oppitunneilla. Tut-
kimuksessa selvitettiin alkukyselyn avulla oppilaille mielenkiintoisia ja merkityksellisiä
asioita. Tehtäväpaketit muodostettiin alkukyselyssä saatujen vastausten pohjalta. Oppi-
laat tekivät oppikirjan tehtävien sijaan näitä räätälöityjä tehtäviä, jolloin heidän työskente-
lyään samalla havainnoitiin. Tehtävien teon jälkeen oppilaat vastasivat vielä seuraavaan
kyselyyn, jonka avulla selvitettiin tehtävien vaikutuksia motivaatioon ja koettuun oppimi-
seen.

Tutkimustuloksissa tehtävien mielenkiinnolla ja merkityksellisyydellä oppilaille itselleen
havaittiin olevan vahva korrelaatiomotivaationmuihin osa-alueisiin sekä oppilaiden koet-
tuun oppimiseen. Tätä tuki laadullinen analyysi oppilaiden työskentelyn havainnoinnis-
ta sekä kyselyiden avoimista vastauksista. Tehtävien kokonaisvaltaista motivaatiota toi-
saalta heikensi tehtäväpakettien haastavuus, johtuen erityisesti tehtävien pituudesta ja
sanallisuudesta. Tämän vuoksi oppilaiden kokemukset näiden tehtävien avulla oppimi-
sesta olivat hajanaisia. Tehokkaimmin tehtävistä kokivat oppineensa lahjakkaimmat op-
pilaat.

Tutkimuksen tulosten perusteella voidaan tehtävien mielenkiinnolla ja merkityksellisyy-
dellä todeta olevan olennainen rooli tehtävien laadinnassa. Tässä tulee kuitenkin kiinnit-
tää erityistä huomiota tehtävien sopivaan haastavuuteen ja monipuolisuuteen, jotta ne
sopivat paremmin monentasoisille oppilaille.
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Motivation is one of themost central indicators of competence. Highmotivation has been
found to improve learning outcomes and boost students’ ability to sustain in their studies.
Motivation itself consists of many factors. Some of them are inherent interest of the
activity and its personal relevance to the individual. By affecting these factors, it could be
possible not only to strengthen motivation, but also to improve competence. Motivation
was specifically examined through expectancy-value theory and interest theory, in which
interest and perceived value are in central roles in formation of motivation.

In this study, the effect on students’ motivation to study mathematics was investigated,
when tasks were customized based on students’ own interests and personally mean-
ingful topics. This study was carried out in a lower secondary school during lessons in
polynomials. First, a survey was used to identify topics that students themselves found
interesting and meaningful. Sets of tasks were created based on students’ responses,
and instead of doing textbook exercises, students worked on these modified tasks while
their work was observed. After doing the tasks, students responded to another survey,
which was used to examine the effect of the tasks on motivation and perceived learning.

The results showed that the interest and relevance of the tasks had a strong correla-
tion with the other aspects of motivation as well as with students’ perceived learning.
The classroom observations and open-ended survey responses supported these find-
ings. However, the overall motivation was weakened by the challenging task sets, partic-
ularly due their length and verbality. As a result, perceived learning varied widely among
students, with the most effective learning observed among the highest-performing stu-
dents.

Based of the findings, the interest of relevance of the tasks play ameaningful role in tasks
design. However, there should be an appropriate level of difficulty and variety in tasks, so
that they better suit students with diverse skill levels.
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Tekoälyä on käytetty apuna lähteiden etsimisessä, sekä latex-koodin oikeassa

muotoilussa.
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Tekoälyä on käytetty apuna silloin, kun en itse tiennyt tai muistanut jotain latex-

komentoa. Näitä ovat esimerkiksi tyhjän tilan luominen riville ja se, millä ympäris-

töllä luodaan numeroitu luettelo tekstiin. Käyttö on tämän saralla ollut hyvin sa-

tunnaista ja vähäistä. Kaikki komennot ovat itse kirjoitettuja. Lisäksi tekoälyä on

käytetty lähteiden etsimisessä, osuudessa, jossa etsin aikaisempia tutkimuksia

mielenkiinnonkohteiden sisällyttämisestä matematiikkaan. Olen tutustunut teko-

älyn antamiin lähteisiin ja vastaan niiden käytöstä osana tekstiä itse.

RISKIEN TIEDOSTAMINEN

Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mu-

kaan lukien osat, joiden tuottamisessa on hyödynnetty tekoälyä, ja hyväksyn vas-

tuun mahdollisista tästä seuranneista eettisten ohjeiden rikkomuksista.
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1 JOHDANTO

Motivaation merkitystä matematiikassa on viime vuosina tutkittu yhä tarkemmin

[29]. Toiminnan mielekkyyden on havaittu yleisesti lisäävän motivaatiota itse toi-

minnan suorittamiseen [26], jamerkityksellisyys kasvattaa toiminnan koettua hyö-

tyä [32]. Myös odotukset omasta onnistumisestaan, sekä tekemiseen vaadittavat

ponnistukset vaikuttavat keskeisesti motivaation syntymiseen [9].

Motivaatiolla on havaittu olevan positiivinen yhteys osaamiseen [20]. Lukuisatma-

tematiikan osaamisen mittarit, tunnetuimpana OECD-maiden toteuttama PISA-

tutkimus, viittaavat osaamisen tason laskeneen selkeästi huippuvuodesta 2006

[25], mikä herättää huolta tulevaisuuden kehityssuunnista. Heikentynyt osaami-

nenmyös viestii matematiikan opiskelijoiden heikostamotivaatiosta, joka on vah-

vistettu useissa tutkimuksissa [22], [24].

Työn tavoite on vahvistaa motivaatiota tehtävien mielenkiinnon ja merkitykselli-

syyden kautta. Tässä työssä selvitettiin opiskelijoiden mielenkiinnonkohteiden ja

arjenmukaan räätälöityjen tehtävien vaikutusta oppilaidenmotivaatioon opiskella

matematiikkaa. Tutkimusta varten pyrittiin luomaan sellaisia tehtäviä, joissamoti-

vaatioon voitiin vaikuttaa useasta eri näkökulmasta. Tutkimuksen tulosten avulla

halutaan vastata seuraaviin tutkimuskysymyksiin:

1. Miten oppilaiden arkielämän, mielenkiinnon kohteiden sekä tulevaisuuden

haaveiden liittäminen osaksi matematiikan tehtäviä vaikuttaa motivaatioon

opiskella matematiikkaa?

2. Miten tehtävien teemoittaminen vaikuttaa oppilaiden koettuun oppimiseen?

Tutkimus toteutettiin eräässä pirkanmaalaisessa yläkoulussa polynomeja käsit-

televien oppituntien aikana. Siihen kuului keskeisinä kokonaisuuksina mielenkiin-

nonkohteiden kartoittaminen, tehtäväpakettien räätälöinti, tehtävien teettäminen

oppitunnilla sekä sen jälkeinen kysely. Saatua tutkimusaineistoa tuettiin vielä teh-

tävien tekopäivänä suoritetulla tuntihavainnoinnilla. Saatua aineistoa lopulta ana-

lysoitiin niin määrällisin kuin laadullisinkin menetelmin.

Motivaatiota tarkasteltiin odotusarvoteorian ja mielenkiintoteorian näkökulmista.

Kyseiset teoriat ovat laajasti käytettyjä matematiikan opiskelumotivaation tutki-

misessa [29] ja niiden avulla motivaatio voidaan pilkkoa eri osa-alueisiin. Analyy-

sin avulla kartoitettiin motivaation osa-alueiden välisiä yhteyksiä toisiinsa ja koet-

tuun oppimiseen. Erityisesti keskiössä pidettiin tehtävien mielenkiinnon ja merki-

tyksellisyyden vaikutusta tähän kokonaisuuteen.

Luvussa 2 esitelläänmotivaation tutkimiseen käytettyjä teorioita ja niiden yhteyttä

matematiikkaan ja oppimiseen. Tämän jälkeen luvussa 3, matematiikan diplomi-

työn pakollisessa osuudessa, perehdytään polynomeihin yliopistomatematiikan

näkökulmasta ja johdetaan algebran peruslause. Luvussa 4 kerrotaan enemmän

tehdystä tutkimuksesta, sen kulusta ja siihen kuuluvasta aineistosta. Luvussa 5

kerrotaan tutkimuksen päätulokset, jonka jälkeen luvussa 6 analysoidaan näitä

tarkemmin. Lopulta kappaleessa 7 esitetään tutkimuksen johtopäätökset.
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2 MOTIVAATIO MATEMATIIKASSA

Motivaatiolla matematiikan opiskelussa on havaittu olevan keskeinen yhteys ma-

temaattisiin taitoihin ja jaksamiseen [28]. Hyvämotivaatio ennustaa parempia op-

pimistuloksia [21] ja vähentää uupumisen riskiä [28]. Motivaation tärkeyteen on

herätty erityisesti viime vuosikymmenien aikana. Kahden matematiikan opetuk-

seen keskittyvän tieteellisen lehden, Educational Studies in Mathematics (ESM)

ja Journal for Research in Mathematics (JRME) artikkeleista 37 prosenttia käsit-

teli motivaatiota vuonna 2021, nousten 24 prosenttiyksikköä vuodesta 2014 [29].

Motivaation on myös havaittu vähentyvän systemaattisesti luokka-asteiden ede-

tessä, sekä tytöillä että pojilla [21]. Tämän vuoksi motivaation kehitykselle tulisi

kiinnittää erityistä huomiota ylemmille luokka-asteille siirtyessä. Motivaation tut-

kimisen kautta näitä heikentäviä syitä voidaan havaita, ja pyrkiä tekemään korjaa-

via toimintamalleja.Motivaationmuodostuminen ei kuitenkaan ole yksinkertainen

prosessi, vaan siihen liittyy useita yksilön ja ympäristön tekijöitä, joiden vaikutuk-

set on tunnettava.

2.1 MOTIVAATION MUODOSTUMINEN

Motivaatio syntyy yksilön itsensä ja ympäristön välisestä vuorovaikutuksesta [32]

ja sillä tarkoitetaan syitä tai haluja tiettyyn toimintaan [19]. Matematiikassa moti-

vaation taustatekijät pohjautuvat usein tekemisestä saataviin hyötyihin ja siihen

käytettäviin resursseihin [29]. Tämä tarkoittaa sitä, että matematiikan tehtäviä

tehdessään opiskelijat puntaroivat sitä, tuottaako heidän panostuksensa tehtä-

vän tekemiseen riittävän suuren hyödyn heille itselleen. Opiskelijanmotivaatio sen

tekemistä kohtaan laskee, jos tehtävä on liian työläs tai jos sitä ei koeta hyödylli-

seksi [29]. Tällöin tehtävä saatetaan jättää tekemättä, tai sitä ei yritetä tehdä täy-

sin resurssein. Tämä voi johtaa heikompiin oppimistuloksiin, sillämatematiikassa

tehtävien ja harjoitusten tekemisenmäärällä on positiivinen vaikutus osaamiseen

[2].

Se, kuinka kiinnostavaksi tekijä kokee tehtävän, vaikuttaa myös keskeisesti mo-

tivaatioon [21], [29]. Tehtävä voi liittyä tekijälle itselleen merkittävään asiaan, tai

siitä saatava tulos voi kiinnostaa niin paljon, että se motivoi kyseisen tehtävän

ratkaisemiseen [27]. Nämä kiinnostavat tehtävät voivat olla opiskelijoille hyvinkin

toisistaan eriäviä ja muuttua ajan myötä [15]. Tämä luo haasteita tehtävien laati-

joille, mutta kiinnostus saattaa joidenkin yksilöiden kohdalla olla ratkaiseva tekijä

osaamisen kartuttamiseen, sillä kiinnostus voi auttaa oppilasta motivoitumaan

tehtävän aloittamiseksi [32].

Matematiikassa motivaatiota ei silti voida selittää pelkästään tehtävän haasta-

vuuden, hyödyn tai mielekkyyden perusteella. Hyvä matemaattinen osaaminen ja

matematiikan motivaatio ovat usein toisiaan vahvistavia elementtejä: hyvä me-

nestysmatematiikassa parantaamotivaatiota, ja toisaalta hyvämotivaatio paran-

taa matematiikan osaamista [20], [28]. Tämän vuoksi heikosti menestyvien opis-
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kelijoidenmotivaatio on keskimääräistä heikompi ja sitä voi olla haastavaa paran-

taa pienellä aikavälillä [20]. Osaamista parantamalla ja onnistumisen kokemuksia

tarjoamalla voidaan silti saada parannettua myös välillisesti motivaatiota. Moti-

vaation tutkimiseen ja suoraan vaikuttamiseen keskittyy erityisesti kaksi motivaa-

tion teoriaa, odotusarvo- ja mielenkiintoteoria [29], joita käsitellään seuraavaksi

tarkemmin.

2.2 ODOTUSARVOTEORIA

Odotusarvoteorian (Expectancy‑Value Theory) mukaanmotivaatio syntyy odotuk-

sista ja tehtävän arvoista [32]. Teorian syntyessä 1950-luvulla odotusten ja arvo-

jen välillä ajateltiin olevan negatiivinen korrelaatio: mitä haluttavampi tehtävä, sitä

vaikeampi oli sen saavuttaminen. Tämä käsitys on nykyään kumottu [9], ja puhu-

taankin enemmän odotusten ja arvojen yhteisvaikutuksesta, mutta erillisinä mo-

tivaation komponentteina [20], [21].

Myöhemmin Eccles ja Wigfield liittivät tilanteen vaikutuksen mukaan edellä mai-

nittuihin komponentteihin, jolloin alettiin puhumaan tilannesidonnaisesta odotus-

arvoteoriasta (Situated Expectancy‑Value Theory) [20]. Eccles ja Wigfield halusi-

vat korostaa yksilön omia käsityksiä ja tulkintoja omasta kehityshistoriastaan ja

sosiokulttuurisesta taustastaan, jotka vaikuttavat keskeisesti vallitseviin arvoihin

ja odotuksiin [32]. Koska nämä voivat muuttua ajan myötä, teorian yhteydessä

käytetään termiä tilannesidonnainen. Teorian ydin on pysynyt samana, vaikka pää-

komponenttien määrittämisessä voidaankin nähdä eroja aikakausien välillä [20].

Käytetään tähän jatkossa tilannesidonnaisesta odotusarvoteoriasta vakiintunutta

määrittelyä ja osiinjakoa.

Odotuksilla tarkoitetaan subjektiivista arviota siitä, kuinka todennäköisesti tekijä

onnistuu tehtävässään [32]. Tähän liittyy läheisesti minäkäsityksen ja minäpysty-

vyyden käsitteet, jotka toimivat ohjaavina tekijöinä odotuksille [32]. Minäkäsitys

on henkilön käsitys itsestään esimerkiksi oppijana, kun taas minäpystyvyys ku-

vaa henkilön omaa uskoa siihen, miten suoriutuu tietystä tehtävästä tai tilantees-

ta [10]. Jos henkilö kokee olevansa hyvä tehtävässä, saa yleensä henkilön arvioi-

maan onnistumismahdollisuuksiaan suuremmaksi, kasvattaen motivaatiota [21],

[32]. Tämä selittää osin sitä, miksi hyvä osaaminen on keskeinen korkean moti-

vaation ennustava tekijä.

Arvot voidaan jakaa kolmeen komponenttiin: Saavutusarvo, sisäinen arvo ja hyö-

tyarvo. [20], [32]. Saavutusarvo kuvaa sitä, kuinka tärkeää tehtävässä on onnistua

minäkuvan ja identiteetin näkökulmasta. Tällainen tilanne voi syntyä esimerkik-

si opiskelijalla, joka kokee olevansa hyvä matematiikassa, ja pitää siksi tehtävän

onnistumista tärkeänä. Tehtävän sisäinen arvo taas liittyy tehtävästä välittömästi

saatavaan mielihyvään; kuinka nautinnollista ja kiinnostavaa tehtävän tekeminen

on [20]. Hyötyarvo kertoo tehtävän hyödyllisyydestä sen tekijälle esimerkiksi tu-

levaisuuden kannalta [32]. Tehtävän arvojen ollessa tekijälle suotuisia, nähdään

motivaatiossa positiivinen vaikutus.

Odotusarvoteoriaan liitetään myös motivaatiota vähentävä tekijä, joka on tehtä-

vän tekemisen kustannukset. Kustannukset muodostuvat kolmesta osasta: Vaih-
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toehtois-, ponnistelu- sekä emotionaalisista kustannuksista. Vaihtoehtoiskustan-

nukset keskittyvät tehtävän tekemisen ulkopuolisiin kustannuksiin. Henkilö voi

esimerkiksi kokea, että tehtävän tekeminen vie aikaa pois jostain muusta kiinnos-

tavasta asiasta. Ponnistelukustannukset liittyvät suoraan tehtävän tekemiseen

vaadittavaan vaivannäköön. Emotionaaliset kustannukset liittävät motivaatioon

negatiiviset tunteet, kuten stressin ja ahdistuksen tehtävän tekemisestä. [20], [32]

Suuret kustannukset luonnollisesti heikentävät tehtävän tekemisen motivaatiota

[32]. Ideaalisessa tilanteessamotivoiva tehtävä on siis sellainen, jossa henkilö ko-

kee varmasti onnistuvansa arvoiltaan positiivisessa tehtävässä, jonka tekemisen

kustannukset ovatmatalat. Teorian voidaan siis katsoa sijoittuvan tulevaisuuteen,

ja toiminnan aloittamisen lisäksi suoraan tulokseen. Tätä on havainnollistettu tar-

kemmin kuvassa 2.1.

Kuva 2.1: Odotusarvoteorian komponentit [käännetty 32]

Kuvasta 2.1 nähdään, että sekä kustannus- että arvotyypit ilmenevät prosessin eri

vaiheissa. Tekijän sitouduttua tavoitteeseen, vaihtoehtoiset toimintatavat sulkeu-

tuvat pois, jolloin vaihtoehtoiset kustannukset ilmenevät. Toiminnan alkaessa te-

kemisen mielekkyys ja siitä aiheutuvat ponnistelut ovat keskiössä. Saavutusarvo

liittyy keskeisesti lopputuloksen merkitykseen yksilölle. Hyötyarvo ja emotionaa-

liset kustannukset taas tulevat ilmi lopputuloksen seuraamuksista: tulos voidaan

kokea hyödylliseksi, tai pelko epäonnistumisesta voi konkretisoitua. [20], [32]

2.3 MIELENKIINTOTEORIA

Mielenkiinto on suhde ihmisen ja kohteen välillä, joka syntyy yksilön ja jonkin koh-

teen, kuten toiminnan kytkeytessä toisiinsa. Person–object-teorian mukaan mie-

lenkiinto tarkoittaa yksilön aktiivista sitoutumista ja uppoutumista tiettyyn koh-

teeseen [32]. Mielenkiinto toimii keskeisenä lähteenä motivaatiolle oppisessa, ja

tämä korostuu etenkin tekijälle henkilökohtaisesti tärkeissä toimissa [20], [26].

Tällaisia ovat esimerkiksi oppijan elämään ja tulevaisuuden tavoitteisiin liittyvät

asiat, kuten harrastukset ja haaveammatti [26]. Mielenkiinnon voidaan täten kat-

soa toimivan henkilön sisäisenämotivaation lähteenä, eikä se vaadi ulkoisia palk-

kioita [32]. Mielenkiinnon voidaankin katsoa olevan emotionaalisista sekä kogni-

tiivisistä tekijöistä koostuva kokonaisuus [26], [32]. Emotionaalinen komponentti

käsittää esimerkiksi myönteiset tunteet, ja kognitiivinen komponentti tekijän ha-

lun oppia ja ymmärtää kohdetta. Lisäksi mielenkiintoon lisätään henkilön oma

arvomaailma, jolla liitetään kohteen henkilökohtainen merkitys tekijään [32].

Mielenkiintoteoriassamielenkiinnon tekee ainutlaatuiseksi se, että se liittyy henki-

lökohtaisten taipumusten lisäksi aina vallitsevaan tilanteeseen. Mielenkiintoteo-
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riassa mielenkiinto jaetaankin usein henkilökohtaiseen, eli yksilölliseen mielen-

kiintoon ja tilannesidonnaiseen mielenkiintoon [26], [32]. Yksilöllinen mielenkiin-

to kattaa tekijälle ominaisia, hyvin pysyviä taipumuksia olla kiinnostunut tietyistä

sisältöalueista [32]. Nämä taipumukset voivat syntyä hyvin varhain, ja jo alle kou-

luikäisillä lapsilla voi esiintyä voimakkaita ja vakaita mielenkiinnon kohteita [14].

Opetustilanteessa tämä voi olla erityisen haasteellista, sillä opettajan on usein

haastavaa vaikuttaa näihin pysyviin taipumuksiin ja niiden tunnistaminen vaatii ai-

kaa ja resursseja [14]. Opettajan rooli toisaalta korostuu tilannesidonnaisen mie-

lenkiinnon luomisessa [26]. Tilannesidonnaisella mielenkiinnolla tarkoitetaan het-

kellistä, ympäristön ärsykkeistä syntyvää mielenkiintoa tekemisen kohdetta koh-

taan [32]. Mielenkiinto syntyy tilanteessa esimerkiksi uudella ja poikkeavalla asial-

la tai uteliaisuutta herättävällä informaatiolla, joka on voitu saada aikaan esimer-

kiksi jättämällä tieto tarkoituksella puutteelliseksi tai monimutkaiseksi [26]. Myös

henkilökohtainen relevanssi ja konkreettinen sisältö vaikuttavat positiivisesti eri-

tyisesti tähän hetkelliseen, tilannesidonnaiseen mielenkiintoon. Kun näitä mielen-

kiinnon elementtejä sovelletaan kuvan 2.1 rakenteeseen, saadaan kuvan 2.2 kal-

tainen havainnoillistus mielenkiintoteorialle.

Kuva 2.2:Mielenkiintoteorian komponentit [käännetty 32]

Kuvassa 2.2 nähdään tilannesidonnaisen ja yksilöllisen mielenkiinnon sijoittumi-

sen motivaation muodostumisessa tietyssä toiminnassa. Keskeistä on huoma-

ta eroavaisuus odotusarvoteoriaan (kuva 2.1), sillä mielenkiinnon vaikutukset nä-

kyvät erityisesti motivaation muodostumisen alkuvaiheessa, kun taas odotusar-

voteoria painottui prosessin keski- ja loppuvaiheille. Kuvaan 2.2 on lisätty lisäksi

kiinnostuksen tila, joka tarkoittaa toiminnan vaiheessa olevaa hetkellistä kiinnos-

tusta itse toimintaan. Se on siis kokemus, joka voi aiheutua niin yksilöllisistä kuin

tilannekohtaisista tekijöistä, mutta on aktiivisena toiminnan aikana [32].

Opettajalle voikin olla haasteellista, miten saada tilannesidonnainen, hetkellinen

mielenkiinto, siirrettyä pysyvämmäksi, yksilölliseksi mielenkiinnoksi. Tästä pääs-

täänmielenkiinnon ajalliseen ulottuvuuteen, joka jaetaan lyhyt- ja pitkäkestoiseksi

mielenkiinnoksi, jotka liittyvät läheisesti tilannesidonnaiseen ja yksilölliseen mie-

lenkiintoon [26], [32]. Lyhytkestoiseen mielenkiintoon vaikuttaa itse tilanne, ja täs-

sä mielenkiinto voi herätä tai kadota nopeasti [26]. Lyhytkestoista mielenkiintoa

voidaan kasvattaa kuten tilannesidonnaistakin mielenkiintoa, ja usein lyhytkestoi-

nen mielenkiinto nähdään sisäänheittäjänä pitkäkestoiselle mielenkiinnolle [32].

Pitkäkestoinen mielenkiinto vastaa läheisesti yksilöllistä mielenkiintoa ja se on

ajan myötä muodostuva, pysyviin kiinnostuksen kohteisiin ja arvoihin perustuvaa

mielenkiintoa [26], [32]. Pitkäkestoista mielenkiintoa on haastavampi muuttaa, ja

siksi pitkäkestoinen, pysyvä mielenkiinto jotain tekemistä kohtaan nähdään moti-

vaation kannalta hyvin positiivisena asiana [20]. Lyhytkestoisella mielenkiinnolla
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usein pyritään tukemaan pitkäkestoista mielenkiintoa, mutta jatkuvan tuen kans-

sa lyhytkestoisesta mielenkiinnosta voidaan saada pysyvämpi mielenkiinto teke-

mistä kohtaan, ja täten kasvattaa pysyvämmin motivaatiota [32].

2.4 MOTIVAATION SUHDE OSAAMISEEN JA OPPIMISEEN

Motivaatiolla on havaittu olevan positiivinen yhteys oppimiseen ja osaamiseen

[20]. Yhteydet voidaan nähdä dynaamisina ja kaksisuuntaisina, joihin vaikutta-

vat erityisesti osaaminen, itse tehtävä sekä sosiaalinen ympäristö [26]. Erityises-

ti osaamista ei nähdä pelkästään motivaation seurauksena, vaan myös osaami-

nen vaikuttaa motivaatioon [9]. Tämä voidaan nähdä esimerkiksi liian haastavas-

sa tehtävässä: epäonnistuminen ja heikko osaaminen voi vähentää motivaatiota

jo tekemisen aikana [26].

Osaamistaso vaikuttaa keskeisesti siihen, mitenmotivaatio syntyy ja säilyy. Usein

tehtävän hyvin osaavilla oppilailla on korkea motivaatio, ja päinvastoin heikoilla

oppilaillamotivaatiokin on heikompi [21]. Usein näiden välille tulee hyvin haastava

kierre: heikko osaaminen vähentää motivaatiota, joka jälleen heikentää osaamis-

ta, ja niin edelleen. Yhteys ei ole silti täysin suoraviivainen, sillä oppilaalla voi olla

jossain motivaation osa-alueessa positiivinen tilanne, kuten tehtävät voi kiinnos-

taa oppilasta, mutta osaaminen on silti heikkoa [20]. Osaamista tukeekin usein

parhaiten luottamus omiin kykyihin, jota mielenkiinto ja muut motivaation osa-

alueet tukevat [20].

Mielenkiinnon ja oppimisen välillä on motivaation kautta havaittu myös olevan

positiivinen yhteys. Tämä voidaankin nähdä keskeisenä siltana motivaation ja op-

pimisen välillä [9]. Mielenkiinto yleisesti lisää tarkkaavaisuutta ja parantaa muis-

tamista, sekä täten tukee oppimista [26]. Mielenkiinnon pitkäjänteinen pitäminen

korkealla luo hyvät edellytykset kestävälle oppimiselle ja motivoituneisuudelle, ei-

kä se täten rajoitu vain yksittäiseen tilanteeseen [26]. Pitkäkestoisen, yksilöllisen

mielenkiinnon onkin havaittu parantavan oppimista ja muistamista pelkkää tilan-

nesidonnaista mielenkiintoa paremmin [14]. On silti tärkeä muistaa, että osaami-

sen ja motivaation epäsuhta voi heikentää paitsi toisiaan, myös vaikuttamaa ne-

gatiivisesti oppimiseen. Oppilaalla täytyy siis olla riittävä osaamistaso, kun keski-

tytään motivaation parantamiseen ja täten parempiin oppimisen tuloksiin [26].

Odotusarvo- jamielenkiintoteorian näkökulmistamotivaatio vaikuttaa oppimiseen

useiden toisiaan täydentävien mekanismien kautta. Odotuksen ja tehtävän arvot

ohjaavat toiminnan aloittamista ja tavoitteiden asettamista, kun taasmielenkiinto

ylläpitää sitoutumista itse oppimisprosessin aikana [9]. Tilanteen ja yksilön mie-

lenkiinnon ulottuvuudet voivat toimia myös koko oppimisprosessin aloittavana ja

motivaation synnyttävänä tekijänä. Oppimista ei ole merkitty malleihin erillisenä

komponenttina, vaan sitä tapahtuu usean eri komponentin yhteydessä. Erityisesti

se sijoittuu toiminnan ja lopputuloksen yhteyteen, ja oppimistuloksia voidaan pi-

tää yhtenä keskeisistä seurauksista [32]. Suoriutumisen on tosin havaittu vaikutta-

vanmyös suoraanmotivaation syntyyn, sillä oppimisen tulos voi toimia syötteenä

seuraavalle motivaatiojaksolle [32]. Näin oppimistulokset eivät ole vain motivoin-

nin seuraus, vaan vaikuttavat myös tulevaan motivaatioon, muodostaen jatkuvan

syklin oppimisen ja motivaation välille.
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3 POLYNOMIT KOMPLEKSIANALYYSISSÄ

Tutkimus tehtiin polynomeja käsittelevällä oppitunnilla. Aihepiiri esitellään Suo-

messa oppilaille ensimmäisen kerran yläasteella, jolloin keskitytään polynomei-

hin liittyviin peruslaskutoimituksiin, kuten niiden summaan ja tuloon [23]. Polyno-

mit ovat kuitenkin erittäin keskeinen osa matematiikkaa ja niillä on havaittu ole-

van hyödyllisiä käyttökohteita ja ominaisuuksia [31]. Tutustutaan tässä työssä tar-

kemmin tunnettuun kompleksisten polynomien ominaisuuteen, nollakohtien ole-

massaoloon.

Polynomit ovat lausekkeita, jotka muodostuvat yhdestä tai useammasta muuttu-

jasta sekä vakioista, jotka ovat liitetty yhteen summan, erotuksen ja tulon avulla

[4]. Täten esimerkiksi lauseke, jossa on nimittäjässä muuttujia, ei ole polynomi.

Polynomit ovat myös keskeinen matemaattisten funktioiden luokka, ja reaalinen

polynomifunktio on yleisesti muotoa

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛, 𝑛 ≥ 0, 𝑎𝑖 ∈ ℝ

Polynomeja tutkiessa kiinnostuksen kohteeksi muodostuu usein niiden nollakoh-

dat, eli milloin polynomi saa arvon 0. Reaalianalyysissä tässä voidaan kohdata

tiettyjen polynomien kohdalla ongelmia, sillä polynomilla ei aina ole olemassa re-

aalisia nollakohtia [4]. Eräs esimerkki tällaisesta polynomista on funktio

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1,

jolla on vain kompleksisia nollakohtia. Vähintään ensimmäistä astetta olevalla

nollasta eroavalla polynomilla on kompleksilukujen joukossa aina vähintään yksi

nollakohta [1]. Tämän nollakohdan olemassaolo tunnetaan myös algebran perus-

lauseena, joka todistetaan tässä kappaleessa käyttäen apuna Liouville’n lausetta.

Perehdytään kuitenkin ensin siihen, kuinka Liouville’n lause saadaan muodostet-

tua käyttäen apuna Caychyn integraalikaavaa sekä kompleksilukujen perusomi-

naisuuksia.

3.1 KOMPLEKSITASO JA SEN OMINAISUUKSIA

Kompleksilukujen joukko ℂ on reaalilukujen laajennus, jossa luku sisältää reaalio-

sansa lisäksi myös imaginäärisen osan. Kompleksiluku 𝑧 voidaan kirjoittaa näi-

den reaali- ja imaginääriosiensa avulla muodossa 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, jossa 𝑥 ja 𝑦 ovat

reaalilukuja ja imaginääriyksikkö 𝑖 toteuttaa yhtälön 𝑖2 = −1. [1]

Kompleksilukuja voidaan havainnollistaa samaistamalla se karteesiseen tasoon

ℝ2. Tällöin karteesisen tason 𝑥-akseli toimii kompleksitason reaaliakselina ja 𝑦-

akseli imaginääriakselina. Karteesiseen tasoon piirretyn vektorin pituutta vastaa

kompleksiluvun itseisarvo |𝑧|. Tästä voidaanmuodostaamyös toinen yleinen komplek-

silukujen esittämistapa,

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟 (cos(𝜃) + 𝑖sin(𝜃)) , 𝜃 ∈ [0, 2𝜋],
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jossa 𝜃 on kulma reaaliakselin ja kompleksilukuun piirretyn vektorin välillä ja 𝑟 ky-

seisen vektorin pituus. Tätä kyseistä muotoa kutsutaan kompleksiluvun polaari-

muodoksi [17]. Mielivaltainen kompleksiluku 𝑧 voidaan kuvata parina (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

kuvan 3.1 mukaisesti. [7]

Kuva 3.1: Kompleksiluku tasossa.

Kuvassa 3.1 |𝑧| on kompleksiluvun 𝑧 etäisyys origosta. Koska kyseessä on vekto-

ri, sen pituus voidaan laskea sen alku- ja loppupisteiden erotuksen itseisarvolla.

Tällöin karteesiselle tasolle piirrettyjen mielivaltaisten kompleksilukujen 𝑧1 ja 𝑧2
etäisyys määritetään itseisarvon |𝑧1 − 𝑧2| avulla [7].

Kompleksitaso mahdollistaa erilaisten käyrien ja joukkojen tutkimisen. Tutkitaan

aluksi yleistä kompleksitasossa olevaa käyrää.

Määritelmä 3.1 (Kompleksitason käyrä). Kompleksitason käyrä on joukko

𝐶 = {𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡) ∣ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]},

missä

𝑥 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑦 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ

ovat jatkuvia funktioita. Käyrän 𝐶 parametriesitys on

𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].
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Parametriesitys määrää samalla käyrän 𝐶 kulkusuunnan, sillä parametrin 𝑡 kas-

vaessa käyrällä kuljetaan aina tiettyyn suuntaan. Käyrää sanotaan suunnistetuk-

si, kun sen parametriesitys otetaan huomioon. Tällöin parametriesitys kertoo sen,

missä järjestyksessä käyrän pisteet kuljetaan. Suunnistettua käyrää sanotaan tiek-

si. Keskeistä on huomata, että tien parametriesitys ei ole yleisesti yksikäsitteinen,

vaan saman tien voi esittää usealla eri tavalla. Tie tulee erityisen keskeiseksi käsit-

teeksi integroinnin yhteydessä, joka suoritetaan tiettyä tietä pitkin. Keskeisimpiä

teiden ominaisuuksia integroinnissa on tien sileys, yksinkertaisuus ja sulkeutu-

vuus. [1]

Määritelmä 3.2 (Tien ominaisuuksia). Olkoon 𝑧 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℂ tie. Tällöin:

1. Tie on sulkeutuva, jos 𝑧(𝑎) = 𝑧(𝑏).

2. Tie on yksinkertainen, jos kaikilla 𝑡1, 𝑡2 ∈ (𝑎, 𝑏) on voimassa 𝑧(𝑡1) ≠ 𝑧(𝑡2).

Sulkeutuvaa yksinkertaista tietä kutsutaan Jordanin käyräksi.

3. Tie on sileä, jos derivaatat 𝑥′(𝑡) ja 𝑦′(𝑡) ovat jatkuvina olemassa ja

(𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡)) ≠ (0, 0), ∀𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏).

4. Tie on paloittain sileä, jos se voidaan esittää äärellisen monen sileän tien

yhdisteenä.

Keskeistä on huomata, että jokainen sileä tie on myös paloittain sileä [30]. Toisin

päin tämä ei toisaalta päde, eli palottain sileä tie ei ole välttämättä sileä. Määritel-

män 3.2 mukaisia teitä on havainnoillistettu kuvassa 3.2.

Kuva 3.2: Erilaisia tason teitä.
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Tien sileyden lisäksi oleellinen ominaisuus on tien pituus. Tien pituus voidaan

määrittää parametriesityksen kautta.

Määritelmä 3.3 (Tien pituus). Olkoon 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] sileän tien

parametriesitys. Tällöin tien pituus 𝐿 on

𝐿 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2 𝑑𝑡 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

| ̇𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡.

Integroimisessa keskeiseksi käsitteeksi nousee myös tarkasteltava alue ja sen

yhdesti yhtenäisyys. Koska nyt tarkastellaan tasoa, topologiaa riittää tarkastella

kiekon avulla. Määritellään aluksi, millainen on kompleksitasossa avoin kiekko.

Määritelmä 3.4 (Avoin kiekko). Olkoon 𝑧0 kompleksiluku ja 𝛿 positiivinen reaali-

luku. Joukkoa

𝐵𝛿(𝑧0) = {𝑧 ∈ ℂ ∣ |𝑧 − 𝑧0| < 𝛿}

kutsutaan 𝑧0-keskiseksi 𝛿-säteiseksi avoimeksi kiekoksi.

Avoin kiekko on siis joukko pisteitä kompleksiluvun 𝑧0 ympäristöstä [30]. Avointa

𝑧0 keskistä kiekon sisältävää joukkoa voidaankin kutsua pisteen 𝑧0 ympäristöksi

[1]. Tämä kyseinen joukko ei siis voi olla koskaan pelkkä piste 𝑧0, koska kun 𝛿 > 0,

on olemassa äärettömänmonta pistettä, joiden etäisyys pisteestä 𝑧0 on pienempi

kuin 𝛿. Tämän avoimen kiekon avulla voidaan määrittää joukon sisäpiste.

Määritelmä 3.5 (Sisäpiste). Oletetaan, että 𝑆 ⊂ ℂ ja 𝑧0 ∈ ℂ. Piste 𝑧0 on joukon 𝑆

sisäpiste, jos on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että 𝐵𝛿(𝑧0) ⊂ 𝑆.

Toisin sanoen piste 𝑧0 on joukon 𝑆 sisäpiste, jos 𝑧0-keskinen avoin kiekko kuuluu

joukkoon 𝑆. Käytetään sisäpistettä avoimen joukon määrittämiseen.

Määritelmä 3.6 (Avoin joukko). Joukko 𝑆 ⊆ ℂ on avoin, jos kaikki sen pisteet ovat

sisäpisteitä.

Avoimen joukon reunalla olevat pisteet eivät kuulu kyseiseen joukkoon, sillä niihin

ei ole mahdollista muodostaa avointa kiekkoa niin, että se sisältäisi vain joukon 𝑆

pisteitä. Toisaalta tärkeä huomio on se, että tyhjä joukko on avoin joukko [1].

Määritelmä 3.7 (Yhtenäisyys). Joukkoa 𝑆 sanotaan epäyhtenäiseksi, jos on ole-

massa sellaiset avoimet joukot 𝐴 ja 𝐵, että

𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, 𝑆 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵, ja 𝑆 ⊈ 𝐴, 𝑆 ⊈ 𝐵.

Jos 𝑆 ei ole epäyhtenäinen, sitä sanotaan yhtenäiseksi. Epätyhjää ja yhtenäistä

avointa joukkoa kutsutaan alueeksi.

Geometrinen tulkinta tälle on, että epäyhtenäinen joukko 𝑆 koostuu vähintään kah-

desta erillisestä avoimesta joukosta𝐴 ja 𝐵. Avoimien joukkojen tapauksessa yhte-

näisyys merkitsee sitä, että joukon mitkä tahansa kaksi pistettä voidaan yhdistää

jatkuvalla käyrällä siten, että käyrä pysyy kokonaan joukon sisällä. [18]
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Määritelmä 3.8 (Yhdesti yhtenäisyys). Alue 𝐴 ⊂ ℂ on yhdesti yhtenäinen, jos

jokainen sen sisältämä paloittain sileä Jordanin käyrä sulkee sisäpuolelleen vain

pisteitä, jotka kuuluvat alueeseen 𝐴.

Käytännössä yhdesti yhtenäisyys tarkoittaa, että alueen sisällä ei voida kiertäämi-

tään suljettua käyrää niin, että käyrä rajaisi jonkin joukon, joka ei kuulu alueeseen

𝐴. Tätä on havainnollistettu kuvassa 3.3.

Kuva 3.3: Alue, joka ei ole yhdesti yhtenäinen. Jordanin käyrä kuvattu punaisella.

Kuvassa 3.3 nähdään paloittain sileä Jordanin käyrä, joka sulkee sisälleen alueen

𝐴 ulkopuolisen joukon. Täten kyseinen alue ei ole yhdesti yhtenäinen. Tämän kans-

sa yhtäpitävää on se, että yhdesti yhtenäisessä alueessa jokainen käyrä voidaan

jatkuvasti deformoida, eli muuntaa pisteeksi alueen sisällä [1].

3.2 KOMPLEKSISTEN FUNKTIOIDEN DERIVAATTA JA
ANALYYTTISYYS

Kompleksisten funktioiden derivaatta voidaan määritellä raja-arvon kautta [17].

Raja-arvonmääritelmä voidaanmuodostaa vastaavasti kuin reaalisessa tilantees-

sa.

Määritelmä 3.9 (Raja-arvo). Oletetaan, että𝐴 ⊆ ℂ ja 𝑧0 ∈ 𝐴. Funktiolla 𝑓 ∶ 𝐴 → ℂ

sanotaan olevan raja-arvo 𝐿 pisteessä 𝑧0, merkitään

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝐿,

jos ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0: |𝑓(𝑧) − 𝐿| < 𝜀, kun 0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝛿 ja 𝑧 ∈ 𝐴.

Jos raja-arvo on olemassa pisteessä 𝑧0, avoimessa joukossa on mahdollista lä-

hestyä pistettä 𝑧0 mielivaltaisen lähelle mistä tahansa suunnasta. Keskeistä on

huomata, että raja-arvon on oltava sama suunnasta riippumatta. Muussa tapauk-

sessa raja-arvoa ei ole olemassa [30]. Raja-arvon määritelmän avulla voidaan ra-

kentaa määritelmä derivoituvuudelle.
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Määritelmä 3.10 (Derivoituvuus). Olkoon 𝐴 ⊆ ℂ ja 𝑧0 joukon 𝐴 sisäpiste. Funktio

𝑓 ∶ 𝐴 → ℂ on derivoituva pisteessä 𝑧0, jos raja-arvo

𝑓′(𝑧0) = lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
= lim

ℎ→0

𝑓(𝑧0 + ℎ) − 𝑓(𝑧0)

ℎ

on olemassa. Raja-arvoa 𝑓′(𝑧0) kutsutaan funktion 𝑓 derivaataksi pisteessä 𝑧0.

Edellinenmääritelmäantaa ehdonderivoituvuudelle yhdessä pisteessä. Usein kiin-

nostuksen kohteeksi nousee myös se, miten funktio käyttäytyy tietyn pisteen ym-

päristössä tai tietyssä alueessa. Tästä päästään funktion analyyttisyyden tutkimi-

seen.

Määritelmä 3.11 (Analyyttisyys). Olkoon 𝐴 ⊂ ℂ avoin joukko. Kompleksiarvoi-

sen funktion 𝑓 ∶ 𝐴 → ℂ sanotaan olevan analyyttinen joukossa 𝐴, jos sillä on

derivaatta jokaisessa pisteessä 𝑧 ∈ 𝐴.

Analyyttisyys voidaan myös määritellä pisteittäin sanomalla, että funktio 𝑓 ∶ 𝐴 →

ℂ on analyyttinen joukon𝐴 sisäpisteessä 𝑧, jos se on derivoituva pisteen 𝑧 jossain

avoimessa ympäristössä [17]. Pistettä 𝑧 kutsutaan funktion 𝑓 singulariteetiksi, jos

𝑓 on derivoituva jossain ympäristössä 𝐵𝛿(𝑧) ⊆ 𝐴 lukuunottamatta pistettä 𝑧 [17].

Usein analyyttisyyden sijasta käytetään käsitettä holomorfisuus, jotka kompleksi-

silla funktioilla ovat ekvivalentteja käsitteitä [1], [30].

Analyyttisyys säilyy useissa analyyttisten funktioiden laskutoimituksissa [30]. Näis-

tä keskeisimmät on koottu lauseeseen 3.12.

Lause 3.12 (Analyyttisyyden säilyminen). Olkoon funktiot 𝑓 ja 𝑔 analyyttisiä jou-

kossa 𝐴. Tällöin

1. 𝑓 + 𝑔 on analyyttinen joukossa 𝐴,

2. 𝑓𝑔 on analyyttinen joukossa 𝐴,

3. 𝑓/𝑔 on analyyttinen niissä joukon 𝐴 pisteissä 𝑧, joissa 𝑔(𝑧) ≠ 0.

Lause seuraa suoraan analyyttisten funktioiden määritelmästä [30]. Esimerkke-

jä funktioista, jotka ovat analyyttisiä missä tahansa avoimessa joukossa 𝐴 ∈ ℂ,

ovat eksponenttifunktio 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 ja identiteettifunktio 𝑓(𝑧) = 𝑧. Vakiofunktion

derivaatta on kaikkialla nolla [30].

Tutkitaan seuraavaksi kompleksisen polynomin 𝑝(𝑧) analyyttisyyttä. Kompleksi-

nen polynomi voidaan kirjoittaa vastaavasti kuin reaalinen polynomi, funktiona

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 +⋯+ 𝑎𝑛𝑧
𝑛.

Nyt reaalimuuttujan 𝑥 paikalla on kompleksiluku 𝑧, ja kertoimet 𝑎𝑖 voivat olla myös

kompleksisia. [3]

Lause 3.13 (Polynomien analyyttisyys). Jokainen kompleksinen polynomi 𝑝(𝑧) ∈

ℂ on analyyttinen koko joukossa ℂ.
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Todistus. Tarkastellaan polynomia

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 +⋯+ 𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑎𝑘 ∈ ℂ.

Näytetään ensin induktiolla, että funktio 𝑧 → 𝑧𝑘 on analyyttinen koko joukossa ℂ.

1. Perustapaus: Funktio 𝑓(𝑧) = 𝑧 on derivoituva jokaisessa pisteessä 𝑧 ∈ ℂ, sillä

raja-arvo

lim
ℎ→0

(𝑧 + ℎ) − 𝑧

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ

ℎ
= 1

on olemassa. Siis 𝑓(𝑧) = 𝑧 on analyyttinen koko joukossa ℂ.

2. Induktio-oletus: Oletetaan, että 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑘 on analyyttinen koko joukossa ℂ.

3. Induktio-askel:Tarkastellaan funktiota 𝑔(𝑧) = 𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 ⋅𝑧. Funktio 𝑔 on kahden

analyyttisen funktion tulo, joten se on lauseen 3.12 mukaan analyyttinen. Induk-

tioperiaatteen mukaisesti siis kaikki funktiot 𝑧𝑘 ovat analyyttisiä koko joukossa

ℂ.

Koska vakiofunktiot 𝑎𝑘 ovat analyyttisiä ja analyyttisyys säilyy lauseen 3.12 mu-

kaan analyyttisten funktioiden summassa sekä tulossa, funktio

𝑝(𝑧) =

𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘

on analyyttinen koko joukossa ℂ.

Siis jokainen kompleksinen polynomi on analyyttinen koko joukossa ℂ. �

Funktiota, jotka ovat analyyttisiä koko joukossa ℂ, kutsutaan myös kokonaisiksi

funktioiksi [17]. Tämä on hyvin keskeinen ominaisuus esimerkiksi integroinnissa.

3.3 CAUCHYN INTEGRAALIKAAVA

Kuten aiemmin todettiin, integrointi suoritetaan tiettyä integroimistietä pitkin. Tie

voi olla käytännössä mielivaltainen, mutta tutkitaan tässä työssä integroimistei-

tä, jotka ovat sileitä ja usein myös suljettuja. Kompleksisten integraalien laske-

miseen on kehitetty lukuisia tuloksia, mutta keskitytään tässä erityisesti Cauchyn

integraalikaavaan, joka on eräs tapa tutkia integraalia yli suljetun tien. Se on paitsi

tehokas tapa integraalin laskemiseen, myös vahvistaa derivoituvuuden käsitettä

analyyttisessä alueessa, sillä lauseen seurauksena analyyttinen funktio 𝑓(𝑧) on

äärettömän monta kertaa derivoituva [30]. Myös algebran peruslause saadaan

johdettua melko suoraviivaisesti Cauchyn integraalikaavasta.

Ennen Cauchyn integraalikaavan määrittämistä tutustutaan keskeisiin integraali-

laskennan ominaisuuksiin. Määritellään aluksi kompleksinen integraali käyrää pit-

kin.

Määritelmä 3.14 (Kompleksinen integraali). Olkoon 𝐶 suunnistettu käyrä, jonka

parametrisointi on 𝑧 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℂ. Tällöin kompleksisen funktion 𝑓 integraali käy-

rää 𝐶 pitkin on

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝑓(𝑧(𝑡)) 𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re (𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡 + 𝑖 ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Im (𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡.



14

Kompleksisesta integraalista voidaanmääritelmän3.14mukaisesti erottaa reaali-

ja imaginääriosat, jolloin se palautuu kahden reaalisen integraalin laskemiseen

parametriesityksen kautta [1]. Yksi tärkeä ominaisuus kompleksisilla integraaleil-

la, eli käyräintegraaleilla on lineaarisuus.

Lause 3.15 (Kompleksisen integraalin lineaarisuus). Olkoon 𝐶 sileä suunnistet-

tu käyrä, ja olkoot 𝑓 ja 𝑔 jatkuvia funktioita käyrällä 𝐶. Olkoon 𝛼 mikä tahansa

kompleksiluku. Tällöin

1. ⌠
⌡𝐶

[𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧)] 𝑑𝑧 = ⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡𝐶

𝑔(𝑧) 𝑑𝑧,

2. ⌠
⌡𝐶

𝛼𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝛼⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

Todistus. Olkoon 𝑧 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℂ käyrän 𝐶 parametrisointi. Tällöin määritelmän

3.14 mukaan

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡.

(1) Olkoot 𝑓 ja 𝑔 jatkuvia funktioita. Tällöin

⌠
⌡𝐶

[𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧)] 𝑑𝑧 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

[𝑓(𝑧(𝑡)) + 𝑔(𝑧(𝑡))]𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡.

Käytetään tähän määritelmää 3.14:

⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re((𝑓(𝑧(𝑡)) + 𝑔(𝑧(𝑡)))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡 + 𝑖 ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Im((𝑓(𝑧(𝑡)) + 𝑔(𝑧(𝑡)))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Reaalisen integraalin lineaarisuuden perusteella saadaan

⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re(𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡 + ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re(𝑔(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡

+𝑖 ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Im(𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡 + 𝑖 ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Im(𝑔(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡,

joka on määritelmän 3.14 mukaisesti

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡𝐶

𝑔(𝑧) 𝑑𝑧.

(2) Olkoon 𝛼 ∈ ℂ ja 𝑓 jatkuva funktio. Tällöin

⌠
⌡𝐶

𝛼𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝛼𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡.
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Käytetään tähän määritelmää 3.14:

⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re(𝛼𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡 + 𝑖 ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Im(𝛼𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Koska 𝛼 voidaan käsitellä vakiona, reaalisen integraalin linearisuuden perusteella

saadaan

𝛼⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re(𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡 + 𝑖𝛼⌠
⌡

𝑏

𝑎

Im(𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Tästä saadaan määritelmän 3.14 mukaisesti

𝛼⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

Siis kompleksinen integraali on lineaarinen. �

Lauseen 3.15 kohta 1. kertoo sen, että summan integraali on integraalien summa.

Integroitavan funktion voi siis tällöin integroida osissa, jos se koostuu kahdesta

tai useammasta osafunktion summasta. Kohta 2. kertoo taas sen, että vakion voi

ottaa aina integraalin ulkopuolelle kertoimeksi. Ominaisuudet yhdessä siis kerto-

vat sen, että käyräintegraali on lineaarinen operaatio [30]. Tämä on integraalien

laskennassa erittäin käytetty ominaisuus, joka mahdollistaa esimerkiksi integran-

dienmuuttamisen yksinkertaisempaanmuotoon tai integraalin laskemiseen osis-

sa. Nyt integraalien lineaarisuutta tarvitaan seuraavan lemman 3.16 tarkastelus-

sa.

Lemma 3.16 (Integraalin itseisarvo ja itseisarvon integraali). Oletetaan, että𝐺(𝑡)

on jatkuva kompleksiarvoinen funktio ja 𝑡 ∈ ℝ. Tällöin

|
|
|
|
⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝐺(𝑡) 𝑑𝑡
|
|
|
|
≤ ⌠
⌡

𝑏

𝑎

|𝐺(𝑡)| 𝑑𝑡.

Todistus. (Ks. [3] s.49) Koska integraali on jokin kompleksiluku, niin se voidaan

kirjoittaa napakoordinaattiesityksenä

⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝐺(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑅𝑒𝑖𝜃, missä𝑅 ≥ 0. (3.1)

Lauseen 3.15 mukaan saadaan

⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝑒−𝑖𝜃𝐺(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑅. (3.2)

Merkitään 𝑒−𝑖𝜃𝐺(𝑡) = 𝐴(𝑡) + 𝑖𝐵(𝑡), missä 𝐴(𝑡) ja 𝐵(𝑡) ovat reaalifunktioita. Tällöin

yhtälön (3.2) mukaan

𝑅 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝐴(𝑡) 𝑑𝑡 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

Re(𝑒−𝑖𝜃𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡.
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Koska Re 𝑧 ≤ |𝑧|, niin

𝑅 ≤ ⌠
⌡

𝑏

𝑎

|𝐺(𝑡)| 𝑑𝑡. (3.3)

Yhtälöstä (3.1) seuraa
|
|
|
|
⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝐺(𝑡) 𝑑𝑡
|
|
|
|
= |𝑅𝑒𝑖𝜃| = 𝑅.

Yhdistämällä tämä epäyhtälöön (3.3) saadaan

|
|
|
|
⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝐺(𝑡) 𝑑𝑡
|
|
|
|
≤ ⌠
⌡

𝑏

𝑎

|𝐺(𝑡)| 𝑑𝑡.

�

Lemman 3.16 mukaan integraalin itseisarvo on korkeintaan integroitavan funk-

tion itseisarvon integraali. Tietyissä tilanteissa voi olla myös hyödyllistä laskea

integraalin itseisarvolle yläraja. Käytetäänkin lemmaa 3.16 seuraavan lauseen to-

distamiseen.

Lause 3.17 (ML-lause). Oletetaan, että 𝐶 on sileä käyrä, jonka pituus on 𝐿. Tämän

lisäksi oletetaan, että 𝑓 on jatkuva käyrällä 𝐶 ja |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 kaikkialla käyrällä 𝐶.

Tällöin
|
|
|
|
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧
|
|
|
|
≤ 𝑀𝐿. (3.4)

Todistus. ([3], s.50) Oletetaan, että 𝐶 on annettu parametrisesti muodossa 𝑧(𝑡) =

𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. Tällöin lemman 3.16 mukaan

|
|
|
|
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧
|
|
|
|
=
|
|
|
|
⌠
⌡

𝑏

𝑎

𝑓(𝑧(𝑡)) ̇𝑧(𝑡) 𝑑𝑡
|
|
|
|
≤ ⌠

⌡

𝑏

𝑎

|𝑓(𝑧(𝑡)) ̇𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡.

Koska |𝑓(𝑧(𝑡))| ≤ 𝑀 kaikilla 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], seuraa että

|𝑓(𝑧(𝑡))|| ̇𝑧(𝑡)| ≤ 𝑀| ̇𝑧(𝑡)|.

Integroimalla puolittain saadaan

⌠
⌡

𝑏

𝑎

|𝑓(𝑧(𝑡))|| ̇𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤ 𝑀⌠
⌡

𝑏

𝑎

| ̇𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡.

Tästä saadaan
|
|
|
|
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧
|
|
|
|
≤ 𝑀⌠

⌡

𝑏

𝑎

| ̇𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡. (3.5)
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Parametrisesti annetun suunnistetun käyrän, eli tien pituus on määritelmän 3.3

mukaisesti

𝐿 = ⌠
⌡

𝑏

𝑎

| ̇𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡,

jolloin epäyhtälöstä (3.5) saadaan

|
|
|
|
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧
|
|
|
|
≤ 𝑀𝐿.

�

Lause 3.17 mahdollistaa sen, että voimme arvioida tietyn integraalin itseisarvoa

ylöspäin, eli käytännössämäärittää tälle ylärajan integroimisreitin 𝐿 pituuden sekä

funktion 𝑓(𝑧) saaman maksimin avulla. Tutkitaan seuraavaksi erään tietyn muo-

toisen integraalin arvoa.

Lemma 3.18. Olkoon 𝐶 positiivisesti suunnistettu 𝑧0-keskinen 𝑟-säteinen ympyrä

𝐶 = {𝑧 ∈ ℂ ∣ |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟},

joka kuljetaan kerran vastapäivään. Tällöin

⌠
⌡𝐶

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0
= 2𝜋𝑖.

Todistus. ([30], s.23) Valitaan käyrän 𝐶 parametrisoinniksi

𝑧(𝑡) = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝑡, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋].

Tällöin 𝑑𝑧 = 𝑟𝑖𝑒𝑖𝑡 𝑑𝑡. Sijoittamalla saadaan

⌠
⌡𝐶

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0
= ⌠
⌡

2𝜋

0

𝑟𝑖𝑒𝑖𝑡

𝑟𝑒𝑖𝑡
𝑑𝑡 = 𝑖 ⌠

⌡

2𝜋

0

𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖.

�

Tärkeä huomio on, että kiertäessä ympyrän myötäpäivään, eli negatiiviseen suun-

taan integraalin merkki muuttuu. Todistetaan seuraavaksi, että ympyrän säde ei

vaikuta integraalin arvoon, jos funktio 𝑓 on kokonainen, tai ympyrän keskipistees-

sä on sen ainoa singulariteetti.
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Lause 3.19 (Deformaatiolause ympyröille). Olkoot 𝐶1 ja 𝐶2 positiivisesti suun-

nistettuja ympyröitä, joilla on sama keskipiste 𝑧0, ja joista 𝐶1 sijaitsee kokonaan

ympyrän 𝐶2 sisäpuolella. Oletetaan lisäksi, että funktio 𝑓 on kokonainen funktio,

tai sillä on yksi singulariteetti pisteessä 𝑧0. Tällöin

⌠
⌡𝐶2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡𝐶1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

Todistus. Oletetaan, että ympyröillä 𝐶1 ja 𝐶2 on sama keskipiste, joka on funktion

𝑓 ainoa singulariteetti. Piirretään tilanteesta kuva.

Kuva 3.4: Deformaatiolauseen käyrät.

Kuvan 3.4 kohdassa A on piirretty ympyrät𝐶1 ja𝐶2 positiivisesti suunnattuna. Koh-

dassa B nämä ovat yhdistetty sileillä teillä Γ1 ja Γ2, ja ympyrät 𝐶1 ja 𝐶2 on jaettu

puoliksi kahteen eri reittiin. Merkinnällä −𝐶 tarkoitetaan käyrää 𝐶 vastakkaiseen

suuntaan suunnistettuna. Muodostetaan kuvan 3.19 perusteella paloittain sileät

ja suljetut integroimisreitit

𝑃1 = 𝐶
′

2 → Γ1 → −𝐶
′

1 → Γ2,

𝑃2 = 𝐶
″

2 → −Γ2 → −𝐶
″

1 → −Γ1.

Koska ympyröiden säde ei voi olla nolla, singulariteetti ei voi jäädä ympyröiden

väliin, eikä tällöin se voi olla polkujen 𝑃1 ja 𝑃2 rajaamissa alueissa. Jos funktio 𝑓 on

kokonainen funktio, tämä on triviaalisti tosi. Täten Cauchy-Goursatin lauseen (ks.

[17] s.150) nojalla integraalien arvot kyseisiä reittejä pitkin ovat nollia. Tällöin

⌠
⌡𝑃1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡𝑃2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 0,

jolloin

⌠
⌡𝑃1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡𝑃2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 0. (3.6)
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Tarkastellaan polkuja 𝑃1 ja 𝑃2. Integraalit paloittain sileitä reittejä pitkin ovat

⌠
⌡𝑃1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡𝐶′

2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡Γ1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡−𝐶′

1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡Γ2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧,

ja

⌠
⌡𝑃2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡𝐶″

2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡−Γ2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡−𝐶″

1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡−Γ1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

Kun sijoitetaan lausekkeet yhtälöön 3.6, havaitaan, että integraalit reittien Γ1 ja Γ2
yli kumoutuvat. Jäljelle jää

⌠
⌡𝐶′

2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 + ⌠
⌡𝐶″

2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 − ⌠
⌡𝐶′

1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 − ⌠
⌡𝐶″

1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 0,

josta saadaan

⌠
⌡𝐶2

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ⌠
⌡𝐶1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

Siis integraalien arvot ovat samat ympyröiden säteistä riippumatta. �

Deformaatiolauseen avulla integroimisreittejä voidaan muuttaa sellaiksi, että in-

tegraalien laskemisesta tulee yksinkertaisempaa, mutta integraalin arvo ei muutu

[17]. Tästä pääsemme lopulta Cauchyn integraalikaavaan.

Lause 3.20 (Cauchyn integraalikaava). Oletetaan, että 𝑓 ∶ 𝐴 → ℂ on analyyttinen

yhdesti yhtenäisessä alueessa 𝐴. Oletetaan lisäksi, että 𝑧0 ∈ 𝐴 ja 𝐶 on käyrä

𝐶 ∶ 𝑧(𝜃) = 𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,

jonka sisäpuoli sisältyy alueeseen 𝐴. Tällöin

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧.

Todistus. Oletetaan, että 𝑓 on analyyttinen ja 𝐶 on positiivisesti suunnattu ympyrä

𝐶 ∶ 𝑧(𝜃) = 𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋.

Lisätään ja vähennetään funktiosta 𝑓(𝑧) termi 𝑓(𝑧0), jolloin saadaan muoto

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) + (𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)).

Sijoittamalla integraaliin saadaan

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = ⌠

⌡𝐶

𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 + ⌠

⌡𝐶

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧.
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Lasketaan yhtälön oikean puolen ensimmäinen termi käyttäen lemmaa 3.18:

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = 𝑓(𝑧0)⌠

⌡𝐶

1

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝑓(𝑧0).

Tarkastellaan toista termiä. Deformaatiolauseen nojalla integraalin arvo pysyy sa-

mana vaikka pienentäisimme sädettä R. Tarkastellaan integraalia r-säteisiä 𝑧0-

keskisiä teitä pitkin

𝐶𝑟 ∶ 𝑧(𝜃) = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 < 𝑟 ≤ 𝑅.

Tällöin deformaatiolauseen nojalla

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = ⌠

⌡𝐶𝑟

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧.

Jokaisessa tien 𝐶𝑟 pisteessä on voimassa |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟, jolloin saadaan

|
|
|

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0

|
|
|
≤
1

𝑟
max
𝑧∈𝐶𝑟

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)|.

ML-epäyhtälön (3.4) mukaan

|
|
|
|
⌠
⌡𝐶𝑟

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧
|
|
|
|
≤
1

𝑟
max
𝑧∈𝐶𝑟

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)| ⋅ 𝐿,

missä 𝐿 on tien pituus. Koska ympyrän pituus on 𝐿 = 2𝜋𝑟, saadaan

|
|
|
|
⌠
⌡𝐶𝑟

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧
|
|
|
|
≤ 2𝜋max

𝑧∈𝐶𝑟

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)|.

Koska 𝑓 on analyyttinen, se on jatkuva pisteessä 𝑧0. Tällöin

max
𝑧∈𝐶𝑟

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)| → 0, kun 𝑟 → 0.

Näin ollen

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = ⌠

⌡𝐶𝑟

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 → 0, kun 𝑟 → 0.

Tästä seuraa

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝑓(𝑧0).
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Siis

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧.

�

Tätä tulosta voidaan pitää erittäin tärkeänä kompleksianalyysin integraalilasken-

nassa, sillä Cauchyn integraalilauseella on useita keskeisiä teoreettisia seuraksia,

kuten Liouville’n lause ja algebran peruslause [1].

Esimerkki 3.21. Lasketaan integraali

⌠
⌡𝐶

𝑒𝑧

𝑧 − 𝑖
𝑑𝑧,

missä 𝐶 on positiivisesti suunnattu ympyrä

𝐶 ∶ 𝑧(𝜃) = 𝑖 + 𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋.

Funktio 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 on kokonainen, joten se on analyyttinen kaikkialla. Ainoa sin-

gulariteetti on käyrän 𝐶 sisäpuolelle jäävä piste 𝑧0 = 𝑖, koska siinä integrandin

nimittäjä menee nollaksi.

Voimme siis soveltaa Cauchyn integraalikaavaa:

⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑓(𝑧0).

Sijoittamalla 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 ja 𝑧0 = 𝑖 saadaan

⌠
⌡𝐶

𝑒𝑧

𝑧 − 𝑖
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑒𝑖 = −2𝜋 sin (1) + 2𝜋 cos (1)𝑖.

Cauchyn integraalikaavan avulla voidaan siis laskea funktion 𝑓 arvo tietyssä pis-

teessä 𝑧0, kun 𝑓 on analyyttinen integroimisalueessa ja piste 𝑧0 jää integroimis-

tien 𝐶 sisäpuolelle. Cauchyn integraalikaavasta voidaan muodostaa myös yleis-

tetty versio kaikkien kertalukujen derivaatoille.

Lause 3.22 (Cauchyn integraalikaava derivaatoille). Olkoon 𝑓 ∶ 𝐴 → ℂ analyytti-

nen yhdesti yhtenäisessä alueessa 𝐴. Oletetaan lisäksi, että 𝑧0 ∈ 𝐴 ja että käyrä

𝐶 on positiivisesti suunnattu ympyrä

𝐶 ∶ 𝑧(𝜃) = 𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,

jonka sisäpuoli sisältyy alueeseen 𝐴. Tällöin kaikilla 𝑛 ∈ ℕ pätee

𝑓(𝑛)(𝑧0) =
𝑛!

2𝜋𝑖
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝑧.

Lauseen todistus sivuutetaan. Todistus löytyy esimerkiksi lähteestä [30].
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3.4 LIOUVILLE’N LAUSE JA ALGEBRAN PERUSLAUSE

Perehdytään seuraavaksi Liouville’n lauseeseen, joka on tärkeä kompleksianalyy-

sin tulos. Lause antaa reaalifunktioiden teoriasta poikkeavan yhteyden funktion

derivoituvuudelle ja rajoittuneisuudelle, ja mahdollistaa myös useiden merkittä-

vien tulosten johtamisen [7]. Esimerkiksi algebran peruslause on yksi suorista

Liouville’n lauseen seurauksista.

Lause 3.23 (Liouvillen lause). Jos funktio 𝑓 on kokonainen ja rajoitettu, niin 𝑓 on

vakio.

Todistus. Oletetaan, että 𝑓 on kokonainen ja että se on rajoitettu. Tällöin on ole-

massa sellainen vakio𝑀 > 0, että

|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 ∀𝑧 ∈ ℂ.

Olkoon 𝑧0 ∈ ℂ mielivaltainen ja 𝐶 ympyrä 𝐶 ∶ |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟. Lisäksi Cauchyn inte-

graalikaavan mukaan derivaatalle pätee

𝑓′(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖
⌠
⌡𝐶

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)2
𝑑𝑧.

Arvioidaan derivaatan itseisarvo ML-epäyhtälöllä:

|𝑓′(𝑧0)| ≤ max
𝑧∈𝐶

|
|
|

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)2
|
|
|
⋅ 𝐿.

Koska |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 ja |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟 käyrällä 𝐶, saadaan

max
𝑧∈𝐶

|
|
|

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)2
|
|
|
≤
𝑀

𝑟2
.

Koska ympyrän pituus on 𝐿 = 2𝜋𝑟, seuraa

|𝑓′(𝑧0)| ≤
𝑀

𝑟2
⋅ 2𝜋𝑟 =

2𝜋𝑀

𝑟
.

Koska tämä on voimassa kaikilla 𝑟 > 0, voidaan antaa 𝑟 → ∞, jolloin

|𝑓′(𝑧0)| ≤ 0.

Siis missä tahansa kompleksitason pisteessä 𝑧0

𝑓′(𝑧0) = 0,

mistä seuraa, että funktio on vakio [17, s. 74]. �

Kompleksifunktiot siis käyttyvät reaalifunktioihin verrattuna poikkeavasti, sillä esi-

merkiksi reaalinen funktio sin(𝑥) on rajoitettu funktio, muttei vakio, sillä sen deri-

vaatta cos(𝑥) ≠ 0.
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Liouville’n lauseen avulla algebran peruslause voidaan osoittaa hyvin suoraviivai-

sesti.

Lause 3.24 (Algebran peruslause). Jokaisella ei-vakiolla kompleksikertoimisella

polynomilla on ainakin yksi nollakohta joukossa ℂ.

Todistus. (ks. [30] s.66) Olkoon 𝑃(𝑧) mielivaltainen kompleksinen polynomi. Ole-

tetaan vastoin väitettä, että 𝑃(𝑧) ≠ 0 kaikilla 𝑧 ∈ ℂ. Tällöin funktio

𝑓(𝑧) =
1

𝑃(𝑧)

onmääritelty ja analyyttinen koko kompleksitasossa, eli se on kokonainen funktio.

Koska 𝑃 on ei-vakio polynomi, sillä on muoto

𝑃(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝑎0, 𝑎𝑛 ≠ 0, 𝑛 ≥ 1.

Otetaan polynomista itseisarvo ja tästä |𝑧|𝑛 yhteiseksi tekijäksi. Tästä saadaan

|𝑃(𝑧)| = |𝑧|𝑛 ||𝑎𝑛 +
𝑎𝑛−1
𝑧

+⋯+
𝑎0
𝑧𝑛
|
| .

Kun |𝑧| → ∞, niin sulkeissa olevat termit
𝑎𝑘

𝑧𝑘
→ 0. Koska |𝑧|𝑛 → ∞ ja |𝑎𝑛| on jokin

positiivinen vakio,

|𝑃(𝑧)| → ∞.

Tästä seuraa, että

|𝑓(𝑧)| =
1

|𝑃(𝑧)|
→ 0, kun |𝑧| → ∞,

joten funktio on rajoitettu. Liouvillen lauseen mukaan jokainen rajoitettu kokonai-

nen funktio on vakio. Koska 𝑓 on kokonainen ja rajoitettu, on 𝑃 tällöin vakio. Mutta

tämä on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten polynomilla 𝑃 on ainakin yksi nolla-

kohta kompleksitasossa. �

Tätä kompleksilukujen ominaisuutta voidaan pitää hyvin merkittävänä niin teo-

reettisesti, kuin käytännönkin kannalta. Algebran peruslause paitsi takaa nolla-

kohtien olemassaolon, myös mahdollistaa polynomien hajotelman nollakohtien-

sa avulla [7].

Vaikka algebran peruslause antaa olemassaolon yhdelle nollakohdalle joukossa

ℂ, voidaan osoittaa nollakohtien olevan verrannollinen polynomin asteeseen.

Lause 3.25 (Polynomin nollakohtien lukumäärä). Jokaisella astetta 𝑘 olevalla

kompleksisella polynomilla on täsmälleen 𝑘 kappaletta nollakohtia nollien kerta-

luvut huomioiden.

Todistus. Todistetaan väite induktiolla.

Perusaskel. Olkoon 𝑃1(𝑧) = 𝑎1𝑧 + 𝑎0, missä 𝑎1 ≠ 0. Tällöin polynomilla on täsmäl-

leen yksi nollakohta

𝑧 = −
𝑎0
𝑎1
.
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Induktio-oletus. Oletetaan, että jokaisella astetta 𝑘 olevalla kompleksisella poly-

nomilla on täsmälleen 𝑘 nollakohtaa kertalukuineen.

Induktioaskel. Olkoon 𝑃𝑘+1 astetta (𝑘+1) oleva kompleksinen polynomi. Algebran

peruslauseen mukaan polynomilla 𝑃𝑘+1 on ainakin yksi nollakohta 𝑧0 ∈ ℂ. Tällöin

voidaan kirjoittaa

𝑃𝑘+1(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0)𝑄𝑘(𝑧),

missä 𝑄𝑘 on astetta 𝑘 oleva polynomi.

Induktio-oletuksen nojalla polynomilla𝑄𝑘 on täsmälleen 𝑘 nollakohtaa nollien ker-

taluvut huomioiden. Koska 𝑧0 on polynomin 𝑃𝑘+1 nollakohta, saadaan, että polyno-

milla 𝑃𝑘+1 on yhteensä 𝑘 + 1 nollakohtaa kertalukuineen.

Täten siis astetta 𝑘 olevalla polynomilla on 𝑘 nollakohtaa. �

Tulos on siis vahvempi muoto aikaisemmalle algebran peruslauseelle, jossa nol-

lakohtien olemassaolon lisäksi voidaan osoittaa nollakohtien tarkka määrä.
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4 TUTKIMUKSEN TOTEUTTAMINEN

Tutkimus toteutettiin syksyn 2025 aikana yhdessä yläkoulussa Pirkanmaalla. Se

toteutettiin polynomeja käsittelevienmatematiikan oppituntien yhteydessä, ja tut-

kimukseenosallistui yhteensä 28 kahdeksannen luokanoppilasta. Tutkimus koos-

tui esitietojen keräämisestä, niiden pohjalta räätälöityjen tehtävien tekemisestä

sekä näiden tehtävien vaikutusten tutkimisesta oppilaiden motivaatioon ja osaa-

miseen. Tätä tutkimuksen rakennetta ja aikataulua on havainnollistettu tarkem-

min kuvassa 4.1.

Kuva 4.1: Tutkimuksen aikajana.

Tutkimuksessa tehtävien tekemisen päivä sijoitettiin polynomikurssin loppupuo-

lelle, jolloin tutkimuksen toteutus toimi samalla kertauksena oppilaille. Tämämah-

dollisti monipuolisemman sisällön ja kiireettömän toteutuksen, mutta asetti sa-

malla vaatimuksen opettavaiseen sisältöön, tutkimuksen ollessa yksi viimeisim-

mistä oppitunneista ennen koetta.

4.1 TEHTÄVÄPAKETIT

Tehtävientekopäivänä oppilaiden oppikirjojen tehtävät korvattiin räätälöidyillä teh-

täväpaketeilla. Aikaa tehtävien teolle oli varattu yksi oppitunti (45min), josta lop-

puosan sai halutessaan käyttää kyselyyn 2 vastaamiseen. Tehtäväpaketeista teh-

tiin tutkimusta varten kolme erilaista versiota, joissa jokaisessa oli oma aihepii-

rinsä. Lopullisiksi aiheiksi jakautuivat tutkimuksessa sosiaalinen media, urheilu

sekä elokuvat ja sarjat.

Tehtäväpakettien muodostamisessa käytettiin apuna ensimmäisestä kyselystä

saatavia tuloksia, joiden avulla tehtävät voitiin liittää oppilaidenmielenkiinnon koh-

teisiin. Tämä liittäminen toteutettiin tehtävän sanallistamisen avulla. Tehtävään

luotiin kuvitteellinen tilanne, joka liittyy oppilaille merkitykselliseen ja mielenkiin-

toa herättävään asiaan. Tehtävä saatiin ratkaistua polynomilaskennan keinoin, ja
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oppilaan tehtäväksi jäi pohtia, miten aiemmin opittua voisi uudessa tilanteessa

soveltaa. Kuvassa 4.2 on esimerkki tehtävästä, johon on liitetty mukaan koripal-

lon harrastaminen.

Kuva 4.2: Urheilupaketin tehtävä 7B.

Kuvasta 4.2 nähdään tehtävien pääasiallinen rakenne: tehtävä alkaa sanallisella

alustuksella, jonka jälkeen oppilaan tulee ratkaista tilanteeseen liittyvä tehtävä tai

ongelmatilanne. Tarkempaa polynomilaskennan aihepiiriä ei annettu, vaan hänen

tuli itse pohtia, mitä opittua asiaa tehtävässä hyödynnetään. Tehtävät olivat kui-

tenkin aihepiireiltään järjestyksessä käytetyn oppikirjan mukaisella tavalla, pois-

lukien viimeiset tehtävät, joissa täytyi yhdistää monen eri aihepiirin asioita.

Tehtäviä oli kussakin tehtäväpaketissa yhteensä kymmenen kappaletta, joista vii-

dessä oli valittavana helpompi (A) tai vaikeampi (B) versio. Tehtävät pääsääntöi-

sesti vaikeutuivat loppua kohden, ja viimeinen tehtävä oli tehty erityisen haasta-

vaksi, jos oppilas kaipasi lisähaastetta. Tehtävien tekojärjestystä ei määrätty mi-

tenkään, vaan tehtäväpaketeissa oli vapaavalintainen etenemisjärjestys. Liittessä

A on esitetty kokonainen, urheiluteemaan liittyvä tehtäväpaketti.

4.2 TUTKIMUSAINEISTO

Tutkimuksen aikana kerätty aineisto koostui oppitunnin aikana tehdyistä havain-

noista sekä oppilailla teetetyistä kyselyistä. Kyselyitä tehtiin tutkimuksessa kaksi

kappaletta, joista ensimmäinen tehtiin tutkimuksen alussa ja toinen lopussa. Ky-

selyiden teolle oli varattu useampi päivä, ja ne sai tehdä joko oppitunnin päätteek-

si tai myöhemmin välitunnilla tai kotona. Tällä pyrittiin varmistamaan, että myös

tunneilta poissa olleet oppilaat voisivat vastata kyselyyn. Molemmat kyselyt to-

teutettiin Microsoft Forms -alustalla. Oppilaat vastasivat kyselyihin käyttäen omia

älypuhelimiaan.

4.2.1 KYSELY MIELENKIINNON KOHTEISTA

Ensimmäisen kyselyn tarkoituksena oli kartoittaa oppilaiden mielenkiinnon koh-

teita sekämuita heillemerkityksellisiä asioita, kuten haaveammattia. Kysely sisäl-

si 30 monivalintakysymystä sekä neljä avointa kysymystä. Monivalintakysymyk-
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set oli vielä jaettu kymmeneen eri aihepiiriin. Aihepiireiksi valikoitui aiemmanmie-

lenkiinnon kohteiden vaikutuksia tutkivan tutkimuksen [5] pohjalta:

1. Musiikki

2. Taide

3. Kännykät ja mobiiliteknologia

4. Ruoka

5. Tietokoneet ja teknologia

6. Pelit

7. Kaupat ja ostokset

8. TV, sarjat ja elokuvat

9. Urheilu

10. Sosiaalinen media.

Aiemman tutkimuksen aihepiireihin on lisätty sosiaalinen media, johtuen aihepii-

rin merkityksestä nykyajan nuorille. Jokaisesta kategoriasta kysyttiin kolme eri

kysymystä, joiden pohjalta valittiin kolme kiinnostavinta aihepiiriä. Kysymykset oli

sekoitettu satunnaiseen järjestykseen, ja kaikkiin vastattiin asteikolla 1 (Täysin eri

mieltä) - 5 (Täysin samaa mieltä).

Näiden lisäksi oppilailta kysyttiin neljä avointa kysymystä, joissa kysyttiin esimer-

kiksi heidän harrastuksiaan. Taulukossa 4.1 on esitettymonivalintakysymykset ai-

hepiiristä ”Pelit” sekä esimerkki avoimesta kysymyksestä. Loput kysymykset löy-

tyvät liitteistä B.1 ja B.2.

Taulukko 4.1: Osa ensimmäisen kyselylomakkeen kysymyksistä ja väitteistä

Kysymys/väite Vastaustapa

Pelaaminen (videopelit, lautapelit, mobiilipelit) on

minulle kiinnostavaa.

Likert-asteikko (1–5)

Olen kiinnostunut pelien strategioista ja säännöistä. Likert-asteikko (1–5)

Keskustelen mielelläni peleistä kavereiden kanssa. Likert-asteikko (1–5)

Miten mielelläsi vietät vapaa-aikaasi? Avoin vastaus

Kysymyksissä pyrittiin kartoittamaan mielenkiintoa aiheeseen useammasta eri

näkökulmasta, joita olivat esimerkiksi kiinnostus aiheeseen liittyviin pienempiin

osa-alueisiin ja oma aktiivisuus aihepiirin parissa. Tämän tavoitteena oli saada

laajempi kuva aihepiirien merkityksestä oppilaille, sekä välttää sitä, että oppilas

vastaa kysymyksiin ajattelematta niitä tarkemmin. Pelkän yksittäisen kysymyk-

sen ”Kiinnostaako aihe sinua?” epäiltiin siis johtavan siihen, että oppilas antaa

esimerkiksi taiteen aihepiirille pistemäärän 1, kun taas urheilulle pistemäärän 5,

pohtimatta lainkaan, mitä kaikkea aiheisiin voidaan liittää.
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4.2.2 KYSELY TEHTÄVÄPAKETIN VAIKUTUKSISTA

Toisessa kyselyssä pyrittiin selvittämään tehtäväpakettien tekemisen vaikutuksia

oppilaan motivaatioon ja osaamiseen. Kysely pidettiin heti tehtävien tekemisen

jälkeen, jotta ajatukset tehtävien teosta olisivat vielä hyvin muistissa, mutta ky-

selyyn oli mahdollista vastata vielä välitunnilla tai seuraavien päivien aikana. Ky-

selyssä oli 24 monivalintakysymystä sekä kaksi avointa kysymystä. Toteutusta-

pa pidettiin samankaltaisena, eli monivalinnat sisälsivät väittämiä, joihin vastat-

tiin Likert-asteikolla itselleen parhaiten sopivalla tavalla. Monivalinnoissa oppilaat

saivat mahdollisuuden vastata yleisellä tasolla tehtävien tekemisestä ja antaa pa-

rannusehdotuksia. Taulukossa 4.2 on esitetty esimerkkiväittämiä toisesta kyse-

lystä. Loput kysymyksistä ja väittämistä löytyvät liitteestä B.3.

Taulukko 4.2: Osa toisen kyselylomakkeen kysymyksistä ja väitteistä

Kysymys/väite Vastaustapa

Tehtävien sisältö tuntui kiinnostavalta. Likert-asteikko (1–5)

Teemoitetut tehtävät pitivät mielenkiintoni parem-

min yllä kuin tavalliset tehtävät.

Likert-asteikko (1–5)

Halusin ratkaista tehtävän saadakseni vastauksen

ongelmaan.

Likert-asteikko (1–5)

Keskityin teemoitetuissa tehtävissä paremmin kuin

tavallisissa tehtävissä.

Likert-asteikko (1–5)

Onko sinulla parannusehdotuksia teemoitettuihin

tehtäviin?

Avoin vastaus

Toisen kyselyn kysymykset oli laadittu teoreettisen viitekehyksen pohjalta. Kysy-

myksissä pyrittiin selvittämään tehtävien vaikutusta odotusarvo- ja mielenkiinto-

teorian mukaisiin tekijöihin, kuten tehtävän haastavuuteen ja palkitsevuuteen. Sa-

malla kyselyssä haluttiin selvittää oppilaiden yleistä mielipidettä teemoitetuista

tehtävistä. Koetusta oppimisesta kysyttiin lisäksi suoraan, mutta vaikutus moti-

vaatioon toimii ennusteena myös oppimiselle.

4.2.3 TUNTIHAVAINNOINTI

Toisen kyselyn tukena käytettiin tehtävientekotunnilla suoritettua tuntihavainnoin-

tia. Havainnoinnin tulokset kirjoitettiin anonyymistimuistivihkoon oppilaiden työs-

kentelyn sekä ajatusten pohjalta. Oppilaiden mietteitä selvitettiin jo tehtävien te-

kemisen aikana esimerkkikysymyksillä, kuten:

• Tuntuvatko tehtävät haastavilta?

• Miksi valitsit kyseisen tehtävän?

• Haluatko ratkaista tehtävän siksi, koska haluat tietää vastauksen?

• Pitäisikö mielestäsi tehtävissä olla jokin teema?

Tuntihavainnointia tehtiin kaikissa luokissa, joissa tutkimus toteutettiin. Tehtäviä

tehtiin samanaikaisesti jokaisessa luokassa, minkä vuoksi yhtä luokkaa ei pys-

tytty seuraamaan koko oppituntia, vaan lyhyen osan siitä. Havainnointiaineistoa



29

haluttiin silti saada kaikista luokista, jotta saatiin monipuolisempi kuva oppilaiden

työskentelystä.

Työskentelyn jamietteiden lisäksi havainnoitiinmyös luokan yleistä ilmapiiriä, teh-

täväpakettien valintaa, sekä avun tarvetta tehtävissä. Vaikka niiden merkitys on

itsessään pienempi motivaation tutkimisen kannalta, niiden avulla saadaan kat-

tavampi kokonaiskuva tehtävien tekemiseen liittyvästä motivaatiosta ja osaami-

sesta.

4.3 ANALYYSIMENETELMÄT

Tutkimusaineistoa analysoitiin sekä määrällisin että laadullisin menetelmin. Tällä

lähestymistavalla pyrittiin saamaanmahdollisimman kattava kuva teemoitettujen

tehtävien vaikutuksista oppilaan motivaatioon ja osaamiseen. Lisäksi pyrittiin et-

simään mahdollisia yhteyksiä motivaation ja aiheen oppimisen välille.

Kyselylomakkeiden monivalintaväittämät analysoitiin määrällisesti. Oppilaat vas-

tasivat väittämiin Likert-asteikolla, joiden pohjalta laskettiin keskeisimpiä tilastol-

lisia tunnuslukuja, kuten keskiarvoja, sekä tarkasteltiin vastausten jakaumia. En-

simmäisen kyselyn pohjalta tavoitteena oli tunnistaa oppilaiden keskimääräisesti

kiinnostavimmat aihepiirit, samalla yhdistämällä kysymykset aihepiireittäin. Toi-

sen kyselyn kohdalla monivalintakysymyksistä tehtiin myös määrällinen analyysi.

Kysymyksistä muodostettiin motivaation eri osa-alueita sekä koettua osaamis-

ta kuvaavat mittarit, jotka laadittiin erityisesti teoreettista viitekehystä silmällä pi-

täen. Mittareiden reliabiliteettia arvioitiin ensin Cronbachin 𝛼-arvojen avulla. Tä-

män jälkeen aineistosta laskettiin tilastollisia tunnuslukuja ja mittareiden välisiä

yhteyksiä tutkittiin korrelaatioiden avulla.

Toisen kyselyn avoimet kysymykset sekä tuntihavainnonnin aineisto analysoitiin

laadullisesti aineistolähtöisen sisällönanalyysin keinoin. Vastauksista ja havain-

noista pyrittiin etsimään toistuvia teemoja, kuten tehtävien kiinnostavuus ja haas-

tavuus. Tämän avulla aineistoa tutkittiin näiden teemojen näkökulmasta. Tavoit-

teena oli muodostaa kokonaiskuva siitä, millaisiksi oppilaat kokivat tehtäväpake-

tit ja millaisia tekijöitä heidänmotivaationsa taustalla ilmeni. Avoimien osuuksien

tuloksista pyrittiinmyös löytämään yhtäläisyyksiämäärällisen analyysin osuuteen,

jolloin tuloksista saataisiin toisiaan tukevia havaintoja.

Tutkimuksessa tavoiteltiinmyös tarpeeksi luotettavien yleistyksien tekemistä. Tä-

hän pyrittiin paitsi analyysin monipuolisuudella, myös vertaamalla tuloksia aiem-

piin tutkimustuloksiin sekä teoreettiseen viitekehykseen. Vaikka aihepiiri keskit-

tyikin polynomilaskentaan, havainnot ja pohdinnat tehtiin yleisesti matematiikan

opiskelun näkökulmasta, joka auttaa pohtimaan ilmiöiden yleisyyttä myös poly-

nomilaskennan ulkopuolella.

4.4 TUTKIMUKSEN EETTISYYS

Tutkimuksen toteuttamisessa noudatettiin hyvien tieteellisten käytäntöjen peri-

aatteita. Tutkimukseen osallistuminen oli vapaaehtoista, ja oppilaille kerrottiin sel-

keästi tutkimuksen tarkoitus ja se, miten kerättyä aineistoa käytetään. Oppilaille
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annettiin mahdollisuus kieltäytyä tutkimukseen osallistumisesta, tai jättää vas-

taamatta kyselyihin ilman seuraamuksia. Heille myös tiedotettiin, että tutkimuk-

sesta sai halutessaan kieltäytyä kesken tutkimuksenkin. Koska kohderyhmänä

olivat yläkoulun alaikäiset oppilaat, tutkimukseen osallistumiseen pyydettiin lupa

paitsi oppilailta itseltään, myös heidän vanhemmiltaan.

Tutkimus toteutettiin anonyymisti. Kyselylomakkeissa ei kerätty mitään henkilö-

tietoja, joiden perusteella yksittäinen oppilas olisi tunnistettavissa.Myöskään tun-

tihavainnoinnissa ei kirjattu ylös yksilöiviä tietoja, vaan havainnot tehtiin yleisellä

tasolla, usein isommalle laskevalle ryhmälle. Aineiston käsittely toteutettiin huo-

lellisesti, säilyttäen tietoja salasanojen ja lukkojen takana.

Tutkimus pyrittiin toteuttamaan niin, että siitä olisi mahdollisimman vähän haittaa

oppilaiden normaaliin koulurytmiin nähden. Tämän vuoksi tehtävät laadittiinmyös

oppimisen näkökulmasta. Tutkimustilanne järjestettiin osana normaalia opetus-

ta, eikä tutkimukseen osallistumisesta tullut oppilaille ylimääräistä kuormitusta.

Tutkimukseen osallistuminen tai tehtävien tekeminen ei vaikuttanut oppilaiden ar-

viointiin tai arvosanoihin.

Tutkimuksen raportoinnissa on huolehdittu siitä, ettei yksittäisiä oppilaita tai kou-

lua voida tunnistaa tuloksista. Tulokset ja johtopäätökset esitetään yleisesti ja ryh-

mätasolla, jamahdolliset lainauksetmuokataan siten, ettei vastaajaa voida niiden

perusteella tunnistaa.
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5 TULOKSET

Tulokset ja niiden käsittely on jaettu kahteen eri lukuun, joista tässä keskitytään

päätulosten esittämiseen. Tulosten esittäminen on jaettu tutkimuksen alussa ja

lopuissa teetettyjen kyselyidenmukaisiin tuloksiin. Tuntihavainnointi on lisäksi lii-

tetty osaksi toisen kyselyn osiota, sillä ne tukevat erityisesti toisesta kyselystä

saatavia tuloksia. Tarkempi analyysi tulosten pohjalta on tehty seuraavassa lu-

vussa.

5.1 ENSIMMÄINEN KYSELY

Ensimmäisen kyselyn pohjalta tutkittiin oppilaidenmielenkiinnonkohteita jamuita

heille merkityksellisiä asioita, joiden perusteella valittiin kolme aihepiiriä. Näiden

aihepiirien pohjalta laadittiin tunneilla tehtävät tehtäväpaketit. Tehtäväpakettien

määrittämisessä käytettiin erityisesti ensimmäisen kyselyn monivalintaosiota, ja

vapaamuotoisia vastauksia hyödynnettiin suurilta osin tehtäväpakettien sisällön

muokkaamisessa. Vapaamuotoisia kysymyksiä silti käytettiin tukena myös aihe-

valinnoissa.

Monivalintakysymysten kohdalla väitteet on ryhmitelty aihepiirienmukaan, ja näis-

tä on laskettu vastausten keskiarvot aihepiireittäin. Vastausten keskiarvot aihepii-

reittäin on kuvattu kuvassa 5.1.

Kuva 5.1: Ensimmäisen kyselyn vastauksista lasketut keskiarvot aihepiireittäin.
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Kuvasta 5.1 voitiin havaita selkeät ääripäät: Sosiaalisen median kohdalla keskiar-

vo oli hyvin korkea, kun taas ”Tietokoneet ja teknologia” oli kiinnostavuudessaan

ja merkityksellisyydessään selkeästi keskiarvon alapuolella. Loput aihepiirit ja-

kautuivat melko tasaisesti pistemäärien 3 − 3,5 välimaastoon.

Ensimmäisen kyselyn avoimesta osuudesta etsittiin toistuvia kokonaisuuksia, ja

niiden pohjalta muodostettiin taulukko 5.1. Kokonaisuudet pidettiin niin laajoina,

ettei oppilasta voisi esimerkiksi toiveammattinsa vuoksi tunnistaa.

Taulukko 5.1:Avoimista vastauksista poimitut havainnot oppilaiden harrastuksis-

ta ja kiinnostuksen kohteista

Havainto Osuus (%)

Harrastaa jotain urheilulajia 92

Harrastaa instrumentin soittoa 8

Harrastaa jotain muuta 13

Toiveammatti liittyy urheiluun 31

Toiveammatti liittyy sosiaali- ja terveysalaan 23

Toiveammattia ei vielä ole 43

Viettää vapaa-aikaa urheillen 33

Viettää vapaa-aikaa kavereiden kanssa 75

Taulukosta 5.1 voidaan nähdä heti urheilun suuri esiintyvyys kaikissa kategoriois-

sa. Lisähuomiona se, että kavereiden kanssa vapaa-aikaansa viettävien osuus

on laskettu sen mukaan, jotka erikseen sen mainitsivat. Kyseinen prosenttiosuus

voi olla siis todellisuudessa vielä korkeampi. Harrastukset, joita oppilaat toivoivat

saavansa harrastaa, jätetään ilman tarkempaa huomiota, sillä kysymykseen tuli

vastauksia erittäin vähän. Kyseiseen kysymykseen 79 % oppilaista jätti vastaa-

matta tai vastasi ”En tiedä”. Loput vastaukset olivat vaihtoehtoisia urheilulajeja

heidän nykyiselle harrastukselleen.

5.2 TOINEN KYSELY JA TUNTIHAVAINNOINTI

Toiseen kyselyyn vastattiin tehtävien tekemisen jälkeen. Kyselyyn tuli yhteensä 28

vastausta. Kaksi vastanneista ei antanut lupaa tutkimukselle, ja yksi vastauksista

hylättiin sen ollessa selkeästi epäluotettava ja nopeasti tehty. Täten tutkimukses-

sa käytettiin 25 hyväksyttyä vastausta. Likert-asteikolla vastattavaan osuuteen

vastasivat kaikki oppilaat, jonka väitekohtaiset keskiarvot on esitetty kuvassa 5.2.
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Kuva 5.2: Toisen kyselyn väitteiden vastausten keskiarvot.

Kuvasta 5.2 nähdään heti se, että oppilaat pitivät tehtäviä hyvin haastavina. Toi-

saalta heistä tehtävien tekeminen tuntui palkitsevammalta, aiheet olivat mielen-

kiintoisia ja toivoisivat tulevaisuudessakin lisää teemoitettuja tehtäviä. Toisen ky-

selyn tarkempi pistemääräjakauma on esitetty liitteessä C.1.

Toisen kyselyn avointen kysymysten kohdalla vastausten määrä oli vähäisempi.

Ensimmäiseen kysymykseen ”Millaisia ajatuksia sinulle tuli teemoitetuista tehtä-

vistä” vastasi 64 % oppilaista, ja kaksi eri vastausta nousivat esille:

”Ihan kivoja.”

”Ne oli liian vaikeita.”
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Toiseen avoimeen kysymykseen ”Onko sinulla parannusehdotuksia teemoitettui-

hin tehtäviin?” vastasi 60 % oppilaista, ja seuraavat ehdotukset saivat eniten kan-

natusta:

”Tehtävät voisivat olla helpompia.”

”A-tehtävät voisivat olla hieman helpommat ja B vähän vaikeammat.”

”Ehkä selitetään ensin aiheesta ja sitten tehtäviä.”

Parannusehdotukset liittyivät siis erityisesti tehtävien haastavuuden vähentämi-

seen, eikä esimerkiksi tehtävien asiasisältöön tullut lainkaan ehdotuksia. Avointen

kysymysten vastaukset on kirjoitettu suorina lainauksina oppilailta, jolloin välte-

tään vastausten mahdollisesti muuttuva sisältö. Useat oppilaista vastasi saman-

kaltaisesti, jolloin oppilaita ei voi niiden perusteella yksilöidä.

Tuntityöskentelystä kerättiin niin oppilaiden suullisia vastauksia, kuin yleisiä itse

tehtyjä havaintoja. Oppilaiden vastaukset on muutettu suorista lainauksista yleis-

tettyyn havaintoon tehtäväpakettien tekemiseen liittyen. Lisäksi havainnot on heti

luokiteltu sen mukaan, millaisia havaintoja tuli tunnin aikana eniten. Tuntihavain-

noinnin tulokset on esitetty taulukossa 5.2.

Taulukko 5.2: Yhteenveto oppilaiden työskentelystä

Luokka Havainto

Yleiset havainnot Oppilaat työskentelivät usein pareittain tai ryhmissä.

Ilmapiiri vaihteli innostuneesta turhautuneeseen.

Urheilukategoria oli selkeästi suosituin.

Haastavuus Tehtävänannot koettiin pitkiksi→ ymmärtämisvaikeuksia.

Muutama oppilas luovutti tehtävien vaikeuden vuoksi.

Noin 1/5 oppilaista piti tehtävien haastetta hyvänä asiana.

Kokemus Tehtävät koettiin pääosin mielekkäiksi.

Tarinallisuus lisäsi kiinnostusta.

Työskentely Suuria eroja etenemisessä.

Kuvalliset tehtävät suosituimpia.

Tehtävistä valittiin mielenkiintoisimmat ensin.

Tuntihavainnoinnin tulokset oli kerätty kaikista ryhmistä, eikä tarkkaa ryhmää ole

erikseen eritelty. Tulokset kuitenkin olivat hyvin yhtenevät ryhmien välillä, ja mah-

dolliset oppilaiden osuudet on laskettu koko tutkimusryhmän osallistujista, ei eril-

lisistä ryhmistä.
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6 TULOSTEN ANALYYSI

Tässä luvussa perehdytään tarkemmin tulosten laskentaan. Ensimmäisessä osas-

sa käydään läpi aihepiirien valintaan tehty valintaprosessi, jamuissa osioissa kes-

kitytään tehtäväpakettien vaikutuksista motivaatioon ja osaamiseen.

6.1 TEHTÄVÄPAKETTIEN AIHEIDEN VALINTA

Ensimmäisenä valintaa rajaavana tekijänä tutkittiin ensimmäisestä kyselystä saa-

tavia keskiarvoja. Kuvasta 5.1 voidaan havaita sosiaalisen median huomattavan

korkea keskiarvo muihin aihepiireihin verrattuna. Täten sosiaalisen median kat-

sottiin olevan niin selkeä oppilaille merkityksellinen aihe, joten se voitiin valita jo

pelkän keskiarvon perusteella yhdeksi tehtäväpaketin aihepiiriksi. Muista aiheista

täytyi tehdä vielä tarkempia havaintoja.

Seuraavaksi pohdittiin sitä, mitkä aihepiirit ovat sellaisia, jotka oppilaat kokivat it-

se hyvin merkitykselliseksi. Tätä kuvasi se, kun aihepiiriin liittyvään kysymykseen

on annettu pistemääräksi 5. Jos vastaukselle taas on annettu pistemääräksi 1,

voitiin katsoa, ettei oppilas kokenut aihepiiriä lainkaan merkitykselliseksi tai mie-

lenkiintoiseksi itselleen. Näiden vastausten lukumäärät on laskettu kuvaan 6.1.

Kuva 6.1: Ensimmäisen kyselyn vastauksista lasketut ääriarvojen määrät aihepii-

reittäin.
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Kuvasta 6.1 voitiin nähdä kuvan 5.1 kaltainen rakenne, jossa ”Sosiaalinen media”

sai runsaasti pistemääriä 5, mutta ”Tietokoneet ja teknologia” taas paljon piste-

määriä 1. Toiset keskeiset piikit näkyivät taas musiikin ja urheilun kohdalla, jos-

sa vastauksia 5 oli runsaasti. Lopuksi voitiin havaita, että ”TV, sarjat ja elokuvat”

oli saanut sosiaalisen median ohella vähiten pistemääriä 1, ja vastausten 5 luku-

määrän ollessa myös maltillinen, voitiin päätellä sen saaneen eniten vastauksia

jostain ääripäiden väliltä.

Seuraavaksi tutkittiin vastausten keskihajontaa, jolla pyrittiin määrittämään oppi-

laiden yhtenevää mielipidettä aihepiireistä. Pienen keskihajonnan voitiin katsoa

kertovan oppilaiden yhteneväisistä vastauksista. Aihepiirien vastausten keskiha-

jonnat on ilmoitettu kuvassa 6.2.

Kuva 6.2: Ensimmäisen kyselyn vastauksista lasketut keskihajonnat aihepiireit-

täin.

Keskihajonta kuvasi jälleen oppilaiden yhtenevää mielipidettä sosiaalisesta me-

diasta, joka koettiin yleisesti tutkimusryhmien sisällä hyvinmerkitykselliseksi. Eni-

ten erimielisyyttä aiheuttivat mm. musiikki ja urheilu, joilla keskihajonta oli keski-

vertoa korkeampi. Tämä viestii siis siitä, että useat pitivät aiheita merkityksellisi-

nä, ja samalla useat eivät pitäneet. ”TV, sarjat ja elokuvat” toisaalta omasi keski-

määräistä pienemmän keskihajonnan. Tämä kertoo kuvien 5.1 ja 6.1 kanssa sii-

tä, että oppilaat olivat melko samaa mieltä siitä, että aihepiiri oli jokseenkin mer-

kityksellinen. Keskiarvon oltua myös toiseksi korkein, voitiin kyseinen aihe valita

toiseksi tehtäväpaketin aihepiiriksi. Lopuksi täytyi valita kolmas aihepiiri, johon

varteenotettavimmat olivat ”Musiikki”, ”Kaupat ja ostokset” sekä ”Urheilu”.
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Kolmannen aiheen valintaa varten oli tutkittu tarkemmin avoimen osuuden kysy-

myksiä. Taulukosta 5.1 nähdään, että avoimiin kysymyksiin vastanneista 92 % vas-

tasi harrastaneensa jotain urheilulajia. Vain 8 % kertoi soittavansa jotain instru-

menttia, ja avoimissa vastauksissa ei suoraan mainittu mitään kauppoihin tai os-

toksiin liittyvää.Toiveammateista 31% liittyi johonkin urheilulajiin, kun taasmusiik-

kiin, kauppoihin tai ostoksiin liittyviä haaveita ei ollut. Oppilaista lisäksi 33 % ker-

toi viettävänsä myös vapaa-aikaansa urheillen. Näiden pohjalta urheilu valikoitui

kolmanneksi aihepiiriksi, jolloin lopulliset tehtäväpakettien aihepiirit olivat sosiaa-

linen media, TV, sarjat ja elokuvat sekä urheilu.

6.2 MALLIN MITTAREIDEN MUODOSTAMINEN

Toisen kyselyn analyysiä varten käytetään viiden mittarin mallia, joista neljä en-

simmäistä on muodostettu teoreettisen viitekehyksen sekä väitteiden pohjalta.

Lisäksi koettu oppiminen on lisätty omaksi mittarikseen. Kyselyn väittämät jae-

taan näiden perusteella eri mittareihin taulukon 6.1 mukaisesti.

Taulukko 6.1:Mittarit ja niihin kuuluvat väitteet

Mittari Väitteet

Onnistumis-

odotukset

• Uskoin tehtävän luettuani ratkaisevani sen.

• Tunsin oloni varmemmaksi tehtäviä tehdessäni kuin tavallisesti.

• Sain tehtävistä onnistumisen kokemuksia.

• Ymmärsin hyvin, mitä tehtävissä täytyi tehdä.

Tehtävän

kiinnostavuus

• Tehtävien sisältö tuntui kiinnostavalta.

• Halusin edetä tehtävässä, koska aihe kiinnosti minua.

• Teemoitetut tehtävät tuntuivat mielekkäämmiltä kuin tavalliset tehtä-

vät.

• Teemoitetut tehtävät pitivät mielenkiintoni paremmin yllä kuin tavalli-

set tehtävät.

• Tehtävän ratkaiseminen tuntui tavallista palkitsevammalta.

• Tehtävissä edistyminen tuntui palkitsevalta.

• Halusin ratkaista tehtävän saadakseni vastauksen ongelmaan.

• Keskityin teemoitetuissa tehtävissä paremmin kuin tavallisissa tehtä-

vissä.
Tehtävän

hyödyllisyys

ja merkitys

• Tehtävät auttoivat hahmottamaan matematiikan yhteyttä arkeen.

• Tehtävät tuntuivat hyödyllisemmiltä kuin tavalliset tehtävät.

• Tehtävät innostivat minua opiskelemaan lisää.

• Tekisin mieluummin teemoitettuja tehtäviä kuin tavallisia tehtäviä.

• Tahtoisin tulevaisuudessakin tehdä teemoitettuja tehtäviä.

• Tehtävien aiheet liittyivät kiinnostuksenkohteisiini.

Tehtävän

kustannukset

• Tehtävät olivat vaikeita.

• Tehtävän aloittaminen ei tuntunut niin raskaalta kuin tavallisesti.

• En luovuttanut niin helposti kuin yleensä.

• Tehtävät tuntuivat vähemmänpelottavilta tai vaikeilta kuin tavallisesti.

Koettu

oppiminen

• Opin teemoitetuista tehtävistä mielestäni paremmin kuin tavallisista

tehtävistä.

• Koin osaavani aiheet tavallista paremmin.
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Osa väittämistä meni eri mittareiden kanssa päällekkäin, jolloin täytyi tehdä va-

linnat niiden sijoittamisesta. Esimerkiksi väitteen ”Tehtävässä edistyminen tuntui

palkitsevalta” katsottiin kuvaavan parhaiten tehtäväntekoon liittyvää välitöntä po-

sitiivista tunnetta, jolloin se sijoitettiin tehtävän kiinnostavuuteen. Tehdään myös

havainto, että väite ”Tehtävät olivat vaikeita” on negatiivisen suuntainen, eli suuri

pistemäärä kuvaa negatiivista asiaa. Laskentoja tehdessä pistemäärät käänne-

tään niin, että suuremmat arvot kuvaavat muiden mittarien tapaan positiivisem-

paa tulosta, siis intuitiivisesti tulkiten vastauksia väitteeseen ”Tehtävät olivat help-

poja”. Lisäksi ”Tehtävän kustannukset” tulkitaan niin, että suuret pistemäärät ku-

vaavat pieniä kustannuksia, joka on odotusarvoteoriaan pohjautuen motivaation

kannalta positiivinen asia.

Mallin mittareiden reliabiliteettia mitattiin laskemalla niistä Cronbachin alfat (𝛼),

joka on yleinen kyselytutkimusten sisäistä reliabiliteettiamittaava tunnusluku. Ylei-

sesti arvon ollessa yli 0,7 puhutaan hyvästä kysymysten tai väitteiden yhtenäisyy-

destä. [8] Luvun suuruuteen vaikuttaa toisaalta suuresti kysymysten lukumäärä,

pienen väitteiden määrän laskiessa arvon 𝛼 suuruutta. Mittareiden 𝛼-arvot on ja

niiden 95% luottamusvälit on kirjattu taulukkoon 6.2.

Taulukko 6.2:Mittareiden Cronbachin 𝛼-arvot (n=25).

Mittari 𝛼 95 % 𝐿𝑉 Tulkinta

Onnistumisodotukset 0,81 0,60 - 0,90 Hyvä

Tehtävän kiinnostavuus 0,91 0,80 - 0,95 Erinomainen

Tehtävän hyödyllisyys ja merkitys 0,83 0,68 - 0,89 Hyvä

Tehtävän kustannukset 0,70 0,40 - 0,83 Hyvä

Koettu oppiminen 0,57 -0,10 - 0,86 Välttävä

Taulukosta 6.2 nähdään, että neljän ensimmäisen mittarin reliabiliteetti on erin-

omaisella tai hyvällä tasolla. Tehtävän kiinnostavuuden kohdalla 𝛼-arvon voidaan

katsoa olevan jo niin korkea, että osassa kysymyksistä on saattanut olla paljon sa-

mankaltaisuutta. Koetun oppimisen reliabiliteetti on taas heikoin, mikä voi johtua

mittarin vähäisestä väitemäärästä. Tämä kuitenkin oli kahdellakin väittämällä lä-

hellä yleisesti hyvänä pidettyä rajaa, jolloin sen voidaan katsoa mittaavan koettua

oppimista tarpeeksi luotettavasti.

6.3 TEHTÄVÄPAKETTIEN VAIKUTUKSET MOTIVAATIOON
JA OSAAMISEEN

Tehtäväpakettien vaikutuksia tutkittiin aluksi mittareista saatavien keskiarvojen

ja -hajontojen kautta. Kullekin oppilaalle laskettiin ensin kustakin mittarista hä-

nen omien vastaustensa keskiarvo ja -hajonta, jonka jälkeen näistä laskettiin ko-

ko ryhmän vastaavat tunnusluvut. Koko tutkimusryhmän tulokset on esitetty ku-

vassa 6.3.
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Kuva 6.3: Toisen kyselyn väitteiden vastausten keskiarvot ja -hajonnat.

Kuvasta 6.3 nähdään, että tehtäväpakettien tehtävät olivat oppilaiden mielestä

hieman tavallisia tehtäviä kiinnostavampia. Tätä havaintoa tukee oppilaiden kom-

mentit toisen kyselyn avoimessa osiossa, jossa he kutsuivat tehtäviä ”kivoiksi”,

sekä taulukon 5.2 havainnot. Samoin tehtävien hyödyllisyys ja merkitys oli heille

hieman positiivisen puolella, mutta kuitenkin keskiarvollisesti hyvin lähellä neut-

raalia suhtautumista.

Muiden motivaation osa-alueiden, eli tehtävien kustannusten ja onnistumisodo-

tusten kohdalla tulokset ovat heikommat. Oppilaat arvioivat tehtävien kustannuk-

set hieman keskimääräistä suuremmiksi, ja vastaavasti onnistumismahdollisuuk-

siaan hieman keskivertoa heikommaksi. Tehtävät koettiin siis tavallista tehtävää

vaikeammiksi ja raskaammiksi. Tämä näkyi selvästi myös kuvan 5.2 tuloksissa,

jossa väitteen ” Tehtävät olivat vaikeita” pistemäärien keskiarvo on hyvin korkea.

Näitä samoja ajatuksia esiintyi myös toisen kyselyn avoimessa osuudessa, jos-

sa oppilaat keskittyivät erityisesti tehtävien haastavuuteen, sekä taulukon 5.2 ha-

vainnoissa.
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Myös koettu oppiminen arvosteltiin keskimääräistä heikommaksi. Tähän voi vai-

kuttaa erityisesti tehtävien haastavuus, ja tämä on muiden motivaatiotekijöiden

kanssa linjassa, sillä motivaatiotekijöiden heikentyessä myös oppimisen ennus-

tetaan heikkenevän [9]. Tärkeä havainto silti on, että jokaisen mittarin keskihajon-

ta onmelko suuri. Tämä viittaa siihen, että oppilaiden arvosteluissa oli keskenään

hajontaa, eli esimerkiksi osa oppilaista koki tehtävien kustannukset suuriksi, kun

taas osa pieniksi.

Jos oletetaan, että oppilaiden vastaukset ovat normaalisti jakautuneita, t-testeillä

[11] tarkasteltuna suurin osa mittareista poikkesi tilastollisesti erittäin merkitse-

västi (p<0,001) asteikon keskikohdasta (3). Tämä viittaa siihen, että oppilaiden

arviot eivät olleet täysin neutraaleja, vaan painottuivat hieman joko positiiviseen

tai negatiiviseen suuntaan. Vain tehtävän hyödyllisyydessä ja merkityksessä ei

havaittu merkitsevää eroa keskikohdasta (p = 0,76), mikä viittaa neutraaleihin ar-

vioihin mittarin vastauksissa.

6.4 MOTIVAATION MITTAREIDEN JA OPPIMISEN YHTEYS

Tutkimuksen keskiössä oli kasvattaa tehtävien mielenkiintoa ja merkitystä sekä

esimerkiksi toiveammattien kautta myös koettua hyödyllisyyttä. Näiden avulla oli

tarkoitus vaikuttaa positiivisesti motivaatioon ja oppimiseen. Tämän vuoksi tutki-

taan seuraavaksi kahden motivaation mittarin, kiinnostavuuden sekä hyödyllisyy-

den ja merkityksen yhteyttä muihin motivaation osa-alueisiin.

Jokaiselle oppilaalle laskettiin kunkin mittarin mukainen keskiarvo, jonka jälkeen

kaikkien oppilaiden tuloksista määriteltiin motivaation mittarien väliset korrelaa-

tiot, niin kutsutut r-arvot. Korrelaatiokertoimen (r) arvo kuvaa muuttujien välisen

yhteyden voimakkuutta ja suuntaa. Positiivinen korrelaatio tarkoittaa, ettämuuttu-

jat kasvavat samansuuntaisesti. Tässä tutkimuksessa luvun 0,4 ylittäviä r-arvoja

voidaan pitää kohtalaisina ja yli 0,7 vahvoina yhteyksinä [12]. Motivaation mitta-

reiden väliset korrelaatiot on listattu taulukkoon 6.3.

Taulukko 6.3: Korrelaatiot motivaatioon

Korrelaatiot motivaatioon r-arvo

Kiinnostavuus↔ Odotukset 0,68

Kiinnostavuus↔Matalat kustannukset 0,59

Hyödyllisyys ja merkitys↔ Odotukset 0,60

Hyödyllisyys ja merkitys↔Matalat kustannukset 0,61

Taulukosta 6.3 nähdään, että kiinnostavuudella sekä hyödyllisyydellä ja merki-

tyksellä on melko vahva yhteys muihin motivaation mittareihin. Erityisesti näh-

dään, että tehtävien kiinnostavuus on melko vahvasti yhteydessä odotuksiin, eli

oppilaat kokevat onnistumismahdollisuutensa paremmiksi tehtävissä, jotka he

kokevat mielenkiintoisiksi. Tuloksista voidaan päätellä motivaation kokonaisval-

taisuus: on odotettavaa, että yhdenmotivaation osa-alueen noustessamyösmuut

osa-alueet nousevat. Tällöin panostus tehtävien kiinnostavuuteen, hyödyllisyyteen

ja merkitykseen voivat nostaa motivaatiota hyvinkin laajasti.
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Hyvän motivaation nähdään ennustavan tehokkaampaa oppimista. Motivaation

vaikutuksia oppimisprosessiin selvitettiin tutkimuksessa koetulla oppimisella, eli

oppilaita kysyttiin, miten hyvin he kokivat oppivansa tekemällä tehtäväpakettien

tehtäviä. Tätä kuvasi yksi mallin mittareista, ja taulukossa 6.4 on listattu koetun

oppimisen korrelaatio motivaation mittareiden kanssa.

Taulukko 6.4: Korrelaatiot oppimiseen

Korrelaatiot oppimiseen r-arvo

Onnistumisodotukset↔ Oppiminen 0,74

Tehtävän kiinnostavuus↔ Oppiminen 0,81

Hyödyllisyys ja merkitys↔ Oppiminen 0,74

Matalat kustannukset↔ Oppiminen 0,72

Taulukon 6.4 arvoista nähdään erittäin vahva yhteys kaikkienmotivaationmittarei-

den ja oppimisen välillä. Korkean motivaation voidaan näin nähdä hyvänä ennus-

tajana tehokkaalle oppimiselle. Suurimman korrelaation oppimiseen omaa tehtä-

vän kiinnostavuus, jonka r-arvo on jopa 0,81. Tehtävän kiinnostavuuden voidaan

nähdä siis keskeisimpänä tekijänä oppimiskokemuksessa. Muutkin tekijät ovat

silti hyvin merkityksellisiä koetussa oppimisessa, joka jälleen kertoo motivaation

tekijöiden välisestä yhteydestä. Koska esimerkiksi kiinnostavuus parantaa odo-

tuksia onnistumisesta, nämä molemmat korreloivat samankaltaisesti oppimisen

kanssa.

Tulokset ovat kokonaisuudessaan linjassa sekä odotusarvo- ettämielenkiintoteo-

rian kanssa, sillä mielenkiinto, merkitys sekä hyödyllisyys ovat yhteydessä moti-

vaatioon ja edelleen oppimiseen. Erityinen huomio on mielenkiinnon luonteessa

tutkimuksen aikana. Mielenkiintoa yritettiin vahvistaa sisällyttämällä tehtäviin ti-

lannesidonnaisenmielenkiinnon lisäksi yksilöllistämielenkiintoa, tekemällä tehtä-

vät oppilaiden henkilökohtaistenmielenkiinnonkohteiden pohjalta. Tämä voi osal-

taan selittää tehtävien kiinnostavuuden vahvaa roolia sekämotivaation että osaa-

misen kohdalla.

Kaikki havaitut korrelaatiot olivat vähintään kohtalaisia ja pääosin vahvoja (r = 0,59

- 0,81), mikä viitaa siihen, ettämuuttujien väliset yhteydet ovatmerkityksellisiä. On

kuitenkin huomioitava, että kaikkimittarit perustuvat oppilaiden itsearviointiin, mi-

kä voi vaikuttaa tulosten luotettavuuteen. Lisäksi korrelaatiot eivät osoita kausaa-

lisuhteita, joten tuloksista ei voida suoraan päätellä motivaation osa-alueiden ai-

heuttavan oppimista. Toisen kyselyn tulokset ovat kuitenkin samankaltaisia aikai-

semman tutkimuksen kanssa (esim. [13]), jossa esimerkiksi oppimista korostavil-

la tavoitteilla ja kiinnostuksella havaittiin olevan positiivinen yhteys.

6.5 TUNTIHAVAINNOINTI JA AVOIMET KYSYMYKSET

Tuntihavainnointi ja kyselyiden avoimet osuudet vahvistivat tuloksia esimerkik-

si tehtävien haastavuudesta. Aineistoa lähdettiin kuitenkin tarkastelemaan vielä

tarkemmin aineistolähtöistä sisältöanalyysiä hyödyntäen, jotta voidaan nähdä yh-

teyksiä myös motivaation eri osa-alueisiin ja oppilaiden toimintaan. Havainnoista
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ja avoimista vastauksista voitiin nähdä laajempia kokonaisuuksia, jotka saatiin

jaettua neljään eri teemaan. Teemoittelussa hyödynnettiin aineiston lisäksi myös

teoreettista viitekehystä sekä taulukkoa 5.2, jota mukaillen päädyttiin seuraaviin

teemoihin:

1. Tehtävien haastavuus.

2. Tehtävien kiinnostavuus ja mielekkyys.

3. Oppilaiden toiminta ja työskentelytavat.

4. Eriytyminen ja oppilaiden väliset erot.

Näiden teemojen pohjalta analysoitiin teemoja itsenäisinä kokonaisuuksina, mut-

ta myös erityisesti pyrittiin löytämään yhtäläisyyksiä kyselyaineiston tuloksiin.

Ensimmäiseksi ja samalla keskeisimmäksi teemaksi nousi tehtävien haastavuus.

Tuntihavainnoinnissa ilmeni, että osa oppilaista koki tehtävänannot erityisen pit-

kiksi. Tämä johti ymmärtämisvaikeuksiin, sekä aiheutti turhautuneisuutta. Osa op-

pilaista luovutti kokonaan koetun vaikeuden vuoksi. Tämä havainto on linjassa toi-

sen kyselyn avoimien vastausten kanssa, joissa oppilaat toivoivat tehtävien ole-

van helpompia tai että aihepiirejä olisi kerrattu ennen tehtävien tekemistä. Tätä tu-

kee tulosten kuvan 5.2 korkea piikki tehtävien vaikeuden kohdalla, sekä kvantitatii-

visen analyysin tulos (kuva 6.3) siitä, että tehtävän kustannukset koettiin korkeik-

si ja onnistumisodotukset heikoksi. Näin ollen tehtävien korkeaksi koettu haasta-

vuus näyttäytyy keskeisenä tekijänä, joka on voinut heikentää oppilaidenmotivaa-

tiota.

Toisena keskeisenä teemana ilmeni tehtävien kiinnostavuus ja mielekkyys. Tun-

tihavainnoinnin perusteella tehtävät koettiin pääosin mielekkäiksi. Erityisesti ta-

rinallisuus lisäsi kiinnostusta, sekä kuvalliset tehtävät osoittautuivat mielekkäik-

si. Tämä havainto tukee kyselyaineistosta saatuja, kuvan 6.3 mukaisia tuloksia,

joissa tehtävien kiinnostavuus koettiin hieman tavallisia tehtäviä korkeammaksi.

Lisäksi avoimissa vastauksissa tehtäviä kuvattiin ”kivoiksi”, mikä vahvistaa kä-

sitystä siitä, että tehtävät onnistuivat nostamaan oppilaiden tilannesidonnaista

mielenkiintoa. Tehtävien sisältäessä esimerkiksi oppilaiden harrastuksiin liittyviä

tehtäviä, tehtävillä pyrittiin myös saamaan yhteyksiä heidän pitkäkestoiseen mie-

lenkiintoonsa. Tämä voi osaltaan selittää sen, miksi tehtävät koettiin silti mielen-

kiintoisiksi, vaikka niiden koettiin olevan erittäin haastavia.

Kolmantena teemana tarkasteltiin oppilaiden työskentelytapoja sekä toimintaa.

Oppilaat hakeutuivat usein ryhmiin tai työskentelivät pareittain. Oppilaat keskus-

telivat runsaasti tehtävistä. Tehtävien valinnassa näkyi oppilaiden oma kiinnos-

tus, ja kyseiset kiinnostavat tehtävät tehtiin ensimmäisenä. Oppilaat siis näyttivät

otatoimisuutta työskentelyssään. Oppilaat myös valitsivat valtaosin kategoriaksi

urheilun, vaikka sosiaalinenmedia oli kuvan 5.1 perusteella selkeä suosikki. Tämä

saattaa johtua siitä, että ensimmäisen kyselyn avoimessa osuudessa selvisi, et-

tä 92 % vastaajista harrasti jotain urheilualajia. Tämän vuoksi he kokivat kyseisen

aihealueen erityisen mielenkiintoiseksi.

Neljäs teema keskittyy oppilaiden välisiin kokemusten vaihteluun. Tuntihavain-

noinnissa ilmeni, että ilmapiiri vaihteli innostuneesta turhautuneeseen. Oppilai-

den etenemistahti vaihteli runsaasti, ja vaikka keskiarvollisesti tehtävät koettiin
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haastaviksi, noin viidesosa oppilaista koki tehtävien haastavuuden positiivisena

asiana. Oppilaiden kokemukset vaikuttivat vaihtelevan siis suuresti, ja tätä tukee

kuvan 6.3mukaiset keskihajonnat. Keskihajontojen ollessamelko suuria, voidaan

sanoa, että osa oppilaista hyötyi tehtäväpaketin tehtävistä, kuin taas osalle ne

muodostuivat motivaatiota heikentäväksi tekijäksi.

Yhteenvetona tuntihavainnoinnin ja avoimien kysymysten tarkastelusta voidaan

todeta, että tehtävien kiinnostavuus onnistui tukemaan oppilaiden motivaatiota,

mutta samanaikaisesti tehtävien korkea haastavuus heikensi osan oppilaista ko-

kemusta. Tulokset kuitenkin tukevat aiempia havaintoja siitä, että motivaatio ra-

kentuu useiden eri tekijöiden yhteisvaikutuksesta. Vaikka tehtävät koettiin keski-

määräistä kiinnostavammaksi, korkeat kustannukset ja heikommat onnistumiso-

dotukset saattoivat heikentää kokonaiskokemusta. Tehtävien tyyppi myös toimi

osalle oppilaista paremmin kuin toisille, palvellen paremmin oppilaita, jotka hallit-

sevat pitemmät sanalliset tehtävätyypit.
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7 JOHTOPÄÄTÖKSET

Tämän tutkimuksen tavoitteena oli tarkastella sitä, miten oppilaiden arkielämään,

mielenkiinnonkohteisiin ja tulevaisuuden haaveisiin perustuvatmatematiikan teh-

tävät vaikuttavat oppilaiden motivaatioon ja koettuun oppimiseen. Vaikka tehtä-

vät liittyivät polynomilaskennan oppitunneille ja tutkimuksessa kysyttiin erityises-

ti tehtävien aihepiirien ymmärtämistä, tavoitteena oli saada yleistyksiä tehtävien

vaikutuksesta yleisesti matematiikan opiskelussa. Tutkimus toteutettiin kyselyi-

den sekä tuntihavainnoinnin avulla, jolloin oppilaiden osaamista ei testattu erilli-

sillä testeillä, vaan tulokset perustuvat pääsääntöisesti heidän omiin arvioihinsa.

Ensimmäisenä pyrittiin löytämään vastaus tutkimuskysymykseen ”Miten oppilai-

den arkielämän, mielenkiinnon kohteiden sekä tulevaisuuden haaveiden liittämi-

nen osaksi matematiikan tehtäviä vaikuttaa motivaatioon opiskella matematiik-

kaa?”. Tulosten perusteella voidaan todeta, että tehtävien teemoittaminen oppi-

laiden kiinnostuksen kohteidenmukaisesti lisäsi tehtävien kiinnostavuutta jamie-

lekkyyttä. Oppilaat kokivat tehtävät keskimäärin hieman tavallisia tehtäviä kiin-

nostavammiksi, mitä tulosta tuki tunneilla tehty havainnointi. Oppilaat myös itse

avoimissa vastauksissaan kuvailivat tehtäviämielekkäiksi. Erityisesti tehtäviin liit-

tyvä tarinallisuus ja visuaalisuus näyttivät lisäävän heidän kiinnostustaan.

Pelkkä kiinnostavuuden lisääminen ei kuitenkaan riittänyt parantamaan motivaa-

tiota kokonaisvaltaisesti. Vaikka tehtävien kiinnostus oli keskimääräistä parempi,

oppilaiden omat odotukset onnistumisestaan koettiinmatalaksi ja tehtävään vaa-

dittavat kustannukset taas korkeaksi. Tämä johtui todennäköisesti siitä, että teh-

tävät koettiin samalla hyvin haastaviksi, joka näkyi niin kyselytuloksissa kuin tun-

tihavainnoissakin. Vaikka osa oppilaista piti tehtävien tuomasta haasteesta, osa

saattoi kokea jonkin tehtävän niin vaikeaksi, että luovutti sen tekemisen suhteen

kokonaan. Tehtävien haastavuus näkyikin oppilaita jakavana elementtinä: osalle

oppilaista se antoi motivaatiota, osalle taas tehtävien kiinnostavuuskaan ei autta-

nut riittävän motivaation muodostumiseen tehtävän sinnikkääseen yrittämiseen.

Tehtävien pituuden ja sanallisuuden voitiinkin nähdä olevan hyviä oppilaille, jot-

ka osasivat tehtävätyypin tai aihealueen keskimääräistä paremmin. Heikosti tai

keskimääräisesti suoriutuvalle oppilaalle tehtävätyyppi voi toisaalta olla liian suu-

ri haaste, jolloin motivaatio laskee kiinnostuksesta huolimatta.

Toisena tutkimuskysymyksenä oli ”Miten tehtävien teemoittaminen vaikuttaa op-

pilaiden koettuun oppimiseen?”. Vastauksena voitiin oppilaiden vastausten perus-

teella suoraan todeta, että he kokivat oppimisensa hieman keskimääräistä hei-

kommaksi tavallisiin tehtäviin verrattuna. Tässäkin oli oppilaiden keskuudessa

hajontaa, sillä osa oppilaista koki oppivansa teemoitetuista tehtävistä hieman pa-

remmin, mutta osa ei lähes lainkaan. Tämä linkittyy jälleen tehtävien haastavuu-

teen, joka vaikeutti tehtävien ymmärtämistä ja vähensi onnistumisen kokemuk-

sia. Tehtävän ollessa liian vaikea, oppilas ei kyennyt etenemään tehtävässä ja op-

pimiskokemus jäi heikoksi.

Tutkimuksessa löydettiin kuitenkin selkeitä yhteyksiämotivaation eri osa-alueiden
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ja oppimisen välille. Erityisesti tuloksista nähtiin, että tehtävien kiinnostavuudella,

koetulla hyödyllä sekä merkityksellä on vahva yhteys koettuun oppimiseen. Tä-

mä antaa viitteitä tehtävien teemoittamisen potentiaalista: jos tehtävät voitaisiin

teemoittaa niin, että ne ovat sopivan haastavia, eikä siten aiheuta haittaa muihin

motivaation osa-alueisiin, tehtävät voivat lisätä oppilaidenmotivaatiota ja koettua

osaamista.

Tehtävien kiinnostus ja merkityksellisyys ovat tulosten perusteella myös melko

vahvasti yhteydessä muihin motivaation osa-alueisiin. Kiinnostava ja oppilaille

itselleen merkityksellinen tehtävä siis parantaa heidän odotuksia onnistumises-

taan, eikä tehtävään vaadittavia kustannuksia koeta niin suuriksi. Tuloksissa ei

myöskään havaita selkeitä piikkejä jossain motivaation osa-alueessa, vaikka kiin-

nostus olikin ainoa osa-alue, joka koettiin tehtävissä keskimääräistä paremmak-

si. Nämä tulokset tukevat käsitystä motivaationmoniulotteisuudesta. Yksittäinen

tekijä kuten kiinnostavuus ei yksistään välttämättä johda kokonaisvaltaiseen mo-

tivaation paranemiseen, vaan huomiota tulisi kiinnittää samaanaikaisesti useam-

paan eri tekijään. Kiinnostavuuden lisääminen kuitenkin voi tukea muita motivaa-

tion osa-alueita.

Vaikka tutkimus kohdistui polynomien opiskeluun, tulokset ovat todennäköisesti

yleistettävissä laajemminmatematiikan opetukseen kyseiselle tutkimusryhmälle.

Tutkimuksen näytekoko oli myösmelko pieni (n= 25), mutta tulokset tukevat aikai-

sempia tutkimuksia (esim. [16] ja [6]) sekä teoreettista viitekehystä niin vahvasti,

että tulosten voidaan olettaa pätevän melko hyvällä tarkkuudella myös valtakun-

nallisesti. Voidaan siis todeta, että kiinnostuksen kohteisiin perustuvat tehtävät

voivat lisätä opiskelunmielekkyyttä ja osaamista, mutta tehtävien tehokkuus vaa-

tii myös erityistä huomiota tehtävien sopivaan haastavuuteen. Erityinen tulos on

motivaation osa-alueiden yhteys keskenään sekä yhteys oppimiseen, jota voidaan

kuvata kuvan 7.1 tavalla.

Kuva 7.1:Motivaation osa-alueiden ja koetun oppimisen väliset korrelaatiot.

Kuvasta 7.1 on keskeistä huomata kaksisuuntaiset nuolet, eli yhteydet toimivat

molempiin suuntiin. Tällöin jos oppilas kokee oppivansa hyvin, tämä auttaa häntä

todennäköisesti motivoitumaan.

Jatkotutkimusten kannalta olisi hyödyllistä tarkastella tarkemmin tehtävien vai-

keustason ja kiinnostavuuden välistä tasapainoa ja yhteyttä. Tämä voitaisiin to-

teuttaa esimerkiksi tutkimalla sitä, millainen tehtävien haastavuus tukisi parhai-

ten oppilaiden motivaatiota heidän taitotasonsa huomioiden. Samalla voitaisiin
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saada tärkeää tietoa onnistuneesta eriyttämisestä, sillä tämän tutkimuksen tu-

lokset viittasivat merkittäviin tasoeroihin tutkimuksen tehtävätyyppien puitteissa

oppilaiden välillä. Näin tehtävien teemoittaminen palvelisi tasapuolisesti kaikkia

oppilaita, eikä vain tiettyä osaa heistä.

Lisäksi oppimista voitaisiin mitata erillisillä objektiivisilla mittareilla, kuten oppi-

lailla teetettävillä testeillä. Näin voitaisiin tutkia sitä, miten teemoitetut tehtävät

todellisuudessa vaikuttavat oppilaiden oppimiseen ja osaamiseen. Tässä tutki-

muksessa oppilaiden oppimista mitattiin heidän omien tuntemuksien mukaises-

ti, joka ei välttämättä anna todellista kuvaa heidän kehityksestään. Erityisesti teh-

tävien haastavuus voi vaikuttaa siihen, miten oppilas lopulta itse koki oppivansa

tehtävistä.

Kolmantena kehityskohteena voidaan nähdä tutkimuksen kesto. Nyt tutkimukses-

sa tarkasteltiin tehtäväpakettien vaikutuksia suhteellisen lyhyellä ajanjaksolla, jol-

loin pidempikestoinen tutkimus voisi tuoda esiin sen, miten vaikutukset kehittyvät

tietyn ajanmyötä. Pitempikestoinen tutkimus voisi tukeamyösparemmin pitempi-

kestoista mielenkiintoa, joka mahdollisesti säilyisi paremmin tehtäviä tehdessä.

Tällöin tehtävätyyppi tulisi oppilaille myös tutuksi, joka voisi vähentää tehtävien

erilaisuuden haittavaikutuksia.

Kokonaisuudessaan tutkimus osoitti sen, että oppilaiden henkilökohtaisten kiin-

nostusten kohteiden huomioiminen osana matematiikan tehtäviä tarjoaa lupaa-

van keinon parantaamatematiikan opiskelumotivaatiota. Erityisesti tehtävien tee-

moittamisen havaittiin parantavan tehtävien kiinnostusta sekä mielekkyyttä. Jot-

ta vaikutukset ulottuisivat tehokkaasti myös muihin motivaation osa-alueisiin ja

oppimiseen, tulee tehtävien suunnittelussa kiinnittää erityistä huomiota myös nii-

den selkeyteen, eriyttämiseen ja sopivaan haastavuuteen.
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LIITE B: KYSELYT

 

 

Kysymyksen väittämä Vastaustapa 

Olen kiinnostunut käsitöistä tai luovasta suunnittelusta. Likert-asteikko (1–5) 

Keskustelen mielelläni peleistä kavereiden kanssa. Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan uusimpia matkapuhelimia ja niiden ominaisuuksia. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut shoppailusta tai uusien tuotteiden tutkimisesta. Likert-asteikko (1–5) 

Käyn mielelläni taidenäyttelyissä tai museoissa. Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan musiikkialan uutisia, artisteja ja albumeita. Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan alennuksia ja tarjouksia. Likert-asteikko (1–5) 

Katson mielelläni TV-sarjoja tai elokuvia. Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan teknologia-alan uutisia ja innovaatioita. Likert-asteikko (1–5) 

Minulla on profiili usealla sosiaalisen median alustalla. Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan ruokatrendejä, ravintoloita tai ruokaohjelmia. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut pelien strategioista ja säännöistä. Likert-asteikko (1–5) 

Kuuntelen musiikkia vapaa-ajallani. Likert-asteikko (1–5) 

Käytän puhelinta aktiivisesti. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut oppimaan soittamaan soittimia tai laulamaan. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut urheilutapahtumien tuloksista ja tilastoista. Likert-asteikko (1–5) 

Pidän siitä, kun pääsen tutkimaan erilaisia kauppoja ja tuotteita. Likert-asteikko (1–5) 

Pelaaminen (videopelit, lautapelit, mobiilipelit) on minulle 
kiinnostavaa. 

Likert-asteikko (1–5) 

Pidän ruoanlaitosta tai leipomisesta. Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan uusien elokuvien ja sarjojen julkaisuja. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut videoiden, pelien tai sovellusten tekemisestä 
tietokoneella. 

Likert-asteikko (1–5) 

Keskustelen usein sarjoista tai elokuvista kavereideni kanssa. Likert-asteikko (1–5) 

Osallistun itse urheiluun vapaa-ajalla. Likert-asteikko (1–5) 

Vietän paljon aikaa sosiaalisen median parissa. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut uusista sovelluksista ja puhelinteknologiasta. Likert-asteikko (1–5) 

Piirtäminen, maalaaminen tai muu visuaalinen taide kiinnostaa 
minua. 

Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan aktiivisesti urheilua. Likert-asteikko (1–5) 

Tietokoneet, ohjelmointi tai teknologiaprojektit kiinnostavat 
minua. 

Likert-asteikko (1–5) 

Seuraan aktiivisesti jotain sosiaalisen median vaikuttajaa. Likert-asteikko (1–5) 

Olen kiinnostunut uusista resepteistä ja ruokakulttuureista. Likert-asteikko (1–5) 

Kuva B.1: Ensimmäisen kyselyn väittämät

.
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Kuva B.2: Ensimmäisen kyselyn avoimet kysymykset

.

Kuva B.3: Toinen kysely

.
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LIITE C: TULOKSET

Kuva C.1: Toisen kyselyn vastausjakauma

.
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