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ISE-kustannus (Integral of a Squared Error) on virhefunktion neliön integraali valitun aikavälin 

yli. Säätötekiikassa sitä käytetään mm. eksponentiaalisesti vaimeneville säätövirheille. Teollisuu-
dessa suositaan PI-säätimiä niiden nopeuden ja tarkkuuden vuoksi. Niinpä onkin hyödyllistä tu-
tustua ISE-kustannuksen soveltuvuuteen PI-säätöpiirien suunnittelussa.  

Tässä työssä tutkittiin J.E. Marshallin, H. Góreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin kirjassa esi-
teltyä menetelmää ISE-kustannuksen laskemiselle yhden viivealisysteemin järjestelmille. MAT-
LAB-ohjelmalla tutkittiin menetelmän soveltuvuutta stabiilin viiveellisen prosessin PI-säätöpiirille, 
jonka ulkoinen input, asetusarvo tai häiriö, muuttui askelmaisesti. Viive oli joko prosessin viive tai 
mittausviive. 

Havaittiin, että askelmainen asetusarvoheräte viiveellisen prosessimallin tapauksessa saattaa 
johtaa tilanteeseen, jossa menetelmä ei ole pätevä. Muissa tapauksissa menetelmän tuottamille 
ISE-arvoille laskettiin approksimaatiot vertailuarvoiksi Padé-approksimaation, Parsevalin teoree-
man, ja MATLAB-ohjelmiston Simulink-laajennuksen avulla. Tapauksissa, joille päämenetelmä 
tuotti pätevän arvon, saatu ISE-kustannus oli aina hyvin lähellä haastajamenetelmien arvioita. 
Kirjan algoritmi toimii siis useimmille PI-säätöpiireillle. 
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LYHENTEET JA MERKINNÄT 

ISE    Integral of a Squared Error 
PI-säädin  eng. Proportional-Integral, säädintyyppi 
MATLAB  Matrix Laboratory 
Simulink  MATLAbin simulointiympäristö 
deg   eng. degree, polynomin aste 
Re   eng. real, kompleksiluvun reaaliosa 
Im   eng. imaginary, kompleksiluvun imaginääriosa 
 
𝑆(𝑠)    PI-säätimen Laplace-siirtofunktio 
𝑅(𝑠)   Yksikköaskelsignaalin Laplace-muunnos 

𝑇(𝑠)   Piirin Laplace-siirtofunktio 
𝑇𝑎𝑣𝑜𝑖𝑛(s)  Avoimen systeemin Laplace-siirtofunktio 

𝑃(𝑠)   Prosessin Laplace-siirtofunktio 
𝐻(𝑠)   Anturin Laplace-siirtofunktio 

𝐸(𝑠)   Säätövirheen Laplace-muunnos 
𝐿(𝑠)   Viiveen Laplace-siirtofunktio 

𝐾𝑎(𝑠𝑙)   Viiveen Laplace-funktion Padé-approksimaation osoittaja 
𝑀𝑎(𝑠𝑙)   Viiveen Laplace-funktion Padé-approksimaation nimittäjä 

𝑒(𝑡)    Säätövirhe 
𝑓(𝑡)    Reaalinen bilateraali skalaarifunktio 

𝑋′    Polynomin X derivaatta 
𝐾   Prosessin DC-vahvistus 

𝜏     Prosessin aikavakio  
ℎ   Anturin aikavakio 

𝐾𝑝     PI-säätimen proportionaalivahvistus 

𝐾𝑖   PI-säätimen integraalivahvistus 
𝐽   ISE-kustannus 

𝑡   Aika 
𝑠   Laplace-muuttuja 

𝜔    Kulmataajuus 
𝑗   Imaginääriyksikkö 

𝑙   Viiveen suuruus 
𝑑   Häiriö 

𝑟    Asetusarvo 
𝑦   Prosessin ulostulo 
𝑢    Polynomin juuri 

𝑚   Polynomin juuren indeksi 
𝑎   Padé-approksimaation aste 
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1. JOHDANTO 

ISE-kustannuksen (Integral of a Squared Error) käyttö ja laskenta PI-säätimien (Propor-

tioal-Integral) yhteydessä on mielenkiintoinen aihe, sillä siinä yhdistyy kaksi teollisuu-

dessa tärkeää ja hyvin yleistä työkalua. ISE-arvo on tässä säätövirheen neliön integraali 

ajan suhteen, ja sen avulla PI-säätimelle voi saada hyviä virityksiä. Ongelmaksi voi kui-

tenkin osoittautua kyseisen suorituskykyindeksin luotettava määrittäminen esimerkiksi 

säätöpiireille, joissa avoin systeemi on viiveellinen.  

Tavallisia säätöpiirien suunnittelussa esiintyviä ongelmia ovat prosessien ja laitteiden 

epäideaalisuudet, ulkoiset häiriötekijät ja informaationkulussa esiintyvät viiveet. Luotet-

tavien teknisten ratkaisuiden on pohjauduttava menetelmiin, jotka voidaan toistaa tar-

kasti ja verifioida erilaisia lähtöarvoja käyttämällä. Ratkaisut voidaan myös verifioida 

määrittämällä vertailuarvo vaihtoehtoisilla laskentamenetelmillä. Tämän vuoksi on hyö-

dyllistä tarkastella ISE-kustannuksen erilaisia laskentamenetelmiä ja valita niistä pääme-

netelmä ja haastajia sen verifiointiin. 

 MATLAB on tunnettu, monipuolinen ja kätevä työkalu mm. säätötekniikan tutkimukselle. 

Ohjelmistolla voidaan suorittaa monenlaisia matemaattisia operaatiota sekä mallintaa ja 

simuloida erilaisia systeemejä monipuolisin työkaluin. Ohjelmiston käyttöön on lisäksi 

saatavilla mittava määrä käyttöohjeita. MATLAB on näiden seikkojen vuoksi luonnollinen 

ja suosittu valinta säätöratkaisujen suunnitteluun. 

Tämän työn tarkoitus on tutkia J.E. Marshallin, H. Góreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin 

kirjassa Time-Delay Systems: Stability and Performance Criteria With Applications ku-

vatun tarkan ISE-kustannuksen laskentamenetelmän toimivuutta MATLAB-ohjelmiston 

avulla. Toimivuutta arvioidaan laskemalla tällä menetelmällä ISE-arvo useassa esimerk-

kitapauksessa. Näin saatuja arvoja verrataan viivemallin Padé-approksimaatioon, Par-

sevalin teoreemaan ja Simulink-simulointiin perustuvilla likiarvomenetelmillä saatuihin 

tuloksiin. Jos näillä haastajamenetelmillä saadut arvot vastaavat päämenetelmällä saa-

tua arvoa, voidaan todennäköisesti sanoa, että kirjassa päämenetelmä on esitetty oikein 

ja virheettömästi, päämenetelmä on ymmärretty oikein tätä työtä tehdessä ja päämene-

telmän MATLAB-laskenta on koodattu oikein. 

Tämä tutkimus keskittyy stabiiliin prosessin takaisinkytkettyyn säätöpiiriin, jonka muo-

dostavat sarjaan kytketyt PI-säädin ja prosessilohko sekä prosessin ulostuloa mittaava 
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epäideaalinen anturi. Työssä käsitellään kaksi tapausta, joissa prosessi ja anturi on vuo-

rotellen mallinnettu viiveellisiksi. Kummallekin tapaukselle määritetään ISE-arvo sekä 

prosessin ulostulon asetusarvon askelmuutoksen että häiriön askelmuutoksen aiheutta-

malle säätövirheelle. Tapausten tutkimus tehdään lisäksi niin, että kaikille prosessi-, an-

turi- ja viivemallin parametreille on kaksi esimerkkiarvoa. 

Työn kappaleissa 2 ja 3 esitellään ISE-kustannus, tutkittavat tapaukset ja viritetään PI-

säädin näille tapauksille. Lisäksi kuvataan ISE-kustannuksen tarkan arvon laskentame-

netelmä ja Padé-approksimaatioon, Parsevalin teoreemaan ja Simulink-simulointiin pe-

rustuvat likiarvomenetelmät sekä menetelmä piirin säätövirheen Laplace-muunnoksen 

napojen sijaintien tarkasteluun. Kappaleessa 4 varmistetaan teoriaosiossa tehtyjen ole-

tusten täyttyminen, käydään läpi tutkimuksen suorittaminen ja esitellään näin saadut tu-

lokset. Kappaleessa 5 tehdään yhteenveto työn taustasta ja teoriasta, tutkimuksen suo-

rittamisesta, saaduista tuloksista ja tulosten pohjalta tehdyistä johtopäätöksistä. 
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2. ISE-KUSTANNUS JA PI-SÄÄTÖPIIRI 

Tässä luvussa määritellään ISE-kustannus ja esitellään sen käyttö säätötekniikassa. Li-

säksi esitellään säätöpiiri ja siihen liittyvät eri tapaukset, joille ISE-arvot määriteltiin.  

2.1 ISE-kustannus 

ISE on indeksi, jonka avulla voidaan kuvata järjestelmän suorituskykyä. Merkitään ISE-

arvoa muuttujalla 𝐽, jolloin indeksin arvo on 

𝐽 = ∫ 𝑒2(𝑡)

∞

0

𝑑𝑡, (1) 

jossa 𝑒(𝑡) on säätövirhe eli säädettävän suureen asetusarvon ja säädettävän suureen 

erotus. [1, s. 2, 6] Merkitään säädettävää suuretta tunnuksella 𝑦 ja asetusarvoa tunnuk-

sella 𝑟, jolloin säätövirhe voidaan ilmaista muodossa 𝑒(𝑡) = 𝑟(𝑡) − 𝑦(𝑡). 

Lineaarisilla aikainvarianteilla systeemeillä 𝐽 on äärellinen, kun 𝑒(𝑡) vaimenee eksponen-

tiaalisesti nollaan. Näin käy, jos sen Laplace-muunnos [2, s. 90–91] 𝐸(𝑠) suppenee nol-

laan muuttujan 𝑠 lähestyessä äärettömyyttä ja muunnoksen navat ovat kompleksita-

sossa Im-askelin vasemmalla puolella [2, s. 297–399]. 

Kaavasta (1) nähdään, että ISE-kustannus korostaa virheen itseisarvon suurempia ar-

voja. Säätövirheen neliöinti kasvattaa suurempia amplitudeja, kun taas pienemmät amp-

litudit tuottavat itsestään pienempiä neliöitä, jolloin integroidun arvon 𝐽 suuruuteen vai-

kuttavat eniten juuri suuret virhe-elementit. Niinpä ISE-kustannuksen minimointiin suun-

nitellut säätöratkaisut pyrkivät kompensoimaan itseisarvoltaan suurimpia virheitä, mutta 

voivat jättää pienimmät epätarkkuuden aiheuttajat huomiotta. 

2.2 PI-säätöpiiri 

ISE-luvun laskenta perustuu säätövirheen Laplace-muunnokseen, jonka päättelemi-

sessä hyödynnetään prosessin, anturin ja säätimen siirtofunktioihin perustuvaa säätöpii-

rin siirtofunktiota [2, s. 91]. PI-säätimen siirtofunktio on 

𝑆(𝑠) = 𝐾𝑝 +
𝐾𝑖

𝑠
, (2) 
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jossa 𝐾𝑝 on proportionaalivahvistus ja 𝐾𝑖 on integraalivahvistus Prosessin siirtofunktio 

𝑃(𝑠) ja anturin siirtofunktio 𝐻(𝑠) käsitellään tässä työssä ensimmäisen kertaluokan Lap-

lace-siirtofunktioina 

𝑃(𝑠) =
𝐾

𝜏𝑠 + 1
(3) 

ja 

𝐻(𝑠) =
1

ℎ𝑠 + 1
. (4) 

Parametri 𝐾 on prosessin DC-vahvistus. Parametrit 𝜏 sekä ℎ ovat mallien aikavakiot. 

Näiden kaavojen siirtofunktiot ovat mahdollisesti vain alisysteeminsä yksi tekijä, jolloin 

toisena tekijänä on viiveen siirtofunktio. Vakioviivesysteemin siirtofunktio 𝐿(𝑠) on 

𝐿(𝑠) = 𝑒−𝑙𝑠 , (5) 

jossa 𝑙 on viiveen suuruus. [3, s. 6–8, 12] 

Koko säätöpiiriä tutkitaan asetusarvosignaalin 𝑟 ja ulkoisen häiriön 𝑑 yksikköaskelmuun-

noksille [2, s. 91]. Tällöin asetusarvon Laplace-muunnos 𝑅𝑟(𝑠) ja häiriön Laplace-muun-

nos 𝑅𝑑(𝑠) ovat 

𝑅𝑟(𝑠) =
1

𝑠
(6) 

ja 

𝑅𝑑(𝑠) =
1

𝑠
. (7) 

Takaisinkytketyn piirin siirtofunktio 𝑇𝑟𝑃(𝑠) asetusarvosignaalille voidaan nyt merkitä seu-

raavassa muodossa, kun prosessin siirtofunktio on 𝐿(𝑠)𝑃(𝑠) ja anturin 𝐻(𝑠): 

𝑇𝑟𝑃(s) =
𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
, (8) 

tai prosessin siirtofunktion ollessa 𝑃(𝑠) ja anturin 𝐿(𝑠)𝐻(𝑠): 

𝑇𝑟𝐻 =
𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)

1 + 𝐿(𝑠)𝐻(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
. (9) 

Kun prosessin siirtofunktion on 𝐿(𝑠)𝑃(𝑠) ja anturin 𝐻(𝑠), ulkoisen häiriön siirtofunktio 

𝑇𝐻(𝑠) saa seuraavan muodon: 

𝑇𝑑𝑃(s) =
𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
, (10) 

tai prosessin siirtofunktion ollessa 𝑃(𝑠) ja anturin 𝐿(𝑠)𝐻(𝑠): 
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𝑇𝑑𝐻(s) =
𝑃(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
. (11) 

[2, s. 33–35, 112, 260] Asetusarvon 𝑟 aiheuttaman säätövirheen Laplace-muunnos on 

𝐸𝑟(s) = 𝑅𝑟(𝑠)(1 − 𝑇𝑟(𝑠)), (12) 

jossa 𝑇𝑟(𝑠) on joko kaavan (8) tai kaavan (9) siirtofunktio, ja ulkoisen häiriösignaalin 𝑑 

aiheuttaman säätövirheen Laplace-muunnos on 

𝐸𝑑(s) = −𝑅𝑑(𝑠)𝑇𝑑(𝑠), (13) 

jossa 𝑇𝑑(𝑠) on joko kaavan (10) tai kaavan (11) siirtofunktio. [2, s. 261] 

Taulukossa (1) kootaan edellä mainitut asetusarvon ja häiriön siirtofunktioiden viiveel-

listä prosessimallia ja viiveellistä anturimallia vastaavat Laplace-muunnokset. Taulu-

kossa (2) on esitetty yhtälöiden (12) ja (13) mukaiset viiveellisen prosessin ja viiveellisen 

anturin tuottamat säätövirheen Laplace-muunnokset. 

 Viiveellisen prosessimallin ja viiveellisen anturimallin asetusarvoherätteelle ja 
häiriöherätteelle tuottamien siirtofunktioiden Laplace-muunnokset. 

Heräte Viiveellinen prosessi Viiveellinen anturi 

Asetusarvo 𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
 

𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)

1 + 𝐿(𝑠)𝐻(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
 

Häiriö 𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
 

𝑃(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
 

 
 Viiveellisen prosessimallin ja viiveellisen anturimallin asetusarvoherätteelle ja  

häiriöherätteelle tuottamien säätövirheiden Laplace-muunnokset. 

Heräte Viiveellinen Prosessi Viiveellinen Anturi 

Asetusarvo 1

𝑠
(1 −

𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)

1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
) 

1

𝑠
(1 −

𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)

1 + 𝐿(𝑠)𝐻(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠)
) 

Häiriö 
−

𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)

𝑠(1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠))
 −

𝑃(𝑠)

𝑠(1 + 𝐻(𝑠)𝐿(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠))
. 

 

Muodostetaan säätöpiiristä avoimen systeemin siirtofunktio, joka koostuu sarjaan kytke-

tyistä piirin alisysteemeistä [2, s.  33, 111]. Sen siirtofunktio on tällöin 

𝑇𝑎𝑣𝑜𝑖𝑛(s) = 𝐿(𝑠)𝐻(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆(𝑠). (14) 

Määritellään prosessi- ja anturilohkon parametreille kahdet esimerkkiarvot ja mitoitetaan 

näitä vastaavat PI-säätimen haarojen vahvistukset piirin stabiloimiseksi. Näin tutkimus 

voidaan suorittaa eri lähtöarvoilla tulosten paikkansapitävyyden arvioimiseksi. 

Luodaan lohkokaaviomallit [2, s. 109–112] MATLABin Simulink-ympäristössä [4] eri vii-

vetapauksille. Kuvat (1) ja (2) esittävät eri viivetapausten mallit. Mallinnetaan PI-säädin 

toimilohkon PID Controller [5] avulla. Prosessin ja anturin siirtofunktioiden ratio-

naalitekijät voidaan määritellä Transfer Fcn -lohkon [6] ja viive Transport Delay -
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lohkon [7] avulla. Kun piirin vastetta halutaan simuloida tietynlaisilla herätteillä, haluttu 

signaalilohko voidaan kytkeä piiriin erillisellä Sum-lohkolla [8]. Lohkolla voidaan suorittaa 

yhteenlasku- tai erotusoperaatioita määrittelemällä sen sisääntulojen etumerkit.  

 

Kuva 1. Simulink-malli viiveellisen prosessin ja viiveettömän anturin sisältävälle 

säätöpiirille. 

 

Kuva 2. Simulink-malli viiveettömän prosessin ja viiveellisen anturin sisältävälle 

säätöpiirille. 

PID Controller -lohko konfiguroidaan sen sisäisetä valikosta PI-säätimeksi ja ava-

taan Tune-työkalu. Se virittää automaattiesti vahvistukset 𝐾𝑝 ja 𝐾𝑖, joille piiri on nimelli-

sesti stabiili. Operaatio onnistuu käyttämällä kyseisen työkalun oletusarvoja. Viiveen si-

jainti prosessissa tai anturissa ei vaikuta avoimeen systeemiin, jolloin sijainnin vaihto ei 

muuta vaihevaraa [9, s. 213]. Viiveen amplitudivahvistus on 1, jolloin servotehtävän sää-

töpiirin amplitudivahvistus ei muutu ja sen myötä kaistanleveys on riippumaton viiveen 

sijainnista [2, s. 657]. Niinpä säätimen uudelleenviritys tarvitaan vain prosessi- ja anturi-

lohkon parametriarvoja muutettaessa. Näin määritetyt säätöpiirin parametrien arvosarjat 

on esitetty taulukossa (3). Viritetyn säätimen P- ja I-haaran vahvistukset, piirin vasteen 
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nousuaika, asettumisaika, ylitys, huippuarvo, vahvistusvara, vaihevara ja stabiiliuspää-

telmä on esitetty kuvassa (3) kummallekin arvosarjalle asetusarvoherätteen tapauk-

sessa. 

 Säätöpiirin parametrien arvosarjat. 

Parametri Arvosarja 1 Arvosarja 2 

𝐾 2 3 

𝜏 10 5 

ℎ 5 0,5 

𝑙 0,5 2 

𝐾𝑝 0,9537 0,4057 

𝐾𝑖 0,0656 0,0726 

 

 

Kuva 3. Simulinkin Tune-työkalun Show Parameters -ikkunat, joista nähdään 

viritetyn säätöpiirin vasteen ominaisuudet asetusarvovasteelle. Arvosarjan 1 tu-
lokset on esitetty vasemmalla ja arvosarjan 2 tulokset oikealla. 
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3. ISE-LASKENTA JA HAASTAJAMENETELMÄT 

Tässä luvussa esitellään ISE-kustannuksen tarkan arvon laskumenetelmä yhden viiveen 

säätöpiirille. Luvussa esitellään myös Padé-approksimaatioon ja Parsevalin teoreemaan 

ja MATLABin Simulink-lisäosaan pohjautuvat laskentametodit päämenetelmällä saadun 

tuloksen haastamiseksi. Lisäksi tarkastellaan tapaa selvittää Laplace-siirtofunktion na-

pojen sijainti kompleksitasossa.  

3.1 Päämenetelmä 

Tutkitussa piirissä oli yksi viivealisysteemi joko prosessimallissa tai anturin mallissa.  

Seuraava menetelmää käytetään kaavojen (12) ja (13) säätövirheen siirtofunktioille, jo-

ten käytetään niistä yhteisesti merkintää 𝐸(𝑠). 𝐸(𝑠) voidaan esittää 𝑠-tason polynomien 

𝐴(𝑠), 𝐵(𝑠), 𝐶(𝑠) ja 𝐷(𝑠) avulla seuraavassa muodossa 

𝐸(𝑠) =
𝐵(𝑠) + 𝐷(𝑠)𝑒−𝑙𝑠

𝐴(𝑠) + 𝐶(𝑠)𝑒−𝑙𝑠
. (15) 

Laskentamenetelmässä viitataan myös polynomeihin 

𝐹(𝑠) = 𝐴(𝑠)𝐴(−𝑠) − 𝐶(𝑠)𝐶(−𝑠), (16) 

𝐺(𝑠) = 𝐴(𝑠)𝐵(−𝑠) − 𝐶(𝑠)𝐷(−𝑠). (17) 

ISE-luku voidaan nyt esittää polynomin 𝐹(𝑠) juurten 𝑢𝑚 avulla muodossa  

𝐽 = − ∑
𝐺(𝑢𝑚)

𝐹′(𝑢𝑚)
𝑚

𝐵(𝑢𝑚) + 𝐷(𝑢𝑚)𝑒−𝑙𝑠

𝐴(𝑢𝑚) + 𝐶(𝑢𝑚)𝑒−𝑙𝑠
, (18) 

jossa 𝑚 on juuren indeksi, jos polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) ei ole yhteisiä juuria, polynomien 

asteille pätee deg 𝐵 < 𝑑𝑒𝑔 𝐴 ja deg 𝐷 < 𝑑𝑒𝑔 𝐶 ja funktion 𝐸(𝑠) kaikki navat ovat Im-akse-

lin vasemmalla puolella [1, Luku 3.2] [2, s. 92, 397–399]. Polynomin 𝐺(𝑠) tarvittavat arvot 

voidaan laskea myös muodostamatta sen lauseketta. 

 Yhdistämällä yhtälöt (15) ja (18) kustannukselle saadaan esitys 

𝐽 = − ∑
𝐺(𝑢𝑚)

𝐹′(𝑢𝑚)
𝑚

𝐸(𝑢𝑚). (19) 

Jos taas polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) on yhteisiä juuria, niin ISE-lukua ei voida laskea vain 

yhtälön (19) avulla. Jos polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠)  on vain yksi yksinkertainen juuri ori-

gossa, tämän juuren vaikutukselle voidaan johtaa lauseke. Merkitään 
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𝐴𝑑𝑖𝑣(𝑠) =
𝐴(𝑠)

𝑠
(20) 

ja 

𝐶𝑑𝑖𝑣(𝑠) =
𝐶(𝑠)

𝑠
. (21) 

Jos näillä ei ole samaa nollakohtaa origossa, lauseke 

𝐽0 =
𝐵(0){𝐵′(0) + 𝐷′(0) + 𝑙𝐵(0)}

[𝐴𝑑𝑖𝑣
2 (0) − 𝐶𝑑𝑖𝑣

2 (0)]
, (22) 

joka kuvaa nollajuuren vaikutusta, voidaan johtaa. [1, s. 51–56] Tällöin ISE-arvossa saa-

daan 

𝐽 = 𝐽𝑚 + 𝐽0, (23) 

jossa 𝐽𝑚 on muiden juurien kaavan (19) mukaan laskettu vaikutus. 

Jos taas deg 𝐵 = 0, deg 𝐴 > 0 ja deg 𝐷 ≥ 𝑑𝑒𝑔 𝐶, yhtälöä (15) voidaan muokata muotoon, 

jossa polynomien astelukuehdot täyttyvät. Viiveellisessä systeemissä herätteessä ta-

pahtuva muutoksen vaikutus huomataan vasta hetkellä 𝑙. Koska ennen muutosta askel-

herätteen arvo on nolla, myös kaavan (1) integraalin arvo on nolla ennen hetkeä 𝑙. Yhtälö 

voidaan siis kirjoittaa muodossa 

𝐽𝑙 = ∫ 𝑒2(𝑡)

∞

l

𝑑𝑡. (24) 

Muuttujanvaihdon 𝑒𝑙(𝑡) = 𝑒(𝑡 + 𝑙) myötä ISE voidaan esittää muodossa 

𝐽𝑙 = ∫ 𝑒𝑙
2(𝑡)

∞

0

𝑑𝑡. (25) 

Kyseinen muuttujanvaihto johtaa Laplace-muunnosyhtälöön 

𝐸𝑙(𝑠) = 𝐸(𝑠)𝑒𝑙𝑠 . (26) 

Yhtälöistä (15) ja (26) seuraa nyt tulos 

𝐸𝑙(𝑠) =
𝐷(𝑠)

𝐴(𝑠) + 𝐶(𝑠)𝑒−𝑙𝑠 , (27) 

jossa polynomi 𝐷(𝑠) voidaan lukea uudeksi polynomiksi 𝐵𝑙(𝑠). Tällöin ehdot 

deg 𝐵𝑙  < 𝑑𝑒𝑔 𝐴 ja deg 𝐷 < 𝑑𝑒𝑔 𝐶 täyttyvät, jolloin loput laskut voidaan suorittaa edellä 

määritellyllä tavalla. 
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3.2 Padé-approksimaatiomenetelmä 

Padé-approksimaatiot ovat rationaalifunktioita eli polynomien suhteita, joilla voi muodos-

taa ei-rationaalisten funktioiden likiarvoja. Approksimaatio on sitä tarkempi, mitä korke-

ampi näiden polynomien korkein aste on, mutta asteen kasvaessa funktion käsittely vai-

keutuu. Yhtälön (2) siirtofunktion Padé-approksimaatioita ovat funktiot 

𝐿(𝑠) ≅
𝐾𝑎(𝑠𝑙)

𝑀𝑎(𝑠𝑙)
, (28) 

jossa 

𝐾𝑎(𝑠𝑙) = ∑
(2𝑟 − 𝑘)!

𝑘! (𝑎 − 𝑘)!
(−𝑠𝑙)𝑘

𝑎

𝑘=0

, (29) 

𝑀𝑎(𝑠𝑙) = ∑
(2𝑎 − 𝑘)!

𝑘! (𝑎 − 𝑘)!
(𝑠𝑙)𝑘

𝑎

𝑘=0

(30) 

ja 𝑎 on approksimaation aste [3, s. 82]. 

ISE-kustannukselle voidaan laskea arvio korvaamalla viiveen Laplace-muunnoksen eks-

ponenttifunktio Padé-approksimaatiollaan. Näin laskenta yksinkertaistuu, mutta lopulli-

sesta arviosta ei saada täysin tarkkaa. Metodi tuottaa kuitenkin riittävän tarkan arvon 

haastamaan päämetodilla saadun arvon.  

MATLABin Control System Toolbox [10] tarjoaa approksimaatioon funktion pade [11], 

jolle annetaan parametrina approksimoitava dynaaminen systeemimalli. Approksimaa-

tion avulla voidaan muodostaa säätövirheen Laplace-muunnoksen rationaaliapprok-

simaatio. Funktio norm palauttaa sille parametrina annetun systeemimallin 𝐻2-normin, 

joka on ISE-luvun neliö [12]. Niinpä funktion palauttaman arvon neliöjuuri on approk-

simaatio ISE-kustannukselle. Taulukossa (4) on esitetty lausekkeen 𝑒−𝑠 pade-funktiolla 

saadut approksimaatiot kertaluvuille 1–4 taulukon (3) arvosarjoilla. Korvaamalla näiden 

approksimaatioiden muuttuja 𝑠 tämän muuttujan ja viiveen 𝑙 tulolla 𝑠𝑙 saadaan viiveen 

eksponenttifunktion Padé-approksimaatiot. 

 Asteiden 1–4 Padé-approksimaatiot eksponenttifunktiolle 𝑒−𝑠. 

Aste Approksimaatio 

1 −𝑠 + 2

𝑠 + 2
 

2 𝑠2 − 6𝑠 + 12

𝑠2 + 6𝑠 + 12
 

3 −𝑠3 + 12𝑠2 − 60𝑠 + 120

𝑠3 + 12𝑠2 + 60𝑠 + 120
 

4 𝑠4 − 20𝑠3 + 180𝑠2 − 840𝑠 + 1680

𝑠4 + 20𝑠3 + 180s2 + 840𝑠 + 1680
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3.3 Parsevalin teoreemaan perustuva menetelmä 

Reaalisen bilateraalin, eli mahdollisesti nollasta eroavia arvoja sekä negatiivisilla että ei-

negatiivisilla ajanhetkillä saavan [13, s. 658], skalaarifunktion 𝑓 ISE on  

𝐽 = ∫ 𝑓2(𝑡)

∞

−∞

𝑑𝑡. (31) 

Luvun 𝐽 mahdollisesti äärellinen arvo voidaan esittää Parseval-integraalina 

𝐽 =
1

2𝜋
∫ 𝐹(𝑗𝜔)𝐹(−𝑗𝜔)

∞

−∞

𝑑𝜔, (32) 

jossa 𝜔 on kulmataajuus, 𝐹(𝑗𝜔) on funktion 𝑓 bilateraali Fourier-muunnos ja 𝐹(−𝑗𝜔) on 

luvun 𝐹(𝑗𝜔) liittoluku eli kompleksikonjugaatti. Tällainen funktioiden tulo on muodoltaan 

parillinen, jolloin yhtälöstä (32) saadaan  

𝐽 =
1

𝜋
∫ 𝐹(𝑗𝜔)𝐹(−𝑗𝜔)

∞

0

𝑑𝜔. (33) 

 

Konjugaattien tulo vastaa myös itseisarvon neliötä |𝐹(𝑗𝜔)|2. Niinpä yhtälöstä (33) saa-

daan  

𝐽 =
1

𝜋
∫ |𝐹(𝑗𝜔)|2

∞

0

𝑑𝜔. (34) 

Tämän käyttö mahdollistaa laskennan tehostamisen. [13, s. 573–574, 663–664] [14, s. 

326–327] 

Tässä työssä suljetun systeemin sisäänmeno on yksikköaskelfunktio. Täten negatiivisilla 

aika-arvoilla heräte on 0, eikä negatiivisilla aika-arvoilla siten ole merkitystä. Yhtälön (1) 

voidaan täten laajentaa yhtälöä (31) vastaavaan muotoon  

𝐽 = ∫ 𝑒2(𝑡)

∞

−∞

𝑑𝑡. (35) 

Tämä tulos voidaan muuntaa vielä yhtälön (34) mukaisesti esitysmuotoon 

𝐽 =
1

𝜋
∫ |𝐸(𝑗𝜔)|2

∞

0

𝑑𝜔, (36) 
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jossa 𝐸(𝑗𝜔) on säätövirheen Fourier-muunnos. Oletetaan säätövirheen Laplace-siirto-

funktion 𝐸(𝑠)  kaikkien napojen olevan kompleksitasossa Im-akselin vasemmalla puo-

lella, jolloin säätövirheen Laplace-muunnoksen ja Fourier-muunnoksen välillä pätee 𝑠 =

𝑗𝜔 [2, s. 92, 397–399, 548–550] [13, Luku 8.4.1]. ISE-arvo on äärellinen, kun 𝐸(𝑠) vielä 

suppenee lukuun 0 muuttujan 𝑠 lähestyessä äärettömyyttä ja sen navat ovat Im-akselin 

vasemmalla puolella. 

Kun MATLAB-työkaluilla simuloidaan sopivat kulmataajuudet, ISE-luvulle voidaan las-

kea yhtälön (36) mukainen approksimaatio. Kulmataajuuksien maksimin ja lukumäärän 

tulee olla riittävän suuret, jotta approksimaatiosta tulee mahdollisimman hyvä. Maksimi-

kulmataajuus on mahdollisesti syytä valita selvästi suuremmaksi kuin kaavan (14) avoi-

men systeemin ylimenokulmataajuudet.  

Taajuusalueen leveyttä ja sen sisältämien pisteiden määrää voidaan kokeellisesti vaih-

della ja määrittää sellaiset arvot, jolla laskettu ISE-kustannuksen approksimaatio ei enää 

merkittävästi tarkennu. Verifioinnissa voidaan tutkia systemaattisesti maksimiarvon suu-

rentamisen vaikutusta. 

3.4 Simulink-menetelmä 

Alaluvussa 2.2 esitelty Simulink-malli voidaan laajentaa muotoon, jolla voidaan simuloida 

ISE-arvo. Tämä on yksinkertainen tapa saada vertailuarvo osion 3.1 menetelmälle, 

mutta ohjelmiston asetukset Start time, Stop time, Relative tolerance, Ab-

solute tolerance, Max step size, Min step size ja Initial step size 

tulee määrittää niin, että simulointi onnistuu riittävän tarkasti.   

Säätöpiirin ulkoiset herätteet voidaan simuloida Step-lohkoilla [14], jotka lisätään kuvan 

(1) piirimallin summalohkoihin. Näille signaaleille voidaan asettaa haluttu ajanhetki, jol-

loin sen arvo hyppää nollasta haluttuun arvoon. Kun halutaan tarkastella vain toisen he-

rätteen vaikutusta piirissä, toinen voidaan jättää kytkemättä.  

ISE-arvon saamiseksi pitää ensin laskea säätövirhe. Tämä onnistuu alaluvussa 2.2 esi-

tellyllä Sum-lohkolla, ja visuaalisen selkeyden vuoksi sitä voidaan käyttää subtract-

konfiguraatiossa. Ohjaussignaali kytketään lohkon plusporttiin ja piirin vaste miinusport-

tiin. Lohkon ulostulosta saatava säätövirhe voidaan neliöidä Simulinkin alikirjaston Math 

Operations toimilohkolla Math Fuction [15], jonka Function-valikosta on valittu 

square. Neliö signaali voidaan syöttää Integrator-lohkoon [16], jonka Initial con-

dition -arvoksi on asetettu 0. Integrator lisää kullakin hetkellä tähän inputinsa 
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määrätyn integraalin starttihetken ja ajanhetken välin määrätyn integraalin, joten saa-

daan simuloitu ISE-arvo, joka voidaan lukea johtamalla integraattorin ulostulo Display-

lohkoon [17]. 

Kuvassa (4) esitetään kuvatulla tavalla rakennettu piirimalli asetusarvoherätteellä, kun 

anturi on viiveellinen. Eri ajotilanteissa piiriin kytketään joko asetusarvosignaali tai ulkoi-

nen häiriösignaali. Asetusarvo lisätään Sum-lohkolla PI-toimilohkon herätteeseen ja häi-

riö samalla tavalla prosessilohkon herätteeseen. Kun herätteenä on häiriö, säätövirheen 

laskevan Sum-lohkon Subract-konfiguraation plusnapaan ei ole tarpeen kytkeä mitään 

signaalia.  Viivelohko kytketään joko sarjaan prosessilohkon tai anturilohkon kanssa.  

 

 

Kuva 4. Simulink-malli asetusarvosignaalin tuottamasta ISE-arvosta mittausvii-

veen tapauksessa. 

3.5 Menetelmä Laplace-säätövirhefunktion napojen sijainnin 
määrittämiseen kompleksitasossa 

Aiemmin oletettiin, että säätövirhefunktion Laplace-muunnoksen 𝐸(𝑠) navat ovat komp-

leksitasossa Im-akselin vasemmassa puolitasossa. Tässä kappaleessa käsitellään me-

todi napojen sijainnin, ja siten säätövirheen siirtofunktion stabiiliuden, tarkasteluun.  



14 
 

Ensimmäiseksi tutkitaan kaavan (15) nimittäjää 𝐴(𝑠) + 𝐶(𝑠)𝑒−𝑙𝑠 viiveettömässä tapauk-

sessa, kun 𝑙 = 0. Tällöin säätövirheen siirtofunktion napojen sijainnit voidaan selvittää 

yksikertaisesti ratkaisemalla yhtälö 𝐴(𝑠) + 𝐶(𝑠) = 0.  

Tapauksissa 𝑙 > 0 tietynlaisilla systeemeillä on tarpeen tutkia infitesimaalisten viiveiden 

tuottamia napoja erikseen. Jos aste-ehto deg 𝐴(𝑠) > deg 𝐶(𝑠) pätee tutkittavaan tapauk-

seen, nollasta infitesimaalisesti eroavan viiveen tuomat navat asettuvat Im-akselin va-

semmalle puolelle, jolloin niiden tutkiminen voidaan ohittaa. Muilla viiveen arvoilla napo-

jen sijainnit voidaan päätellä kulmataajuuden 𝜔 avulla määritetyllä polynomilla 

𝑊(𝜔2) ≅ 𝐴(𝑖𝜔)𝐴(−𝑖𝜔) − 𝐶(𝑖𝜔)𝐶(−𝑖𝜔). (37) 

Jos tämän polynomin kaikki juuret 𝜔2 ovat Im-akselin vasemmalla puolella, myös kaikki 

siirtofunktion 𝐸(𝑠) navat ovat Im-akselin vasemmalla puolella. 

Jos taas juuria on muualla, vaativat nämä tapaukset lisätutkimusta. Kuten seuraavissa 

luvuissa tullaan huomaamaan, tässä työssä kiinnostavat vain tapaukset, jossa on yksit-

täinen juuri origossa tai yksittäinen positiivinen juuri. Keskitytään näiden juurien tarkas-

teluun. Origossa sijaitseva juuri voidaan jättää huomiotta, jos tätä vastaavalla arvolla 𝑠 =

0 pätee 𝐴(0) − 𝐶(0) = 0. Kun 𝜔2-juuria on yksi positiivinen, tätä juurta vastaavalla posi-

tiivisella 𝜔 tulee löytää viiveen 𝑙 arvo, joka toteuttaa yhtälöparin 

cos(𝜔𝑙) = 𝑅𝑒 {−
𝐴(𝑖𝜔)

𝐶(𝑖𝜔)
} , sin(𝜔𝑙) = 𝐼𝑚 {

𝐴(𝑖𝜔)

𝐶(𝑖𝜔)
} . (38)  

Tästä seuraa useita ratkaisuja muodossa 𝑙 = 𝑙0(𝜔) + 2𝜋𝑛/𝜔, jossa 𝑛 = 0, 1, 2, … ja 𝑙0(𝜔) 

on tarkasteltavalla 𝜔 pienin positiivinen viive. Koska käsiteltäviä 𝜔-arvoja on vain yksi, 

arvoa 𝑛 = 0 vastaavaa 𝑙 pienemmillä (epänegatiivisilla) viiveen arvoilla 𝐸(𝑠) on stabiili ja 

sen navat ovat Im-akselin vasemmalla puolella. [1, s. 19–28] 

Edellä mainittu ehto 𝐴(0) − 𝐶(0) = 0. On tosi esimerkiksi, kun polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐵(𝑠) 

on yhteinen tekijä 𝑠.  Tällöin origossa on marginaalisen stabiiliuden aiheuttava juuri [2, 

399].  Kuten aiemmin todettiin, tällainen juuri voidaan kuitenkin jättää huomiotta muiden 

viivearvojen stabiiliusanalyysissä tietyllä ehdolla. Lisäksi viiveen arvolla stabiililla alueella 

voi olla stabiloiva vaikutus [1, s. 26–27]. 
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4. ISE-LASKENNAN SUORITUS JA TULOKSET 

Tässä luvussa esitellään alaluvussa 2.2 esitellyn PI-säätöpiirin tutkimuksen suoritus ja 

tulokset. Tutkimus on jaoteltu alalukuihin viiveen ja herätteen sijainnin mukaan. Kaikki 

herätteet olivat askelmuotoisia, ja niiden arvonmuutos nollasta yhteen tapahtui ajanhet-

kellä 𝑡 = 0. Laskutoimitukset suoritettiin taulukon (3) kaikilla parametreilla. Pää- ja haas-

tajamenetelmien tuottamat tulokset on esitetty taulukossa (6). Työn osana luodut MAT-

LAB-koodit on esitetty työn liitteissä. 

4.1 Säätövirheeseen liittyvien oletusten verifiointi 

Tässä osiossa esitellään laskenta, jolla varmistettiin, että kaikki säätövirheen Laplace-

siirtofunktiota koskevat oletukset pitivät paikkansa. Aiemmin oletettiin, että siirtofunktion 

kaikki navat ovat kompleksitasossa Im-akselin vasemmalla puolella ja raja-arvo sup-

penee nollaan muuttujan 𝑠 lähestyessä äärettömyyttä.  

Säätövirheen Laplace-muunnos muodostettiin kaikille herätteen ja viiveen sijainnin yh-

distelmille. Symbolic Math Toolbox -lisäosan [18] avulla muodostettiin taulukkojen 1 ja 2 

mukaiset siirtofunktiot symbolisten muuttujien avulla, paitsi viiveen siirtofunktio 𝐿(𝑠) kor-

vattiin muuttujalla viive laskennan helpottamiseksi. Säätövirheen siirtofunktio sieven-

nettiin keräämällä muuttujan viive kertoimet yhteen collect-funktiolla [19]. 

 Ensimmäiseksi käsiteltiin tapaus, jossa herätteenä toimi asetusarvosignaali ja proses-

simalli oli viiveellinen. Säätövirheen Laplace-muunnoksesta selvitettiin polynomit 𝐴(𝑠) ja 

𝐶(𝑠). Ensin osoittaja ja nimittäjä tallennettiin omiin muuttujiinsa numden-funktiolla [20]. 

𝐴(𝑠) saatiin asettamalla muuttujan viive arvoksi 0 subs-funktiolla [21] ja 𝐶(𝑠) selvitettiin 

derivoimalla nimittäjä muuttujan viive suhteen diff-funktiolla [22]. Näin polynomeille 

saatiin sievät esitykset, jolloin symbolisille muuttujille annettiin niiden taulukon 3 arvosar-

jan 1 mukaiset arvot. Polynomien asteet tarkistettiin polynomialDegree-funktiolla [23] 

ja huomattiin ehdon deg 𝐴(𝑠) > deg 𝐶(𝑠) täyttyvän. Seuraavaksi määritettiin säätövirheen 

viiveettömän Laplace-muunnoksen nimittäjä 𝐴(𝑠) + 𝐶(𝑠), jonka juuret ratkaistiin solve-

funktiolla [24]. Kaikki juuret olivat Im-askelin vasemmalla puolella. Sitten määritettiin kaa-

van (37) mukainen polynomi, ja ratkaistiin 𝜔2-juuret ja huomattiin, että näitä juuria oli yksi 

positiivinen. Tätä juurta vastaava positiivinen 𝜔 laskettiin neliöjuurifunktiolla sqrt [25]. 

Tämän arvon avulla määriteltiin yhtälöiden (38) oikeat puolet. Reaali- ja imaginääriosat 

selvitettiin funktioiden real [26] ja imag [27] avulla. Sitten käytettiin funktioita asin [28] 
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ja acos [29] ratkaisemaan tulon 𝜔𝑙 lukuarvo kummastakin yhtälöstä. Kummassakin ta-

pauksessa saatiin sama arvo. Alaluvussa 3.5 esitellyn ratkaisutavan perusteella päätel-

tiin, että viive saa arvot  
(𝑙𝜔+2𝜋𝑛)

𝜔
, 𝑛 = 0, 1, 2, …. Asettamalla 𝑛 = 0 viiveen stabiiliusalu-

eelle saatiin rajaksi noin 7,905. Arvosarjan 1 viive oli 0,5, jolloin se oli stabiililla alueella 

ja säätövirheen siirtofunktion navat olivat tällä viiveen arvolla Im-askelin vasemmalla 

puolella.  

Seuraavaksi tutkittiin tapaus, jossa herätteenä toimi asetusarvosignaali ja anturimalli oli 

viiveellinen. Tutkimus eteni kuten edellisessä tapauksessa, mutta nyt viiveettömällä ni-

mittäjällä 𝐴(𝑠) + 𝐶(𝑠) ilmeni polynomien 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) yhteisen tekijän 𝑠 aiheuttama juuri 

origossa. Kuten alaluvussa 3.5 selitettiin, napaehto voi silti täyttyä, kunhan viive on sta-

biiliusalueella. Lisäksi origossa oleva juuri aiheuttaa myös kaavan (37) polynomin 𝜔2-

juuren origossa, joka voidaan sivuuttaa.  Häiriösignaaliherätteellä saatiin sekä viiveelli-

sellä anturimallilla että viiveellisellä prosessimallilla polynomit 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠), jotka olivat 

täysin samat kuin asetusarvoherätteen ja viiveellisen prosessin tapauksessa. Laskenta 

oli siis ollut identtistä jo käsiteltyyn tapaukseen verrattuna, jolloin voitiin todeta, että sää-

tövirheen Laplace-muunnoksen napaehto täyttyy näissäkin tapauksissa. Tutkimus tois-

tettiin arvosarjan 2 arvoilla, ja laskenta sujui täysin samalla tavalla kuin arvosarjalla 1. 

Kaikissa tapauksissa päädyttiin keskenään samoihin polynomeihin 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠), paitsi 

asetusarvoherätteen ja viiveellisen anturin tapauksessa niillä oli taas yhteinen tekijä 𝑠. 

Nyt kaikissa arvosarjan 2 tapaukissa viiveen rajaksi saatiin noin 6,527, jolloin viiveen 

arvo 2 oli stabiililla alueella ja napaehto täyttyi. 

Seuraavaksi tutkittiin säätövirheen suppeneminen muuttujan 𝑠 lähestyessä äärettö-

myyttä. Säätövirheen Laplace-muunnos muodostettiin kaikille herätteen ja viiveen sijain-

nin yhdistelmille kummallakin arvosarjalla.  Raja-arvo äärettömyydessä laskettiin funkti-

olla limit [30]. Kaikissa tapauksissa raja-arvo oli 0. Tähän alalukuun liittyvät koodit on 

esitetty liitteessä A.  

 

4.2 Päämenetelmä 

Tässä osiossa esitellään alaluvussa 3.1 käsitellyn laskentamenetelmän toteutus. Tutki-

muksessa käsiteltiin erillisesti tapaukset, joissa joko prosessimalli tai anturimalli oli vii-

veellinen. Kummassakin tapauksessa käsiteltiin ensin asetusarvosignaalin aiheuttama 

ISE-arvo, jonka jälkeen tutkittiin ulkoisen häiriösignaalin tuottama arvo. Alaluvussa 4.1 

todettiin kaikissa tapauksissa säätövirheen Laplace-siirtofunktion suppenevan lukuun 0 
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muuttujan 𝑠 lähestyessä äärettömyyttä ja siirtofunktion napojen olevan Im-akselin va-

semmalla puolella. Täten kaava (1) pätee tässä tutkimuksessa. 

4.2.1 Viiveellinen prosessimalli 
 

Tulosteiden selkeyden vuoksi piirin parametrit luotiin ensin symbolisina muuttujina, joi-

den avulla määriteltiin kaavojen (8) ja (10) mukaiset siirtofunktiot sekä niiden pohjalta 

kaavojen (12) ja (13) mukaiset Laplace-muunnokset. Tässä vaiheessa viivettä ei määri-

telty kaavan (2) mukaan, vaan yksinkertaisesti muuttujana 𝑣𝑖𝑖𝑣𝑒. Näin kaavan (15) poly-

nomit oli helpompi selvittää. 

Säätövirheen Laplace-muunnos sievennettiin kaavan (15) muotoon, jonka osoittaja ja 

nimittäjä erotettiin omiksi muuttujikseen. Polynomit selvitettiin asettamalla viivemuuttujan 

arvoksi 0 ja polynomit 𝐷(𝑠) ja 𝐶(𝑠) derivoimalla kyseisen muuttujan suhteen.  

Asetusarvoherätteellä ehto 𝑑𝑒𝑔 𝐷 < 𝑑𝑒𝑔𝐶 ei täyty, sillä polynomit ovat samaa astetta ja 

𝐵(𝑠) ≠ 0. Näin ollen tätä tapausta ei ollut tämän tutkimuksen laajuuden kannalta tarkoi-

tuksenmukaista tutkia pidemmälle. 

Myös häiriöheräte tuotti tilanteen 𝑑𝑒𝑔 𝐷(𝑠) = 𝑑𝑒𝑔𝐶(𝑠).  Tässä tapauksessa oli kuitenkin 

mahdollista muokata säätövirheen Laplace-muunnosta alaluvussa 3.1 esitellyllä tavalla 

kaavan (27) muotoon, sillä ehdot deg 𝐵 = 0, deg 𝐴 > 0 ja deg 𝐷 ≥ 𝑑𝑒𝑔 𝐶 täyttyivät.  

Erosuureen Laplace-muunnos jaettiin viivemuuttujalla, jolloin osoittajasta saatiin viivee-

tön. Tämän jälkeen polynomit luettiin uudelleen ja todettiin, että ehdot deg 𝐵 < 𝑑𝑒𝑔 𝐴 ja 

deg 𝐷 < 𝑑𝑒𝑔 𝐶 täyttyivät. 

Seuraavaksi laskettiin polynomien 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) juuret. Näillä polynomeilla ei ole yhteisiä 

nollakohtia, joten ISE-kustannuksen täysi arvo voitiin laskea kaavan (19) avulla. Täten 

voitiin määritellä polynomit 𝐹(𝑠) ja 𝐺(𝑠) kaavojen (16) ja (17) mukaan. Polynomin 𝐹(𝑠) 

juuret laskettiin ja talletettiin omaan vektoriinsa. Polynomi myös derivoitiin muuttujan s 

suhteen.  

Muuttujan 𝑣𝑖𝑖𝑣𝑒 paikalle sijoitettiin tässä vaiheessa kaavan (2) mukainen eksponentti-

funktio. Nyt voitiin sijoittaa muuttujan s paikalle polynomin 𝐹(𝑠) juurivektori. Näin voitiin 

laskea erikseen polynomien 𝐺(𝑠), 𝐹′(𝑠) ja 𝐸(𝑠) kutakin 𝐹(𝑠):n juurta vastaavat arvot, ja 

tallettaa nämä arvot omiksi vektoreikseen. Hyödyntämällä vektoreiden alkiokohtaisia 

operaatioita laskettiin kaavan (19) mukainen summa.  Lopuksi symbolisten muuttujien 

tilalle sijoitettiin vuorotellen taulukon (3) mukaiset lukuarvot ja laskettiin kumpaakin arvo-

ryhmää vastaavat ISE-arvot. Koodi on esitetty liitteessä B. 
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4.2.2 Viiveellinen anturimalli 
 

Laskelmat toteutettiin pääasiassa samoilla menetelmillä kuin alaluvussa 4.2.1. Kaavojen 

(9) ja (11) mukaisten siirtofunktioiden ja siten kaavojen (12) ja (13) säätövirhefunktioiden 

määrittäminen ei eronnut viiveellisen prosessimallin tapauksesta. Myös polynomien 

𝐴(𝑠), 𝐵(𝑠), 𝐶(𝑠), 𝐷(𝑠), 𝐹(𝑠) ja 𝐺(𝑠) määrittäminen sekä polynomin 𝐹(𝑠) juurien laskemi-

nen ja tallettaminen onnistui identtisellä koodilla.  

Aste-ehdot 𝑑𝑒𝑔 𝐵 < 𝑑𝑒𝑔𝐴 ja 𝑑𝑒𝑔 𝐷 < 𝑑𝑒𝑔𝐶 täyttyivät sekä asetusarvo- että häiriöherät-

teellä. Häiriöherätteellä polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) ei ollut samoja juuria, joten ISE-arvo 

laskettiin kaavan (19) avulla kuten alaluvussa 4.1.1. 

Asetusarvoherätteellä 𝐴(𝑠)- ja 𝐶(𝑠)-polynomilla on yhteinen nollakohta 𝑠 = 0, joten tämä 

arvo poistettiin polynomin 𝐹(𝑠) juurivektorista ja käsiteltiin erikseen.  Kaavojen (20) ja 

(21) mukaiset  𝐴𝑑𝑖𝑣(𝑠) ja 𝐶𝑑𝑖𝑣(𝑠) johdettiin ja varmistettiin, että näillä ei ole yhteistä nol-

lakohtaa origossa. Tällaista nollakohtaa ei ole, jolloin voitiin muodostaa derivoidut poly-

nomit 𝐵′(𝑠) ja 𝐷′(𝑠) sekä laskea kaavan (21) mukainen nollajuuren vaikutus ISE-arvoon.  

Muiden polynomin 𝐹(𝑠) juurien vaikutus laskettiin kaavan (17) avulla, jonka jälkeen mää-

ritettiin kaavan (22) mukainen muoto ISE-kustannukselle. Symbolisten muuttujien tilalle 

sijoitettiin jälleen taulukon (3) ilmaisemat lukuarvot ja laskettiin vastaavat ISE-arvot. Koo-

dit on esitetty liitteessä C. 

4.3 Padé-approksimaatiomenetelmä 

Tämä alaluku käsittelee osion 3.2 esittelemän Padé-approksimaatioon perustuvan las-

kentamenetelmän toteutuksen.  Päämetodin toteutuksen mukaisesti käsiteltiin erikseen 

tapaukset, jossa viive on vuorottain anturissa ja prosessissa. Nämä tapaukset tutkittiin 

jälleen vaihdellen herätettä asetusarvosignaalista ulkoiseen häiriösignaaliin.  

Käyttämällä Control System Toolbox -lisäosaa määritettiin kaavojen (2–5) mukaiset 

funktiot käyttämällä taulukon (3) toisen sarakkeen arvoja. Käytettiin siis viivearvoja 𝑙 =

0,5 ja 𝑙 = 2. Viivefunktiolle muodostettiin toisen asteen Padé-approksimaatio kaavan (28) 

mukaisesti pade-funktiolla.  Tätä approksimaatiota käyttämällä muodostettiin kaavojen 

(9–11) mukaiset siirtofunktiot. Taulukossa (5) on esitelty saadut approksimaatiot. 
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 Asteiden 1–4 Padé-approksimaatiot eksponenttifunktiolle 

 𝑒−𝑙𝑠 kahdella viiveen esimerkkiarvolla. 

Aste Approksimaatio 

l = 0,5 l = 2 

1 −𝑠 + 4

𝑠 + 4
 

−𝑠 + 1

𝑠 + 1
 

2 𝑠2 − 12𝑠 + 48

𝑠2 + 12𝑠 + 48
 

𝑠2 − 3𝑠 + 3

𝑠2 + 3𝑠 + 3
 

3 −𝑠3 + 24𝑠2 − 240𝑠 + 960

𝑠3 + 24𝑠2 + 240𝑠 + 960
 

−𝑠3 + 6𝑠2 − 15𝑠 + 15

𝑠3 + 6𝑠2 + 15𝑠 + 15
 

4 𝑠4 − 40𝑠3 + 720𝑠2 − 6720𝑠 + 26880

𝑠4 + 40𝑠3 + 720s2 − 6720𝑠 + 26880
 

𝑠4 − 10𝑠3 + 45𝑠2 − 105𝑠 + 105

𝑠4 + 10𝑠3 + 45s2 − 105𝑠 + 105
 

 

Seuraavaksi muodostettiin piirin siirtofunktion ja säätövirheen Laplace-muunnokset dy-

naamisina systeemimalleina. Kaikilla systeemimalleista oli yksi napa-nollapari kohdassa 

𝑠 = 0. Tämä pari oli tarpeen supistaa pois, jotta säätövirhemalleille voitiin laskea 𝐻2-

normi norm-funktiolla. Napa-nollapari 𝑠 = 0 tarkoittaa, että siirtofunktion osoittajalla ja ni-

mittäjällä on oltava yhteinen tekijä 𝑠. Siirtofunktioiden osittajan ja nimittäjän kertoimet 

erotettiin vektoreihin tfdata-funktiolla [31]. Tämä funktio tallentaa kertoimet vektoriin si-

ten, että nollannen asteen termin kerroin on aina viimeisessä alkiossa. Poistamalla tämä 

alkio saatiin vektorit, joiden alkiot vastasivat yhtä astetta pienempien polynomien kertoi-

mia. Koska kaikissa tapauksissa 𝑠 oli sekä osoittajan että nimittäjän yhteinen tekijä, tämä 

asteen alentaminen vastasi napa-nollaparin 𝑠 = 0 supistamista. Viimeisen alkion poista-

minen onnistui sijoittamalla viimeisen alkion tilalle tyhjä vektori. Operaation syntaksi esi-

merkkivektorille pol oli pol(end)=[]. MATLAB-koodin ulkoasun yksinkertaistamiseksi 

supistamista varten koodattiin funktio supistaSys, joka esitellään liitteessä D. Lopuksi 

eri heräte- ja viivetapauksia vastaavat ISE-arvon approksimaatiot selvitettiin laskemalla 

𝐻2-normin neliö norm-funktion avulla. 

Laskelmat toistettiin viiveen korkeampiasteisilla Padé-approksimaatioilla, jotta voitiin tut-

kia tulosten tarkentumista. ISE-approksimaatio määritettiin identtisellä tavalla myös tau-

lukon (3) kolmannen sarakkeen arvoilla. Tarkentumista tapahtui 1., 2., ja 3. asteen ap-

proksimaatioilla, mutta 4. asteet muodot eivät enää tarkentaneet tuloksia merkittävästi. 

Koodit on esitetty liitteissä E ja F. 
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4.4 Parsevalin teoreemaan perustuva menetelmä 

Tämä osio esittää alaluvun 3.3 esittelemän metodin toteutuksen. Tässä tarkasteltiin erik-

seen viiveellinen prosessitapaus ja viiveellinen anturitapaus vuorotellen yksikköaskel-

muotoisilla asetusarvosignaalilla ja anturisignaalilla, kuten aikaisemmilla laskentamene-

telmillä. 

Parsevalin teoreeman toimivuuden kannalta oli tarpeen, että kaavojen (12) ja (13) ku-

vaamien Laplace-muunnosten navat olivat kompleksitasossa Im-akselin vasemmalla 

puolella, ja että muunnosten raja-arvo oli 0 muuttujan 𝑠 lähestyessä äärettömyyttä. Sym-

bolic Math Toolbox -operaatioilla johdettiin nämä kaavat kaikille tapauksille, joita kaavat 

(9–11) kuvaavat. Alaluvussa 4.1 tarkistettiin näiden olettamuksien paikkansapitävyys. 

Alaluvussa 4.1 todettiin myös, että säätövirheen Laplace-muunnoksella ei ole napaa Im-

akselilla, jos sen itseisarvo ei kasva rajatta, kun muuttuja s lähestyy pistettä 0 rajatta. 

Kaikissa tapauksissa raja-arvo suppeni johonkin äärelliseen arvoon, joten napoja ei ollut 

Im-akselilla. Niinpä Parsevalin teoreeman käyttö voitiin perustella. 

Tutkimuksessa luotiin joukko kulmataajuusarvoja laskemalla kaavan (14) avoimen sys-

teemin vaiheen ylimenokulmataajuus Control System Toolbox -lisäosan allmargin-ko-

mennolla [32]. Kulmataajuuksien lukumäärä ja maksimikulmataajuus valittiin selvästi yli-

menokulmataajuutta suuremmaksi. Kulmataajuudet tallennettiin omaan vektoriinsa ja 

muutettiin vastaaviksi 𝑠-arvoiksi kertomalla ne imaginääriyksiköllä. Seuraavissa vai-

heissa yksittäisten laskutoimitusten yksinkertaistamisen vuoksi oli tarpeellista laskea 

kaavojen (12) ja (13) säätövirheiden arvot vaihe vaiheelta kaavojen (2–11) avulla. 

 Kaavan (2) lausekkeella on napa kohdassa s = 0, jolloin kulmataajuuksien tarkastelua 

ei voitu aloittaa origosta, jolloin tarkasteltava taajuusalue tuli valita alkamaan erittäin pie-

nestä luvusta arvon 𝜔 = 0 sijaan. Tämä lisäsi menetelmän epätarkkuutta, mutta taajuus-

alueen alkupään ollessa riittävän lähellä nollaa, tätä virhettä voitiin pitää merkityksettö-

mänä. 

Lasketuille 𝑠-arvoille laskettiin kaavojen (12) ja (13) mukaiset säätövirheen Laplace-

muunnoksen arvot kaikissa viive- ja herätetapauksissa. Koska näin arvot saatiin talletet-

tua vektoreihin kulmataajuuksien tapaan, arvot voitiin neliöidä alkiokohtaisesti ja integ-

roida yhteen kulmataajuuksien suhteen trapz-funktiolla [33]. Taajuusalueen loppuarvoa 

ja kulmataajuusarvojen lukumäärää vaihdeltiin kokeellisesti, kunnes ISE-vertailuarvo ei 

enää lähestynyt päämetodilla määritettyä vastaavaa arvoa merkittävästi.  Laskelmat 

suoritetiin taulukon (3) toisen ja kolmannen sarakkeen arvoilla. Koodit on esitetty liit-

teessä G ja H. 
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4.5 Simulink-menetelmä 

Simulink-ympäristössä rakennettiin kuvien (2) ja (3) mukaiset piirimallit ja simuloitiin ISE-

kustannus taulukon (3) toisen ja kolmannen sarakkeen parametriarvoilla. Simulaation 

riittävän tarkkuuden varmistamiseksi ei voitu käyttää kaikkia simulaatiomallin oletusase-

tuksia. Tarkkuutta voitiin säätää tehokkaasti asetusten Relative tolerance ja Ab-

solute tolerance arvoja muuttamalla, kunnes simuloitu ISE-kustannus ei enää mer-

kittävästi lähestynyt päämenetelmän tuloksia. Taulukkoon (6) on koottu käytetyt asetuk-

set. 

 Käytetyt Simulink-simulaatioasetukset. 

Asetus Arvo 

Absolute tolerance 0,00001 
Relative tolerance 0,00001 
Max step size Auto 
Min step size Auto 
Initial step size Auto 
Start time 0 
End time 200 

 

4.6 Tulokset 

Päämenetelmän ja haastajamenetelmien tulokset taulukoitiin. Taulukkoon (7) on koottu 

nämä eri menetelmillä saavutetut tulokset 4 desimaalin tarkkuudella.   

 Pää- ja haastajamenetelmien tulokset. 

Menetelmä Arvosarja Viiveellinen 
prosessimalli, 

häiriöheräte 

Viiveellinen 
anturimalli, 

asetusarvohe-
räte 

Viiveellinen 
anturimalli, häi-

riöheräte 

Päämetodi Arvosarja 1 7,9187 2,1510 7,9187 

Arvosarja 2 13,6489 1,4327 13,6489 
Padé Arvosarja 1 7,9187 2,1510 7,9187 

Arvosarja 2 13,6489 1,4327 13,6489 
Parseval Arvosarja 1 7,9113 2,1509 7,9113 

Arvosarja 2 13,6428 1,4326 13,6428 
Simulink Arvosarja 1 7,9180 2,1470 7,8990 

Arvosarja 2 13,6700 1,4330 13,6700 

 

Tuloksien perusteella laskettiin vastaavien pää- ja haastajamenetelmäarvojen eron pro-

senttiosuus päämenetelmän arvosta. Taulukkoon (8) on koottu tulosten prosentuaaliset 

erot.  
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 Haastajatulosten prosentuaaliset erot suhteessa  
päämenetelmän tuloksiin. 

Menetelmä Arvosarja Viiveellinen 
prosessimalli, 

häiriöheräte 
(%) 

Viiveellinen 
anturimalli, 

asetusarvohe-
räte (%) 

Viiveellinen 
anturimalli, häi-

riöheräte (%) 

Padé Arvosarja 1 0 0 0 
Arvosarja 2 0 0 0 

Parseval Arvosarja 1 0,0934 0,0046 0,0934 
Arvosarja 2 0,0447 0,0070 0,0447 

Simulink Arvosarja 1 0,0088 0,1860 0,2488 

Arvosarja 2 0,1546 0,0209 0,1546 

 

Tuloksista nähdään, että haastajamenetelmien tuottamien arvojen ero päämenetelmään 

verrattuna ovat prosentin murto-osissa. Voidaan siis olettaa, että päämenetelmä ei ole 

metodisesti virheellinen eikä koodauksessa ole tapahtunut virheitä.  
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5. YHTEENVETO 

ISE-kustannus on hyödyllinen ja suosittu työväline, mutta sen laskeminen voi olla työ-

lästä erityisesti viiveellisissä tapauksissa. Tällaisiin tapauksiin on kuitenkin olemassa 

J.E. Marshallin, H. Góreckin, A. Korytowskin ja K. Waltonin kirjassa esitelty kustannus-

indeksin tarkka laskentatapa, jonka toteuttamista tämä työ tutki MATLAB-ohjelmiston 

työkaluilla PI-säätöpiirille askelherätteitä käyttäen.  

Tutkimus keskittyi tapauksiin, joissa viivealisysteemi oli osa joko prosessin mallia tai an-

turin mallia. Säätöpiirin herätteinä käytettiin vuorotellen PI-säätimelle syötettävää ase-

tusarvosignaalia ja prosessimallin herätteeseen summautuvaa häiriösignaalia. Kumpikin 

heräte oli yksikköaskelfunktio. 

 Säätöpiiri stabiloitiin mitoittamalla PI-säädin MATLAB-ohjelmiston Simulink-ympäris-

tössä rakennetun piirisimulaation avulla prosessi-, anturi- ja viivemallin parametrien eri 

arvoilla.  Kaikki tutkimuksessa erilaisista piirivariaatoista saadut tulokset laskettiin kum-

mallakin näistä arvosarjoista. 

Tutkimuksessa havaittiin, että menetelmä ei suoraan sovellu kaikkiin PI-säätöpiirimallei-

hin. Kun säätöpiirin ainoa heräte oli asetusarvosignaali prosessimallin ollessa viiveelli-

nen, eräät tärkeät määrittelyehdot eivät täyttyneet. Täten ISE-kustannuksen laskeminen 

kyseiselle tapaukselle ei ollut mahdollista. Samassa viivetapauksessa häiriöheräte johti 

samankaltaiseen tilanteeseen. Oli tarpeellista suorittaa säätövirhelausekkeen analyyt-

tista supistamista, jotta ehdot saatiin täytyttyä.   

Saaduille tuloksille laskettiin myös vertailuarvot arvioimalla ISE-kustannusta korvaamalla 

ei-rationaalinen viivesiirtofunktio rationaalisella Padé-approksimaatiolla, approksimoi-

malla ISE-lukua Parseval-integraalin perusteella ja simuloimalla äärellisen aikavälin kus-

tannus Simulink-työkaluilla.  Arviot erot päämenetelmään nähden pysyivät prosentin sa-

dasosissa. Marshallin, Góreckin, Korytowskin ja Waltonin esittelemää menetelmää voi-

taneen siis pitää käytännöllisenä ja tarkkana tapana ISE-kustannuksen määrittämiseen 

useimmilla viiveellisillä säätöpiirimalleilla. Niinpä voidaan sanoa, että kirjan kaavat ovat 

pätevät, kirjan teoria tulkittiin oikein tässä työssä ja MATLAB-koodaus tehtiin oikein. 
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LIITE A: SÄÄTÖVIRHEESEEN LIITYVIEN 
OLETUSTEN VERIFIONTI 

Tässä liitteessä esitellään kaksi MATLAB-koodia. Ensimmäinen koodi varmistaa, että 

säätövirheen Laplace-muunoksen arvot suppenevat lukuun 0 muuttujan 𝑠 lähestyessä 

äärettömyyttä. Koodi määrittelee tämän siirtofunktion kaikilla tämän työn tarkastelemilla 

säätöpiirin konfiguraatioilla symbolisten muuttujien avulla. Tämän jälkeen lasketaan ha-

luttu raja-arvo muuttujien kumpaakin arvosarjaa vastaavilla arvoilla. 

clear all 
 
syms s K tau h Kp Ki l 
 
S = Kp+Ki/s; 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
L = exp(-l*s); 
Rasetus = 1/s; 
Rhairio = 1/s; 
 
L = exp(-l*s); % Viiveen Laplace-muunnos 
Rasetus = 1/s; % asetusarvon Laplace-muunnos 
Rhairio = 1/s; % Häiriön Laplace-muunnos 
 
S = Kp+Ki/s; % Säätimen siirtofunktio 
P = K/(tau*s+1); % Prosessin siirtofunktio 
H = 1/(h*s+1); % Anturin siirtofunktio 
 
% Asetusarvosignaali herätteenä, viive prosessissa: 
 
% Muodostetaan asetusarvoherätteen ja säätövirheen 
% Siirtofunktiot. 
Tasetus = L*P*S/(1+L*P*S*H); 
E1 = Rasetus*(1-Tasetus) 
 
% Häiriö herätteenä, viive prosessissa: 
 
Thairio = P*L/(1+S*P*L*H); 
E2 = -Rhairio*Thairio 
 
% Asetusarvosignaali herätteenä, viive anturissa: 
 
Thairio = S*P/(1+S*P*H*L); % Ohjaussignaalin 
% siirtofunktio 
E3 = Rasetus*(1-Thairio) % Säätövirhefunktio 
 
% Häiriösignaali herätteenä, viive anturissa: 
 
Thairio = P/(1+S*P*H*L); 
E4 = -Rhairio*Thairio 
 
 
% Tutkikaan E(s):n suppenemista nollaan eri parametriarvoilla  
% (sijoitetaan arvot, koska nyt MATLABIN helpompi laskea), kun s->0: 
paramsym = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
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paramval1 = [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5]; 
paramval2 = [0.405714626587177, 0.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2]; 
 
limit(subs(E1, paramsym,paramval1),s,inf) 
limit(subs(E1, paramsym,paramval2),s,inf) 
 
limit(subs(E2, paramsym,paramval1),s,inf) 
limit(subs(E2, paramsym,paramval2),s,inf) 
 
limit(subs(E3, paramsym,paramval1),s,inf) 
limit(subs(E3, paramsym,paramval2),s,inf) 
 
limit(subs(E4, paramsym,paramval1),s,inf) 
limit(subs(E4, paramsym,paramval2),s,inf) 
 
% E suppenee nollaan kaikissa tutkituissa tapauksissa. 
 
 

Toinen koodi varmistaa, että säätövirheen Laplace-muunnoksen navat sijaitsevat komp-

leksitasossa Im-akselin vasemmalla. Tämä koodi perustuu J.E. Marshallin, H. Góreckin, 

A Korytowskin ja K. Waltonin kirjassaan esiteltyyn menetelmään. Tässä on esitelty pel-

kästään arvosarjaa 1 koskeva koodi, sillä arvosarjalla 2 koodi toimii täysin samalla ta-

valla. Löydökset ovat samoja, vain lukuarvot vaihtelevat. Tämä koodi käy läpi kuitenkin 

kaikki herätteen ja viiveen sijainnin yhdistelmät. Koodi määrittelee tarvittavat siirtofunktiot 

ja polynomit ensin symbolisten muuttujien avulla. Näin saadaan määritettyä sievät tulok-

set, joihin voidaan helposti sijoittaa lukuarvot. Koodi selvittää polynomien A ja C asteet 

ja määrittää säätövirheen Laplace-muunnoksen viiveettömän nimittäjän ja ratkaisee tä-

män juuret. Seuraavaksi koodi määrittää W-polynomin ja ratkaisee tämän juuret. Juuria 

on kaikissa tapauksissa vain yksi positiivinen. Niinpä koodi laskee tätä juurta vastaavan 

viiveen arvon, josta lähtien systeemi on epästabiili. Kaikissa tapauksissa huomataan, 

että tutkimuksessa käytetyn viiveen arvot ovat stabiililla alueella. Osassa tapauksista 

koodi määrittää vain polynomit A ja C koska tällöin huomataan, että ne ovat samat kuin 

ensimmäisessä tapauksessa. Tällöin laskeminen olisi identtistä ja päästäisiin samoihin 

lopputuloksiin, jolloin napaehto täyttyy jo tällä polynomien samankaltaisuudella.  

% Arvosarja 1 
clear all 
syms s viive w w2 Kp Ki K tau h l 
 
% Määritellään ensin parametrit symbolisina muuttujina 
% ja sijoitetaan niiden oikeat arvot vasta, kun polynomit 
% A ja C on selvitetty. Tämä selkeyttää MATLABin 
% tulosteita ja tekee tuloksista mukavampia seurata. 
% Vektorit sijoituksia helpottamaan: 
paramsym = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
paramval1 = [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5]; 
 
% Määritetään säädin, prosessi, anturi ja herätteet: 
S = Kp+Ki/s; 
P = K/(tau*s+1); 
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H = 1/(h*s+1); 
Rasetus = 1/s; 
Rhairio = 1/s; 
 
% Asetusarvo herätteenä, viive prosessissa: 
 
% Muodostetaan asetusarvoherätteen ja säätövirheen 
% siirtofunktiot. 
Tasetus = viive*P*S/(1+viive*P*S*H); 
E = collect(Rasetus*(1-Tasetus),viive) 
[num,den] = numden(E); 
 
% A- ja C-polynomit 
A = subs(den, viive, 0) 
C = diff (den, viive) 
A = subs(A, paramsym, paramval1) 
C = subs(C, paramsym, paramval1) 
 
polynomialDegree(A) 
polynomialDegree(C) 
% A:n aste on C:n astetta suurempi.  
 
% Navat viiveettömässä tapauksessa. 
vpa(solve(A + C == 0)) 
% Kaikki navat ovat Im-akselin vasemmalla puolella. 
 
% W-polynomi 
Aiw = subs(A,s,i*w); 
Aiwm = subs(A,s,-i*w); 
Ciw = subs(C,s,i*w); 
Ciwm = subs(C,s,-i*w); 
W = simplify(Aiw*Aiwm-Ciw*Ciwm); 
W = subs(W,w^2, w2); % Esitetään w^2:n 
% eksponentteina. 
 
% Ratkaistaan W:n w^2-juuret: 
Wjuuret = vpa(solve(W==0, w2)) 
% Yksi positiivinen juuri, joka ainoana sellaisena  
% aiheuttaa epästabiiliuden. 
w0 = sqrt(Wjuuret(2)) % Vain positiiviset w 
% ovat kiinnostavia. 
 
% Määritetään tätä juurta vastaavat h: 
coslw1 = real(-subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0)) 
sinlw2 = imag(subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0)) 
lw1 = acos(coslw1) 
lw2 = asin(sinlw2) 
% Merkitään lw1=lw2=lw. Nyt viive  
% l = (lw + 2*pi*n)/w, kun n = 0, 1, 2,... . 
% Ensimmäiset juuret siirtyvät Im-askelin vasemmalta  
% puolelta oikealle, kun 
% n = 0. Siis stabiiliusalue on 0 <= l < lw/w0. 
l = lw1/w0 % käytetään tässä lw1, koka lw = lw1 = lw2. 
% Saatu arvo on suurempi kuin arvosarjan 1  
% viiveen arvo 0.5, jolloin kaikki navat ovat 
% Im-akselin vasemmalla puolella. 
 
% Asetusarvo herätteenä, viive anturissa: 
% Merkitään ensin viivettä muuttujalla "viive", 
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% jotta A- ja C-polynomien lukeminen helpottuu. 
Tasetus = P*S/(1+viive*P*S*H); 
E = collect(Rasetus*(1-Tasetus), viive) 
 
[num, den] = numden(E); 
% A- ja C-polynomit 
A = subs(den, viive, 0) 
C = diff (den, viive) 
A = subs(A, paramsym, paramval1) 
C = subs(C, paramsym, paramval1) 
 
% Polynomien asteet 
polynomialDegree(A) 
polynomialDegree(C) 
% A:n aste on C:n astetta suurempi.  
 
% Navat viiveettömässä tapauksessa. 
vpa(solve(A + C == 0)) 
% Yksi napa origossa.  
 
% Muodostetaan W-polynomi: 
Aiw = subs(A,s,i*w); 
Aiwm = subs(A,s,-i*w); 
Ciw = subs(C,s,i*w); 
Ciwm = subs(C,s,-i*w); 
W = simplify(Aiw*Aiwm-Ciw*Ciwm); 
W = subs(W,w^2, w2); % Esitetään w^2:n 
% eksponentteina. 
 
% Ratkaistaan W:n juuret: 
Wjuuret = vpa(solve(W==0, w2)) % Kohdat w=0 (eli s=0)  
% voidaan sivuutaa. 
w0 = sqrt(Wjuuret(3)) % Vain positiiviset juuret 
% ovat kiinnostavia. 
 
% Määritetään tätä juurta vastaavat h: 
coslw1 = real(-subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0)); 
sinlw2 = imag(subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0)); 
lw1 = acos(coslw1) 
lw2 = asin(sinlw2) 
% Merkitään lw1=lw2=lw. Nyt viive  
% l = (lw + 2*pi*n)/w, kun n = 0, 1, 2,... . 
% Ensimmäiset juuret siirtyvät Im-askelin vasemmalta  
% puolelta oikealle, kun 
% n = 0. Siis stabiiliusalue on 0 <= l < lw/w0. 
l = lw1/w0 % käytetään tässä lw1, koka lw = lw1 = lw2. 
% Saatu arvo on suurempi kuin arvosarjan 1  
% viiveen arvo 0.5, jolloin kaikki navat ovat 
% Im-akselin vasemmalla puolella. 
 
% Häiriö herätteenä, viive prosessissa: 
 
% Merkitään viivettä muuttujalla "viive", 
% jotta A- ja C-polynomien määrittäminen helpottuu. 
Thairio = simplifyFraction(P*viive/(1+S*P*viive*H)); 
E = collect(-Rhairio*Thairio, viive); 
[num, den] = numden(E); 
% A- ja C-polynomit 
A = subs(den, viive, 0) 
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C = diff (den, viive) 
A = subs(A, paramsym, paramval1) 
C = subs(C, paramsym, paramval1) 
% Saavutaan samoihin A ja C kuin asetusarvioherätteen 
% viiveellisen prosessin kanssa. Niinpä 
% myös tämä tapaus on stabiili aikaisemman laskennan 
% perusteella. 
 
% Häiriö herätteenä, viive anturissa: 
 
% Merkitään viivettä muuttujalla "viive", 
% jotta A- ja C-polynomien määrittäminen helpottuu. 
Thairio = simplifyFraction(P/(1+S*P*viive*H)); 
E = collect(-Rhairio*Thairio, viive); 
[num, den] = numden(E); 
% A- ja C-polynomit 
A = subs(den, viive, 0) 
C = diff (den, viive) 
A = subs(A, paramsym, paramval1) 
C = subs(C, paramsym, paramval1) 
% Saavutaan samoihin A ja C kuin asetusarvioherätteen 
% viiveellisen prosessin kanssa. Niinpä 
% myös tämä tapaus on stabiili aikaisemman laskennan 
% perusteella. 
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LIITE B: ISE-KUSTANNUKSEN TARKAN 
LASKENTAMETODIN MATLAB-KOODIT 
VIIVEELLISEN PROSESSIN TAPAUKSESSA 

Tässä liitteessä esitellään MATLAB-koodit, jotka laskevat tarkan arvon ISE-kustannuk-

selle. Koodit pohjautuvat J.E. Marshallin, H. Góreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin kir-

jassaan esiteltyyn menetelmään. Ensimmäiseksi esitellään koodi asetusarvoherätteen 

tapauksessa. Koodi selvittää erosuureen siirtofunktion, märittää sen perusteella tarvitta-

vat polynomit 𝐴(𝑠), 𝐵(𝑠), 𝐶(𝑠) ja 𝐷(𝑠) ja laskee polynomien asteet. Tässä tapauksessa 

saatiin sellaiset polynomit, joilla päämetodi ei tuota tarkkaa ISE-arvoa, joten tarkastelu 

jätettiin kesken. 

% Viive prosessin yhteydessä, herätteenä asetusarvo.  
clear all 
 
syms s K tau h viive Kp Ki l 
 
% Määritetään prosessin ja anturin siirtofunktiot sekä asetusarvon 
% askelheräte. 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
Rasetus = 1/s; 
 
% PI-säätimen siirtofunktio on: 
S = Kp + Ki/s; 
 
% Asetusarvon siirtofunktio: 
Tasetus = viive*P*S/(1+viive*P*S*H); 
 
% Säätövirhe: 
E = collect(Rasetus-Rasetus*Tasetus, viive); 
[num,den] = numden(E); 
 
B = subs(num, viive, 0); 
D = diff(num, viive); 
A = subs(den, viive, 0); 
C = diff (den, viive); 
 
% Tarkistetaan, onko A.lla ja C:llä samoja juuria. 
Ajuuret = solve(A == 0,s); 
Cjuuret = solve(C == 0,s); 
 
% A:lla ja C:llä Ei yhteisiä nollakohtia. 
 
% Tarkistetaan polynomien asteet: 
DegA = polynomialDegree(A,s) 
DegB = polynomialDegree(B,s) 
DegC = polynomialDegree(C,s) 
DegD = polynomialDegree(D,s) 
% Ehto deg(B)<deg(A) täyttyy, mutta deg(D)<Deg(C) ei. Ei jatketa tätä 
% tapausta pidemmälle. 
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Toiseksi esitellään koodi häiriöherätteen tapauksessa. Koodi selvittää erosuureen siirto-

funktion, märittää sen perusteella tarvittavat polynomit 𝐴(𝑠), 𝐵(𝑠), 𝐶(𝑠) ja 𝐷(𝑠) ja laskee 

niiden asteet. Polynomien aste-ehto 𝑑𝑒𝑔 𝐷 < 𝑑𝑒𝑔 𝐶 ei täyty, mutta koodi muokkaa 

erosuureen funktiota ja määrittää polynomit uudestaan niin, että päämetodi pysyy päte-

vänä. Koodi laskee myös polynomien 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) juuret, polynomit 𝐹(𝑠) ja 𝐺(𝑠), poly-

nomin 𝐹(𝑠) juuret ja ISE-kustannuksen näiden juurien perusteella säätöpiirin paramet-

rien eri arvoilla. 

% Viive prosessin yhteydessä, herätteenä häiriö.  
clear all 
 
syms s K tau h viive Kp Ki l 
 
% Määritetään prosessin ja anturin siirtofunktiot sekä häiriön 
%  askelheräte. 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
Rhairio = 1/s; 
 
% PI-säätimen siirtofunktio on: 
S = Kp + Ki/s; 
 
% Ulkoisen häiriön siirtofunktio: 
Thairio = viive*P/(1+viive*S*P*H); 
 
% Säätövirhe: 
E = collect(-Rhairio*Thairio, viive); 
[num,den] = numden(E); 
 
% A, B, C ja D-polynomit: 
B = subs(num, viive, 0); 
D = diff(num, viive); 
A = subs(den, viive, 0); 
C = diff (den, viive); 
 
% Tarkistetaan polynomien asteet. 
DegA = polynomialDegree(A,s) 
DegB = polynomialDegree(B,s) 
DegC = polynomialDegree(C,s) 
DegD = polynomialDegree(D,s) 
 
% Aste-ehto deg(D)<Deg(C) ei täyty, mutta koska deg(A)>0 ja B=0, 
% voidaan viive supistaa E:n osoittajasta pois. 
 
E = collect(-Rhairio*Thairio/viive, viive); 
[num,den] = numden(E); 
 
% Luetaan A, B, C ja D-polynomit uudelleen: 
B = subs(num, viive, 0); 
D = diff(num, viive); 
A = subs(den, viive, 0); 
C = diff (den, viive); 
 
% Tarkistetaan polynomien asteet uudelleen. 
DegA = polynomialDegree(A,s) 
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DegB = polynomialDegree(B,s) 
DegC = polynomialDegree(C,s) 
DegD = polynomialDegree(D,s) 
% Ehdot deg(B)<deg(A) ja deg(D)<Deg(C) täytyvät. 
 
% Tarkistetaan, onko A:lla ja C:llä yhteisiä juuria. 
rootsA = solve(A == 0,s) 
rootsC = solve(C == 0,s) 
% A:lla ja C:llä Ei samoja nollakohtia. 
 
% Muodostetaan F ja G: 
Am = subs(A, s, -s); 
Bm = subs(B, s, -s); 
Cm = subs(C, s, -s); 
Dm = subs(D, s, -s); 
 
F = A*Am-C*Cm; 
G = A*Bm-C*Dm; 
 
% Derivoidaan F myöhempiä laskuja varten: 
dF = diff(F,s); 
 
% Selvitetään F:n juuret 
um = solve(F == 0, s); 
 
% Juuria u vastaavat polynomien arvot: 
E = subs(E, viive, exp(-s*l)) % Sijoitetaan viiveen Laplace-muoto 
% muuttujan tilalle. 
Eum = subs(E, s, um); 
dFum = subs(dF, s, um); 
Gum = subs(G, s, um); 
 
% Näin saadaan symbolinen ISE: 
J = -sum(Gum./dFum.*Eum) 
 
% Lasketaan ISE:n lukuarvo (arvosarjat 1 ja 2). 
 
% vektorit sijoituksia helpottamaan: 
paramsym = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
paramval1 = [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5]; 
paramval2 = [0.405714626587177, 0.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2]; 
 
% ISE:n lukuarvo: 
J1 = subs(J, paramsym, paramval1); 
J1 = vpa(J1) 
J2 = subs(J, paramsym, paramval2); 
J2 = vpa(J2) 
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LIITE C: ISE-KUSTANNUKSEN TARKAN 
LASKENTAMETODIN MATLAB-KOODIT 
VIIVEELLISEN ANTURIN TAPAUKSESSA 

Tässä liitteessä esitellään MATLAB-koodit, jokta laskevat tarkan arvon ISE-kustannuk-

selle. Koodit pohjautuvat J.E. Marshallin, H. Góreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin kir-

jasaan esiteltyyn menetelmään. Ensimmäiseksi esitellään koodi asetusarvoherätteen ta-

pauksessa. Koodi selvittää erosuureen siirtofunktion, märittää sen perusteella tarvittavat 

polynomit 𝐴(𝑠), 𝐵(𝑠), 𝐶(𝑠) ja 𝐷(𝑠) ja laskee polynomien asteet. Koodi laskee myös po-

lynomien 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) juuret, polynomit 𝐹(𝑠) ja 𝐺(𝑠), polynomin 𝐹(𝑠) juuret ja ISE-kus-

tannuksen näiden juurien perusteella tutkitun säätöpiirin parametrien eri arvoilla. Koska 

polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) ilmeni yhteisiä juuria, koodi laskee näitä juuria vastaavan ISE-

kustannuksen erikseen. 

% Viive anturin yhteydessä, herätteenä asetusarvo 
clear all 
 
syms s K tau h viive Kp Ki l 
 
% Määritetään prosessin ja anturin siirtofunktiot. 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
Rasetus = 1/s; 
 
 
% PI-säätimen siirtofunktio on: 
S = Kp + Ki/s; 
 
% Asetusarvon siirtofunktio: 
Tasetus = P*S/(1+viive*P*S*H); 
 
% Säätövirhe: 
E = collect(Rasetus-Rasetus*Tasetus, viive) 
[num,den] = numden(E); 
 
B = subs(num, viive, 0); 
D = diff(num, viive); 
A = subs(den, viive, 0); 
C = diff (den, viive); 
 
% Tarkistetaan, onko A.lla ja C:llä samoja juuria. 
rootsA = solve(A == 0,s) 
rootsC = solve(C == 0,s) 
% A:lla ja C:llä on yksinkertainen yhteinen juuri 0. 
u0 = 0; 
 
% Tarkistetaan polynomien asteet: 
DegA = polynomialDegree(A,s) 
DegB = polynomialDegree(B,s) 
DegC = polynomialDegree(C,s) 
DegD = polynomialDegree(D,s) 
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% Ehdot deg(B)<deg(A) ja deg(D)<Deg(C) täyttyvät. 
 
% Muodostetaan F ja G: 
Am = subs(A, s, -s); 
Bm = subs(B, s, -s); 
Cm = subs(C, s, -s); 
Dm = subs(D, s, -s); 
 
F = A*Am-C*Cm; 
G = A*Bm-C*Dm; 
 
% Derivoidaan F myöhempiä laskuja varten: 
dF = diff(F,s); 
 
% Selvitetään F:n juuret. 
Fjuuret = solve(F == 0, s); 
% Poistetaan A:n ja C:n yhteinen juuri 
um = Fjuuret(Fjuuret ~= u0); 
 
% Juuria u vastaavat polynomien arvot: 
E = subs(E, viive, exp(-s*l)) % Sijoitetaan viiveen Laplace-muoto 
% muuttujan tilalle. 
Eum = subs(E, s, um); 
dFum = subs(dF, s, um); 
Gum = subs(G, s, um); 
 
 
% Juurien u kontirbuutio ISE:hen: 
Jum = -sum(Gum./dFum.*Eum); 
 
% Käsitellään A:n ja C:n yhteisen juuren kontribuutio. 
% A:lla ja C:llä on yksi yhteinen juuri, joka on nolla. 
% Määritetään tarvittavat termit: 
Adiv = simplify(A/s); 
Cdiv = simplify(C/s); 
dB = diff(B,s); 
dD = diff(D,s); 
 
% Sijoitetaan u0: 
B0 = subs(B,s,u0); 
dB0 = subs(dB,s,u0); 
dD0 = subs(dD,s,u0); 
Adiv0 = subs(Adiv,s,u0); 
Cdiv0 = subs(Cdiv,s,u0); 
 
% yhteisen nollajuuren kontribuutio: 
Ju0 = B0*(dB0+dD0+l*B0)/(Adiv0^2-Cdiv0^2)  
 
% Lasketaan ISE:n lukuarvo (arvosarjat 1 ja 2). 
 
% vektorit sijoituksia helpottamaan: 
paramsym1 = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
paramval1 = [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5]; 
paramsym2 = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
paramval2 = [0.405714626587177, 0.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2]; 
 
% ISE:n lukuarvo: 
Jum0 = Jum+Ju0; 
J1 = subs(Jum0, paramsym1, paramval1); 
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J1 = vpa(J1) 
J2 = subs(Jum0, paramsym2, paramval2); 
J2 = vpa(J2) 
 
 

Seuraava koodi käsittelee häiriöherätetapauksen. Koodi laskee ISE-kustannuksen kuten 

edellä, mutta nyt polynomeilla 𝐴(𝑠) ja 𝐶(𝑠) ei ole yhteisiä juuria.  

% Viive anturin yhteydessä, herätteenä häiriö  
clear all 
 
syms s K tau h viive Kp Ki l 
 
% Määritetään prosessin ja anturin siirtofunktiot. 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
Rhairio = 1/s; 
 
% PI-säätimen siirtofunktio on: 
S = Kp + Ki/s; 
 
% Ulkoisen häiriön siirtofunktio: 
Thairio = P/(1+viive*S*P*H); 
 
% Säätövirhe: 
E = collect(-Rhairio*Thairio, viive) % Kerätään osoittajasta ja 
% nimittäjästä viiveen kertoimet selkeämpään muotoon. 
[num,den] = numden(E); % Erotetaan osoittaja ja nimittäjä. 
 
% A, B, C ja D-polynomit: 
B = subs(num, viive, 0); 
D = diff(num, viive); 
A = subs(den, viive, 0); 
C = diff (den, viive); 
 
% Tarkistetaan, onko A:lla ja C:llä yhteisiä juuria. 
rootsA = solve(A == 0,s) 
rootsC = solve(C == 0,s) 
% A:lla ja C:llä ei ole yhteisiä juuria. 
 
% Tarkistetaan polynomien asteet. 
DegA = polynomialDegree(A,s) 
DegB = polynomialDegree(B,s) 
DegC = polynomialDegree(C,s) 
DegD = polynomialDegree(D,s) 
% Ehdot deg(B)<deg(A) ja deg(D)<Deg(C) täytyvät. 
 
% Muodostetaan F ja G: 
Am = subs(A, s, -s); 
Bm = subs(B, s, -s); 
Cm = subs(C, s, -s); 
Dm = subs(D, s, -s); 
 
F = A*Am-C*Cm 
G = A*Bm-C*Dm 
 
% Derivoidaan F myöhempiä laskuja varten: 
dF = diff(F,s); 
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% Selvitetään F:n juuret 
um = solve(F == 0, s); 
 
% Juuria u vastaavat polynomien arvot: 
E = subs(E, viive, exp(-s*l)) % Sijoitetaan viiveen Laplace-muoto 
% muuttujan tilalle. 
Eum = subs(E, s, um); 
dFum = subs(dF, s, um); 
Gum = subs(G, s, um); 
 
% Näin saadaan symbolinen ISE: 
J = -sum(Gum./dFum.*Eum); 
 
% Lasketaan ISE:n lukuarvo (arvosarjat 1 ja 2). 
 
% Vektorit sijoituksia helpottamaan: 
paramsym1 = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
paramval1 = [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5]; 
paramsym2 = [Kp, Ki, K, tau, h, l]; 
paramval2 = [0.405714626587177, 0.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2]; 
 
% ISE:n lukuarvot: 
J1 = subs(J, paramsym1, paramval1); 
J1 = vpa(J1) 
J2 = subs(J, paramsym2, paramval2); 
J2 = vpa(J2) 
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LIITE D: FUNKTIO YHTEISEN TEKIJÄN S 
SUPISTAMISEKSI SIIRTOFUNKTIO-OBJEKTIN 
OSOITTAJASTA JA NIMITTÄJÄSTÄ 

Tämä liite esittelee funktion supistaSys-funktion, joka koodattiin tätä työtä varten ratio-

naalisen säätövirheen Laplace-muunnoksen napa-nollaparin 𝑠 = 0 supistamiseksi. Täl-

lainen napa-nollapari tarkoittaa, että siirtofunktion osoittajalla ja nimittäjällä on yhteinen 

tekijä 𝑠, jolloin kummallakin on nollannen asteen termin kerroin 0. Funktiota kutsutaan 

antamalla sille täyttävä parametrina tämän ehdon täyttävä Control System Toolbox -li-

säosalla määritetty siirtofunktiomalli. Funktio erottaa mallin osoittajan ja nimittäjän ker-

toimet vektoreihin. MATLAB tallentaa nollannen asteen kertoimen vektorin viimeiseen 

alkioon. Funktio poistaa tämän alkion, jolloin vektoreiden alkiot vastaavat yhtä astetta 

pienempien polynomien kertoimia. Kyseinen operaatio vastaa osoittajan ja nimittäjän yh-

teisen tekijän 𝑠 supistamista. Lopuksi funktio määrittää supistetun siirtofunktio-objektin 

kerroinvektoreiden avulla. 

function sys_redu=supistaSys(sys) 
% Rationaalisen siirtofunktio-objektin sys napa-nollaparin s=0 supistaminen 
% Funktiokutsu: 
% supistaSys(sys) 
 
% Luetaan siirtofunktio-objektin osoittajan ja nimittäjän kertoimet 
% vektoreiksi: 
 
[oso nim] = tfdata(sys,'v'); 
 
% Poistetaan vektoreista nollannen asteen termien kertoimet. Tämä 
% vastaa osoittajasta ja nimittäjästä yhteisen tekijän s supistamista. 
oso(end) = []; 
nim(end) = []; 
 
% Muodostetaan uusi, supistettu siirtofunktio-objekti: 
sys_redu = tf(oso, nim); 
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LIITE E: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN 
PADÉ-APPROKSIMAATION AVULLA 
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN 
PROSESSIN TAPAUKSESSA 

Tämä liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Padé-ap-

proksimaation avulla, kun prosessimalli on viiveellinen. Tämä liite sisältää laskennan 

vain osalla tutkitun säätöpiirin parametrien arvoista, sillä näistä arvoista riippumatta 

koodi pysyy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuar-

vot vaihtuisivat. 

 Koodi laskee ISE-kustannusarvion häiriöherätteelle. Koodi määrittää viiveen eksponent-

tifunktiolle 1., 2., 3. ja 4. asteen Padé-approksimaatiot, määrittää säätövirheen siirtofunk-

tion näiden approksimaatioiden avulla ja laskee ISE-kustannusarvion 𝐻2-normin neliönä. 

% Viive anturissa, arvosarja 1 
clear all 
s = tf('s'); 
 
% Määritetään parametrit: 
K = 2; % Prosessin DC-vahvistus 
tau = 10; % Prosessin aikavakio  
l = 0.5; % Sisäinen viive 
h = 5; % Anturin aikavakio 
Kp = 0.953731971393876; % Säätimen proportionaalivahvistus 
Ki = 0.0656346443185536; % Säätimen integraalivahvistus 
L = exp(-l*s); % Viive 
 
% Tehdään viiveen 1., 2., 3., ja 4. asteen Padé-approksimaatiot. 
Lp1 = pade(L,1); 
Lp2 = pade(L,2);  
Lp3 = pade(L,3); 
Lp4 = pade(L,4); 
 
% Määritetään säädin, prosessi, anturi ja herätteet: 
S = Kp+Ki/s; 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
Rasetus = 1/s; 
Rhairio = 1/s; 
 
% Lasketaan ISE 1. asteen approksimaatiolla: 
 
Thairio = feedback(series(Lp1, P), series(H, S)); % Häiriön siirtofunktio 
 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
% säätövirhe 
 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
 
 
% Toistetaan tarkastelu 2. asteen approksimaatolla. 
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Thairio = feedback(series(Lp2, P), series(H, S)); % Häiriön siirtofunktio 
 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
% säätövirhe 
 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
 
 
% Toistetaan tarkastelu 3. asteen approksimaatolla. 
 
Thairio = feedback(series(Lp3, P), series(H, S)); % Häiriön siirtofunktio 
 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
% säätövirhe 
 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
 
% Toistetaan tarkastelu 4. asteen approksimaatolla. 
 
Thairio = feedback(series(Lp4, P), series(H, S)); % Häiriön siirtofunktio 
 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
% säätövirhe 
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LIITE F: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN 
PADÉ-APPROKSIMAATION AVULLA 
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN 
ANTURIN TAPAUKSESSA 

Tämä liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Padé-ap-

proksimaation avulla, kun prosessimalli on viiveellinen. Tämä liite sisältää laskennan 

vain osalla tutkitun säätöpiirin parametrien arvoista, sillä näistä arvoista riippumatta 

koodi pysyy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuar-

vot vaihtuisivat. 

Koodi laskee ISE-kustannusarvion häiriöherätteelle ja asetusarvoherätteelle. Koodi 

määrittää viiveen eksponenttifunktiolle 1., 2., 3. ja 4. asteen Padé-approksimaatiot, mää-

rittää säätövirheen siirtofunktion näiden approksimaatioiden avulla ja laskee ISE-kustan-

nusarvion 𝐻2-normin neliönä. 

% Viive anturissa, arvosarja 1 
clear all 
s = tf('s'); 
 
% Määritetään parametrit: 
K = 2; % Prosessin DC-vahvistus 
tau = 10; % Prosessin aikavakio  
l = 0.5; % Sisäinen viive 
h = 5; % Anturin aikavakio 
Kp = 0.953731971393876; % Säätimen proportionaalivahvistus 
Ki = 0.0656346443185536; % Säätimen integraalivahvistus 
L = exp(-l*s); % Viive 
 
% Tehdään viiveen 1., 2., 3., ja 4. asteen Padé-approksimaatiot. 
Lp1 = pade(L,1) 
Lp2 = pade(L,2) 
Lp3 = pade(L,3) 
Lp4 = pade(L,4) 
 
 
% Määritetään säädin, prosessi, anturi ja herätteet: 
S = Kp+Ki/s; 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
Rasetus = 1/s; 
Rhairio = 1/s; 
 
% Lasketaan ISE:t 1. asteen approksimaatiolla: 
 
Tasetus = feedback(series(S,P),series(Lp1, H)); % Asetusarvon siirtofunktio 
Thairio = feedback(P,series(S,series(Lp1, H))); % Häiriön siirtofunktio 
 
Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama 
% säätövirhe 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
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% säätövirhe 
 
Jasetus = norm(Easetus)^2 % Asetusarvovasteen ISE 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
 
 
% Toistetaan tarkastelu 2. asteen approksimaatiolla. 
 
Tasetus = feedback(series(S,P),series(Lp2, H)); % Asetusarvon siirtofunktio 
Thairio = feedback(P,series(S,series(Lp2, H))); % Häiriön siirtofunktio 
Easetus = series(Rasetus, 1-Tasetus); 
Ehairio = series(Rhairio, -Thairio); 
 
Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama 
% säätövirhe 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
% säätövirhe 
 
Jasetus = norm(Easetus)^2 % Asetusarvovasteen ISE 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
 
 
% Toistetaan tarkastelu 3. asteen approksimaatiolla. 
 
Tasetus = feedback(series(S,P),series(Lp3, H)); % Asetusarvon siirtofunktio 
Thairio = feedback(P,series(S,series(Lp3, H))); % Häiriön siirtofunktio 
 
Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama 
% säätövirhe 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama säätö-

virhe 
 
Jasetus = norm(Easetus)^2 % Asetusarvovasteen ISE 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
 
 
% Toistetaan tarkastelu 4. asteen approksimaatiolla. 
 
Tasetus = feedback(series(S,P),series(Lp4, H)); % Asetusarvon siirtofunktio 
Thairio = feedback(P,series(S,series(Lp4, H))); % Häiriön siirtofunktio 
 
Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama 
% säätövirhe 
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Häiriön tuottama  
% säätövirhe 
 
Jasetus = norm(Easetus)^2 % Asetusarvovasteen ISE 
Jhairio = norm(Ehairio)^2 % Häiriövasteen ISE 
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LIITE G: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN 
PARSEVALIN TEOREEMAN AVULLA 
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN 
PROSESSIN TAPAUKSESSA 

Tämä liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Parsevalin 

teoreeman avulla, kun prosessimalli on viiveellinen. Tämä liite sisältää laskennan vain 

osalla tutkitun säätöpiirin parametrien arvoista, sillä näistä arvoista riippumatta koodi py-

syy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuarvot vaih-

tuisivat. 

Koodi laskee ISE-kustannusarvion häiriöherätteelle. Se määrittää joukon kulmataajuuk-

sia, laskee näitä kulmataajuuksilla säätövirhefunktion tuottamat arvot ja laskee ISE-kus-

tannusarvion saatujen arvojen avulla Parsevalin teoreeman perusteella.  

% Viive anturin yhteydessä, arvosarja 1 
clear all 
 
% Määritetään parametrit: 
s = tf('s'); 
K = 2; % Prosessin DC-vahvistus 
tau = 10; % Prosessin aikavakio  
l = 0.5; % Sisäinen viive 
h = 5; % Anturin aikavakio 
Kp = 0.953731971393876; % Säätimen proportionaalivahvistus 
Ki = 0.0656346443185536; % Säätimen integraalivahvistus 
 
% Määritetään säädin, prosessi, anturi ja viive. 
S = Kp+Ki/s; 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
L = exp(-l*s); 
 
% Määritetään avoimen piirin malli ja määritetään vaiheen 
% ylimenokulmataajuus: 
Tavoin = series(series(S,P), series(H,L)); 
margins = allmargin(Tavoin); 
yliw = margins.PMFrequency 
 
% Määritetään seuraavaksi laskentavälille maksimiarvo. Kokeillaan 
% ylimenokulmataajuuden 50 000-, 100 000-, 500 000-, ja 1 000 000-kertaisia 
% arvoja. Määritetään tarkasteluväliltä otettavien näytteiden määrä 
% 100-kertainena maksimiarvoon nähden. Valitaan sopivaksi maksimiarvoksi 
% 100 000, sillä tätä suuremmat arvot eivät tarkenna tuloksia 
% merkittävästi. 
 
wmax = yliw*100000; % tarkasteluvälin maksimiarvo. 
nw = wmax*100; % Kulmataajuuksien määrä. 
w = linspace(0.0001,wmax,nw); % Luodaan jono kulmataajuuksia 
%  (jos aloitetaan suoraan nollasta, ei saada käyttökelpoisia arvoja. 
% Kuten näkyy, kiersin tämän aloittamalla lähes nollasta). 
f = i*w; % Vastaavat s-tason arvot f 
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% Näin saadaan seuraavat siirtofunktiot: 
S = Kp+Ki./f; 
P = K./(tau*f+1); 
H = 1./(h*f+1); 
L = exp(-l*f); 
Rhairio = 1./f; 
 
% Häiriön siirtofunktio ja vastaava säätövirhe: 
Thairio = L.*P./(1+L.*S.*P.*H); 
Ehairio = -Thairio.*Rhairio; 
 
neliohairio=abs(Ehairio).^2; % Neliöidään arvot 
Ihairio = trapz(w,neliohairio); % Integroidaan neliöidyt arvot 
ISEhairio = 1/pi*Ihairio % Häiriösignaalin tuottama ISE 
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LIITE H: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN 
PARSEVALIN TEOREEMAN AVULLA 
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN 
ANTURIN TAPAUKSESSA 

Tämä liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Parsevalin 

teoreeman avulla, kun anturimalli on viiveellinen. Tämä liite sisältää laskennan vain 

osalla tutkitun säätöpiirin parametrien arvoista, sillä näistä arvoista riippumatta koodi py-

syy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuarvot vaih-

tuisivat. 

Koodi laskee ISE-kustannusarvion häiriöherätteelle ja asetusarvoherätteelle. Se määrit-

tää joukon kulmataajuuksia, laskee näitä kulmataajuuksilla säätövirhefunktion tuottamat 

arvot ja laskee ISE-kustannusarvion saatujen arvojen avulla Parsevalin teoreeman pe-

rusteella.  

% Viive anturin yhteydessä, arvosarja 1  
clear all 
 
% Määritetään parametrit: 
s = tf('s'); 
K = 2; % Prosessin DC-vahvistus 
tau = 10; % Prosessin aikavakio  
l = 0.5; % Sisäinen viive 
h = 5; % Anturin aikavakio 
Kp = 0.953731971393876; % Säätimen proportionaalivahvistus 
Ki = 0.0656346443185536; % Säätimen integraalivahvistus 
 
% Määritetään säädin, prosessi, anturi ja viive. 
PI = Kp+Ki/s; 
P = K/(tau*s+1); 
H = 1/(h*s+1); 
L = exp(-l*s); 
 
% Määritetään avoimen piirin malli ja määritetään vaiheen 
% ylimenokulmataajuus: 
Topen = series(series(PI,P), series(H,L)); 
margins = allmargin(Topen); 
yliw = margins.PMFrequency 
 
% Määritetään seuraavaksi laskentavälille maksimiarvo. Kokeillaan 
% ylimenokulmataajuuden 50 000-, 100 000-, 500 000-, ja 1 000 000-kertaisia 
% arvoja. Määritetään tarkasteluväliltä otettavien näytteiden määrä 
% 100-kertainena maksimiarvoon nähden. Valitaan sopivaksi maksimiarvoksi 
% 500 000, sillä tätä suuremmat arvot eivät tarkenna tuloksia 
% merkittävästi. 
 
wmax = yliw*500000; % tarkasteluvälin maksimiarvo. 
nw = wmax*100; % Kulmataajuuksien määrä. 
w = linspace(0.0001,wmax,nw); % Luodaan jono kulmataajuuksia 
% (jos aloitetaan suoraan nollasta, ei saada käyttökelpoisia arvoja. 
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% Vältetään tämä aloittamalla hyvin pienestä arvosta, läheltä arvoa 0). 
 
f = i*w % Vastaavat s-tason arvot f 
 
clear s 
syms s 
% Näin saadaan seuraavat siirtofunktiot: 
S = Kp+Ki./f; 
P = K./(tau*f+1); 
H = 1./(h*f+1); 
L = exp(-l*f); 
Rasetus = 1./f; 
Rhairio = 1./f; 
 
% Asetusarvon siirtofunktio ja vastaava säätövirhe: 
Tasetus = P.*S./(1+L.*P.*S.*H); 
Easetus = (1-Tasetus).*Rasetus; 
 
neliotasetus = abs(Easetus).^2 % Neliöidään arvot  
Iasetus = trapz(w,neliotasetus); % Integroidaan neliöidyt arvot 
ISEasetus = 1/pi*Iasetus % Asetusarvosignaalin tuottama ISE  
 
% Häiriön siirtofunktio ja vastaava säätövirhe: 
Thairio = P./(1+L.*S.*P.*H); 
Ehairio = -Thairio.*Rhairio; 
 
neliothairio=abs(Ehairio).^2; % Neliöidään arvot 
Ihairio = trapz(w,neliothairio); % Integroidaan neliöidyt arvot 
ISEhairio = 1/pi*Ihairio % Häiriösignaalin tuottama ISE 
 
 


