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LYHENTEET JA MERKINNAT

ISE Integral of a Squared Error

Pl-s&adin eng. Proportional-Integral, saadintyyppi

MATLAB Matrix Laboratory

Simulink MATLADbiIn simulointiymparistd

deg eng. degree, polynomin aste

Re eng. real, kompleksiluvun reaaliosa

Im eng. imaginary, kompleksiluvun imaginaariosa

S(s) Pl-saatimen Laplace-siirtofunktio

R(s) Yksikkdaskelsignaalin Laplace-muunnos

T(s) Piirin Laplace-siirtofunktio

Tovoin(S) Avoimen systeemin Laplace-siirtofunktio

P(s) Prosessin Laplace-siirtofunktio

H(s) Anturin Laplace-siirtofunktio

E(s) Saatovirheen Laplace-muunnos

L(s) Viiveen Laplace-siirtofunktio

K, (sD) Viiveen Laplace-funktion Padé-approksimaation osoittaja
M, (sD) Viiveen Laplace-funktion Padé-approksimaation nimittja
e(t) Saatovirhe

f( Reaalinen bilateraali skalaarifunktio

X' Polynomin X derivaatta

Prosessin DC-vahvistus
Prosessin aikavakio

Anturin aikavakio

Pl-saatimen proportionaalivahvistus
Pl-saatimen integraalivahvistus
ISE-kustannus

Aika

Laplace-muuttuja
Kulmataajuus
Imaginaariyksikkd

Viiveen suuruus

Hairié

Asetusarvo

Prosessin ulostulo

Polynomin juuri

Polynomin juuren indeksi
Padé-approksimaation aste
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1. JOHDANTO

ISE-kustannuksen (Integral of a Squared Error) kaytto ja laskenta Pl-saatimien (Propor-
tioal-Integral) yhteydessa on mielenkiintoinen aihe, silla siind yhdistyy kaksi teollisuu-
dessa tarkeaa ja hyvin yleista tydkalua. ISE-arvo on tassa saatdvirheen nelién integraali
ajan suhteen, ja sen avulla Pl-saatimelle voi saada hyvia virityksia. Ongelmaksi voi kui-
tenkin osoittautua kyseisen suorituskykyindeksin luotettava maarittaminen esimerkiksi

saatdpiireille, joissa avoin systeemi on viiveellinen.

Tavallisia saatopiirien suunnittelussa esiintyvid ongelmia ovat prosessien ja laitteiden
epaideaalisuudet, ulkoiset hairidtekijat ja informaationkulussa esiintyvat viiveet. Luotet-
tavien teknisten ratkaisuiden on pohjauduttava menetelmiin, jotka voidaan toistaa tar-
kasti ja verifioida erilaisia l1ahtdarvoja kayttamalla. Ratkaisut voidaan my0s verifioida
maarittdmalla vertailuarvo vaihtoehtoisilla laskentamenetelmilla. Téman vuoksi on hyo-
dyllista tarkastella ISE-kustannuksen erilaisia laskentamenetelmia ja valita niistd paame-

netelma ja haastajia sen verifiointiin.

MATLAB on tunnettu, monipuolinen ja kateva tyokalu mm. saatotekniikan tutkimukselle.
Ohjelmistolla voidaan suorittaa monenlaisia matemaattisia operaatiota seka mallintaa ja
simuloida erilaisia systeemeja monipuolisin tydkaluin. Ohjelmiston kayttdon on lisaksi
saatavilla mittava maara kayttéohjeita. MATLAB on naiden seikkojen vuoksi luonnollinen

ja suosittu valinta saatératkaisujen suunnitteluun.

Taman tydn tarkoitus on tutkia J.E. Marshallin, H. Géreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin
kirjassa Time-Delay Systems: Stability and Performance Criteria With Applications ku-
vatun tarkan ISE-kustannuksen laskentamenetelman toimivuutta MATLAB-ohjelmiston
avulla. Toimivuutta arvioidaan laskemalla talla menetelmalla ISE-arvo useassa esimerk-
kitapauksessa. Nain saatuja arvoja verrataan viivemallin Padé-approksimaatioon, Par-
sevalin teoreemaan ja Simulink-simulointiin perustuvilla likiarvomenetelmilld saatuihin
tuloksiin. Jos néailld haastajamenetelmilld saadut arvot vastaavat padmenetelmalla saa-
tua arvoa, voidaan todennakdisesti sanoa, ettd kirjassa paamenetelma on esitetty oikein
ja virheettdmasti, paamenetelma on ymmarretty oikein tata tyéta tehdessa ja paamene-

telman MATLAB-laskenta on koodattu oikein.

Tama tutkimus keskittyy stabiiliin prosessin takaisinkytkettyyn saatopiiriin, jonka muo-

dostavat sarjaan kytketyt Pl-sdadin ja prosessilohko seka prosessin ulostuloa mittaava



epaideaalinen anturi. Tydssa kasitellaan kaksi tapausta, joissa prosessi ja anturi on vuo-
rotellen mallinnettu viiveellisiksi. Kummallekin tapaukselle maaritetaan ISE-arvo seka
prosessin ulostulon asetusarvon askelmuutoksen ettad hairidn askelmuutoksen aiheutta-
malle sdatdvirheelle. Tapausten tutkimus tehdaan lisdksi niin, ettd kaikille prosessi-, an-

turi- ja viivemallin parametreille on kaksi esimerkkiarvoa.

Tyo6n kappaleissa 2 ja 3 esitellaan ISE-kustannus, tutkittavat tapaukset ja viritetaan Pl-
saadin naille tapauksille. Lisaksi kuvataan ISE-kustannuksen tarkan arvon laskentame-
netelma ja Padé-approksimaatioon, Parsevalin teoreemaan ja Simulink-simulointiin pe-
rustuvat likiarvomenetelmat sekd menetelma piirin sdatévirheen Laplace-muunnoksen
napojen sijaintien tarkasteluun. Kappaleessa 4 varmistetaan teoriaosiossa tehtyjen ole-
tusten tayttyminen, kaydaan lapi tutkimuksen suorittaminen ja esitellaan nain saadut tu-
lokset. Kappaleessa 5 tehdaan yhteenveto tydn taustasta ja teoriasta, tutkimuksen suo-

rittamisesta, saaduista tuloksista ja tulosten pohjalta tehdyista johtopaatoksista.



2. ISE-KUSTANNUS JA PI-SAATOPIIRI

Tassa luvussa maaritellaan ISE-kustannus ja esitellddn sen kayttd saatotekniikassa. Li-

saksi esitellaan saatopiiri ja siihen liittyvat eri tapaukset, joille ISE-arvot maariteltiin.

2.1 ISE-kustannus

ISE on indeksi, jonka avulla voidaan kuvata jarjestelman suorituskykya. Merkitdan ISE-

arvoa muuttujalla J, jolloin indeksin arvo on

J =] e*(v)at, €))
|

jossa e(t) on saatdvirhe eli saadettavan suureen asetusarvon ja saadettavan suureen
erotus. [1, s. 2, 6] Merkitdan saadettavaa suuretta tunnuksella y ja asetusarvoa tunnuk-

sella r, jolloin saatévirhe voidaan ilmaista muodossa e(t) = r(t) — y(t).

Lineaarisilla aikainvarianteilla systeemeilla J on aarellinen, kun e(t) vaimenee eksponen-
tiaalisesti nollaan. Nain kay, jos sen Laplace-muunnos [2, s. 90-91] E (s) suppenee nol-
laan muuttujan s ldhestyessa aarettdmyyttd ja muunnoksen navat ovat kompleksita-

sossa Im-askelin vasemmalla puolella [2, s. 297-399].

Kaavasta (1) nahdaan, ettd ISE-kustannus korostaa virheen itseisarvon suurempia ar-
voja. Saatovirheen nelidinti kasvattaa suurempia amplitudeja, kun taas pienemmat amp-
litudit tuottavat itsestaan pienempia neliéita, jolloin integroidun arvon J suuruuteen vai-
kuttavat eniten juuri suuret virhe-elementit. Niinpa ISE-kustannuksen minimointiin suun-
nitellut sdatoératkaisut pyrkivat kompensoimaan itseisarvoltaan suurimpia virheita, mutta

voivat jattda pienimmat epatarkkuuden aiheuttajat huomiotta.

2.2 Pl-saatopiiri

ISE-luvun laskenta perustuu saatdvirheen Laplace-muunnokseen, jonka paattelemi-
sessa hyddynnetaan prosessin, anturin ja sdatimen siirtofunktioihin perustuvaa saatopii-

rin siirtofunktiota [2, s. 91]. Pl-saatimen siirtofunktio on

S(s) = K, + % 2)



jossa K, on proportionaalivahvistus ja K; on integraalivahvistus Prosessin siirtofunktio

P(s) ja anturin siirtofunktio H(s) kasitellaan tassa tydssa ensimmaisen kertaluokan Lap-

lace-siirtofunktioina

P(s) = 3)

s+1
ja

H(s) =

hs+1° )

Parametri K on prosessin DC-vahvistus. Parametrit T sekd h ovat mallien aikavakiot.
Naiden kaavojen siirtofunktiot ovat mahdollisesti vain alisysteeminsa yksi tekija, jolloin
toisena tekijana on viiveen siirtofunktio. Vakioviivesysteemin siirtofunktio L(s) on

L(s) = e7", (5)
jossa [ on viiveen suuruus. [3, s. 6-8, 12]
Koko saatopiiria tutkitaan asetusarvosignaalin r ja ulkoisen hairion d yksikkbaskelmuun-

noksille [2, s. 91]. Tall6in asetusarvon Laplace-muunnos R,.(s) ja hairidn Laplace-muun-

nos R;(s) ovat

1
R.(s) = 3 (6)
ja
1
Ry(s) = . (7)

Takaisinkytketyn piirin siirtofunktio T, (s) asetusarvosignaalille voidaan nyt merkita seu-

raavassa muodossa, kun prosessin siirtofunktio on L(s)P(s) ja anturin H(s):

L(s)P(s)S(s)

Trr () = T L) P(5)S()’ ®
tai prosessin siirtofunktion ollessa P(s) ja anturin L(s)H(s):
T, P(s)S(s) ©

“ 1+ L(s)H(s)P(5)S(s)

Kun prosessin siirtofunktion on L(s)P(s) ja anturin H(s), ulkoisen hairién siirtofunktio

Ty (s) saa seuraavan muodon:

L(s)P(s)
1+ H(s)L(s)P(s)S(s)’

Tap(s) = (10)

tai prosessin siirtofunktion ollessa P(s) ja anturin L(s)H(s):



P(s)
1+ H(s)L(s)P(s)S(s)

Tau(s) = (11

[2, s. 33-35, 112, 260] Asetusarvon r aiheuttaman saatévirheen Laplace-muunnos on
Er(s) = Ry ($)(1 — T(5)), (12)

jossa T,.(s) on joko kaavan (8) tai kaavan (9) siirtofunktio, ja ulkoisen hairidsignaalin d

aiheuttaman saatdvirheen Laplace-muunnos on
Eq(s) = —R4(s)T4(s), (13)
jossa T;(s) on joko kaavan (10) tai kaavan (11) siirtofunktio. [2, s. 261]

Taulukossa (1) kootaan edella mainitut asetusarvon ja hairion siirtofunktioiden viiveel-
listd prosessimallia ja viiveellistd anturimallia vastaavat Laplace-muunnokset. Taulu-
kossa (2) on esitetty yhtaldiden (12) ja (13) mukaiset viiveellisen prosessin ja viiveellisen

anturin tuottamat saatévirheen Laplace-muunnokset.

Taulukko 1. Viiveellisen prosessimallin ja viiveellisen anturimallin asetusarvoherétteelle ja
héiribherétteelle tuottamien siirtofunktioiden Laplace-muunnokset.
Herate Viiveellinen prosessi Viiveellinen anturi
Asetusarvo L(s)P(s)S(s) P(s)S(s)
1+ H(s)L(s)P(s)S(s) 1+ L(s)H(s)P(s)S(s)
Hairio L(s)P(s) P(s)
1+ H(s)L(s)P(s)S(s) 1+ H(s)L(s)P(s)S(s)

Taulukko 2. Viiveellisen prosessimallin ja viiveellisen anturimallin asetusarvoherétteelle ja
héiribherétteelle tuottamien saéatévirheiden Laplace-muunnokset.

Heréte Viiveellinen Prosessi Viiveellinen Anturi
Asetusarvo 1 <1 B L(s)P(s)S(s) ) 1 ( B P(s)S(s) )
s 1+ H(s)L(s)P(s)S(s) s 1+ L(s)H(s)P(s)S(s)
Hairid L(s)P(s) P(s)
5(1+ H(S)L()P()S(s)) s(1+ HS)L(E)P($)S())

Muodostetaan saatopiirista avoimen systeemin siirtofunktio, joka koostuu sarjaan kytke-

tyista piirin alisysteemeista [2,s. 33,111]. Sen siirtofunktio on talléin
Tavoin(s) = L(s)H(s)P(s)S(s). (14)

Maaritelldan prosessi- ja anturilohkon parametreille kahdet esimerkkiarvot ja mitoitetaan
naita vastaavat Pl-sdatimen haarojen vahvistukset piirin stabiloimiseksi. Nain tutkimus

voidaan suorittaa eri Iahtdarvoilla tulosten paikkansapitavyyden arvioimiseksi.

Luodaan lohkokaaviomallit [2, s. 109-112] MATLABIn Simulink-ymparistdssa [4] eri vii-
vetapauksille. Kuvat (1) ja (2) esittavat eri viivetapausten mallit. Mallinnetaan Pl-saadin
toimilohkon PID Controller [5] avulla. Prosessin ja anturin siirtofunktioiden ratio-

naalitekijat voidaan maaritelld Transfer Fcn -lohkon [6] ja viive Transport Delay -



lohkon [7] avulla. Kun piirin vastetta halutaan simuloida tietynlaisilla heratteilla, haluttu
signaalilohko voidaan kytkea piiriin erilliselld sum-lohkolla [8]. Lohkolla voidaan suorittaa

yhteenlasku- tai erotusoperaatioita maarittelemalld sen sisdantulojen etumerkit.

d
o
[ S— PI(s) —»é)—b 1032_}1 r_/\\\/ ’ S
S P L
1
S5s+1
H

Kuva 1. Simulink-malli viiveellisen prosessin ja viiveettomén anturin siséltavélle

s&étopiirille.
d
\r‘
-~ y >
P ] Pi(s) 4@—’ 103-2+1 '
S P

Ss+1 | \/

Kuva 2. Simulink-malli viiveettéméan prosessin ja viiveellisen anturin siséltévélle
sdaéatdpiirille.
PID Controller -lohko konfiguroidaan sen sisdiseta valikosta Pl-saatimeksi ja ava-
taan Tune-tyokalu. Se virittdad automaattiesti vahvistukset K, ja K;, joille piiri on nimelli-
sesti stabiili. Operaatio onnistuu kayttdmalla kyseisen tyékalun oletusarvoja. Viiveen si-
jainti prosessissa tai anturissa ei vaikuta avoimeen systeemiin, jolloin sijainnin vaihto ei
muuta vaihevaraa [9, s. 213]. Viiveen amplitudivahvistus on 1, jolloin servotehtavan saa-
topiirin amplitudivahvistus ei muutu ja sen mydta kaistanleveys on riippumaton viiveen
sijainnista [2, s. 657]. Niinpa saatimen uudelleenviritys tarvitaan vain prosessi- ja anturi-
lohkon parametriarvoja muutettaessa. Nain maaritetyt saatopiirin parametrien arvosarjat

on esitetty taulukossa (3). Viritetyn saatimen P- ja I-haaran vahvistukset, piirin vasteen



nousuaika, asettumisaika, ylitys, huippuarvo, vahvistusvara, vaihevara ja stabiiliuspaa-

telma on esitetty kuvassa (3) kummallekin arvosarjalle asetusarvoheratteen tapauk-

sessa.
Taulukko 3. Sé&étépiirin parametrien arvosarjat.
Parametri Arvosarja 1 Arvosarja 2
K 2 3
T 10 5
h 5 0,5
l 0,5 2
K, 0,9537 0,4057
K; 0,0656 0,0726
[ Show Parameters - o ¥ [# Show Parameters = [m] X
Controller Parameters Controller Parameters
Tuned Block | Tuned Block
P 0.95373 0.95373 P 040571 0.405T1
| 0.065635 0.065635 | 0.072644 0.072644
o} nfa n'a D na n/a
N na nia N na n/a
Performance and Robustness Performance and Robustness
Tuned Block Tuned Block
Rise time 9.31 seconds 9.31 seconds N Rise time 306 seconds 3.96 seconds N
Setlling time 43.1 seconds 43.1 seconds Settling time 18.1 seconds 18.1 seconds
Overshoot 678 % 6.78 % Overshoot 6.78 % 6.78 %
Peak 107 1.07 Peak 1.07 1.07
Gain margin 219dB @ 0671radis  |219dB @ 0671 radis Gain margin 595dB @ 0.644radls |8.96 dB @ 0.544 radls
Phase margin 60 deg @ 0141 rad/s | 60 deg @ 0.141 radis Phase margin 60 deg @ 0.23 radis |60 deg @ 0.221 rad/s
Closed-loop stability Stable Stable Closed-loop stability Stable Stable

Close Close

Kuva 3. Simulinkin Tune-tybkalun Show Parameters -ikkunat, joista ndhdéén
viritetyn séétépiirin vasteen ominaisuudet asetusarvovasteelle. Arvosarjan 1 tu-
lokset on esitetty vasemmalla ja arvosarjan 2 tulokset oikealla.



3. ISE-LASKENTA JA HAASTAJAMENETELMAT

Tassa luvussa esitellaan ISE-kustannuksen tarkan arvon laskumenetelma yhden viiveen
saatopiirille. Luvussa esitelldadn myds Padé-approksimaatioon ja Parsevalin teoreemaan
ja MATLABIn Simulink-lisdosaan pohjautuvat laskentametodit paamenetelmalla saadun
tuloksen haastamiseksi. Lisaksi tarkastellaan tapaa selvittda Laplace-siirtofunktion na-

pojen sijainti kompleksitasossa.

3.1 Paamenetelma

Tutkitussa piirissa oli yksi viivealisysteemi joko prosessimallissa tai anturin mallissa.
Seuraava menetelmaa kaytetdan kaavojen (12) ja (13) sadatdvirheen siirtofunktioille, jo-
ten kaytetaan niista yhteisesti merkintda E(s). E(s) voidaan esittaa s-tason polynomien

A(s), B(s), C(s) ja D(s) avulla seuraavassa muodossa

_ B(s) +D(s)e™"

ES) = am v cwe (13)
Laskentamenetelmassa viitataan myos polynomeihin
F(s) = A(s)A(—s) — C(s)C(-s), (16)
G(s) = A(s)B(—s) — C(s)D(-s). 17)
ISE-luku voidaan nyt esittda polynomin F(s) juurten u,, avulla muodossa
j= G () B(uy) + D(uy)e™" (18)

" L F () AC) ¥ Cltm)e

jossa m on juuren indeksi, jos polynomeilla A(s) ja C(s) ei ole yhteisia juuria, polynomien
asteille patee deg B < deg A jadegD < deg C ja funktion E(s) kaikki navat ovat Im-akse-
lin vasemmalla puolella [1, Luku 3.2] [2, s. 92, 397-399]. Polynomin G (s) tarvittavat arvot

voidaan laskea my6és muodostamatta sen lauseketta.
Yhdistamalla yhtalét (15) ja (18) kustannukselle saadaan esitys

G (um)
=i F' (um)

J=- E (uy). (19)

Jos taas polynomeilla A(s) ja C(s) on yhteisia juuria, niin ISE-lukua ei voida laskea vain
yhtalén (19) avulla. Jos polynomeilla A(s) ja C(s) on vain yksi yksinkertainen juuri ori-

gossa, tdaman juuren vaikutukselle voidaan johtaa lauseke. Merkitdan



Aan(s) =22 (20)
ja
Can) =22, (21)
Jos nailla ei ole samaa nollakohtaa origossa, lauseke
_ B(0){B'(0) + D'(0) + IB(0)} 22)

OO
joka kuvaa nollajuuren vaikutusta, voidaan johtaa. [1, s. 51-56] Tall6in ISE-arvossa saa-

daan

] =Jm+Jo (23)
jossa J,,, on muiden juurien kaavan (19) mukaan laskettu vaikutus.

Jos taas degB = 0, degA > 0 ja degD > deg C, yhtal6a (15) voidaan muokata muotoon,
jossa polynomien astelukuehdot tayttyvat. Viiveellisessd systeemissa heratteessa ta-
pahtuva muutoksen vaikutus huomataan vasta hetkelld [. Koska ennen muutosta askel-
heratteen arvo on nolla, myds kaavan (1) integraalin arvo on nolla ennen hetkea [. Yhtal6
voidaan siis kirjoittaa muodossa

oo

i = f e?(t) dt. (24)

1

Muuttujanvaihdon e;(t) = e(t + 1) myo6ta ISE voidaan esittdd muodossa

o)

o= f el (t) dt. (25)

0
Kyseinen muuttujanvaihto johtaa Laplace-muunnosyhtaléon
E;(s) = E(s)e®. (26)
Yhtaloista (15) ja (26) seuraa nyt tulos

D(s)
A(s) + C(s)e s’

EZ(S) = (27)

jossa polynomi D(s) voidaan Ilukea uudeksi polynomiksi B;(s). Talléin ehdot
degB; < deg A ja degD < deg C tayttyvat, jolloin loput laskut voidaan suorittaa edella

maaritellylla tavalla.
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3.2 Padé-approksimaatiomenetelma

Padé-approksimaatiot ovat rationaalifunktioita eli polynomien suhteita, joilla voi muodos-
taa ei-rationaalisten funktioiden likiarvoja. Approksimaatio on sita tarkempi, mita korke-
ampi naiden polynomien korkein aste on, mutta asteen kasvaessa funktion kasittely vai-

keutuu. Yhtalon (2) siirtofunktion Padé-approksimaatioita ovat funktiot

K, (sl
L) =& ((Ss l)), (28)
jossa
S (2r — k)
Kals) = Y g (s, 29)
k=0 '
S (2a —k)!
Mo(sD) = ). ,f!g;—_,f)!(sz)k (30)
k=0

ja a on approksimaation aste [3, s. 82].

ISE-kustannukselle voidaan laskea arvio korvaamalla viiveen Laplace-muunnoksen eks-
ponenttifunktio Padé-approksimaatiollaan. Nain laskenta yksinkertaistuu, mutta lopulli-
sesta arviosta ei saada taysin tarkkaa. Metodi tuottaa kuitenkin riittdvan tarkan arvon

haastamaan paametodilla saadun arvon.

MATLABIn Control System Toolbox [10] tarjoaa approksimaatioon funktion pade [11],
jolle annetaan parametrina approksimoitava dynaaminen systeemimalli. Approksimaa-
tion avulla voidaan muodostaa saatdvirheen Laplace-muunnoksen rationaaliapprok-
simaatio. Funktio norm palauttaa sille parametrina annetun systeemimallin H,-normin,
joka on ISE-luvun nelié [12]. Niinpa funktion palauttaman arvon neliGjuuri on approk-
simaatio ISE-kustannukselle. Taulukossa (4) on esitetty lausekkeen e~ pade-funktiolla
saadut approksimaatiot kertaluvuille 1—4 taulukon (3) arvosarjoilla. Korvaamalla naiden
approksimaatioiden muuttuja s taman muuttujan ja viiveen [ tulolla sl saadaan viiveen

eksponenttifunktion Padé-approksimaatiot.

Taulukko 4.  Asteiden 1—4 Padé-approksimaatiot eksponenttifunktiolle e 5.

Aste Approksimaatio
1 —s+2
s+ 2
2 52— 65+ 12
s2+6s+12
3 —s3 + 1252 — 60s + 120

s34+ 1252+ 60s+ 120
4 s* —20s3 + 180s% — 840s + 1680

s* +20s3 4+ 180s? + 840s + 1680
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3.3 Parsevalin teoreemaan perustuva menetelma

Reaalisen bilateraalin, eli mahdollisesti nollasta eroavia arvoja seka negatiivisilla etta ei-

negatiivisilla ajanhetkilla saavan [13, s. 658], skalaarifunktion f ISE on

J= f £2(0) dt. 31)

Luvun J mahdollisesti aarellinen arvo voidaan esittda Parseval-integraalina
1 [ee]
J=5 | FGoF-jo) do, (32)

jossa w on kulmataajuus, F(jw) on funktion f bilateraali Fourier-muunnos ja F(—jw) on
luvun F(jw) liittoluku eli kompleksikonjugaatti. Tallainen funktioiden tulo on muodoltaan
parillinen, jolloin yhtalosta (32) saadaan

oo

J= lf F(w)F(—jw)dw (33)
T J '

0

Konjugaattien tulo vastaa myos itseisarvon neliéta |F(jw)|?. Niinpa yhtalosta (33) saa-

daan

j== [ 1FGw)P o (34)
0

Taman kayttdé mahdollistaa laskennan tehostamisen. [13, s. 573-574, 663—664] [14, s.
326-327]

Tassa tydssa suljetun systeemin sisdanmeno on yksikkdaskelfunktio. Taten negatiivisilla
aika-arvoilla herate on 0, eikd negatiivisilla aika-arvoilla siten ole merkitysta. Yhtalon (1)
voidaan taten laajentaa yhtaloa (31) vastaavaan muotoon

[oe]

J = f e2(t) dt. (35)

—00

Tama tulos voidaan muuntaa viela yhtalén (34) mukaisesti esitysmuotoon

[ee)

== [ 1EGo) 1 do, (36)

0
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jossa E(jw) on saatdvirheen Fourier-muunnos. Oletetaan saatdvirheen Laplace-siirto-
funktion E(s) kaikkien napojen olevan kompleksitasossa Im-akselin vasemmalla puo-
lella, jolloin sadatdvirheen Laplace-muunnoksen ja Fourier-muunnoksen valilla patee s =
jw [2,s.92,397-399, 548-550] [13, Luku 8.4.1]. ISE-arvo on aarellinen, kun E(s) viela
suppenee lukuun 0 muuttujan s Iahestyessa aarettdmyytta ja sen navat ovat Im-akselin

vasemmalla puolella.

Kun MATLAB-ty6kaluilla simuloidaan sopivat kulmataajuudet, ISE-luvulle voidaan las-
kea yhtalén (36) mukainen approksimaatio. Kulmataajuuksien maksimin ja lukumaaran
tulee olla riittdvan suuret, jotta approksimaatiosta tulee mahdollisimman hyva. Maksimi-
kulmataajuus on mahdollisesti syyta valita selvasti suuremmaksi kuin kaavan (14) avoi-

men systeemin ylimenokulmataajuudet.

Taajuusalueen leveytta ja sen sisaltdmien pisteiden maaraa voidaan kokeellisesti vaih-
della ja maarittaa sellaiset arvot, jolla laskettu ISE-kustannuksen approksimaatio ei enaa
merkittavasti tarkennu. Verifioinnissa voidaan tutkia systemaattisesti maksimiarvon suu-

rentamisen vaikutusta.

3.4 Simulink-menetelma

Alaluvussa 2.2 esitelty Simulink-malli voidaan laajentaa muotoon, jolla voidaan simuloida
ISE-arvo. Tama on yksinkertainen tapa saada vertailuarvo osion 3.1 menetelmalle,
mutta ohjelmiston asetukset Start time, Stop time, Relative tolerance, Ab-
solute tolerance, Max step size,Min step sizeja Initial step size

tulee maarittaa niin, ettd simulointi onnistuu riittavan tarkasti.

Saatopiirin ulkoiset heratteet voidaan simuloida step-lohkoilla [14], jotka lisatdan kuvan
(1) piirimallin summalohkoihin. Naille signaaleille voidaan asettaa haluttu ajanhetki, jol-
loin sen arvo hyppaa nollasta haluttuun arvoon. Kun halutaan tarkastella vain toisen he-

ratteen vaikutusta piirissa, toinen voidaan jattaa kytkematta.

ISE-arvon saamiseksi pitda ensin laskea saatévirhe. Tama onnistuu alaluvussa 2.2 esi-
tellylld sum-lohkolla, ja visuaalisen selkeyden vuoksi sitéd voidaan kayttdd subtract-
konfiguraatiossa. Ohjaussignaali kytketadan lohkon plusporttiin ja piirin vaste miinusport-
tiin. Lohkon ulostulosta saatava saatdvirhe voidaan neliéida Simulinkin alikirjaston Math
Operations toimilohkolla Math Fuction [15], jonka Function-valikosta on valittu
square. Nelid signaali voidaan sy6ttda Integrator-lohkoon [16], jonka Initial con-

dition -arvoksi on asetettu 0. Integrator lisdd kullakin hetkelld tdhan inputinsa
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maaratyn integraalin starttihetken ja ajanhetken valin maaratyn integraalin, joten saa-
daan simuloitu ISE-arvo, joka voidaan lukea johtamalla integraattorin ulostulo Display-

lohkoon [17].

Kuvassa (4) esitetddn kuvatulla tavalla rakennettu piirimalli asetusarvoheratteelld, kun
anturi on viiveellinen. Eri ajotilanteissa piiriin kytketdan joko asetusarvosignaali tai ulkoi-
nen hairidsignaali. Asetusarvo lisatadan sum-lohkolla Pl-toimilohkon heratteeseen ja hai-
rid samalla tavalla prosessilohkon heratteeseen. Kun heratteena on hairio, saatdévirheen
laskevan sum-lohkon subract-konfiguraation plusnapaan ei ole tarpeen kytked mitdan

signaalia. Viivelohko kytketaan joko sarjaan prosessilohkon tai anturilohkon kanssa.

o ‘ [ ]
"r‘uz > -

- h)

Summaus Nelidinti Integraattori ISE

Pi(s) R

L N Le
S55s+1 \/

Kuva 4. Simulink-malli asetusarvosignaalin tuottamasta ISE-arvosta mittausvii-
veen tapauksessa.

3.5 Menetelma Laplace-saatovirhefunktion napojen sijainnin
maarittamiseen kompleksitasossa

Aiemmin oletettiin, ettd saatdvirhefunktion Laplace-muunnoksen E(s) navat ovat komp-
leksitasossa Im-akselin vasemmassa puolitasossa. Tassa kappaleessa kasitellaan me-

todi napojen sijainnin, ja siten saatdvirheen siirtofunktion stabiiliuden, tarkasteluun.
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Ensimmaiseksi tutkitaan kaavan (15) nimittdjaa A(s) + C(s)e~" viiveettomassa tapauk-
sessa, kun [ = 0. Talldin saatévirheen siirtofunktion napojen sijainnit voidaan selvittda

yksikertaisesti ratkaisemalla yhtalé A(s) + C(s) = 0.

Tapauksissa | > 0 tietynlaisilla systeemeilla on tarpeen tutkia infitesimaalisten viiveiden
tuottamia napoja erikseen. Jos aste-ehto deg A(s) > deg C(s) patee tutkittavaan tapauk-
seen, nollasta infitesimaalisesti eroavan viiveen tuomat navat asettuvat Im-akselin va-
semmalle puolelle, jolloin niiden tutkiminen voidaan ohittaa. Muilla viiveen arvoilla napo-

jen sijainnit voidaan paatella kulmataajuuden w avulla maaritetylla polynomilla
W(w?) = A(iw)A(—iw) — C(iw)C(—iw). (37)

Jos taman polynomin kaikki juuret w? ovat Im-akselin vasemmalla puolella, myds kaikki

siirtofunktion E (s) navat ovat Im-akselin vasemmalla puolella.

Jos taas juuria on muualla, vaativat ndma tapaukset lisdtutkimusta. Kuten seuraavissa
luvuissa tullaan huomaamaan, tassa tydssa kiinnostavat vain tapaukset, jossa on yksit-
tainen juuri origossa tai yksittainen positiivinen juuri. Keskitytdan naiden juurien tarkas-
teluun. Origossa sijaitseva juuri voidaan jattaa huomiotta, jos tata vastaavalla arvolla s =
0 patee A(0) — €(0) = 0. Kun w?-juuria on yksi positiivinen, tata juurta vastaavalla posi-

tiivisella w tulee 16ytaa viiveen [ arvo, joka toteuttaa yhtaléparin

A(iw) A(ia))}

cos(wl) = Re {— m},sin(wl) =Im {— (38)

C(iw)

Tasta seuraa useita ratkaisuja muodossa | = [j(w) + 2nn/w, jossan =0,1,2, ...ja ly(w)
on tarkasteltavalla w pienin positiivinen viive. Koska kasiteltavid w-arvoja on vain yksi,
arvoa n = 0 vastaavaa [ pienemmilla (epanegatiivisilla) viiveen arvoilla E (s) on stabiili ja

sen navat ovat Im-akselin vasemmalla puolella. [1, s. 19-28]

Edellda mainittu ehto A(0) — €(0) = 0. On tosi esimerkiksi, kun polynomeilla A(s) ja B(s)
on yhteinen tekija s. Talldin origossa on marginaalisen stabiiliuden aiheuttava juuri [2,
399]. Kuten aiemmin todettiin, tallainen juuri voidaan kuitenkin jattda huomiotta muiden
viivearvojen stabiiliusanalyysissa tietylla ehdolla. Liséksi viiveen arvolla stabiililla alueella

voi olla stabiloiva vaikutus [1, s. 26-27].
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4. ISE-LASKENNAN SUORITUS JA TULOKSET

Tassa luvussa esitellddn alaluvussa 2.2 esitellyn Pl-sdatopiirin tutkimuksen suoritus ja
tulokset. Tutkimus on jaoteltu alalukuihin viiveen ja heratteen sijainnin mukaan. Kaikki
heratteet olivat askelmuotoisia, ja niiden arvonmuutos nollasta yhteen tapahtui ajanhet-
kella t = 0. Laskutoimitukset suoritettiin taulukon (3) kaikilla parametreilla. Paa- ja haas-
tajamenetelmien tuottamat tulokset on esitetty taulukossa (6). Tyon osana luodut MAT-

LAB-koodit on esitetty tyon liitteissa.

4.1 Saatovirheeseen liittyvien oletusten verifiointi

Tassa osiossa esitellaan laskenta, jolla varmistettiin, etta kaikki saatévirheen Laplace-
siirtofunktiota koskevat oletukset pitivat paikkansa. Aiemmin oletettiin, ettd siirtofunktion
kaikki navat ovat kompleksitasossa Im-akselin vasemmalla puolella ja raja-arvo sup-

penee nollaan muuttujan s lahestyessa aarettomyytta.

Saatdvirheen Laplace-muunnos muodostettiin kaikille heratteen ja viiveen sijainnin yh-
distelmille. Symbolic Math Toolbox -lisdosan [18] avulla muodostettiin taulukkojen 1 ja 2
mukaiset siirtofunktiot symbolisten muuttujien avulla, paitsi viiveen siirtofunktio L(s) kor-
vattiin muuttujalla viive laskennan helpottamiseksi. Saatévirheen siirtofunktio sieven-

nettiin kerddmalla muuttujan viive kertoimet yhteen collect-funktiolla [19].

Ensimmaiseksi kasiteltiin tapaus, jossa heratteena toimi asetusarvosignaali ja proses-
simalli oli viiveellinen. Saatévirheen Laplace-muunnoksesta selvitettiin polynomit A(s) ja
C(s). Ensin osoittaja ja nimittaja tallennettiin omiin muuttujiinsa numden-funktiolla [20].
A(s) saatiin asettamalla muuttujan viive arvoksi 0 subs-funktiolla [21] ja C(s) selvitettiin
derivoimalla nimittdja muuttujan viive suhteen diff-funktiolla [22]. Nain polynomeille
saatiin sievat esitykset, jolloin symbolisille muuttujille annettiin niiden taulukon 3 arvosar-
jan 1 mukaiset arvot. Polynomien asteet tarkistettiin polynomialDegree-funktiolla [23]
ja huomattiin ehdon deg A(s) > deg C(s) tayttyvan. Seuraavaksi maaritettiin saatévirheen
viiveettdbman Laplace-muunnoksen nimittaja A(s) + C(s), jonka juuret ratkaistiin solve-
funktiolla [24]. Kaikki juuret olivat Im-askelin vasemmalla puolella. Sitten maaritettiin kaa-
van (37) mukainen polynomi, ja ratkaistiin w?-juuret ja huomattiin, etta naita juuria oli yksi
positiivinen. Tata juurta vastaava positiivinen w laskettiin nelidjuurifunktiolla sqrt [25].
Taman arvon avulla maariteltiin yhtaldiden (38) oikeat puolet. Reaali- ja imaginaariosat

selvitettiin funktioiden real [26] ja imag [27] avulla. Sitten kaytettiin funktioita asin [28]
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ja acos [29] ratkaisemaan tulon wl lukuarvo kummastakin yhtalésta. Kummassakin ta-

pauksessa saatiin sama arvo. Alaluvussa 3.5 esitellyn ratkaisutavan perusteella paatel-

t (lw+2mn)
w )

tiin, ettad viive saa arvo n=20,1,2,... Asettamalla n = 0 viiveen stabiiliusalu-

eelle saatiin rajaksi noin 7,905. Arvosarjan 1 viive oli 0,5, jolloin se oli stabiililla alueella
ja saatovirheen siirtofunktion navat olivat talla viiveen arvolla Im-askelin vasemmalla

puolella.

Seuraavaksi tutkittiin tapaus, jossa heratteena toimi asetusarvosignaali ja anturimalli oli
viiveellinen. Tutkimus eteni kuten edellisessa tapauksessa, mutta nyt viiveettémalla ni-
mittajalla A(s) + C(s) ilmeni polynomien A(s) ja C(s) yhteisen tekijan s aiheuttama juuri
origossa. Kuten alaluvussa 3.5 selitettiin, napaehto voi silti tayttya, kunhan viive on sta-
biiliusalueella. Lisaksi origossa oleva juuri aiheuttaa myos kaavan (37) polynomin w?-
juuren origossa, joka voidaan sivuuttaa. Hairidsignaaliheratteella saatiin seka viiveelli-
sella anturimallilla etta viiveellisella prosessimallilla polynomit A(s) ja C(s), jotka olivat
taysin samat kuin asetusarvoheratteen ja viiveellisen prosessin tapauksessa. Laskenta
oli siis ollut identtista jo kasiteltyyn tapaukseen verrattuna, jolloin voitiin todeta, etta saa-
tovirheen Laplace-muunnoksen napaehto tayttyy naissakin tapauksissa. Tutkimus tois-
tettiin arvosarjan 2 arvoilla, ja laskenta sujui taysin samalla tavalla kuin arvosarjalla 1.
Kaikissa tapauksissa paadyttiin keskenaan samoihin polynomeihin A(s) ja C(s), paitsi
asetusarvoheratteen ja viiveellisen anturin tapauksessa niilla oli taas yhteinen tekija s.
Nyt kaikissa arvosarjan 2 tapaukissa viiveen rajaksi saatiin noin 6,527, jolloin viiveen

arvo 2 oli stabiililla alueella ja napaehto tayttyi.

Seuraavaksi tutkittin saatévirheen suppeneminen muuttujan s l&hestyessa aaretto-
myytta. Saatévirheen Laplace-muunnos muodostettiin kaikille heratteen ja viiveen sijain-
nin yhdistelmille kummallakin arvosarjalla. Raja-arvo darettdmyydessa laskettiin funkti-
olla 1imit [30]. Kaikissa tapauksissa raja-arvo oli 0. Tahan alalukuun liittyvat koodit on

esitetty liitteessa A.

4.2 Paamenetelma

Tassa osiossa esitellaan alaluvussa 3.1 kasitellyn laskentamenetelman toteutus. Tutki-
muksessa kasiteltiin erillisesti tapaukset, joissa joko prosessimalli tai anturimalli oli vii-
veellinen. Kummassakin tapauksessa kasiteltiin ensin asetusarvosignaalin aiheuttama
ISE-arvo, jonka jalkeen tutkittiin ulkoisen hairiésignaalin tuottama arvo. Alaluvussa 4.1

todettiin kaikissa tapauksissa saatdvirheen Laplace-siirtofunktion suppenevan lukuun 0
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muuttujan s lahestyessa aarettomyytta ja siirtofunktion napojen olevan Im-akselin va-

semmalla puolella. Taten kaava (1) patee tassa tutkimuksessa.

4.2.1 Viiveellinen prosessimalli

Tulosteiden selkeyden vuoksi piirin parametrit luotiin ensin symbolisina muuttujina, joi-
den avulla maariteltiin kaavojen (8) ja (10) mukaiset siirtofunktiot seka niiden pohjalta
kaavojen (12) ja (13) mukaiset Laplace-muunnokset. Tassa vaiheessa viivetta ei maari-
telty kaavan (2) mukaan, vaan yksinkertaisesti muuttujana viive. Nain kaavan (15) poly-

nomit oli helpompi selvittaa.

Saatovirheen Laplace-muunnos sievennettiin kaavan (15) muotoon, jonka osoittaja ja
nimittaja erotettiin omiksi muuttujikseen. Polynomit selvitettiin asettamalla viivemuuttujan

arvoksi 0 ja polynomit D(s) ja C(s) derivoimalla kyseisen muuttujan suhteen.

Asetusarvoheratteelld ehto deg D < degC ei tayty, sillda polynomit ovat samaa astetta ja
B(s) # 0. Nain ollen tata tapausta ei ollut taman tutkimuksen laajuuden kannalta tarkoi-

tuksenmukaista tutkia pidemmalle.

Myds hairidherate tuotti tilanteen deg D(s) = degC(s). Tassa tapauksessa oli kuitenkin
mahdollista muokata saatévirheen Laplace-muunnosta alaluvussa 3.1 esitellylla tavalla
kaavan (27) muotoon, sillda ehdot degB =0, degA >0 ja degD = deg C tayttyivat.
Erosuureen Laplace-muunnos jaettiin vivemuuttujalla, jolloin osoittajasta saatiin viivee-
ton. Taman jalkeen polynomit luettiin uudelleen ja todettiin, ettd ehdot degB < deg A ja

degD < deg C tayttyivat.

Seuraavaksi laskettiin polynomien A(s) ja C(s) juuret. Nailla polynomeilla ei ole yhteisia
nollakohtia, joten ISE-kustannuksen taysi arvo voitiin laskea kaavan (19) avulla. Taten
voitiin maaritella polynomit F(s) ja G(s) kaavojen (16) ja (17) mukaan. Polynomin F(s)
juuret laskettiin ja talletettin omaan vektoriinsa. Polynomi myds derivoitiin muuttujan s

suhteen.

Muuttujan viive paikalle sijoitettiin tdssd vaiheessa kaavan (2) mukainen eksponentti-
funktio. Nyt voitiin sijoittaa muuttujan s paikalle polynomin F(s) juurivektori. Nain voitiin
laskea erikseen polynomien G(s), F'(s) ja E(s) kutakin F(s):n juurta vastaavat arvot, ja
tallettaa nama arvot omiksi vektoreikseen. Hyédyntamalla vektoreiden alkiokohtaisia
operaatioita laskettiin kaavan (19) mukainen summa. Lopuksi symbolisten muuttujien
tilalle sijoitettiin vuorotellen taulukon (3) mukaiset lukuarvot ja laskettiin kumpaakin arvo-

ryhmaa vastaavat ISE-arvot. Koodi on esitetty liitteessa B.
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4.2.2 Viiveellinen anturimalli

Laskelmat toteutettiin paaasiassa samoilla menetelmilld kuin alaluvussa 4.2.1. Kaavojen
(9) ja (11) mukaisten siirtofunktioiden ja siten kaavojen (12) ja (13) saatovirhefunktioiden
maarittdminen ei eronnut viiveellisen prosessimallin tapauksesta. Myds polynomien
A(s), B(s), C(s), D(s), F(s) ja G(s) maarittdminen seka polynomin F(s) juurien laskemi-

nen ja tallettaminen onnistui identtisella koodilla.

Aste-ehdot deg B < degA ja deg D < degC tayttyivat sekd asetusarvo- ettd hairidherat-
teella. Hairidheratteella polynomeilla A(s) ja C(s) ei ollut samoja juuria, joten ISE-arvo

laskettiin kaavan (19) avulla kuten alaluvussa 4.1.1.

Asetusarvoheratteella A(s)- ja C(s)-polynomilla on yhteinen nollakohta s = 0, joten tdma
arvo poistettiin polynomin F(s) juurivektorista ja kasiteltiin erikseen. Kaavojen (20) ja
(21) mukaiset A,;,(s) ja Cg4i,(s) johdettiin ja varmistettiin, ettd nailla ei ole yhteista nol-
lakohtaa origossa. Tallaista nollakohtaa ei ole, jolloin voitiin muodostaa derivoidut poly-

nomit B'(s) ja D'(s) seka laskea kaavan (21) mukainen nollajuuren vaikutus ISE-arvoon.

Muiden polynomin F(s) juurien vaikutus laskettiin kaavan (17) avulla, jonka jalkeen maa-
ritettiin kaavan (22) mukainen muoto ISE-kustannukselle. Symbolisten muuttujien tilalle
sijoitettiin jalleen taulukon (3) iimaisemat lukuarvot ja laskettiin vastaavat ISE-arvot. Koo-

dit on esitetty liitteessa C.

4.3 Padé-approksimaatiomenetelma

Tama alaluku kasittelee osion 3.2 esitteleman Padé-approksimaatioon perustuvan las-
kentamenetelman toteutuksen. Paametodin toteutuksen mukaisesti kasiteltiin erikseen
tapaukset, jossa viive on vuorottain anturissa ja prosessissa. Nama tapaukset tutkittiin

jalleen vaihdellen heratettd asetusarvosignaalista ulkoiseen hairidsignaaliin.

Kayttamalld Control System Toolbox -lisdosaa maaritettiin kaavojen (2-5) mukaiset
funktiot kayttamalla taulukon (3) toisen sarakkeen arvoja. Kaytettiin siis viivearvoja [ =
0,5jal = 2. Viivefunktiolle muodostettiin toisen asteen Padé-approksimaatio kaavan (28)
mukaisesti pade-funktiolla. Tata approksimaatiota kayttamallda muodostettiin kaavojen

(9-11) mukaiset siirtofunktiot. Taulukossa (5) on esitelty saadut approksimaatiot.
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Taulukko 5.  Asteiden 1—4 Padé-approksimaatiot eksponenttifunktiolle
e~ kahdella viiveen esimerkkiarvolla.

Aste Approksimaatio
1=0,5 1=2
1 -s+4 -s+1
s+4 s+1
2 52— 125+ 48 s?—3s+3
s2+12s+ 48 s2+3s+3
3 —53 4+ 2452 — 2405 + 960 —s3 + 652 — 155 + 15
s34+ 2452 + 2405 + 960 s34+ 6s2+15s + 15
4 s* — 4053 + 720s? — 6720s + 26880 s* —10s3 + 455% — 105s + 105
s* 4+ 40s3 + 720s2 — 6720s + 26880 s*+10s3 + 45s2 — 105s + 105

Seuraavaksi muodostettiin piirin siirtofunktion ja saatévirheen Laplace-muunnokset dy-
naamisina systeemimalleina. Kaikilla systeemimalleista oli yksi napa-nollapari kohdassa
s = 0. Tama pari oli tarpeen supistaa pois, jotta saatovirhemalleille voitiin laskea H,-
normi norm-funktiolla. Napa-nollapari s = 0 tarkoittaa, etta siirtofunktion osoittajalla ja ni-
mittgjalla on oltava yhteinen tekija s. Siirtofunktioiden osittajan ja nimittajan kertoimet
erotettiin vektoreihin tfdata-funktiolla [31]. Tdma funktio tallentaa kertoimet vektoriin si-
ten, ettd nollannen asteen termin kerroin on aina viimeisessa alkiossa. Poistamalla tama
alkio saatiin vektorit, joiden alkiot vastasivat yhta astetta pienempien polynomien kertoi-
mia. Koska kaikissa tapauksissa s oli seka osoittajan etta nimittajan yhteinen tekija, tama
asteen alentaminen vastasi napa-nollaparin s = 0 supistamista. Viimeisen alkion poista-
minen onnistui sijoittamalla viimeisen alkion tilalle tyhja vektori. Operaation syntaksi esi-
merkkivektorille pol oli pol(end)=[]. MATLAB-koodin ulkoasun yksinkertaistamiseksi
supistamista varten koodattiin funktio supistaSys, joka esitellaan liitteessa D. Lopuksi
eri herate- ja viivetapauksia vastaavat ISE-arvon approksimaatiot selvitettiin laskemalla

H,-normin neli®é norm-funktion avulla.

Laskelmat toistettiin viiveen korkeampiasteisilla Padé-approksimaatioilla, jotta voitiin tut-
kia tulosten tarkentumista. ISE-approksimaatio maaritettiin identtisella tavalla myds tau-
lukon (3) kolmannen sarakkeen arvoilla. Tarkentumista tapahtui 1., 2., ja 3. asteen ap-
proksimaatioilla, mutta 4. asteet muodot eivat enaa tarkentaneet tuloksia merkittavasti.

Koodit on esitetty liitteissa E ja F.
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4.4 Parsevalin teoreemaan perustuva menetelma

Tama osio esittaa alaluvun 3.3 esitteleman metodin toteutuksen. Tassa tarkasteltiin erik-
seen viiveellinen prosessitapaus ja viiveellinen anturitapaus vuorotellen yksikkdaskel-
muotoisilla asetusarvosignaalilla ja anturisignaalilla, kuten aikaisemmilla laskentamene-

telmilla.

Parsevalin teoreeman toimivuuden kannalta oli tarpeen, etta kaavojen (12) ja (13) ku-
vaamien Laplace-muunnosten navat olivat kompleksitasossa Im-akselin vasemmalla
puolella, ja ettd muunnosten raja-arvo oli 0 muuttujan s Iahestyessa aarettomyytta. Sym-
bolic Math Toolbox -operaatioilla johdettiin nama kaavat kaikille tapauksille, joita kaavat

(9-11) kuvaavat. Alaluvussa 4.1 tarkistettiin ndiden olettamuksien paikkansapitavyys.

Alaluvussa 4.1 todettiin my0s, ettad saatévirheen Laplace-muunnoksella ei ole napaa Im-
akselilla, jos sen itseisarvo ei kasva rajatta, kun muuttuja s Iahestyy pistetta 0 rajatta.
Kaikissa tapauksissa raja-arvo suppeni johonkin darelliseen arvoon, joten napoja ei ollut

Im-akselilla. Niinpa Parsevalin teoreeman kayttd voitiin perustella.

Tutkimuksessa luotiin joukko kulmataajuusarvoja laskemalla kaavan (14) avoimen sys-
teemin vaiheen ylimenokulmataajuus Control System Toolbox -lisdosan allmargin-ko-
mennolla [32]. Kulmataajuuksien lukumaara ja maksimikulmataajuus valittiin selvasti yli-
menokulmataajuutta suuremmaksi. Kulmataajuudet tallennettiin omaan vektoriinsa ja
muutettiin vastaaviksi s-arvoiksi kertomalla ne imaginaariyksikolla. Seuraavissa vai-
heissa yksittaisten laskutoimitusten yksinkertaistamisen vuoksi oli tarpeellista laskea

kaavojen (12) ja (13) saatovirheiden arvot vaihe vaiheelta kaavojen (2—11) avulla.

Kaavan (2) lausekkeella on napa kohdassa s = 0, jolloin kulmataajuuksien tarkastelua
ei voitu aloittaa origosta, jolloin tarkasteltava taajuusalue tuli valita alkamaan erittain pie-
nesta luvusta arvon w = 0 sijaan. Tama lisasi menetelman epatarkkuutta, mutta taajuus-
alueen alkupaan ollessa riittavan lahelld nollaa, tata virhetta voitiin pitda merkityksetto-

mana.

Lasketuille s-arvoille laskettiin kaavojen (12) ja (13) mukaiset saatdvirheen Laplace-
muunnoksen arvot kaikissa viive- ja heratetapauksissa. Koska nain arvot saatiin talletet-
tua vektoreihin kulmataajuuksien tapaan, arvot voitiin nelidida alkiokohtaisesti ja integ-
roida yhteen kulmataajuuksien suhteen trapz-funktiolla [33]. Taajuusalueen loppuarvoa
ja kulmataajuusarvojen lukumaaraa vaihdeltiin kokeellisesti, kunnes ISE-vertailuarvo ei
enaa lahestynyt paametodilla maaritettya vastaavaa arvoa merkittavasti. Laskelmat
suoritetiin taulukon (3) toisen ja kolmannen sarakkeen arvoilla. Koodit on esitetty liit-

teessa G ja H.
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4.5 Simulink-menetelma

Simulink-ympaéristéssa rakennettiin kuvien (2) ja (3) mukaiset piirimallit ja simuloitiin ISE-
kustannus taulukon (3) toisen ja kolmannen sarakkeen parametriarvoilla. Simulaation
riittdvan tarkkuuden varmistamiseksi ei voitu kayttaa kaikkia simulaatiomallin oletusase-
tuksia. Tarkkuutta voitiin sd3ataa tehokkaasti asetusten Relative tolerance ja Ab-
solute tolerance arvoja muuttamalla, kunnes simuloitu ISE-kustannus ei enda mer-

kittavasti lahestynyt paamenetelman tuloksia. Taulukkoon (6) on koottu kaytetyt asetuk-

set.
Taulukko 6. Kéytetyt Simulink-simulaatioasetukset.

Asetus Arvo
Absolute tolerance 0,00001
Relative tolerance 0,00001
Max step size Auto
Min step size Auto
Initial step size Auto
Start time 0
End time 200

4.6 Tulokset

Paamenetelman ja haastajamenetelmien tulokset taulukoitiin. Taulukkoon (7) on koottu

nama eri menetelmilla saavutetut tulokset 4 desimaalin tarkkuudella.

Taulukko 7. P&é&- ja haastajamenetelmien tulokset.

Menetelma Arvosarja Viiveellinen Viiveellinen Viiveellinen
prosessimalli, anturimalli, anturimalli, hai-
hédirioherdte  asetusarvohe- rioherate

riate
Paametodi Arvosarja 1 7,9187 2,1510 7,9187
Arvosarja 2 13,6489 1,4327 13,6489
Padé Arvosarja 1 7,9187 2,1510 7,9187
Arvosarja 2 13,6489 1,4327 13,6489
Parseval Arvosarja 1 7,9113 2,1509 7,9113
Arvosarja 2 13,6428 1,4326 13,6428
Simulink Arvosarija 1 7,9180 2,1470 7,8990
Arvosarija 2 13,6700 1,4330 13,6700

Tuloksien perusteella laskettiin vastaavien paa- ja haastajamenetelmaarvojen eron pro-
senttiosuus paamenetelman arvosta. Taulukkoon (8) on koottu tulosten prosentuaaliset
erot.
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Taulukko 8. Haastajatulosten prosentuaaliset erot suhteessa
paédmenetelmén tuloksiin.
Menetelma Arvosarja Viiveellinen Viiveellinen Viiveellinen
prosessimalli, anturimalli, anturimalli, hai-
hadiriocherdate  asetusarvohe- rioheréte (%)
(%) rate (%)
Padé Arvosarja 1 0 0 0
Arvosarija 2 0 0 0
Parseval Arvosarja 1 0,0934 0,0046 0,0934
Arvosarja 2 0,0447 0,0070 0,0447
Simulink Arvosarija 1 0,0088 0,1860 0,2488
Arvosarja 2 0,1546 0,0209 0,1546

Tuloksista ndhdaan, ettd haastajamenetelmien tuottamien arvojen ero padmenetelmaan

verrattuna ovat prosentin murto-osissa. Voidaan siis olettaa, ettd paamenetelma ei ole

metodisesti virheellinen eika koodauksessa ole tapahtunut virheita.
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5. YHTEENVETO

ISE-kustannus on hyddyllinen ja suosittu tyévaline, mutta sen laskeminen voi olla ty6-
lasta erityisesti viiveellisissa tapauksissa. Tallaisiin tapauksiin on kuitenkin olemassa
J.E. Marshallin, H. Géreckin, A. Korytowskin ja K. Waltonin kirjassa esitelty kustannus-
indeksin tarkka laskentatapa, jonka toteuttamista tama ty6 tutki MATLAB-ohjelmiston

tydkaluilla Pl-saatopiirille askelheratteitd kayttaen.

Tutkimus keskittyi tapauksiin, joissa viivealisysteemi oli osa joko prosessin mallia tai an-
turin mallia. Saatopiirin heratteina kaytettiin vuorotellen Pl-sdatimelle syotettdvaa ase-
tusarvosignaalia ja prosessimallin heratteeseen summautuvaa hairidsignaalia. Kumpikin

herate oli yksikkdaskelfunktio.

Saatopiiri stabiloitiin mitoittamalla Pl-saadin MATLAB-ohjelmiston Simulink-ymparis-
toéssa rakennetun piirisimulaation avulla prosessi-, anturi- ja viivemallin parametrien eri
arvoilla. Kaikki tutkimuksessa erilaisista piirivariaatoista saadut tulokset laskettiin kum-

mallakin naista arvosarjoista.

Tutkimuksessa havaittiin, ettd menetelma ei suoraan sovellu kaikkiin Pl-saatdpiirimallei-
hin. Kun saatopiirin ainoa herate oli asetusarvosignaali prosessimallin ollessa viiveelli-
nen, eraat tarkeat maarittelyehdot eivat tayttyneet. Taten ISE-kustannuksen laskeminen
kyseiselle tapaukselle ei ollut mahdollista. Samassa viivetapauksessa hairidherate johti
samankaltaiseen tilanteeseen. Oli tarpeellista suorittaa saatévirhelausekkeen analyyt-

tista supistamista, jotta ehdot saatiin taytyttya.

Saaduille tuloksille laskettiin myds vertailuarvot arvioimalla ISE-kustannusta korvaamalla
ei-rationaalinen viivesiirtofunktio rationaalisella Padé-approksimaatiolla, approksimoi-
malla ISE-lukua Parseval-integraalin perusteella ja simuloimalla darellisen aikavalin kus-
tannus Simulink-tyokaluilla. Arviot erot padmenetelmaan nahden pysyivat prosentin sa-
dasosissa. Marshallin, Goreckin, Korytowskin ja Waltonin esittelemaa menetelmaa voi-
taneen siis pitda kaytanndllisena ja tarkkana tapana ISE-kustannuksen maarittamiseen
useimmilla viiveellisilla saatopiirimalleilla. Niinpa voidaan sanoa, etta kirjan kaavat ovat

patevat, kirjan teoria tulkittiin oikein tassa tydssa ja MATLAB-koodaus tehtiin oikein.
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https://se.mathworks.com/help/releases/R2025b/control/ref/dynamicsystem.tfdata.html?overload=DynamicSystem%2Ftfdata+true
https://se.mathworks.com/help/releases/R2025b/control/ref/dynamicsystem.allmargin.html
https://se.mathworks.com/help/releases/R2025b/matlab/ref/trapz.html
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LITE A: SAATOVIRHEESEEN LIITYVIEN
OLETUSTEN VERIFIONTI

Tassa liitteessa esitelladn kaksi MATLAB-koodia. Ensimmainen koodi varmistaa, etta
saatdvirheen Laplace-muunoksen arvot suppenevat lukuun 0 muuttujan s Idhestyessa
aarettdmyytta. Koodi maarittelee tdman siirtofunktion kaikilla tdman tyon tarkastelemilla
saatdpiirin konfiguraatioilla symbolisten muuttujien avulla. Tdman jalkeen lasketaan ha-

luttu raja-arvo muuttujien kumpaakin arvosarjaa vastaavilla arvoilla.
clear all

syms s K tau h Kp Ki 1

S = Kp+Ki/s;

P = K/(tau*s+1);
H = 1/(h*s+1);

L = exp(-1*s);
Rasetus = 1/s;
Rhairio = 1/s;

L = exp(-1*s); % Viiveen Laplace-muunnos
Rasetus 1/s; % asetusarvon Laplace-muunnos
Rhairio 1/s; % Hairion Laplace-muunnos

S Kp+Ki/s; % Saatimen siirtofunktio
P = K/(tau*s+1l); % Prosessin siirtofunktio
H = 1/(h*s+1); % Anturin siirtofunktio

% Asetusarvosignaali herdtteend, viive prosessissa:

% Muodostetaan asetusarvoheratteen ja saatovirheen
% Siirtofunktiot.

Tasetus = L*P*S/(1+L*P*S*H);

E1l = Rasetus*(1-Tasetus)

% Hairio heratteena, viive prosessissa:

Thairio = P*L/(1+S*P*L*H);
E2 = -Rhairio*Thairio

% Asetusarvosignaali heratteena, viive anturissa:
Thairio = S*P/(1+S*P*H*L); % Ohjaussignaalin

% siirtofunktio

E3 = Rasetus*(1-Thairio) % Saatovirhefunktio

% Hairidsignaali heratteena, viive anturissa:
Thairio = P/(1+S*P*H*L);

E4 = -Rhairio*Thairio

% Tutkikaan E(s):n suppenemista nollaan eri parametriarvoilla
% (sijoitetaan arvot, koska nyt MATLABIN helpompi laskea), kun s->0:
paramsym = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];
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paramvall
paramval2

[0.953731971393876, ©.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5];
[0.405714626587177, ©.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2];

limit(subs(E1l, paramsym,paramvall),s,inf)
limit(subs(E1l, paramsym,paramval2),s,inf)

limit(subs(E2, paramsym,paramvall),s,inf)
limit(subs(E2, paramsym,paramval2),s,inf)

limit(subs(E3, paramsym,paramvall),s,inf)
limit(subs(E3, paramsym,paramval2),s,inf)

limit(subs(E4, paramsym,paramvall),s,inf)
limit(subs(E4, paramsym,paramval2),s,inf)

% E suppenee nollaan kaikissa tutkituissa tapauksissa.

Toinen koodi varmistaa, ettd sdatdvirheen Laplace-muunnoksen navat sijaitsevat komp-
leksitasossa Im-akselin vasemmalla. Tama koodi perustuu J.E. Marshallin, H. Géreckin,
A Korytowskin ja K. Waltonin kirjassaan esiteltyyn menetelmaan. Tassa on esitelty pel-
kastaan arvosarjaa 1 koskeva koodi, silla arvosarjalla 2 koodi toimii taysin samalla ta-
valla. Loydokset ovat samoja, vain lukuarvot vaihtelevat. Tama koodi kay Iapi kuitenkin
kaikki heratteen ja viiveen sijainnin yhdistelmat. Koodi maarittelee tarvittavat siirtofunktiot
ja polynomit ensin symbolisten muuttujien avulla. Nain saadaan maaritettya sievat tulok-
set, joihin voidaan helposti sijoittaa lukuarvot. Koodi selvittda polynomien A ja C asteet
ja maarittaa saatovirheen Laplace-muunnoksen viiveettdtman nimittajan ja ratkaisee ta-
man juuret. Seuraavaksi koodi maarittda W-polynomin ja ratkaisee taman juuret. Juuria
on kaikissa tapauksissa vain yksi positiivinen. Niinpa koodi laskee tata juurta vastaavan
viiveen arvon, josta lahtien systeemi on epastabiili. Kaikissa tapauksissa huomataan,
ettd tutkimuksessa kaytetyn viiveen arvot ovat stabiililla alueella. Osassa tapauksista
koodi maarittda vain polynomit A ja C koska talléin huomataan, ettéd ne ovat samat kuin
ensimmaisessa tapauksessa. Talldin laskeminen olisi identtista ja paastaisiin samoihin

lopputuloksiin, jolloin napaehto tayttyy jo talla polynomien samankaltaisuudella.

% Arvosarja 1
clear all
syms s viive w w2 Kp Ki K tau h 1

R

4 Maaritellaan ensin parametrit symbolisina muuttujina

ja sijoitetaan niiden oikeat arvot vasta, kun polynomit

A ja C on selvitetty. Tama selkeyttaa MATLABin

tulosteita ja tekee tuloksista mukavampia seurata.

4 Vektorit sijoituksia helpottamaan:

paramsym = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];

paramvall = [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5];

3R 3R ¥ X

NS

Maaritetdan saadin, prosessi, anturi ja herdtteet:
= Kp+Ki/s;
K/(tau*s+1);

o Wn



H

= 1/(h*s+1);

Rasetus = 1/s;
Rhairio = 1/s;

%

%
%

Asetusarvo herdtteend, viive prosessissa:

Muodostetaan asetusarvoheratteen ja saatovirheen
siirtofunktiot.

Tasetus = viive*P*S/(1+viive*P*S*H);

E

= collect(Rasetus*(1-Tasetus),viive)

[num,den] = numden(E);

% A- ja C-polynomit

A = subs(den, viive, 0)

C = diff (den, viive)

A = subs(A, paramsym, paramvall)
C = subs(C, paramsym, paramvall)
polynomialDegree(A)
polynomialDegree(C)

%

%

A:n aste on C:n astetta suurempi.

Navat viiveettomassa tapauksessa.

vpa(solve(A + C == 0))

%

%

Kaikki navat ovat Im-akselin vasemmalla puolella.

W-polynomi

Aiw = subs(A,s,i*w);
Aiwm = subs(A,s,-i*w);
Ciw = subs(C,s,i*w);
Ciwm = subs(C,s,-i*w);

W
W
%

%

= simplify(Aiw*Aiwm-Ciw*Ciwm);
= subs(W,w”2, w2); % Esitetdan w”2:n
eksponentteina.

Ratkaistaan W:n w”2-juuret:

Wjuuret = vpa(solve(W==0, w2))

%
%

Yksi positiivinen juuri, joka ainoana sellaisena
aiheuttaa epastabiiliuden.

wo = sqrt(Wjuuret(2)) % Vain positiiviset w

%

%

ovat kiinnostavia.

Madritetdan tata juurta vastaavat h:

coslwl = real(-subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0))
sinlw2 = imag(subs(Aiw,w,w@)/subs(Ciw,w,w0))
1wl = acos(coslwl)

1w2 = asin(sinlw2)

3R 3% 3% H 3R 3R R ¥ X

3R R

Merkitddn lwl=1lw2=1lw. Nyt viive

1 = (lw + 2*¥pi*n)/w, kun n =90, 1, 2,...

Ensimmaiset juuret siirtyvat Im-askelin vasemmalta
puolelta oikealle, kun

n = 0. Siis stabiiliusalue on @ <=1 < lw/w@.

= 1lwl/w@ % kaytetaan tassa lwl, koka 1w = 1wl = lw2.
Saatu arvo on suurempi kuin arvosarjan 1

viiveen arvo 0.5, jolloin kaikki navat ovat
Im-akselin vasemmalla puolella.

Asetusarvo heratteena, viive anturissa:
Merkitdan ensin viivetta muuttujalla "viive",
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% jotta A- ja C-polynomien lukeminen helpottuu.
Tasetus = P*S/(1l+viive*P*S*H);
E = collect(Rasetus*(1-Tasetus), viive)

[num, den] = numden(E);
% A- ja C-polynomit

= subs(den, viive, 9)

diff (den, viive)

subs(A, paramsym, paramvall)
subs(C, paramsym, paramvall)

A
C
A
C

% Polynomien asteet
polynomialDegree(A)
polynomialDegree(C)
% A:n aste on C:n astetta suurempi.

% Navat viiveettomdssa tapauksessa.
vpa(solve(A + C == 9))
% Yksi napa origossa.

% Muodostetaan W-polynomi:

Aiw = subs(A,s,i*w);

Aiwm = subs(A,s,-i*w);

Ciw = subs(C,s,i*w);

Ciwm = subs(C,s,-i*w);

W = simplify(Aiw*Aiwm-Ciw*Ciwm);

W = subs(W,w”2, w2); % Esitetdan w”2:n
% eksponentteina.

% Ratkaistaan W:n juuret:

Wjuuret = vpa(solve(W==0, w2)) % Kohdat w=0 (eli s=0)
% voidaan sivuutaa.

wo = sqrt(Wjuuret(3)) % Vain positiiviset juuret

% ovat kiinnostavia.

% Maaritetdan tata juurta vastaavat h:

coslwl = real(-subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0));
sinlw2 = imag(subs(Aiw,w,w0)/subs(Ciw,w,w0));

1wl = acos(coslwl)

lw2 = asin(sinlw2)

Merkitdan lwl=1w2=1w. Nyt viive

1 =(lw + 2*¥pi*n)/w, kun n =90, 1, 2,...
Ensimmdiset juuret siirtyvat Im-askelin vasemmalta
puolelta oikealle, kun

n = 0. Siis stabiiliusalue on @ <=1 < lw/w@.

= 1lwl/w@ % kaytetaan tassa 1lwl, koka 1w = 1wl = 1w2.
Saatu arvo on suurempi kuin arvosarjan 1

viiveen arvo 0.5, jolloin kaikki navat ovat
Im-akselin vasemmalla puolella.

3R 3R 3% H 3R 3R R ¥ R

R

H3airio heratteena, viive prosessissa:

% Merkitaan viivetta muuttujalla "viive",

% jotta A- ja C-polynomien maarittaminen helpottuu.
Thairio = simplifyFraction(P*viive/(1+S*P*viive*H));
E = collect(-Rhairio*Thairio, viive);

[num, den] = numden(E);

% A- ja C-polynomit

A = subs(den, viive, 0)
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R

%
%

diff (den, viive)

subs(A, paramsym, paramvall)

= subs(C, paramsym, paramvall)

Saavutaan samoihin A ja C kuin asetusarvioheratteen
viiveellisen prosessin kanssa. Niinpa

myds tama tapaus on stabiili aikaisemman laskennan
perusteella.

Hairio heratteena, viive anturissa:

Merkitdan viivetta muuttujalla "viive",
jotta A- ja C-polynomien maarittaminen helpottuu.

Thairio = simplifyFraction(P/(1+S*P*viive*H));

E

= collect(-Rhairio*Thairio, viive);

[num, den] = numden(E);

RN NI X

A- ja C-polynomit

= subs(den, viive, 0)

diff (den, viive)

subs(A, paramsym, paramvall)

= subs(C, paramsym, paramvall)

Saavutaan samoihin A ja C kuin asetusarvioheradtteen
viiveellisen prosessin kanssa. Niinpa

myds tama tapaus on stabiili aikaisemman laskennan
perusteella.
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LIITE B: ISE-KUSTANNUKSEN TARKAN
LASKENTAMETODIN MATLAB-KOODIT
VIIVEELLISEN PROSESSIN TAPAUKSESSA

Tassa liitteessa esitelladn MATLAB-koodit, jotka laskevat tarkan arvon ISE-kustannuk-
selle. Koodit pohjautuvat J.E. Marshallin, H. Géreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin Kir-
jassaan esiteltyyn menetelmaan. Ensimmaiseksi esitellddn koodi asetusarvoheratteen
tapauksessa. Koodi selvittaa erosuureen siirtofunktion, marittda sen perusteella tarvitta-
vat polynomit A(s), B(s), C(s) ja D(s) ja laskee polynomien asteet. Tassa tapauksessa
saatiin sellaiset polynomit, joilla paametodi ei tuota tarkkaa ISE-arvoa, joten tarkastelu

jatettiin kesken.

% Viive prosessin yhteydessa, heratteena asetusarvo.
clear all

syms s K tau h viive Kp Ki 1

% Maaritetaan prosessin ja anturin siirtofunktiot seka asetusarvon
% askelherate.

P = K/(tau*s+1);

H = 1/(h*s+1);

Rasetus = 1/s;

% PI-saatimen siirtofunktio on:
S = Kp + Ki/s;

% Asetusarvon siirtofunktio:
Tasetus = viive*P*S/(1l+viive*P*S*H);

% Saatdvirhe:
E = collect(Rasetus-Rasetus*Tasetus, viive);
[num,den] = numden(E);

subs(num, viive, 0);
diff(num, viive);
subs(den, viive, 0);
diff (den, viive);

N >0wW
o

% Tarkistetaan, onko A.lla ja C:113 samoja juuria.
Ajuuret = solve(A == 0,s);
Cjuuret = solve(C == 0,s);

% A:1la ja C:113 Ei yhteisia nollakohtia.

% Tarkistetaan polynomien asteet:

DegA = polynomialDegree(A,s)

DegB = polynomialDegree(B,s)

DegC = polynomialDegree(C,s)

DegD = polynomialDegree(D,s)

% Ehto deg(B)<deg(A) tayttyy, mutta deg(D)<Deg(C) ei. Ei jatketa tata
% tapausta pidemmalle.
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Toiseksi esitellaan koodi hairidheratteen tapauksessa. Koodi selvittda erosuureen siirto-
funktion, marittda sen perusteella tarvittavat polynomit A(s), B(s), C(s) ja D(s) ja laskee
niiden asteet. Polynomien aste-ehto deg D < deg C ei tayty, mutta koodi muokkaa
erosuureen funktiota ja maarittda polynomit uudestaan niin, ettd paametodi pysyy pate-
vana. Koodi laskee myos polynomien A(s) ja C(s) juuret, polynomit F(s) ja G(s), poly-
nomin F(s) juuret ja ISE-kustannuksen naiden juurien perusteella saatopiirin paramet-

rien eri arvoilla.

% Viive prosessin yhteydessd, heratteend hairio.
clear all

syms s K tau h viive Kp Ki 1

% Maaritetaan prosessin ja anturin siirtofunktiot seka hairion
% askelherate.

P = K/(tau*s+1);

H = 1/(h*s+1);

Rhairio = 1/s;

% PI-saatimen siirtofunktio on:
S = Kp + Ki/s;

% Ulkoisen hairion siirtofunktio:
Thairio = viive*P/(1+viive*S*P*H);

% Saatovirhe:
E = collect(-Rhairio*Thairio, viive);
[num,den] = numden(E);

A, B, C ja D-polynomit:
subs(num, viive, 0);
diff(num, viive);
subs(den, viive, 0);
= diff (den, viive);

N > 0 W R
1]

% Tarkistetaan polynomien asteet.
DegA = polynomialDegree(A,s)

DegB = polynomialDegree(B,s)
DegC = polynomialDegree(C,s)
DegD = polynomialDegree(D,s)

% Aste-ehto deg(D)<Deg(C) ei tayty, mutta koska deg(A)>0 ja B=0,
% voidaan viive supistaa E:n osoittajasta pois.

E = collect(-Rhairio*Thairio/viive, viive);
[num,den] = numden(E);

Luetaan A, B, C ja D-polynomit uudelleen:
= subs(num, viive, 0);

diff(num, viive);

subs(den, viive, 0);

diff (den, viive);

N > U W R
1]

% Tarkistetaan polynomien asteet uudelleen.
DegA = polynomialDegree(A,s)



DegB = polynomialDegree(B,s)
DegC = polynomialDegree(C,s)
DegD = polynomialDegree(D,s)
% Ehdot deg(B)<deg(A) ja deg(D)<Deg(C) taytyvat.

% Tarkistetaan, onko A:1la ja C:113 yhteisia juuria.
rootsA = solve(A == 9,s)

rootsC = solve(C == 0,s)

% A:1la ja C:113a Ei samoja nollakohtia.

% Muodostetaan F ja G:
Am = subs(A, s, -s);
Bm = subs(B, s, -s);
Cm = subs(C, s, -s);
Dm = subs(D, s, -s);

=
G

A*Am-C*Cm;
A*Bm-C*Dm;

% Derivoidaan F myohempia laskuja varten:
dF = diff(F,s);

% Selvitetdaan F:n juuret
um = solve(F == 0, s);

% Juuria u vastaavat polynomien arvot:

E = subs(E, viive, exp(-s*1)) % Sijoitetaan viiveen Laplace-muoto
% muuttujan tilalle.

Eum = subs(E, s, um);

dFum = subs(dF, s, um);

Gum = subs(G, s, um);

% Nain saadaan symbolinen ISE:
J = -sum(Gum./dFum.*Eum)

% Lasketaan ISE:n lukuarvo (arvosarjat 1 ja 2).

% vektorit sijoituksia helpottamaan:

paramsym = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];

paramvall [0.953731971393876, 0.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5];
paramval2 [0.405714626587177, ©.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2];

% ISE:n lukuarvo:

J1 = subs(J3, paramsym, paramvall);
J1 = vpa(Jl)

J2 = subs(J, paramsym, paramval2);
J2 = vpa(3J2)
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LIITE C: ISE-KUSTANNUKSEN TARKAN
LASKENTAMETODIN MATLAB-KOODIT
VIIVEELLISEN ANTURIN TAPAUKSESSA

Tassa liitteessa esitelladan MATLAB-koodit, jokta laskevat tarkan arvon ISE-kustannuk-
selle. Koodit pohjautuvat J.E. Marshallin, H. Géreckin, A Korytowskin ja K. Waltonin Kir-
jasaan esiteltyyn menetelmaan. Ensimmaiseksi esitelldan koodi asetusarvoheratteen ta-
pauksessa. Koodi selvittda erosuureen siirtofunktion, marittda sen perusteella tarvittavat
polynomit A(s), B(s), C(s) ja D(s) ja laskee polynomien asteet. Koodi laskee myds po-
lynomien A(s) ja C(s) juuret, polynomit F(s) ja G(s), polynomin F(s) juuret ja ISE-kus-
tannuksen naiden juurien perusteella tutkitun sdatopiirin parametrien eri arvoilla. Koska
polynomeilla A(s) ja C(s) ilmeni yhteisia juuria, koodi laskee naita juuria vastaavan ISE-

kustannuksen erikseen.

% Viive anturin yhteydessa, heratteena asetusarvo
clear all

syms s K tau h viive Kp Ki 1

% Maaritetdaan prosessin ja anturin siirtofunktiot.
P = K/(tau*s+l);

H = 1/(h*s+1);

Rasetus = 1/s;

% PI-saatimen siirtofunktio on:
S = Kp + Ki/s;

% Asetusarvon siirtofunktio:
Tasetus = P*S/(1l+viive*P*S*H);

% Saatodvirhe:
E = collect(Rasetus-Rasetus*Tasetus, viive)
[num,den] = numden(E);

subs(num, viive, 0);
diff(num, viive);
subs(den, viive, 0);
diff (den, viive);

N >0w
o

% Tarkistetaan, onko A.lla ja C:113 samoja juuria.
rootsA = solve(A == 0,s)

rootsC = solve(C == 9,s)
% A:1la ja C:11a on yksinkertainen yhteinen juuri @.
uo = 0;

% Tarkistetaan polynomien asteet:
DegA = polynomialDegree(A,s)
DegB = polynomialDegree(B,s)
DegC polynomialDegree(C,s)
DegD = polynomialDegree(D,s)



% Ehdot deg(B)<deg(A) ja deg(D)<Deg(C) tayttyvat.

% Muodostetaan F ja G:
Am = subs(A, s, -s);
Bm = subs(B, s, -s);
Cm = subs(C, s, -s);
Dm = subs(D, s, -s);

F
G

A*Am-C*Cm;
A*Bm-C*Dm;

% Derivoidaan F myohempia laskuja varten:
dF = diff(F,s);

% Selvitetaan F:n juuret.

Fjuuret = solve(F == 0, s);

% Poistetaan A:n ja C:n yhteinen juuri
um = Fjuuret(Fjuuret ~= u0);

% Juuria u vastaavat polynomien arvot:

E = subs(E, viive, exp(-s*1)) % Sijoitetaan viiveen Laplace-muoto
% muuttujan tilalle.

Eum = subs(E, s, um);

dFum = subs(dF, s, um);

Gum = subs(G, s, um);

% Juurien u kontirbuutio ISE:hen:
Jum = -sum(Gum./dFum.*Eum);

% Kasitelldaan A:n ja C:n yhteisen juuren kontribuutio.
% A:lla ja C:11a on yksi yhteinen juuri, joka on nolla.
% Maaritetdan tarvittavat termit:

Adiv = simplify(A/s);

Cdiv = simplify(C/s);

dB = diff(B,s);

dD = diff(D,s);

% Sijoitetaan ue@:

BO = subs(B,s,u®);

dB@ = subs(dB,s,u@);

dDO = subs(dD,s,u0);
Adive = subs(Adiv,s,u@);
Cdive = subs(Cdiv,s,u@);

% yhteisen nollajuuren kontribuutio:
Jud = BoO*(dBO+dDo+1*BO)/(Adive~2-Cdive~2)

% Lasketaan ISE:n lukuarvo (arvosarjat 1 ja 2).

% vektorit sijoituksia helpottamaan:

paramsyml = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];

paramvall = [0.953731971393876, ©.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5];
paramsym2 = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];

paramval2 = [0.405714626587177, ©.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2];

% ISE:n lukuarvo:
Jum@ = Jum+Juo@;
J1 = subs(Jum@, paramsyml, paramvall);



J1
J2
J2

vpa(Jl)

subs(Jum@, paramsym2, paramval2);

vpa(J2)
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Seuraava koodi kasittelee hairioheratetapauksen. Koodi laskee ISE-kustannuksen kuten

edelld, mutta nyt polynomeilla A(s) ja C(s) ei ole yhteisia juuria.

% Viive anturin yhteydessa, heratteena hairio

clear all

syms s K tau h viive Kp Ki 1

% Maaritetdan prosessin ja anturin siirtofunktiot.
K/(tau*s+1);

P
H

1/(h*s+1);

Rhairio = 1/s;

% PI-saatimen siirtofunktio on:

S

% Ulkoisen hairion siirtofunktio:
Thairio = P/(1+viive*S*P*H);

Kp + Ki/s;

% Saatovirhe:

E

N > 0O W R

%

% Tarkistetaan polynomien asteet.

= polynomialDegree(A,s)
polynomialDegree(B,s)

= polynomialDegree(C,s)

= polynomialDegree(D,s)

% Ehdot deg(B)<deg(A) ja deg(D)<Deg(C) taytyvat.

DegA

De
De
De

% Muodostetaan F ja G:

Am
Bm

A, B, C ja D-polynomit:
subs(num, viive, 0);
diff(num, viive);
subs(den, viive, 0);
= diff (den, viive);

Tarkistetaan, onko A:1la ja C:1lla yhteisia juuria.
rootsA = solve(A
rootsC = solve(C
% A:1lla ja C:113a

gB
gC
gD

Cm =

Dm

%
dF

Derivoidaan F myohempia laskuja varten:

collect(-Rhairio*Thairio, viive) % Kerdtdan osoittajasta ja
% nimittajasta viiveen kertoimet selkedmpaan muotoon.
[num,den] = numden(E); % Erotetaan osoittaja ja nimittaja.

subs (A, s,
subs(B, s,
subs(C, s,
subs(D, s,

A*Am-C*Cm
A*Bm-C*Dm

diff(F,s);

ei

-s);
-s);
-s);
-s);

ole yhteisia juuria.



37

% Selvitetdan F:n juuret
um = solve(F == 0, s);

% Juuria u vastaavat polynomien arvot:

E = subs(E, viive, exp(-s*1)) % Sijoitetaan viiveen Laplace-muoto
% muuttujan tilalle.

Eum = subs(E, s, um);

dFum = subs(dF, s, um);

Gum = subs(G, s, um);

% Nain saadaan symbolinen ISE:
J = -sum(Gum./dFum.*Eum);

% Lasketaan ISE:n lukuarvo (arvosarjat 1 ja 2).

% Vektorit sijoituksia helpottamaan:

paramsyml = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];
paramvall = [0.953731971393876, ©.0656346443185536, 2, 10, 5, 0.5];
paramsym2 = [Kp, Ki, K, tau, h, 1];
paramval2 = [0.405714626587177, ©.0726443592101894, 3, 5, 0.5, 2];

% ISE:n lukuarvot:

J1 = subs(J, paramsyml, paramvall);
J1 = vpa(Jl)

J2 = subs(J, paramsym2, paramval2);
J2 = vpa(J2)
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LITE D: FUNKTIO YHTEISEN TEKIJAN S
SUPISTAMISEKSI SIIRTOFUNKTIO-OBJEKTIN
OSOITTAJASTA JA NIMITTAJASTA

Tama liite esittelee funktion supistaSys-funktion, joka koodattiin tata tyéta varten ratio-
naalisen saatdvirheen Laplace-muunnoksen napa-nollaparin s = 0 supistamiseksi. Tal-
lainen napa-nollapari tarkoittaa, etta siirtofunktion osoittajalla ja nimittajalla on yhteinen
tekija s, jolloin kummallakin on nollannen asteen termin kerroin 0. Funktiota kutsutaan
antamalla sille tayttava parametrina tdman ehdon tayttava Control System Toolbox -li-
saosalla maaritetty siirtofunktiomalli. Funktio erottaa mallin osoittajan ja nimittdjan ker-
toimet vektoreihin. MATLAB tallentaa nollannen asteen kertoimen vektorin viimeiseen
alkioon. Funktio poistaa tdman alkion, jolloin vektoreiden alkiot vastaavat yhta astetta
pienempien polynomien kertoimia. Kyseinen operaatio vastaa osoittajan ja nimittajan yh-
teisen tekijan s supistamista. Lopuksi funktio maarittda supistetun siirtofunktio-objektin

kerroinvektoreiden avulla.

function sys_redu=supistaSys(sys)

% Rationaalisen siirtofunktio-objektin sys napa-nollaparin s=0 supistaminen
% Funktiokutsu:

supistaSys(sys)

R

NS

4 Luetaan siirtofunktio-objektin osoittajan ja nimittadjan kertoimet
5 vektoreiksi:

3R R

[oso nim] = tfdata(sys,'v');

% Poistetaan vektoreista nollannen asteen termien kertoimet. Tama

% vastaa osoittajasta ja nimittajasta yhteisen tekijan s supistamista.
oso(end) [1;

nim(end) [1;

% Muodostetaan uusi, supistettu siirtofunktio-objekti:
sys_redu = tf(oso, nim);
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LIITE E: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN
PADE-APPROKSIMAATION AVULLA
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN
PROSESSIN TAPAUKSESSA

Tama liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Padé-ap-
proksimaation avulla, kun prosessimalli on viiveellinen. Tama liite sisaltdad laskennan
vain osalla tutkitun saatdpiirin parametrien arvoista, silla naista arvoista riippumatta
koodi pysyy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuar-

vot vaihtuisivat.

Koodi laskee ISE-kustannusarvion hairidheratteelle. Koodi maarittaa viiveen eksponent-
tifunktiolle 1., 2., 3. ja 4. asteen Padé-approksimaatiot, maarittda saatovirheen siirtofunk-

tion naiden approksimaatioiden avulla ja laskee ISE-kustannusarvion H,-normin neliéna.

% Viive anturissa, arvosarja 1
clear all
s = tf('s'");

Maaritetaan parametrit:

= 2; % Prosessin DC-vahvistus

= 10; % Prosessin aikavakio

0.5; % Sisainen viive

5; % Anturin aikavakio

0.953731971393876; % Saatimen proportionaalivahvistus
0.0656346443185536; % Saatimen integraalivahvistus

= exp(-1*s); % Viive

au

H- T
1}

%
K
t
1
h
K
K
L

% Tehddan viiveen 1., 2., 3., ja 4. asteen Padé-approksimaatiot.

Lpl = pade(L,1);
Lp2 = pade(L,2);
Lp3 = pade(L,3);
Lp4 = pade(L,4);

R

Maaritetaan saadin, prosessi, anturi ja heratteet:
= Kp+Ki/s;

K/(tau*s+1);

= 1/(h*s+1);

Rasetus 1/s;

Rhairio 1/s;

I T Wn
[N
Il

% Lasketaan ISE 1. asteen approksimaatiolla:

Thairio

feedback(series(Lpl, P), series(H, S)); % Hairion siirtofunktio

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama
% saatovirhe

Jhairio = norm(Ehairio)”2 % Hairidvasteen ISE

% Toistetaan tarkastelu 2. asteen approksimaatolla.
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Thairio

feedback(series(Lp2, P), series(H, S)); % H3airion siirtofunktio

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama
% saatovirhe

Jhairio = norm(Ehairio)”2 % Hairiovasteen ISE

% Toistetaan tarkastelu 3. asteen approksimaatolla.
Thairio = feedback(series(Lp3, P), series(H, S)); % Hairion siirtofunktio

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama
% saatovirhe

Jhairio = norm(Ehairio)”2 % Hairidvasteen ISE
% Toistetaan tarkastelu 4. asteen approksimaatolla.
Thairio = feedback(series(Lp4, P), series(H, S)); % Hairion siirtofunktio

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama
% saatovirhe
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LIITE F: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN
PADE-APPROKSIMAATION AVULLA
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN
ANTURIN TAPAUKSESSA

Tama liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Padé-ap-
proksimaation avulla, kun prosessimalli on viiveellinen. Tama liite sisaltda laskennan
vain osalla tutkitun saatdpiirin parametrien arvoista, silla naista arvoista riippumatta
koodi pysyy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuar-

vot vaihtuisivat.

Koodi laskee ISE-kustannusarvion hairibheratteelle ja asetusarvoheratteelle. Koodi
maarittaa viiveen eksponenttifunktiolle 1., 2., 3. ja 4. asteen Padé-approksimaatiot, maa-
rittda saatodvirheen siirtofunktion naiden approksimaatioiden avulla ja laskee ISE-kustan-

nusarvion H,-normin nelidna.

% Viive anturissa, arvosarja 1
clear all
s = tf('s");

Maaritetdaan parametrit:

= 2; % Prosessin DC-vahvistus
au = 10; % Prosessin aikavakio
0.

5; % Sisdinen viive
5; % Anturin aikavakio
p = ©.953731971393876; % Saatimen proportionaalivahvistus
i = 0.0656346443185536; % Saatimen integraalivahvistus
= exp(-1*s); % Viive

%
K
t
1
h
K
K
L

% Tehddan viiveen 1., 2., 3., ja 4. asteen Padé-approksimaatiot.
Lpl = pade(L,1)
Lp2 = pade(L,2)
Lp3 = pade(L,3)
Lp4 = pade(L,4)

Maaritetdaan saadin, prosessi, anturi ja heradtteet:
= Kp+Ki/s;

K/ (tau*s+1);

1/(h*s+1);

Rasetus = 1/s;

Rhairio = 1/s;

I T U X

% Lasketaan ISE:t 1. asteen approksimaatiolla:

Tasetus
Thairio

feedback(series(S,P),series(Lpl, H)); % Asetusarvon siirtofunktio
feedback(P,series(S,series(Lpl, H))); % Hairion siirtofunktio

Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama
% saatovirhe
Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama
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% saatovirhe
Jasetus = norm(Easetus)”2 % Asetusarvovasteen ISE

Jhairio = norm(Ehairio)”2 % Hairidvasteen ISE

% Toistetaan tarkastelu 2. asteen approksimaatiolla.

Tasetus = feedback(series(S,P),series(Lp2, H)); % Asetusarvon siirtofunktio
Thairio = feedback(P,series(S,series(Lp2, H))); % Hairidn siirtofunktio
Easetus = series(Rasetus, 1-Tasetus);

Ehairio = series(Rhairio, -Thairio);

Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama
% saatovirhe

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama

% saatovirhe

Jasetus = norm(Easetus)”2 % Asetusarvovasteen ISE
Jhairio = norm(Ehairio)”2 % Hairidvasteen ISE

% Toistetaan tarkastelu 3. asteen approksimaatiolla.

Tasetus
Thairio

feedback(series(S,P),series(Lp3, H)); % Asetusarvon siirtofunktio
feedback(P,series(S,series(Lp3, H))); % Hairion siirtofunktio

Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama

% saatovirhe

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairidon tuottama saato-
virhe

Jasetus norm(Easetus)”~2 % Asetusarvovasteen ISE
Jhairio = norm(Ehairio)”2 % Hairiovasteen ISE

% Toistetaan tarkastelu 4. asteen approksimaatiolla.

Tasetus = feedback(series(S,P),series(Lp4, H)); % Asetusarvon siirtofunktio
Thairio = feedback(P,series(S,series(Lp4, H))); % Hairidn siirtofunktio

Easetus = supistaSys(series(Rasetus, 1-Tasetus)); % Asetusarvon tuottama
% saatovirhe

Ehairio = supistaSys(series(Rhairio, -Thairio)); % Hairion tuottama

% saatovirhe

Jasetus
Jhairio

norm(Easetus)”~2 % Asetusarvovasteen ISE
norm(Ehairio)”2 % Hairiovasteen ISE
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LIITE G: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN
PARSEVALIN TEOREEMAN AVULLA
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN
PROSESSIN TAPAUKSESSA

Tama liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Parsevalin
teoreeman avulla, kun prosessimalli on viiveellinen. Tama liite sisaltda laskennan vain
osalla tutkitun sdatdpiirin parametrien arvoista, silla naistd arvoista riippumatta koodi py-
syy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuarvot vaih-

tuisivat.

Koodi laskee ISE-kustannusarvion hairidheratteelle. Se maarittaa joukon kulmataajuuk-
sia, laskee naita kulmataajuuksilla saatévirhefunktion tuottamat arvot ja laskee ISE-kus-

tannusarvion saatujen arvojen avulla Parsevalin teoreeman perusteella.

% Viive anturin yhteydessa, arvosarja 1
clear all

Maaritetaan parametrit:
tf('s');

2; % Prosessin DC-vahvistus
= 10; % Prosessin aikavakio
0.5; % Sisdinen viive

5; % Anturin aikavakio

%
s
K
tau
1
h ;
Kp = ©.953731971393876; % Saatimen proportionaalivahvistus
Ki = 0.0656346443185536; % Saatimen integraalivahvistus

B

Maaritetdan saadin, prosessi, anturi ja viive.
= Kp+Ki/s;

K/(tau*s+1);

1/(h*s+1);

exp(-1*s);

r I  oWwn
Il

% Maaritetaan avoimen piirin malli ja maaritetaan vaiheen
% ylimenokulmataajuus:

Tavoin = series(series(S,P), series(H,L));

margins = allmargin(Tavoin);

yliw = margins.PMFrequency

Maaritetdan seuraavaksi laskentavalille maksimiarvo. Kokeillaan
ylimenokulmataajuuden 50 000-, 100 000-, 500 00O-, ja 1 000 0O-kertaisia
arvoja. Maaritetaan tarkasteluvalilta otettavien naytteiden maara
100-kertainena maksimiarvoon nahden. Valitaan sopivaksi maksimiarvoksi
100 000, silla tata suuremmat arvot eivat tarkenna tuloksia
merkittavasti.

3% 3R 3R ¥ }® X

wmax = yliw*100000; % tarkasteluvalin maksimiarvo.

nw = wmax*100; % Kulmataajuuksien maara.

w = linspace(0.0001,wmax,nw); % Luodaan jono kulmataajuuksia

% (jos aloitetaan suoraan nollasta, ei saada kayttokelpoisia arvoja.
% Kuten nakyy, kiersin tdmdn aloittamalla ldhes nollasta).

f = i*w; % Vastaavat s-tason arvot f



44

(<

% Nain saadaan seuraavat siirtofunktiot:
= Kp+Ki./f;

K./(tau*f+1);

1./(h*f+1);

exp(-1*f);

hairio = 1./f;

S
p
H
L
R

% Hairion siirtofunktio ja vastaava saatovirhe:
Thairio = L.*P./(1+L.*S.*P.*H);
Ehairio = -Thairio.*Rhairio;

neliohairio=abs(Ehairio).”2; % Nelididdan arvot
Thairio = trapz(w,neliohairio); % Integroidaan nelididyt arvot
ISEhairio = 1/pi*Ihairio % Hairidsignaalin tuottama ISE
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LIITE H: ISE-KUSTANNUKSEN ARVIOINNIN
PARSEVALIN TEOREEMAN AVULLA
SUORITTAVA MATLAB-KOODI VIIVEELLISEN
ANTURIN TAPAUKSESSA

Tama liite esittelee MATLAB-koodin, joka laskee arvion ISE-kustannukselle Parsevalin
teoreeman avulla, kun anturimalli on viiveellinen. Tama liite sisaltda laskennan vain
osalla tutkitun sdatdpiirin parametrien arvoista, silla naistd arvoista riippumatta koodi py-
syy rakenteeltaan muuttumattomana; vain parametrimuuttujille annetut lukuarvot vaih-

tuisivat.

Koodi laskee ISE-kustannusarvion hairidheratteelle ja asetusarvoheratteelle. Se maarit-
taa joukon kulmataajuuksia, laskee naita kulmataajuuksilla saatovirhefunktion tuottamat
arvot ja laskee ISE-kustannusarvion saatujen arvojen avulla Parsevalin teoreeman pe-

rusteella.

% Viive anturin yhteydessa, arvosarja 1
clear all

% Maaritetdan parametrit:

s = tf('s");

K = 2; % Prosessin DC-vahvistus

tau = 10; % Prosessin aikavakio

1 =0.5; % Sisdinen viive

h = 5; % Anturin aikavakio

Kp = ©.953731971393876; % Saatimen proportionaalivahvistus
Ki = 0.0656346443185536; % Sdatimen integraalivahvistus

% Maaritetdan saadin, prosessi, anturi ja viive.
PI = Kp+Ki/s;

P = K/(tau*s+1);
H = 1/(h*s+1);
L = exp(-1*s);

% Maaritetaan avoimen piirin malli ja maaritetdaan vaiheen
% ylimenokulmataajuus:

Topen = series(series(PI,P), series(H,L));

margins = allmargin(Topen);

yliw = margins.PMFrequency

Madaritetdan seuraavaksi laskentavdlille maksimiarvo. Kokeillaan
ylimenokulmataajuuden 50 000-, 100 000-, 500 000-, ja 1 000 000-kertaisia
arvoja. Maaritetaan tarkasteluvalilta otettavien naytteiden maara
100-kertainena maksimiarvoon nahden. Valitaan sopivaksi maksimiarvoksi
500 000, silla tata suuremmat arvot eivat tarkenna tuloksia
merkittavasti.

3% 3% 3R X ¥ R

wmax = yliw*500000; % tarkasteluvalin maksimiarvo.

nw = wmax*100; % Kulmataajuuksien maara.

w = linspace(0.0001,wmax,nw); % Luodaan jono kulmataajuuksia

% (jos aloitetaan suoraan nollasta, ei saada kdyttokelpoisia arvoja.



% Valtetaan tama aloittamalla hyvin pienestd arvosta, ldhelta arvoa 9).

f = i*w % Vastaavat s-tason arvot f

clear s

syms s

% Nain saadaan seuraavat siirtofunktiot:
= Kp+Ki./f;

= K./ (tau*f+1);

1./(h*f+1);

= exp(-1*f);

Rasetus = 1./f;

Rhairio 1./F;

r I oWwn
|

% Asetusarvon siirtofunktio ja vastaava saatovirhe:
Tasetus = P.*S./(1+L.*P.*S.*H);
Easetus = (1-Tasetus).*Rasetus;

neliotasetus = abs(Easetus).”2 % Nelididaan arvot
Iasetus = trapz(w,neliotasetus); % Integroidaan nelididyt arvot
ISEasetus = 1/pi*Iasetus % Asetusarvosignaalin tuottama ISE

% Hairion siirtofunktio ja vastaava saatovirhe:
Thairio = P./(1+L.*S.*P.*H);
Ehairio = -Thairio.*Rhairio;

neliothairio=abs(Ehairio).”2; % Nelioiddan arvot
Thairio = trapz(w,neliothairio); % Integroidaan nelididyt arvot
ISEhairio = 1/pi*Ihairio % Hairidsignaalin tuottama ISE
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