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Pl- ja PID-saatimet ovat yksia teollisuuden kaytetyimpia takaisinkytkettyjen saatopiirien
ratkaisuja. Saatimet auttavat pitdmaan prosessisuureita halutuissa asetusarvoissa, mutta ne
vaativat kunnollisen virittdmisen hyddyllisyyden maksimoimiseksi. Virittdmismenetelmia on
runsaasti, joten on tarkeda osata valita se tarkoituksenmukaisesti jarjestelman prosessista
riippuen.

Tassa tydssa tutkitaan Pl-sdatimen parametrien LQ-optimointia Gauss—Newton-algoritmilla.
Menetelman tarkoitus on etsid saatévirheen kustannuksen lokaali minimi, jolloin optimaalit
parametriarvot on |6ydetty. Saatdvirheen suuruden laskemiseen kaytettava kustannuskriteeri on
ISE, ja algoritmin tarkastelu tehdaan taajuustasossa Laplace-muuttujan s avulla. Tyon tarkoitus
on selvittdd, ettd onnistuuko saatimen optimointi kyseisellda menetelmalla ja kaytettavalla
kustannusfunktiolla. Toinen tavoite on selvittda tutkimustavan suorituskykya seka mahdolliset
ongelmatilanteet ja puutteet. Algoritmin alkuarvojen lahtékohtana, toleranssirajojen
selvittdmisessa seka sen suorituskyvyn vertailussa kaytetdan MATLAB:n fminsearch-funktiota.
Algoritmi hyédyntada ensimmaisen asteluokan osittaisderivaattoja, kun toisaalta funktio tarvitsee
toimiakseen pelkastaan saatévirheen kustannuksen.

Tulosten arvosteluperiaatteena kaytettiin menetelmien konvergenssinopeutta, kustannuksen
suuruutta ja optimoitujen parametrien arvoja. Aluksi luotiin taulukko, johon listattiin edella mainitut
suureet erilaisilla alkuarvoilla. Konvergenssinopeutta mitattin menetelmien vaatimien
iteraatioiden maaralla. Mikali [&htdarvot kuuluivat stabiilille alueelle, niin molemmat menetelmat
paatyivat lopulta samoihin optimeihin parametriarvoihin. On tarkeda kuitenkin huomioida, etta
GN-algoritmin konvergenssi tarvitsi puolet vahemman iteraatioita kuin fminsearch. Seuraavaksi
piirrettiin kaksi kuvaajaa usealla parametrien arvoilla, joiden avulla mallinnettiin algoritmin
konvergenssia seka saatopiirin askelvastetta. Konvergenssikuvaaja osoitti, ettd algoritmi |10ytaa
heti iteraatoiden alussa laskeutuvan hakusuunnan kohti lokaalia minimia. Askelvastekuvaaja
vahvisti parametrien olevan optimaaliset, koska niilld oli nopein seka tasaisin vaste muihin
arvoihin verrattuna. Tuloksia tutkimalla huomattiin algoritmin vaatimien osittaisderivaattojen
hyddyllisyys. Tuloksista voitiin myds todeta, ettd algoritmin 16ytdma ratkaisu on lokaalisti
optimaalinen.

Jatkokehitysmahdollisuuksia on lukuisia. Askelpituuden maarittdmisen lisddminen algoritmiin
estaisi sitd tekemaan liian suuria harppauksia ja mahdollisen epastabiilille alueelle paatymisen.
Suorituskykya voitaisiin tutkia syvemmin, jos optimoitavia parametreja olisi useampi tai kaytettava
kustannuskriteeri olisi jokin muu kuin ISE. Algoritmin kokeilu monimutkaisemmilla tai osittain
tuntemattomilla prosesseilla antaisi laajemman ymmarryksen sen toiminnallisuudesta.

Avainsanat: Gauss—Newton, LQ-optimointi, Pl-sdadin, siirtofunktio, takaisinkytketty saatopiiri
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LYHENTEET JA MERKINNAT

GN Gauss-Newton

ISE engl. Integral Square Error

Pl engl. Proportional-Integral

D Prosessin nimittajapolynomi

E Saatovirheen siirtofunktio

e Saatovirhe aikatasossa

G Prosessin siirtofunktio

Gp; Pl-saatimen siirtofunktio

Ikp Kustannuksen osittaisderivaatta parametrin K,, suhteen
Iki Kustannuksen osittaisderivaatta parametrin K; suhteen
HEN Hessen matriisin GN-approksimaatio

Hp; Kustannuksen Hessen matriisi

HEN Approksimoidun Hessen matriisin komponentti
] Kustannusfunktio

Ir Jacobin matriisi

K; Saatimen integroiva vahvistus

K, Saatimen suhteellinen vahvistus

N Prosessin osoittajapolynomi

R Asetusarvon Laplace-muunnos

r Asetusarvo

s Laplace-muuttuja

T Siirtofunktio asetusarvosta ulostuloon

u Saatimen ulostulo

w Siirtofunktio asetusarvosta saatévirheeseen

y Jarjestelman ulostulo

A Algoritmin parametriaskel

Vs Kustannuksen gradienttivektori

0 Optimoitavien parametrien vektori



1. JOHDANTO

Takaisinkytkenta on yksi saatéteorian kulmakivista, jonka avulla saatépiiria pystytaan
ohjata tavoitearvoa kohti. Saatopiireihin kuuluu usein myds saadin, jolloin tdman ja
takaiskytkennan yhdistdminen parantaa piirin vastetta entisestaan. Saatimet kuitenkin
vaativat johdonmukaisen virittdmisen, jotta ne toimivat halutulla tavalla. Niita on valtava
maara ja niiden virittdmiseen on olemassa lukuisia menetelmia. Optimointiongelmasta

riippuen, on tarkeda valita tarkoituksenmukainen menetelma viritettavalle saatopiirille.

Tassa tydssa keskitytdan Pl (Proportional-Integral) -sdatimen vahvistusparametrien LQ
(Linear Quadratic) -optimointiin. Kaytettdvd menetelmd on Gauss-Newton-algoritmi
hyédyntden ISE (Integral Square Error) kustannusfunktiota. Algoritmia kaytetdan
taajuustasossa ja sen tarkoitus on etsid optimaaliset parametriarvot saatdvirheen
minimoimiseksi. Menetelma hyoddyntdd ensimmaisen asteluokan osittaisderivaattoja,
joiden avulla se etsii lokaalin saatévirheen kustannuksen minimin. Tyon tavoitteena on
selvittaa, ettd onnistuuko saatimen virittdminen kyseisellda algoritmilla. Tydssa myds
tutkitaan GN (Gauss—Newton) -algoritmin suorituskykya sekd sen mahdollisista
puutteista tai ongelmista. Vertailukohteena ja [&htOpisteend kaytetddn MATLAB:n
valmista fminsearch-funktiota, joka on derivaattavapaa ja kayttaa laskennassaan vain

saatovirheen kustannusta.

Tahan tyéhon kuuluu viisi lukua. Toisessa luvussa kerrotaan saatopiirin rakenteesta,
saatimen parametreista, kaytettavan kustannusfunktion tarkoituksesta ja GN-algoritmin
teoriasta. Kolmannessa luvussa selitetdan taajuustason tarkastelutavasta, valitusta
prosessista, saatévirheen siirtofunktion muodostamisesta seka algoritmin vaatimista
yhtaldista. Neljannessa luvussa tutkitaan menetelman suorituskykya, toiminnallisuutta ja
tuottamia tuloksia. Viidennessa luvussa on tyén yhteenveto, jossa myds mainitaan useita

jatkokehitysmahdollisuuksia.



2. SAADIN, KUSTANNUSFUNKTIO JA
ALGORITMI

Taman luvun tarkoitus on kertoa hieman Pl-saatimesta ja sen parametreista. Sitten
luvussa kerrotaan valitusta kustannusfunktiosta ja siitd miten sitd hydédynnetaan tyossa
kaytettdvassa algoritmissa. Luvun viimeisessd kappaleessa selitetdan kaytettavan

Gauss—Newton-algoritmin ominaisuuksista, eduista ja yhtaloista.

2.1 Jarjestelman rakenne ja saatimen parametrit

Tassa tyO0ssa kaytetddn suljetun systeemin negatiivista takaisinkytkentaa.
Takaisinkytkenta tarkoittaa, etta jarjestelman ulostulo ohjataan takaisin sisddnmenoon.
Sisdanmenosta vahennetaan takaisinkytketty ulostulo, jolloin saadaan negatiivinen
takaisinkytkenta. Takaisinkytkennan peruste on tehda korjaavia liikkeita halutun ja
todellisen ulostulon eroa vertailemalla [1, s. 17]. Saatopiiri oletetaan ideaaliseksi, jolloin
mahdolliset hairidt ja mittausvirheet jatetdadn huomioimatta. Talldin myds piirin anturi on
arvoltaan 1, joten sita ei huomioida tulohaarassa ollenkaan. Jarjestelman saatopiiria on

havainnollistettu lohkokaaviona kuvassa 1.

r v+ & GpI U G Y >

Kuva 1. Jarjestelméan sééatopiiri

Jarjestelman sisddnmeno on muuttuja r ja ulostulo on muuttuja y. Sisdéanmenon ja
takaisinkytkennan kautta tulevan ulostulon erotus (r — y) on muuttuja e, josta kaytetaan
tassa tyossa termia saatovirhe. Jarjestelman ensimmaisessa lohkossa on Pl-saatimen
siirtofunktio Gp; ja sdatimen ulostulon muuttuja on u. Jarjestelman prosessi on G, joka

on jokin toinen piirille maariteltava siirtofunktio.

Pl-saadin on toimilaite, joka koostuu kahdesta osasta ja yrittda ohjata saatovirheen
nollaksi. Sen osat ovat P-osa (Proportional) ja I-osa (Integral). |deaalisen saatimen

ulostulolle kaytetty jatkuva-aikainen funktio on

t
u(t) = Ky e(t) + K; f e(t)dt, 2.1)
0



jossa u on saatimen ulostulo, e on saatovirhe ja K,, seka K; ovat saatimen optimoitavat

vahvistusparametrit. S&atimelle kaytettava siirtofunktio on
K;
Gpi(s) = K, + 5 (2.2)

jossa on saatimen osien vahvistukset ja taajuustason Laplace-muuttuja s. Myos

prosessin siirtofunktiolle G voidaan tehda Laplace-muunnos ja kirjoittaa se muotoon

N
G(s) = % (2.3)
jossa N ja D ovat osoittaja- seka nimittajapolynomit. Prosessin siirtofunktio oletetaan
vahvasti aidoksi, eli ettd nimittdjdpolynomin D asteluku on suurempi Kkuin
osoittajapolynomin N asteluku [4]. Prosessi myos valitaan niin, etta silla on yksi nolla
imaginaariakselin oikealla puolella aareellisen vahvistusvaran takaamiseksi. Tassa
tybdssa tarkastelutapana kaytetddn taajuustasoa, joka tekee Laplace-muunnoksen

esitystavasta loogisen valinnan.

2.2 Kustannusfunktio ISE

Kustannusfunktiot ovat tapa laskea erilaisten virheiden suuruutta. Tassa tydssa
kustannusfunktiota  kaytetdan piirin  sdatdvirheen suuruuden laskemiseksi.
Kustannusfunktioita minimoimalla pystytaan etsimaan saatimelle optimaalit parametrien
arvot. Etsiminen tapahtuu parametriavaruuden lapikdymiselld kustannusfunktion avulla
ja ldytamalla kohdan, jossa funktio on minimissaan [2]. Tyossa kaytettava algoritmi toimii
iteroimalla, jolloin kustannus lasketaan jokaiselle ajanhetkelle seka tarvittavalle
suureelle. Algoritmi ottaa askelia iteroinnin edetessa ja valitsee sunnakseen aina sen,

jossa kustannus pienenee.

Saatopiiri luokitellaan optimaaliksi, jos sen valitut parametrit johtavat kustannusfunktion
saavuttamaan &aariarvon, joka tdman tyon tarkastelussa on funktion minimi [2]. Tydssa
kaytettava kustannusfunktio on ISE, jonka tarkoitus on laskea nelididyn saatévirheen
integraali maarattyyn ajanhetkeen asti. Taman tyon optimointiongelma on
epalineaarinen ja vaatii iteratiivisen ratkaisun, koska saatovirhe on nelidity.

Kustannusfunktion yhtalé on muotoa

o)

ISE=] = %f e2(t) dt, (2.4)

0

jossa e on saatdévirhe. Yleisesti ISE:n yhtald ilmaistaan ilman etukerrointa, mutta se

lisatdan tassa tydssa kustannusfunktioon laskennan helpottamiseksi ja luettavuuden



parantamiseksi. Kertoimen lisdaminen ei vaikuta optimointiongelman ratkaisuun, jolloin

minimoitavien parametrien lopputulos pysyy samana.

2.3 Gauss—Newton-algoritmi

Tassa luvussa kerrotaan kustannusfunktion minimoimisesta GN-algoritmilla. GN
-algoritmi  on yksinkertaisempi ja muokattu versio Newtonin line search
-menetelmasta. Algoritmin tarkoitus on talléin hyédyntaa gradientin ja Hessen matriisin
rakennetta. Sen hyddyllisyys myds huomataan, kun siind approksimoidaan toisen

asteluokan gradientti jattdmalla yhtaldsta toisen asteluokan osittaisderivaatat pois.

Taman vuoksi algoritmia kayttamalla saastetddn huomattavasti laskennallista aikaa.
Tapauksia on myds useita, jolloin ensimmainen aste on hallitseva verrattuna toiseen.
Ensimmaisen asteluokan hallitsevuus ilmenee, kun jokaisen toisen asteluokan termin
normi on huomattavasti pienempi kuin approksimoidun Hessen matriisin ominaisarvot.
Taman huomioiden on approksimaatio l1ahelld alkuperaista toisen asteluokan gradienttia,
koska yleisesti monessa pienimman neliGsumman ongelmissa toisen asteen termit ovat
pienia. Tama johtaa myos siihen, etta Gauss—Newton
-algoritmin konvergenssinopeus on samankaltainen verrattuna Newtonin menetelmaan.
[3, s. 254-257]

Kustannus J voidaan muodostaa saatdvirheen e Laplace-muunnoksen E avulla, jolloin

saadaan luotua yhtald [4]

D
E(s) = % (2.5)
jossa
A(s) = sD(s) + (Kps + K;)N(s). (2.6)

Newtonin algoritmi kayttaa ensimmaisen ja toisen asteluokan osittaisderivaattoja

kustannuksen ] ja saatimen vahvistusten K, ja K; suhteen. Ensimmaisen asteluokan

osittaisderivaatat ovat talldin [4]

(2 de(®
Ik, —@—fo e(t) oK, dt, 2.7)
Ly (2 de(®
Ik; —a—Kl_—fO e(t) 3K, dt. (2.8)

Osittaisderivaatoista 9Ky ja gk, voidaan seuraavaksi muodostaa gradienttivektori V/¢

kustannukselle, joka on muotoa



a]
3K,
a] |
3K,

Vjp =Jf = 2.9)

Gradienttivektori on myo6s verrannollinen transponoituun Jacobin matriisin ],T, jota

kaytetdan algoritmin laskennassa hyddyksi. Toisen asteluokan osittaisderivaatat

saadaan muotoon

2 00 2
04] J‘ (6e(t) de(t) 0%e(t) dt). 2.10)
0

e =510k, ~ ), ok, ax, T ®akex,

Gauss—Newton-algoritmissa toisen asteluokan osittaisderivaatat approksimoidaan
jattamalla niiden osittaisderivointi pois. Talldin yhtalén approksimaatio tuottaa Hessen
matriisin, joka on positiivisesti definiitti tai positiivisesti semidefiniitti [4]. Definiittisyys
tarkoittaa, ettd matriisi on talléin symmetrinen ja sen ominasiarvot ovat ei-negatiiviset.

Nyt approksimoitu yhtalé on muotoa

©de(t) de(t)
HSN = t, (2.11)
P )y 0K, OK;
jolloin Hessen matriisista tulee
© (9e(t)\ ©de(t) de(t
f ( ()) it () ()dt
v _| Jo \ 9Ky o 0y 0K (2.12)
*0e(t) de(t) f°° <ae(t)>2 ”
o OK; 0K, o \ 0K;

Tassa tydssa Hessen matriisi on erittdin hyddyllinen, koska se voidaan esittda Jacobin
matriisin ja tdman transpoosin avulla. TAman vuoksi GN-algoritmi on yksinkertaisempi ja
vahemman vaativampi kuin Newtonin alkuperdinen menetelma. Hessen matriisi

esitettyna Jacobin matriisin avulla on muotoa
HN = 1], (2.13)

Gauss—Newtonin yhtena etuna on myds se, ettd hakusuunta on laskeutuva. Laskeutuva
hakusuunta toteutuu, kun Jacobin matriisi on taysirankkinen, ja gradientti eroaa nollasta
[3, s. 254]. Algoritmin vaatima gradientti VJ voidaan esittaa saatovirheen ja Jacobin

matriisin transpoosin avulla muodossa
V] =Jfe="V]se. (2.14)

Nama esitysmuodot helpottavat laskennallisuutta huomattavasti, ja niille voidaan

soveltaa yhtal6a



A=—(HN)"1y], (2.15)

jossa delta (A) tarkoittaa algoritmin tekemiad askelia parametriavaruudessa. Delta-
askeleen ratkaiseminen kertoo algoritmille oikean hakusuunnan [3, s. 254]. Tama on se,
jota kohti algoritmi kulkee parametriavaruudessa I6ytddkseen Ilokaalin minimin.

Optimoitaville vahvistusparametreille on voimassa seuraava yhtalo:
o) = gt 4 A, (2.16)

jossa theta (0) tarkoittaa parametreista muodostettua vektoria

0= [i’l’] (2.17)

Yhtalon (2.16) vasemmalla puolella on parametrien paivitetty arvo ja oikealla puolella on
niiden vanhempi arvo. lterointien edetessa delta-askel pienenee ja lopulta saavuttaa niin
pienen arvon, jossa optimoitavien parametrien arvot eivat enaa muutu. Talléin algoritmi
on konvergoitunut ja optimaalit vahvistusparametrit ovat I6ytyneet. Tama toteutuu, koska
yhtaléiden (2.13) ja (2.14) samankaltaisuuksien vuoksi niilld on yhteys, joka kertoo
hakusuunnan itse asiassa olevan lineaarisen pienimman neliGsumman ongelman
ratkaisu [3, s. 255].



3. ALGORITMIN KAYTTO JA
TUTKIMUSMENETELMAT

Tassa luvussa selitetdan GN-algoritmin tutkimustavasta taajuustasossa sekd sen
muodostamisesta MATLAB ohjelmaksi. Luvussa aluksi kerrotaan maaritetysta
prosessista ja syista sen valintaan. Taman jalkeen kasitelldan sdatoévirheen siirtofunktion
ja sen osittaisderivaattojen muodostamisesta. Lopuksi kerrotaan kustannusfunktion
toteutuksesta sekd laskennasta taajuustasossa. Lopuksi Iluvussa kerrotaan
ratkaisutavasta, jonka avulla algoritmille voidaan maaritelld sopivat alkuarvot ja

toleranssirajat.

3.1 Algoritmin kasittely taajuustasossa

Tassa kasittelytavassa keskitytaan tekemaan optimointi taajuustasossa Laplace-
muunnosta kayttden. Muunnoksen hyva puoli on, ettd aikavali pystytdan simuloida
aarettomyyteen, ja etta laskennallisuus on huomattavasti yksinkertaisempaa verrattuna
differentiaaliyhtal6éihin. Tama johtuu siita, ettd taajuustason toteutus vaatii merkittavasti

vahemman yhtaloita toimiakseen.
Valitaan prosessin G tarkasteltavaksi siirtofunktioiksi

N(s) B 1-2s B 1-—2s
D(s) (1+5s)(055+1) 05s2+15s5+1’

G(s) = 3.1)

jossa N =1—2sjaD = 0.5s% + 1.5s5 + 1 ovat prosessin osoittaja- ja nimittdjapolynomit,
joita hyddynnetdan myéhemmin saatévirheen siirtofunktion muodostamisessa. Tama on
suotava valinta prosessille, koska se on kaytannollisesti kiinnostava tarkastelukohde.
Prosessin osoittajassa on nolla kohdassa s = 0.5, jonka vuoksi sen vahvistusvara on
aarellinen. Tama tekee saatimen viritysongelmasta realistisemman esimerkin seka
aiheuttaa stabiiliusalueen olevan rajallinen. Arellisen prosessin valinta on myds sopiva
itse tutkittavalle GN-algoritmille. Tdma johtuu edelld mainituista algoritmin eduista seka
siitd, ettd mikali optimoitaville parametreille valitaan sopivat arvot stabiilisuusalueen
sisalta, tapahtuu lokaali konvergenssi nopeasti [3, s. 255]. Optimoitavien parametrien
alkuarvojen selvittamisessd voidaan kayttdd MATLAB:n Optimization Toolboxin

fminsearch-komentoa, josta selitetddn myéhemmin tassa luvussa.

Pl-saatimen siirtofunktio Laplace-muuttujaa kayttden on

G()—K+Ki (3.2)
pI\S) = Bp S .



Asetusarvosta r prosessin ulostuloon y saadaan muodostettua meno-tulo-periaatteen

avulla siirtofunktio T, jossa ideaalisen anturioletuksen vuoksi anturi on arvoltaan 1:

_ G(s)Gp(s)
T 14 G(s)Gp(s) *1°

T(s) (3.3)

Yhtalon (3.3) avulla voidaan esittaa siirtofunktio W asetusarvosta saatovirheeseen:

G(s)Gp(s) _ 1

W(s)=1-T(s) =1~ 14 G(s)Gpi(s) 1+ G(s)Gpi(s)’

(3.4)

Tassa tydssa asetusarvona r kaytetaan yksikkdaskelta, jonka vakioarvo on 1 ja Laplace-
muunnos % Siirtofunktiota W ja asetusarvoa R kayttdmalla luodaan saatovirheelle e
konkreettinen siirtofunktio E:

1
s(1+4 G(s)Gpi(s))

E(s) =W(s) *R(s) = (3.5)

Kyseinen esitysmuoto on sinansa looginen, koska siitd nahdaan suoraan yhtaléssa
kaytettavat siirtofunktiot. Tama ei kuitenkaan ole vield konkreettisin esitysmuoto
saatdvirheelle, joka toisaalta luo lisaa valivaiheita. Saatdvirheen siirtofunktioon voidaan
sijoittaa prosessin G polynomit ja saatimen Gp; vahvistusparametrit, jolloin saatévirheen

siirtofunktio-esitys on muodossa

1 1
E(s) = K. K.
S(1t 11\)18 ] pss+ NPRLIOK; (;g(ss;r K;)N(s)
E(s) = sD(s) D(s) (3.6)

s (SD(S) + (Kps + Kis)N(s)) - sD(s) + (Kps + K)N(s)

Tama esitysmuoto on suotavampi kuin yhtaloélla (3.5), koska se on konkreettisempi,
laskennallisesti nopeampi seka yleispatevampi. Yhtalon (3.6) muoto myds helpottaa
laskennallisuutta ja sailyttad mahdollisuuden muokata yhtaloa mikali algoritmia
tahdotaan kokeilla erilaisila prosesseilla. GN-algoritmi vaatii saatdvirheen
osittaisderivaatat vahvistusparametrien suhteen ja niiden johtaminen on huomattavasti

suoraviivaisempaa yhtalon (3.6) esityksen perusteella. Ne esitetddn muodossa

OE(s) _ —D(s)N(s) (3.7)
aKp (SD(S) + (KpS + Ki)N(S))Z
9E(s) _ —sD(s)N(s) _ 0E(s) (3.8)
0K; (SD(S) + (Kps + Ki)N(S))Z %



Saatévirhe ja sen osittaisderivaatat muodostetaan MATLAB:ssa kayttamalla tf
-komentoa. Talla komennolla luodaan siirtofunktioita, jotka ovat joko jatkuva-aikaisia tai
diskreetteja. Tf-komennon sydttdparametrit ovat siirtofunktion osoittajan seka nimittajan

skalaarikertoimet. [5]

Edella mainittu esitysmuoto saatoévirheelle osoittaa uudelleen hyétynsa siina, etta tf-
komennon vaatimat parametrit liittyvat suoraan prosessin G osoittaja- ja
nimittajapolynomien kertoimiin. Komento on myds suotava valinta, koska se sallii
jatkuva-aikaisten siirtofunktoiden kayttamisen. Sijoittamalla yhtal6ihin (3.6—-3.8) taman
luvun alussa valitun prosessin G osoittaja- ja nimittdjapolynomit, saadaan selvitettya tf-
komennon vaatimat kertoimet. Koska komennon vaatimat kertoimet ovat
prosessikohtaisia ja vaativat helposti kohtuullisen maaran laskennallisuutta, on

suotuisampaa selvittda ne suoraan MATLAB:ssa.

Saatdvirheen osittaisderivaatoilla voidaan seuraavaksi muodostaa taajuustason esitys

muuttujille 9Ky Ik i joita kaytetaan gradienttivektorin V/ laskennassa. Nyt yhtalGita (2.7)

ja (2.8) soveltamalla, saadaan gradienttimuuttujille seuraavat aikatason yhtalét:

_1 fw 4 2 Zdt fw 4 oe Zdt (3.9)
I =3\ J, \° "ok, o \°" oK, ’ '

_1 fw( +ae)2dt fw( +ae)2dt (3.10)
I =4\ ), \* " oK, . \CT oK, ' '

GN-algoritmi tarvitsee laskentaa varten myds Hessen matrisiin, jonka aikatason yhtalot

saadaan soveltamalla approksimoitua matriisia (2.12):

HEN 1 f°° de +c’)e Zdt J‘°° de Oe zdt 3.11)
Kokt =4\ Jy \0K, = 0K; o \0K, 0K; ’ '
© / ge \*
HEN = zf <—> dt, (3.12)
(o) 2
HEN = zfo (6_&) dt. (3.13)

Koska tassa tutkimustavassa tutkitaan taajuustasoa verrattuna aikatasoon, kaytetaan
kustannuksen, gradientin vektorikomponenttien ja Hessen matriisikomponenttien
laskemisessa integraalin sijasta H2-normia. H2-normin nimenomainen kayttétapaus on
laskea systeemien ja siirtofunktoiden suuruutta [6]. Algoritmissa kaytetdan myds

konvergenssitarkastusta, jotta tiedetaan milloin se on konvergoitunut.



10

Gradientin ja delta-askeleen konvergenssitarkastuksen laskemiseen sen sijaan
kaytetdan Euklidista normia, koska itse gradientti seka delta-askel ovat reaaliarvoisia
vektoreita [6]. Algoritmin tarvitsemat komponentit ja vektorit lasketaan MATLAB:ssa
kaytannéssa samoin kuten yhtaldissa (3.9—3.13) on esitettyna integraalien sisalla.
MATLAB:ssa norm-komennon etuna on, ettd se osaa tunnistaa sydétteen muodon ja
valita sille sopivan laskentatavan. Tassa tydssa kyseistd komentoa kaytetdan

kustannuksen, osittaisderivaattojen ja vektoreiden laskentaa varten.

GN-algoritmia kayttdessa on myos tarkeda huomioida tarpeeksi sopivat alkuarvot ja
konvergenssiehtojen toleranssirajat. Tama johtuu siita, ettd algoritmi herkka
stabiiliusalueen reunoilla, ja oikeat toleranssirajat takaavat algoritmista saatavan tayden
hyédyn. Algoritmi on paikallinen menetelma eika se takaa globaali konvergenssia. Mikali
alkuarvot valitaan stabiililta alueelta, mutta liian kaukaa optimeista arvoista, saattaa
konvergoituminen tapahtua vaarassa minimissa tai olla erittdin hidasta. Jos alkuarvot
valitaan stabiiliusalueen reunalta, saattaa algoritmi viedd parametrit epastabiilille
alueelle, jolloin laskennassa ilmenee ongelmia eika algoritmi saavuta konvergenssia.
Epastabiilille alueelle joutuessa H2-normi kasvaa aarettdmaksi, jolloin Hessen

matriisista tulee singulaarinen eika sita voida invertoida.

Sopivien alkuarvojen ja toleranssirajojen I6ytamiseen on suotavaa kayttaa MATLAB:n
fminsearch-funktiota. Tatd funktiota kaytetdan ratkaisemaan lokaalin monimuuttujan
minimointiongelman ilman derivaattoja, ja MATLAB:ssa tama funktio kayttaa
ratkaisemiseen Nelder—Mead-algoritmia [7]. Kyseisen funktion etu on, ettd se on
derivaattavapaa. Tama tarkoittaa, etta se ei tarvitse toimiakseen gradienttia tai Hessen
matriisia, jolloin valtytddn mahdollisilta singulariteettiongelmilta. Funktiolle annettavat
alkuarvot taytyy kuitenkin valita harkiten, koska kaytettavassa prosessissa on rajallinen
stabiiliusalue ja sen ulkopuolelle mentdessa ilmenee samoja laskennallisia ongelmia
kuin edelld on mainittu. Parametreille on mahdollista 16ytdd sopivat alkuarvot
systemaattisesti esimerkiksi Routh-testilla, mutta tata ei oteta tassa tydssa huomioon.
Koska fminsearch on derivaattavapaa, syo6tetdan sille vain saatévirheen
kustannusfunktio minimoitavaksi. Toleranssirajojen I0ytamiseksi kokeillaan useita eri
toleranssiarvoja fminsearch:lla. Iteraatioiden jalkeen verrataan saatujen parametrien
arvoja, ja kun parametrien arvot eivat enda muutu, voidaan sopivat toleranssirajat valita
GN-algoritmiin. Koska sekda fminsearch ettd GN-algoritmi ovat paikallisia
minimointiongelman ratkaisijoita, voidaan niiden tuottamia tuloksia myds vertailla

parametriarvojen varmentamiseksi.
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4. TULOSTEN TARKASTELU

Tassa luvussa kasitellaan GN-algoritmin suorituskykya erilaisilla syo6tetyilla alkuarvoilla.
Luvussa vertaillaan eri alkuarvojen tuottamia tuloksia seka mahdollisia epaonnistumisia.
Tulosten arvosteluperiaatteina pidetdan algoritmin konvergaationopeus, kustannuksen

suuruus seka optimoitujen parametrien arvot.

Fminsearch-funktion kayttdminen osoitti, ettd tdman tydn prosessille sopivat parametrien
arvot ovat K, =0.344 ja K; =0.216. Funktiota hyodyntamalla maariteltiin sopivat
toleranssirajat, jotka ovat suuruusluokkaa 10~°. Funktion kayttaminen ennen varsinaista
algoritmia osoitti my0s, etta K, < 0.7 ja K; < 0.4, jotka ovat lahtOkohtaiset rajat stabiililla
alueella pysymiselle. Taulukossa 1 on esitetty GN-algoritmin tuottamat tulokset erilaisilla
Iahtopisteilla. Alkuarvot on merkitty taulukkoon kayttaen optimoitavien parametrien theta-
vektoria 6 = [K, K;]T. Vahvistusparametreille saadut optimit arvot on seuraavaksi
kirjattu omissa sarakkeissaan. Taulukkoon kuuluu my6s iteraatioiden maara,
kustannuksen lopullinen suuruus seka tieto, etta konvergoituiko algoritmi. Taulukossa on
vertailun vuoksi esitetty seka GN-algoritmin ettd fminsearch-funktion iteraatioiden
maara. Tapauksissa, joissa molemmat menetelmat saavuttivat konvergenssin, saivat ne

myos samat arvot vahvistusparametreille seka kustannukselle.

Taulukko 1. GN-algoritmin ja Fminsearch-funktion vertailu

0 K, K; Ji Iter. GN  Iter. Fminsrc. Konvergoitui
(0.1, 0.05) 0.3444 0.2163 2.16 25 51 Kylla
(0.2, 0.1) 0.3444 0.2163 2.16 22 49 Kylla
(0.34,0.22) | 0.3444 0.2163 2.16 16 33 Kylla
(0.6, 0.3) 0.3444 0.2163 2.16 25 47 Kylla
(0.7, 0.4) — — — — — Ei

Taulukon tuloksista ilmenee, etta algoritmi saavuttaa aina saman lokaalin minimin, mikali
syotetyt alkuarvot kuuluvat stabiilille alueelle. Pienemmilla alkuarvoilla konvergenssin
saavuttaminen vaatii enemman iteraatioita, mutta optimointi kuitenkin onnistuu stabiililla
alueella pysymalla. Taulukon viimeisesta rivistd huomataan valittdmasti, etta
laskennassa ilmenee merkittavia vaikeuksia. Tdma johtuu siita, etta algoritmi on erittain

herkka stabiiliusalueen reunalla, kuten luvussa kolme on mainittu.
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Hessen definiittisyydesta huolimatta, on tarkeaa valita alkuarvot harkiten. Taman syyna
on, ettd varsinkin todellisissa prosesseissa vahvistusvara on aarellinen juuri kuten tassa
tyossa kaytetyssa prosessissakin. lteraatioiden maara pystyisi myos olla vahaisempi,
mutta siihen merkittavasti vaikuttaa asetetut toleranssirajat. Konvergenssin nopeampi
saavuttaminen onnistuu, mikali optimoitujen parametrien arvot tahdotaan vain
esimerkiksi kahden desimaalin tarkkuudella. Kun algoritmin ja funktion valisten
iteraatioiden maardd tarkastellaan, huomataan fminsearch-funktion vaativan
huomattavasti suuremman maaran. GN-algoritmi hydédyntdd ensimmaisen asteluokan
osittaisderivaattoja, kun taas fminsearch tarvitsee syotteeksi ainoastaan saatévirheen
kustannusfunktion. Molemmat menetelmat I0ytavat optimaalit arvot, mutta GN-algoritmi
I0ytaa oikean hakusuunnan nopeammin osittaisderivaattojen ansiosta. Tdman vuoksi se

saavuttaa konvergenssin huomattavasti vhemmalla iteraatiomaaralla.

Seuraavassa kuvassa on esitetty algoritmin toimintaa MATLAB:n kuvaajan avulla.
Kuvaajassa x-akselilla on iteraatioiden maara, y-akselilla kustannuksen J suuruus.

Piirretyt viivat kuvaavat algoritmin suorittamista erilaisilla syotetyilla alkuarvoilla.

GN-algoritmin konvergenssi eri alkuarvoilla

(K, Ki) = (0.10, 0.05) |
(K, K;) = (0.20, 0.10) |
—o— (K, Ki) = (0.34,0.22) |
(K, K;) = (0.60, 0.30)

-
[72]
3
c
c
M

L
7]
>

X

10 15
lteraatioiden maara

Kuva 2. GN-algoritmin konvergenssi

Kuvasta 2 ilmenee, etta algoritmi saavutta konvergenssin nopeasti alkuarvojen ollessa
lahella tai suhteellisen lahelld optimiarvoja. Kuvaajasta havaitaan myos, etta mita
kauempana alkuarvot ovat optimeista, sitd suurempi kustannus on iteraatoiden alussa.

Sinisesta viivasta, jossa alkuarvot ovat stabiililla alueella mutta kaukana optimaaleista,
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huomataan kustannuksen ] olevan aluksi huomattavasti suurempi verrattuna muihin.
Kuvaajassa on myos viiva, jossa sijoitetut alkuarvot vastaavat fminsearch-funktion
I6ytdmiad arvoja. Tastd huomataan, ettd kustannus on jo melkein valmiiksi minimissaan,
ja algoritmi vaatii vain 16 iteraatiota 16ytddkseen samat tarkat parametrien arvot.
Fminsearch ja GN-algoritmi taten konvergoituvat samaan pisteeseen seka loytavat juuri

samat optimaalit parametrien arvot.

Seuraavassa kuvassa vertaillaan saatopiirin yksikkdaskelvasteita kayttaen erisuuruisia
parametriarvoja. Kuvaajassa on kaytetty samoja vahvistusparametrien arvoja kuten
aiemmassa esitetyssa taulukossa ja kuvaajassa. Optimoitujen parametrien kayra on

korostettu kirkkaalla varilla.

Saatopiirin askelvasteet eri parametreilla

>
o
=
!
7
e}
o

=]
bt

Optimoidut: Kp=0.3444, Ki=0.2160 |
Kp=0.10, Ki=0.05
Kp=0.20, Ki=0.10
Kp=0.60, Ki=0.30
1 1
20 30
Aika (s)

Kuva 3. Saéatdpiirin yksikkbaskelvasteet

Kuvaajasta  huomataan, ettd optimoidut parametrit tuottavat parhaan
yksikkdaskelvasteen ilman ylitysta. Kayrat myds osoittavat, ettd vaste lahtee kaikilla
parametriarvoilla aluksi kdanteiseen suuntaan. Tama johtuu siita, etta tydssa kaytetyssa
prosessissa on nolla imaginaariakselin oikealla puolella. Kuvaa tutkimalla nahdaan, etta
vaste on erittdin hidas pienillda vahvistusarvoilla, ja stabiiliusalueen rajalla se oskilloi
voimakkaasti. Yksikkoaskelvasteen vertailu havainnollistaa optimoinnin konkreettisen

hyodyn, ja vahvistaa algoritmin I6ytaman ratkaisu olevan lokaalisti optimaalinen.
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5. YHTEENVETO

Tyon tavoitteena oli selvittdd Gauss—Newton-algoritmin soveltuvuutta analogisen PI-
saatimen parametrien LQ-optimoinnissa. Optimointi toteutettin  hyddyntamalla
saatovirheen ISE kustannusfunktion suuruutta. Tyossa kaytettavan prosessin valinta
perustui siihen, ettad silla on aarellinen vahvistusvara, joka teki optimointiongelmasta
todellisemman. Tutkielman tarkein kohde oli selvittda, ettd onnistuuko parametrien
optimointi kyseisella algoritmilla. Toinen kohde oli, ettd mikali optimointi onnistuu, niin
kuinka hyva algoritmin suorituskyky on. Algoritmin IahtOpisteend seka vertailukohteena
kaytettin MATLAB:n fminsearch-funktiota.

Tyon tuloksena saatiin lokaalisti optimaaliset arvot saatimen parametreille. Tuloksissa
myoOs tutkittiin - algoritmin  suorityskykya erilaisilla alkuarvoilla, joita kokeilemalla
menetelmd osoittautui soveltuvaksi, mikali arvot valittiin stabiiliusalueen sisalta.
Algoritmille sopivat lahtéarvot valittiin hyédyntden fminsearch-funktiota, jota myds
kaytettiin suorituskyvyn vertailukohteena. Molemmat menetelmat tuottivat samat
tulokset, mutta algoritmin suorituskyky oli huomattavasti korkeatasoisempi. GN-
algoritmin konvergenssin saavuttaminen vaati puolet vahemman iteraatioita kuin
fminsearch, mika vahvistaa osittaisderivaattojen hyodyllisyyden. Menetelmille asetetut
toleranssirajat valikoituivat varsin pieniksi, jotka toisaalta vaikuttavat merkittavasti
menetelmien nopeuteen. Mikali optimoitavien parametrien arvot tahdotaan vain
muutaman merkitsevan numeron tarkkuudella, 16ytaa algoritmi lokaalit optimit

huomattavasti nopeammin.

Tyon merkittdvaksi rajoitteeksi huomattiin prosessin aarellinen vahvistusvara kuten
myds useimmissa kaytannon optimointiongelmissa on. Tdman huomioiden on tarkeaa
selvittaa stabiiliusalueen rajat analyyttisesti tai numeerisesti optimoinnin onnistumisen
parantamiseksi. Kun prosessin siirtofunktio ja vahvistusparametrien rajat tiedetaan,
voidaan algoritmia pitda kayttokelpoisena optimointiongelman ratkaisemiseksi. Tyo
saavutti sille asetetun tavoitteen, ja algoritmi osoittautui varsin hyodylliseksi, kun sen

kayttétarkoituksena oli Pl-saatimen parametrien optimointi taajuustasossa.

Tydhon liittyvia jatkokehitysmahdollisuuksia on useita. Algoritmiin voitaisiin harkita
laajennuksen lisdamista, jonka avulla askelpituutta maaritettaisiin iterointien edetessa.
Tama auttaisi tilanteissa, joissa algoritmi toimii stabiiliusalueen reunalla huonosti
valittujen lahtéarvojen tai liian suurien askelien vuoksi. Algoritmin suorituskykya

pystyttaisiin tutkimaan kattavammin, jos optimointiongelmaan kuuluisi useampi
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tuntematon parametri kuten PID-saatimessa. Kustannusfunktion osalta ISE:n vertailu
muihin kriteereihin antaisi laajemman kasityksen siita, ettd vaikuttaako kriteerin valinta
merkittavasti algoritmin suorituskykyyn ja toiminnallisuuteen. Alkuarvojen selvittamiseksi
voitaisiin  kayttda esimerkiksi Routh-testia, mikdli ne tahdottaisiin selvittda
systemaattisesti.  Algoritmin  suorittaminen  monimutkaisemmilla  tai  osittain
tuntemattomilla prosesseilla auttaisi mydés ymmartamaan sen yleistettavyydesta ja

kaytannollisyydesta.
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LIITE A: GN-ALGORITMI TAAJUUSTASOSSA

% GN-algoritmin taajuustason tarkastelu
% Prosessi G = (1 - 2s)/(©.55"2 + 1.5s + 1)

clearvars;

% Toleranssirajat
tol_grad = 1le-6;

tol_delta

le-6;

% Alkuarvot algoritmille
theta = [0.34;0.22];

for iter = 1:50

Kp
Ki

theta(1);
theta(2);

% Siirtofunktioiden kertoimet

0so_e
nim_e

nim2_e
ekp_os
eki_os

(0}
(0}

[0.5, 1.5, 1];

[0.5, 1.5-2*Kp, 1+Kp-2*Ki, Ki];
= conv(nim_e, nim_e);

= [1, 2.5, 0.5, -1, 0];

= [1, 2.5, 0.5, -1];

% Algoritmin vaatimien siirtofunktioiden muodostus

e tf =
ekp_tf
eki_tf

tf(oso_e, nim_e);
tf(ekp_oso, nim2_e);
tf(eki_oso, nim2_e);

% Kustannus J
J = 0.5 * norm(e_tf)"2

% Gradientti

J_Kp
J Ki
grad

% Hess
H_kpkp
H kiki
H kpki
H_kikp

H = [H_

0.25*(norm(e_tf + ekp_tf)”*2 - norm(e_tf - ekp_tf)"2);
0.25*%(norm(e_tf + eki_tf)”*2 - norm(e_tf - eki_tf)"2);
[I_Kp; J_Ki];

2*norm(ekp_tf)"2;

2*norm(eki_tf)"2;

0.25*(norm(ekp_tf + eki_tf)”2 - norm(ekp_tf - eki_tf)"2);
= 0.25*(norm(eki_tf + ekp_tf)~2 - norm(eki_tf - ekp_tf)~2);
kpkp, H_kpki; H_kikp, H_kiki];

17
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% Konvergenssiehto: Gradientti lahes nolla -> ollaan minimissa
if norm(grad) < tol_grad
fprintf('\nGradientti = © -> Konvergenssi ja ollaan minimissa
%d.\n', iter);
break;
end

% Delta-askel ja vahvistusparametrien paivitys
delta = -H\grad;
theta = theta + delta;

if norm(delta) < tol_delta
fprintf( 'Konvergenssi iteraatiolla %d.\n', iter);
break;
end
end

fprintf('\nOptimoidut parametrien arvot Kp = %.6f, Ki = %.6f\n",
theta(1l), theta(2));
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LIITE B: FMINSEARCH KUSTANNUKSELLE

% Koodi alkuarvojen loytamiseen GN-algoritmia varten kayttaen fminsearch.
clearvars;

% options_eka = optimset('TolX', le-4, 'TolFun', 1le-4);
% options_toka = optimset('TolX', 1le-5, 'TolFun', 1le-5);
options_kolmas = optimset('TolX', 1le-6, 'TolFun', le-6, Display='iter');

theta = [0.2;0.1];

cost = @(theta) kustannus(theta);

% thetaoptl = fminsearch(cost,theta,options eka)
% thetaopt2 = fminsearch(cost,theta,options toka)
thetaopt3 = fminsearch(cost,theta,options_kolmas)

function J = kustannus(theta)

Kp = theta(l);

Ki = theta(2);

oso e = [0.5, 1.5, 1];

nim e = [0.5, 1.5-2*Kp, 1+Kp-2*Ki, Ki];

e_tf = tf(oso_e, nim_e);

J = 0.5 * norm(e_tf)"2;
end



