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Since quantum mechanics was found, it has established its place in the field of science
and the study of materials structure. The challenge with quantum mechanical problems
is often the complexity and the vastness of the calculations. That is why solving them re-
quires making certain assumptions. Understanding the structure of materials is required
in order to create better applications. A significant part of the solid materials we utilize in
different structures have been organized in a regular lattice structure. This thesis studies
solving lattice dynamics with computational methods.

At the beginning of this work some of quantum mechanics basic assumptions and
phenomena are shortly revised. After that Born-Oppenheimer approximation, harmonic
approximation and density functional theory are introduced. Based on the introduced
theories, density functional theory calculation is carried out for diamond’s structure with
the help of Quantum ESPRESSO program. From the results, diamond’s phonon spectrum
was solved and compared to results from experimental measurements. The comparison
was made only in the Γ−𝐿 direction, where the computed spectrum corresponded to the
experimental points with the same accuracy as shown in previous studies.
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LYHENTEET JA MERKINNÄT

𝐷𝛼1,𝛼2(l1𝜅1; l2𝜅2) Massaredusoitu voimavakio

𝐷𝛼1𝛼2 (𝜅1𝜅2|q) Dynaaminen matriisi

𝐻 Hamiltonin operaattori

𝑀 Ytimen massa

𝑁𝑒 Elektronien lukumäärä

𝑁𝑛 Ydinten lukumäärä

𝑅 Ytimen sijainti

𝑇𝑒 Elektronien kineettinen energia

𝑇𝑛 Ydinten kineettinen energia

𝑉𝑒𝑒 Elektroni-elektroni potentiaali

𝑉𝑛𝑒 Ydin-elektroni potentiaali

𝑉𝑛𝑛 Ydin-ydin potentiaali

Φ𝛼1,𝛼2
(𝑘1, 𝑘2) Voimavakio

Ψ Aaltofunktio

𝜒(𝑅) Ytimien aaltofunktio

𝛿𝑖𝑗 Kroneckerin delta

𝜖𝐵𝑂 Elektroninen Born-Oppenheimer energia

ℏ Redusoitu Planckin vakio ℏ =
ℎ

2𝜋
= 6, 626 × 10−34𝐽𝑠

𝜔 Taajuus

𝜙𝑅(𝑟) Elektroninen aaltofunktio

p Liikemäärä operaattori

𝑎 Luomisoperaattori

𝑎† Hävittämisoperaattori

𝑚 Elektronin massa

𝑛(r) Elektronitiheys

𝑟 Elektronin sijainti

𝑢𝛼(𝑘) Ytimen poikkeama tasapainoasemasta

𝑤𝛼(l𝜅) Poikkeaman massaredusoitu operaattori

𝑥𝛼(𝑘) Ytimen tasapainoasema

BO Born-Oppenheimer (approksimaatio)

DFT Tiheysfunktionaaliteoria (eng. Density functional theory)
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TEKOÄLYN KÄYTTÖ TÄSSÄ TYÖSSÄ

Opinnäytteessäni on käytetty tekoälysovelluksia:

☒ Kyllä

☐ Ei

Ilmoitukseni mukaan olen käyttänyt opinnäytteessäni tutkielmaprosessin aikana

seuraavia tekoälysovelluksia:

Ohjelma Versio

Microsoft 365 Copilot GPT‑5

TEKOÄLYN KÄYTTÖTARKOITUS

Tekoälyä on käytetty pääasiassa käsitteiden ymmärtämisen tukena. Lisäksi teko-

älyä on käytetty apuna MATLAB-koodin kirjoittamisessa kuvaajaan.

OSIOT, JOISSA TEKOÄLYÄ ON KÄYTETTY

Tekoälyä on käytetty tulokset osiossa kuvaajan koodin kirjoittamisen sekä virhear-

vion laskevan koodin kirjoittamisen apuna.

RISKIEN TIEDOSTAMINEN

Olen tietoinen siitä, että olen täysin vastuussa koko opinnäytteeni sisällöstä, mu-

kaan lukien osat, joiden tuottamisessa on hyödynnetty tekoälyä, ja hyväksyn vas-

tuun mahdollisista tästä seuranneista eettisten ohjeiden rikkomuksista.
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1 JOHDANTO

Aine ympärillämme koostuu atomeista ja atomien muodostamista molekyyleis-

tä. Aineen kiinteässä olomuodossa, kiteisten aineiden rakenneosat järjestäytyvät

säännölliseksi hilarakenteeksi. Käytännössä kaikki materiaalin tekniset sovelluk-

set vaativat sen rakenteen tuntemista jollakin tasolla. Laskennallisten menetel-

mien, kuten tiheysfunktionaaliteorian, avulla voidaan tutkia esimerkiksi materiaa-

lin lämmön- tai sähkönjohtavuutta. Tiheysfunktionaaliteoria onkin suosittu tutki-

musmenetelmä monilla tärkeillä eri tieteen aloilla, esimerkiksi nano- ja materiaa-

litekniikan aloilla se mahdollistaa uusien sovellusten kehitystä.

Jo 1700-luvulla tunnettiin Coulombin laki, jonkamukaan varatut hiukkaset kohdis-

tavat toisiinsa voiman. 1900-luvun alkupuolella kehittyi myös kvanttimekaniikka,

jonka mukaan Schrödingerin yhtälön avulla voidaan kuvata hiukkasista koostu-

vaa systeemiä. Kun oletetaan atomien rakennehiukkasten elektronien ja protonien

kohdistavan toisiinsa Coulombin voima, voidaan koko systeemiä kuvata ratkaise-

malla sille ominainen Schrödingerin yhtälö. Hiukkasten lukumäärän kasvaessa,

haasteeksi nousee kuitenkin systeemien ja sitä mukaa laskujen muuttuminen lii-

an monimutkaiseksi, jotta niitä olisi mahdollista ratkaista. Tätä kutsutaan Cou-

lombin ongelmaksi.

Kvanttimekaniikan monen kappaleen ongelma (eng. many-body problem) muis-

tuttaa jo klassisesta mekaniikasta tuttua n-kappaleen ongelmaa, jossa Newto-

nin gravitaatiolakiin pohjautuen ei ole pystytty ratkaisemaan eksaktisti kolmen

tai useamman taivaankappaleen liikettä suhteessa toisiinsa. Monen kappaleen

ongelman ratkaisemiseksi on kuitenkin olemassa approksimaatioita eli arvioita,

jotka tuottavat hyviä tuloksia. Yksi merkittävä tällainen approksimaatio on adia-

baattinen approksimaatio eli Born-Oppenheimer approksimaatio, jota käsitellään

tässä työssä.

Työn tavoitteena on tutustuttaa lukijaa tiheysfunktionaaliteorian perusteisiin ja

sen taustalla olevaan kvanttimekaniikan teoriaan. Luvussa 2 kerrataan kvantti-

mekaniikan postulaatteja ja käsitellään kiinteän aineen tutkimukselle merkittäviä

yhtälöitä. Luvussa 4 tehdään laskennallinen osuus, jossa timantin fononispektri

ratkaistaan luvussa 3 esitellyin menetelmin. Lopuksi vertaillaan laskennallisesti

saatuja tuloksia aiempien tutkimusten osoittamiin kokeellisiin tuloksiin, jotta voi-

daan arvioida laskennallisen menetelmän pätevyyttä.
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2 TEORIA

1900-luvun alkupuolella tunnettiin monia ilmiöitä, joita ei osattu selittää klassisen

fysiikan avulla. Vuonna 1900 Max Planck ehdotti, että energia emittoituu ja ab-

sorboituu vain tietyn suuruisina kvantteina, eikä jatkuvana spektrinä kuten aiem-

min oltiin ajateltu. Planck itse piti tätä vain matemaattisena temppuna, jolla pys-

tyttiin ratkaisemaan niin kutsuttu ultravioletti katastrofi, joka syntyi, kun pyrittiin

kuvaamaan mustan kappaleen säteilyä klassisen fysiikan avulla. Fyysikot kuten

Albert Einstein ja Niels Bohr kuitenkin hyväksyivät Planckin ehdotuksen energian

kvantittuneesta luonteesta, ja tähän oletukseen pohjautuvien tutkimusten johdos-

ta kvanttimekaniikka alkoi muodostua. Vuonna 1926 Erwin Schrödinger julkaisi

hiukkasen aaltoluonnetta kuvaavan aaltomekaniikan [1], joka oli helpommin käsi-

tettävä esitys Heisenbergin edeltävänä vuonna esittämästä matriisimekaniikas-

ta. Heisenbergin ja Schrödingerin mekaniikat johtivat kvanttimekaniikan laajem-

paan hyväksymiseen tieteellisessä yhteisössä. Sittemmin kvanttimekaniikan ja

sen keskiössä olevan Schrödingerin yhtälön avulla on voitu kehittää uusia teknisiä

saavutuksia ja ymmärtää aineen rakennetta täysin uudella tavalla. [2]

Kvanttimekaniikka pohjautuu Planckin oletukselle energian kvantittuneesta luon-

teesta. Tämän takia kvanttimekaanista tarkastelua tarvitaan, kun siirrytään ener-

gian kvanttia vastaaviin kokoluokkiin. Esimerkiksi atomien rakennetta tutkiessa

on hyödynnettävä kvanttimekaniikkaa. Kvanttimekaaniset laskut muuttuvat no-

peasti hyvin monimutkaisiksi. Tämän takia useamman hiukkasen systeemien rat-

kaisut vaativat approksimaatioita. Approksimaatioista huolimatta voimme kuiten-

kin saavuttaa hyvin tarkkoja tuloksiamyösmonimutkaisemmissa tilanteissa kvant-

timekaanisen tarkastelun avulla. Tässä luvussa tutustutaan kvanttimekaniikan pe-

ruskäsitteisiin ja pyritään johtamaan yhtälöitä, joiden avulla voidaan ratkaista yti-

men dynamiikkaa hilassa.

2.1 KVANTTIMEKANIIKAN PERUSTEET

Kvanttimekaniikka pohjaa vahvasti matematiikkaan, minkä takia tiettyjen periaat-

teiden tunteminen on oleellista kvanttimekaanisten ilmiöiden ymmärtämiseksi.

Seuraavaksi tutustutaan kvanttimekaniikan postulaatteihin ja joihinkin tarvittaviin

matemaattisiin merkintöihin.

Ensimmäinen postulaatti koskee aaltofunktiota 𝜓(r, 𝑡), joka riippuu hiukkasen pai-

kasta r sekä ajasta 𝑡. Aaltofunktio kuvaa hiukkasen kvanttimekaanista tilaa, se si-
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sältää kaiken systeemiä koskevan tiedon. Aaltofunktion tulo oman kompleksikon-

jugaatinsa kanssa kuvaa hiukkasen todennäköisyyttä esiintyä tietyssä paikassa.

Hiukkasen täytyy löytyä aina jostakin, mistä seuraa normalisoitumisehto

⌠
⌡

∞

−∞

|𝜓(r, 𝑡)|2𝑑𝑥 = 1. (2.1)

Tässä työssä tutkitaan myös monen kappaleen aaltofunktiota, jolle valitaan mer-

kintä Ψ(𝑟, 𝑡).

Toinen kvanttimekaniikan postulaatti sanoo, että jokaista systeemin fysikaalista

suuretta vastaa kvanttimekaaninen operaattori. Operaattorit ovat matemaattisia

funktioita, joita käytetään muokkaamaan toisia funktioita. Kanoninen kvantisoin-

ti tarkoittaa yksinkertaistettuna klassisten muuttujien korvaamista kvanttimekaa-

nisilla operaattoreilla. Kvanttimekaanisia operaattoreita käytetään yleensä muok-

kaamaan aaltofunktiota.

Kvanttimekaaninen liikemääräoperaattori p𝑖 paikassa r𝑖 sijaitsevalle hiukkaselle

voidaan yleisesti kirjoittaa

p𝑖 = −𝑖ℏ∇r𝑖
, (2.2)

missä 𝑖 = √−1 on imaginääriyksikkö ja ℏ =
ℎ

2𝜋
on redusoitu Planckin vakio.

Tutkittaessa hilarakennetta tutkitaan aina monen kappaleen systeemiä. Valitaan

systeemin kaikkia hiukkasia kuvaava merkintä 𝑟 = r1, r2, ..., r𝑁, missä 𝑁 on hiuk-

kasten lukumäärä.

Hamiltonin operaattori kuvaa systeemin kokonaisenergiaa ja siten koostuu kineet-

tistä energiaa ja potentiaalienergiaa kuvaavista osista. Potentiaalienergiaa voi-

daan merkitä yleisesti 𝑉(𝑟, 𝑡). Hilan tapauksessa on kuitenkin perusteltua olettaa,

että potentiaalienergia ei riipu ajasta, joten valitaan merkintä ajasta riippumatto-

malle potentiaalienergialle 𝑉(𝑟). Hamiltonin operaattori voidaan nyt muotoilla lii-

kemääräoperaattorin ja potentiaalienergian avulla

𝐻 = ∑
𝑖

p2𝑖
2𝑚𝑖

+ 𝑉(𝑟) = −∑
𝑖

ℏ2

2𝑚𝑖
∇2
r𝑖
+ 𝑉(𝑟), (2.3)

missä𝑚 on hiukkasen massa.

Kolmaspostulaatti sanoo, että kaikkimitattavat suureet ovat operaattoreidenodo-

tusarvoja. Odotusarvot saadaan yhtälöstä
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⟨𝐴⟩ = ⌠
⌡
𝜓∗(r, 𝑡)𝐴𝜓(r, 𝑡)𝑑r, (2.4)

missä 𝐴 kuvaa mitä tahansa operaattoria. Mitattavia suureita vastaavien arvojen

on oltava reaalisia, joten niitä vastaavien operaattoreiden on oltava hermiittisiä.

Hermiittistä operaattoria merkitään 𝐴† = 𝐴, ja se toteuttaa yhtälön

⌠
⌡
𝜓∗1 (r, 𝑡)𝐴𝜓2(r, 𝑡)𝑑r = ⌠

⌡
(𝐴𝜓1(r, 𝑡))

∗𝜓2(r, 𝑡)𝑑r. (2.5)

Kommutaatiorelaatio kuvaa operaattoreiden suhdetta ja on muotoa

[𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴, (2.6)

missä𝐴 ja𝐵ovat operaattoreita. Jos operaattoreiden kommutaatiorelaatio on nol-

la, sanotaan että ne kommutoivat. Ja vastoin, jos kommutaatiorelaatio ei ole nol-

la, operaattorit eivät kommutoi. Mikäli operaattorit eivät kommutoi, niiden välillä

vallitsee epätarkkuusrelaatio, eli niitä ei voida mitata mielivaltaisella tarkkuudella

yhtä aikaa. Esimerkiksi paikan ja liikemäärän välinen kanoninen kommutaatiore-

laatio on kvanttimekaniikassa keskeinen ilmiö. Se on määritelty

[𝑥𝑖, 𝑝𝑗] = 𝑖ℏ𝛿𝑖𝑗, (2.7)

missä 𝛿𝑖𝑗 on Kroneckerin delta

𝛿𝑖𝑗 = {
1, jos 𝑖 = 𝑗,

0, jos 𝑖 ≠ 𝑗.
(2.8)

Yksi kvanttimekaniikan postulaatti liittyy todennäköisyyteen, jolla suoritetussamit-

tauksessa saadaan tiettyä tilaa kuvaava ominaisarvo. Kaikkia tähän asti esitettyjä

postulaatteja tarkastelemalla huomaamme, että kvanttimekaniikan luonne on hy-

vin todennäköisyyspohjainen, ja usein jonkin mitattavan arvon saavuttaminen on

monenmutkan takana. Jotta voisimme ymmärtää aineen ominaisuuksia, meidän

ei tarvitse tietää tarkalleen,missä jokainen yksittäinen hiukkanen on. Keskiarvot ja

todennäköisyydet kuvaavat hyvin tarkasti systeemiä, jossa hiukkasten lukumäärä

on suuri. Jo pieni määrä ainetta makroskooppisessa kokoluokassa sisältää suu-

renmäärän hiukkasia, joten todennäköisyydet ovat hyviä kuvaamaan tällaista sys-

teemiä.



5

2.1.1 SCHRÖDINGERIN YHTÄLÖ

Schrödingerin yhtälö [1] on kvanttimekaniikan perustavimpia yhtälöitä. Sen avulla

kuvataan ei-relativistisen kvanttimekaanisen systeemin tilaa. Kvanttimekaniikan

viides postulaatti sanookin, että aaltofunktion aikaevoluutio seuraa aikariippuvaa

Schrödingerin yhtälöä. Schrödingerin yhtälön ratkaisujen avulla voidaan selvittää

suureita, kuten hiukkasen energia tai sen todennäköisyys löytyä tietystä paikasta.

Tässä työssä oletetaan Coulombin voiman kautta vuorovaikuttavat elektronit ja

ytimet, jolloin Schrödingerin yhtälön avulla ratkaistaan ytimen dynamiikkaan liit-

tyvä fononispektri kiinteän aineen ja erityisesti hiilen timantin tapauksessa.

AikariippuvaSchrödingerin yhtälöHamiltonin operaattorin avulla esitettynä onmuo-

toa

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝑟, 𝑡) = 𝐻Ψ(𝑟, 𝑡). (2.9)

Schrödingerin yhtälö voidaan esittää myös muodossa

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝑟, 𝑡) = [−∑

𝑖

ℏ2

2𝑚𝑖
∇2
r𝑖
+ 𝑉(𝑟)]Ψ(𝑟, 𝑡). (2.10)

Schrödingerin yhtälön ratkaisevan aaltofunktion ja sen derivaatan täytyy olla jat-

kuvia, äärellisiä ja yksikäsitteisiä. Lisäksi aaltofunktion on lähestyttävä nollaa riit-

tävän nopeasti etäisyyden kasvaessa, jotta normeerausehto täyttyy.

Superpositioperiaatteen perusteella minkä tahansa ratkaisujen superpositio eli

summa on myös Schrödingerin yhtälön ratkaisu, eli

𝜓(r, 𝑡) =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝜓𝑖(r, 𝑡), (2.11)

missä 𝑐𝑖 ∈ ℂ on kompleksiluku.

2.1.2 AJASTA RIIPPUMATON SCHRÖDINGERIN YHTÄLÖ

Usein yhtälön tarkastelua yksinkertaistetaan hyödyntämällä ajasta riippumaton-

ta Schrödingerin yhtälöä, sillä staattista tilannetta tarkasteltaessa, hiukkasen to-

dennäköisyys esiintyä tietyssä paikassa on vakio ajan suhteen. Johdetaan ajasta

riippumaton Schrödingerin yhtälö. Aloitetaan tekemällä oletus, että aaltofunktio

voidaan jakaa aika- ja paikkariippuviin ratkaisuihin
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Ψ(𝑟, 𝑡) = Ψ(𝑟)𝜃(𝑡). (2.12)

Kun tämä sijoitetaan Schrödingerin yhtälöön 2.9, saadaan yhtälö muotoon

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝑟)𝜃(𝑡) = 𝐻Ψ(𝑟)𝜃(𝑡). (2.13)

Yhtälö 2.13 voidaan edelleen separoida ajasta- ja paikasta riippuviin osiin

𝑖ℏ
1

𝜃(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝜃(𝑡) =

1

Ψ(𝑟)
𝐻Ψ(𝑟). (2.14)

Yhtälön 2.14 ajasta- ja paikasta riippuvien osien tulee olla yhtä suuret. Merkitään

niitä vakiolla 𝐸. Tällöin voidaan ajasta riippumaton osa kirjoittaa

1

Ψ(𝑟)
𝐻Ψ(𝑟) = 𝐸. (2.15)

Näin on saavutettu ajasta riippumaton Schrödingerin yhtälö

𝐻Ψ(𝑟) = 𝐸Ψ(𝑟). (2.16)

Matemaattisesti tämä vastaa ominaisarvo-ongelmaa. Ajasta riippumattomanSchrö-

dingerin yhtälön ratkaisu, antaa energian ominaisarvot ja näitä ominaisarvoja vas-

taavat ominaisfunktiot kyseisen Hamiltonin operaattorin määrittelemälle systee-

mille.

2.1.3 YKSINKERTAINEN HARMONINEN OSKILLAATTORI

Harmoninen värähtelijä eli harmoninen oskillaattori on systeemi, joka värähtelee

säännöllisesti tasapainoaseman molemmin puolin. Perinteisesti voidaan esimer-

kiksi ajatella punnusta värähtelevän jousen päässä. Tällaisen systeemin potenti-

aalienergia voidaan kirjoittaa muotoon

𝑉(𝑥) =
1

2
𝑘𝐽𝑥

2, (2.17)

missä 𝑘𝐽 on jousen jousivakio ja 𝑥 kuvaa massan etäisyyttä tasapainopisteestä.

Tämän lisäksi kulmataajuden 𝜔 ja jousivakion yhteys voidaan klassisen tarkaste-

lun perusteella esittää
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𝜔 =√
𝑘𝐽
𝑚
, (2.18)

missä𝑚 on värähtelijänmassa. Tämän avulla Hamiltonin operaattori voidaan esit-

tää klassisesti muodossa

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2. (2.19)

Harmonisen oskillaattorin kvanttimekaaninen ratkaisu on jo melko monimutkais-

ta, mutta se on yksi muutamista tilanteista, jossa Schrödingerin yhtälö kuiten-

kin voidaan ratkaista käsin. Ratkaisua voidaan etsiä analyyttisesti potenssisarjan

avulla tai algebrallisesti niin kutsuttujen tikapuuoperaattoreiden avulla. Esimerkik-

si Dirac [3] on ratkaissut algebrallisesti yksinkertaisen harmonisen oskillaattorin

tapauksen.

Valitsemalla luomis- ja hävittämisoperaattorit

𝑎 =
1

√2𝑚ℏ𝜔
(𝑚𝜔𝑥 + 𝑖𝑝) (2.20)

ja

𝑎† =
1

√2𝑚ℏ𝜔
(𝑚𝜔𝑥 − 𝑖𝑝), (2.21)

saadaan Hamiltonin operaattori muotoon

𝐻 = ℏ𝜔 (𝑎†𝑎 +
1

2
) . (2.22)

Pienen pyörittelyn päätteeksi saadaan aaltofunktion ratkaisuksi

𝜓𝑛(𝑥) = (
1

√2𝑚ℏ𝜔
)
𝑛

1

√𝑛!
(𝑚𝜔𝑥 − ℏ

𝜕

𝜕𝑥
)
𝑛

𝜓0(𝑥), (2.23)

missä 𝜓0 on perustilan aaltofunktio

𝜓0 = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)

1

4

𝑒
−
𝑚𝜔

ℏ
𝑥2
. (2.24)

Jousen päässä heilahteleva massa voi kuulostaa etäiseltä aineen rakennetta tut-

kiessa, mutta harmonisen oskillaattorin ratkaisun tuntemalla voimme hyödyntää

sitä monimutkaisemmissa tilanteissa. Esimerkiksi hilassa voidaan approksima-
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tiivisesti kuvata keskenään ja elektronien kanssa vuorovaikuttavia atomin ytimiä

kytkettyinä kvanttimekaanisina harmonisina värähtelijöinä.

2.2 HILA

Jotta voidaan hyödyntää tässä työssä esitettyjä menetelmiä hiladynamiikan rat-

kaisemiseen, täytyy tehdä oletuksia hilan rakenteesta ja siten siis tuntea hilan

rakennetta entuudestaan. Yleisesti aine voi esiintyä kolmessa eri olomuodossa

lämpötilasta riippuen; kiinteä, nestemäinen tai kaasu. Edelleen kiinteät aineet voi-

vat olla järjestäytyneenä säännölliseen hilarakenteeseen tai sillä voi olla satun-

naisemmin järjestäytynyt amorfinen rakenne. Hiilen timantti omaa hilarakenteen,

jonka säännöllisyys mahdollistaa sen tutkimisen laskennallisin menetelmin.

Hila on joukko tasavälein olevia pisteitä, jotka ovat toisissaan kiinni mielivaltaisin

kulmin. Kun jokaiseen pisteeseen asetetaan atomi tai molekyyli, saadaan aikaan

kidehila. Kidehilassa jokainen hilapiste on kiinnittynyt toisiin identtisesti. Yksikkö-

koppi on laatikko, joka sisältää tietyn määrän hilapisteitä, ja jota toistamalla kaik-

kiin suuntiin voidaan kuvata koko hilaa. Alkeiskoppi on pienin rakenne, jota tois-

tamalla voidaan kuvata koko hilaa. Yksikkökopin voi valita kuitenkin myös muilla

tavoin. [4]

Vektorilla x(l)

x(l) = 𝑙1a1 + 𝑙2a2 + 𝑙3a3, (2.25)

missä 𝑙𝑖 on vakio ja a𝑖 on translaatiovektori, voidaan kuvata mitä tahansa hilapis-

teitä valitsemalla vakioiden 𝑙𝑖 arvot oikein. Vaihtoehtoisesti hilapisteitä voidaan

merkitä vektorilla

x(l𝜅) = x(l) + x(𝜅) (2.26)

niin, että yksikkökopin sijaintia kuvataan vektorilla x(l) ja 𝜅:nen atomin sijaintia

yksikkökopin sisällä kuvataan vektorilla x(𝜅). [5]

Ideaalinen hila on täysin virheetön,mutta todellisuudessa hilat voivat sisältää epä-

säännöllisyyksiä tai epäpuhtauksia. Tässä työssä hila oletetaan ideaaliseksi, ku-

ten useimmiten laskennallisin menetelmin tutkittaessa. Ideaalinen hila on myös

ääretön. Kun tutkitaan makroskooppisessa kokoluokassa olevaa materiaalia, ap-

proksimaatio on järkevä, eikä hilan reunoilla olevia atomeja tarvitse huomioida.

Tämä johtuu siitä, että jo pienellä matkalla hilapisteiden määrä on todella suuri.
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Hilavakiot ovat yleensä ångstromien (Å= 10−10𝑚) kokoluokkaa. Tämä tarkoittaa

sitä, että yhden senttimetrin matkalle ytimiä mahtuu 107.

Hiiliatomit pyrkivät aina muodostamaan neljä sidosta ja ne ovat myös timantin

rakenteessa kiinnittyneet tetraedrisesti neljään muuhun hiileen. Kuva 2.1 esittää

timantin yksikkökoppia.

Kuva 2.1: Timantin hilarakenne, kuva on tehty Vesta sovelluksella [6], ja timantin

rakenne ladattu [7]

Timantti on yksi hiilen esiintymismuodoista. Timantin rakenne antaa sille erityiset

ominaisuudet muihin hiilen allotropioihin nähden. Timantti kuuluu maailman ko-

vimpien aineiden joukkoon, lisäksi sillä on erinomainen lämmönjohtokyky ja sen

puolijohdeominaisuudet ovat loistavat. Timantteja syntyy vain korkean lämpötilan

ja paineen alla. Niitä voidaan luoda synteettisesti, mutta niitä syntyy myös luon-

nossa maaperässä. [8]

2.3 KVANTTIMEKAANINEN COULOMBIN ONGELMA

Konservatiivisten voimien tapauksessa systeemin energia koostuu sen kineetti-

sen ja potentiaalienergian summasta, jonka on oltava vakio. Tutkittaessa useis-

ta atomeista koostuvaa systeemiä, joka sisältää 𝑁𝑒 kappaletta elektroneja ja 𝑁𝑛

kappaletta ytimiä, systeemin kineettinen energia koostuu elektronien ja ytimien
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kineettisistä energioista 𝑇𝑒 ja 𝑇𝑛. Kun merkitään ytimen massaa𝑀, liikemäärää 𝑃

ja sijaintia 𝑅 ja elektronille vastaavia suureita𝑚,𝑝, 𝑟, voidaan kineettisen energian

termit kirjoittaa

𝑇𝑛 =

𝑁𝑛

∑
𝑘=1

P2𝑘
2𝑀𝑘

= −

𝑁𝑛

∑
𝑘=1

ℏ2

2𝑀𝑘
∇2
𝑘 (2.27)

𝑇𝑒 =

𝑁𝑒

∑
𝑖=1

p2𝑖
2𝑚𝑖

= −

𝑁𝑒

∑
𝑖=1

ℏ2

2𝑚𝑖
∇2
𝑖 . (2.28)

Coulombin lain mukaan sähköisesti varautuneet kappaleet kohdistavat toisiinsa

voiman, joka riippuu kappaleiden keskinäisestä etäisyydestä, sekä niiden varauk-

sista. Systeemin sisällä hiukkasten potentiaalienergia syntyy Coulombin voiman

ansiosta. Ytimistä ja elektroneista koostuva systeemi sisältää elektronien keski-

näisiä hylkiviä voimia, elektronien ja ydinten välisiä attraktiivisia voimia sekä ydin-

ten välisiä hylkiviä voimia, joista syntyviä potentiaalienergioita voidaan merkitä

𝑉𝑒𝑒, 𝑉𝑛𝑒 ja 𝑉𝑛𝑛. Tällaisessa systeemissä Hamiltonin operaattori saa muodon

𝐻 = 𝑇𝑒 + 𝑇𝑛 + 𝑉𝑒𝑒 + 𝑉𝑛𝑒 + 𝑉𝑛𝑛. (2.29)

Monen kappaleen systeemiä tutkiessa voidaan paikasta riippuva aaltofunktio kir-

joittaa muotoon Ψ(r1, r2, ..., r𝑁𝑒
,R1,R2, ...,R𝑁𝑛

, ), sillä se riippuu systeemin jokaisen

ytimen R𝑘 ja elektronin r𝑖 sijainnista. Kuten aiemmin käytetään usealle hiukkasel-

le merkintöjä 𝑟 = r1, r2, ..., r𝑁𝑒
ja 𝑅 = R1,R2, ...,R𝑁𝑛

, jolloin aaltofunktio voidaan

kirjoittaa Ψ(𝑟, 𝑅). Nyt Hamiltonin operaattori on muotoa

𝐻 =

𝑁𝑛

∑
𝑘=1

P2𝑘
2𝑀𝑘

+

𝑁𝑒

∑
𝑖=1

p2𝑖
2𝑚𝑖

+ 𝑉𝑒𝑒(𝑟) + 𝑉𝑛𝑒(𝑟, 𝑅) + 𝑉𝑛𝑛(𝑅). (2.30)

Ja Schrödingerin yhtälö muotoa

𝐻Ψ(𝑟, 𝑅) = 𝐸Ψ(𝑟, 𝑅). (2.31)

Kuvassa 2.2 kuvataan ytimien ja elektronien toisiinsa kohdistamia potentiaaleja

tilanteessa, jossa on kaksi ydintä ja kaksi elektronia.

Hiukkasten määrän kasvaessa huomataan, että Coulombisen ongelman ratkai-

seminen muuttuu hyvin monimutkaiseksi. Jo hyvin nopeasti tallennettavien para-

metrien määrä kasvaisi niin suureksi, ettei nykyaikaisten tietokoneiden olisi mah-
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e- e-

n+ n+Vnn(R1,R2)

Vee(r1,r2)

Kuva 2.2: Coulombin ongelma kahdella vetyatomilla. Punaiset pallot kuvaavat yti-

miä, siniset pallot elektroneja ja nuolet kuvaavat hiukkasten toisiinsa kohdistamia

potentiaaleja.

dollista käsitellä sellaista datamäärää.

2.4 BORN-OPPENHEIMER APPROKSIMAATIO

Yksi tapa löytää ratkaisuja Coulombiselle ongelmalle eli yhtälölle 2.31 on Born-

Oppenheimer (BO) approksimaatio. Useissa tilanteissa on mahdollista tehdä ole-

tus, että aaltofunktio voidaan separoida ytimistä ja elektroneista riippuviin osiin.

Lisäksi tällöin oletetaan, että elektronin aaltofunktio riippuu ytimen sijainnista. Yk-

sinkertaisin tapa perustella aaltofunktion separoituvuutta on ytimen ja elektronien

massa ero. Esimerkiksi hiilen ytimenmassa on noin 104 kertainen elektroninmas-

saan nähden. Tämän takia kevyt ja nopea elektroni reagoi välittömästi moninker-

taisesti painavamman ja hitaamman ytimen liikkeisiin.

Matemaattisesti BO-approksimaatiota voidaan perustella muutamallakin eri ta-

valla. Alkuperäisessä julkaisussa Born ja Oppenheimer [9] ovat johtaneet approk-

simaation häiriöteorian avulla. Huang ja Born [10, Appendix VIII] johto puolestaan

perustuu elektronien liikkeen eliminaatioon.

Kunmerkitään elektronista aaltofunktiota 𝜙𝑅(𝑟) ja ydinten aaltofunktiota 𝜒(𝑅), voi-

daan kirjoittaa Born-Oppenheimer approksimaatio

Ψ(𝑟, 𝑅) ≈ 𝜙𝑅(𝑟)𝜒(𝑅). (2.32)

Aaltofunktioiden tulee toteuttaa ehdot
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𝐻𝐵𝑂𝜙𝑅(𝑟) = 𝜖𝐵𝑂𝜙𝑅(𝑟) (2.33)

𝐻𝑛𝜒(𝑅) = 𝐸𝜒(𝑅), (2.34)

missä 𝜖𝐵𝑂 on Born-Oppenheimer energia ja vastaa yhtälön ratkaisevia energian

ominaisarvoja. Hamiltonin operaattorit voidaan kirjoittaa

𝐻𝐵𝑂 = 𝐻 − 𝑇𝑛 (2.35)

𝐻𝑛 = 𝑇𝑛 + 𝜖𝐵𝑂(𝑅) (2.36)

Yhtälön 2.31 ratkaisu koostuu nyt kahdesta vaiheesta. Elektronisen yhtälön 2.33

ratkaisusta tietylle ydinten konfiguraatiolle ja sen avulla ytimien yhtälön ratkaisus-

ta 2.34. Kun sijoitetaan ytimiä koskeva Hamiltonin operaattori 2.36 paikalleen yti-

miä koskevaan Schrödingerin yhtälöön 2.34, nähdään kuinka elektronisen yhtälön

ratkaisut liittyvät ytimien yhtälön ratkaisuun

[𝑇𝑛 + 𝜖𝐵𝑂]𝜒(𝑅) = 𝐸𝜒(𝑅). (2.37)

Elektroninen BO-energia ratkaistaan tietyllä ydinten konfiguraatiolla, jonka avulla

voidaan sitten ratkaista ydinten ja lopulta koko systeemin energia. Näin laskemal-

la elektroniset energiat monilla eri ydinten asemilla, voidaanmuodostaa BO-pinta,

jonka avulla voidaan löytää systeemin energeettisesti edullisin asema.

2.5 HARMONINEN APPROKSIMAATIO

Vielä Born-Oppenheimer approksimaationkin jälkeen, Coulombisen ongelman ja

ytimen yhtälön 2.37 tarkka ratkaiseminen vaatii liikaa laskentatehoa yleisimmissä

tilanteissa. Tehdään harmoninen approksimaatio, eli pyritään löytämään Hamilto-

nin operaattorille yksinkertaisempi muoto, yhtälön ratkaisun helpottamiseksi. Tie-

detään, että hilassa yleensä ytimet ovat lähellä tiettyjä tasapainoasemia 𝑥. Mer-

kitään ytimen poikkeamaa tasapainoasemasta 𝑢, jolloin voimme kirjoittaa ytimen

sijainnin 𝑅 vaihtoehtoisesti

𝑅 = 𝑥 + 𝑢, (2.38)

Koska ytimet ovat lähellä tasapainoasemia, poikkeama 𝑢 tasapainoasemasta on

pieni. Voidaan nyt tehdä Taylorin sarjakehitelmä potentiaalitermille tasapainoa-
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seman kohdalla. Tasapainoaseman kohdalla ensimmäinen termi on universaali

minimi, ja ensimmäinen derivaatta saa arvon nolla. Koska poikkeama 𝑢 on pieni,

voidaan jo toisen asteen polynomia pitää hyvänä approksimaationa, tätä kutsu-

taan harmoniseksi approksimaatioksi.

Tehdään vastaava tarkastelu matemaattisemmin. Merkitään eri ytimiä indeksil-

lä 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁𝑛, ytimen tasapainoasemaa 𝑥𝛼(𝑘), missä 𝛼 = 1, 2, 3, ja ytimen

poikkeamaa tasapainoasemasta 𝑢𝛼(𝑘):lla. Taylorin sarja energiatermille 𝜖𝐵𝑂(𝑅) =

𝜖𝐵𝑂(𝑥 + 𝑢) on muotoa

𝜖𝐵𝑂(𝑅) = 𝜖𝐵𝑂(𝑥) +∑
𝑠

1

𝑠!
∑
𝛼1,𝑘1

⋯ ∑
𝛼𝑠,𝑘𝑠

𝜕𝑠𝜖𝐵𝑂(𝑥)

𝜕𝑥𝛼1(𝑘1)⋯𝜕𝑥𝛼𝑠(𝑘𝑠)
𝑢𝛼1(𝑘1)⋯𝑢𝛼𝑠(𝑘𝑠). (2.39)

Tehdään sitten harmonisen approksimaation mukainen approksimaatio eli tar-

kastellaan sarjaa vain toisen asteen termiin saakka.

𝜖𝐵𝑂(𝑥 + 𝑢) ≈𝜖𝐵𝑂(𝑥) + ∑
𝛼1,𝑘1

𝜕𝜖𝐵𝑂(𝑥)

𝜕𝑥𝛼1(𝑘1)
𝑢𝛼1(𝑘1)

+
1

2
∑
𝛼1,𝑘1

∑
𝛼2,𝑘2

𝜕2𝜖𝐵𝑂(𝑥)

𝜕𝑥𝛼1(𝑘1)𝜕𝑥𝛼2(𝑘2)
𝑢𝛼1(𝑘1)𝑢𝛼2(𝑘2). (2.40)

Merkitään nyt voimavakioita

Φ𝛼1⋯𝛼𝑗
(𝑘1, ..., 𝑘𝑗) =

𝜕𝑗𝜖𝐵𝑂(𝑥)

𝜕𝑥𝛼1(𝑘1)⋯𝜕𝑥𝛼𝑗(𝑘𝑗)
=

𝜕𝑗𝜖𝐵𝑂(𝑥
′)

𝜕𝑥′𝛼1(𝑘1)⋯𝜕𝑥′𝛼𝑗(𝑘𝑗)

|
|
|
𝑥′=0

. (2.41)

Merkintä tarkoittaa, että derivaattaa arvioidaan atomien tasapainoasemassa. Täl-

löin ensimmäisen asteen termit häviävät eli

Φ𝛼1
=

𝜕𝜖𝐵𝑂(𝑥)

𝜕𝑥𝛼1(𝑘1)
= 0. (2.42)

Voidaan muotoilla ytimiä koskeva Hamiltonin operaattori 2.36

𝐻𝑛 ≈ 𝑇𝑛 + 𝜖𝐵𝑂(𝑥) +
1

2
∑
𝛼1,𝑘1

∑
𝛼2,𝑘2

Φ𝛼1,𝛼2
(𝑘1, 𝑘2)𝑢𝛼1(𝑘1)𝑢𝛼2(𝑘2). (2.43)

Harmoninen approksimaatio on saatu esitettyä voimavakioiden avulla. [10]
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Ytimen koordinaatit voidaan esittää myös toisella tavalla, valitsemalla merkintä

𝑘 = l𝜅, kuten aiemmin näytettiin yhtälössä 2.26. Tällöin esimerkiksi ytimen poik-

keama tasapainoasemasta on muotoa

𝑢𝛼(𝑘) = 𝑢𝛼(l𝜅). (2.44)

Hilaa approksimoidaan ideaalisena ja siitä seuraten myös äärettömänä. Ääretön-

tä määrää termejä ei voida kuitenkaan laskea, joten hilalle asetetaan periodiset

reunaehdot Bornin ja Kármánin mukaan [10, p. 55]. Yksinkertaistettuna voidaan

ajatella äärellistä atomiketjua, joka liittyy itseensä eli sulkeutuu renkaaksi. Tällöin

ketjun ensimmäiselle ja viimeiselle atomille, poikkeama tasapainoasemasta on

oltava sama eli

𝑢𝛼(l𝜅) = 𝑢𝛼(l + N𝜅) (2.45)

missä N on ydinten määrä ketjussa. Koska tutkitaan kolmiulotteista hilaa, sama

tehdään atomiketjuille kaikissa kolmessa ulottuvuudessa. Ajatellaan, että koko

hila koostuu nyt tällaisista identtisistä alueista niin, että atomien poikkeamat ta-

sapainoasemasta ovat samat eri alueiden vastaaville atomeille. Nyt ratkaistaan

vain yhden tällaisen alueen energia, ja näin ääretön hila saadaan laskennallisesti

äärelliseksi.

2.6 HILAN NORMAALIKOORDINAATIT

Tehdään seuraavaksi normaalikoordinaattimuunnos hilalle [10, p. 173-175, 293–

303]. Aloitetaan määrittelemällä massaredusoitu voimavakio 𝐷

𝐷𝛼1,𝛼2(l1𝜅1; l2𝜅2) =
Φ𝛼1,𝛼2

(l1𝜅1; l2𝜅2)

√𝑀𝜅1
𝑀𝜅2

, (2.46)

sekä poikkeaman massaredusoitu operaattori

𝑤𝛼(l𝜅) = √𝑀𝜅𝑢𝛼(l𝜅). (2.47)

Born-Oppenheimer energia voidaan nyt kirjoittaa

𝜖𝐵𝑂 =
1

2
∑

l1𝜅1𝛼1

∑
l2𝜅2𝛼2

𝐷𝛼1,𝛼2(l1𝜅1; l2𝜅2)𝑤𝛼1
(l1𝜅1)𝑤𝛼2

(l2𝜅2). (2.48)



15

Hilan voimavakiot ovat symmetrisiä niidenmäärittelystä johtuen, täytyy siis päteä

Φ𝛼1𝛼2
(l1𝜅1; l2𝜅2) = Φ𝛼2𝛼1

(l2𝜅2; l1𝜅1). (2.49)

Tästä seuraa myös 𝐷:n symmetrisyys ja hermiittisyys.

Hilan periodisuudesta takia, voimavakiot riippuvat vektoreiden 𝑙1 ja 𝑙2 suhteellises-

ta erosta eivätkä vektoreiden yksittäisistä arvoista eli

Φ𝛼1𝛼2
(l1𝜅1; l2𝜅2) = Φ𝛼1𝛼2

((l1 − l2)𝜅1; 0𝜅2). (2.50)

Periodisuuden ansiosta, voidaan tehdä dynaamiselle matriisille Fourier-muunnos

𝐷𝛼1𝛼2 (𝜅1𝜅2|q) =

𝑁

∑
𝑙

𝐷𝛼1𝛼2 (l1𝜅1; 0𝜅2) 𝑒
−𝑖q⋅x(𝑙1). (2.51)

Symmetrisyyden perusteella liikeyhtälöstä ja lineaarialgebrasta seuraa, että kulle-

kin aaltovektorille q dynaamisen matriisin 𝐷(q) ominaisvektorit muodostavat or-

tonormaalin joukon. Ominaisarvoyhtälöt ovat muotoa

𝜔2𝑗 (q) 𝑒𝛼1 (𝜅1|q𝑗) = ∑
𝜅2,𝛼2

𝐷𝛼1𝛼2 (𝜅1𝜅2|q) 𝑒𝛼2 (𝜅2|q𝑗) (2.52)

ja yhtälön ratkaisuina saadaan fononitaajuudet 𝜔2𝑗 (q).

Määrittelemällä hilan normaalikoordinaatit, voidaan lopulta diagonalisoida Hamil-

tonin operaattori. Hamiltonin operaattori on tällöin muotoa

𝐻𝑛 = ∑
q,𝑗

ℏ𝜔𝑗 (q) (𝑎
†
q𝑗𝑎q𝑗 +

1

2
), (2.53)

minkä ratkaisut jo tunnetaan luvun 2.1.3 mukaisesti.

Hilan rakennetta tutkiessa, tutkitaan siis usein ydinten värähtelyjä. Fononi on hi-

lavärähtelyn välittäjähiukkanen. Dynaamisen matriisin avulla voidaan ratkaista hi-

lan fononitaajuudet. Dynaaminenmatriisi puolestaan ratkaistaan voimavakioiden

avulla, jotka ovat elektronisen Born-Openheimer energian derivaattoja. Edelleen

näiden ratkaisemiseksi on useampia metodeja, joista tässä työssä käsitellään ti-

heysfunktionaaliteoriaa.
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3 HILADYNAMIIKAN RATKAISEMINEN

LASKENNALLISESTI

TIHEYSFUNKTIONAALITEORIAN AVULLA

3.1 TIHEYSFUNKTIONAALITEORIA

Tiheysfunktionaaliteoria eli DFT (eng. Density functional theory) on usein käytet-

ty menetelmä elektronisen systeemin ominaisuuksien ratkaisemiseksi. Tiheys-

funktionaaliteorialla pyritään ratkaisemaan elektroninen BO-funktio 2.33 elektro-

nitiheyden avulla. Nimensämukaan tiheysfunktionaaliteoria pohjaa funktionaalei-

hin. Funktionaali on funktio, joka vastaanottaa toisen funktion ja palauttaa skalaa-

rin. DFT on vakiintunut menetelmä esimerkiksi kvanttikemian alalla, sillä se kulut-

taa melko vähän laskentatehoa suhteessa muihin vastaaviin menetelmiin, kuten

Hartree-Fock metodiin, ja se tuottaa hyviä tuloksia tutkittaessa tunnettuja raken-

teita. DFT:n haasteena on kuitenkin, että se on huono ennustamaan mahdollisia

konfiguraatioita, sillä se vaatii jonkinlaisen arvauksen rakennetta vastaavan funk-

tionaalinmuodosta. Lisäksi vaikka teoriassa DFT tuottaa tarkan arvon, joudumme

käyttämään approksimaatioita funktionaaleja muodostaessa. [11]

Vuonna 1964 julkaistussa artikkelissaHohenberg ja Kohn [12] näyttivät, että elekt-

ronitiheys on riittävä määrittämään elektroni systeemin ominaisuudet. Lähtöole-

tuksena teorialle oletetaan, että hiukkaset ovat ei-degeneroituneella perustilal-

laan. Toisin sanoen systeemi onmahdollisimman alhaisella energiatilalla, eikä sa-

maa energiaa voida saavuttaa erilaisella hiukkasten järjestyksellä.

Hohenbergin ja Kohnin artikkeli esittää kaksi teoreemaa, joista ensimmäinenosoit-

taa, että systeemin elektronitiheys 𝑛(r) määrää systeemin ulkoisen potentiaalin

𝑣(r). Tarkastellaan systeemin Hamiltonin operaattoria, joka koostuu elektronien

kineettisestä energiasta 𝑇𝑒, elektronien keskenäisistä vuorovaikutuksista 𝑉𝑒𝑒 sekä

ulkoisesta potentiaalista 𝑉𝑒𝑥𝑡

𝐻 = 𝑇𝑒 + 𝑉𝑒𝑒 + 𝑉𝑒𝑥𝑡. (3.1)

TämävastaaBO-approksimaatiosta saatua elektronistaHamiltonin funktiota 2.35.

Elektronien kineettinen energia 𝑇𝑒 on muotoa 2.28. Coulombin voiman mukaan

voidaan elektronien keskenäinen vuorovaikutus muotoilla
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𝑉𝑒𝑒 =
1

2

𝑁𝑒

∑
𝑚≠𝑙

𝑒2

|r𝑚 − r𝑙|
. (3.2)

Määritellään tiheydestä riippuva ulkoinen potentiaali

𝑉𝑒𝑥𝑡 = ⌠
⌡
𝑣(r)𝑛(r)𝑑r. (3.3)

Ulkoinen potentiaali siis määrittää Hamiltonin funktion, joka määrää systeemin

ominaisuudet. Näin elektronitiheys on riittävämäärittämään systeemin kaikki omi-

naisuudet. Energian funktionaali 𝐸𝑣[𝑛] tietylle tiheydelle 𝑛(r) voidaan kirjoittaa

𝐸𝑣[𝑛] = ⌠
⌡
𝑣(r)𝑛(r)𝑑r + 𝐹[𝑛], (3.4)

missä 𝐹[𝑛] on universaali, ulkoisesta potentiaalista riippumaton funktionaali

𝐹[𝑛(r)] = ⌠
⌡
Ψ(𝑟)∗(𝑇 + 𝑉𝑒𝑒)Ψ(𝑟)𝑑𝑟. (3.5)

Toinen Hohenberg ja Kohn teoreema toteaa, että mikä tahansa nollasta poikkea-

va tiheys tuottaa suuremman tai yhtä suuren energian, kuin perustilan energia.

Perustilan energia saadaan minimoimalla energian funktionaali 𝐸𝑣[𝑛]. [12] [13]

Hohenberg-Kohn teoreema onnistuu siis osoittamaan, että elektronitiheyden avul-

la saadaan selville systeemin energia. Se ei kuitenkaan kerro kuinka haluttu tiheys

löydetään. 1965 Kohn ja Shampyrkivät ratkaisemaan tämän ongelman [14]. Kohn-

Sham yhtälöt korvaavat elektronit vuorovaikutuksettomilla hiukkasilla, ongelman

ratkaisemiseksi.

Voidaan kirjoittaa ulkoisesta potentiaalista riippumaton funktionaali muodossa

𝐹[𝑛(r)] =
1

2
⌠
⌡

𝑛(r)𝑛(r′)

|r − r′|
𝑑r𝑑r′ + 𝑇𝑠[𝑛] + 𝐸𝑋𝐶[𝑛], (3.6)

Missä 𝑇𝑠[𝑛] on kineettinen energia keskenään vaikuttamattomille perustilalla ole-

ville elektroneille tiheydessä 𝑛(r) ja 𝐸𝑋𝐶[𝑛] on keskenään vaikuttavien hiukkasten

synnyttämä energia eli vaihto ja korrelaatio energian funktionaali. Tämän jälkeen

energian funktionaali voidaan kirjoittaa.
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𝐸[𝑛] = ⌠
⌡
𝑣(r)𝑛(r)𝑑r +

1

2
⌠
⌡

𝑛(r)𝑛(r′)

|r − r′|
𝑑r𝑑r′ + 𝑇𝑠[𝑛] + 𝐸𝑋𝐶[𝑛], (3.7)

Kohn-Sham yhtälöiden tavoitteena on löytää tämän yhtälön minimi eli perustilan

energia. Käyttämällä ulkoista potentiaalia 𝑣𝑒𝑓𝑓, voimme löytää tiheyden 𝑛(r) kes-

kenään ei vaikuttaville elektroneille, niin että tiheys on sama kun keskenään vai-

kuttavien elektronien systeemillä. Ei vaikuttavalle systeemille voidaan kirjoittaa

yhden elektronin Kohn-Sham yhtälöt

[−
ℏ2

2𝑚𝑒
∇2
r + 𝑣𝑠(r)] 𝜓𝑛(r) = 𝜖𝑛𝜓𝑛(r), (3.8)

missä 𝜓𝑛(r) on yhden elektronin aaltofunktio.

Kohn-Sham yhtälöitä varten on löydettävä efektiivinen potentiaali 𝑣𝑠

𝑣𝑠(r) = 𝑣(r) + ⌠
⌡

𝑛(r′)

|r − r′|
𝑑r′ + 𝑣𝑥𝑐(r) (3.9)

missä lisäksi 𝑣𝑥𝑐 on vaihto ja korrelaatio potentiaali

𝑣𝑥𝑐(r) =
𝛿𝐸𝑥𝑐[𝑛]

𝛿𝑛(r)
(3.10)

missä 𝐸𝑥𝑐[𝑛] vaihto ja korrelaatio energian funktionaali. [14]

Tähän asti DFT on eksakti menetelmä. Vaihto ja korrelaatio energian funktionaa-

li on kuitenkin osattu esittää eksaktisti vain yhtenäisen elektronikaasun tapauk-

sessa. Local-density approximation eli LDA on ehkäpä tunnetuin approksimaatio

vaihto ja korrelaatio energian funktionaalille ja se pohjautuukin yhtenäisen elekt-

ronikaasun tuottamaan funktionaaliin. [11] Tässä työssä suoritetuissa laskuissa

käytetään PBE (GGA) funktionaalia. [15]

Kohn-Sham yhtälöiden ratkaisujen avulla voidaan selvittää perustilan tiheys

𝑛(r) =

𝑁𝑒

∑
𝑛=1

|𝜓𝑛(r)|
2. (3.11)

Koska potentiaali 𝑣𝑠 riippuu tiheydestä, on yhtälö ratkaistava arvaamalla tiheys ja

ratkaisemalla yhtälöt ristiriidattomuuteen. Kuvassa 3.1 ollaan esitetty Kohn-Sham

yhtälöiden ratkaisu vaiheittain. [11]
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Arvataan tiheys

Lasketaan efektiivinen potentiaali

Ratkaistaan Kohn-Sham yhtälöt

Lasketaan elektronitiheys

Verrataan saatua 
tiheyttä alkuperäiseen 

arvaukseen

Kyllä

Ollaan saavutettu 
ristiriidattomuus ja 

löydetty etsityt arvot

Ei

𝑛(𝒓′)

𝑣𝑠(𝒓) = 𝑣(𝒓) +න
𝑛(𝒓)

𝒓 − 𝒓′
𝑑𝒓′ + 𝑣𝑥𝑐(𝒓)

−
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓
2 + 𝑣𝑠(𝒓) 𝜓𝑛(𝒓) = 𝜖𝑛𝜓𝑛(𝒓)

𝑛(𝒓) = ෍

𝑛=1

𝑁𝑒

𝜓𝑛(𝒓)
2

𝑛(𝒓′) ≈ 𝑛(𝒓)

Kuva 3.1: Tiheysfunktionaaliteorian Kohn-Sham yhtälöiden ratkaisun vaiheet.
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Käytännössä DFT laskut voidaan jakaa seuraaviin vaiheisiin; Ensimmäiseksi arva-

taan elektronitiheys 𝑛(r′). Elektroni tiheyden avulla ratkaistaan efektiivinen poten-

tiaali 𝑣𝑠(r). Tämän jälkeen ratkaistaan yhden hiukkasen aaltofunktiot 𝜓𝑛(𝑟) Kohn-

Sham yhtälöistä. Seuraavaksi ratkaistaan elektronitiheys 𝑛(r) saatujen aaltofunk-

tioiden avulla. Mikäli alkuperäinen arvattu elektronitiheys ja yhtälöistä saatu elekt-

ronitiheys eroavat toisistaan syötetään aaltofunktioiden avulla ratkaistu elektro-

nitiheys seuraavana arvauksena ja toistetaan kaikki vaiheet, kunnes saatu elekt-

ronitiheys on tarpeeksi lähellä syötettyä arvausta.

3.2 LASKENNALLISET MENETELMÄT

Tässä työssä käytetään Quantum ESPRESSOa [16][17] laskennallisten ongelmien

ratkaisemiseen. QuantumESPRESSOon sarja avoimen lähteen koodeja, jotka poh-

jautuvat DFT:hen ja ovat tarkoitettu elektronirakenteen laskuihin. QuantumESPRES-

SOlla suoritettavat laskut ajetaan CSC:n klustereilla.

Laskut koostuvat useasta vaiheesta. Ensimmäisenä tulee löytää ytimien asemat

𝑥, jotka toteuttavat yhtälön 2.42 eli jossa elektronisen energian 𝜖𝐵𝑂 ensimmäinen

paikkaderivaatta häviää. Kun ytimien asemat on selvitetty, voidaan ratkaista Kohn-

Sham yhtälöt ristiriidattomasti ja ratkaista elektroninen BO-energia. Tämän avulla

edelleen pystytään löytämään voimavakiotΦ jamuodostamaan dynaaminenmat-

riisi 𝐷. Näillä tiedoilla voidaan lopulta ratkaista ydinten harmoninen BO-ongelma

sekä hilan fononitaajuudet.

Tässä työssä tasapainoasemien etsimiseen käytettiinQuantumESPRESSOnpw.x-

moduulia. Laskuissa käytettiin PAW-pseudopotentiaalia (C.pbe-n-kjpaw_psl.1.0.0.

UPF). Elektroninen rakenne laskettiin 12 × 12 × 12 k-pisteverkolla. Kohn–Sham‑yh-

tälöiden ratkaisu katsottiin konvergoituneeksi, kun peräkkäisten elektronitiheyk-

sien neliöpoikkeaman integraali alitti arvon 10−9. Tasoaallon kineettisen energian

katkaisu oli 90 Ry ja varaustiheyden katkaisu 720 Ry. Dynaaminen matriisi muo-

dostettiin ph.x-moduulin avulla,minkä jälkeen voimavakiot saatiin q2r.x-moduulilla.

Fononien dynaamiset matriisit laskettiin 2 x 2 x 2 q-pisteverkolla. Lopulta voima-

vakioiden avulla laskettiin fononitaajuudet matdyn.x moduulilla.
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4 TULOKSET

Quantum Espressolla tehtyjen DFT-laskujen perusteella ratkaistiin timantin fono-

ni dispersio. Fononi dispersio kuvaa fononin värähtelyjen taajuden 𝜔 riippuvuutta

aaltovektorista q. Fononispektrin avulla voidaan tutkia monia aineen ominaisuuk-

sia kuten lämmön- tai sähkönjohtavuutta. Tässä työssä fononispektriä verrataan

kokeelliseen dataan laskennallisten menetelmien pätevyyden arvioimiseksi.

Timantin fononien värähtelytaajuus eri Brillouin vyöhykkeillä on laskettumatdyn.x

tiedoston tulosteessa. Kuvassa 4.1 laskennallisesti ratkaistua fononispektriä on

kuvattu mustalla jatkuvalla viivalla. Sinisillä neliöillä merkityt mittapisteet ovat ko-

keellisista mittauksista [18] ja [19], joissa timantin fononispektriä tutkittiin epäe-

lastisen neutronisironnan menetelmällä.

Kuva 4.1: Timantin fononi dispersio. Musta jatkuva viiva kuvaa laskennallisesti

matdyn.x moduulilla saatua tulosta. Siniset neliöt ovat kokeellista mittausdataa

kirjallisuudesta [18] ja [19].

Paikoittain mittapisteet ja laskennallinen spektri vastaavat toisiaan hyvin. Γ − 𝐿

eli [111] suunnassa kokeellinen ja laskennallinen data näyttävät kulkevan hyvinkin
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samantapaisesti. Suurin virhe on noin 20%, se havaitaan alemmassa akustisessa

haarassa noin kohdassa 𝑞/𝑞𝑚𝑎𝑥 ≈ 0.30. Pienimmillään virhe on lähes nolla pro-

senttia ylemmän akustisen haaran kohdassa 𝑞/𝑞𝑚𝑎𝑥 ≈ 0.35. Kokonaisuudessaan

suunnan Γ − 𝐿 virheet ovat alempaa akustista haaraa lukuun ottamatta < 5%.

Laskennallisen ja kokeellisen datan välillä oleville eroille voi olla monia syitä. Mit-

tapisteiden mittauksista syntyneiden virheiden suuruus on arviolta 2-3%, mah-

dollisia syitä mittauksista syntyviin virheisiin on esitelty [18], [19]. Laskennalli-

sesti tuotetun spektrin virheet liittyvät käytettyyn malliin. Laskennalliset menetel-

mät perustuvat approksimaatioihin, mikä vaikuttaa tulosten tarkkuuteen. Approk-

simaatioista syntyvät virheet ovat oletettavasti melko pieniä. Suurimmat virheet

laskennallisissa tuloksissa syntyvät todennäköisesti DFT:n pseudopotentiaalin ja

funktionaalin valinnasta ja niiden ei-eksaktista luonteesta.

Parempien tulosten saamiseksi voitaisiin säätää DFT laskujen parametrejä. Erityi-

sesti valitsemalla toinen pseudopotentiaali tai funktionaali, voitaisiin saada erilai-

sia tuloksia. Uusia funktionaaleja kehitetään yhä, mutta ne perustuvat vieläkin ar-

vioihin eivätkä ole eksakteja. Harmonisen approksimaation sijasta, voitaisiin las-

kea mukaan myös epäharmonisia termejä approksimaation täsmällisyyden pa-

rantamiseksi. Tässä työssä DFT laskuissa ytimet pidettiin staattisina. Ydinten dy-

naamisuuden eli kvanttimekaanisen luonteen huomioiminenmyös DFT laskuissa,

parantaa edelleen laskujen tarkkuutta.
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5 YHTEENVETO

Tämän kandityön tavoitteena oli tutustua hiladynamiikan ratkaisemiseen lasken-

nallisesti kvanttimekaniikan avulla ja suorittaa lyhyt laskennallinen osuus käytän-

nön laskun demonstroimiseksi. Teoriaosuudessa kerrattiin aluksi kvanttimekanii-

kan perusteita ja tarkasteltiin hilan rakennetta. Tämän jälkeen käsiteltiin Born-

Oppenheimer approksimaatiota sekä harmonista approksimaatiota. Seuraavas-

sa luvussa esiteltiin hiladynamiikan ratkaisemisen laskennallisista menetelmis-

tä tiheysfunktionaaliteorian oletuksia ja kaavoja. Lisäksi esiteltiin lyhyesti työssä

hyödynnettyjä laskennallisia ohjelmistoja.

Laskennallisessa osuudessa tehtiin timantin hilalle DFT-lasku, ja ratkaistiin sen

avulla timantin fononispektri Laskut suoritettiin Quantum ESPRESSOlla ja ajettiin

CSC:n klustereilla. Fononispektriä verrattiin kirjallisuudesta saatuihin kokeellisiin

fononitaajuuksiin, ja näin arvioitiin laskennallisten menetelmien pätevyyttä. Fono-

nispektrin Γ− 𝐿 suunnassa nähtiin, että parhaimmillaan laskennallinen tulos vas-

taa kokeellisista hyvinkin tarkasti.

Tässä työssä käytettiin harmonista approksimaatiota ja oletettiin ytimet staat-

tisiksi DFT laskuissa. Matemaattisesti tarkempaan tarkasteluun voitaisiin ottaa

mukaanmyös anharmonisia termejä ydinten ongelmaa ratkaistaessa. Lisäksi voi-

taisiin ottaa huomioon ydinten kvanttiluonne elektronisessa ongelmassa. Tiheys-

funktionaaliteorian laskennallisten tulosten parantamiseksi voidaan kehittää ja

kokeilla erilaisia pseudopotentiaaleja ja funktionaaleja.
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