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Perinteinen 9 × 9 sudoku esiintyi nykymuotoisena ensimmäisen kerran vuonna
1979. Sudokut ovat matemaattisia ongelmia ja niitä voidaan tarkastella ma-
temaattisesti myös yleisemmällä tasolla. Yksi tällainen ongelma on se, kuinka
monta ratkaisua sudokulla sääntöjensä puitteissa on.

Tutkielman tavoitteena on yksinkertaistaa sudokun ratkaisujen lukumäärän
kaltainen kombinatorinen ongelma matematiikan keinoin siten, että väsytystek-
niikan, eli vaihtoehtojen yksi kerrallaan läpikäymisen tarve vähenee. Tutkiel-
massa selvitetään ensin laillisten sudokuruudukoiden lukumäärää ja sen jälkeen
karsitaan näistä aidosti erilaiset sudokuruudukot tarkastelemalla symmetrioita.

Laillisten sudokuruudukoiden lukumäärä on mahdollista laskea puhtaas-
ti väsytystekniikan avulla, mutta se on hidasta. Tutkielmassa tulos lasketaan
selvittämällä ensin kombinatoriikan keinoin ylimmän kerroksen, eli ylimpien
kolmen rivin täydennystapojen lukumäärä. Tämän jälkeen tarkasteltavien ker-
rosten lukumäärää karsitaan supistuksien avulla. Vasta lopuksi käytetään vä-
sytystekniikkaa jäljelle jääneille kerroksille.

Monet laillisista sudokuruudukoista ovat keskenään symmetrisiä olemalla
esimerkiksi toistensa peilikuvia. Siksi toista päätulosta, eli aidosti erilaisten
ratkaisujen lukumäärää varten määritellään sudokun symmetriaominaisuudet.
Tämän jälkeen vähennetään väsytystekniikan tarvetta algebran keinoin ja las-
ketaan aidosti erilaisten ratkaisujen lukumäärä Burnsiden lemman avulla.

Avainsanat: Burnsiden lemma, sudokujen ratkaisut, sudokujen symmetria

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Väsytystekniikalla tarkoitetaan kombinatoristen ongelmien ratkaisumenetel-
mää, jossa kaikki mahdolliset vaihtoehdot käydään läpi yksi kerrallaan, kun-
nes haluttuun tulokseen päästään. Tekniikan huono puoli kuitenkin on, että se
muuttuu tehottomaksi, kun tarkasteltavien vaihtoehtojen lukumäärä kasvaa.
Esimerkiksi kahdeksan kuningattaren pulma voidaan ratkaista väsytysteknii-
kalla, mutta matemaattisin keinoin tekniikan tarvetta voidaan vähentää [7].

Tämän tutkielman tavoitteena on tarkastella sudokun ratkaisujen lukumää-
rää ja selvittää miten laillisten sudokuruudukoiden lukumäärä saadaan selville
matematiikan keinoin käyttäen väsytystekniikkaa mahdollisimman vähän. Toi-
seksi tutkielmassa tutkitaan sudokujen algebrallisia ominaisuuksia ja määrite-
tään aidosti erilaisten sudokuruudukoiden lukumäärä.

Tutkielman sisällön ymmärtämiseksi lukijalta edellytetään kombinatoriikan
ja abstraktin algebran osaamista, sekä sudokun perusperiaatteiden tuntemusta.
Algebralliset tulokset ovat Joseph Rotmanin kirjasta An Introduction to the
Theory of Groups [5]. Työn kannalta tarpeellisia käsitteitä, kuten Burnsiden
lemma ja kierretulon määritelmä on koottu lukuun 2.

Luvussa 3 esitellään tutkielman ensimmäisenä päätuloksena Bertram Fel-
genhauerin ja Frazer Jarvisin artikkelia Mathematics of Sudoku I [1] seuraten
kuinka monella eri tavalla sudokuruudukko voidaan täydentää sudokun sään-
töjen puitteissa. Erityisesti keskitytään siihen, kuinka laskentaa on lähteessä
yksinkertaistettu matemaattisten työkalujen avulla. Tulos saadaan siten, että
selvitetään kombinatoriikan keinoin monellako tavalla tyhjän sudokuruudukon
ylin kerros voidaan täydentää. Tämän jälkeen kerrokset jaetaan luokkiin siten,
että yhdessä luokassa jokaisella sudokuruudukolla on yhtä monta tapaa täy-
dentyä valmiiksi sudokun ratkaisuksi. Lopuksi lasketaan ratkaisujen lukumäärä
luottaen lähteen tietokoneajoilla saatuihin lukumääriin.

Luvussa 4 tarkastellaan toisena päätuloksena aidosti erilaisten ratkaisujen
lukumäärää Ed Russellin ja Frazer Jarvisin artikkelia Mathematics of Sudoku
II [3] mukaillen. Sudokujen katsotaan olevan aidosti erilaiset, jos ne eivät ole
keskenään symmetrisiä, eli esimerkiksi toistensa peilikuvia. Kaikkien symmet-
riaoperaatioiden joukko jaetaan konjugaattiluokkiin ja selvitetään Burnsiden
lemman avulla aidosti erilaisten ratkaisujen lukumäärä.
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2 Algebraa

Tähän lukuun on koottu tarvittavia määritelmiä käsitteille, joita tarvitaan
myöhemmissä luvuissa. Luvun loppupuolella esitellään ja todistetaan Burn-
siden lemma.

Määritelmä 2.1. Joukon X ositus on joukon X epätyhjien osajoukkojen jouk-
ko, jossa jokainen alkio x ∈ X kuuluu täsmälleen yhteen näistä osajoukoista.

Määritelmä 2.2. Jos ≡ on ekvivalenssirelaatio joukossa X ja x ∈ X, niin
alkion x ekvivalenssiluokka on

[x] = {y ∈ X : y ≡ x} ⊂ X.

Määritelmä 2.3. Olkoon G joukko ja ◦ : G × G → G laskutoimitus. Tällöin
paria (G, ◦) sanotaan ryhmäksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. laskutoimitus ◦ on liitännäinen,

2. on olemassa sellainen neutraalialkio e ∈ G, että
e ◦ a = a = a ◦ e kaikilla a ∈ G ja

3. kaikille alkioille a ∈ G on olemassa sellainen käänteisalkio a−1, että
a ◦ a−1 = e = a−1 ◦ a.

Ryhmää (G, ◦) voidaan merkitä lyhyemmin ryhmänä G. Laskutoimitus ◦ jäte-
tään myös usein merkitsemättä, jolloin a ◦ b merkitään ab.

Huomautus. Työssä viitataan ryhmän neutraalialkioon yleisesti merkinnällä e.

Määritelmä 2.4. Olkoon ∼ relaatio, jossa x ∼ y, jos y = gxg−1 jollakin g.
Jos G on ryhmä, niin alkion a ∈ G ekvivalenssiluokkaa relaatiossa ∼ sanotaan
alkion a konjugaattiluokaksi, jota merkitään aG ryhmässä G.

Sudokujen kontekstissa luokkajako voidaan tehdä ensimmäisen kerroksen
osalta täydennetyille sudokuille esimerkiksi siten, että samaan konjugaattiluok-
kaan kuuluvat ne alkiot, eli ensimmäisen kerroksen osalta täydennetyt sudo-
kut, joista saadaan yhtä monta valmista sudokuratkaisua. Konjugaattiluokat
muodostavat yhdessä kaikkien ensimmäisen kerroksen osalta täydennettyjen
ruudukoiden osituksen.
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Määritelmä 2.5. Olkoon G ryhmä. Tällöin ryhmän G kertaluku |G| on ryh-
män G alkioiden lukumäärä.

Määritelmä 2.6. Olkoon (G, ◦) ryhmä ja S ⊂ G. Jos (S, ◦) on ryhmä, niin
sanotaan, että ryhmä (S, ◦) on ryhmän (G, ◦) aliryhmä.

Määritelmä 2.7. Olkoon S ryhmän G aliryhmä ja g ∈ G. Joukkoa

Sg = {s ◦ g : s ∈ S}

sanotaan alkion g virittämäksi aliryhmän S oikeanpuoleiseksi sivuluokaksi. Jouk-
koa

gS = {g ◦ s : s ∈ S}

vastaavasti sanotaan alkion g virittämäksi aliryhmän S vasemmanpuoleiseksi
sivuluokaksi.

Määritelmä 2.8. Olkoon S ryhmän G aliryhmä. Tällöin aliryhmän indeksi
joukossa G on aliryhmän S oikeanpuoleisten sivuluokkien lukumäärä joukossa
G. Aliryhmän S indeksiä ryhmässä G merkitään [G : S].

Määritelmä 2.9. Olkoon G ryhmä ja N ryhmän G aliryhmä. Jos kaikilla
g ∈ G on voimassa gN = Ng, niin ryhmä N on ryhmän G normaali aliryhmä.

Määritelmä 2.10. Olkoon X joukko. Tällöin symmetrinen ryhmä SX on jou-
kon X kaikkien permutaatioiden, eli bijektioiden f : X → X muodostama
ryhmä, jonka laskutoimitus on yhdistetty funktio, jossa (f ◦ g)(x) = f(g(x))
kaikilla x ∈ SX . Jos X = {1, 2, ..., n}, niin ryhmää SX merkitään Sn.

Esimerkki 2.11. Symmetrisen ryhmän S3 yksittäistä permutaatiota

σ =
⎛⎝1 2 3
a b c

⎞⎠ merkitään σ = (a, b, c). Esimerkiksi merkintä (2, 3, 1) on yhtä-

pitävä permutaatiomerkinnän
⎛⎝1 2 3

2 3 1

⎞⎠ kanssa.

Sudokujen symmetriaoperaatioiden muodostama ryhmä on symmetrisen
ryhmän S81 aliryhmä [4]. Yleisesti symmetriaryhmien aliryhmiä sanotaan per-
mutaatioryhmiksi.

Määritelmä 2.12. Olkoot (G, ∗) ja (H, ◦) ryhmiä.
Funktiota f : G → H sanotaan homomorfismiksi, jos
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f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b)

on voimassa kaikilla a, b ∈ G.
Jos homomorfismi f on bijektio, niin sitä sanotaan isomorfismiksi. Jos on

olemassa isomorfismi G → H sanotaan, että ryhmät G ja H ovat isomorfiset
ja merkitään G ∼= H.

Määritelmä 2.13. Olkoon x ∈ X ja α ∈ SX . Tällöin permutaatio α kiinnittää
alkion x, jos α(x) = x ja muuttaa alkion x, jos α(x) ̸= x.

Määritelmä 2.14. Olkoot X joukko ja G ryhmä. Funktiota α : G×X → X

sanotaan toiminnaksi, jota merkitään α : (g, x) ↦→ g ◦ x. Sanotaan, että ryhmä
G toimii joukossa X.

Määritelmä 2.15. Jos X on joukko ja G on ryhmä, niin joukko X on
G-joukko, jos on olemassa sellainen toiminta α : (g, x) ↦→ g ◦ x, että

1. 1 ◦ x = x, kaikilla x ∈ X ja

2. g ◦ (h ◦ x) = (g ◦ h) ◦ x, kaikilla g, h ∈ G ja kaikilla x ∈ X.

Laskussa g ◦ h laskutoimitus ◦ on ryhmän laskutoimitus, jota on tapa-
na merkata samalla merkinnällä, kuin toiminnan laskutoimitusta. Täydet su-
dokuruudukot muodostavat G-joukon X, jossa toimiva ryhmä G on kaikkien
sudokun symmetriaoperaatioiden muodostama joukko. Symmetriaoperaattorit
esitellään myöhemmin luvussa 4.

Määritelmä 2.16. Olkoon X G-joukko ja x ∈ X. Tällöin
alkion x rata on joukko

Gx = {g ◦ x : g ∈ G} ⊂ X.

Joukon X radat muodostavat joukon X osituksen.

Radan käsite on oleellinen, kun mietitään mitkä sudokuruudukot ovat ai-
dosti erilaisia. Nimittäin luvussa 4 huomataan, että samaan rataan kuuluvat
sudokuruudukot voidaan muuttaa toiseksi saman radan ruudukoksi jollakin
symmetriaoperaatiolla g ∈ G. Sudokuruudukot ovat aidosti erilaiset, jos ne
eivät kuulu samaan rataan.

Määritelmä 2.17. Olkoon K ryhmän G aliryhmä. Tällöin ryhmän G aliryhmä
Q on aliryhmän K komplementti ryhmässä G, jos K ∩Q = {e} ja K ∪Q = G.

Määritelmä 2.18. Joukko G on aliryhmiensä K ja Q puolitulo G = K⋊Q, jos
K on ryhmän G normaalialiryhmä ja aliryhmällä K on komplementti Q1 ∼= Q.

8



Määritelmä 2.19. Olkoon D ryhmä ja olkoon Q ryhmä, joka toimii äärelli-
sessä joukossa Ω. Olkoon K =

∏︂
ω∈Ω

Dω, missä Dω
∼= D kaikilla ω ∈ Ω. Tällöin

ryhmän D kierretulo ryhmän Q suhteen on

D ≀Q = K ⋊Q,

missä ryhmä Q toimii joukossa K alkion q · (dω) = dqω suhteen, kun q ∈ Q ja
dω ∈

∏︂
ω∈Ω

Dω.

Apulause 2.20. Olkoot D, K ja Q määritelmän 2.19 mukaisia ryhmiä. Jos
ryhmä D on äärellinen, niin |K| = |D||Ω|. Jos myös ryhmä Q on äärellinen, niin
|D ≀Q| = |K ⋊Q| = |K| · |Q| = |D||Ω| · |Q|.

Todistus. Katso [5, s. 172].

Esitellään ja todistetaan luvun lopuksi vielä Burnsiden lemma, jonka teki
tunnetuksi William Burnside vuonna 1897. Lemman olivat kuitenkin ennen
tätä todistaneet erikseen Augustin Cauchy vuonna 1845 ja Ferdinand Forbenius
vuonna 1887
[3, s. 56], [5, s. 58]. Burnsiden lemman avulla voidaan laskea, kuinka moni
laillinen sudokuruudukko on aidosti erilainen.

Määritelmä 2.21. Olkoon X G-joukko ja x ∈ X. Tällöin joukkoa

Gx = {g ∈ G : g ◦ x = x}

sanotaan G-joukon X stabilisaattoriksi.

Apulause 2.22. [5, s. 57, harjoitustehtävä 3.37] Olkoon X G-joukko, olkoon
x, y ∈ X ja olkoon y = gx, jollakin g ∈ G. Tällöin Gy = gGxg

−1 ja |Gy| = |Gx|.

Todistus. Yhtälö Gy = gGxg
−1 on voimassa, jos ja vain jos Gy ⊆ gGxg

−1 ja
gGxg

−1 ⊆ Gy. Valitaan mielivaltainen alkio ggxg
−1 ∈ gGxg

−1. Tämä alkio
kuuluu joukkoon Gy, sillä

ggxg
−1y

1.= ggxg
−1gx

2.= ggxx
3.= gx

1.= y.

Siis gGxg
−1 ⊆ Gy. Yhtälössä kohtien 1–3 perustelut ovat seuraavat:

1. y = gx, jollakin g ∈ G,

2. g−1g = e, missä e on neutraalialkio ja
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3. gx ∈ Gx = {gx ∈ G : gxx = x}.

Koska g−1y = x, niin vastaavasti saadaan g−1Gyg ⊆ Gx ja edelleen
Gy = gg−1Gygg

−1 ⊆ gGxg
−1. Koska gGxg

−1 ⊆ Gy ja Gy ⊆ gGxg
−1, niin

Gy = gGxg
−1.

Osoitetaan vielä, että |Gy| = |Gx|. Joukossa gGxg
−1 voi olla enintään yhtä

monta alkiota kuin stabilisaattorissa Gx. Joukossa gGxg
−1 on vähemmän al-

kioita kuin stabilisaattorissa Gx, jos on olemassa alkiot a, b ∈ Gx, joille gag−1 =
gbg−1. Niinpä |Gx| ≥ |gGxg

−1|. Lisäksi tiedetään, että Gx = g−1gGxg
−1g. Näi-

den ehtojen nojalla saadaan epäyhtälö

|Gy| ≥ |gGxg
−1| ≥ |g−1gGxg

−1g| = |Gx| ≥ |gGxg
−1| = |Gy|.

Eli |Gy| ≥ |Gx| ≥ |Gy|. Tämä ehto voi olla voimassa, jos ja vain jos
|Gy| = |Gx|.

Lause 2.23 (Burnsiden lemma). Jos X on äärellinen G-joukko ja N on
G-joukon X ratojen lukumäärä, niin

N = 1
|G|

∑︂
τ∈G

F (τ),

missä kaikille τ ∈ G funktio F (τ) on toiminnan τ kiinnittämien alkioiden
x ∈ X lukumäärä.

Todistus. Todistus noudattaa lähteen [5, s. 59] todistusta. Summassa
∑︂
τ∈G

F (τ)

jokainen alkio x ∈ X lasketaan |Gx| kertaa, koska stabilisaattori Gx koostuu
kaikista toiminnoista τ ∈ G, jotka kiinnittävät alkion x. Apulauseen 2.22 mu-
kaan |Gy| = |Gx|, jos alkiot x ja y kuuluvat samaan rataan. Tällöin alkion x

radan muodostavat indeksin [G : Gx] mukainen määrä alkiota, jotka lasketaan
edellä mainitussa summassa yhteensä [G : Gx]|Gx| = |G| kertaa. Jokainen rata
tuottaa siis |G| alkiota summaan, joten

∑︂
τ∈G

F (τ) = N |G|.
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3 Laillisten sudokuruudukoiden luku-
määrä

Selvitetään seuraavaksi, monellako tavalla sudokuruudukko on mahdollista täy-
dentää sudokun sääntöjen puitteissa. Laillinen sudoku on täytetty siten, että
numerot 1-9 esiintyvät kerran jokaisella rivillä, sarakkeella, sekä jokaisessa laa-
tikossa, eli korostetulla 3 × 3 alueella.

Muita oleellisia sudokun rakenteeseen liittyviä käsitteitä ovat pino ja ker-
ros. Pinolla tarkoitetaan kolmen päällekkäisen laatikon joukkoa ja vastaavasti
kerros on kolmen vierekkäisen laatikon joukko.

Laatikko Pino Kerros

Kuva 3.1. Eräät laatikko, pino ja kerros visuaalisesti.

3.1 Ensimmäisen kerroksen täydentäminen

Aloitetaan laillisten sudokuruudukoiden lukumäärän selvittäminen laskemalla,
kuinka monella tavalla tyhjän sudokuruudukon ylin kerros voidaan laillisesti
täydentää. Tämän jälkeen nähdään miksi jokaisen vaihtoehdon läpikäyminen
koneellisesti yksi kerrallaan ei ole järkevää. Tyhjän sudokuruudukon ylimmän
kerroksen osalta on mahdollista laskea ja perustella täyttötapojen lukumäärä
kombinatoriikan keinoin.

Nimetään seuraavaksi sudokun laatikot kuvan 3.2 mukaisesti, jotta niihin
voidaan viitata täsmällisesti myöhemmin työn aikana. Tämän jälkeen määri-
tellään laatikon L1 normaalimuoto kuvan 3.3 mukaisesti.
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L1 L2 L3

L4 L5 L6

L7 L8 L9

Kuva 3.2. Laatikoiden nimeäminen [1].

Kuva 3.3. Laatikko L1 kiinnitettynä normaalimuotoon [1].

Lause 3.1. Tyhjän sudokuruudukon ensimmäinen kerros voidaan täydentää
laillisesti 948 109 639 680 eri tavalla.

Todistus. Mukaillaan lähteen [1, s. 17] todistusta ja täydennetään sitä kuvien ja
välivaiheiden avulla. Laatikko L1 voidaan järjestää 9! tavalla. Kiinnitetään L1

normaalimuotoon ja muistetaan laatikon mahdollisten järjestysten lukumäärä.
Laatikon L1 kiinnittämisen jälkeen laatikot L2 ja L3 saadaan täydennettyä
hyödyntämällä kahta eri tapaa. Tarkastellaan ensin niistä yksinkertaisempaa,
eli punontaa.

Asetetaan laatikon L2 ylimmän rivin numeroiksi joko joukko {4, 5, 6} tai
joukko {7, 8, 9}. Tällöin syntyy punontavaikutus, joka määrää laatikoiden L2

ja L3 rivien numerot.

Kuva 3.4. Punonta, kun L2 yläriville kiinnitetään {4, 5, 6}

Punomalla laatikot L2 ja L3 voidaan täydentää
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2 · (3!)6 = 93 312

tavalla. Kukin kummankin laatikon riveistä voidaan järjestää 3! tavalla. Laati-
koissa on yhteensä 6 riviä, joten laatikot voidaan järjestää (3!)6 tavalla. Lisäk-
si laatikon L2 ylimmälle riville voidaan valita joko joukko {4, 5, 6} tai joukko
{7, 8, 9}.

Toinen tekniikka täydentää laatikot L2 ja L3 on monimutkaisempi ja si-
tä tarvitaan silloin, kun punontaa ei tapahdu. Tällöin laatikon L2 ylimmälle
riville tulee joukoista {4, 5, 6} ja {7, 8, 9} kolme alkiota siten, että toisesta jou-
kosta valitaan kaksi alkiota ja toisesta yksi alkio. Tämä valinta voidaan tehdä
yhteensä

(︂
3
2

)︂
·

(︂
3
1

)︂
· 2 = 18 tavalla.

Kuva 3.5. Punoutumaton permutaatio, jossa L2 yläriville kiinni-
tetään {4, 5, 7}.

Laatikon L2 yläriviksi voidaan valita esimerkiksi kuvan 3.5 mukainen muo-
dostelma, jossa kirjaimet A,B ja C ovat numerot 1, 2 ja 3 jossakin mielivaltai-
sessa järjestyksessä. Muilla valinnoilla saadaan vastaavanlaiset tilanteet. Nume-
rot B ja C ovat vaihdannaiset, eli ne esiintyvät aina samassa kolmikossa. Ei siis
ole merkitystä kummin päin numerot B ja C kiinnitetään. Näin ollen saadaan
3 erilaista tapaa täyttää laatikoiden L2 ja L3 rivit. Kukin laatikon rivi voi-
daan jälleen permutoida mihin järjestykseen tahansa, jolloin toinen tekniikka
tuottaa kaikkiaan

3 · 18 · (3!)6 = 2 519 424

mahdollista täydennystapaa.
Lasketaan kahdella eri tekniikalla saatujen täydennysvaihtoehtojen luku-

määrät yhteen ja kerrotaan laatikon L1 permutaatioiden lukumäärällä. Saa-
daan

9! · (93 312 + 2 519 424) = 948 109 639 680

tapaa täydentää ensimmäinen kerros.
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Ensimmäisen kerroksen täydennysvaihtoehtoja on valtava määrä ja siten on
selvää, että näille jokaiselle kaikkien valmiiden sudokuruudukoiden määrän las-
keminen yksi kerrallaan vie erittäin paljon aikaa ja on tehoton tapa ratkaista
laillisten sudokuruudukoiden lukumäärä. Seuraavassa alaluvussa 3.2 tarkastel-
laan, miten laillisten sudokuruudukoiden lukumäärä saadaan laskettua tehok-
kaammin.

3.2 Luokkiin jakaminen ja ratkaisujen lukumäärä

Tarkastellaan, miten monella tavalla mielivaltaisesti täydennetty ensimmäinen
kerros voidaan viimeistellä valmiiksi sudokuratkaisuksi. Täydennystapoja on
kuitenkin aivan liian paljon, jotta ihminen voisi käydä ne yksitellen läpi. Luku
948 109 639 680 on valtava myös tietokoneelle. Laillisten sudokuruudukoiden
lukumäärä saadaan kuitenkin tarkastelemalla vain murto-osaa näistä vaihtoeh-
doista, kun jaetaan ensimmäisen kerroksen osalta täydennetyt sudokuruudukot
luokkiin.

Määritelmä 3.2. Luokka on kokoelma matemaattisia olioita, joille voidaan
määritellä yksiselitteinen ominaisuus, joka on luokan kaikilla olioilla.

Määritellään joukko supistuksia, joilla laskettavien sudokuruudukoiden mää-
rää saadaan vähennettyä. Supistusmenetelmien avulla ensimmäisen kerroksen
osalta täydennetyt sudokuruudukot on tarkoitus jakaa luokkiin siten, että sa-
maan luokkaan kuuluvat sudokuruudukot supistuvat supistuksilla samaksi ruu-
dukoksi. Samaan luokkaan kuuluvilla ruudukoilla on yhtä monta laajennusta
täydennetyksi sudokuruudukoksi. Määritellään supistukset kerroksen mukaan,
koska aiemmassa alaluvussa 3.1 täydennettiin ensimmäinen kerros. Kaikki mää-
ritelmät kuitenkin toimivat myös pinon tapauksessa.

Määritelmä 3.3. Olkoon sudokuruudukko vain ensimmäisen kerroksen osalta
täydennetty. Tällöin täydennetylle alueelle voidaan tehdä leksikografinen supis-
tus, eli ”aakkostus” seuraavasti:

1. järjestetään laatikoiden ylimmät rivit kasvavaan suuruusjärjestykseen va-
semmalta oikealle vaihtamalla sarakkeiden paikkoja keskenään,

2. vaihdetaan laatikoiden paikkoja keskenään siten, että laatikoiden vasem-
pien yläkulmien alkiot ovat kasvavassa suuruusjärjestyksessä vasemmalta
oikealle.
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Jos käytetään vain määritelmän kohtaa 1, niin leksikografinen supistus voidaan
tehdä yksittäiselle riville, sarakkeelle tai laatikolle.

ylimmät rivit
Järjestetään laatikoiden

laatikoiden paikkaa
Vaihdetaan

supistettu muoto
Leksikografisesti

Kuva 3.6. Leksikografinen supistus

Määritelmä 3.4. Olkoon sudokuruudukko vain ensimmäisen kerroksen osal-
ta täydennetty ja olkoon laatikko L1 normaalimuodossa. Tällöin kerrokselle
voidaan tehdä permutaatiosupistus seuraavasti:

1. permutoidaan kunkin laatikon sarakkeet,

2. permutoidaan laatikoiden keskinäinen järjestys,

3. permutoidaan kerroksen rivit,

4. uudelleennimetään numerot siten, että vasemmaisin laatikko on normaa-
limuodossa ja

5. supistetaan laatikot L2 ja L3 leksikografisesti määritelmän 3.3 kohtien 1
ja 2 mukaisesti.

Määritelmä 3.5. Olkoon sudokuruudukko vain ensimmäisen kerroksen osalta
täydennetty. Sudokuruudukolle voidaan tehdä sarakesupistus, jos kahdesta eri
laatikoiden sarakkeista löytyy samoille kahdelle riville kuuluvat dominot, joiden
numerot ovat samat.

Kuva 3.7. Sarakesupistus kahdella sarakkeella
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Kahdella ylimmän kerroksen osalta täydennetyllä ruudukolla on yhtä mon-
ta tapaa täydentyä valmiiksi sudokuruudukoksi, jos numerot niiden ylimpien
kerrosten sarakkeissa ovat samat. Sarakesupistus ottaa huomioon, että sarak-
keiden lukujen vaihdon yhteydessä sudokun säännöt pysyvät voimassa. Kuvan
3.7 avulla voidaan nähdä, että sarakkeiden 4 ja 7 kuusi alimmaista ruutua si-
sältävät molempien ruudukoiden tapauksessa samat numerot. Sarakesupistus
voidaan tehdä myös isommalle määrälle numeroita.

Kuva 3.8. Laajennettu esimerkki sarakesupistuksesta

Kuvassa 3.8 sarakesupistus tehdään 2×2 osaruudukolle. Tällöin vaaditaan,
että löydetään 2 × 2 osaruudukko jostain laatikosta ja muista laatikoista löy-
detään osaruudukon numerot sarakkeissa päällekkäin siten, että sarakkeissa
numerot voivat vaihtaa paikkaa keskenään ajautumatta ristiriitaan sudokun
sääntöjen kanssa. Laajennettu esimerkki toimii myös 2 × 3, 3 × 2 ja 4 × 2
tapauksissa [1].

Kaksi toisikseen supistuvaa ylintä kerrosta voidaan täydentää valmiiksi rat-
kaisuiksi yhtä monella tavalla. Sarakesupistuksessa numerot vaihtavat paikko-
ja vain sarakkeiden sisällä, joten se ei vaikuta siihen, miten kunkin sarakkeen
jäljellä olevat tyhjät paikat täytetään.

Permutaatiosupistuksessa sarakkeiden paikkoja vaihdetaan, mutta tämä ai-
noastaan muokkaa sitä, missä järjestyksessä numerot tulevat alempiin kerrok-
siin. Rivipermutaatiot ensimmäisessä kerroksessa eivät siirrä numeroita sarak-
keissa, joten ratkaisujen lukumäärä säilyy sarakesupistuksen tavoin. Leksiko-
grafisessa supistuksessa tehdään rajatusti rivi- ja sarakepermutaatioita, joten
se säilyttää ratkaisunsa, kuten permutaatiosupistus.

Lause 3.6. Jaetaan vain ensimmäisen kerroksen osalta täydennetyt sudokut
luokkiin siten, että samaan luokkaan kuuluvat ne ruudukot, jotka voidaan muut-
taa toisikseen uudelleennimeämisen ja leksikografisen supistuksen avulla. Näitä
luokkia on 36 288.
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Todistus. Edetään lähteen [1, s. 18-20] mukaisesti ja lisätään välivaiheita sel-
keyttämään todistusta. Apulauseen 3.1 mukaan ensimmäinen kerros voidaan
täydentää 948 109 639 680 tavalla, kun muut kerrokset ovat tyhjiä. Kun kiinni-
tetään laatikko L1 normaalimuotoon, niin saadaan tehtyä ensimmäinen luokkiin
jako uudelleennimeämisen suhteen. Jäljelle jää

948 109 639 680
9! = 2 612 736

sudokuruudukkoa, joista kukin edustaa erillistä luokkaa.
Vähennetään luokkien määrää edelleen tekemällä leksikografinen supistus.

Määritelmän 3.3 perusteella laatikkoa L1 ei tarvitse supistaa, koska se on nor-
maalimuodossa, joten supistetaan vain laatikot L2 ja L3 leksikografisesti.

Kun tehdään määritelmän 3.3 mukaiset askeleet näille laatikoille, niin yksi
leksikografisesti supistettu kerros saadaan yhteensä 6 ·6 ·2 = 72 eri kerroksesta,
koska laatikoiden L2 ja L3 ylimmät rivit voivat olla 6 eri järjestyksessä. Tämän
lisäksi näiden laatikoiden paikkaa voidaan vaihtaa keskenään, mikä kaksinker-
taistaa kerrosten lukumäärän. Jäljelle jäävien luokkien lukumääräksi saadaan

2 612 736
72 = 36 288.

Luokkien määrää voidaan vähentää edelleen tekemällä lauseen 3.6 mukai-
sille kerroksille permutaatiovähennys, jonka jälkeen luokkia jää jäljelle 416.
Tämän jälkeen voidaan tehdä vielä sarakesupistus ja luokkien lopulliseksi mää-
räksi saadaan 44. [1, s. 20]

Laskentaa voidaan tehostaa vielä tekemällä leksikografinen supistus laati-
koiden L4 ja L7 ensimmäisissä sarakkeissa. Nyt ongelmaa on nyt sievennetty
riittävästi, jotta laskennallisen osuuden toteuttaminen on järkevää.

Kuva 3.9. leksikografinen supistus laatikoiden L4 ja L7 ensimmäi-
sissä sarakkeissa
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Lause 3.7. Laillisia sudokuruudukoita on 6 670 903 752 021 072 936 960.

Todistus. Todistetaan lähteen [1, s. 22] mukaisesti ja käytetään lähteen [2] las-
kentaohjelmaa. Työn tavoitteena on tarkastella laskennan yksinkertaistamista
matematiikan keinoin, joten tietokoneavusteiset laskut on todistuksessa sivuu-
tettu. Laskentaohjelma toimii siten, että siihen syötetään yksi edustaja jokai-
sesta 44 luokasta, minkä jälkeen ohjelma käy läpi kaikki mahdolliset tavat
täyttää jäljellä olevat kaksi kerrosta.

Ohjelma tuottaa taulukon, joka kertoo kunkin luokan alkioiden lukumää-
rän ja kuinka monella tavalla luokan ensimmäinen kerros voidaan täydentää
valmiiksi ruudukoksi sudokusääntöjen puitteissa [2]. Taulukon avulla saadaan
laskettua laillisten ratkaisujen lukumäärä

N0 = 9! · 722 ·
44∑︂

i=1
kivi = 6 670 903 752 021 072 936 960 ≈ 6, 671 · 1021,

missä ki on saadun taulukon rivin i luokan alkioiden lukumäärä ja vi rivin i

valmiiden ruudukoiden lukumäärä. Summa kerrotaan luvulla 9!, jotta otetaan
huomioon laatikon L1 kiinnittäminen normaalimuotoon. Lisäksi kerrotaan vielä
luvulla 722 = 5184, jolla otetaan huomioon leksikografiset supistukset laatikois-
sa L2 ja L3, sekä laatikoiden L4 ja L7 sarakkeessa 1.
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4 Sudokun aidosti erilaiset ratkaisut

Tarkastellaan seuraavaksi mitkä laillisesti täydennetyistä sudokuruudukoista
ovat aidosti erilaisia, eli sellaisia, että ne eivät ole toisten sudokuruudukoiden
kanssa symmetrisiä. Tutkitaan myös tarkemmin sudokujen symmetriaominai-
suuksia ja yksinkertaistetaan tietokoneavusteista laskemista symmetriaoperaa-
tioiden muodostaman joukon suhteen.

4.1 Sudokujen symmetria

Luvussa 3 jokaista laillista sudokuruudukkoa kohdeltiin erilaisena. Sudokul-
la on kuitenkin symmetriaominaisuuksia, jotka tekevät erilaisista ruudukoista
oleellisesti samat. Esitellään nyt sudokujen symmetriaominaisuudet ja tarkas-
tellaan lyhyesti millaisen joukon ne muodostavat.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kuvan 4.1 sudokuruudukoita. Nopealla vilkai-
sulla sudokut vaikuttavat erilaisilta. Kuitenkin tarkemmin katsottuna huoma-
taan, että sudokuruudukot ovat keskenään symmetrisiä. Ne ovat toistensa pei-
likuvia sarakkeen 5 halkaisevan peilausakselin suhteen.

Kuva 4.1. Sama sudoku peilattuna sarakkeen 5 suhteen

Määritelmä 4.2. Mielivaltaisen sudokuruudukon kaikki mahdolliset symmet-
riat saadaan seuraavien operaatioiden yhdistelminä:

1. numeroiden uudelleennimeäminen,

2. kerrosten ja pinojen permutointi,
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3. rivien permutointi kerrosten sisällä,

4. sarakkeiden permutointi pinojen sisällä ja

5. sudokuruudukon transponointi 9 × 9 matriisin transpoosia vastaavalla
tavalla.

Peilaukset ja kierrot saadaan muodostettua määritelmän 4.2 symmetriao-
peraatioiden yhdistelminä, joten niitä ei ole tarpeen mainita erikseen. [3]

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan määritelmän 4.2 operaatiota 1, eli numeroiden
uudelleennimeämistä. Perinteisessä sudokussa yksittäisten ruutujen numeroar-
voilla ei ole merkitystä. Satunnaisen ratkaistun sudokun luvut voidaan korva-
ta esimerkiksi aakkosten ensimmäisillä yhdeksällä kirjaimella, jolloin saadaan
kuvan 4.2 mukaiset sudokut.

Kuva 4.2. Sama sudoku eri merkinnöin

Aidosti erilaiset ratkaisut saadaan laskettua operaatioiden 2-5 avulla. Näitä
operaatioita yhdistää se, että ne muokkaavat ruutujen järjestystä ruudukossa,
eivätkä ruudun merkintätapaa, kuten operaatio 1. Operaatioiden 2-5 muodos-
tama ryhmä on symmetrisen ryhmän S81 aliryhmä [4].

Aidosti erilaisten ratkaisujen lukumäärä lasketaan Burnsiden lemman avul-
la, jossa uudelleennimeämisen symmetriat saadaan otettua huomioon, kun las-
ketaan kunkin sudokuruudukon stabilisaattorin kertaluku ekvivalenssiin asti.
Sanotaan, että kaksi ruudukkoa ovat keskenään ekvivalentit, jos ne voidaan
muuttaa toiseksi uudelleennimeämällä.

Esimerkki 4.4. Havainnollistetaan Burnsiden lemman käyttöä pienemmällä
4×4 sudokulla. Luvun 3 tekniikoita hyödyntäen laillisten 4×4 sudokujen luku-
määräksi saadaan 288. Aidosti erilaisten ratkaisujen määrän selvittämiseen tar-
vitaan kuitenkin vain ne 288

4! = 12 laillista ruudukkoa, jotka ovat erilaisia, kun
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laatikko L1 on kiinnitetty normaalimuotoon. Burnsiden lemman mukaan aidos-
ti erilaisten 4 × 4 sudokujen ratkaisut saadaan kaavalla N4×4 = 1

|G|
∑︂
τ∈G

F (τ).

Pienten 4×4 sudokujen symmetriaoperaatioiden joukon kertaluku |G| muo-
dostuu samoista symmetriaoperaatioista, kuin 9×9 sudokut. Kerrosten ja pino-
jen sisällä rivit ja sarakkeet voidaan järjestää 2 tavalla, kuten myös sarakkeiden
keskimmäinen ja pinojen keskinäinen järjestys. Lisäksi 4 × 4 sudokuruudukko
voidaan transponoida, jolloin symmetriaoperaatioiden joukon G kertaluku on

(22 · 2)2 · 2 = 27 = 128.

Burnsiden lemman summassa F (τ) toimii siten, että joukosta G valitaan
vuorollaan operaatio τ , jolla muokataan kutakin alkuperäistä 12 ekvivalenssiin
asti erillistä 4 × 4 sudokua. Jos sudokuruudukko säilyy samana kuin alkupe-
räinen operaation τ ja uudelleennimeämisen jälkeen, niin summaan lisätään 1.
Jos ruudukko muuttuu, niin summaan ei lisätä mitään.

⇒
1.

⇒
2.

Kuva 4.3. Muuttumaton ruudukko 180◦ kierron suhteen

⇒
1.

⇒
2.

Kuva 4.4. Muuttuva ruudukko 180◦ kierron suhteen

Kuvissa operaatio 1. on ruudukon kierto 180◦ ja operaatio 2. on leksiko-
grafinen supistus. Kuvan 4.3 ruudukko kuuluu operaatiota τ vastaavaan sta-
bilisaattoriin, koska ensimmäinen ja kolmas ruudukko ovat samat. Kuvan 4.4
ruudukko muuttuu, joten se ei kuuluu operaation τ stabilisaattoriin.

21



Jokainen operaatio käy kaikki 12 sudokuruudukkoa läpi ja muuttumatto-
mina säilyvien ruudukoiden joukot muodostavat stabilisaattoreita, joiden ker-
talukujen summa on

∑︂
τ∈G

F (τ). Aidosti erilaisten 4 × 4 sudokuruudukoiden lu-

kumääräksi saadaan lopulta

N4×4 = 1
128

∑︂
τ∈G

F (τ) = 1
128 · 256 = 256

128 = 2.

4.2 Aidosti erilaisten ratkaisujen lukumäärä

Viimeisenä voidaan laskea aidosti erilaisten ratkaisujen lukumäärä perinteisille
9 × 9 sudokuille Burnsiden lemman avulla. Tätä varten täytyy saada selville
jokaisen sudokuruudukon stabilisaattorin kertaluku, kun sille tehdään sudokun
symmetriaoperaatioiden muodostaman joukon A operaatioita.

Lause 4.5. [4] Sudokun rivipermutaatioiden muodostama ryhmä Pr on iso-
morfinen kahden symmetrisen ryhmän S3 kierretulon S3 ≀ S3 kanssa.

Todistus. Määritellään rivipermutaatioiden muodostama symmetrinen ryhmä
Pr seuraavasti

Pr = S{SK1 ,SK2 ,SK3 },

missä

Ki = {ki1, ki2, ki3}.

Kerros Ki vastaa sudokuruudukon kerrosta i, johon kuuluu kolme riviä. Ker-
rokset ja rivit on numeroitu siten, että lähtötilanteessa indeksit ovat kasvavassa
järjestyksessä ylhäältä alas. Merkitään permutaatioita esimerkin 2.11 mukai-
sesti, jolloin ryhmän Pr alkiot ovat muotoa

((ka1, ka2, ka3), (kb1, kb2, kb3), (kc1, kc2, kc3)) ∈ Pr,

missä (ka1, ka2, ka3) ∈ SKa , (kb1, kb2, kb3) ∈ SKb
, (kc1, kc2, kc3) ∈ SKc .

Vastaavasti ryhmän S3 ≀ S3 alkiot ovat muotoa

((a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3)) ∈ S3 ≀ S3,

missä (a1, a2, a3) ∈ S
(a)
3 , (b1, b2, b3) ∈ S

(b)
3 , (c1, c2, c3) ∈ S

(c)
3 .

Ryhmien alkiot ovat keskenään hyvin samannäköiset ja löydetään kuvaus
f , joka kuvaa alkion
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((ka1, ka2, ka3), (kb1, kb2, kb3), (kc1, kc2, kc3))

alkioksi

((a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3)).

Funktio f on isomorfismi ryhmien Pr ja S3 ≀S3 välillä, sillä funktiosta nähdään,
että ryhmien alkiot ovat keskenään samat, mutta niitä merkitään eri tavoin.
Niinpä Pr

∼= S3 ≀ S3.

Huomionarvoista on, että ryhmässä S3 ≀ S3 on useita permutaatioita, kuten

ϕ = ((3, 1, 2)(1)(1, 2, 3)(2)(3, 1, 2)(3)) ja ψ = ((3, 1, 2)(3)(1, 2, 3)(2)(3, 1, 2)(1)),

jotka näyttävät identtisiltä. Ne ovat kuitenkin keskenään eri permutaatiot, sillä
permutaatiossa ϕ symmetristenryhmien S

(1)
3 , S

(2)
3 ja S(3)

3 alkiot ovat eri järjes-
tyksessä kuin permutaatiossa ψ.

Sudokujen kannalta on intuitiivista, että sudoku, jossa kerrokset ovat jär-
jestyksessä (K1, K2, K3) on eri sudoku, kuin ruudukko, jossa samat kerrokset
ovat järjestyksessä (K3, K2, K1), sillä sudokulla ei sääntöjensä vuoksi voi olla
kahta identtistä kerrosta. Esimerkkipermutaatioissa ϕ ja ψ kerroksille K1 ja
K3 on tehty sisäisesti sama permutaatio, mutta tämä ei näy sudokuruudukosta
yhtä selvästi, kuin ryhmän S3 ≀ S3 alkioista.

Lause 4.6. [3] Sudokun symmetriaoperaatioiden muodostaman ryhmän A ker-
taluku |A| on 3 359 232.

Todistus. Lauseen 4.5 mukaan sudokun rivipermutaatioiden ryhmä on isomor-
finen ryhmän S3 ≀ S3 kanssa. Määritelmän 2.12 mukaan isomorfisten ryhmien
välillä on bijektiivinen kuvaus. Tästä seuraa, että |Pr| = |S3 ≀ S3|. Lisäksi sa-
rakepermutaatiot ovat rivipermutaatioita, jotka on ensin kierretty 90◦. Kun
lisätään vielä transponointi, niin ryhmän A kertaluku |A| on |S3 ≀ S3 ≀ S2|. Las-
ketaan nyt ryhmän A kertaluku |A|. Joukot |S3| ja |S2| ovat äärellisiä, joten
|A| saadaan apulauseen 2.20 mukaan seuraavasti:

|A| = |S3 ≀ S3 ≀ S2|

= |S3 ≀ S3|2 · |S2|

= (|S3|3 · |S3|)2 · |S2|

= (63 · 6)2 · 2

= 3 359 232.

23



Lauseessa 4.6 todetaan, että sudokun symmetriaoperaatioiden muodosta-
man ryhmän A kertaluku |A| on 3 359 232. Näille kaikkien stabilisaattorien
kertaluvun laskeminen on työläs prosessi. Ryhmän A operaatiot voidaan kui-
tenkin jakaa 275 konjugaattiluokkaan, joissa jokaisella saman konjugaattiluo-
kan alkiolla on yhtä suuri stabilisaattori. [3]

Laskennan kannalta oleellisia konjugaattiluokkia on vielä paljon vähem-
män, sillä useiden konjugaattiluokkien symmetrioille käy niin, että niitä ei voi
muuttaa lainkaan ekvivalenteiksi sudokuruudukoiksi. Ruudukoiden katsotaan
olevan keskenään ekvivalentit, jos ne voidaan muuttaa toiseksi uudelleennimeä-
mällä. Kun konjugaattiluokan symmetrioita ei voida muuttaa ekvivalenteiksi
ruudukoiksi, niin kyseisen konjugaattiluokan stabilisaattorissa ei ole alkioita.

Tarkastellaan esimerkiksi kuvan 4.1 sudokuja. Kun sudoku peilataan sarak-
keen 5 suhteen, niin sarake 5 pysyy muuttumattomana, jolloin uudelleennimeä-
mistä ei voi tehdä, koska ruudukko pitäisi uudelleennimetä täsmälleen samaksi
ruudukoksi kuin alkuperäinen. Tämä on kuitenkin mahdotonta, sillä tällöin
esimerkiksi rivin 1 sarakkeissa 4 ja 6 olisi oltava samat numerot. Molemmat
ruudut ovat kuitenkin laatikon L2 sisällä, joten ne eivät voi sudokun sääntö-
jen nojalla olla samat. Vastaava ongelma tulee vastaan useassa konjugaattiluo-
kassa ja lopulta niistä vain 27 tuottaa sudokuruudukoita, jotka voidaan muut-
taa ekvivalenteiksi ruudukoiksi. Näiden konjugaattiluokkien ja stabilisaattorien
kertaluvut on annettu taulukossa 4.1. [3]
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n Konjugaattiluokan kertaluku |aA
n | Stabilisaattorin kertaluku |Aan|

1 1 18 383 222 420 692 992
2 96 21 233 664
3 16 107 495 424
4 192 4 204 224
5 64 2 508 084
6 5184 323 928
7 20 736 162
8 20 736 288
9 144 14 837 760
10 1728 2592
11 288 5184
12 864 2 085 120
13 3456 1296
14 1728 294 912
15 2304 648
16 1152 6 342 480
17 1296 30 258 432
18 10 368 1854
19 93 312 288
20 2916 155 492 352
21 69 984 13 056
22 972 449 445 888
23 3888 27 648
24 31 104 6480
25 15 552 1728
26 15 552 3456
27 7776 13 824

Taulukko 4.1. Konjugaattiluokat, joiden stabilisaattorien kertalu-
ku on nollasta poikkeava. [4]
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Lause 4.7. [3] Aidosti erilaisia sudokuratkaisuja on 5 472 730 538.

Todistus. Taulukon 4.1 avulla saadaan muodostettua summa
∑︂
τ∈A

F (τ) seuraa-

vasti: ∑︂
τ∈A

F (τ) =
275∑︂
n=1

|aA
n ||Aan|.

Toisin sanoen kerrotaan taulukon 4.1 n:nnen rivin toisen ja kolmannen sarak-
keen luvut keskenään ja summataan tulot yhteen. Tiedetään, että vain tau-
lukon 4.1 konjugaattiluokkien stabilisaattorit ovat nollasta poikkeavia, jolloin
summa voidaan kirjoittaa muodossa∑︂
τ∈A

F (τ) =
27∑︂

n=1
|aA

n ||Aan| +
275∑︂

n=28
|aA

n | · 0 =
27∑︂

n=1
|aA

n ||Aan| +
275∑︂

n=28
0 =

27∑︂
n=1

|aA
n ||Aan|,

kun taulukon rivien 28-275 stabilisaattorien kertaluku on 0.
Lauseen 4.6 mukaan |A| = 3 359 232, jolloin Burnsiden lemmalla 2.23

aidosti erilaisten ratkaisujen lukumääräksi saadaan

N = 1
|A|

·
∑︂
τ∈A

F (τ) = 1
3 359 232 ·

27∑︂
n=1

|aA
n ||Aan| = 5 472 730 538.
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5 Yhteenveto

Tutkielman ensimmäisenä päätuloksena laskettiin laillisten sudokuratkaisujen
lukumäärä. Lukumäärä saatiin selville laskemalla ensin kombinatorisesti ensim-
mäisen kerroksen täyttötapojen lukumäärä. Tämän jälkeen supistuskeinojen
avulla vähennettiin tutkittavien kerrosten määrää. Lopuksi tutkittavat kerrok-
set syötettiin tietokoneohjelmalle, josta saatiin lukuarvot laillisten sudokurat-
kaisujen lukumäärän laskemiseen. Tulokseksi saatiin pyöristettynä 6, 671 · 1021

laillista sudokuratkaisua.
Toisena päätuloksena laskettiin, kuinka moni laillisista sudokuista on aidos-

ti erilaisia. Tuloksen selvittämisessä keskeisessä roolissa oli sudokujen symmet-
riaominaisuudet, jotka määriteltiin ensimmäisenä. Matemaattisesti merkittä-
vimmässä roolissa olivat kierretulo, sekä Burnsiden lemma. Kierretulon avulla
saatiin laskettua sudokujen symmetriaoperaatioiden määrä ja Burnsiden lem-
malla aidosti erilaiset sudokuratkaisut, joita oli yhteensä noin 5, 47 miljardia.

Lähdemateriaalien tietokoneohjelmien laskelmat sivuutettiin työssä lähes
kokonaan, sillä ne eivät olleet työn ydinasiaa, vaan tärkeämmässä roolissa oli
tarkastella, miten matematiikan keinoin laskennasta voidaan tehdä tehokkaam-
paa. Tutkielmassa luotettiin siihen, että lähteiden laskelmat ovat oikeat.

Tutkielman aiheeseen liittyvät läheisesti minimaaliset sudokut ja niiden lu-
kumäärä. Minimaalisten sudokujen tarkkaa lukumäärää ei tunneta, mutta pie-
nen virhemarginaalin arvioita on olemassa [8]. Tästä saisi tämän tutkielman
kaltaisen työn, mutta sen mielekkyyttä vähentää se, että täsmällistä ratkaisua
ei tunneta.

Sudokujen matemaattiset ominaisuuksia ja sudokuihin liittyvät ilmiöt laa-
jemmin olisi voinut olla toinen mahdollinen aihe, josta työn olisi voinut tehdä.
Tällöin työssä olisi käsitelty esimerkiksi joukkojen ekvivalenssiteoriaa ja sen
sovellusta Phistomefelin kehää [6]. Lisäksi olisi voitu käsitellä erilaisia sudoku-
variantteja, eli perinteistä sudokua muistuttavia pulmia, joilla on perinteisistä
sudokuista osittain poikkeavat säännöt [8]. Sudokuvarianteissa esiintyviä omi-
naisuuksia olisi voinut esimerkiksi vertailla perinteisen sudokun ominaisuuksiin.
Näihin aiheisiin on vaikeampaa yhdistää matematiikan teoriaa, vaikka niihin
liittyvät tarkastelut selvästi matemaattisia ovatkin. Siksi nämä aiheet sopisivat
paremmin soveltavan matematiikan tutkielman aiheeksi.
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