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Perinteinen 9 x 9 sudoku esiintyi nykymuotoisena ensimmaéisen kerran vuonna
1979. Sudokut ovat matemaattisia ongelmia ja niitd voidaan tarkastella ma-
temaattisesti myos yleisemmalla tasolla. Yksi tédllainen ongelma on se, kuinka
monta ratkaisua sudokulla sadntojenséa puitteissa on.

Tutkielman tavoitteena on yksinkertaistaa sudokun ratkaisujen lukuméarén
kaltainen kombinatorinen ongelma matematiikan keinoin siten, etté vasytystek-
niikan, eli vaihtoehtojen yksi kerrallaan lapikdymisen tarve vahenee. Tutkiel-
massa selvitetdan ensin laillisten sudokuruudukoiden lukumaéraé ja sen jalkeen
karsitaan néista aidosti erilaiset sudokuruudukot tarkastelemalla symmetrioita.

Laillisten sudokuruudukoiden lukuméara on mahdollista laskea puhtaas-
ti vasytystekniikan avulla, mutta se on hidasta. Tutkielmassa tulos lasketaan
selvittamalld ensin kombinatoriikan keinoin ylimmén kerroksen, eli ylimpien
kolmen rivin taydennystapojen lukuméara. Témaéan jalkeen tarkasteltavien ker-
rosten lukumaéaarda karsitaan supistuksien avulla. Vasta lopuksi kdytetaan véa-
sytystekniikkaa jéljelle jaaneille kerroksille.

Monet laillisista sudokuruudukoista ovat keskendan symmetrisid olemalla
esimerkiksi toistensa peilikuvia. Siksi toista péadtulosta, eli aidosti erilaisten
ratkaisujen lukuméaraéd varten maaritellidn sudokun symmetriaominaisuudet.
Tamén jalkeen vahennetddn vasytystekniikan tarvetta algebran keinoin ja las-

ketaan aidosti erilaisten ratkaisujen lukuméaara Burnsiden lemman avulla.

Avainsanat: Burnsiden lemma, sudokujen ratkaisut, sudokujen symmetria

Tamaén julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Vasytystekniikalla tarkoitetaan kombinatoristen ongelmien ratkaisumenetel-
mad, jossa kaikki mahdolliset vaihtoehdot kaydéaan lapi yksi kerrallaan, kun-
nes haluttuun tulokseen paastdaan. Tekniikan huono puoli kuitenkin on, etta se
muuttuu tehottomaksi, kun tarkasteltavien vaihtoehtojen lukuméara kasvaa.
Esimerkiksi kahdeksan kuningattaren pulma voidaan ratkaista vésytysteknii-
kalla, mutta matemaattisin keinoin tekniikan tarvetta voidaan vahentaa [7].

Tamaéan tutkielman tavoitteena on tarkastella sudokun ratkaisujen lukumaé-
réa ja selvittad miten laillisten sudokuruudukoiden lukuméara saadaan selville
matematiikan keinoin kdyttaen vasytystekniikkaa mahdollisimman vihéan. Toi-
seksi tutkielmassa tutkitaan sudokujen algebrallisia ominaisuuksia ja maérite-
taan aidosti erilaisten sudokuruudukoiden lukumaéra.

Tutkielman sisallon ymmaértamiseksi lukijalta edellytetaédn kombinatoriikan
ja abstraktin algebran osaamista, seké sudokun perusperiaatteiden tuntemusta.
Algebralliset tulokset ovat Joseph Rotmanin kirjasta An Introduction to the
Theory of Groups [5]. Tyon kannalta tarpeellisia késitteitd, kuten Burnsiden
lemma ja kierretulon méaaritelmé on koottu lukuun 2.

Luvussa 3 esitelladn tutkielman ensimmaisenéd padtuloksena Bertram Fel-
genhauerin ja Frazer Jarvisin artikkelia Mathematics of Sudoku I [1] seuraten
kuinka monella eri tavalla sudokuruudukko voidaan tédydentad sudokun séan-
tojen puitteissa. Erityisesti keskitytdan siihen, kuinka laskentaa on ldhteessa
yksinkertaistettu matemaattisten tyokalujen avulla. Tulos saadaan siten, etta
selvitetadn kombinatoriikan keinoin monellako tavalla tyhjan sudokuruudukon
ylin kerros voidaan tédydentad. Tamén jalkeen kerrokset jaetaan luokkiin siten,
ettd yhdessé luokassa jokaisella sudokuruudukolla on yhtd monta tapaa téay-
dentyé valmiiksi sudokun ratkaisuksi. Lopuksi lasketaan ratkaisujen lukuméara
luottaen lahteen tietokoneajoilla saatuihin lukuméariin.

Luvussa 4 tarkastellaan toisena paatuloksena aidosti erilaisten ratkaisujen
lukumaérad Ed Russellin ja Frazer Jarvisin artikkelia Mathematics of Sudoku
IT [3] mukaillen. Sudokujen katsotaan olevan aidosti erilaiset, jos ne eivéit ole
keskendan symmetrisia, eli esimerkiksi toistensa peilikuvia. Kaikkien symmet-
riaoperaatioiden joukko jaetaan konjugaattiluokkiin ja selvitetdan Burnsiden

lemman avulla aidosti erilaisten ratkaisujen lukumaéra.



2 Algebraa

Tahan lukuun on koottu tarvittavia maéaaritelmia késitteille, joita tarvitaan
myOhemmissa luvuissa. Luvun loppupuolella esitellddn ja todistetaan Burn-

siden lemma.

Maaritelma 2.1. Joukon X ositus on joukon X epéatyhjien osajoukkojen jouk-

ko, jossa jokainen alkio x € X kuuluu tasmalleen yhteen néista osajoukoista.

Maaritelma 2.2. Jos = on ekvivalenssirelaatio joukossa X ja x € X, niin

alkion x ekvivalenssiluokka on
[z ={ye X :y=2} C X.

Maaritelma 2.3. Olkoon G joukko ja o : G x G — G laskutoimitus. Télloin

paria (G, o) sanotaan ryhmdksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
1. laskutoimitus o on liitdnnainen,

2. on olemassa sellainen neutraalialkio e € G, etté

eoa=a=aoe kaikilla a € G ja

3. kaikille alkioille @ € G on olemassa sellainen kéénteisalkio a™!, etti

aoaflze:cfloa.

Ryhmaééa (G, o) voidaan merkitd lyhyemmin ryhménd G. Laskutoimitus o jite-

tddn myos usein merkitsematta, jolloin a o b merkitaén ab.
Huomautus. Tyossé viitataan ryhman neutraalialkioon yleisesti merkinnalla e.

Maisritelma 2.4. Olkoon ~ relaatio, jossa x ~ y, jos y = grg~' jollakin g.
Jos G on ryhmé, niin alkion a € GG ekvivalenssiluokkaa relaatiossa ~ sanotaan

alkion a konjugaattiluokaksi, jota merkitdin a® ryhméssi G.

Sudokujen kontekstissa luokkajako voidaan tehdd ensimmaéisen kerroksen
osalta taydennetyille sudokuille esimerkiksi siten, ettd samaan konjugaattiluok-
kaan kuuluvat ne alkiot, eli ensimmaisen kerroksen osalta taydennetyt sudo-
kut, joista saadaan yhtd monta valmista sudokuratkaisua. Konjugaattiluokat
muodostavat yhdessé kaikkien ensimméisen kerroksen osalta tédydennettyjen

ruudukoiden osituksen.



Maéritelméa 2.5. Olkoon G ryhmé. Talléin ryhmén G kertaluku |G| on ryh-

man G alkioiden lukumaéaara.

Maaritelma 2.6. Olkoon (G, o) ryhma ja S C G. Jos (S,0) on ryhmé, niin

sanotaan, ettd ryhmé (.S, 0) on ryhmén (G, o) aliryhmd.
Maaritelma 2.7. Olkoon S ryhman G aliryhmé ja g € G. Joukkoa
Sg={sog:s€ S5}

sanotaan alkion g virittamaksi aliryhman S oikeanpuoleiseksi sivuluokaksi. Jouk-

koa
gS={gos:seS}

vastaavasti sanotaan alkion ¢ virittdmaksi aliryhmén S vasemmanpuoleiseksi

stvuluokakss.

Maaritelma 2.8. Olkoon S ryhmén G aliryhma. Talloin aliryhmén indeksi
joukossa GG on aliryhmén S oikeanpuoleisten sivuluokkien lukumaééré joukossa

G. Aliryhmén S indeksid ryhméssa G merkitdén [G : S].

Maaritelma 2.9. Olkoon G ryhmé ja N ryhmén G aliryhma. Jos kaikilla

g € G on voimassa gN = Ng, niin ryhmé& N on ryhméan G normaali aliryhmd.

Maaritelma 2.10. Olkoon X joukko. Talloin symmetrinen ryhma Sx on jou-
kon X kaikkien permutaatioiden, eli bijektioiden f : X — X muodostama
ryhmé, jonka laskutoimitus on yhdistetty funktio, jossa (f o g)(z) = f(g(x))
kaikilla x € Sx. Jos X = {1,2,...,n}, niin ryhméé Sy merkitdan S,.

Esimerkki 2.11. Symmetrisen ryhmén S3 yksittédistd permutaatiota

1 2 3
o= ( ) ) merkitdan o = (a, b, ¢). Esimerkiksi merkinté (2,3, 1) on yhta-
a c

1 2 3
pitava permutaatiomerkinnén (2 3 ) kanssa.
1

Sudokujen symmetriaoperaatioiden muodostama ryhma on symmetrisen
ryhmén Sg; aliryhmé [4]. Yleisesti symmetriaryhmien aliryhmié sanotaan per-

mutaatioryhmiksi.

Maaritelméa 2.12. Olkoot (G, *) ja (H,o) ryhmia.

Funktiota f : G — H sanotaan homomorfismiksi, jos



flaxb) = f(a)o f(b)
on voimassa kaikilla a,b € G.

Jos homomorfismi f on bijektio, niin sitd sanotaan isomorfismiksi. Jos on
olemassa isomorfismi G — H sanotaan, ettd ryhmat G ja H ovat isomorfiset
ja merkitaén G = H.

Maaritelma 2.13. Olkoon x € X ja o € Sx. Télloin permutaatio a kiinnittdda

alkion z, jos a(z) = x ja muuttaa alkion z, jos a(x) # .

Maaritelma 2.14. Olkoot X joukko ja G ryhma. Funktiota o : G x X — X
sanotaan toiminnaksi, jota merkitddn « : (g, x) — g o x. Sanotaan, ettd ryhmé

G toimii joukossa X.

Maaritelma 2.15. Jos X on joukko ja G' on ryhmé, niin joukko X on

G-joukko, jos on olemassa sellainen toiminta « : (g,z) — g o x, etta

1. Tox =z, kaikilla z € X ja

2. go(hox)=(goh)oux, kaikilla g, h € G ja kaikilla x € X.

Laskussa g o h laskutoimitus o on ryhmén laskutoimitus, jota on tapa-
na merkata samalla merkinnalld, kuin toiminnan laskutoimitusta. Taydet su-
dokuruudukot muodostavat G-joukon X, jossa toimiva ryhmé G on kaikkien
sudokun symmetriaoperaatioiden muodostama joukko. Symmetriaoperaattorit

esitelladn myohemmin luvussa 4.

Maaritelma 2.16. Olkoon X G-joukko ja x € X. Talloin
alkion x rata on joukko
Gr={gox:9g€ G} CX.
Joukon X radat muodostavat joukon X osituksen.
Radan késite on oleellinen, kun mietitdan mitka sudokuruudukot ovat ai-
dosti erilaisia. Nimittdin luvussa 4 huomataan, ettd samaan rataan kuuluvat
sudokuruudukot voidaan muuttaa toiseksi saman radan ruudukoksi jollakin

symmetriaoperaatiolla ¢ € G. Sudokuruudukot ovat aidosti erilaiset, jos ne

eivat kuulu samaan rataan.

Maaritelma 2.17. Olkoon K ryhmén G aliryhma. Télloin ryhméan G aliryhma
Q on aliryhmén K komplementti ryhméssa G, jos KNQ = {e} ja KUQ = G.

Maaritelma 2.18. Joukko G on aliryhmienséd K ja Q) puolitulo G = K x @), jos

K on ryhman G normaalialiryhmé ja aliryhmalla K on komplementti )1 = Q.



Maaritelma 2.19. Olkoon D ryhma ja olkoon ) ryhmaé, joka toimii aérelli-
sessé, joukossa 2. Olkoon K = H D,,, missa D, = D kaikilla w € Q. Talloin

we
ryhman D kierretulo ryhman () suhteen on

DIQ=KxQ,

missd ryhmé @ toimii joukossa K alkion ¢ - (d,) = dg, suhteen, kun ¢ € @ ja
d, € [ D..

wel
Apulause 2.20. Olkoot D, K ja () méaaritelmén 2.19 mukaisia ryhmia. Jos
ryhmé D on dérellinen, niin |K| = |D|Yl. Jos myds ryhmé @Q on dérellinen, niin
1D2Q| = |K % Q| =|K]|-|Q| = D] |Q].

Todistus. Katso [5, s. 172]. O

Esitelldan ja todistetaan luvun lopuksi viela Burnsiden lemma, jonka teki
tunnetuksi William Burnside vuonna 1897. Lemman olivat kuitenkin ennen
téta todistaneet erikseen Augustin Cauchy vuonna 1845 ja Ferdinand Forbenius
vuonna 1887
[3, s. 56], [5, s. 58]. Burnsiden lemman avulla voidaan laskea, kuinka moni

laillinen sudokuruudukko on aidosti erilainen.

Maaritelma 2.21. Olkoon X G-joukko ja x € X. Talloin joukkoa
G.={9€G:gox =1z}

sanotaan G-joukon X stabilisaattoriksi.

Apulause 2.22. [5, s. 57, harjoitustehtéva 3.37] Olkoon X G-joukko, olkoon
z,y € X jaolkoon y = gz, jollakin g € G. Talloin G, = ¢G.g~ " ja |G| = |Gy

Todistus. Yhtdlé G, = gG,g~" on voimassa, jos ja vain jos G, C ¢G,g™ ! ja
gG.g~' C G,. Valitaan mielivaltainen alkio gg,¢g~' € ¢gG,g~'. Tama alkio

kuuluu joukkoon G, silla

1 1 12 3. 1.
9929 Y = 99z9 gL = ggzT = gT =Y.

Siis G9! C G,,. Yhtalossa kohtien 1-3 perustelut ovat seuraavat:
1. y = gx, jollakin g € G,

2. g~ lg = e, missi e on neutraalialkio ja



3. 9. € G, ={9. € G: gx = x}.

Koska ¢!y = z, niin vastaavasti saadaan ¢ 'G,g C G, ja edelleen
G, =99 'Gygg~ " C gG,g"'. Koska ¢gG,97' C G, ja G, C gG,g~*, niin
Gy = gG.97".
Osoitetaan vield, ettd |G| = |G,|. Joukossa gG,g~! voi olla enintdan yhta

I on vihemman al-

monta alkiota kuin stabilisaattorissa G,. Joukossa ¢G,.g~
kioita kuin stabilisaattorissa G, jos on olemassa alkiot a,b € G, joille gag™* =
gbg™!. Niinpa |G| > |gG,g7!|. Lisiksi tiedetiin, etti G, = ¢ 1gG,g 9. Nii-

den ehtojen nojalla saadaan epayhtalo
|Gyl = [9Gog™ = 197 9Gag7 gl = |Ga| = |9Gag7"| = |Gyl

Eli |G,| > |G, > |G,|. Tama ehto voi olla voimassa, jos ja vain jos

|Gyl = |G- O

Lause 2.23 (Burnsiden lemma). Jos X on ddrellinen G-joukko ja N on

G-joukon X ratojen lukumddrd, niin

1
N:@ZF(T%

TEG

missd kaikille T € G funktio F(7) on toiminnan 7 kiinnittdmien alkioiden

z € X lukumdara.

Todistus. Todistus noudattaa lahteen [5, s. 59] todistusta. Summassa Z F(7)
TeG
jokainen alkio z € X lasketaan |G| kertaa, koska stabilisaattori G, koostuu

kaikista toiminnoista 7 € (G, jotka kiinnittavat alkion z. Apulauseen 2.22 mu-
kaan |G| = |G|, jos alkiot x ja y kuuluvat samaan rataan. Tall6in alkion x

radan muodostavat indeksin [G : G,] mukainen mééré alkiota, jotka lasketaan

edelld mainitussa summassa yhteensé |G : G,||G,| = |G| kertaa. Jokainen rata
tuottaa siis |G| alkiota summaan, joten »  F(7) = N|G|. O
TeG
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3 Laillisten sudokuruudukoiden luku-

maara

Selvitetaan seuraavaksi, monellako tavalla sudokuruudukko on mahdollista téy-
dentédd sudokun sdantojen puitteissa. Laillinen sudoku on téytetty siten, etté
numerot 1-9 esiintyvat kerran jokaisella rivilla, sarakkeella, seka jokaisessa laa-
tikossa, eli korostetulla 3 x 3 alueella.

Muita oleellisia sudokun rakenteeseen liittyvia késitteitd ovat pino ja ker-
ros. Pinolla tarkoitetaan kolmen péaéllekkéisen laatikon joukkoa ja vastaavasti

kerros on kolmen vierekkaisen laatikon joukko.

Laatikko Pino Kerros

Kuva 3.1. Eraat laatikko, pino ja kerros visuaalisesti.

3.1 Ensimmaiisen kerroksen tiydentidminen

Aloitetaan laillisten sudokuruudukoiden lukumaéréan selvittaminen laskemalla,
kuinka monella tavalla tyhjan sudokuruudukon ylin kerros voidaan laillisesti
tdydentad. Taman jalkeen nahdédan miksi jokaisen vaihtoehdon lapikayminen
koneellisesti yksi kerrallaan ei ole jarkevéda. Tyhjéan sudokuruudukon ylimmén
kerroksen osalta on mahdollista laskea ja perustella tayttotapojen lukuméara
kombinatoriikan keinoin.

Nimetadn seuraavaksi sudokun laatikot kuvan 3.2 mukaisesti, jotta niihin
voidaan viitata tasmallisesti myohemmin tyon aikana. Témaéan jalkeen méaari-

tellddn laatikon L; normaalimuoto kuvan 3.3 mukaisesti.

11
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Kuva 3.2. Laatikoiden nimeédminen [1].

112]3
4156
71819

Kuva 3.3. Laatikko L, kiinnitettyn& normaalimuotoon [1].

Lause 3.1. Tyhjin sudokuruudukon ensimmdinen kerros voidaan taydentdd

laillisesti 948 109 639 680 eri tavalla.

Todistus. Mukaillaan ldhteen [1, s. 17] todistusta ja tdydennetaén sitd kuvien ja
vélivaiheiden avulla. Laatikko L, voidaan jarjestda 9! tavalla. Kiinnitetadn L,
normaalimuotoon ja muistetaan laatikon mahdollisten jérjestysten lukumaara.
Laatikon L; kiinnittdmisen jalkeen laatikot Lo ja L3 saadaan taydennettya
hyodyntamalla kahta eri tapaa. Tarkastellaan ensin niista yksinkertaisempaa,
eli punontaa.

Asetetaan laatikon Lo ylimmén rivin numeroiksi joko joukko {4,5,6} tai
joukko {7,8,9}. Talloin syntyy punontavaikutus, joka méaraa laatikoiden Lo

ja L3 rivien numerot.

—
N
(98

456 | 456 | 456 | 789 | 789 | 789

N
ol
@)}

789 | 789 | 789 | 123 | 123 | 123

7| 819 |123]|123] 123|456 | 456 | 456

Kuva 3.4. Punonta, kun L, ylariville kiinnitetaan {4, 5,6}

Punomalla laatikot Lo ja Ls voidaan tdydentéa

12



2. (3)6 =93 312

tavalla. Kukin kummankin laatikon riveista voidaan jéarjestad 3! tavalla. Laati-
koissa on yhteensi 6 rivid, joten laatikot voidaan jérjestad (3!) tavalla. Lisik-
si laatikon Lo ylimmaélle riville voidaan valita joko joukko {4,5,6} tai joukko
{7,8,9}.

Toinen tekniikka téaydentaé laatikot Ls ja L3 on monimutkaisempi ja si-
ta tarvitaan silloin, kun punontaa ei tapahdu. Talloin laatikon Lo ylimmalle
riville tulee joukoista {4,5,6} ja {7,8,9} kolme alkiota siten, ettd toisesta jou-
kosta valitaan kaksi alkiota ja toisesta yksi alkio. Tama valinta voidaan tehda
yhteensa (3) . G’) -2 = 18 tavalla.

2

1| 2 | 3 |457| 457|457 | 680 | 689 | 689

5 6 89A | 89A | 89A | 7BC | 7BC | 7BC

7 | 8 | 9 |sesc|esc|6sc|a5a|45a | 45a

Kuva 3.5. Punoutumaton permutaatio, jossa Lo ylariville kiinni-

tetdaan {4,5,7}.

Laatikon L, ylariviksi voidaan valita esimerkiksi kuvan 3.5 mukainen muo-
dostelma, jossa kirjaimet A, B ja C' ovat numerot 1,2 ja 3 jossakin mielivaltai-
sessa jarjestyksessa. Muilla valinnoilla saadaan vastaavanlaiset tilanteet. Nume-
rot B ja C' ovat vaihdannaiset, eli ne esiintyvat aina samassa kolmikossa. Ei siis
ole merkitysta kummin pain numerot B ja C kiinnitetddn. Néin ollen saadaan
3 erilaista tapaa tayttad laatikoiden Lo ja Lj rivit. Kukin laatikon rivi voi-
daan jalleen permutoida mihin jarjestykseen tahansa, jolloin toinen tekniikka

tuottaa kaikkiaan
3-18- (3!)6 = 2519 424

mahdollista tdydennystapaa.
Lasketaan kahdella eri tekniikalla saatujen tdydennysvaihtoehtojen luku-
madrat yhteen ja kerrotaan laatikon L; permutaatioiden lukumaééralla. Saa-

daan
9!-(93 312+ 2 519 424) = 948 109 639 680

tapaa taydentad ensimmaéinen kerros. O
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Ensimmaéisen kerroksen taydennysvaihtoehtoja on valtava méara ja siten on
selvad, etta naille jokaiselle kaikkien valmiiden sudokuruudukoiden maéran las-
keminen yksi kerrallaan vie erittdin paljon aikaa ja on tehoton tapa ratkaista
laillisten sudokuruudukoiden lukumaéaré. Seuraavassa alaluvussa 3.2 tarkastel-
laan, miten laillisten sudokuruudukoiden lukumaéré saadaan laskettua tehok-

kaammin.

3.2 Luokkiin jakaminen ja ratkaisujen lukuméaara

Tarkastellaan, miten monella tavalla mielivaltaisesti taydennetty ensimmainen
kerros voidaan viimeistella valmiiksi sudokuratkaisuksi. Taydennystapoja on
kuitenkin aivan liian paljon, jotta ihminen voisi kdydé ne yksitellen lapi. Luku
948 109 639 680 on valtava myos tietokoneelle. Laillisten sudokuruudukoiden
lukumaéra saadaan kuitenkin tarkastelemalla vain murto-osaa néista vaihtoeh-
doista, kun jaetaan ensimméisen kerroksen osalta taydennetyt sudokuruudukot

luokkiin.

Maaritelma 3.2. Luokka on kokoelma matemaattisia olioita, joille voidaan

maéaritelld yksiselitteinen ominaisuus, joka on luokan kaikilla olioilla.

Maaritelladn joukko supistuksia, joilla laskettavien sudokuruudukoiden méaa-
rda saadaan vihennettyé. Supistusmenetelmien avulla ensimméisen kerroksen
osalta taydennetyt sudokuruudukot on tarkoitus jakaa luokkiin siten, ettéd sa-
maan luokkaan kuuluvat sudokuruudukot supistuvat supistuksilla samaksi ruu-
dukoksi. Samaan luokkaan kuuluvilla ruudukoilla on yhtéd monta laajennusta
taydennetyksi sudokuruudukoksi. Maaritelladn supistukset kerroksen mukaan,
koska aiemmassa alaluvussa 3.1 tdydennettiin ensimmaéinen kerros. Kaikki méaa-

ritelmat kuitenkin toimivat my6s pinon tapauksessa.

Maaritelma 3.3. Olkoon sudokuruudukko vain ensimmaéisen kerroksen osalta
taydennetty. Talloin tdydennetylle alueelle voidaan tehdéa leksikografinen supis-

tus, eli "aakkostus” seuraavasti:

1. jarjestetadn laatikoiden ylimmat rivit kasvavaan suuruusjarjestykseen va-

semmalta oikealle vaihtamalla sarakkeiden paikkoja keskenéan,

2. vaihdetaan laatikoiden paikkoja keskenaén siten, etta laatikoiden vasem-
pien yldkulmien alkiot ovat kasvavassa suuruusjarjestyksessa vasemmalta

oikealle.
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Jos kaytetadn vain méaaritelmén kohtaa 1, niin leksikografinen supistus voidaan

tehda yksittaiselle riville, sarakkeelle tai laatikolle.

12 5(4|/1/2|3|7/8|9(4|5/6(|1/2|3|4/5|/6(7|8|9
4|5 8 4/5/6|1(2|3|7/8|9(|4|5/6|7(8[|9]|1/2|3
7|8 2(11/7/8|9]|4/5|6|1]2|3||7(8]|9]|1]/2|3|4|5|6
Jérjestetaan laatikoiden Vaihdetaan Leksikografisesti

ylimmat rivit laatikoiden paikkaa supistettu muoto

Kuva 3.6. Leksikografinen supistus

Maaritelma 3.4. Olkoon sudokuruudukko vain ensimmaisen kerroksen osal-
ta taydennetty ja olkoon laatikko L, normaalimuodossa. Téalloin kerrokselle

voidaan tehda permutaatiosupistus seuraavasti:
1. permutoidaan kunkin laatikon sarakkeet,
2. permutoidaan laatikoiden keskindinen jarjestys,
3. permutoidaan kerroksen rivit,

4. uudelleennimetdan numerot siten, ettd vasemmaisin laatikko on normaa-

limuodossa ja

5. supistetaan laatikot Lo ja L3 leksikografisesti maéritelméan 3.3 kohtien 1

ja 2 mukaisesti.

Maiaritelma 3.5. Olkoon sudokuruudukko vain ensimméisen kerroksen osalta
taydennetty. Sudokuruudukolle voidaan tehdé sarakesupistus, jos kahdesta eri
laatikoiden sarakkeista l0ytyy samoille kahdelle riville kuuluvat dominot, joiden

numerot ovat samat.

112({3]14/6|8|5|7|9 112/3[5/6/8]4|7|9
4/5(612/9|7|3|1|8 4/5/612|9 3/1(8
7181915|/3|1[4|6|2 7/8/9[4/3[1]5/6|2

Kuva 3.7. Sarakesupistus kahdella sarakkeella
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Kahdella ylimmaéan kerroksen osalta tdydennetylla ruudukolla on yhtd mon-
ta tapaa taydentya valmiiksi sudokuruudukoksi, jos numerot niiden ylimpien
kerrosten sarakkeissa ovat samat. Sarakesupistus ottaa huomioon, ettd sarak-
keiden lukujen vaihdon yhteydessd sudokun sddnnot pysyvét voimassa. Kuvan
3.7 avulla voidaan nédhdéa, ettd sarakkeiden 4 ja 7 kuusi alimmaista ruutua si-
sdltaviat molempien ruudukoiden tapauksessa samat numerot. Sarakesupistus

voidaan tehda myos isommalle maérélle numeroita.

12/3(8/6/5/9|7|4 5 3|8/6[1(9|7|2
4/5/6[(2|9|7]1|3|8 1/2/6]/4/9|/7|5 3|8
7/8/914|3]|1 6|2 8/912 3|5|1 64

Kuva 3.8. Laajennettu esimerkki sarakesupistuksesta

Kuvassa 3.8 sarakesupistus tehdaén 2 x 2 osaruudukolle. Téall6in vaaditaan,
etta loydetadan 2 x 2 osaruudukko jostain laatikosta ja muista laatikoista 10y-
detdan osaruudukon numerot sarakkeissa padllekkéin siten, ettd sarakkeissa
numerot voivat vaihtaa paikkaa keskendan ajautumatta ristiriitaan sudokun
sdantojen kanssa. Laajennettu esimerkki toimii myos 2 x 3, 3 X 2 ja 4 x 2
tapauksissa [1].

Kaksi toisikseen supistuvaa ylinté kerrosta voidaan taydentad valmiiksi rat-
kaisuiksi yhtd monella tavalla. Sarakesupistuksessa numerot vaihtavat paikko-
ja vain sarakkeiden sisallé, joten se ei vaikuta siihen, miten kunkin sarakkeen
jaljella olevat tyhjat paikat taytetdan.

Permutaatiosupistuksessa sarakkeiden paikkoja vaihdetaan, mutta tdmé ai-
noastaan muokkaa sita, missa jarjestyksessa numerot tulevat alempiin kerrok-
siin. Rivipermutaatiot ensimméisessa kerroksessa eivat siirrd numeroita sarak-
keissa, joten ratkaisujen lukuméara sailyy sarakesupistuksen tavoin. Leksiko-
grafisessa supistuksessa tehddan rajatusti rivi- ja sarakepermutaatioita, joten

se sailyttda ratkaisunsa, kuten permutaatiosupistus.

Lause 3.6. Jaetaan vain ensimmdisen kerroksen osalta tdydennetyt sudokut
luokkiin siten, ettd samaan luokkaan kuuluvat ne ruudukot, jotka voidaan muut-

taa toisikseen uudelleennimedmisen ja leksikografisen supistuksen avulla. Nditd

luokkia on 36 288.
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Todistus. Edetaan lihteen [1, s. 18-20] mukaisesti ja lisitaan vélivaiheita sel-
keyttaméédn todistusta. Apulauseen 3.1 mukaan ensimmaéiinen kerros voidaan
taydentaa 948 109 639 680 tavalla, kun muut kerrokset ovat tyhjia. Kun kiinni-
tetdan laatikko L; normaalimuotoon, niin saadaan tehtya ensimmainen luokkiin

jako uudelleennimedmisen suhteen. Jaljelle jaa
948 109 639 680
9!

sudokuruudukkoa, joista kukin edustaa erillistd luokkaa.

= 2612736

Véahennetdan luokkien maéraa edelleen tekemaélla leksikografinen supistus.
Maaritelman 3.3 perusteella laatikkoa L, ei tarvitse supistaa, koska se on nor-
maalimuodossa, joten supistetaan vain laatikot Lo ja L3 leksikografisesti.

Kun tehdaén méaritelman 3.3 mukaiset askeleet naille laatikoille, niin yksi
leksikografisesti supistettu kerros saadaan yhteensa 6-6-2 = 72 eri kerroksesta,
koska laatikoiden Lo ja Lg ylimmat rivit voivat olla 6 eri jarjestyksessa. Taméan
lisdksi naiden laatikoiden paikkaa voidaan vaihtaa keskenaén, mika kaksinker-

taistaa kerrosten lukuméaran. Jaljelle jaavien luokkien lukuméarédksi saadaan
2612 736

= 306 288.
72

[]

Luokkien méaaraa voidaan vahentad edelleen tekemaélla lauseen 3.6 mukai-
sille kerroksille permutaatiovihennys, jonka jilkeen luokkia jéa jaljelle 416.
Tamaén jalkeen voidaan tehdéa vielé sarakesupistus ja luokkien lopulliseksi méa-
riksi saadaan 44. [1, s. 20]

Laskentaa voidaan tehostaa vield tekemalla leksikografinen supistus laati-
koiden L, ja L; ensimmaisissé sarakkeissa. Nyt ongelmaa on nyt sievennetty

riittavasti, jotta laskennallisen osuuden toteuttaminen on jarkevéa.

1/2|3|8|9|/7|6|5|4
4/5(6(2(3/1(9|8|7
718(9]|5/6/4|3|2]|1

Kuva 3.9. leksikografinen supistus laatikoiden L, ja L; ensimmai-

sissa sarakkeissa
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Lause 3.7. Laillisia sudokuruudukoita on 6 670 903 752 021 072 936 960.

Todistus. Todistetaan lahteen [1, s. 22] mukaisesti ja kdytetdan lahteen [2] las-
kentaohjelmaa. Tyon tavoitteena on tarkastella laskennan yksinkertaistamista
matematiikan keinoin, joten tietokoneavusteiset laskut on todistuksessa sivuu-
tettu. Laskentaohjelma toimii siten, ettéd siithen syotetdan yksi edustaja jokai-
sesta 44 luokasta, minké jalkeen ohjelma kéay ldpi kaikki mahdolliset tavat
tayttaa jaljella olevat kaksi kerrosta.

Ohjelma tuottaa taulukon, joka kertoo kunkin luokan alkioiden lukuméé-
rdn ja kuinka monella tavalla luokan ensimmaéinen kerros voidaan taydentaa
valmiiksi ruudukoksi sudokusdantojen puitteissa [2]. Taulukon avulla saadaan

laskettua laillisten ratkaisujen lukumaara

44
No = 917223 kv, = 6 670 903 752 021 072 936 960 ~ 6,671 - 10",

i=1
missd k; on saadun taulukon rivin ¢ luokan alkioiden lukuméaré ja v; rivin ¢
valmiiden ruudukoiden lukuméérd. Summa kerrotaan luvulla 9! jotta otetaan
huomioon laatikon L; kiinnittdminen normaalimuotoon. Lisaksi kerrotaan viela
luvulla 722 = 5184, jolla otetaan huomioon leksikografiset supistukset laatikois-

sa Lo ja Lg, seka laatikoiden L4 ja L, sarakkeessa 1. O
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4 Sudokun aidosti erilaiset ratkaisut

Tarkastellaan seuraavaksi mitké laillisesti tdydennetyistd sudokuruudukoista
ovat aidosti erilaisia, eli sellaisia, ettd ne eivét ole toisten sudokuruudukoiden
kanssa symmetrisia. Tutkitaan myos tarkemmin sudokujen symmetriaominai-
suuksia ja yksinkertaistetaan tietokoneavusteista laskemista symmetriaoperaa-

tioiden muodostaman joukon suhteen.

4.1 Sudokujen symmetria

Luvussa 3 jokaista laillista sudokuruudukkoa kohdeltiin erilaisena. Sudokul-
la on kuitenkin symmetriaominaisuuksia, jotka tekevat erilaisista ruudukoista
oleellisesti samat. Esitelladn nyt sudokujen symmetriaominaisuudet ja tarkas-

tellaan lyhyesti millaisen joukon ne muodostavat.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kuvan 4.1 sudokuruudukoita. Nopealla vilkai-
sulla sudokut vaikuttavat erilaisilta. Kuitenkin tarkemmin katsottuna huoma-
taan, etta sudokuruudukot ovat keskendan symmetrisia. Ne ovat toistensa pei-

likuvia sarakkeen 5 halkaisevan peilausakselin suhteen.

4/3/6(8]9/7|2|5]|1 1/5/217/9|8]|6|3|4
1/5/213/6(4|9|8]|7 718/9(4/6|3[2|5]1
718[9(5/2]1]|6|3/4 4/3/61112|5]9(87
2/1/3|6|4|5|8|7|9 9/7|8[5/4|6|3|1|2
6/4/8(9|7/3|5|1|2 2|11/5(3/7|9(8|4|6
9/7|5]2[/1/8]|3]4|6 6/4/3|8|/1|2|5|7|9
312|4(1/5/9(7|6/|8 8/6|7(9|5/1(4(2|3
5/9/7(4|8|6(1(2|3 312(1(6/8|4(7(9|5
8/6/1|7/3/2]|4]9]|5 5/9/4(2/3|7(1/6|8

Kuva 4.1. Sama sudoku peilattuna sarakkeen 5 suhteen

Maaritelma 4.2. Mielivaltaisen sudokuruudukon kaikki mahdolliset symmet-

riat saadaan seuraavien operaatioiden yhdistelmina:
1. numeroiden uudelleennimeaminen,

2. kerrosten ja pinojen permutointi,
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3. rivien permutointi kerrosten sisélla,
4. sarakkeiden permutointi pinojen sisallé ja

5. sudokuruudukon transponointi 9 x 9 matriisin transpoosia vastaavalla

tavalla.

Peilaukset ja kierrot saadaan muodostettua méaaritelman 4.2 symmetriao-

peraatioiden yhdistelminé, joten niita ei ole tarpeen mainita erikseen. [3]

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan méaritelméan 4.2 operaatiota 1, eli numeroiden
uudelleennimeamisté. Perinteisessa sudokussa yksittédisten ruutujen numeroar-
voilla ei ole merkitysta. Satunnaisen ratkaistun sudokun luvut voidaan korva-
ta esimerkiksi aakkosten ensimmaisilla yhdeksalla kirjaimella, jolloin saadaan

kuvan 4.2 mukaiset sudokut.
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Kuva 4.2. Sama sudoku eri merkinnoin

Aidosti erilaiset ratkaisut saadaan laskettua operaatioiden 2-5 avulla. Naita
operaatioita yhdistda se, ettd ne muokkaavat ruutujen jarjestysta ruudukossa,
eiviatka ruudun merkintdtapaa, kuten operaatio 1. Operaatioiden 2-5 muodos-
tama ryhmé on symmetrisen ryhmén Sg; aliryhmé [4].

Aidosti erilaisten ratkaisujen lukuméara lasketaan Burnsiden lemman avul-
la, jossa uudelleennimeédmisen symmetriat saadaan otettua huomioon, kun las-
ketaan kunkin sudokuruudukon stabilisaattorin kertaluku ekvivalenssiin asti.
Sanotaan, ettd kaksi ruudukkoa ovat keskenddan ekvivalentit, jos ne voidaan

muuttaa toiseksi uudelleennimeamalli.

Esimerkki 4.4. Havainnollistetaan Burnsiden lemman kéyttod pienemmalla
4 x 4 sudokulla. Luvun 3 tekniikoita hyodyntaen laillisten 4 x 4 sudokujen luku-
madraksi saadaan 288. Aidosti erilaisten ratkaisujen méérén selvittamiseen tar-

288
vitaan kuitenkin vain ne T 12 laillista ruudukkoa, jotka ovat erilaisia, kun
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laatikko L; on kiinnitetty normaalimuotoon. Burnsiden lemman mukaan aidos-
1

ti erilaisten 4 x 4 sudokujen ratkaisut saadaan kaavalla Ny, = @ Z F(r).

TG

Pienten 4 x 4 sudokujen symmetriaoperaatioiden joukon kertaluku |G| muo-
dostuu samoista symmetriaoperaatioista, kuin 9 x 9 sudokut. Kerrosten ja pino-
jen sisalla rivit ja sarakkeet voidaan jarjestaa 2 tavalla, kuten myo6s sarakkeiden
keskimméinen ja pinojen keskindinen jarjestys. Lisaksi 4 x 4 sudokuruudukko

voidaan transponoida, jolloin symmetriaoperaatioiden joukon G kertaluku on
(22.2)2.2=27=128.

Burnsiden lemman summassa F'(7) toimii siten, ettd joukosta G valitaan
vuorollaan operaatio 7, jolla muokataan kutakin alkuperaista 12 ekvivalenssiin
asti erillista 4 x 4 sudokua. Jos sudokuruudukko siilyy samana kuin alkupe-
rdinen operaation 7 ja uudelleennimedmisen jélkeen, niin summaan lisdtaén 1.

Jos ruudukko muuttuu, niin summaan ei lisata mitaén.

WrLlhDN
= BRAINW

2
L3
1
4

DINW| =
N W=D
WIN|D |-
N D= W
H WIN | D
[\
DINW| =
WA DN
= BRAIN W
N Wl | D

Kuva 4.3. Muuttumaton ruudukko 180° kierron suhteen

N BRRW| =
WL lhIDN
= WIN D
AN E= W
WrFRLIN D
DHDINW| =
N D= W
R WA IN
[\
AN =
= WA N
WHIN D
N DRI W

Kuva 4.4. Muuttuva ruudukko 180° kierron suhteen

Kuvissa operaatio 1. on ruudukon kierto 180° ja operaatio 2. on leksiko-
grafinen supistus. Kuvan 4.3 ruudukko kuuluu operaatiota 7 vastaavaan sta-
bilisaattoriin, koska ensimmainen ja kolmas ruudukko ovat samat. Kuvan 4.4

ruudukko muuttuu, joten se ei kuuluu operaation 7 stabilisaattoriin.
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Jokainen operaatio kédy kaikki 12 sudokuruudukkoa lapi ja muuttumatto-
mina séilyvien ruudukoiden joukot muodostavat stabilisaattoreita, joiden ker-

talukujen summa on »  F(7). Aidosti erilaisten 4 x 4 sudokuruudukoiden lu-

TEG
kuméaraksi saadaan lopulta

1 256

1
Nt = —= S F(r) = — - 256 = — = 2.
P47 108 EG:G )= 138 128

4.2 Aidosti erilaisten ratkaisujen lukumaara

Viimeisené voidaan laskea aidosti erilaisten ratkaisujen lukuméara perinteisille
9 x 9 sudokuille Burnsiden lemman avulla. Tata varten taytyy saada selville
jokaisen sudokuruudukon stabilisaattorin kertaluku, kun sille tehdédan sudokun

symmetriaoperaatioiden muodostaman joukon A operaatioita.

Lause 4.5. [}/ Sudokun rivipermutaatioiden muodostama ryhmd P, on iso-

morfinen kahden symmetrisen ryhmdan Sz kierretulon Ss3 1S3 kanssa.

Todistus. Maaritellaan rivipermutaatioiden muodostama symmetrinen ryhméa
P, seuraavasti

P, = S{SK1 WSKySKs )
missa

Ki = {ki, ki, kis}.

Kerros K; vastaa sudokuruudukon kerrosta ¢, johon kuuluu kolme rivia. Ker-
rokset ja rivit on numeroitu siten, etta lahtotilanteessa indeksit ovat kasvavassa
jarjestyksesséa ylhéalta alas. Merkitdan permutaatioita esimerkin 2.11 mukai-

sesti, jolloin ryhméan P, alkiot ovat muotoa

((kala ka?v ka3)7 (kbb kb27 kb3)7 (kcla kc?a kc3)) S PT‘7
misséd (Kq1, ka2, ka3) € Sk, (ko1, kb2, ks) € Sk, (ke1, kea, kes) € Sk,
Vastaavasti ryhmén S3 ¢ S5 alkiot ovat muotoa

((ala ag, a/3>7 (b17 b27 b3)7 (Cl7 Co, 63)) € S3 Z 537

missa (ag, ag,as) € Séa), (b1, ba,b3) € Séb), (c1,co,c3) € 530).
Ryhmien alkiot ovat keskendédn hyvin samannékoiset ja loydetdan kuvaus

f, joka kuvaa alkion
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((kala ka27 kai’))a (kbla kb27 kb?))a (kcla kc27 ch))

alkioksi

((ala ag, a/3)7 (b17 627 b3>7 (Cla Co, 63))'

Funktio f on isomorfismi ryhmien P, ja S30.55 vélilla, silla funktiosta nahdaan,

ettd ryhmien alkiot ovat keskenddn samat, mutta niitd merkitdén eri tavoin.

Huomionarvoista on, ettd ryhméssa S5 S3 on useita permutaatioita, kuten
¢=((3.1,2)1(1,2,3)%(3,1,2)¥) ja v = ((3,1,2)¥(1,2,3)%)(3,1,2)V),

jotka néayttavat identtisilta. Ne ovat kuitenkin keskenédan eri permutaatiot, sillé
permutaatiossa ¢ symmetristenryhmien S§1)7 S§2) ja S§3) alkiot ovat eri jarjes-
tyksessa kuin permutaatiossa 1.

Sudokujen kannalta on intuitiivista, ettd sudoku, jossa kerrokset ovat jar-
jestyksessa (K7, Ky, K3) on eri sudoku, kuin ruudukko, jossa samat kerrokset
ovat jarjestyksessa (K3, Ky, K1), silld sudokulla ei sdéntéjensa vuoksi voi olla
kahta identtistd kerrosta. Esimerkkipermutaatioissa ¢ ja 1 kerroksille K ja
K3 on tehty sisaisesti sama permutaatio, mutta tdmaé ei nay sudokuruudukosta

yhté selvésti, kuin ryhméan S3 ¢ S3 alkioista.

Lause 4.6. [3] Sudokun symmetriaoperaatioiden muodostaman ryhmdn A ker-
taluku |A| on 3 359 232.

Todistus. Lauseen 4.5 mukaan sudokun rivipermutaatioiden ryhmé on isomor-
finen ryhmén S3 ¢ S3 kanssa. Maaritelman 2.12 mukaan isomorfisten ryhmien
valilld on bijektiivinen kuvaus. Téstéd seuraa, ettéd |P,| = |S3 053] Liséksi sa-
rakepermutaatiot ovat rivipermutaatioita, jotka on ensin kierretty 90°. Kun
lisatadn vield transponointi, niin ryhmén A kertaluku |A| on |S50.5515;|. Las-
ketaan nyt ryhmén A kertaluku |A|. Joukot |S3| ja |S2| ovat &dérellisid, joten

|A| saadaan apulauseen 2.20 mukaan seuraavasti:
Al = [S5 .55 19|
= |S3 285 - |5
= (1S5 - 1S5])* - [ S
= (6°-6)*-2
= 3 359 232.
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Lauseessa 4.6 todetaan, ettd sudokun symmetriaoperaatioiden muodosta-
man ryhmén A kertaluku |A| on 3 359 232. Naille kaikkien stabilisaattorien
kertaluvun laskeminen on tyolds prosessi. Ryhmén A operaatiot voidaan kui-
tenkin jakaa 275 konjugaattiluokkaan, joissa jokaisella saman konjugaattiluo-
kan alkiolla on yhta suuri stabilisaattori. [3]

Laskennan kannalta oleellisia konjugaattiluokkia on viela paljon vihem-
mén, silld useiden konjugaattiluokkien symmetrioille kdy niin, ettéd niita ei voi
muuttaa lainkaan ekvivalenteiksi sudokuruudukoiksi. Ruudukoiden katsotaan
olevan keskenaén ekvivalentit, jos ne voidaan muuttaa toiseksi uudelleennimeé-
mélla. Kun konjugaattiluokan symmetrioita ei voida muuttaa ekvivalenteiksi
ruudukoiksi, niin kyseisen konjugaattiluokan stabilisaattorissa ei ole alkioita.

Tarkastellaan esimerkiksi kuvan 4.1 sudokuja. Kun sudoku peilataan sarak-
keen 5 suhteen, niin sarake 5 pysyy muuttumattomana, jolloin uudelleennimeé-
mista ei voi tehda, koska ruudukko pitaisi uudelleennimeté tésmélleen samaksi
ruudukoksi kuin alkuperdinen. Taméa on kuitenkin mahdotonta, silld talloin
esimerkiksi rivin 1 sarakkeissa 4 ja 6 olisi oltava samat numerot. Molemmat
ruudut ovat kuitenkin laatikon Lo sisélla, joten ne eivit voi sudokun saénto-
jen nojalla olla samat. Vastaava ongelma tulee vastaan useassa konjugaattiluo-
kassa ja lopulta niista vain 27 tuottaa sudokuruudukoita, jotka voidaan muut-
taa ekvivalenteiksi ruudukoiksi. Ndiden konjugaattiluokkien ja stabilisaattorien

kertaluvut on annettu taulukossa 4.1. [3]
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n | Konjugaattiluokan kertaluku |a’| | Stabilisaattorin kertaluku |A, |
1 |1 18 383 222 420 692 992
2 196 21 233 664
3 |16 107 495 424
4 1192 4 204 224

b | 64 2 508 084

6 | 5184 323 928

7 120736 162

8 |20 736 288

9 | 144 14 837 760
10 | 1728 2592

11 | 288 5184

12 | 864 2 085 120
13 | 3456 1296

14 | 1728 294 912

15 | 2304 648

16 | 1152 6 342 480
17 | 1296 30 258 432
18 | 10 368 1854

19 | 93 312 288

20 | 2916 155 492 352
21 | 69 984 13 056

22| 972 449 445 888
23 | 3888 27 648

24 | 31 104 6480

25 | 15 552 1728

26 | 15 552 3456

27 | 7776 13 824

Taulukko 4.1. Konjugaattiluokat, joiden stabilisaattorien kertalu-

ku on nollasta poikkeava. [4]
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Lause 4.7. [3] Aidosti erilaisia sudokuratkaisuja on 5 472 730 538.

Todistus. Taulukon 4.1 avulla saadaan muodostettua summa Z F(7) seuraa-

. TEA
vasti:

275

> F(r) = Z:l!affHAanl-

TEA

Toisin sanoen kerrotaan taulukon 4.1 n:nnen rivin toisen ja kolmannen sarak-
keen luvut keskenddn ja summataan tulot yhteen. Tiedetaédn, ettd vain tau-
lukon 4.1 konjugaattiluokkien stabilisaattorit ovat nollasta poikkeavia, jolloin

summa voidaan kirjoittaa muodossa

27 A 275 " 27 A 275 27 "
Y F() = lapllAa, | + D lap]- 0= lapl[Aa, |+ > 0= la;lAa,l,
TEA n=1 n=28 n=1 n=28 n=1

kun taulukon rivien 28-275 stabilisaattorien kertaluku on 0.
Lauseen 4.6 mukaan |A] = 3 359 232, jolloin Burnsiden lemmalla 2.23
aidosti erilaisten ratkaisujen lukuméaraksi saadaan

1 1

Ne — S F(r)e —
2 F(1) = 5555055

27
: S Jai||Aa,| =5 472 730 538.
’A‘ TEA n=1
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5 Yhteenveto

Tutkielman ensimmaéisena paédtuloksena laskettiin laillisten sudokuratkaisujen
lukuméara. Lukuméara saatiin selville laskemalla ensin kombinatorisesti ensim-
méisen kerroksen tayttotapojen lukumaéaara. Taman jalkeen supistuskeinojen
avulla vihennettiin tutkittavien kerrosten maaraé. Lopuksi tutkittavat kerrok-
set syotettiin tietokoneohjelmalle, josta saatiin lukuarvot laillisten sudokurat-
kaisujen lukumadran laskemiseen. Tulokseksi saatiin pyoristettyna 6,671 - 102!
laillista sudokuratkaisua.

Toisena padtuloksena laskettiin, kuinka moni laillisista sudokuista on aidos-
ti erilaisia. Tuloksen selvittdmisessa keskeisessa roolissa oli sudokujen symmet-
riaominaisuudet, jotka méariteltiin ensimmaéisena. Matemaattisesti merkitta-
vimmassa roolissa olivat kierretulo, sekéd Burnsiden lemma. Kierretulon avulla
saatiin laskettua sudokujen symmetriaoperaatioiden maara ja Burnsiden lem-
malla aidosti erilaiset sudokuratkaisut, joita oli yhteenséd noin 5,47 miljardia.

Lahdemateriaalien tietokoneohjelmien laskelmat sivuutettiin tyossa ldhes
kokonaan, silla ne eivat olleet tyon ydinasiaa, vaan tarkeammassa roolissa oli
tarkastella, miten matematiikan keinoin laskennasta voidaan tehda tehokkaam-
paa. Tutkielmassa luotettiin siihen, etté lahteiden laskelmat ovat oikeat.

Tutkielman aiheeseen liittyvat ldheisesti minimaaliset sudokut ja niiden lu-
kuméara. Minimaalisten sudokujen tarkkaa lukuméaraé ei tunneta, mutta pie-
nen virhemarginaalin arvioita on olemassa [8]. Téstd saisi tAméan tutkielman
kaltaisen tyon, mutta sen mielekkyytta vihentad se, etta tdsmaéllista ratkaisua
ei tunneta.

Sudokujen matemaattiset ominaisuuksia ja sudokuihin liittyvét ilmiot laa-
jemmin olisi voinut olla toinen mahdollinen aihe, josta tyon olisi voinut tehda.
Talloin tyossa olisi kasitelty esimerkiksi joukkojen ekvivalenssiteoriaa ja sen
sovellusta Phistomefelin kehdd [6]. Lisaksi olisi voitu kasitella erilaisia sudoku-
variantteja, eli perinteista sudokua muistuttavia pulmia, joilla on perinteisista
sudokuista osittain poikkeavat sadnnot [8]. Sudokuvarianteissa esiintyvid omi-
naisuuksia olisi voinut esimerkiksi vertailla perinteisen sudokun ominaisuuksiin.
Naihin aiheisiin on vaikeampaa yhdistad matematiikan teoriaa, vaikka niihin
liittyvét tarkastelut selvisti matemaattisia ovatkin. Siksi nama aiheet sopisivat

paremmin soveltavan matematiikan tutkielman aiheeksi.
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