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LYHENTEET JA MERKINNAT

Lyhenteet

LTI
SISO
MIMO
ZOH
GM
PM
DM

Merkinnat

Linear Time-Invariant, lineaarinen aikainvariantti systeemi
Single-Input Single-Output, yksi sisddnmeno ja yksi ulostulo
Multiple-Input Multiple-Output, useita sisddnmenoja ja ulostuloja

Zero-Order Hold, nollannen kertaluvun pito
Gain Margin, vahvistusvara

Phase Margin, vaihevara

Delay Margin, viivevara

aikamuuttuja

diskreettiajan nayteindeksi

inputin pitoaika ja vasteen naytteenottovali
viiveen kokonaisnaytteiden lukumaara
viiveen jaannososa, 0 <v < h

viive

Laplace-muunnos

Laplace-muuttuja

Jatkuva-aikaisen siirtofunktion napa
Z-muunnos

Z-muuttuja

diskreettiaikaisen siirtofunktion napa
residy (engl. residue)
jatkuva-aikainen sisddnmenosignaali
diskreettiaikainen sisaanmenosignaali
jatkuva-aikainen ulostulosignaali
diskreettiaikainen ulostulosignaali
jatkuva-aikainen tilavektori
diskreettiaikainen tilavektori
jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio
jatkuva-aikaisen osamurtokehitelman termi

jatkuva-aikaisen avoimen systeemin siirtofunktio

diskreettiaikaisen mallin siirtofunktio
diskreettiaikaisen osamurtokehitelman termi
jatkuva-aikaisen tilamallin matriisit
diskreettiaikaisen tilamallin matriisit
identiteettimatriisi

nollamatriisi

DC-vahvistus

aikavakio

Z-siirtofunktion nimittajan kerroin
Z-siirtofunktion osoittajan kerroin
luonnollinen kulmataajuus
vaimennussuhde

imaginaariyksikko

kaistanleveys

nousuaika

asettumisaika

integrointivahvistus
integrointivahvistuksen kriittinen arvo



1. JOHDANTO

Z- ja Laplace-muunnokset ovat keskeisia tydkaluja systeemiteoriassa. Niiden avulla sa-
maa fysikaalista prosessia voidaan tarkastella seka diskreettiaikaisessa etta jatkuva-ai-
kaisessa muodossa, mikd on tarkeaa, kun suunnittelu tehdaan naytteenotetulle raken-
teelle mutta ilmiot ovat jatkuva-aikaisia. Kaytannon suunnittelussa tarvitaan usein kyky
muuntaa diskreettiaikainen malli jatkuva-aikaiseksi siten, ettd DC-vahvistus ja dynamii-

kan peruspiirteet sailyvat.

Tassa tyossa tutkitaan viiveellisen diskreettiaikaisen mallin muuntamista jatkuva-ai-
kaiseksi malliksi. Erityisesti tarkastellaan tapauksia, joissa diskreettiaikainen viive d ei
ole naytteenottovalin h kokonaislukumonikerta. Talldin eraat muunnosmenetelmat saat-
tavat tuottaa erikoisia tuloksia. Ensimmaisen kertaluvun tapauksessa malli muunnetaan
jatkuva-aikaiseksi kolmella tavalla. Ensimmainen tapa on kayttaa MATLAB-funktiota
d2c, joka kayttaa oletuksena ZOH-diskretointia. Toinen tapa on invertoida ZOH-para-
metrikaavat ja ratkaista vahvistus, aikavakiot ja viive suoraan kertoimista. Kolmas tapa
muuntamiseen tapahtuu osamurtokehitelman kautta, jolloin diskreetti malli jaetaan yk-
sinkertaisiin termeihin ja kukin termi muunnetaan erikseen. Toisen kertaluvun tapauk-
sessa parametrikaavojen invertointi korvataan parametriyhtaloryhmamenetelmalla,
jossa johdetaan jatkuva-aikaisen mallin kertoimille yhtaloryhma. Lopuksi tutkitaan viela

suuren kertaluvun mallia osamurtokehitelman avulla.

Tulosten vertailu suoritetaan ensimmaisen ja toisen kertaluvun malleille vertaamalla mal-
lien Bode-diagrammeja, kaistanleveyksia ja askelvasteita. Ensimmaisen kertaluvun ta-
pauksessa vertailua tadydennetdan paattelemalld [-sdddon (integraalisaadon) kriittinen

vahvistus ja valitulle viritykselle saatavat vahvistusvara, vaihevara ja viivevara.



2. KASITTEET

2.1 Muunnokset

Jatkuva-aikaisten LTI-systeemien (Linear Time-Invariant) analysoinnissa ja suunnitte-
lussa Laplace-muunnos on keskeinen tyokalu, silla se mahdollistaa jatkuva-aikaisten
systeemien malliyhtaldéiden muuntamisen algebrallisiksi yhtaloiksi, mika helpottaa niiden
kasittelya. Kuitenkin monissa kaytannon sovelluksissa, kuten digitaalisessa signaalinka-
sittelyssa ja saatdjarjestelmissa, analysoitavat systeemit ovat diskreettiaikaisia, jolloin

jatkuva-aikainen malli on muunnettava diskreettiaikaiseksi.

Tassa tyossa tarkastellaan kaanteistda muunnosta, jossa diskreettiaikainen malli muun-
netaan takaisin jatkuva-aikaiseksi. Jotta tydssa kasitellyt muunnosmenetelmat voidaan
ymmartaa, on aluksi maariteltdva keskeiset kasitteet ja niiden matemaattinen tausta,
seka kasitella tdman tyon kannalta tarkeat lauseet. Tassa luvussa maaritelmiin on kay-

tetty kirjaa [1].

2.1.1 Laplace-muunnos

Maaritelma 2.1. Olkoon funktio f(t) maaritelty ajan t ei-negatiivisilla arvoilla. Tall6in Lap-

lace-muunnos maaritellaan integraalina

o)

LF) = f e~StF(t)dt,

0

missa s on kompleksi muuttuja [1, s. 348].

Koska tydssa kasitellaan tilayhtaloita ja muita differentiaaliyhtal6itd perehdytaan derivaa-

tan Laplace-muunnokseen.

Lause 2.2 Jos funktiolla f(t) on Laplace-muunnos F(s) = L{f(t)} ja se on derivoituva,

niin sen derivaatan Laplace-muunnos on

d
L{d—{} — sF(s) — £(0) [1,s.370].

Koska kasittelemme tassa tyossa viiveellisia malleja, perehdytaan tarkemmin viivastetyn

funktion Laplace-muunnokseen.



Lause 2.3 Jos kausaalisen funktio f(t) Laplace-muunnos on F(s), niin viivastetyn funk-

tion f(t — T;) Laplace-muunnos on muotoa

L{f(t =Ty} = e~ TaSF(s) [1,s.358].

2.1.2 Z-muunnos

Kaytannon sovelluksissa diskreettiaikaiset mallit saadaan yleensa ottamalla naytteita jat-
kuva-aikaisesta signaalista (engl. sampling). Naytteet otetaan usein tasavalein, jolloin
kahden perakkaisen naytteen aikaeroa kutsutaan naytteenottovaliksi h. Tasta proses-
sista muodostuva signaali on diskreettiaikainen, ja sen analysointiin kaytetaan Z-muun-
nosta. [1, s. 482]

Maaritelma 2.4 Olkoon x; diskreettiaikasarja, jossa k on aikaindeksi, eli diskreettiaika-

muuttuja. Talldin z-muunnos maaritellaan

2} = X(2) = ) 0z,
k=0

missa z on kompleksimuuttuja [1, s. 483].

Koska tydssa kasitellaan tilayhtaléita ja muita differenssiyhtaléita tarvitaan lause yhden

askeleen eteenpain siirrolle.

Lause 2.5 Jos x;, on diskreetti aikasarja ja silla on olemassa Z-muunnos, niin aikasarjan
yhdella askeleella eteenpain siirrettyjen arvojen muodostaman jonon Z-muunnos on

muotoa
Z{xg41} = zX(2) — zx,,
Kahdella askeleella edistetyn aikasarjan unilateraalinen Z-muunnos on:
Z{xp12} = 2°X(2) — z°xy — zx4,

Edistamalla aikajonoa d askelta saadaan jono, jonka unilateraalinen Z-muunnos on

d-1
Z{xp1q} = 22X (2) — Z x,z% 1. [1,5.492]

n=0



Lause 2.6 Jos x;, on diskreetti Z-muuntuva aikasarja, jonka alkuarvot ovat nollia, niin

viiveelld d viivastetyn aikasarjan Z-muunnos on muotoa

Z{x_q} = 279 X(2) [1,5.490].

2.2 Systeemin esitysmuodot

SISO-systeemi (engl. Single-Input, Single-Output) on systeemi, jolla on yksi sisdan-
meno- ja yksi ulostulosignaali. Viiveetonta lineaarista aikainvarianttia SISO-systeemia
voidaan mallintaa matemaattisesti esimerkiksi tilaesityksen ja siirtofunktion avulla. Siir-

tofunktiolla voidaan mallintaa myos viiveellisia malleja.

2.2.1 Tilaesitys

Tilaesityksen avulla voidaan mallintaa myés monia MIMO-systeemeja (engl. Multiple-

Input, Multiple-Output). [3, s. 41] Tassa tydssa kasitellaan vain SISO-systeemeja.

Rationaalisen vahvasti aidon jatkuva-aikaisen systeemin LTI-tilaesitys voidaan esittaa

muodossa

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y©) = Cx(®) (2.1

jossa x on systeemin tila, x on tilan derivaatta, u on systeemin sisddnmeno ja y systee-

min ulostulo. Kertoimet A4, B ja C ovat vakiomatriiseja.

Olettamalla tilan alkuarvo x(0) nollaksi ja Laplace-muuntamalla tilaesityksen (2.1) yhtalét

saadaan algebrallinen yhtalopari

sX(s) = AX(s) + BU(s)

2.2
Y(s) = CX(s) 22
Diskreettiaikainen vahvasti aito LTI-tilaesitys voidaan esittdd muodossa
x(kh + h) = Agx(kh) + Byu(kh
( ) = Agx(kh) + Bau(kh) (2.3)

y(kh) = Cqx(kh) ’

missa x on systeemin tila, y on systeemin ulostulo ja u on systeemin sisaanmeno. Tassa
h on naytteenottovali. Sita kaytetdan jatkossa myds inputin pitoaikana. Kertoimet A,,B,

ja C, ovat vakiomatriiseja.



Olettamalla tilan alkuarvo x(0) nollaksi ja tekemalla Z-muunnos tilaesityksen (2.3) yhta-

|6ille saadaan algebrallinen yhtaldpari:

zX(z) = AyX(2) + ByU(2)

Y(z) = C;X(2) (24)

Monia viiveellisia jatkuva-aikaisia malleja voi kuvata inputviiveellisella ja viiveettomalla

outputyhtaldlla

x(t) = Ax(t) + Bu(t — T,)

Y(©) = Cx(2) (2:5)

Laplace-muuntamalla yhtalét ja olettamalla x(0) = 0 sekd u(t) =0, kun -T; <t <0

saadaan algebrallinen yhtalépari

sX(s) = AX(s) + Be~TasU(s)

Y(s) = CX(s) (26)

Eraita diskreettiaikaisia inputviiveellisia systeemeja voidaan kuvata differenssiyhtalélla

x(kh + k) = Agx(kh) + Byu(kh — dh)

2.7
y(kh) = Coae(kh) @7
Tekemalld Z-muunnos ja olettamalla alkuarvot nolliksi saadaan yhtalépari
zX(2) = Ay4X(2) + Bz~ U (2) 2.8)

Y(z) = C4X(2)

Jatkuva-aikainen viive T; voidaan esittdd muodossa

Ty =dh+v, 0<v<h

Jos viive T, ei ole ndytevalin h kokonaislukumonikerta, vaan viiveen murto-osa toteuttaa
0 <v<hijad =0, pelkka termi u(kh — v) ei riita diskreetissa mallissa. Talloin viiveelli-
nen sisddnmeno voidaan esittdd kahden perakkaisen naytteen yhdistelmana, jolloin dif-

ferenssiyhtaloon tulee kaksi sydtematriisia B;; ja Bo

x(kh + k) = Agx(kh) + Bgu(kh) + Bgu(kh — h). (2.9)

Taman mallin vaihtoehtoinen esitys on



x(kh) = Agx(kh — h) + Bgyu(kh — h) + Bgou(kh — 2h). (2.10)
Olkoon kokonaisviive
Ty =dh+v, 0<v<h.

missa d on ei-negatiivinen kokonaisluku ja v on naytevalia pienempi osaviive. Tallin

saadaan Z-muunnosmalli olettamalla tilan alkuarvot nolliksi

zX(2) = AgX(2) + (Bg1z™% + Baoz= @)U (2)

Y(2) = C4X(2) (2.11)

2.2.2 Siirtofunktio

Ulkoisesti samalla tavalla kayttaytyvilla tilasysteemeilla on aaretdon maara erilaisia tila-
esityksia mutta yksikasitteinen siirtofunktio [3, s. 102]. Siirtofunktiolla kuvataan sisaan-

menon vaikutus ulostuloon.
Lause 2.9 LTI-tilasysteemin (2.1) Laplace-siirtofunktio on
G(s) = C(sl —A)"1B [2,s.452].

Jos sisdanmenossa on vakioviive T; = 0, niin systeemin siirtofunktio lauseen 2.3 mu-

kaan on
G(s) =C(sI —A)"1Be Tas, (2.12)
Lause 2.10 LTI-tilasysteemin (2.4) Z-siirtofunktio on
H(z) = C4(zl — Ag)~1B, [3,5.119].

Jos sisddanmenoviive on dh, missa d on ei-negatiivinen kokonaisluku, niin viive tuottaa

tekijan z~4, jolloin siirtofunktio lauseen 2.6 mukaan on
H(z) = z7%C4(zl — Ay) *By. (2.13)

Jos viive T, ei ole naytevalin h kokonaislukumonikerta, vaan viiveen murto-osa toteuttaa

0 < v < h, niin siirtofunktioksi saadaan yhtaloparista (2.11)

Ho(2) = Cq(zl — Ag) ™ (Ba1z™% + Bgpz~(@+D), (2.14)



3. TUTKITTAVAT MALLIT

Tassa tyossa oletetaan, etta sisdédnmenon u pitoaika ja ulostulon y naytteenottovali ovat
sama aika, joille molemmille kaytetddn samaa tunnusta h. Muunnosten, tiedonsiirron ja
digitaalisen saatimen laskennan oletetaan olevan ideaalisia, jolloin ohjaus u(kh) voidaan

muodostaa mittauksesta y(kh) viiveetta.

3.1 Viiveettoman mallin ZOH-diskretointi

Nollannen kertaluvun pito (ZOH) olettaa, etta sisddanmenosignaali pidetaan vakiona jo-

kaisessa naytevalissa. Naytteenottovalin ollessa h jatkuva-aikainen LTI-tilamalli

x(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t)

diskretoituu muotoon
x(kh + h) = Agx(kh) + Bau(kh), y(kh) = C4x(kh),

Talla oletuksella jatkuva-aikaisen LTI-tilaesityksen kertoimista saadaan diskreettiaikai-

sen LTI-tilaesityksen kertoimet naytteenottoajan ollessa h kaavoilla
h
Ag=e4", B, = f e B dr, Cy = C [3,s.70]. 3.1)
0

MATLAB-funktio c2d kayttaa oletuksena ZOH-menetelmaa ja laskee diskreetin mallin

kertoimet hyodyntamalla eksponenttimatriisia (expm) [4].

Jarjestelmalle, jossa on n tilamuuttujaa ja m sisddnmenoa, funktion c2d ZOH-algoritmi
voidaan esittdd muodostamalla yhdistetty matriisi

Ag  Bg

M=expm(y o I=To"

1
missa I on m X m identiteettimatriisi, 0, on m X n nollamatriisi ja 0, on m X m nollamat-
riisi. Naiden avulla voidaan ratkaista mahdolliset jatkuva-aikaiset kertoimet matriisiloga-

ritmin logm avulla:

1 A B
E(M)=logm[01 02] (3.2)



MATLAB-funktio d2c toteuttaa taman laskennan automaattisesti hyédyntamalla funktiota
logm eli eksponenttimatriisiin kadanteisoperaatiota matriisilogaritmin paahaara-arvon

maarittamiseen [4].

3.2 Ensimmaisen kertaluvun malli

Lauseen 2.9 mukaisen ensimmaisen kertaluvun jatkuva-aikainen malli esitetdan stan-

dardimuodossa

G(s) = (3.3)

Ts+1’

missa K on vahvistus ja T on aikavakio. Mallin erdan tilaesityksen parametrit ovat
,  C=1. (3.4)

Kaavoilla (3.1) jatkuva-aikaisen tilaesityksen tilan naytteille saadaan tiladifferenssiyhtalo,

jonka kertoimet ovat
ay=Ag=e"T, b =B;=K(1-e M) (3.5)

Kyseisen mallin diskreettiaikainen Z-siirtofunktio on lauseen 2.10 mukaan

-1
blz

H(z) = (3.6)

1 - alz_ll

Siirtofunktion H(z) DC-vahvistus H(1) on sama kuin siirtofunktion G(s) DC-vahvistus

G(0), eli K.

Jos sisddanmenossa on vakioviive T; > 0, jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio on lausei-

den 2.3 ja 2.9 perusteella

G(s) = e~ Tas, (3.7)

Ts+1

Diskreettiaikaisessa tapauksessa viive jaetaan kokonaisluku- ja murto-osaan

Ty =dh+v, 0<v<h,

missa d on ei negatiivinen kokonaisluku ja v on naytevalid pienempi osaviive.



Jos v = 0, niin viive on naytteenottovalin monikerta, joten siirtofunktiossa on lauseen 2.6

mukainen viivetekija

b, zt
T (3.8)

HZ) =z ——
(2) =z 1—az

Jos 0 < v < hjad =0, niin vive huomioidaan diskretoinnissa siten, ettd malliin tulee

kaksi perakkaista syotenaytettd. Yhden askeleen paivitys voidaan kirjoittaa muodossa
x(kh + h) = a;x(kh) + byu(kh) + b,u(kh — h), (3.9

missa kertoimet saadaan jakamalla integraali kahteen osaan ja tekemallda muuttujan-

vaihto
h—v v
a;=e4t, b= f e4SBds, b, = eA(h‘”)f e4SBds. [5,s.39] (3.10)
0 0
Kun sijoitetaan A = —%ja B = g saadaan kertoimet muotoon
a=e M, b =K(1-e T  p,=K(e"hDT—g=N/T), (3.11)
Koska C = 1, patee y(kh) = x(kh), jolloin Y(z) = X(2) ja H(z) = % Diskreetistd mal-

lista (3.8) saadaan olettamalla alkuarvot nolliksi ja tekemalla Z-muunnosmalli
(z—a))X(2) = (by + bz~ HU(2). (3.12)
Tasta seuraa

bl + sz_l blz_l + sz_z
H = = 1
(Z) zZ — al 1 - a12_1 ’ (3 3)

jonka kertoimet b, ja b, riippuvat viiveesta v.

3.3 Toisen kertaluvun malli

Toisen kertaluvun vahvasti aito jatkuva-aikainen siirtofunktio voidaan esittdd muodossa

cs+f

‘O =Zratr

(3.14)
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Kun malli diskretoidaan ZOH-oletuksella naytteenottovalillda h, saadaan vastaava

diskreettiaikainen Z-siirtofunktio

blz_l + bzz_z
1+a,z7 4+ a,z72

H(z) = [2,5.81].

(3.15)

Koska malli diskretoidaan ZOH-oletuksella, diskreetin tilamallin kertoimet maaraytyvat

jatkuvan tilamallin kertoimista kaavojen (3.1) mukaisesti. Kun diskreetti tilaesitys on muo-

dostettu, Z-siirtofunktio saadaan suoraan lauseen 2.10 esityksesta.
Toisen kertaluvun tapauksessa A, on 2 x 2-matriisi. Kirjoitetaan

ZI—Ad=[Z_a11 —aq2 ]

—Q1 Z—0p
Talloin 2 x 2-kaanteismatriisikaavalla saadaan

1 [Z — dyp aqy

_ -1 _
(zl = Aa) az1 Z—0aq1

 det(zl — Ag)
Nimittaja maaraytyy determinantista
det(zl — Ag) = z° — (@11 + a32)z + (a11a2; — A1205).
Nimittajan kertoimet a, ja a, ovat taten
ay = —(a11 + azy), Az = A11022 — A12021.

Vastaavasti osoittaja matriisi voidaan esittdd muodossa

Z— 0y a2 7 _ —dzz A1z
[ az1 Z— a11] =2+ [ az1 —a11]'
Sijoitetaan tdma siirtofunktioon ja saadaan muoto
22 Q12
o Calel® [ o, o ]Ba
(@) = det(zl — Ay) '

Koska osoittajassa z esiintyy vain ensimmaisessa potenssissa, voidaan Kirjoittaa

—0qz2 Aq
Ca(zl + 0 _all])Bd = b,z + b,.

|16.5.252].

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Tasta saadaan ratkaistua osoittajan kertoimiksi

bi=CaBar br=Ca([ g Zar])Ba (3.23)

Jos sisdanmenossa on vakioviive T; > 0, jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio on

cs+f

G(s) =—— 2 —
(s) s24+as+b

e~Tes, (3.24)

Diskreettiaikaisessa tapauksessa viive jaetaan taas
Ty =dh+v, 0<v<h,
missa d on ei-negatiivinen kokonaisluku ja v on naytevalia pienempi osaviive.

Jos v = 0, viive on naytteenottovalin monikerta ja siirtofunktioon lisatdan lauseen 2.6

mukainen viivetekija

blz_1 + sz_Z

H(z) =z"¢ .
( ) 1+a12_1+a22_2

(3.25)

Jos 0 < v < h, pelkka tekija z=¢ ei riitd. Talldin viive huomioidaan diskretoinnissa siten,
etta differenssiyhtaloon tulee kaksi perakkaista syotenaytetta kaavan (3.9) mukaan. Ker-
toimet maaraytyvat kaavan (3.9) mukaan.

Systeemin ulostulo on y(kh) = C4x(kh), jolloin Y (z) = C4X(z) jasiten H(z) = %Z()Z) Mal-
lin (3.9) mukaisesta toisen kertaluvun diskreetista mallista saadaan olettamalla alkuarvot

nolliksi ja tekemalla Z-muunnos muoto
H(z) = Cq(zl — Ag) Y (Bg1z™% + Bgpz~(4*D), (3.26)
Sijoitetaan tdhan kaava (3.16). Siirtofunktio saadaan muotoon

Z— Ay a2
Ca

7 — all] (Bdlz_d+Bd2Z_(d+1))

al an
H(z) = 3.27
@) det(zI—Ay) (3:27)
Jaetaan osoittaja ja nimittaja kertoimella z? saadaan muoto
b Z—(d+1) +b Z—(d+2) +b Z—(d+3)
H(z) = = z 3 , (3.28)

1+ a1z ' +a,z2
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missa

—dzz Q13

azz aip ]
B + B , b;=C [
1 dl d2 3 d azq

by = CqBay, b, = Cq [ a,, —a,

| B 329

Tietyissa erityistapauksissa toisen kertaluvun jatkuva-aikainen siirtofunktio voidaan esit-

taa muodossa

Wi
s2 4+ 2{wy,s + w2’

G(s) = (3.30)

missa w, > 0 on luonnollinen kulmataajuus ja { > 0 on vaimennussuhde. Taman DC-

vahvistus G (0) on yksi. Kun malliin lisdtaan lauseen 2.3 mukainen viive saadaan

wp

e~ Tas, 3.31
$2 4+ 2{wy,s + w2 (3.31)

Ga(s) =

3.4 Kertaluvun N malli

Kertaluvun N rationaalinen vahvasti-aito jatkuva-aikainen siirtofunktio voidaan esittaa

muodossa

Brns™ + Bu-15™"1 + -+ By

G(s) = , 3.32
) SN +ay_1sV=1 + -+ @ (332)
missa N on systeemin kertaluku ja m toteuttaa ehdon m < N.
Vastaava diskreettiaikainen Z-siirtofunktio voidaan esittad muodossa
biz 7t + b,z %+ -+ byz ™
H(z) = — 2 M (3.33)

14+a,z7 ' +a,z72+ - +ayz™V’

m on jatkuva-aikaisen siirtofunktion osoittajapolynomin aste, kun taas M kuvaa diskreetin
z~1-esitysmuodon osoittajan suurinta eksponenttia. Jos M toteuttaa ehdon M < N, niin
systeemi on vahvasti aito eli, jos jatkuva-aikaisessa siirtofunktiossa m < N, niin diskreet-

tiaikaisessa siirtofunktiossa M < N.

Jos sisddanmenossa on vakioviive T; > 0, jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio on lausei-

den 2.3 ja 2.9 perusteella
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BinS™ + Bm-15™"" + =+ Bo

G(s) =eTas
() SN +ay_1sV"1+ -+

(3.34)

Jos v = 0, viive on naytevalin d ja ei-negatiivisen kokonaisluvun d tulo. Tall6in siirtofunk-

tioon lisatdan lauseen 2.6 mukainen viivetekija

blz_l + bz Z_2 + A + bMZ_M
1+az7t+az72++ayz N’

H(z) =z ¢ (3.35)
Jos viive ei ole ndytevalin monikerta, niin pelkkd z~¢ ei riit4. Talldin viive huomioidaan
diskretoinnissa siten, etta differenssiyhtaloon tulee kaksi perakkaista syotenaytetta kaa-

van (3.9) mukaan.
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4. MUUNNOKSET

4.1 Muunnokset ensimmaisen kertaluvun mallille

Tutkitaan jatkuva-aikaista siirtofunktiota

0.3
42s+1°

G(s) =e~8 (4.1)
Tama on ensimmaisen kertaluvun jatkuva-aikainen siirtofunktio, jolla on vahvistus K =

0.3 aikavakio T = 42 ja yksi napa kohdassa s = —ﬁ. Lisaksi siina on viive T; = 8.

Valitaan naytteenottovali h = 8. MATLAB-funktio c2d tuottaa tassa tilanteessa Z-siirto-

funktion

0.05203

_ -1
H(z) =z= o eree:

(4.2)

Tama on ensimmaisen kertaluvun Z-siirtofunktio, jolla yksi napa kohdassa z = 0.8266 ja
viivettd yhden askeleen verran. MATLAB-funktio d2c palauttaa talldin alkuperaisen jat-

kuva-aikaisen siirtofunktion (4.1).

Tutkitaan samaa mallia, mutta valitaan naytteenottovaliksi h = 10. Nyt c2d-funktio tulos-

taa.

_; 0.01395z + 0.04961

Hz) =2 z—0.7881 (43)
Tasta funktio d2c tuottaa siirtofunktion, jonka rationaaliosa on heikosti aito
_10s 0-01395s +0.007143
G(s)=e™" (4.4)

s+ 0.02381

Alkuperaisen Laplace-siirtofunktion napa on sailynyt, mutta siihen on tullut yksi nolla ja

viiveen arvo on muuttunut.

4.1.1 ZOH-diskretoinnin parametrikaavojen invertointi

Tutkitaan mallia (3.2). Sen I/O-differentiaaliyhtalé on
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Ty(t) +y(t) = Ku(t).

Kun valitaan tila x(t) = y(t), tiladifferentiaaliyhtaloksi saadaan
X(t) = ! t +K t
x(6) = —7x(6) + 7 u®.

Tasta voidaan lukea parametreille A ja B arvot

Naytevali on h ja tarkastellaan tapausta, jossa 0 < v < h. Tallin viiveellinen sisdanmeno

voidaan esittdd kahden perakkaisen naytteen yhdistelmana kaavan (3.9) mukaan.

Differenssiyhtalon (3.9) ja sen kaavassa (3.13) annetun siirtofunktion H(z) parametrit

ovat kaavan (3.11) mukaan
a, =e M7, b, = K(1— e~ (=0T, b, = K(e=("0)/T— g=h/T),

Aikavakio T saadaan yhtélosté a; = e /T

B h
In(ay)
DC-vahvistus K voidaan ratkaista sijoituksella
b, + b,

Viive v voidaan ratkaista yhtalosta

bz Ke—(h—v)/T(l_e—v/T) e—(h—v)/T(l_e—v/T)
by | K(l—e V) | 1—e G0

Tehdaan muuttujanvaihto

w=e VT,

Talloin luvulle r saadaan esitys



16

%(1—W) _a;(1-w)

_ _ _—h/T
r= @ —— a =e /T,
w
Ratkaistaan w
_a(1+7)
 r+4a;
Tasta voidaan ratkaista viive
a(1+r
v=-TlIn( 1 ))
r+a,

Kunkin nollasta poikkeavan Z-siirtofunktion navan ja Laplace-siirtofunktion navan valilla

on yhteys
z=e"[5,5.61].

Tasta voidaan ratkaista Laplace-siirtofunktion napa
1
s = Eln(z). (4.5)

Diskreettiaikaisille navoille z ja jatkuva-aikaisille navoille s patee yhteys
|z]| <1 Re(s) <0,

eli diskreetissa ajassa yksikkdympyran sisalla olevat navat kuvautuvat jatkuvassa ajassa
reaaliakselin vasemmalle puolelle. Tama tulkinta tehddan mallin minimirealisaation na-

pojen perusteella.
Sijoitetaan saatuihin parametrikaavoihin Z-siirtofunktion (4.3) parametrit
a, = 0.7881, b; = 0.01395, b, = 0.04961, z = 0.7881.

Parametrien T, K ja v numeeriksi arvoiksi saadaan

Saadut parametrit ovat jatkuva-aikaisen ensimmaisen kertaluokan viiveellisen siirtofunk-

tion (4.1) parametrit.
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4.1.2 Osamurtokehitelma

Osamurtokehitelmaa kaytetdan esittdmaan siirtofunktio yksinkertaisimpien siirtofunktioi-
den summan, jolloin siirtofunktion analyysi helpottuu. Diskreetin mallin osamurtokehi-
telma muodostetaan symbolisesti MATLAB-funktiolla partfrac, jonka jalkeen termit poi-

mitaan funktiolla children. [4]. Tutkittavan Z-siirtofunktion (4.3) osamurtokehitelma on
H(z) = Hy(2) + H,(2). (4.6)

Oletetaan ehto a; # 0, joka toteutuu, kun a; = e~"T. Osamurtokehitelman termit saa-

daan muotoon

b
b+ by 1
a
Hy@)=—72,  H@)=-——. (47)
1 1

Siirtofunktion (4.3) osamurtokehitelman termeiksi saadaan

0.076899 0.062949
Hy(2) = —————.

z—0.7881’ z (4.8)

Hi(z) =

Ensimmainen termi on ensimmaisen kertaluvun viiveetdn Z-siirtofunktio, ja toinen termi

edustaa yhden askeleen viiveen ja vahvistuksen sarjakytkentaa.

Muuntamalla Z-siirtofunktio termi termiltd Laplace-siirtofunktioksi saadaan rinnankyt-

kenta
G(s) = G1(s) + Ga(s), (4.9)
jossa
G,(s) = M G,(s) = —0.06295¢ 719, (4.10)
s +0.02381

Ensimmainen termi on ensimmaisen kertaluvun viiveetdn Laplace-siirtofunktio, ja toinen
termi on 10 aikayksikdn viiveen ja vahvistuksen 0.06295 sarjaankytkenta. Rinnankytken-

nan (4.9) lohkokaavio on esitetty kuvassa 4.1.
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0.008642
s +0.02381

|
|

-0.06295 4/-\/

Transport
Delay 10

Kuva 4.1 Siirtofunktion (4.9) rinnankytkentélohkokaavio, jossa kumpaakin osamurtoter-
mié edustaa yksi rinnankytkennén haara.

4.2 Muunnokset toisen kertaluvun mallille
Tutkitaan toisen kertaluvun mallia muodossa

K
(Tys + 1)(Tys + 1)

G(s) = e Tas

Kun nimittaja kirjoitetaan polynomin perusmuodossa, saadaan
(T15 + 1)(T25 + 1) = T1T252 + (T1 + Tz)s + 1,
josta jakamalla kertoimella T; T, nimittdjalle saadaan tekija

T, + T, 1

2
s+ .
1T, LT,

s“ +

Verrataan tata muodon (3.31) nimittdjaan, jolloin luonnollisen kulmataajuuden w,, ja vai-

mennussuhteen ¢ arvoiksi voidaan paatella

1 Ty + T,
R o N o
112 2 TiT,

Tassa luvussa tutkitaan esimerkkimallia

1 1
Gs)=e > ——_—¢2s . 411
)= 05777571~ ¢ @+DGs+ D (4.11)
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Tastd ndhdaan parametrit K =1, T, =2, T, = 5 ja viive T; = 2, jolloin

0.7
w, = V0.1 = 0.316, = =~ 1.11. 4.12
n =V =701 (4.12)

T, # T,, joten ¢ > 1 eli malli on ylivaimennettu.

Valitaan naytteenottovali h = 2. MATLAB-funktio c2d tulostaa vahvasti aidon Z-siirto-

funktion

0.1281z + 0.08034

H(z) = z-1 .
() =27 1038, 1 0.2466

(4.13)

MATLAB-funktio d2c palauttaa tdssa tapauksessa alkuperaisen jatkuva-aikaisen siirto-
funktion (4.11).

Valitaan seuraavaksi naytteenottovali h = 2.5. Nyt funktio c2d tulostaa Z-siirtofunktion

1 0.01114z% + 0.213 z + 0.05662

H —
() =z 22 — 0.893z + 0.1738

(4.14)

Talle funktio d2c muodostaa jatkuva-aikaisen siirtofunktion, jonka rationaaliosa on hei-

kosti aito

, 0.01114s% +0.04981s + 0.1
s2+0.7s + 0.1

G(s) = e 25 (4.15)
Alkuperaisen Laplace-siirtofunktion napa on sailynyt, mutta siihen on tullut kaksi nollaa

ja viiveen arvo on muuttunut.

4.2.1 Osamurtokehitelma

Tutkitaan osamurtokehitelman avulla toisen kertaluvun Z-siirtofunktiota. Diskreetin mal-
lin osamurtokehitelma muodostetaan symbolisesti MATLAB-funktiolla partfrac, jonka jal-
keen termit poimitaan funktiolla children [4]. Tarkastellaan siirtofunktiota (4.14), joka voi-

daan kirjoittaa muodossa

b1z? + byz + by

z(z — z1)(z — Zz).

H(z) = (4.16)

Taman siirtofunktion navat ovat 0, z, ja z,. Oletetaan, etta z; # z, seka z; # 0 ja z, # 0,

jolloin osamurtokehitelma voidaan esittdd muodossa
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H(z) = Hi(2) + H,(2) + H3(2), (4.17)

jossa

n g) T3
h@=——, H@=—— H@="
1 2

(4.18)

Lukuja ry, 1, ja r3 kutsutaan residyiksi (engl. residues).
Kertomalla osamurtokehitelman yhtalé puolittain kertoimella z(z — z,)(z — z,) saadaan
b1z? + byz + by = 112(2 — 2) + 1,2(z — z1) + 13(2 — 21) (2 — 2y).

Kukin residy saadaan sijoittamalla tahan identiteettiin muuttujan z arvoksi residyyn liit-

tyva napa. Sijoituksella z = 0 saadaan
rg=—0. (4.19)

Sijoittamalla z = z; saadaan

_ b]_le + szl + b3

ro= (4.20)
! 71(z1 — 73)
Pisteessa z = z, saadaan
b,z% + byz, + b
== 225 (4.21)
75(2; — 21)
Termien H,(z) ja H,(z) eraan tilaesitykset parametrit ovat
Ad =1 Bd =7Z (422)

Termit H,(z) ja H,(z) vastaavat ensimmaisen kertaluvun Z-siirtofunktioita. Kaavoista
(3.1) voidaan ratkaista MATLAB funktiolla solve

_In(z) _ nln(z)

| = —— | = ———— | € 1,2. 4.23
A h ) i h(Zl—l)’ l ) ( )

Naista seuraa lauseen 2.9 mukaan siirtofunktio
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riln(z;)

) = @) —h @ - D

i€1,2. (4.24)

Termi H;(z) on yhden askeleen viive vakiovahvistuksella. Muuntamalla tdama jatkuvaan

aikaan saadaan
G3(s) = rze™™s, (4.25)
Tutkittavan Z-siirtofunktion (4.14) osamurtokehitelma on

1.2939 0.9792 0.3258

2—02866" D= Thg0esr M@= (4.26)

Hi(z) = —

Ensimmaiset kaksi termia ovat ensimmaisen kertaluvun viiveettomia Z-siirtofunktioita, ja

kolmas on yhden askeleen viivetermi vakiovahvistuksella
Muuntamalla Z-siirtofunktio termi termilta Laplace-siirtofunktioksi saadaan siirtofunktio

G(s) = G,1(s) + G,(s) + G5(s), (4.27)

0.4978 0.9066

Gi(s) = ———2 G (s) = ——
1) = 5302001 2(8) = = 5770.4998

G;(s) = 0.3258e725, (4.28)
Ensimmaiset kaksi termia ovat ensimmaisen kertaluvun viiveettomia Laplace-siirtofunk-
tioita, ja kolmas on 2.5 aikayksikdn viiveen ja vakiovahvistuksen 0.3258 sarjaankytkenta.

Rinnankytkennan (4.19) lohkokaavio on esitetty kuvassa 4.2.
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| 04978
5+ 02001

| 0.9066 <
5+ 04998 <M >

» 0.3258 J\\/

Transport
Delay 2.5

Kuva 4.2 Siirtofunktion (4.26) rinnankytkentélohkokaavio, jossa kutakin osamurtotermiéa
edustaa yksi rinnankytkennén haara.

4.2.2 Parametriyhtaloryhmamenetelma

Johdetaan aluksi kaavat, joilla voidaan ratkaista luonnollinen kulmataajuus ja vaimen-
nussuhde Z-siirtofunktion navoista. Taman jalkeen muodostetaan kolmen yhtalon yhta-
I6ryhma, josta voidaan ratkaista jatkuva-aikaisen mallin osoittajan kertoimet ja osaviive,

kun tiedetdan, DC-vahvistus, kulmataajuus ja vaimennussuhde.
Toisen kertaluvun mallin nimittdja on standardimuodossa
s2 4+ 2Cwys + w2.

Koska s; ja s, ovat taman polynomin juuret, sama nimittaja voidaan kirjoittaa tekijoihin

jaettuna muotoon
(s = s1)(s — s2).
Kertomalla tekijat auki saadaan
(s —51)(s —53) =52 — (51 + 5,)S + 5¢5,.
Vertaamalla tdman lausekkeen kertoimia standardimuodon polynomiin saadaan ehdot
—(s1+ 52) = 20wy, 5157 = W4,

joista ratkaistaan
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S1+ S,

Wy = /5157, = pg—
n 1°2 Z Zm

Sijoittamalla tahan yhteys (4.5) saadaan muoto

1 l +1
o, = L T Int), (= - @) tin@) (4.29)
h 24/In(zy) In(z,)
DC-vahvistus K saadaan sijoituksella
by + b, + bs
K=H1l)=——"—- 4.30
(1) 1+a, +a, ( )
Jatkuva-aikainen siirtofunktio on muotoa
+
G(s) = eSS (4.31)

s2 + 2{wys + w2’

jonka rationaalifunktiotekijan eraan tilaesityksen parametrit ovat

A=[_2)121 _Z}wn], B=[(1)], C=1[f cl[7,s649]

Kaavoilla (3.29) saadaan kolme epélineaarista yhtaléa tuntemattomille f, c ja osavii-

veelle v

[f clBu(v) = by

[f C]<[_aC:212 _acllil]Bm(v)"'de(v)) = by (4.32)
F el o S22 ] Ba) = by

Siirtofunktiosta (4.11) saadaan luettua Z-siirtofunktion parametrit

a, =—0893, a,=01738, b, =001114, b, =0213, by = 0.05662.

Siirtofunktion (4.14) nimittajasta saadaan ratkaistua navat

7, = 06064,  z, = 0.2866.

Ratkaistaan z-napojen avulla luonnollinen kulmataajuus w,, ja vaimennussuhde { kaa-
voista (4.29)

wy, = 0.316255, ¢ =1.106606.
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DC-vahvistukseksi K saadaan kaavasta (4.30)
K = 0.999858.

Muodostetaan yhtaléryhma numeerisesti MATLABIlla ja kaytetdan sen ratkaisuun funk-
tiota fsolve [4]. Yhtaléryhma toteutetaan MATLABIissa omana funktiona paramEqu-

ations. Funktio fsolve kutsutaan seuraavasti. Alkuarvaukseksi x, valitaan

- -H

Taman jalkeen maaritelldan funktiokahva
fun = @(x) paramEquations(x,Bdl,Bd2,T,b0,bl,b2).
Tarkennetaan laskennan tarkkuutta maarittamalla fsolve-funktion asetukset seuraavasti
opts = optimoptions ( 'fsolve', 'FunctionTolerance',6 1le-14,...
'StepTolerance', le-14, 'OptimalityTolerance', le-14).
Ratkaistaan yhtaléryhma komennolla

x = fsolve (fun, x0, opts).

MATLAB tulostaa:
v = 1.994517, f =0.100003, ¢ = —0.000543,

Osoittajan kertoimien, vaimennussuhteen, luonnollisen kulmataajuuden ja viiveen avulla

saadaan aikaan jatkuva-aikainen siirtofunktio

—0.000543 s + 0.100003

G(s) = e—1994517s _
(s)=e s2 +0.699999 s + 0.099999

Pyoristamalla kertoimia saadaan

0.1

G(s) = e—199s _
(s) =e s2+0.70s + 0.10

(4.33)

Tama vastaa hyvin alkuperaista jatkuva-aikaista siirtofunktiota, silla
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2s+1)(55+ 1) =10s? + 7s + 1 = 10(s? + 0.7s + 0.1).
ja
10-0.1 = 1.

4.3 Muunnokset kertaluvun N-mallille

Tutkitaan vielad suuren kertaluokan jatkuva-aikaista mallia. Tutkitaan kuudennen kertalu-

vun jatkuva-aikaista viiveellista siirtofunktiota

36 s+ 2
G0 = e o 655 T 1557 + 2053 + 1552 1 65 + 1 (434)
Valitaan naytteenottovali h = 3. MATLAB-funktio c2d tulostaa Z-siirtofunktion
bsz® + byz* + b3z® + byz? + byz+ b
Gy(z) =z71—= 4 3 2 1= 0 (4.35)

726+ agz® + auz* + a3z + a2 + a2+ ay’
jossa

as = —0.2987, a, =0.03718, a3 = —0.002468,

a, =9.216-10"%, a, =-1.835-10"%, a, = 1.523-1078,
bs = 02687, b, =09204, b = 02712,

b, =0.01194, b, =4.048-1075, b, =—-1.913-10"".

Takaisinmuunnos funktiolla d2c palauttaa jatkuva-aikaisen mallin (4.33).
Valitaan naytteenottovaliksi h = 4. Nyt funktio c2d tulostaa Z-siirtofunktion

bez® + bsz® + byz* + b3z3 + byz% + byz + by

Gy(z) =z71
a(?) 76+ agz + ayzt +azz3 + a2zt az+ay’

jossa

as =—0.1099,  a, = 0.005032,  a; = —0.0001229,
a,=1.688-10"°,  aq, =-1237-10"8,  q,=3.775-1071%,
b = 0.004254,  b; = 09388, b, =0.7826,  bs = 0.06356,
b, = 0.0007935, b, =8.725-1077, by = —4.742 - 10710

Talle funktio d2c muodostaa Laplace-siirtofunktion, jonka rationaaliosa on heikosti aito
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< 0.00425s° + 0.0439s5 + 0.2325* + 0.821s3 + 1.995s2 + 3s + 2

G(s) = e~*
(s)=e $6 + 655 + 155% + 2053 + 1552 + 65 + 1

(4.36)

Alkuperaisen siirtofunktion navat ovat sailynyt, mutta viive on nyt 4 ja siirtofunktion osoit-

taja on positiivisen asteluvun polynomi, jolla on 6 juurta.

Tutkitaan osamurtokehitelman avulla kuudennen kertaluvun Z-siirtofunktiota. Matlabin
funktiolla partfrac saadaan osamurtokehitelma, jonka jalkeen termit poimitaan funktiolla

children.

u 3124 105
1(8) = 502716
(1.533 - 10° + 2.799 - 10°i)

H =
2(%) = T 0.02125 + 0.0074470)

(1.533 - 10> — 2.799 - 10°i)

H =
3() = T 0.02125 = 0.0074470)

—(1.721 - 10° — 2.468 - 10°)
z —(0.01416 + 0.005432i) ’

Hy(z) =

—(1.721 - 10° + 2.468 - 10°)

H =
5(%) =~ " (0.01416 — 0.0054320) ’

He(z) = —2.747 - 10°
o) = 001191

—12.56
H,(z) = PR

Kun konjugaattiparit yhdistetaan reaalikertoimisiksi toisen kertaluvun termeiksi ja kukin

osa muunnetaan takaisin jatkuvaan, saadaan
G(S) = Gl + 023 + G4,5 + G6 + G7,
Jossa

c _2.895- 105
109 = 5300015
3.413-10%s + 2.8 - 10°

Gya(s) = :
23(8) = 7718975 1 0.9065
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—3.229-10°s — 3.889 - 10°
s242.094s +1.105 ’

Gas(s) =

—3.079 - 10°

Ge(s) = — 2
() =~ T71108

G,(s) = —12.56 7.

G1(s) ja Gg(s) ovat ensimmaisen kertaluvun viiveettomia Laplace-siirtofunktioita. Termit
G,5 ja G,z muodostavat konjugaattipareista yhdistetyt toisen kertaluvun osat. Termi G, on

puhdas 4 aikayksikdn viive vakiovahvistuksella —12.56.
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5. TULOSTEN VERTAILU

5.1 Ensimmainen kertaluku

Vertaillaan kolmella eri menetelmalla saatuja ensimmaisen kertaluvun jatkuva-aikaisia

siirtofunktioita

G, =e 8 —0'3
r- 42s + 1’
0.01395 s + 0.007143
GZ — e—lOS :
s+ 0.02381
0.008642 10
Gy = ——————— 4+ 0.06295 e~ 105,

37 $40.02381

Mallien Bode-diagrammit esitetdan kuvassa 5.1.

Bode: G1, G2, G3

Magnitude (dB)

G1 - inversio
—— G2 - c2d/d2c
——G3 —omk

107 10°
Frequency (rad/aikayksikka)

Kuva 5.1 Bode-diagrammi ensimmaisen kertaluvun siirtofunktioille G,(s), G,(s) ja Gs(s)

Systeemien kaistanleveydet (eng. bandwidth) voidaan lukea karkeasti Bode-diagram-

mista tai MATLABIssa etsimalla taajuus, jolla vahvistus putoaa arvoon |G (0)|/V2. Taméa

voidaan tehda esimerkiksi funktiolla getGainCrossover seuraavasti:
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wbl = min (getGainCrossover (G1l, abs(dcl)/sqgrt(2)))
wb2 = min (getGainCrossover (G2, abs(dc2)/sqgrt(2)))
wb3 = min(getGainCrossover (G3, abs(dc3)/sqgrt(2))),

jossa dc1, dc2, ja dc3 ovat mallien DC-vahvistukset. Saadaan kaistanleveydet
wpy = 0.0238,  wp, = 0.0239, w3 = 0.0225.[4]

Bode-diagrammin perusteella G; ja G, vastaavat likimain toisiaan matalilla ja keskitaa-
juuksilla. Siirtofunktiolla G; on pienin kaistanleveys. Suurilla taajuuksilla siirtofunktion G,
vahvistus putoaa, kun taas siirtofunktioiden G, ja G; dB-vahvistukset lahestyvat vakioar-
voa. Tama johtuu siita, ettd G, rationaalitekijd on heikosti aito, jolloin vahvistus ei vai-
mene kohti miinus aaretonta vaan lahestyy aarellistd arvoa. Mallin G5 suurten taajuuk-
sien kayttaytyminen maaraytyy taas viivastetysta vahvistustermisté 0.06295 e =19, jonka
vahvistus 0.06295 on vakio. Siirtofunktion G5 dB-vahvistuksessa nakyy lisdksi notkahdus

ja heiluntaa, joka tasoittuu suuremmille taajuuksille siirryttaessa.

Askelvasteista ndhdaan, etta kaikkien mallien DC-vahvistus on sama G(0) = 0.3. MAT-
LAB funktiolla stepinfo saadaan luettua siirtofunktioille nousuajat t,4, t,, ja t,; seka

asettumisajat t4, tg,, ja tg

Gy =ty = 922778, G, -ty = 172.3084,
G, >ty = 92.2778, G, > tg, = 172.3084,
Gs — ty3 = 101.0720,  Gs > tg = 172.2844 [4].

G(s) ja G(s)e~ %S antavat saman nousuajan, mutta viive siirtda vasteen ajassa, joten vii-

veellisen mallin asettumisaika on noin viiveen verran suurempi kuin viiveettoman.

Askelvasteet on esitetty kuvassa 5.2.
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G1 — inversio
G2 —c2d/d2c
< G3 —omk

Kuva 5.2 Askelvasteet ensimmaisen kertaluvun siirtofunktioille G,, G, ja G5

Siirtofunktion G5 askelvasteessa nakyy alussa pieni poikkeama, koska siina viiveellinen
osa on erotettu omaksi termikseen osamurtokehitelman yhteydessa. Poikkeama selittaa

myo6s mallin G; pidemman nousuajan.

Tarkastellaan saatdpiiria, jossa on tutkittava prosessi, ideaalinen anturi ja |-saadin, jonka
integrointivahvistus on K;. Avoimelle systeemille eli saatimen, prosessin ja anturin sar-

jaankytkennan siirtofunktioksi saadaan.
K;
L(S) = ? G(S)

Valitaan integrointivahvistukseksi K; = 0.3. Avoimien systeemien Bode-diagrammit esi-

tetaan kuvassa 5.3.
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m

o
o

°
=
@

Phase (deg)

10°
Frequency (rad/aikayksikko)

Kuva 5.3 Bode-diagrammit avoimille systeemeille L, L,, ja L

Bode-diagrammeista huomataan, etta kaikkien avoimien systeemien vahvistukset vai-

menevat suurilla taajuuksilla.

Vahvistusvara (eng. gain margin), vaihevara (eng. phase margin) ja viivevara (eng. delay
margin) voidaan lukea avoimen systeemin Bode-diagrammista tai esimerkiksi MATLAB-
funktiolla al1margin [4]. Funktiolla al1margin saadaan vahvistusvarat GM, vaiheva-

rat PM ja viivevarat DM.

G, » GM, = 14312, G, » PM, = 89206°, G, » DM, = 3.5926
G, » GM, = 1.4145, G, » PM, = 8.7031°, G, - DM, = 3.4980
Gs » GMy = 2.0590, G5 » PM; = 143012°, G5 » DM; = 6.0864.

[-vahvistukselle K;,, I-vahvistuksen kriittinen arvo on

Kicrit = GM - Kjp.

Valinnalla K;, = 0.3 saadaan kriittiset vahvistukset

GM, - Kjp.= 0.4294,  GM, - Kjp.= 0.4243,  GMs - K;o.= 0.6177.

G, ja G, tuottavat lahes identtiset vahvistus-, vaihe- ja viivevarat, joten niiden I-silmukoi-

den dynamiikka on hyvin samankaltainen. Mallilla G; on suuremmat vahvistus-, vaihe- ja
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viivevara. Toisaalta G; vastaa huonommin alkuperaista prosessia, joten sen perusteella
saadut marginaalit eivat valttamatta kuvaa todellista robustisuutta alkuperaiseen proses-

siin ndhden, vaan korostavat mallivirheen vaikutusta.

5.2 Toinen kertaluku

Vertaillaan kolmella menetelmalld saatuja toisen kertaluvun jatkuva-aikaista siirtofunk-

tiota

0.1
s24+07s+0.1

Gl =e —-1.99s

_,5s 001114 5% 4+ 0.04981 5 + 0.1

G, = .
2=¢€ s2+0.75s+0.1

04978 0.9066
37 540.2001 s+ 0.4998

+0.3258 ¢ 7255,

Siirtofunktioiden Bode-diagrammit esitetdan kuvassa 5.4.

Bode: G1, G2, G3

G1 — yhtilé
—— G2 - c2d/d2c
——G3 - omk

@
@
@
@
=
o

10°
Frequency (rad/aikayksikko)

Kuva 5.4 Bode-diagrammi toisen kertaluvun siirtofunktioille G, G, ja G

Kaistanleveydet saadaan vastaavaan tapaan, kun ensimmaisen kertaluvun tapauk-

sessa. Saadaan kaistanleveydet
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wpy = 0.1765,  wpy = 0.1766,  wps = 0.2544 [4].

Bode-diagrammien perusteella G, ja G, kayttaytyvat matalilla ja keskitaajuuksilla l&hes
samalla tavalla, mika nakyy kaytanndssa identtisina kaistanleveyksina. Siirtofunktiolla G5
on selkeasti suurin kaistanleveys. Suurilla taajuuksilla mallin G; dB-vahvistus putoaa
kohti miinusaaretdntd, kun taas mallien G, ja G; vahvistus lahestyy vakioarvoa. Tama
johtuu siita, ettd mallin G, rationaaliosa on heikosti aito, jolloin dB-vahvistus ei vaimene
kohti miinus aaretonta vaan lahestyy aarellista vakioarvoa. Mallin G3 suurten taajuuksien
kayttadytyminen maaraytyy taas viivastetysta vahvistustermista 0.3258 e~2°%, jonka vah-
vistus on vakio 0.3258. Siirtofunktion G; dB-vahvistuksessa nakyy lisaksi heiluntaa, joka

tasoittuu suurille taajuuksille siirryttaessa.

Askelvasteista nahdaan, etta siirtofunktioiden DC-vahvistukset ovat samat G(0) = 0.1.
MATLAB funktiolla stepinfo saadaan luettua siirtofunktioille nousuajat t,, t,,, ja t,3

seka asettumisajat tyq, tg,, ja tss

Gy — tyy = 12.3209, G, - ty = 24.1805,
Gy >ty = 123239, G, - tg, = 241119,
Gy > tys = 12.3196,  Gs — tg3 = 24.1039 [4].

Askelvasteet on esitetty kuvassa 5.5.
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Askelvasteet
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Kuva 5.5 Askelvasteet toisen kertaluvun siirtofunktioille G, G, ja G5

Siirtofunktion G; askelvasteessa on alussa pieni poikkeama negatiiviseen suuntaan,
koska osamurtokehitelmassa on negatiivinen ensimmaisen kertaluvun termi ja viivetermi

alkaa vaikuttaa vasta viiveen jalkeen.
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6. YHTEENVETO

Ty6ssa tutkittiin viiveellisen diskreettiaikaisen mallin muuntamista jatkuva-aikaiseksi
ZOH-oletuksella. Tydssa vertailtiin kolmea menettelya: suora muunnos MATLAB-funkti-
olla d2c ZOH-oletuksella, ZOH-parametrikaavojen invertointi seka Z-siirtofunktion osa-
murtokehitelman muuntaminen termeittdin. Toisen kertaluvun tapauksessa para-
metrikaavojen invertointi korvattiin parametriyhtaloryhman numeerisella ratkaisulla. Lo-
puksi erds korkean kertaluvun alivaimennettu malli muunnettiin osamurtokehitelman

avulla.

Ensimmaisen kertaluvun tapauksessa kaikki menetelmat sailyttivat alkuperaisen DC-
vahvistuksen K. DC-vahvistuksen sdilyminen johtuu siita, ettd DC-vahvistus liittyy askel-
vasteeseen ja ZOH-oletus toteutuu askelinputille, jolloin jatkuvan ajan ja diskreetin ajan
mallit antavat saman pysyvan tilan arvon. Kaikilla malleilla oli I3hes samat asettumisajat.
Mallin G; nousuaika oli hieman pidempi alun poikkeaman takia. Mallit G, ja G, vastasivat
toisiaan hyvin matalilla ja keskitaajuuksilla, mika nakyi Iahes samoina kaistanleveyksina
seka lahes samoina nousu- ja asettumisaikoina. Mallin G5 kaistanleveys oli hieman mal-
lien G, ja G, kaistanleveytta pienempi. Suurilla taajuuksilla mallin G; dB-vahvistus vaime-
nee kohti miinus aaretonta, kun taas mallin G, dB-vahvistus lahestyy vakioarvoa, koska
sen rationaalitekija on heikosti aito. Mallin G5 suurten taajuuksien kayttaytymisen maaraa
puolestaan viivastetty vahvistustermi 0.06295 e~19, jonka vahvistus on vakio. Tamén
takia senkaan dB-vahvistus ei vaimene kohti miinus daretdnta vaan lahestyy suurilla taa-

juuksilla vakioarvoa.

I-saatimen avulla kaikkien mallien dB-vahvistukset saatiin vaimenemaan suurilla taa-
juuksilla kohti miinus aaretonta. Malleilla G, ja G, oli lAhes samat stabiiliusvarat ja niilla

oli lahes samat |-vahvistuksen kriittiset arvot. Mallilla G5 stabiiliusvarat olivat suuremmat.

Toisen kertaluvun tapauksessa G, ja G, vastasivat toisiaan hyvin matalilla ja keskitaa-
juuksilla, ja kaistanleveydet olivat kaytannossa samat. Termikohtaisesta osamurtokehi-
telmamuunnoksesta muodostettu G5 antoi selvasti suuremman kaistanleveyden. Myds
toisen kertaluvun tapauksessa suurilla taajuuksilla mallin G; dB-vahvistus vaimenee
kohti miinus aaretdnta, kun taas mallin G, dB-vahvistus lahestyy vakioarvoa, koska sen
rationaaliosa on heikosti aito. Mallin G5 suurten taajuuksien kayttaytymisen maaraa puo-

lestaan viivastetty vahvistustermi 0.3258 e~2°%, jonka vahvistus on vakio. Koska vakio-
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viive ei muuta amplitudia, termin amplitudivahvistus on kaikilla taajuuksilla [0.3258|. Ta-
man takia termi siis maarittda mallin G; amplitudin suurilla taajuuksilla. Kaikki mallit sai-
Iyttivat alkuperaisen DC-vahvistuksen K, ja nousu- ja asettumisajat olivat hyvin I&hella
toisiaan. Mallin G; askelvasteessa nakyi kuitenkin alussa pieni negatiivinen poikkeama,
koska osamurtokehitelmassa on negatiivinen ensimmaisen kertaluvun termi ja viivetermi

alkaa vaikuttaa vasta viiveen jalkeen.

MATLAB-funktion d2c tuotos on kaytannon kannalta realistinen, kun viive on naytteen-
ottovalin monikerta. Muilla viiveilla kyseinen tuotos voi muuttaa viivetta ja synnyttaa yli-
maaraisia nollia. Naissa tapauksissa parhaiten alkuperaisia malleja vastaava jatkuva-
aikainen malli saatiin parametrikaavojen invertoinnilla ja yhtaloryhmamenetelmalla. Osa-
murtokehitelma tuotti ensimmaisen- ja toisen kertaluvun tapauksessa selvasti erilaisia
tuloksia kahteen muuhun menetelmaan verrattuna. Tama viittaa siihen, etta termikohtai-
nen osamurtokehitelma ei kuvaa alkuperaista prosessia yhta hyvin kuin parametrikaa-

vojen invertoinnilla tai yhtaléryhmamenetelmalla saatu malli.
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LITE A: ENSIMMAISEN KERTALUVUN MALLIN
PARAMETRIEN LASKENTA

Téassa liitteessa esitetddn MATLAB-funktio, joka muodostaa ensimmaisen kertaluvun jatkuva-ai-
kaisen mallin parametrien T, K ja osaviiveen v arvot diskreetin ZOH-mallin parametreista a,, b,
b, ja naytteenottovalistd h Control System Toolboxin (CST) avulla.

function [G,T,K,v] = invZOH1lstOrder(al,bl,b2,h)

% Muodostaa jatkuva-aikaisen mallin

% G(s) = exp(-v*s) * K / (T*s + 1)

% diskreetista Z-siirtofunktiosta

% H(z) = (b1 z{-1} + b2 z~{-2}) / (1 - al z~{-1}),

% kun

naytteenottoaika on h ja sisadanmenossa on osaviive v yhden

% naytevalin sisalla.
% Toteutus kayttaa Control System Toolboxia

% Syotteet:

% al :
% bl :
% b2 :
% h :

Z-siirtofunktion nimittajan kerroin
Z-siirtofunktion osoittajan kerroin
Z-siirtofunktion osoittajan kerroin
naytteenottovali

% Palauttaa:

% G
T
% K
\%
%
T

%
K

%

=

<
o

N

[ Y]

end

: jatkuva-aikainen siirtofunktio (CST)
: aikavakio

: DC-vahvistus

: osaviive (@ <= v < h)

Aikavakio (al = exp(-h/T))
= -h/log(al);

DC-vahvistus (H(1) = (bl+b2)/(1-al))
= (bl + b2)/(1 - al);

Viive (ratkaistaan suhteen r=b2/bl avulla)
b2/b1;

al*(1 + r)/(r + al); % w = exp(-v/T)
-T*log(w);

Jatkuva-aikainen siirtofunktio
tF('s");
exp(-v*s) * K/(T*s + 1);

Ohjelma 1 Ensimméisen kertaluvun jatkuva-aikaisen mallin muodostus invertoiduilla
parametrikaavoilla kdyttden Control System Toolboxia
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LITE B: OSAMURTOKEHITELMAN TERMIEN
MUUNNOS TF-OBJEKTEIKSI

Tassa liitteessa esitetdan MATLAB-funktio, joka muodostaa symbolisesta siirtofunktiosta H(z)
osamurtokehitelIman sekd muuntaa osamurtokehitelman termit erillisiksi diskreettiaikaisiksi siirto-
funktioiksi Symbolic Math Toolboxin (SMT) ja Control System Toolboxin (CST) avulla, kun nayt-
teenottovali on h.

function [termsSym, termsH] = partfracTerms2tf(Hsym, z, h)

% Muodostaa symbolisen osamurtokehitelman siirtofunktiolle Hsym(z) ja
% muuntaa jokaisen osamurtotermin erilliseksi diskreettiaikaiseksi

% tf-objektiksi.

% Toteutus kayttdaa Symbolic Math Toolboxia (SMT) ja Control System

% Toolboxia (CST).

% Syotteet:

%  Hsym : symbolinen siirtofunktio (SMT)
% z : symbolinen muuttuja (SMT)

% h : naytteenottovali

% Palauttaa:

%  termsSym : 1xN symbolinen rivivektori osamurtokehitelman termeista
% (SMT)

%  termsH : IxN tf-vektori, jossa jokainen termi on oma diskreetti
%  siirtofunktio (CST)

% Muodostetaan osamurtokehitelma:
% FactorMode='complex' sallii kompleksiset tekijat
Hpf = partfrac(Hsym, z, 'FactorMode', 'complex');

% children palauttaa osamurtokehitelman termit cell-muodossa
termsCell = children(Hpf);

% Muutetaan solut symboliseksi vektoriksi:
% termsCell{:} purkaa solun sisdlldét ja [] tekee niistd rivivektorin
termsSym = [termsCell{:}];

% Termien lukumaara
N = numel(termsSym);

% Esiallokointi tf-taulukolle:
% Luodaan 1xN taulukko, jossa jokainen alkio on diskreetti tf (CST)
termsH(1, N) = tf(0, 1, h, 'Variable', 'z");

% Kaydaan jokainen osamurtotermi lapi ja muunnetaan se tf-olioksi

for k = 1:N
% Erotellaan termista osoittaja ja nimittaja symbolisessa muodossa
[numS, denS] = numden(termsSym(k));

% Muutetaan symboliset polynomit kerroinvektoreiksi
% sym2poly palauttaa kertoimet laskevassa potenssijarjestyksessa
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num = sym2poly(numS);

den = sym2poly(denS);

% Muodostetaan diskreettiaikainen siirtofunktio kyseisesta termista
termsH(k) = tf(num, den, h, 'Variable', 'z'");

end

end

Ohjelma 2 Osamurtokehitelmdn muodostus ja sen termien muunto siirtofunktio-ob-
Jekteiksi kayttden Symbolic Math Toolboxia ja Control System Toolboxia



