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Tässä kandidaatintyössä tutkitaan viiveellisen diskreettiaikaisen SISO-mallin muuntamista jat-

kuva-aikaiseksi Laplace-siirtofunktioksi. Lähtökohtana on jatkuva-aikainen siirtofunktio, joka 
diskretoidaan nollapito-oletuksella (ZOH) eri näytteenottoväleillä, minkä jälkeen tarkastellaan ta-
kaisinmuunnoksen onnistumista. 

Työssä vertaillaan ensimmäisen kertaluvun tapauksessa kolmea menetelmää: MATLAB-funk-
tion d2c takaisinmuunnosta, ZOH-diskretoinnin parametrikaavojen invertointia ja osamurtokehi-

telmään perustuvaa menetelmää. Toisen kertaluvun tapauksessa parametrikaavojen invertointi 
korvataan parametriyhtälöryhmämenetelmällä, jossa mallin parametrit ratkaistaan epälineaari-
sena yhtälöryhmänä MATLAB-funktiolla fsolve. Lopuksi tutkitaan vielä suuren kertaluvun ta-

pausta osamurtokehitelmään perustuvalla menetelmällä. Tuloksia vertaillaan taajuus- ja askel-
vasteiden avulla. Ensimmäisen kertaluvun tapausta tutkitaan myös kriittisen integraalivahvistuk-
sen näkökulmasta.  

Tulokset osoittavat, että tapauksissa, joissa näytteenottoväli on viiveen monikerta d2c palaut-

taa jatkuva-aikaisen mallin hyvin. Tapauksissa, joissa näytteenottoväli ei ole viiveen monikerta 
syntyy jatkuva-aikaiseen malliin lisänollia ja viiveen arvo muuttuu. Tuloksista voitiin päätellä, että 
parhaiten alkuperäistä mallia vastaavat mallit saatiin palautettua parametrikaavojen invertoinnilla 
ja parametriyhtälöryhmämenetelmällä. 
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ZOH Zero-Order Hold, nollannen kertaluvun pito 
GM Gain Margin, vahvistusvara 
PM Phase Margin, vaihevara 
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𝑡 aikamuuttuja  

𝑘 diskreettiajan näyteindeksi 
ℎ inputin pitoaika ja vasteen näytteenottoväli  

𝑑 viiveen kokonaisnäytteiden lukumäärä 
𝑣 viiveen jäännösosa, 0 ≤ 𝑣 < ℎ 

𝑇𝑑 viive  
ℒ Laplace-muunnos 

𝑠 Laplace-muuttuja 
𝑠𝑖 Jatkuva-aikaisen siirtofunktion napa 
𝑍 Z-muunnos 
𝑧 Z-muuttuja 
𝑧𝑖 diskreettiaikaisen siirtofunktion napa 

𝑟𝑖 residy (engl. residue) 
𝑢(𝑡)                           jatkuva-aikainen sisäänmenosignaali                 
𝑢(𝑘ℎ) diskreettiaikainen sisäänmenosignaali 
𝑦(𝑡)                         jatkuva-aikainen ulostulosignaali                 

𝑦(𝑘ℎ) diskreettiaikainen ulostulosignaali 
𝑥(𝑡)                         jatkuva-aikainen tilavektori 

𝑥(𝑘ℎ) diskreettiaikainen tilavektori 
𝐺(𝑠) jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio 

𝐺𝑖(𝑠) jatkuva-aikaisen osamurtokehitelmän termi 
𝐿(𝑠) jatkuva-aikaisen avoimen systeemin siirtofunktio 
𝐻(𝑧) diskreettiaikaisen mallin siirtofunktio 

𝐻𝑖(𝑠) diskreettiaikaisen osamurtokehitelmän termi 
𝐴, 𝐵, 𝐶 jatkuva-aikaisen tilamallin matriisit 

𝐴𝑑 ,  𝐵𝑑 , 𝐶𝑑               diskreettiaikaisen tilamallin matriisit 
𝐼 identiteettimatriisi 

𝑂 nollamatriisi 
𝐾 DC-vahvistus 

𝑇 aikavakio 
𝑎𝑖                             Z-siirtofunktion nimittäjän kerroin 

𝑏𝑖 Z-siirtofunktion osoittajan kerroin 
𝜔𝑛                               luonnollinen  kulmataajuus 

𝜁 vaimennussuhde  
𝑗 imaginaariyksikkö 
𝜔𝑏𝑖 kaistanleveys 
𝑡𝑟𝑖 nousuaika 
𝑡𝑠𝑖 asettumisaika 
𝐾𝑖 integrointivahvistus 
𝐾𝑖,crit integrointivahvistuksen kriittinen arvo 
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1. JOHDANTO 

Z- ja Laplace-muunnokset ovat keskeisiä työkaluja systeemiteoriassa. Niiden avulla sa-

maa fysikaalista prosessia voidaan tarkastella sekä diskreettiaikaisessa että jatkuva-ai-

kaisessa muodossa, mikä on tärkeää, kun suunnittelu tehdään näytteenotetulle raken-

teelle mutta ilmiöt ovat jatkuva-aikaisia. Käytännön suunnittelussa tarvitaan usein kyky 

muuntaa diskreettiaikainen malli jatkuva-aikaiseksi siten, että DC-vahvistus ja dynamii-

kan peruspiirteet säilyvät. 

Tässä työssä tutkitaan viiveellisen diskreettiaikaisen mallin muuntamista jatkuva-ai-

kaiseksi malliksi. Erityisesti tarkastellaan tapauksia, joissa diskreettiaikainen viive 𝑑 ei 

ole näytteenottovälin ℎ kokonaislukumonikerta. Tällöin eräät muunnosmenetelmät saat-

tavat tuottaa erikoisia tuloksia. Ensimmäisen kertaluvun tapauksessa malli muunnetaan 

jatkuva-aikaiseksi kolmella tavalla. Ensimmäinen tapa on käyttää MATLAB-funktiota 

d2c, joka käyttää oletuksena ZOH-diskretointia. Toinen tapa on invertoida ZOH-para-

metrikaavat ja ratkaista vahvistus, aikavakiot ja viive suoraan kertoimista. Kolmas tapa 

muuntamiseen tapahtuu osamurtokehitelmän kautta, jolloin diskreetti malli jaetaan yk-

sinkertaisiin termeihin ja kukin termi muunnetaan erikseen. Toisen kertaluvun tapauk-

sessa parametrikaavojen invertointi korvataan parametriyhtälöryhmämenetelmällä, 

jossa johdetaan jatkuva-aikaisen mallin kertoimille yhtälöryhmä. Lopuksi tutkitaan vielä 

suuren kertaluvun mallia osamurtokehitelmän avulla.  

Tulosten vertailu suoritetaan ensimmäisen ja toisen kertaluvun malleille vertaamalla mal-

lien Bode-diagrammeja, kaistanleveyksiä ja askelvasteita. Ensimmäisen kertaluvun ta-

pauksessa vertailua täydennetään päättelemällä I-säädön (integraalisäädön) kriittinen 

vahvistus ja valitulle viritykselle saatavat vahvistusvara, vaihevara ja viivevara. 
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2. KÄSITTEET 

2.1 Muunnokset 

Jatkuva-aikaisten LTI-systeemien (Linear Time-Invariant) analysoinnissa ja suunnitte-

lussa Laplace-muunnos on keskeinen työkalu, sillä se mahdollistaa jatkuva-aikaisten 

systeemien malliyhtälöiden muuntamisen algebrallisiksi yhtälöiksi, mikä helpottaa niiden 

käsittelyä. Kuitenkin monissa käytännön sovelluksissa, kuten digitaalisessa signaalinkä-

sittelyssä ja säätöjärjestelmissä, analysoitavat systeemit ovat diskreettiaikaisia, jolloin 

jatkuva-aikainen malli on muunnettava diskreettiaikaiseksi. 

Tässä työssä tarkastellaan käänteistä muunnosta, jossa diskreettiaikainen malli muun-

netaan takaisin jatkuva-aikaiseksi. Jotta työssä käsitellyt muunnosmenetelmät voidaan 

ymmärtää, on aluksi määriteltävä keskeiset käsitteet ja niiden matemaattinen tausta, 

sekä käsitellä tämän työn kannalta tärkeät lauseet. Tässä luvussa määritelmiin on käy-

tetty kirjaa [1].  

2.1.1 Laplace-muunnos 

Määritelmä 2.1. Olkoon funktio 𝑓(𝑡) määritelty ajan t ei-negatiivisilla arvoilla. Tällöin Lap-

lace-muunnos määritellään integraalina 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡,
∞

0

 

missä 𝑠 on kompleksi muuttuja [1, s. 348]. 

Koska työssä käsitellään tilayhtälöitä ja muita differentiaaliyhtälöitä perehdytään derivaa-

tan Laplace-muunnokseen. 

Lause 2.2 Jos funktiolla 𝑓(𝑡) on Laplace-muunnos 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} ja se on derivoituva, 

niin sen derivaatan Laplace-muunnos on 

ℒ {
𝑑𝑓

𝑑𝑡
} = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0) [1, s. 370].  

Koska käsittelemme tässä työssä viiveellisiä malleja, perehdytään tarkemmin viivästetyn 

funktion Laplace-muunnokseen. 
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Lause 2.3 Jos kausaalisen funktio 𝑓(𝑡) Laplace-muunnos on 𝐹(𝑠), niin viivästetyn funk-

tion 𝑓(𝑡 − 𝑇𝑑) Laplace-muunnos on muotoa 

𝐿{𝑓(𝑡 − 𝑇𝑑)} = 𝑒
−𝑇𝑑𝑠𝐹(𝑠) [1, s. 358].  

2.1.2 Z-muunnos 

Käytännön sovelluksissa diskreettiaikaiset mallit saadaan yleensä ottamalla näytteitä jat-

kuva-aikaisesta signaalista (engl. sampling). Näytteet otetaan usein tasavälein, jolloin 

kahden peräkkäisen näytteen aikaeroa kutsutaan näytteenottoväliksi ℎ. Tästä proses-

sista muodostuva signaali on diskreettiaikainen, ja sen analysointiin käytetään Z-muun-

nosta. [1, s. 482] 

Määritelmä 2.4 Olkoon 𝑥𝑘 diskreettiaikasarja, jossa 𝑘 on aikaindeksi, eli diskreettiaika-

muuttuja. Tällöin z-muunnos määritellään 

𝑍{𝑥𝑘} = 𝑋(𝑧) = ∑𝑥𝑘𝑧
−𝑘

∞

𝑘=0

, 

missä z on kompleksimuuttuja [1, s. 483]. 

Koska työssä käsitellään tilayhtälöitä ja muita differenssiyhtälöitä tarvitaan lause yhden 

askeleen eteenpäin siirrolle. 

Lause 2.5 Jos 𝑥𝑘 on diskreetti aikasarja ja sillä on olemassa Z-muunnos, niin aikasarjan 

yhdellä askeleella eteenpäin siirrettyjen arvojen muodostaman jonon Z-muunnos on 

muotoa  

𝑍{𝑥𝑘+1} = 𝑧𝑋(𝑧) − 𝑧𝑥0.  

Kahdella askeleella edistetyn aikasarjan unilateraalinen Z-muunnos on: 

𝑍{𝑥𝑘+2} = 𝑧
2𝑋(𝑧) − 𝑧2𝑥0 − 𝑧𝑥1,  

Edistämällä aikajonoa 𝑑 askelta saadaan jono, jonka unilateraalinen Z-muunnos on  

𝑍{𝑥𝑘+𝑑} = 𝑧
𝑑𝑋(𝑧) −∑𝑥𝑛𝑧

𝑑−1.

𝑑−1

𝑛=0

 [1, s. 492]  



4 
 

Lause 2.6 Jos 𝑥𝑘 on diskreetti Z-muuntuva aikasarja, jonka alkuarvot ovat nollia, niin 

viiveellä 𝑑 viivästetyn aikasarjan Z-muunnos on muotoa 

𝑍{𝑥𝑘−𝑑} = 𝑧
−𝑑 𝑋(𝑧) [1, s. 490].   

2.2 Systeemin esitysmuodot 

SISO-systeemi (engl. Single-Input, Single-Output) on systeemi, jolla on yksi sisään-

meno- ja yksi ulostulosignaali. Viiveetöntä lineaarista aikainvarianttia SISO-systeemiä 

voidaan mallintaa matemaattisesti esimerkiksi tilaesityksen ja siirtofunktion avulla. Siir-

tofunktiolla voidaan mallintaa myös viiveellisiä malleja. 

2.2.1 Tilaesitys 

Tilaesityksen avulla voidaan mallintaa myös monia MIMO-systeemejä (engl. Multiple-

Input, Multiple-Output). [3, s. 41] Tässä työssä käsitellään vain SISO-systeemejä. 

Rationaalisen vahvasti aidon jatkuva-aikaisen systeemin LTI-tilaesitys voidaan esittää 

muodossa  

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)
, (2.1) 

jossa 𝑥 on systeemin tila, 𝑥̇ on tilan derivaatta, 𝑢 on systeemin sisäänmeno ja 𝑦 systee-

min ulostulo. Kertoimet 𝐴, 𝐵 ja 𝐶 ovat vakiomatriiseja.  

Olettamalla tilan alkuarvo 𝑥(0) nollaksi ja Laplace-muuntamalla tilaesityksen (2.1) yhtälöt 

saadaan algebrallinen yhtälöpari 

𝑠𝑋(𝑠) = 𝐴𝑋(𝑠) + 𝐵𝑈(𝑠)

𝑌(𝑠) = 𝐶𝑋(𝑠)
. (2.2) 

Diskreettiaikainen vahvasti aito LTI-tilaesitys voidaan esittää muodossa  

𝑥(𝑘ℎ + ℎ) = 𝐴𝑑𝑥(𝑘ℎ) + 𝐵𝑑𝑢(𝑘ℎ)

𝑦(𝑘ℎ) = 𝐶𝑑𝑥(𝑘ℎ)
, (2.3) 

missä 𝑥 on systeemin tila, 𝑦 on systeemin ulostulo ja 𝑢 on systeemin sisäänmeno. Tässä 

ℎ on näytteenottoväli. Sitä käytetään jatkossa myös inputin pitoaikana. Kertoimet 𝐴𝑑,𝐵𝑑 

ja 𝐶𝑑 ovat vakiomatriiseja. 
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Olettamalla tilan alkuarvo 𝑥(0)  nollaksi ja tekemällä Z-muunnos tilaesityksen (2.3) yhtä-

löille saadaan algebrallinen yhtälöpari: 

𝑧𝑋(𝑧) = 𝐴𝑑𝑋(𝑧) + 𝐵𝑑𝑈(𝑧)

𝑌(𝑧) = 𝐶𝑑𝑋(𝑧)
. (2.4) 

Monia viiveellisiä jatkuva-aikaisia malleja voi kuvata inputviiveellisellä ja viiveettömällä 

outputyhtälöllä 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡 − 𝑇𝑑)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)
. (2.5) 

Laplace-muuntamalla yhtälöt ja olettamalla 𝑥(0) = 0 sekä 𝑢(𝑡) = 0, kun −𝑇𝑑 ≤ 𝑡 < 0 

saadaan algebrallinen yhtälöpari 

𝑠𝑋(𝑠) = 𝐴𝑋(𝑠) + 𝐵𝑒−𝑇𝑑𝑠𝑈(𝑠)

𝑌(𝑠) = 𝐶𝑋(𝑠)
. (2.6) 

Eräitä diskreettiaikaisia inputviiveellisiä systeemejä voidaan kuvata differenssiyhtälöllä 

𝑥(𝑘ℎ + ℎ) = 𝐴𝑑𝑥(𝑘ℎ) + 𝐵𝑑𝑢(𝑘ℎ − 𝑑ℎ)

𝑦(𝑘ℎ) = 𝐶𝑑𝑥(𝑘ℎ)
. (2.7) 

Tekemällä Z-muunnos ja olettamalla alkuarvot nolliksi saadaan yhtälöpari 

𝑧𝑋(𝑧) = 𝐴𝑑𝑋(𝑧) + 𝐵𝑑𝑧
−𝑑𝑈(𝑧)

𝑌(𝑧) = 𝐶𝑑𝑋(𝑧)
. (2.8) 

Jatkuva-aikainen viive 𝑇𝑑 voidaan esittää muodossa  

𝑇𝑑 = 𝑑ℎ + 𝑣, 0 ≤ 𝑣 < ℎ. 

Jos viive 𝑇𝑑 ei ole näytevälin ℎ kokonaislukumonikerta, vaan viiveen murto-osa toteuttaa 

0 < 𝑣 < ℎ ja 𝑑 = 0, pelkkä termi 𝑢(𝑘ℎ − 𝑣) ei riitä diskreetissä mallissa. Tällöin viiveelli-

nen sisäänmeno voidaan esittää kahden peräkkäisen näytteen yhdistelmänä, jolloin dif-

ferenssiyhtälöön tulee kaksi syötematriisia 𝐵𝑑1 ja 𝐵𝑑2 

𝑥(𝑘ℎ + ℎ) = 𝐴𝑑𝑥(𝑘ℎ) + 𝐵𝑑1𝑢(𝑘ℎ) + 𝐵𝑑2𝑢(𝑘ℎ − ℎ). (2.9) 

Tämän mallin vaihtoehtoinen esitys on 
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𝑥(𝑘ℎ) = 𝐴𝑑𝑥(𝑘ℎ − ℎ) + 𝐵𝑑1𝑢(𝑘ℎ − ℎ) + 𝐵𝑑2𝑢(𝑘ℎ − 2ℎ). (2.10) 

Olkoon kokonaisviive 

𝑇𝑑 = 𝑑ℎ + 𝑣, 0 ≤ 𝑣 < ℎ. 

missä 𝑑 on ei-negatiivinen kokonaisluku ja 𝑣 on näyteväliä pienempi osaviive. Tällöin 

saadaan Z-muunnosmalli olettamalla tilan alkuarvot nolliksi 

𝑧𝑋(𝑧) = 𝐴𝑑𝑋(𝑧) + (𝐵𝑑1𝑧
−𝑑 + 𝐵𝑑2𝑧

−(𝑑+1))𝑈(𝑧)

𝑌(𝑧) = 𝐶𝑑𝑋(𝑧)
. (2.11) 

2.2.2 Siirtofunktio 

Ulkoisesti samalla tavalla käyttäytyvillä tilasysteemeillä on ääretön määrä erilaisia tila-

esityksiä mutta yksikäsitteinen siirtofunktio [3, s. 102]. Siirtofunktiolla kuvataan sisään-

menon vaikutus ulostuloon. 

Lause 2.9 LTI-tilasysteemin (2.1) Laplace-siirtofunktio on  

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 [2, s. 452].  

Jos sisäänmenossa on vakioviive 𝑇𝑑 ≥ 0, niin systeemin siirtofunktio lauseen 2.3 mu-

kaan on 

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵𝑒−𝑇𝑑𝑠. (2.12) 

Lause 2.10 LTI-tilasysteemin (2.4) Z-siirtofunktio on  

𝐻(𝑧) = 𝐶𝑑(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
−1𝐵𝑑  [3, s. 119]. 

Jos sisäänmenoviive on 𝑑ℎ, missä 𝑑 on ei-negatiivinen kokonaisluku, niin viive tuottaa 

tekijän 𝑧−𝑑, jolloin siirtofunktio lauseen 2.6 mukaan on 

𝐻(𝑧) = 𝑧−𝑑𝐶𝑑(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
−1𝐵𝑑 . (2.13) 

Jos viive 𝑇𝑑 ei ole näytevälin ℎ kokonaislukumonikerta, vaan viiveen murto-osa toteuttaa 

0 < 𝑣 < ℎ, niin siirtofunktioksi saadaan yhtälöparista (2.11) 

𝐻𝑎(𝑧) = 𝐶𝑑(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
−1(𝐵𝑑1𝑧

−𝑑 + 𝐵𝑑2𝑧
−(𝑑+1)). (2.14) 
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3. TUTKITTAVAT MALLIT 

Tässä työssä oletetaan, että sisäänmenon 𝑢 pitoaika ja ulostulon 𝑦 näytteenottoväli ovat 

sama aika, joille molemmille käytetään samaa tunnusta ℎ. Muunnosten, tiedonsiirron ja 

digitaalisen säätimen laskennan oletetaan olevan ideaalisia, jolloin ohjaus 𝑢(𝑘ℎ) voidaan 

muodostaa mittauksesta 𝑦(𝑘ℎ) viiveettä. 

3.1 Viiveettömän mallin ZOH-diskretointi 

Nollannen kertaluvun pito (ZOH) olettaa, että sisäänmenosignaali pidetään vakiona jo-

kaisessa näytevälissä. Näytteenottovälin ollessa ℎ jatkuva-aikainen LTI-tilamalli 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) 

diskretoituu muotoon 

𝑥(𝑘ℎ + ℎ) = 𝐴𝑑𝑥(𝑘ℎ) + 𝐵𝑑𝑢(𝑘ℎ), 𝑦(𝑘ℎ) = 𝐶𝑑𝑥(𝑘ℎ), 

Tällä oletuksella jatkuva-aikaisen LTI-tilaesityksen kertoimista saadaan diskreettiaikai-

sen LTI-tilaesityksen kertoimet näytteenottoajan ollessa ℎ kaavoilla 

𝐴𝑑 = 𝑒
𝐴ℎ, 𝐵𝑑 = ∫ 𝑒𝐴𝜏

ℎ

0

𝐵 𝑑𝜏, 𝐶𝑑 = 𝐶  [3, s. 70]. (3.1) 

MATLAB-funktio c2d käyttää oletuksena ZOH-menetelmää ja laskee diskreetin mallin 

kertoimet hyödyntämällä eksponenttimatriisia (𝑒𝑥𝑝𝑚) [4].  

Järjestelmälle, jossa on 𝑛 tilamuuttujaa ja 𝑚 sisäänmenoa, funktion c2d ZOH-algoritmi 

voidaan esittää muodostamalla yhdistetty matriisi 

𝑀 = 𝑒𝑥𝑝𝑚 ([ 
𝐴 𝐵
𝑂1 𝑂2

]ℎ), = [
𝐴𝑑 𝐵𝑑
𝑂1 𝐼

] 

missä 𝐼 on 𝑚 ×𝑚 identiteettimatriisi, 𝑂1 on 𝑚 × 𝑛 nollamatriisi ja 𝑂2 on 𝑚 ×𝑚 nollamat-

riisi. Näiden avulla voidaan ratkaista mahdolliset jatkuva-aikaiset kertoimet matriisiloga-

ritmin 𝑙𝑜𝑔𝑚 avulla: 

1

ℎ
(𝑀) = 𝑙𝑜𝑔𝑚 [

𝐴 𝐵
𝑂1 𝑂2

] (3.2) 
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MATLAB-funktio d2c toteuttaa tämän laskennan automaattisesti hyödyntämällä funktiota  

𝑙𝑜𝑔𝑚 eli eksponenttimatriisiin käänteisoperaatiota matriisilogaritmin päähaara-arvon 

määrittämiseen [4]. 

3.2 Ensimmäisen kertaluvun malli  

Lauseen 2.9 mukaisen ensimmäisen kertaluvun jatkuva-aikainen malli esitetään stan-

dardimuodossa 

𝐺(𝑠) =
𝐾

𝑇𝑠 + 1
, (3.3) 

missä 𝐾 on vahvistus ja 𝑇 on aikavakio. Mallin erään tilaesityksen parametrit ovat 

𝐴 = −
1

𝑇
, 𝐵 =

𝐾

𝑇
, 𝐶 = 1. (3.4) 

Kaavoilla (3.1) jatkuva-aikaisen tilaesityksen tilan näytteille saadaan tiladifferenssiyhtälö, 

jonka kertoimet ovat 

𝑎1 = 𝐴𝑑 = 𝑒
−ℎ/𝑇 , 𝑏1 = 𝐵𝑑 = 𝐾(1−𝑒

−ℎ/𝑇). (3.5) 

Kyseisen mallin diskreettiaikainen Z-siirtofunktio on lauseen 2.10 mukaan  

𝐻(𝑧) =
𝑏1𝑧

−1

1 − 𝑎1𝑧
−1
. (3.6) 

Siirtofunktion 𝐻(𝑧) DC-vahvistus 𝐻(1) on sama kuin siirtofunktion 𝐺(𝑠) DC-vahvistus 

𝐺(0), eli 𝐾.  

Jos sisäänmenossa on vakioviive 𝑇𝑑 ≥ 0, jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio on lausei-

den 2.3 ja 2.9 perusteella 

𝐺(𝑠) =
𝐾

𝑇𝑠 + 1
𝑒−𝑇𝑑𝑠. (3.7) 

Diskreettiaikaisessa tapauksessa viive jaetaan kokonaisluku- ja murto-osaan 

𝑇𝑑 = 𝑑ℎ + 𝑣, 0 ≤ 𝑣 < ℎ, 

missä 𝑑 on ei negatiivinen kokonaisluku ja 𝑣 on näyteväliä pienempi osaviive. 
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Jos 𝑣 = 0, niin viive on näytteenottovälin monikerta, joten siirtofunktiossa on lauseen 2.6 

mukainen viivetekijä 

𝐻(𝑧) = 𝑧−𝑑
𝑏1 𝑧

−1

1 − 𝑎1 𝑧
−1
. (3.8) 

Jos 0 < 𝑣 < ℎ ja 𝑑 = 0, niin viive huomioidaan diskretoinnissa siten, että malliin tulee 

kaksi peräkkäistä syötenäytettä. Yhden askeleen päivitys voidaan kirjoittaa muodossa 

𝑥(𝑘ℎ + ℎ) = 𝑎1𝑥(𝑘ℎ) + 𝑏1𝑢(𝑘ℎ) + 𝑏2𝑢(𝑘ℎ − ℎ), (3.9) 

missä kertoimet saadaan jakamalla integraali kahteen osaan ja tekemällä muuttujan-

vaihto 

𝑎1 = 𝑒
𝐴ℎ, 𝑏1 = ∫ 𝑒𝐴𝑠𝐵𝑑𝑠

ℎ−𝑣

0

, 𝑏2 = 𝑒
𝐴(ℎ−𝑣)∫ 𝑒𝐴𝑠𝐵𝑑𝑠

𝑣

0

.  [5, s.39] (3.10) 

Kun sijoitetaan 𝐴 = −
1

𝑇
 ja 𝐵 =

𝐾

𝑇
, saadaan kertoimet muotoon 

𝑎1 = 𝑒
−ℎ/𝑇 , 𝑏1 = 𝐾(1− 𝑒

−(ℎ−𝑣)/𝑇), 𝑏2 = 𝐾(𝑒
−(ℎ−𝑣)/𝑇− 𝑒−ℎ/𝑇). (3.11) 

Koska 𝐶 = 1, pätee 𝑦(𝑘ℎ) = 𝑥(𝑘ℎ), jolloin 𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧) ja 𝐻(𝑧) =
𝑋(𝑧)

𝑈(𝑧)
. Diskreetistä mal-

lista (3.8) saadaan olettamalla alkuarvot nolliksi ja tekemällä Z-muunnosmalli 

(𝑧 − 𝑎1)𝑋(𝑧) = (𝑏1 + 𝑏2𝑧
−1)𝑈(𝑧). (3.12) 

Tästä seuraa 

𝐻(𝑧) =
𝑏1 + 𝑏2𝑧

−1

𝑧 − 𝑎1
=
𝑏1𝑧

−1 + 𝑏2𝑧
−2

1 − 𝑎1𝑧
−1

, (3.13) 

jonka kertoimet 𝑏1 ja 𝑏2 riippuvat viiveestä 𝑣. 

3.3 Toisen kertaluvun malli 

Toisen kertaluvun vahvasti aito jatkuva-aikainen siirtofunktio voidaan esittää muodossa 

𝐺(𝑠) =
𝑐𝑠 + 𝑓

𝑠2 + 𝑎𝑠 + 𝑏
. (3.14) 
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Kun malli diskretoidaan ZOH-oletuksella näytteenottovälillä ℎ, saadaan vastaava 

diskreettiaikainen Z-siirtofunktio 

𝐻(𝑧) =
𝑏1𝑧

−1 + 𝑏2𝑧
−2

1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2
 [2, 𝑠. 81]. (3.15) 

Koska malli diskretoidaan ZOH-oletuksella, diskreetin tilamallin kertoimet määräytyvät 

jatkuvan tilamallin kertoimista kaavojen (3.1) mukaisesti. Kun diskreetti tilaesitys on muo-

dostettu, Z-siirtofunktio saadaan suoraan lauseen 2.10 esityksestä. 

Toisen kertaluvun tapauksessa 𝐴𝑑 on 2 × 2-matriisi. Kirjoitetaan 

𝑧𝐼 − 𝐴𝑑 = [
𝑧 − 𝑎11 −𝑎12
−𝑎21 𝑧 − 𝑎22

] . (3.16) 

Tällöin 2 × 2-käänteismatriisikaavalla saadaan 

(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
−1 =

1

𝑑𝑒𝑡(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
[
𝑧 − 𝑎22 𝑎12
𝑎21 𝑧 − 𝑎11

] [6, 𝑠. 252]. (3.17) 

Nimittäjä määräytyy determinantista 

de t(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑) = 𝑧
2 − (𝑎11 + 𝑎22)𝑧 + (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21). (3.18) 

Nimittäjän kertoimet 𝑎1 ja 𝑎2 ovat täten 

𝑎1 = −(𝑎11 + 𝑎22), 𝑎2 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. (3.19) 

Vastaavasti osoittaja matriisi voidaan esittää muodossa 

[
𝑧 − 𝑎22 𝑎12
𝑎21 𝑧 − 𝑎11

] = 𝑧𝐼 + [
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

] . (3.20) 

Sijoitetaan tämä siirtofunktioon ja saadaan muoto 

𝐻(𝑧) =
𝐶𝑑(𝑧𝐼 + [

−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

])𝐵𝑑

𝑑𝑒𝑡(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
. (3.21) 

Koska osoittajassa 𝑧 esiintyy vain ensimmäisessä potenssissa, voidaan kirjoittaa 

𝐶𝑑(𝑧𝐼 + [
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

])𝐵𝑑 = 𝑏1𝑧 + 𝑏2. (3.22) 
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Tästä saadaan ratkaistua osoittajan kertoimiksi 

𝑏1 = 𝐶𝑑𝐵𝑑 , 𝑏2 = 𝐶𝑑 ([
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

])𝐵𝑑 . (3.23) 

Jos sisäänmenossa on vakioviive 𝑇𝑑 ≥ 0, jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio on 

𝐺(𝑠) =
𝑐𝑠 + 𝑓

𝑠2 + 𝑎𝑠 + 𝑏
 𝑒−𝑇𝑑𝑠. (3.24) 

Diskreettiaikaisessa tapauksessa viive jaetaan taas 

𝑇𝑑 = 𝑑ℎ + 𝑣, 0 ≤ 𝑣 < ℎ, 

missä 𝑑 on ei-negatiivinen kokonaisluku ja 𝑣 on näyteväliä pienempi osaviive. 

Jos 𝑣 = 0, viive on näytteenottovälin monikerta ja siirtofunktioon lisätään lauseen 2.6 

mukainen viivetekijä 

𝐻(𝑧) = 𝑧−𝑑
𝑏1𝑧

−1 + 𝑏2𝑧
−2

1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2
. (3.25) 

Jos 0 < 𝑣 < ℎ, pelkkä tekijä 𝑧−𝑑 ei riitä. Tällöin viive huomioidaan diskretoinnissa siten, 

että differenssiyhtälöön tulee kaksi peräkkäistä syötenäytettä kaavan (3.9) mukaan. Ker-

toimet määräytyvät kaavan (3.9) mukaan. 

Systeemin ulostulo on 𝑦(𝑘ℎ) = 𝐶𝑑𝑥(𝑘ℎ), jolloin 𝑌(𝑧) = 𝐶𝑑𝑋(𝑧) ja siten 𝐻(𝑧) =
𝐶𝑑𝑋(𝑧)

𝑈(𝑧)
. Mal-

lin (3.9) mukaisesta toisen kertaluvun diskreetistä mallista saadaan olettamalla alkuarvot 

nolliksi ja tekemällä Z-muunnos muoto 

𝐻(𝑧) = 𝐶𝑑(𝑧𝐼 − 𝐴𝑑)
−1(𝐵𝑑1𝑧

−𝑑 + 𝐵𝑑2𝑧
−(𝑑+1)). (3.26) 

Sijoitetaan tähän kaava (3.16). Siirtofunktio saadaan muotoon 

𝐻(𝑧) =
𝐶𝑑 [

𝑧 − 𝑎22 𝑎12
𝑎21 𝑧 − 𝑎11

] (𝐵𝑑1𝑧
−𝑑+𝐵𝑑2𝑧

−(𝑑+1))

𝑑𝑒𝑡(𝑧𝐼−𝐴𝑑)
. (3.27) 

Jaetaan osoittaja ja nimittäjä kertoimella 𝑧2 saadaan muoto  

𝐻(𝑧) =
𝑏1𝑧

−(𝑑+1) + 𝑏2𝑧
−(𝑑+2) + 𝑏3𝑧

−(𝑑+3)

1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2
, (3.28) 
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missä 

𝑏1 = 𝐶𝑑𝐵𝑑1, 𝑏2 = 𝐶𝑑 [
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

]𝐵𝑑1 + 𝐵𝑑2, 𝑏3 = 𝐶𝑑 [
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

] 𝐵𝑑2. (3.29) 

Tietyissä erityistapauksissa toisen kertaluvun jatkuva-aikainen siirtofunktio voidaan esit-

tää muodossa 

𝐺(𝑠) =
𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2 , (3.30) 

missä 𝜔𝑛 > 0 on luonnollinen kulmataajuus ja 𝜁 > 0 on vaimennussuhde. Tämän DC-

vahvistus 𝐺(0) on yksi. Kun malliin lisätään lauseen 2.3 mukainen viive saadaan 

𝐺𝑎(𝑠) =
𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2  𝑒−𝑇𝑑𝑠. (3.31) 

3.4 Kertaluvun N malli 

Kertaluvun 𝑁 rationaalinen vahvasti-aito jatkuva-aikainen siirtofunktio voidaan esittää 

muodossa 

𝐺(𝑠) =
𝛽𝑚𝑠

𝑚 + 𝛽𝑀−1𝑠
𝑚−1 +⋯+ 𝛽0

𝑠𝑁 + 𝛼𝑁−1𝑠
𝑁−1 +⋯+ 𝛼0

, (3.32) 

missä 𝑁 on systeemin kertaluku ja 𝑚 toteuttaa ehdon 𝑚 < 𝑁.  

Vastaava diskreettiaikainen Z-siirtofunktio voidaan esittää muodossa 

𝐻(𝑧) =
𝑏1𝑧

−1 + 𝑏2𝑧
−2 +⋯+ 𝑏𝑀𝑧

−𝑀

1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2 +⋯+ 𝑎𝑁𝑧
−𝑁
. (3.33) 

𝑚 on jatkuva-aikaisen siirtofunktion osoittajapolynomin aste, kun taas 𝑀 kuvaa diskreetin 

𝑧−1-esitysmuodon osoittajan suurinta eksponenttia. Jos 𝑀 toteuttaa ehdon 𝑀 ≤ 𝑁, niin 

systeemi on vahvasti aito eli, jos jatkuva-aikaisessa siirtofunktiossa 𝑚 < 𝑁, niin diskreet-

tiaikaisessa siirtofunktiossa 𝑀 ≤ 𝑁. 

Jos sisäänmenossa on vakioviive 𝑇𝑑 ≥ 0, jatkuva-aikaisen mallin siirtofunktio on lausei-

den 2.3 ja 2.9 perusteella 



13 
 

𝐺(𝑠) = 𝑒−𝑇𝑑𝑠
𝛽𝑚𝑠

𝑚 + 𝛽𝑚−1𝑠
𝑚−1 +⋯+ 𝛽0

𝑠𝑁 + 𝛼𝑁−1𝑠
𝑁−1 +⋯+ 𝛼0

. (3.34) 

Jos 𝑣 = 0, viive on näytevälin 𝑑 ja ei-negatiivisen kokonaisluvun 𝑑 tulo. Tällöin siirtofunk-

tioon lisätään lauseen 2.6 mukainen viivetekijä 

𝐻(𝑧) = 𝑧−𝑑
𝑏1𝑧

−1 + 𝑏2 𝑧
−2 +⋯+ 𝑏𝑀𝑧

−𝑀

1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2 +⋯+ 𝑎𝑁𝑧
−𝑁
, (3.35) 

Jos viive ei ole näytevälin monikerta, niin pelkkä  𝑧−𝑑 ei riitä. Tällöin viive huomioidaan 

diskretoinnissa siten, että differenssiyhtälöön tulee kaksi peräkkäistä syötenäytettä kaa-

van (3.9) mukaan. 
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4. MUUNNOKSET 

4.1 Muunnokset ensimmäisen kertaluvun mallille 

Tutkitaan jatkuva-aikaista siirtofunktiota 

𝐺(𝑠) = 𝑒−8𝑠 
0.3

42𝑠 + 1
. (4.1) 

 

Tämä on ensimmäisen kertaluvun jatkuva-aikainen siirtofunktio, jolla on vahvistus 𝐾 =

0.3 aikavakio 𝑇 = 42 ja yksi napa kohdassa 𝑠 = −
1

42
. Lisäksi siinä on viive 𝑇𝑑 = 8. 

Valitaan näytteenottoväli ℎ = 8. MATLAB-funktio c2d tuottaa tässä tilanteessa Z-siirto-

funktion 

𝐻(𝑧) = 𝑧−1 
0.05203

𝑧 − 0.8266
. (4.2) 

Tämä on ensimmäisen kertaluvun Z-siirtofunktio, jolla yksi napa kohdassa 𝑧 = 0.8266 ja 

viivettä yhden askeleen verran. MATLAB-funktio d2c palauttaa tällöin alkuperäisen jat-

kuva-aikaisen siirtofunktion (4.1). 

Tutkitaan samaa mallia, mutta valitaan näytteenottoväliksi ℎ = 10. Nyt c2d-funktio tulos-

taa.  

𝐻(𝑧) = 𝑧−1 
0.01395𝑧 + 0.04961

𝑧 − 0.7881
. (4.3) 

Tästä funktio d2c tuottaa siirtofunktion, jonka rationaaliosa on heikosti aito 

𝐺(𝑠) = 𝑒−10𝑠 
0.01395𝑠 + 0.007143

𝑠 + 0.02381
. (4.4) 

Alkuperäisen Laplace-siirtofunktion napa on säilynyt, mutta siihen on tullut yksi nolla ja 

viiveen arvo on muuttunut. 

4.1.1 ZOH-diskretoinnin parametrikaavojen invertointi 

Tutkitaan mallia (3.2). Sen I/O-differentiaaliyhtälö on  
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𝑇𝑦̇(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝐾𝑢(𝑡). 

Kun valitaan tila 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡), tiladifferentiaaliyhtälöksi saadaan 

𝑥̇(𝑡) = −
1

𝑇
𝑥(𝑡) +

𝐾

𝑇
𝑢(𝑡). 

 

Tästä voidaan lukea parametreille 𝐴 ja 𝐵 arvot 

𝐴 = −
1

𝑇
, 𝐵 =

𝐾

𝑇
. 

 

Näyteväli on ℎ ja tarkastellaan tapausta, jossa 0 < 𝑣 < ℎ. Tällöin viiveellinen sisäänmeno 

voidaan esittää kahden peräkkäisen näytteen yhdistelmänä kaavan (3.9) mukaan. 

Differenssiyhtälön (3.9) ja sen kaavassa (3.13) annetun siirtofunktion 𝐻(𝑧) parametrit 

ovat kaavan (3.11) mukaan 

𝑎1 = 𝑒
−ℎ/𝑇 , 𝑏1 = 𝐾(1− 𝑒

−(ℎ−𝑣)/𝑇), 𝑏2 = 𝐾(𝑒
−(ℎ−𝑣)/𝑇− 𝑒−ℎ/𝑇).  

Aikavakio 𝑇 saadaan yhtälöstä 𝑎1 = 𝑒
−ℎ/𝑇 

𝑇 = −
ℎ

𝑙𝑛(𝑎1)
 

DC-vahvistus 𝐾 voidaan ratkaista sijoituksella 

𝐾 = 𝐻(1) =
𝑏1 + 𝑏2
1 − 𝑎1

. 

Viive 𝑣 voidaan ratkaista yhtälöstä 

𝑏2
𝑏1
= 𝑟 =

𝐾𝑒−(ℎ−𝑣)/𝑇(1−𝑒−𝑣/𝑇)

𝐾(1−𝑒−(ℎ−𝑣)/𝑇)
=
𝑒−(ℎ−𝑣)/𝑇(1−𝑒−𝑣/𝑇)

1 − 𝑒−(ℎ−𝑣)/𝑇
. 

Tehdään muuttujanvaihto 

𝑤 = 𝑒−𝑣/𝑇 . 

Tällöin luvulle 𝑟 saadaan esitys 
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𝑟 =

𝑎1
𝑤
(1 − 𝑤)

1 −
𝑎1
𝑤

=
𝑎1(1 − 𝑤)

𝑤 − 𝑎1
,  𝑎1 = 𝑒

−ℎ/𝑇 . 

Ratkaistaan 𝑤  

𝑤 =
𝑎1(1 + 𝑟)

𝑟 + 𝑎1
. 

Tästä voidaan ratkaista viive 

𝑣 = −𝑇 𝑙𝑛(
𝑎1(1 + 𝑟)

𝑟 + 𝑎1
) . 

Kunkin nollasta poikkeavan Z-siirtofunktion navan ja Laplace-siirtofunktion navan välillä 

on yhteys 

𝑧 = 𝑒𝑠ℎ  [5, 𝑠. 61].   

Tästä voidaan ratkaista Laplace-siirtofunktion napa 

𝑠 =
1

ℎ
ln(𝑧) . (4.5) 

Diskreettiaikaisille navoille 𝑧 ja jatkuva-aikaisille navoille 𝑠 pätee yhteys 

|𝑧| < 1 ⇔   Re(𝑠) < 0, 

eli diskreetissä ajassa yksikköympyrän sisällä olevat navat kuvautuvat jatkuvassa ajassa 

reaaliakselin vasemmalle puolelle. Tämä tulkinta tehdään mallin minimirealisaation na-

pojen perusteella. 

Sijoitetaan saatuihin parametrikaavoihin Z-siirtofunktion (4.3) parametrit 

𝑎1 = 0.7881, 𝑏1 = 0.01395, 𝑏2 = 0.04961, 𝑧 = 0.7881. 

Parametrien 𝑇, 𝐾 ja 𝑣 numeeriksi arvoiksi saadaan 

𝑇 = 42, 𝐾 = 0.3, 𝑣 = 8. 

Saadut parametrit ovat jatkuva-aikaisen ensimmäisen kertaluokan viiveellisen siirtofunk-

tion (4.1) parametrit.  
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4.1.2 Osamurtokehitelmä 

Osamurtokehitelmää käytetään esittämään siirtofunktio yksinkertaisimpien siirtofunktioi-

den summan, jolloin siirtofunktion analyysi helpottuu. Diskreetin mallin osamurtokehi-

telmä muodostetaan symbolisesti MATLAB-funktiolla partfrac, jonka jälkeen termit poi-

mitaan funktiolla children. [4]. Tutkittavan Z-siirtofunktion (4.3) osamurtokehitelmä on 

𝐻(𝑧) = 𝐻1(𝑧) + 𝐻2(𝑧). (4.6) 

Oletetaan ehto 𝑎1 ≠ 0, joka toteutuu, kun 𝑎1 = 𝑒
−ℎ/𝑇. Osamurtokehitelmän termit saa-

daan muotoon 

𝐻1(𝑧) =
𝑏1 +

𝑏2
𝑎1

𝑧 − 𝑎1
, 𝐻2(𝑧) = −

𝑏2
𝑎1

1

𝑧
. (4.7) 

Siirtofunktion (4.3) osamurtokehitelmän termeiksi saadaan 

𝐻1(𝑧) =
0.076899

𝑧 − 0.7881
, 𝐻2(𝑧) = −

0.062949

𝑧
. (4.8) 

Ensimmäinen termi on ensimmäisen kertaluvun viiveetön Z-siirtofunktio, ja toinen termi 

edustaa yhden askeleen viiveen ja vahvistuksen sarjakytkentää. 

Muuntamalla Z-siirtofunktio termi termiltä Laplace-siirtofunktioksi saadaan rinnankyt-

kentä 

𝐺(𝑠) = 𝐺1(𝑠) + 𝐺2(𝑠), (4.9) 

jossa 

𝐺1(𝑠) =
0.008642

𝑠 + 0.02381
, 𝐺2(𝑠) = −0.06295𝑒

−10𝑠. (4.10) 

Ensimmäinen termi on ensimmäisen kertaluvun viiveetön Laplace-siirtofunktio, ja toinen 

termi on 10 aikayksikön viiveen ja vahvistuksen 0.06295 sarjaankytkentä. Rinnankytken-

nän (4.9) lohkokaavio on esitetty kuvassa 4.1. 

 



18 
 

 

Kuva 4.1 Siirtofunktion (4.9) rinnankytkentälohkokaavio, jossa kumpaakin osamurtoter-
miä edustaa yksi rinnankytkennän haara. 

4.2 Muunnokset toisen kertaluvun mallille 

Tutkitaan toisen kertaluvun mallia muodossa 

𝐺(𝑠) = 𝑒−𝑇𝑑𝑠
𝐾

(𝑇1𝑠 + 1)(𝑇2𝑠 + 1)
. 

Kun nimittäjä kirjoitetaan polynomin perusmuodossa, saadaan 

(𝑇1𝑠 + 1)(𝑇2𝑠 + 1) = 𝑇1𝑇2𝑠
2 + (𝑇1 + 𝑇2)𝑠 + 1, 

josta jakamalla kertoimella 𝑇1𝑇2 nimittäjälle saadaan tekijä 

𝑠2 +
𝑇1 + 𝑇2
𝑇1𝑇2

𝑠 +
1

𝑇1𝑇2
. 

Verrataan tätä muodon (3.31) nimittäjään, jolloin luonnollisen kulmataajuuden 𝜔𝑛 ja vai-

mennussuhteen 𝜁 arvoiksi voidaan päätellä 

𝜔𝑛 = √
1

𝑇1𝑇2
, 𝜁 =

𝑇1 + 𝑇2

2√𝑇1𝑇2
. 

Tässä luvussa tutkitaan esimerkkimallia 

𝐺(𝑠) = 𝑒−2𝑠 
1

10𝑠2 + 7𝑠 + 1
= 𝑒−2𝑠 

1

(2𝑠 + 1)(5𝑠 + 1)
. (4.11) 
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Tästä nähdään parametrit 𝐾 = 1,  𝑇1 = 2,  𝑇2 = 5 ja viive 𝑇𝑑 = 2, jolloin 

𝜔𝑛 = √0.1 ≈ 0.316, 𝜁 =
0.7

2√0.1
≈ 1.11. (4.12) 

 𝑇1 ≠ 𝑇2, joten 𝜁 > 1 eli malli on ylivaimennettu. 

Valitaan näytteenottoväli ℎ = 2. MATLAB-funktio c2d tulostaa vahvasti aidon Z-siirto-

funktion 

𝐻(𝑧) = 𝑧−1 
0.1281𝑧 + 0.08034

𝑧2 − 1.038𝑧 + 0.2466
. (4.13) 

MATLAB-funktio d2c palauttaa tässä tapauksessa alkuperäisen jatkuva-aikaisen siirto-

funktion (4.11). 

Valitaan seuraavaksi näytteenottoväli ℎ = 2.5. Nyt funktio c2d tulostaa Z-siirtofunktion 

𝐻(𝑧) = 𝑧−1 
0.01114𝑧2 + 0.213 𝑧 + 0.05662

𝑧2 − 0.893𝑧 + 0.1738
. (4.14) 

Tälle funktio d2c muodostaa jatkuva-aikaisen siirtofunktion, jonka rationaaliosa on hei-

kosti aito 

𝐺(𝑠) = 𝑒−2.5𝑠 
0.01114𝑠2 + 0.04981𝑠 + 0.1

𝑠2 + 0.7𝑠 + 0.1
. (4.15) 

Alkuperäisen Laplace-siirtofunktion napa on säilynyt, mutta siihen on tullut kaksi nollaa 

ja viiveen arvo on muuttunut. 

4.2.1 Osamurtokehitelmä 

Tutkitaan osamurtokehitelmän avulla toisen kertaluvun Z-siirtofunktiota. Diskreetin mal-

lin osamurtokehitelmä muodostetaan symbolisesti MATLAB-funktiolla partfrac, jonka jäl-

keen termit poimitaan funktiolla children [4]. Tarkastellaan siirtofunktiota (4.14), joka voi-

daan kirjoittaa muodossa 

𝐻(𝑧) =
𝑏1𝑧

2 + 𝑏2𝑧 + 𝑏3
𝑧(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)

. (4.16) 

Tämän siirtofunktion navat ovat 0, 𝑧1 ja 𝑧2. Oletetaan, että 𝑧1 ≠ 𝑧2 sekä 𝑧1 ≠ 0 ja 𝑧2 ≠ 0, 

jolloin osamurtokehitelmä voidaan esittää muodossa 



20 
 

𝐻(𝑧) = 𝐻1(𝑧) + 𝐻2(𝑧) + 𝐻3(𝑧), (4.17) 

jossa 

𝐻1(𝑧) =
𝑟1

𝑧 − 𝑧1
, 𝐻2(𝑧) =

𝑟2
𝑧 − 𝑧2

, 𝐻3(𝑧) =
𝑟3
𝑧
. (4.18) 

Lukuja 𝑟1, 𝑟2 ja 𝑟3 kutsutaan residyiksi (engl. residues).   

Kertomalla osamurtokehitelmän yhtälö puolittain kertoimella  𝑧(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2) saadaan 

𝑏1𝑧
2 + 𝑏2𝑧 + 𝑏3 = 𝑟1𝑧(𝑧 − 𝑧2) + 𝑟2𝑧(𝑧 − 𝑧1) + 𝑟3(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2). 

Kukin residy saadaan sijoittamalla tähän identiteettiin muuttujan 𝑧 arvoksi residyyn liit-

tyvä napa. Sijoituksella 𝑧 = 0 saadaan 

𝑟3 =
𝑏3
𝑧1𝑧2

. (4.19) 

Sijoittamalla 𝑧 = 𝑧1 saadaan 

𝑟1 =
𝑏1𝑧1

2 + 𝑏2𝑧1 + 𝑏3
𝑧1(𝑧1 − 𝑧2)

. (4.20) 

 

Pisteessä 𝑧 = 𝑧2 saadaan 

𝑟2 =
𝑏1𝑧2

2 + 𝑏2𝑧2 + 𝑏3
𝑧2(𝑧2 − 𝑧1)

. (4.21) 

Termien 𝐻1(𝑧) ja 𝐻2(𝑧) erään tilaesitykset parametrit ovat  

𝐴𝑑 = 𝑟𝑖, 𝐵𝑑 = 𝑧𝑖 (4.22) 

Termit 𝐻1(𝑧) ja 𝐻2(𝑧) vastaavat ensimmäisen kertaluvun Z-siirtofunktioita. Kaavoista 

(3.1) voidaan ratkaista MATLAB funktiolla solve 

𝐴𝑖 =
𝑙 𝑛(𝑧𝑖)

ℎ
, 𝐵𝑖 =

𝑟𝑖𝑙 𝑛(𝑧𝑖)

ℎ(𝑧𝑖 − 1)
, 𝑖 ∈ 1,2. (4.23) 

Näistä seuraa lauseen 2.9 mukaan siirtofunktio 
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𝐺𝑖(𝑠) = − 
𝑟𝑖𝑙 𝑛(𝑧𝑖)

(𝑙𝑛 (𝑧𝑖) − ℎ𝑠)(𝑧𝑖 − 1)
, 𝑖 ∈ 1,2. (4.24) 

Termi 𝐻3(𝑧) on yhden askeleen viive vakiovahvistuksella. Muuntamalla tämä jatkuvaan 

aikaan saadaan 

𝐺3(𝑠) = 𝑟3𝑒
−ℎ𝑠. (4.25) 

Tutkittavan Z-siirtofunktion (4.14) osamurtokehitelmä on 

𝐻1(𝑧) = −
1.2939

𝑧 − 0.2866
, 𝐻2(𝑧) =

0.9792

𝑧 − 0.6064
, 𝐻3(𝑧) =

0.3258

𝑧
. (4.26) 

Ensimmäiset kaksi termiä ovat ensimmäisen kertaluvun viiveettömiä Z-siirtofunktioita, ja 

kolmas on yhden askeleen viivetermi vakiovahvistuksella 

Muuntamalla Z-siirtofunktio termi termiltä Laplace-siirtofunktioksi saadaan siirtofunktio 

𝐺(𝑠) = 𝐺1(𝑠) + 𝐺2(𝑠) + 𝐺3(𝑠), (4.27) 

jossa 

𝐺1(𝑠) =
0.4978

𝑠 + 0.2001
, 𝐺2(𝑠) = −

0.9066

𝑠 + 0.4998
, 𝐺3(𝑠) = 0.3258𝑒

−2.5𝑠. (4.28) 

Ensimmäiset kaksi termiä ovat ensimmäisen kertaluvun viiveettömiä Laplace-siirtofunk-

tioita, ja kolmas on 2.5 aikayksikön viiveen ja vakiovahvistuksen 0.3258 sarjaankytkentä. 

Rinnankytkennän (4.19) lohkokaavio on esitetty kuvassa 4.2. 
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Kuva 4.2 Siirtofunktion (4.26) rinnankytkentälohkokaavio, jossa kutakin osamurtotermiä 
edustaa yksi rinnankytkennän haara. 

4.2.2 Parametriyhtälöryhmämenetelmä 

Johdetaan aluksi kaavat, joilla voidaan ratkaista luonnollinen kulmataajuus ja vaimen-

nussuhde Z-siirtofunktion navoista. Tämän jälkeen muodostetaan kolmen yhtälön yhtä-

löryhmä, josta voidaan ratkaista jatkuva-aikaisen mallin osoittajan kertoimet ja osaviive, 

kun tiedetään, DC-vahvistus, kulmataajuus ja vaimennussuhde. 

Toisen kertaluvun mallin nimittäjä on standardimuodossa 

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2. 

Koska 𝑠1 ja 𝑠2 ovat tämän polynomin juuret, sama nimittäjä voidaan kirjoittaa tekijöihin 

jaettuna muotoon 

(𝑠 − 𝑠1)(𝑠 − 𝑠2). 

Kertomalla tekijät auki saadaan 

(𝑠 − 𝑠1)(𝑠 − 𝑠2) = 𝑠
2 − (𝑠1 + 𝑠2)𝑠 + 𝑠1𝑠2. 

Vertaamalla tämän lausekkeen kertoimia standardimuodon polynomiin saadaan ehdot 

−(𝑠1 + 𝑠2) = 2𝜁𝜔𝑛, 𝑠1𝑠2 = 𝜔𝑛
2, 

joista ratkaistaan 
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𝜔𝑛 = √𝑠1𝑠2, 𝜁 = −
𝑠1 + 𝑠2

2√𝑠1𝑠2
. 

Sijoittamalla tähän yhteys (4.5) saadaan muoto 

𝜔𝑛 =
1

ℎ
√𝑙 𝑛(𝑧1) 𝑙 𝑛(𝑧2) , 𝜁 = −

𝑙 𝑛(𝑧1) + 𝑙 𝑛(𝑧2)

2√𝑙 𝑛(𝑧1) 𝑙 𝑛(𝑧2)
. (4.29) 

DC-vahvistus 𝐾 saadaan sijoituksella  

𝐾 = 𝐻(1) =
𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3
1 + 𝑎1 + 𝑎2

(4.30) 

Jatkuva-aikainen siirtofunktio on muotoa 

𝐺(𝑠) = 𝑒−𝑣𝑠
𝑐𝑠 + 𝑓

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2 , (4.31) 

jonka rationaalifunktiotekijän erään tilaesityksen parametrit ovat 

𝐴 = [
0 1

−𝜔𝑛
2 −2𝜁𝜔𝑛

] , 𝐵 = [
0
1
] , 𝐶 = [𝑓 𝑐] [7, s. 649]. 

Kaavoilla (3.29) saadaan kolme epälineaarista yhtälöä tuntemattomille 𝑓, 𝑐 ja osavii-

veelle 𝑣 

{
 
 

 
 

[𝑓 𝑐]𝐵𝑑1(𝑣)   =   𝑏1

[𝑓 𝑐] ([
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

] 𝐵𝑑1(𝑣) + 𝐵𝑑2(𝑣))    =   𝑏2

[𝑓 𝑐] [
−𝑎22 𝑎12
𝑎21 −𝑎11

] 𝐵𝑑2(𝑣)   =   𝑏3

. (4.32) 

Siirtofunktiosta (4.11) saadaan luettua Z-siirtofunktion parametrit 

𝑎1 = −0.893, 𝑎2 = 0.1738, 𝑏1 = 0.01114, 𝑏2 = 0.213, 𝑏3 = 0.05662. 

Siirtofunktion (4.14) nimittäjästä saadaan ratkaistua navat 

𝑧1 = 0.6064, 𝑧2 = 0.2866. 

Ratkaistaan z-napojen avulla luonnollinen kulmataajuus 𝜔𝑛 ja vaimennussuhde 𝜁 kaa-

voista (4.29) 

𝜔𝑛 = 0.316255, 𝜁 = 1.106606. 
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DC-vahvistukseksi 𝐾 saadaan kaavasta (4.30) 

𝐾 = 0.999858. 

Muodostetaan yhtälöryhmä numeerisesti MATLABilla ja käytetään sen ratkaisuun funk-

tiota fsolve [4]. Yhtälöryhmä toteutetaan MATLABissa omana funktiona paramEqu-

ations. Funktio fsolve kutsutaan seuraavasti. Alkuarvaukseksi 𝑥0 valitaan 

𝑥 = [
𝑣
𝑓
𝑐
] , 𝑥0 = [

2
0.5
0
]. 

Tämän jälkeen määritellään funktiokahva 

fun = @(x) paramEquations(x,Bd1,Bd2,T,b0,b1,b2). 

Tarkennetaan laskennan tarkkuutta määrittämällä fsolve-funktion asetukset seuraavasti 

opts = optimoptions ( 'fsolve', 'FunctionTolerance', 1e-14,...  

'StepTolerance', 1e-14,    'OptimalityTolerance',   1e-14). 

Ratkaistaan yhtälöryhmä komennolla 

x = fsolve(fun, x0, opts). 

 MATLAB tulostaa:  

  𝑣 = 1.994517, 𝑓 = 0.100003, 𝑐 = −0.000543, 

Osoittajan kertoimien, vaimennussuhteen, luonnollisen kulmataajuuden ja viiveen avulla 

saadaan aikaan jatkuva-aikainen siirtofunktio  

𝐺(𝑠) = 𝑒−1.994517𝑠 
−0.000543 𝑠 + 0.100003

𝑠2 + 0.699999 𝑠 + 0.099999
. 

Pyöristämällä kertoimia saadaan 

𝐺(𝑠) = 𝑒−1.99𝑠 
0.1

𝑠2 + 0.70𝑠 + 0.10
. (4.33) 

Tämä vastaa hyvin alkuperäistä jatkuva-aikaista siirtofunktiota, sillä 
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(2𝑠 + 1)(5𝑠 + 1) = 10𝑠2 + 7𝑠 + 1 = 10(𝑠2 + 0.7𝑠 + 0.1). 

ja 

10 ⋅ 0.1 = 1. 

4.3 Muunnokset kertaluvun N-mallille 

Tutkitaan vielä suuren kertaluokan jatkuva-aikaista mallia. Tutkitaan kuudennen kertalu-

vun jatkuva-aikaista viiveellistä siirtofunktiota 

𝐺(𝑠) = 𝑒−3𝑠 
𝑠 + 2

𝑠6 + 6𝑠5 + 15𝑠4 + 20𝑠3 + 15𝑠2 + 6𝑠 + 1
. (4.34) 

Valitaan näytteenottoväli ℎ = 3. MATLAB-funktio c2d tulostaa Z-siirtofunktion 

𝐺𝑑(𝑧) = 𝑧
−1

𝑏5𝑧
5 + 𝑏4𝑧

4 + 𝑏3𝑧
3 + 𝑏2𝑧

2 + 𝑏1𝑧 + 𝑏0
𝑧6 + 𝑎5𝑧

5 + 𝑎4𝑧
4 + 𝑎3𝑧

3 + 𝑎2𝑧
2 + 𝑎1𝑧 + 𝑎0

, (4.35) 

jossa 

𝑎5 = −0.2987, 𝑎4 = 0.03718, 𝑎3 = −0.002468, 

𝑎2 = 9.216 ⋅ 10
−5, 𝑎1 = −1.835 ⋅ 10

−6, 𝑎0 = 1.523 ⋅ 10
−8, 

𝑏5 = 0.2687, 𝑏4 = 0.9204, 𝑏3 = 0.2712, 

𝑏2 = 0.01194, 𝑏1 = 4.048 ⋅ 10
−5, 𝑏0 = −1.913 ⋅ 10

−7. 

Takaisinmuunnos funktiolla d2c palauttaa jatkuva-aikaisen mallin (4.33). 

Valitaan näytteenottoväliksi ℎ = 4. Nyt funktio c2d tulostaa Z-siirtofunktion 

𝐺𝑑(𝑧) = 𝑧
−1
𝑏6𝑧

6 + 𝑏5𝑧
5 + 𝑏4𝑧

4 + 𝑏3𝑧
3 + 𝑏2𝑧

2 + 𝑏1𝑧 + 𝑏0
𝑧6 + 𝑎5𝑧

5 + 𝑎4𝑧
4 + 𝑎3𝑧

3 + 𝑎2𝑧
2 + 𝑎1𝑧 + 𝑎0

, 

jossa 

𝑎5 = −0.1099, 𝑎4 = 0.005032, 𝑎3 = −0.0001229, 

𝑎2 = 1.688 ⋅ 10
−6, 𝑎1 = −1.237 ⋅ 10

−8, 𝑎0 = 3.775 ⋅ 10
−11, 

𝑏6 = 0.004254, 𝑏5 = 0.9388, 𝑏4 = 0.7826, 𝑏3 = 0.06356, 

𝑏2 = 0.0007935, 𝑏1 = 8.725 ⋅ 10
−7, 𝑏0 = −4.742 ⋅ 10

−10. 

Tälle funktio d2c muodostaa Laplace-siirtofunktion, jonka rationaaliosa on heikosti aito 
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𝐺(𝑠) = 𝑒−4𝑠 
0.00425𝑠6 + 0.0439𝑠5 + 0.232𝑠4 + 0.821𝑠3 + 1.995𝑠2 + 3𝑠 + 2

𝑠6 + 6𝑠5 + 15𝑠4 + 20𝑠3 + 15𝑠2 + 6𝑠 + 1
. (4.36) 

Alkuperäisen siirtofunktion navat ovat säilynyt, mutta viive on nyt 4 ja siirtofunktion osoit-

taja on positiivisen asteluvun polynomi, jolla on 6 juurta. 

Tutkitaan osamurtokehitelmän avulla kuudennen kertaluvun Z-siirtofunktiota. Matlabin 

funktiolla partfrac saadaan osamurtokehitelmä, jonka jälkeen termit poimitaan funktiolla 

children. 

𝐻1(𝑧) =
3.124 ⋅ 105

𝑧 − 0.02716
, 

𝐻2(𝑧) =
(1.533 ⋅ 105 + 2.799 ⋅ 105𝑖)

𝑧 − (0.02125 + 0.007447𝑖)
, 

𝐻3(𝑧) =
(1.533 ⋅ 105 − 2.799 ⋅ 105𝑖)

𝑧 − (0.02125 − 0.007447𝑖)
, 

𝐻4(𝑧) =
−(1.721 ⋅ 105 − 2.468 ⋅ 105𝑖)

𝑧 − (0.01416 + 0.005432𝑖)
, 

𝐻5(𝑧) =
−(1.721 ⋅ 105 + 2.468 ⋅ 105𝑖)

𝑧 − (0.01416 − 0.005432𝑖)
, 

𝐻6(𝑧) =
−2.747 ⋅ 105

𝑧 − 0.01191
, 

𝐻7(𝑧) =
−12.56

𝑧
. 

Kun konjugaattiparit yhdistetään reaalikertoimisiksi toisen kertaluvun termeiksi ja kukin 

osa muunnetaan takaisin jatkuvaan, saadaan 

𝐺(𝑠) = 𝐺1 + 𝐺23 + 𝐺45 + 𝐺6 + 𝐺7, 

Jossa 

𝐺1(𝑠) =
2.895 ⋅ 105

𝑠 + 0.9015
, 

𝐺23(𝑠) =
3.413 ⋅ 105𝑠 + 2.8 ⋅ 105

𝑠2 + 1.897𝑠 + 0.9065
, 
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𝐺45(𝑠) =
−3.229 ⋅ 105𝑠 − 3.889 ⋅ 105

𝑠2 + 2.094𝑠 + 1.105
, 

𝐺6(𝑠) =
−3.079 ⋅ 105

𝑠 + 1.108
, 

𝐺7(𝑠) = −12.56 𝑒−4𝑠. 

𝐺1(𝑠) ja 𝐺6(𝑠) ovat ensimmäisen kertaluvun viiveettömiä Laplace-siirtofunktioita. Termit 

𝐺23 ja 𝐺45 muodostavat konjugaattipareista yhdistetyt toisen kertaluvun osat. Termi 𝐺7 on 

puhdas 4 aikayksikön viive vakiovahvistuksella −12.56. 

 

 

 

 

 



28 
 

5. TULOSTEN VERTAILU 

5.1 Ensimmäinen kertaluku 

Vertaillaan kolmella eri menetelmällä saatuja ensimmäisen kertaluvun jatkuva-aikaisia 

siirtofunktioita  

𝐺1 = 𝑒
−8𝑠 

0.3

42𝑠 + 1
, 

𝐺2 = 𝑒
−10𝑠 

0.01395 𝑠 + 0.007143

𝑠 + 0.02381
, 

𝐺3 =
0.008642

𝑠 + 0.02381
+ 0.06295 𝑒−10𝑠. 

Mallien Bode-diagrammit esitetään kuvassa 5.1. 

 

Kuva 5.1 Bode-diagrammi ensimmäisen kertaluvun siirtofunktioille 𝐺1(𝑠), 𝐺2(𝑠) ja 𝐺3(𝑠) 

Systeemien kaistanleveydet (eng. bandwidth) voidaan lukea karkeasti Bode-diagram-

mista tai MATLABissa etsimällä taajuus, jolla vahvistus putoaa arvoon |𝐺(0)|/√2. Tämä 

voidaan tehdä esimerkiksi funktiolla getGainCrossover seuraavasti: 
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 wb1 = min(getGainCrossover(G1, abs(dc1)/sqrt(2))) 

 wb2 = min(getGainCrossover(G2, abs(dc2)/sqrt(2))) 

 wb3 = min(getGainCrossover(G3, abs(dc3)/sqrt(2))), 

jossa dc1, dc2, ja dc3 ovat mallien DC-vahvistukset. Saadaan kaistanleveydet 

𝜔𝑏1 = 0.0238, 𝜔𝑏2 = 0.0239, 𝜔𝑏3 = 0.0225. [4] 

Bode-diagrammin perusteella 𝐺1 ja 𝐺2 vastaavat likimain toisiaan matalilla ja keskitaa-

juuksilla. Siirtofunktiolla 𝐺3 on pienin kaistanleveys. Suurilla taajuuksilla siirtofunktion 𝐺1 

vahvistus putoaa, kun taas siirtofunktioiden 𝐺2 ja 𝐺3 dB-vahvistukset lähestyvät vakioar-

voa. Tämä johtuu siitä, että 𝐺2 rationaalitekijä on heikosti aito, jolloin vahvistus ei vai-

mene kohti miinus ääretöntä vaan lähestyy äärellistä arvoa. Mallin 𝐺3 suurten taajuuk-

sien käyttäytyminen määräytyy taas viivästetystä vahvistustermistä 0.06295 𝑒−10𝑠, jonka 

vahvistus 0.06295 on vakio. Siirtofunktion 𝐺3 dB-vahvistuksessa näkyy lisäksi notkahdus 

ja heiluntaa, joka tasoittuu suuremmille taajuuksille siirryttäessä. 

Askelvasteista nähdään, että kaikkien mallien DC-vahvistus on sama 𝐺(0) = 0.3. MAT-

LAB funktiolla stepinfo saadaan luettua siirtofunktioille nousuajat 𝑡𝑟1, 𝑡𝑟2, ja 𝑡𝑟3 sekä 

asettumisajat 𝑡𝑠1, 𝑡𝑠2, ja 𝑡𝑠3 

𝐺1 → 𝑡𝑟1 = 92.2778, 𝐺1 → 𝑡𝑠1 = 172.3084, 

𝐺2 → 𝑡𝑟2 = 92.2778, 𝐺2 → 𝑡𝑠2 = 172.3084, 

𝐺3 → 𝑡𝑟3 = 101.0720, 𝐺3 → 𝑡𝑠3 = 172.2844 [4]. 

𝐺(𝑠) ja 𝐺(𝑠)𝑒−𝑑𝑠 antavat saman nousuajan, mutta viive siirtää vasteen ajassa, joten vii-

veellisen mallin asettumisaika on noin viiveen verran suurempi kuin viiveettömän. 

Askelvasteet on esitetty kuvassa 5.2. 
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Kuva 5.2 Askelvasteet ensimmäisen kertaluvun siirtofunktioille 𝐺1, 𝐺2 ja 𝐺3 

Siirtofunktion 𝐺3 askelvasteessa näkyy alussa pieni poikkeama, koska siinä viiveellinen 

osa on erotettu omaksi termikseen osamurtokehitelmän yhteydessä. Poikkeama selittää 

myös mallin 𝐺3 pidemmän nousuajan. 

Tarkastellaan säätöpiiriä, jossa on tutkittava prosessi, ideaalinen anturi ja I-säädin, jonka 

integrointivahvistus on 𝐾𝑖. Avoimelle systeemille eli säätimen, prosessin ja anturin sar-

jaankytkennän siirtofunktioksi saadaan. 

𝐿(𝑠) =
𝐾𝑖
𝑠

 𝐺(𝑠). 

Valitaan integrointivahvistukseksi 𝐾𝑖 = 0.3. Avoimien systeemien Bode-diagrammit esi-

tetään kuvassa 5.3. 
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Kuva 5.3 Bode-diagrammit avoimille systeemeille 𝐿1, 𝐿2, ja 𝐿3 

Bode-diagrammeista huomataan, että kaikkien avoimien systeemien vahvistukset vai-

menevat suurilla taajuuksilla.  

Vahvistusvara (eng. gain margin), vaihevara (eng. phase margin) ja viivevara (eng. delay 

margin) voidaan lukea avoimen systeemin Bode-diagrammista tai esimerkiksi MATLAB-

funktiolla allmargin [4]. Funktiolla allmargin saadaan vahvistusvarat 𝐺𝑀, vaiheva-

rat 𝑃𝑀 ja viivevarat 𝐷𝑀. 

𝐺1 → 𝐺𝑀1 = 1.4312, 𝐺1 → 𝑃𝑀1 = 8.9206
∘, 𝐺1 → 𝐷𝑀1 = 3.5926 

𝐺2 → 𝐺𝑀2 = 1.4145, 𝐺2 → 𝑃𝑀2 = 8.7031
∘, 𝐺2 → 𝐷𝑀2 = 3.4980  

𝐺3 → 𝐺𝑀3 = 2.0590, 𝐺3 → 𝑃𝑀3 = 14.3012
∘, 𝐺3 → 𝐷𝑀3 = 6.0864. 

I-vahvistukselle 𝐾𝑖0, I-vahvistuksen kriittinen arvo on 

𝐾𝑖,crit = 𝐺𝑀 ⋅ 𝐾𝑖0. 

Valinnalla 𝐾𝑖0 = 0.3 saadaan kriittiset vahvistukset 

𝐺𝑀1 ⋅ 𝐾𝑖0. = 0.4294, 𝐺𝑀2 ⋅ 𝐾𝑖0. = 0.4243, 𝐺𝑀3 ⋅ 𝐾𝑖0. = 0.6177. 

𝐺1 ja 𝐺2 tuottavat lähes identtiset vahvistus-, vaihe- ja viivevarat, joten niiden I-silmukoi-

den dynamiikka on hyvin samankaltainen. Mallilla 𝐺3 on suuremmat vahvistus-, vaihe- ja 
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viivevara. Toisaalta 𝐺3 vastaa huonommin alkuperäistä prosessia, joten sen perusteella 

saadut marginaalit eivät välttämättä kuvaa todellista robustisuutta alkuperäiseen proses-

siin nähden, vaan korostavat mallivirheen vaikutusta. 

5.2 Toinen kertaluku 

Vertaillaan kolmella menetelmällä saatuja toisen kertaluvun jatkuva-aikaista siirtofunk-

tiota 

𝐺1 = 𝑒
−1.99𝑠 

0.1

𝑠2 + 0.7 𝑠 + 0.1
, 

𝐺2 = 𝑒
−2.5𝑠 

0.01114 𝑠2 + 0.04981 𝑠 + 0.1

𝑠2 + 0.7 𝑠 + 0.1
, 

𝐺3 =
0.4978

𝑠 + 0.2001
−

0.9066

𝑠 + 0.4998
+ 0.3258 𝑒−2.5𝑠. 

Siirtofunktioiden Bode-diagrammit esitetään kuvassa 5.4. 

 

 

Kuva 5.4 Bode-diagrammi toisen kertaluvun siirtofunktioille 𝐺1, 𝐺2 ja 𝐺3 

Kaistanleveydet saadaan vastaavaan tapaan, kun ensimmäisen kertaluvun tapauk-

sessa. Saadaan kaistanleveydet 
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𝜔𝑏1 = 0.1765, 𝜔𝑏2 = 0.1766, 𝜔𝑏3 = 0.2544 [4].  

Bode-diagrammien perusteella 𝐺1 ja 𝐺2 käyttäytyvät matalilla ja keskitaajuuksilla lähes 

samalla tavalla, mikä näkyy käytännössä identtisinä kaistanleveyksinä. Siirtofunktiolla 𝐺3 

on selkeästi suurin kaistanleveys. Suurilla taajuuksilla mallin 𝐺1 dB-vahvistus putoaa 

kohti miinusääretöntä, kun taas mallien 𝐺2 ja 𝐺3 vahvistus lähestyy vakioarvoa. Tämä 

johtuu siitä, että mallin 𝐺2 rationaaliosa on heikosti aito, jolloin dB-vahvistus ei vaimene 

kohti miinus ääretöntä vaan lähestyy äärellistä vakioarvoa. Mallin 𝐺3 suurten taajuuksien 

käyttäytyminen määräytyy taas viivästetystä vahvistustermistä 0.3258 𝑒−2.5𝑠, jonka vah-

vistus on vakio 0.3258. Siirtofunktion 𝐺3 dB-vahvistuksessa näkyy lisäksi heiluntaa, joka 

tasoittuu suurille taajuuksille siirryttäessä. 

Askelvasteista nähdään, että siirtofunktioiden DC-vahvistukset ovat samat 𝐺(0) = 0.1. 

MATLAB funktiolla stepinfo saadaan luettua siirtofunktioille nousuajat 𝑡𝑟1, 𝑡𝑟2, ja 𝑡𝑟3 

sekä asettumisajat 𝑡𝑠1, 𝑡𝑠2, ja 𝑡𝑠3 

𝐺1 → 𝑡𝑟1 = 12.3209, 𝐺1 → 𝑡𝑠1 = 24.1805, 

𝐺2 → 𝑡𝑟2 = 12.3239, 𝐺2 → 𝑡𝑠2 = 24.1119, 

𝐺3 → 𝑡𝑟3 = 12.3196, 𝐺3 → 𝑡𝑠3 = 24.1039 [4]. 

Askelvasteet on esitetty kuvassa 5.5. 
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Kuva 5.5 Askelvasteet toisen kertaluvun siirtofunktioille 𝐺1, 𝐺2 ja 𝐺3 

Siirtofunktion 𝐺3 askelvasteessa on alussa pieni poikkeama negatiiviseen suuntaan, 

koska osamurtokehitelmässä on negatiivinen ensimmäisen kertaluvun termi ja viivetermi 

alkaa vaikuttaa vasta viiveen jälkeen.  
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6. YHTEENVETO 

Työssä tutkittiin viiveellisen diskreettiaikaisen mallin muuntamista jatkuva-aikaiseksi 

ZOH-oletuksella. Työssä vertailtiin kolmea menettelyä: suora muunnos MATLAB-funkti-

olla d2c ZOH-oletuksella, ZOH-parametrikaavojen invertointi sekä Z-siirtofunktion osa-

murtokehitelmän muuntaminen termeittäin. Toisen kertaluvun tapauksessa para-

metrikaavojen invertointi korvattiin parametriyhtälöryhmän numeerisella ratkaisulla.  Lo-

puksi eräs korkean kertaluvun alivaimennettu malli muunnettiin osamurtokehitelmän 

avulla. 

Ensimmäisen kertaluvun tapauksessa kaikki menetelmät säilyttivät alkuperäisen DC-

vahvistuksen 𝐾. DC-vahvistuksen säilyminen johtuu siitä, että DC-vahvistus liittyy askel-

vasteeseen ja ZOH-oletus toteutuu askelinputille, jolloin jatkuvan ajan ja diskreetin ajan 

mallit antavat saman pysyvän tilan arvon. Kaikilla malleilla oli lähes samat asettumisajat. 

Mallin 𝐺3 nousuaika oli hieman pidempi alun poikkeaman takia. Mallit 𝐺1 ja 𝐺2 vastasivat 

toisiaan hyvin matalilla ja keskitaajuuksilla, mikä näkyi lähes samoina kaistanleveyksinä 

sekä lähes samoina nousu- ja asettumisaikoina. Mallin 𝐺3 kaistanleveys oli hieman mal-

lien 𝐺1 ja 𝐺2 kaistanleveyttä pienempi. Suurilla taajuuksilla mallin 𝐺1 dB-vahvistus vaime-

nee kohti miinus ääretöntä, kun taas mallin 𝐺2 dB-vahvistus lähestyy vakioarvoa, koska 

sen rationaalitekijä on heikosti aito. Mallin 𝐺3 suurten taajuuksien käyttäytymisen määrää 

puolestaan viivästetty vahvistustermi 0.06295 𝑒−10𝑠, jonka vahvistus on vakio. Tämän 

takia senkään dB-vahvistus ei vaimene kohti miinus ääretöntä vaan lähestyy suurilla taa-

juuksilla vakioarvoa. 

I-säätimen avulla kaikkien mallien dB-vahvistukset saatiin vaimenemaan suurilla taa-

juuksilla kohti miinus ääretöntä. Malleilla 𝐺1 ja 𝐺2 oli lähes samat stabiiliusvarat ja niillä 

oli lähes samat I-vahvistuksen kriittiset arvot. Mallilla 𝐺3 stabiiliusvarat olivat suuremmat. 

Toisen kertaluvun tapauksessa 𝐺1 ja 𝐺2 vastasivat toisiaan hyvin matalilla ja keskitaa-

juuksilla, ja kaistanleveydet olivat käytännössä samat. Termikohtaisesta osamurtokehi-

telmämuunnoksesta muodostettu 𝐺3 antoi selvästi suuremman kaistanleveyden. Myös 

toisen kertaluvun tapauksessa suurilla taajuuksilla mallin 𝐺1 dB-vahvistus vaimenee 

kohti miinus ääretöntä, kun taas mallin 𝐺2 dB-vahvistus lähestyy vakioarvoa, koska sen 

rationaaliosa on heikosti aito. Mallin 𝐺3 suurten taajuuksien käyttäytymisen määrää puo-

lestaan viivästetty vahvistustermi 0.3258 𝑒−2.5𝑠,  jonka vahvistus on vakio. Koska vakio-
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viive ei muuta amplitudia, termin amplitudivahvistus on kaikilla taajuuksilla |0.3258|. Tä-

män takia termi siis määrittää mallin 𝐺3 amplitudin suurilla taajuuksilla. Kaikki mallit säi-

lyttivät alkuperäisen DC-vahvistuksen 𝐾, ja nousu- ja asettumisajat olivat hyvin lähellä 

toisiaan. Mallin 𝐺3 askelvasteessa näkyi kuitenkin alussa pieni negatiivinen poikkeama, 

koska osamurtokehitelmässä on negatiivinen ensimmäisen kertaluvun termi ja viivetermi 

alkaa vaikuttaa vasta viiveen jälkeen. 

MATLAB-funktion d2c tuotos on käytännön kannalta realistinen, kun viive on näytteen-

ottovälin monikerta. Muilla viiveillä kyseinen tuotos voi muuttaa viivettä ja synnyttää yli-

määräisiä nollia. Näissä tapauksissa parhaiten alkuperäisiä malleja vastaava jatkuva-

aikainen malli saatiin parametrikaavojen invertoinnilla ja yhtälöryhmämenetelmällä. Osa-

murtokehitelmä tuotti ensimmäisen- ja toisen kertaluvun tapauksessa selvästi erilaisia 

tuloksia kahteen muuhun menetelmään verrattuna. Tämä viittaa siihen, että termikohtai-

nen osamurtokehitelmä ei kuvaa alkuperäistä prosessia yhtä hyvin kuin parametrikaa-

vojen invertoinnilla tai yhtälöryhmämenetelmällä saatu malli. 
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LIITE A: ENSIMMÄISEN KERTALUVUN MALLIN 
PARAMETRIEN LASKENTA  

Tässä liitteessä esitetään MATLAB-funktio, joka muodostaa ensimmäisen kertaluvun jatkuva-ai-
kaisen mallin parametrien 𝑇, 𝐾 ja osaviiveen 𝑣 arvot diskreetin ZOH-mallin parametreista 𝑎1, 𝑏1, 
𝑏2 ja näytteenottovälistä ℎ Control System Toolboxin (CST) avulla. 
 

function [G,T,K,v] = invZOH1stOrder(a1,b1,b2,h) 

% Muodostaa jatkuva-aikaisen mallin 

%   G(s) = exp(-v*s) * K / (T*s + 1) 

% diskreetistä Z-siirtofunktiosta 

%   H(z) = (b1 z^{-1} + b2 z^{-2}) / (1 - a1 z^{-1}), 

% kun näytteenottoaika on h ja sisäänmenossa on osaviive v yhden  

% näytevälin sisällä. 

% Toteutus käyttää Control System Toolboxia 

%  

% Syötteet: 

%   a1 : Z-siirtofunktion nimittäjän kerroin 

%   b1 : Z-siirtofunktion osoittajan kerroin 

%   b2 : Z-siirtofunktion osoittajan kerroin 

%   h : näytteenottoväli  

% 

% Palauttaa: 

%   G : jatkuva-aikainen siirtofunktio (CST) 

%   T : aikavakio 

%   K : DC-vahvistus 

%   v : osaviive (0 <= v < h) 

 

    % Aikavakio (a1 = exp(-h/T)) 

    T = -h/log(a1); 

 

    % DC-vahvistus (H(1) = (b1+b2)/(1-a1)) 

    K = (b1 + b2)/(1 - a1); 

 

    % Viive (ratkaistaan suhteen r=b2/b1 avulla) 

    r = b2/b1; 

    w = a1*(1 + r)/(r + a1);   % w = exp(-v/T) 

    v = -T*log(w); 

 

    % Jatkuva-aikainen siirtofunktio 

    s = tf('s'); 

    G = exp(-v*s) * K/(T*s + 1); 

end 

Ohjelma 1 Ensimmäisen kertaluvun jatkuva-aikaisen mallin muodostus invertoiduilla 
parametrikaavoilla käyttäen Control System Toolboxia 
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LIITE B: OSAMURTOKEHITELMÄN TERMIEN 
MUUNNOS TF-OBJEKTEIKSI 

Tässä liitteessä esitetään MATLAB-funktio, joka muodostaa symbolisesta siirtofunktiosta 𝐻(𝑧) 
osamurtokehitelmän sekä muuntaa osamurtokehitelmän termit erillisiksi diskreettiaikaisiksi siirto-
funktioiksi Symbolic Math Toolboxin (SMT) ja Control System Toolboxin (CST) avulla, kun näyt-
teenottoväli on ℎ. 
 

function [termsSym, termsH] = partfracTerms2tf(Hsym, z, h) 

% Muodostaa symbolisen osamurtokehitelmän siirtofunktiolle Hsym(z) ja  

% muuntaa jokaisen osamurtotermin erilliseksi diskreettiaikaiseksi  

% tf-objektiksi. 

% Toteutus käyttää Symbolic Math Toolboxia (SMT) ja Control System  

% Toolboxia (CST). 

% 

% Syötteet: 

%   Hsym : symbolinen siirtofunktio (SMT) 

%   z    : symbolinen muuttuja (SMT) 

%   h    : näytteenottoväli  

% 

% Palauttaa: 

%   termsSym : 1xN symbolinen rivivektori osamurtokehitelmän termeistä  

%   (SMT) 

%   termsH   : 1xN tf-vektori, jossa jokainen termi on oma diskreetti  

%   siirtofunktio (CST) 

 

% Muodostetaan osamurtokehitelmä:  

% FactorMode='complex' sallii kompleksiset tekijät  

Hpf = partfrac(Hsym, z, 'FactorMode', 'complex');  

  

% children palauttaa osamurtokehitelmän termit cell-muodossa  

termsCell = children(Hpf);  

  

% Muutetaan solut symboliseksi vektoriksi:  

% termsCell{:} purkaa solun sisällöt ja [] tekee niistä rivivektorin  

termsSym = [termsCell{:}];  

  

% Termien lukumäärä  

N = numel(termsSym);  

  

% Esiallokointi tf-taulukolle:  

% Luodaan 1xN taulukko, jossa jokainen alkio on diskreetti tf (CST) 

termsH(1, N) = tf(0, 1, h, 'Variable', 'z');  

  

% Käydään jokainen osamurtotermi läpi ja muunnetaan se tf-olioksi  

for k = 1:N  

    % Erotellaan termistä osoittaja ja nimittäjä symbolisessa muodossa  

    [numS, denS] = numden(termsSym(k));  

  

% Muutetaan symboliset polynomit kerroinvektoreiksi  

% sym2poly palauttaa kertoimet laskevassa potenssijärjestyksessä  
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num = sym2poly(numS);  

den = sym2poly(denS);  

% Muodostetaan diskreettiaikainen siirtofunktio kyseisestä termistä  

termsH(k) = tf(num, den, h, 'Variable', 'z');  

end  

end  
 
 

Ohjelma 2 Osamurtokehitelmän muodostus ja sen termien muunto siirtofunktio-ob-
jekteiksi käyttäen Symbolic Math Toolboxia ja Control System Toolboxia 

 


