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Tutkielmassa osoitetaan Leray-Hirschin lause, joka luo yhteyden fibraatioon liittyvien
avaruuksien singulaaristen kohomologiamodulien vilille. Esiteltdva todistus pohjau-
tuu erityisten algebrallisten rakenteiden, spektraalijonojen, kiyttoon.

Tutkielman alkupuolella valmistellaan todistuksen pienempié yksityiskohtia. Aluk-
si esitellaan spektraalijonon konstruoimista varten CW-kompleksien homotopiateo-
reettisia perusominaisuuksia seka osoitetaan, ettd jokaista avaruutta vastaa homoto-
piaryhmaltédan isomorfinen CW-kompleksi. Téamén jélkeen kerrataan ja maaritellaén
fibraatioihin liittyvia késitteité, erityisesti sdiehomotopia ja fibraation suunnistuvuus.
My6hemmin osoittautuu, ettd néista jalkimmaéainen on Leray-Hirschin lauseen oletus-
ten taustalla.

Spektraalijonoja kisittelevassa luvussa esitellddn ensin spektraalijono algebrallisena
rakenteena ja alustetaan niitd algebrallisia argumentteja, joita jonoa kaytettédessa
myohemmin tarvitaan. Naista oleellisimpia ovat spektraalijonon suppeneminen se-
ké spektraalijonojen keskinédinen vertailu spektraalijonokuvausten kautta. Luvun lop-
pupuolella muodostetaan kohomologinen spektraalijono topologisen avaruuden suo-
datuksen pohjalta ja esitetdén riittavé ehto sille, ettd néin méaritelty spektraalijono
todella suppenee.

Tutkielman lopussa johdetaan kohomologinen Serre-jono suunnistuville fibraatioille,
missd CW-approksimaatiot mahdollistavat suppenevan spektraalijonon muodostami-
sen ilman fibraation maaliavaruuteen liittyvia lisdoletuksia. Todistuksetta esitellaan
kaksi jonon rakenteesta seuraavaa ominaisuutta: jonon [uonnollisuus, joka helpottaa
jonon vertailtavuutta sekd jonolle méariteltava tulorakenne, joka puolestaan yksin-
kertaistaa jonon suppenemisen vahvinta muotoa, romahtamista, koskevia paattelyita.
Néistd ominaisuuksista seuraa lopulta myos Leray-Hirschin lause.

Avainsanat: Leray-Hirschin lause, spektraalijonot, Serre-jono, fibraatiot
Tamén julkaisun alkuperéisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck
-ohjelmalla.
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Merkintoja

Seuraavia merkintéja kiytetddan tutkielmassa selityksetta.

(X, Y] Jatkuvien kuvausten f : X — Y homotopialuokkien joukko.

Dn Avaruuden R" osajoukko {z € R" | ||z| < 1}.

H*(X,G) Avaruuden X singulaaristen kohomologiaryhmien jono.

H.(X,G) Avaruuden X singulaaristen homologiaryhmien jono.

H,; Jos X ja Y ovat topologisia avaruuksia, ja H : X x I — Y on
jatkuva kuvaus, niin Hy : X — X x {t} =Y, x — H(z,1).

I Yksikkovali [0, 1].

Sn Avaruuden R™*! osajoukko {x € R"™ | ||z|| = 1}.



1 Johdanto

Leray-Hirschin lause on algebrallisen topologian klassinen tulos, joka luo yhteyden jo-
ko sdiekimppuun tai fibraatioon liittyvien avaruuksien kohomologiamodulien vilille.
Lauseen todistivat ensimmaisen kerran 1940-luvun lopulla J. Leray ja G. Hirsch. Mo-
dernimmassa kirjallisuudessa Hatcherin ja Spanierin kirjojen verrattain suoraviivaiset
todistukset (|2] lause 4D.1, [15], lause 7.9) sdiekimppujen singulaariselle homologia-
ja kohomologiamoduleille ovat monen sovelluksen kannalta riittédvia. Fibraatioiden
tapauksessa vaaditaan kuitenkin raskaampaa todistusteknista vélineistod, jota tama
tutkielma esittelee.

Saiekimpun ja fibraation késitteissi keskeisend elementtind on tietyt ehdot tayttava
jatkuva kuvaus. Hyvin suuressa osassa tapauksista sdiekimppu méaérittelee fibraation:
W. Hubsch ja W. Hurewicz ovat todistaneet (|15] korollaari 7.14), etta jos sédiekimpun
médrittelevin kuvauksen maaliavaruus on parakompakti Hausdorffin avaruus, se on
fibraatio. Koska metriset avaruudet toteuttavat ndmé ehdot ([12] lause 41.4), voidaan
metristen avaruuksien tapauksissa sdaiekimppuja pitaé fibraatioiden alikésitteend. Ka-
sitteité ei téassé rajoitetussakaan tilanteessa voida kuitenkaan samastaa. Téata voidaan
havainnollistaa seuraavalla yksinkertaisella esimerkilld (|2], harjoitustehtéva 4.3.9).

Tarkastellaan tavallista 2-simpleksia ja kuvausta, joka projisoi kaikki simpleksin pis-
teet jollekin sivulle kyseisen sivun normaalin suuntaisesti. Jos projektio olisi sdiekimp-
puun liittyvéa kuvaus, maalijoukon pisteiden alkukuvat, sdikeet, olisivat silloin homeo-
morfisia keskendan. Kuvasta 1.1 kuitenkin ndhdéén, ettd méaritellylla projektiolla ei
voi olla tatd ominaisuutta. Sen sijaan sivun pisteiden sdikeet ovat kesken&didn homo-
topiaekvivalentteja, miké ei ole sattumaa: voidaan nimittain osoittaa, ettd kyseinen
projektiokuvaus on fibraatio, ja ettd polkuyhtenéisilld avaruuksilla pisteiden alkuku-
vat ovat homotopiaekvivalentteja. Tamé on intuitiivista myos Leray-Hirschin lauseen
voimassaolon kannalta, silld homotopiaekvivalenttien ja homeomofisten avaruuksien
kohomologiamodulit ovat yhté lailla isomorfisia.

Leray-Hirschin lauseen todistus tdssa erddssa mielessa yleistetyssd muodossaan edel-
lyttad kahta suurta 1900-luvun puolivélissd kehitettyd matemaattista innovaatiota.
Ensimmainen néistad on Lerayn toisen maailmansodan jalkeen esitteleméa spektraalijo-



Kuva 1.1: Projektio 2-simpleksin pohjasivulle. Sivun pddtepisteiden alkukuvat ovat vain
yksittaisia pisteitd, keskipisteen alkukuva taas homeomorfinen minkd tahansa suljetun vdilin
kanssa.

non idea, joka téssd tapauksessa tarkentaa kohomologiamodulin rakennetta. Spekt-
raalijonot eivét aluksi saaneet kovinkaan innostunutta vastaanottoa, kuten G.W. Whi-
tehead kuvaili vuonna 1997 (|6]):

Most people |[...| found Leray’s papers obscure.

Suhtautuminen spektraalijonoihin muuttui kuitenkin toisen merkittavan tuloksen,
Serre-jonon 10ytymisen myota. Tuloksen todisti J.-P. Serre vuonna 1951 véiitoskir-
jassaan [14], jonka esitys oli Lerayn julkaisuista poiketen erityisen selked. Tamé li-
sési kiinnostusta soveltaa spektraalijonon ideaa algebrallisen topologian tutkimuksen
kent&lld niin, ettd jo vuonna 1955 W.S. Massey arvioi ([8]):

It is now abundantly clear that the spectral sequence is one of the funda-
mental algebraic structures needed for dealing with topological problems.

Spektraalijonot ja Serre-jono ovat myos tdmén tutkielman ydintd. Alkuperdisessé
Serre-jonossa teknisend apuvilineend kiytettiin kuutiokomplekseja!, jotka tissi tut-
kielmassa esitetyssa todistuksessa on korvattu nykyisin yleisemmasséd kaytosséa ole-
villa. CW-komplekseilla. Luvussa 2 perehdytainkin CW-kompleksien homotopiateo-
riaan ja osoitetaan, ettd jokaista topologista avaruutta voidaan approksimoida CW-
kompleksilla. Luvussa 3 esitelladn fibraatioiden ja indusoitujen fibraatioiden perus-
ominaisuuksia, joista jalkimmaéiset poistavat CW-approksimaatioiden vuoksi Serre-
jonossa fibraatioiden maaliavaruuksia koskevat rajoitukset. Luvussa 4 avataan spekt-
raalijonon kisitettd algebrallisena rakenteena ja naytetdan, miten téllainen rakenne
voidaan muodostaa jonkin suodatetun avaruuden pohjalta. Viimein luvussa 5 johde-
taan kohomologinen Serre-jono, josta Leray-Hirschin lause lopulta seuraa.

Tutkielman térkeimpiné lahteind mainittakoon Hatcherin kirja lisdlukuineen ([2], [3]),
McClearyn kirja [9] sekd Switzerin kirjan [16] luku 15. Lukijan oletetaan tuntevan
algebrallisen topologian peruskésitteistod, jota esitellidn useimpien yliopistojen al-
gebrallisen topologian johdantokurssilla. Lisaksi liitosavaruudet, universaalien kertoi-
mien lauseet kohomologialle sekd kohomologiarenkaiden maérittely oletetaan tunne-

Leng. cubical complex



tuiksi. Lukija voi tarvittaessa tdydentda tietojaan Rotmanin kirjan [13] luvuista 1-9
ja 12.



2 CW-kompleksien homotopiateoriaa

J.H.C. Whiteheadin vuonna 1949 esittelemd CW-kompleksin kisite ([17]) on vakiin-
tunut algebrallisen topologian kirjallisuuteen yhtéa aikaa tarpeeksi joustavana, mut-
ta kuitenkin riittdvasti kombinatorista luonnetta siilyttavina kompleksirakenteena.
Masritelmin vahvuudet nikyvit erityisesti homotopiateoreettisissa tuloksissal.

Tassa luvussa esitellddn aluksi CW-kompleksien homotopiateoriaan liittyviad perustu-
loksia. Naista oleellisin on lause, jonka mukaan jokainen CW-kompleksien vélinen ku-
vaus on homotooppinen jonkin solukuvauksen kanssa. Tasta seuraa kaksi mychemmin
tarpeellista isomorfiatulosta: yleisesti homotopiaryhmien funktoriaalisesta isomorfi-
suudesta seuraava homologia- ja kohomologiaryhmien isomorfisuus, seké erityisesti
CW-kompleksien rankojen tiettyjen homotopiaryhmien isomorfisuus koko avaruuden
homotopiaryhmien kanssa.

Luvun jalkipuoliskolla todistetaan, ettéd jokaista topologista avaruutta vastaa sellai-
nen CW-kompleksi, ettd avaruuden ja CW-kompleksin vélille saadaan homotopiae-
kvivalenssia heikompi vastaavuus, heikko homotopiaekvivalenssi. Tata heikkoa homo-
topiaekvivalenssia kutsutaan avaruuden CW-approksimaatioksi.

Luvun tulokset perustuvat pasosin Hatcherin kirjan [2| lukuun 4.

2.1 Tuloksia CW-komplekseille

Esitetdédn lyhyesti CW-kompleksien ja korkeampien homotopiaryhmien maéritelmét,
ja niiden oleellisimmat perusominaiuudet.

Miéiritelma 2.1. Solu (myds p-solu) on avaruuden DP\ SP~! homeomorfinen kopio
jollakin p € N. CW-kompleksi on kolmikko (X, E, ), missé X on Hausdorffin
avaruus, F solujen perhe avaruudessa X ja {¢. | e € E'} perhe kuvauksia. Merkitaan
avaruuden X k-rankaa X* = {¢ € F | dim(e) < k}. Kolmikolle ovat voimassa
seuraavat ehdot:

'Miiritelmé motivoitui alunperin juuri homotopiateorian kautta ([1]).



1) Avaruus X on erillinen yhdiste | J{e | e € E'}.
2) Jokaiselle k-solulle e* on karakteristinen kuvaus
dur + (DF, SF1) 5 (b U XE-L X kL),
joka on relatiivinen homeomorfismi, eli
dor [ (DF\ SF71) 2 DR\ 51 (b u XE-1)\ XH1
on homeomorfismi.

3) Jos e € E, niin silloin solun sulkeuma € kuuluu &érelliseen yhdisteeseen soluja
perheessa E.

4) Avaruudella X on joukon {€ | e € F'} méérittelemé heikko topologia.

Lisaksi CW-kompleksin (X, F, ¢) alikompleksiksi sanotaan sellaista CW-kompleksia
(Y,E'.¢/), ettd E' C E, ¢por = ¢, kun € € E’ ja im(¢) C U{e | e € E'} kaikilla
ek e E.

Maaritelma 2.2. Olkoot X ja Y CW-komplekseja. Talloin kuvaus f : X — Y on
solukuvaus, jos f(X*) C Y* kaikilla k € N.

CW-komplekseilla on my6s seuraava homotopialaajennusominaisuus.

Lause 2.3. ([13] lause 8.33.) Olkoon X CW-kompleksi, Y kompleksin X alikompleksi
ja olkoon Z topologinen avaruus. Jos f : X — Z on jatkuva ja h :'Y x I — Z on
sellainen homotopia, etti h(y,0) = f(y) kaikilla y € Y, niin on olemassa homotopia
H: X x1— Z, jolle patee

H(z,0) = f(z) kaikilla x € X
ja
H(y,t) = h(y,t) kaikilla (y,t) € Y x I.

Maaritelma 2.4. (Korkeammat homotopiaryhmdt.) Olkoon X topologinen avaruus
jam > 2. Avaruuden X n:nnds homotopiaryhmi 7, (X, z) kantapisteend z, on
Abelin ryhmé, jonka alkioina ovat jatkuvien kuvausten f : (I",01") — (X, zg) ho-
motopialuokat [f] 2, ja jonka ryhméoperaatio + on mééritelty seuraavasti:

1+ 191 = [A],

2Huomautetaan, ettd tissi tutkielmassa hakasulkumerkintifi kiytetdin yleisesti ilmaisemaan
luokkaa. Se, mitd milloinkin tarkoitetaan, ilmenee asiayhteydesté.
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misséa

%1, to,itn), th € [0,1/2
Bty o ty) = 4 4 20T, 1€ 0172
g(2t1—1,t2,...,tn), tl € [1/2,1],

kun f,g: (I",01") — (X, o) ovat jatkuvia funktioita.
Olkoon liséiksi (X, A) topologinen pari ja 2o € A, ja olkoon J" joukon

{z = (21, ...,2,) € OI" | x, # 0}

sulkeuma. Téll6in jatkuvien funktioiden f : (I™,0I",J") — (X, A, zy) homotopia-
luokkien muodostama ryhmé 7, (X, A, xo) on relatiivinen n:nnis homotopiaryh-
ma.

Koska edellisen mééritelméan mukaiset kuvaukset kuvaavat reunan 0I™ kantapisteel-
le xy, voidaan homotopialuokkien méarittelyyn kiyttda myos suoraan kuvauksia f :
(S™, s0) = (X, xp). Samoin relatiivisen homotopiaryhmén tapauksessa voidaan kiyt-
téad kuvauksia f: (D", 5" s9) — (X, A, x0).

Seuraava lemma konkretisoi, millaiset kuvaukset méarittelevit relatiivisissa homoto-
piaryhmissé neutraalialkioita.

Lemma 2.5. (/2/, s. 343.) Olkoon X topologinen avaruus, Y C X ja f : (D* S*1 s4)
(X,Y, x0). Kuvauksen [ f] homotopialuokka on triviaali jos ja vain jos f on homotoop-
pinen rel S¥=1 sellaisen kuvauksen kanssa, jonka kuvajoukko siséltyy aliavaruuteen Y .

Relatiivisille homotopiaryhmille voidaan myos maéritella jono
- > m(A, xg) & (X, 7o) % (X, A, 20) 8 mui1(A,z0) » -+ > mo(X, )

misséd inkluusiot i : (A4,29) — (X,z0) ja j : (X,zo,20) — (X, A, x0) indusoi-
vat kaksi ensimmaistd kuvausta ja reunahomomorfismi 0 kuvaa jokaisen kuvauksen
f (D™ 5" sg) — (X, A, z0) homotopialuokan sen rajoittuman f[S™~! homotopia-
luokalle. Tdmé&n jonon voidaan osoittaa olevan eksakti ([2], s. 344-345).

Miiritelladn seuraavaa teknistd lemmaa varten muutama apukisite. 3

Maaritelma 2.6. Olkoon X topologinen avaruus. Avaruuden X kolmioinniksi sa-
notaan paria (K, h), missd K on abstrakti simpleksinen kompleksi, | K| sen geometri-
nen realisaatio jossakin euklidisessa avaruudessa ja h homeomorfismi h : |K| — X%

SNémi méiiritelmit eroavat kirjallisuudessa esitetyisti. Esimerkiksi kirjassa [13] (s. 132) ei vaa-
dita, ettd monikulmio olisi avaruuden R¥ osajoukko, ja toisaalta kirjassa [2] (s. 350) monikulmio
madritelladn kolmioinnista irrallisena. Méaaritelmét riittavat kuitenkin lauseen tarpeisiin.

4Simpleksisen kompleksin ja abstraktin simpleksisen kompleksin méaritelmit esitetiin Rotmanin
kirjassa [13] sivuilla 131 ja 141.
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Kolmioinnin dimensio on n, jos simpleksisen kompleksin K dimensio on n. Kolmioin-
ti on aarellinen, jos K on &érellinen. Kolmiointi on simpleksinen, jos h = Id.
Olkoon k£ > 1. Avaruuden R* monikulmio on sen osajoukko, jolle on olemassa &é-
rellinen, simpleksinen kolmiointi. N-monikulmio on monikulmio, jonka kolmioinnin
dimensio on N.

Paloittain lineaarinen kuvaus f : M — R*, missi M on monikulmio, on lineaari-
nen kuvaus tdmén kolmioinnin suhteen.

Lemma 2.7. (/2] lemma 4.10.) Olkoon h : I" — Z kuvaus, missi Z on saa-
tu aliavaruudesta W liittamdlld solu e*. Téllgin on olemassa sellainen homotopia
H:1"x I — Zrelh ™Y (W), etti H(z,0) = h(z) kaikilla z € I, H(z,t) € € kai-
killo x € h™*(e*) jat € I seki H(x,1) = g(x) kaikilla x € I" sellaisella g, etti on
olemassa n-monikulmio M C I™, jolle seuraavat ehdot ovat voimassa:

1) g(M) C €* ja (x o g)IM on paloittain lineaarinen jollakin samastuksella x :
ek — RF,

2) g Y (U) C M jollakin avoimella epityhjilli joukolla U C e*.

Lemman sovelluksena saadaan seuraava tulos, johon kirjallisuudessa viitataan solu-

approksimaationa®.

Lause 2.8. (/2] lause 4.8.) Olkoot X ja' Y CW-komplekseja ja f : X — Y jatkuva
kuvaus. Tédlloin f on homotooppinen jonkin solukuvauksen kanssa. Jos A C X on
kompleksin X alikompleksi ja f | A on solukuvaus, niin tdlle homotopialle F' : X X
I =Y woidaan valita F(x,t) = f(z) kaikilla x € A, t € I.

Lauseesta 2.8 seuraa erityisesti seuraava tulos CW-komplekseille.

Korollaari 2.9. Olkoon X CW-kompleksi. Tailloin mp (X, X™) = 0 kaikilla k <
n. Tdlloin myds inkluusiokuvauksen 1 : X" — X indusotma homomorfismi i, :
T (X") — me(X) on isomorfismi, kun 0 < k < n, ja vastaavasti bijektio, kun
0 =k < n. Kuvaus i, on surjektio, kun k = n.

Todistus. Tarkastellaan jatkuvaa kuvausta g : (D, S*71 s) — (X, X™ x0), missi
k < n. Ensin todetaan, ettd g | S*¥7! : (S*1 s5) — (X", x9) on homotooppinen
jonkin solukuvauksen ¢’ kanssa rel sg. Tamé homotopia laajenee homotopian laajen-
nusominaisuudella siten, ettd saadaan kuvaukselle ¢’ jatkuva jatke (médritelma 3.1.1)

g (DF,SF1 s0) — (X, XP1 ).

Seng. cellular approzimation
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Tamakin kuvaus on homotooppinen jonkin solukuvauksen
g/// . (Dk’skfl’so) — (Xk,inl,xo)

kanssa rel(S*~1), joten jos k < n, niin 7 (X, X", 29) = 0 lemman 2.5 nojalla. Kun tar-
kastellaan homotopiaryhmien eksaktia jonoa, niin korollaarin véite seuraa indekseille

k # 0:

c o (X, X xg) &> T (X ) i Tr—1(X, o) j—> Te—1(X, X", xg) >
ﬁ—/ N

i

~
=0 =0

Viite patee myos, kun k = 0, silld jokaisesta avaruuden X pisteestd on polku johonkin
aliavaruuden X" pisteeseen, silla X on CW-kompleksi. O

Osoittautuu, ettd korollaarin isomorfismi on voimassa myos singulaarisille homologia-
ryhmille. Tama seuraa seuraavista, yleisemmista tuloksista.

Lause 2.10. (/2], s.356.) Olkoon G Abelin ryhmd ja olkoon (X, A) sellainen topologi-
nen pari, ettd m,(X, A, xo) = 0 kaikilla k < n ja seki X etti A ovat polkuyhtendisid.
Télloin myds Hy(X, A;G) =0 ja H*(X, A;G) = 0 kaikilla k < n.

Todistus. Todistetaan védite homologiaryhmille. Viite seuraa tastd myos kohomolo-
giaryhmille, silld kirjan [13] lauseen 12.11.ii nojalla

H"(X,A;G) =Hom(H,(X,A),G) & Ext(H, 1(X,A),G).
Kéytetaan merkintdéd S,(—) singulaarisille ketjukomplekseille. Olkoon
o= Zgiai € S.(X)/S.(A), o;:AF =X

jokin k-sykli. Maéritelladan taméan perusteella topologinen avaruus K erillisen yhdis-
teen | J; A¥ tekijiavaruutena, missi samastetaan simpleksien A¥ ja A? (1 # j) sivut
s; ja s; keskenddn, mikéli o;]s; = o;[s; . Niin saadaan kuvaus o’ : K — X. Hyodyn-
netddn seuraavaa lemmaa, jonka todistus on samanlainen kuin lauseen 2.8 todistus,
mutta yksinkertaisempi:

Lemma 2.11. (/2/, lemma 4.6.) Olkoon Y CW-kompleksi ja B kompleksin Y
alikompleksi. Olkoon (Z,C) topologinen pari kantapisteend z,, missi C # &.
Oletetaan lisiksi, ettd jos on olemassa p-solu e? € Y \ B, niin m,(Z,C, zy) = 0.
Jos f:(Y,B) — (Z,C) on jatkuva kuvaus, niin f ~ f'rel(B), missd f':Y — C

SHatcher kilyttdi kirjassaan [2] télld tavalla muodostetusta avaruudesta nimitystd A-kompleksi.
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on jatkuva kuvaus.

Muodostettu avaruus K on myos CW-kompleksi, silld avaruus voitaisiin muodostaa
myos induktiivisesti liittaméalla soluja (tai tdssd tapauksessa simpleksejd) samastusten
mukaisesti. Olkoon L C K avaruuden K samastettujen (k — 1)-sivujen muodostama
aliavaruus. Koska do on ketju ketjukompleksissa S,(A), niin o’(L) C A, ja ¢’ indusoi
ketjukuvauksen. Koska oletetaan, ettd m(X, A, z9) = 0, niin lemman 2.11 nojalla
kuvaus o’ : (K, L) — (X, A) on homotooppinen kuvauksen ¢” : K — A kanssa rel L.
Olkoon i : A — X inkluusio. Tall6in homomorfismeille

o, Hy(K, L;G) — Hy(X, A; G),
ja
i Hy(K,L;G) 75 Hy(A, A G) 5 Hy(X, A;G)

on voimassa o, =i, o o’.

Miiritelliin CW-kompleksiin K ketju 7 = g;7; siten, etti 7, : A¥ — AFjaoc’ojo
7, = 0y, missi j : AF — K kuvaa simpleksin AF samastetulle simpleksille kompleksissa
K. Tisté seuraa, ettd oy (jy(7)) = 0. Nyt

i 0 0 ([j(7)]) = oWl (7)]) = [0%(4(7))] = [o],
joten [o] € im(i,). Kuitenkin Hi(A, A;G) = 0, joten i, on nollakuvaus ja [o] = 0. O

Seuraavassa korollaarissa kiytetddn tyokaluna jatkuvan kuvauksen méadraaméa ku-
vaussylinterid. Sen avulla voidaan tehda paatelmia sekd maali- ettd lahtoavaruudes-
ta.

Maaritelma 2.12. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X — Y jatkuva
kuvaus. Kuvaussylinteri on tekijaavaruus

Mf = (XX])HfY/ ~,

(z,1) ~ f(z)

ja muuten relaatio ~ on refleksiivinen.

Maééritelméstd huomataan, ettd Y on kuvaussylinterin My vahva deformaatioretrakti,
miké riittddkin seuraavan tuloksen todistamiseen.
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Korollaari 2.13. Olkoon jatkuva kuvaus f : X —'Y sellainen, etti mp(f) : m(X, xo) —
(Y, y0) on isomorfismi kaikilla ©o € X (ja yo = f(xo)), kun k < n. Tdlloin
fv i Ho(X;G) — H(Y;G) ja f*: H¥Y,G) — H*(X,G) ovat isomorfismeja kai-
killa k < n — 1. Indusoidut homomorfismit ovat homologiaryhmien tapauksessa epi-
morfismeja ja kohomologiaryhmien tapauksessa monomorfismeja, kun k =n — 1.

Todistus. Voidaan yleisyyden karsimatta olettaa, ettd X ja Y ovat polkuyhtenéisia,
koska homotopiaryhmille indusoitua isomorfismia voidaan tarkastella polkukompo-
nenteittain. Todetaan, etta oheinen kaavio kommutoi homotopiaa vaille,

X <=5 X x {0}

bl

Y —2 5 My

1%

missé j, : X — X x {0}, z — (z,0) ja j, on inkluusiokuvaus. T&ll6in vastaavat kaa-
viot homotopia-, homologia- ja kohomologiaryhmien valilld kommutoivat. Koska li-
saksi j, on homotopiaekvivalenssi, niin riittda osoittaa, etta inkluusiokuvaus 4 indusoi
isomorfismit homologia- ja kohomologiaryhmien vilille. Vastaava tulos on voimassa
jo homotopiaryhmille kommutoivan kaavion perusteella, silld 7 (f) on isomorfismi
kaikilla & < n. Véite seuraa tarkastelemalla parin (My, X') eksakteja jonoja:

= (M, X, m0) — Tt (X, x0) 2w (Mg, 30) B w1 (M, X, 0) = - -
C s Hy(Mp, X:G) — Hoy(X5G) 5 Hy ((MpG) S Hy o (M, X5G) > -+

s HYYM X5 G) » HY(Mp G) 5 H=Y(X:G) L5 HYM;, X;G) — -+

Koska i, : (X, z9) — mx (M, z0) on isomorfismi, kun & < n, niin 7, (Mg, X, z9) = 0,
kun k& < n. Télléin lauseen 2.10 nojalla H*(M;, X, z¢) = Hyp(My, X, z9) = 0, kun
k < n, joten i, ja ¢* ovat isomorfismeja, kun k < n — 1. Vastaavasti kun £k =n — 1,
keskimmaéisessé jonossa i, on epimorfismi ja alimmaisessa * monomorfismi. O

Korollaari 2.14. Olkoon X CW-kompleksi. Tdlloin inkluusiokuvauksen 1 : X" —
X indusoimat homomorfismit i, : H(X";G) — Hy(X;G) ja i* : HYX;G) —
HY(X™ G) ovat isomorfismeja, kun k < n. Homomorfismi i, on epimorfismi ja i*
puolestaan monomorfismi, kun k = n.

Todistus. Isomorfisuusviite on jo voimassa indekseille £ < n — 1 korollaarin 2.13
nojalla. Viite seuraa seuraavillekin indekseille korollaarin 2.13 todistuksen eksakteista
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jonoista, joissa pari (My, X) on korvattu parilla (X, X™), silld korollaarin 2.9 nojalla
(X, X™) = 0. O

2.2 CW-approksimaatioiden olemassaolo

Edelléd néhtiin, miten CW-kompleksien kohdalla riittédvan suurella indeksilld n, inkluusio
X" — X indusoi isomorfismin k:nsien homotopiaryhmien vélilla. Heikko homotopiae-
kvivalenssi on tatd vahvempi ominaisuus.

Maaritelma 2.15. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jos on olemassa sellainen
kuvaus f: X — Y, ettéd f, : m, (X, z0) — m. (Y, f(x0)) on isomorfismi jokaisella n > 0
ja jokaisella kantapisteen z valinnalla, niin X ja Y ovat heikosti homotopiaekvi-
valentit.

Korollaarin 2.13 perusteella heikko homotopiaekvivalenssi indusoi isomorfismit myos
homologia- ja kohomologiaryhmien vélille. Jos f : X — Y on heikko homotopiaekvi-
valenssi, niin useita homologiaan ja kohomologiaan liittyvié tuloksia voidaan todistaa
vain toisen avaruuden tapauksessa, ja samalla kéasitelladn toisenkin avaruuden tapaus
isomorfiaa vaille. Erityisen hyodyllista tdmé on, kun X tai Y on CW-kompleksi, sillé
talloin saadaan kayttoon paljon todistusta helpottavia lisdoletuksia.

Maaritelma 2.16. Olkoon X topologinen avaruus ja Y CW-kompleksi. CW-approk-
simaatio avaruudelle X on heikko homotopiaekvivalenssi f : Y — X.

Lause 2.17. (/2] lause 4.13) Jokaisella topologisella avaruudella X on CW-approksi-
maatio f:Y — X.

Todistus. Muodostetaan kuvaus ja samalla CW-kompleksi Y induktiivisesti siten, etté
jokaisella askeleella k patee:

(1) Jokaisella kantapisteelld y, kuvauksen f : (Y’ y,) = (X, f(y,)) indusoima ho-
momorfismi f, : m;(Y’, y,) — m(X, f(y,)) on injektio, kun i < k—1 ja surjektio,
kun i = k.

Madéritelladn Y, siten, ettd se kuvaa CW-approksimaation ldhtoavaruutta askeleella
n ja vastaavasti f™ viitteen (1) kuvausta askeleella n. Kun n = 0, valitaan ava-
ruuden X jokaiselle polkukomponentille X, jokin edustaja x,. Maaritelldén jokaista
kantapistettd x, kohti kuvaus ¢, : Dg — X, ja muodostetaan niiden perusteel-
la erillinen yhdiste Y, = ]_[7 Dg, jolloin Yy tayttdda CW-kompleksin méaritelmén.
T&lloin voidaan maédritelld kuvaus f° = {p,} : Yo — X, joka indusoi bijektion
mo(f°) = mo(Yo, yy) — mo(X, @)
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Oletetaan sitten, ettéd (f) on voimassa jollekin k = n — 1. Muokataan avaruutta Y,,_;
ja kuvausta f"! siten, ettd muokkaamisen seurauksena saatava

fn_u : (Ynflay'y) — (me(y“/))

téyttad véitteen () injektiivisyysehdon indeksilla n. Olkoon ¢, : (S™ 71, s0) = (Ya-1,¥4)
sellainen, ettd [¢a] # 0 ja [¢a] € ker(f7!). Lauseen 2.8 nojalla voidaan olettaa, et-
td ¢, on solukuvaus. Liitetdan nyt n-solu e” approksimaatioon Y,,_; kuvauksella ¢,
ja merkitdin tdta liittosavaruutta Y, :lla. Koska oletettiin, ettd f" ¢, on nollaho-
motooppinen, niin homotopia F' : S" ! x I — X, f" ¢, ~ ¢ (missid ¢ on jokin
vakiokuvaus) indusoi ensin kuvauksen f"1¢, jatkeen

F:D"=(CS"Y) = X,

missé merkinnalli C'S™ ! tarkoitetaan avaruuden S™ ! kartiota. Taméi puolestaan
indusoi kuvauksen
fliem — X

Kuvauksen f’ avulla f"~! laajenee avaruuteen Y, . Lisdksi ¢, on avaruudessa Y,
nollahomotooppinen. Se, etti kuvausta f*~! laajennettaessa injektiivisyys on edelleen
voimassa edellisille indekseille, seuraa korollaarista 2.9, silla sen perusteella inkluusio-
kuvauksen indusoima homomorfismi i, : m;(Y,_1,yy) — 7;(Y,,,v,) on isomorfismi
kaikilla j < n — 2 ja oheinen kaavio kommutoi:

WJ(X7 177)

fV

T (Yoo, Uy) (FYno1)s

Kun vastaavat vaiheet toistetaan” homomorfismin f"~! ytimen jokaisen epitriviaalin
alkion kohdalla, f*~! on lopulta injektio f7=%¢,

Laajennetaan sitten kuvaus f7~!% surjektiiviseksi laajentamalla approksimaatiota
Y (n;) (joka kuvaa approksimaation lahtéavaruutta sen jélkeen, kun f, on muutettu

"T#ssé toistaminen ei viittaa numeroituvuuteen: ylinumeroituvissa tapauksissa tarvitaan vain
hyvinjarjestysperiaatetta tai timén kanssa yhtapitédvaa valinta-aksioomaa.
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indeksilld n — 1 injektioksi). Olkoon & : (S™,sp) — (X, z,) jokin nollasta eroavan ho-
motopialuokan edustaja, jolle f*~ 1% ei kuvaudu. Liitetdin taas n-solu e approksimaa-
tioon Y'(n;) vakiokuvauksella ¢, :S"!' — X, z +— y,. Uuden solun e karakteristisel-
le kuvaukselle ¢, pétee, ettéd on olemassa homeomorfismi h : (S™, s9) = (Im(¢e), y-)-
Talloin kuvausta "1 voidaan laajentaa suoraan kuvauksella &, ja

n—1,1
*

h] P [ o ) = [g).

Solun liittdminen ei taaskaan vaikuta edellisten askeleiden injektiivisyyteen.
Néin jatkamalla saadaan lopulta kuvaus, joka indusoi vaitteen isomorfismin. O
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3 Fibraatioista

Tamaé luku késittelee fibraatioiden, ja erityisesti indusoitujen fibraatioiden perusomi-
naisuuksia. Erityinen fibraatioiden ominaisuus, suunnistuvuus, ja teoria sen ymparilla
on erityisen oleellista luvun 5 tulosten kannalta.

Luvun ensimméinen osa perustuu kirjan [2| méérittelyyn (s. 415-416, s. 375-376).
Luvun toinen osa seuraa Switzerin kirjan [16] esitystd luvussa 15 (s. 341-344).

3.1 Maaritelma ja sen muunnelmat
Fibraatio maéritelldadn seuraavien perustavanlaatuisten késitteiden avulla.
Maaritelma 3.1. Olkoot A, B, Z ja E topologisia avaruuksia ja A C Z.

i) Olkoon f: A — E jatkuva kuvaus ja i : A — Z inkluusio. Kuvaus f': Z — E
on kuvauksen f jatke, jos seuraava kaavio kommutoi:

ii) Olkoot g : Z — B ja q : E — B jatkuvia kuvauksia. Kuvaus g : Z — E on
kuvauksen g nosto, jos seuraava kaavio kommutoi:

E
s
Z 2. B

iii) Olkoot f, g, i ja ¢ kuten aiemmissa kohdissa. Oletetaan liséksi, ettd goi = go f.
Kuvaus g on nostolaajennus, jos se on sekid jatke kuvaukselle f ettd nosto
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kuvaukselle g, eli seuraava kaavio kommutoi:

A
[
Z

Jos aina, kun ylldolevan kaavion nelié kommutoi, on olemassa jokin nostolaajen-
nus ¢, niin kuvauksella ¢ on nostolaajennusominaisuus parin (Z, A) suhteen.

L}E

.
g

—— B

Maéritelmén kohdan iii ehdon ollessa voimassa riittéé siis aina etsid nosto f kuvauk-
sen g rajoittumalle, ettd saadaan nosto koko kuvaukselle.

Maaritelma 3.2. Olkoot E, X ja B topologisia avaruuksia ja p : E — B jatkuva
kuvaus. Kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus avaruuden X suhteen,
mikéli kuvauksella p on nostolaajennusominaisuus parin (X x I, X x {0}) suhteen.

Olkoon lisdksi A C X. Télloin kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus
parin (X, A) suhteen, jos kuvauksella p on nostolaajennusominaisuus parin (X X
I, X x {0} UA x I) suhteen.

X x {0}y T, g

XxI -1 ,pB

Homotopian nosto-ominaisuus.

Maaritelma 3.3. Olkoot E ja B topologisia avaruuksia ja p : E — B jatkuva kuvaus.
Jos kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus jokaisen topologisen avaruuden
suhteen, se on fibraatio !. Fibraation p siikeill tarkoitetaan joukon {p~1(b) | b €
B} alkioita, kiytetdin niistd merkintdd F, = p~!(b) jokaisella b € B, kun fibraatio on
asiayhteydesté selvé. Jos avaruudelle on maaritelty kantapiste by, niin sanotaan, etté
fibraation p siie on Fy,.

Homotopian nosto-ominaisuudesta voidaan esittda erilaisia variaatioita, kuten seu-
raava lemma osoittaa.

IKirjallisuudessa esiintyy téistd miiritelméstd myds nimitys Hurewiczin fibraatio. Jos kuvauksella
p on homotopian nosto-ominaisuus vain kiekkojen DP suhteen kaikilla p € N, sitd kutsutaan Serren
fibraatioksi.
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Lemma 3.4. 2 Olkoot E, B ja X topologisia avaruuksia ja p : E — B fibraatio.
Tdlloin patee:

i) Kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus parin (D*, S*=1) suhteen kai-
killa k > 1.

it) Kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus parin (X x I, X x OI) suhteen.

iii) Olkoon A = {0} x IUI x0I. Tdlldin kuvauksella p on nostolaajennusominaisuus
parin (X x I x I, X x A) suhteen.

Todistus. Perustellaan ensin hieman yleisempi véite. Olkoon Z topologinen avaruus
sekd A ja A’ avaruuden Z aliavaruuksia. Olkoon lisdksi p : F — B fibraatio, ja f :
Z — B jatkuva kuvaus. Oletetaan vield, ettd on olemassa sellainen homeomorfismi A :
(Z,A) — (Z,A"), ettd h(A) = A', ja ettd kuvauksella p on nostaolaajennusominaisuus
parin (Z, A) suhteen. Nyt kuvauksella p on nostolaajennusominaisuus myos parin
(Z, A") suhteen: tarkastellaan seuraaavaa kommutoivaa kaaviota, missi h' = h [ A,
g=fohjag|A=foh

Nyt go h™': Z — E on haluttu nosto kuvaukselle f, silld
goh™loi'=goio(W) ™ = foho(h) " =Ff
ja toisaalta
pogoh™t=goh™=fohoh™ =/
Etsitdan siis sopivat homeomorfismit

hy ((D* x I, DF x {0}) — (D* x I, D* x {0} U S¥~! x I)
ho (X x I XTI, XxIx{0}) = (X xIxI,XxIx{0tUX x9l xI),
hy (X x I xI,XxIx{0}) = (XxIxIXxA)

2Tamé lemma, esiintyy todistuksetta useissa lahteiss.
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i) Voidaan sylinterin D* x I sijaan tarkastella sylinterid D* x 21, missd 21 = [—1, 1],
ja kohdan i) tapaan sylinterin D¥ x 21 sijasta palloa D**1. Voidaan nimittiin
méidritelld jatkuva kuvaus pr : (D x 2I)\ {0,0} — D¥ x 21, joka projisoi sylin-
terin pisteen sylinterin keskipisteen (0,0) ja pisteen (tdmé jérjestys siilyttéen)
kautta kulkevaa janaa pitkin sylinterin reunapisteelle. Méaarittelemaélla viela ku-
vaus

(x7t)
qg: DF x 2I — DkJrl, (m)t) - llpr(z,t)||’ kun (xat) 7é <070)7
(0,0), muuten,

saadaan haluttu homeomorfismi, joka ei muuta pisteiden suuntaa keskipistee-
seen nahden.

Tutkitaan joukon D* x {1} kuvautumista: timin joukon pisteet kuuluvat sy-
linterin reunaan, joten kun (z,1) € D* x {1}, niin

(21
SR/ P RS

Koska kaikilla x € D x {1} pitee tismilleen % L__ <1, niin télléin

VlzlI?+1

G = g(D* x {1}) = S* N {(w1, ., tp1) € R [ gy >

1

ﬁ},

ja vastaavasti

G2 = g(D* x {0}) = S* N {(21, ..., Tpp1) € RFF | 2y py > —7}

1
L9 = g(D" x {0y U S* !t x I) = S* N {(z1, ..., 7p11) € RF | Tppy <

2
L? = g(D* x {0}) = S* N {(w1, .o, 1) € R 2y < ——2}

\/_
Talloin L? voidaan esimerkiksi kuvata k-tasolle stereografisen projektion avul-
la. Koska kuvajoukko on k-kiekko, kiekon sddettd voidaan skaalata niin, et-
té stereografisen projektion kdanteiskuvaus kuvaa kiekon takaisin joukolle L?r.
Skaalaus ja stereografinen projektio ovat molemmat upotuksia, joten saadaan

homeomorfismi hY : L? — LY. Titd voidaan edelleen laajentaa lineaarisesti
joukkoihin

L_:=D"'n{z = (z1,..,2441) € R* | Tkl o

s =g

1
Ly :=S"n{z=(21,....,2041) € RFY| Tkl }

Izl = V2

21



a8 N

V)

Kuva 3.1: Kohdan i) homeomorfismi, kun k=1. Molemmissa kuvissa nikyy joukon e
stereografinen projektio tasolla y = 0.

maarittelemalla

0 T
Jollpg (), kun z £ 0,

0, muuten.

hL:L_—>L+,x»—>{

Talléin Ay, on homeomorfismi. Samalla periaatteella saadaan homeomorfismi
hg : G- — G4, missi

1
G_ = Dk+1 N {LU = (,ﬁ(]l, ...,:UkJrl) S RkJrl ‘ Tkl > __}7
=l = V2

Tk+1 1
G+ = Dk+1ﬂ{x: (xl,...,xk+1) ERk+1 ‘ Z —}
2l — V2
Stereografisen projektion ominaisuuksien nojalla ndma kaksi funktiota ovat sa-
moja rajoittumissa joukkoon G_ N L_, joten méarittelemalla

hy : DM s DML g {hL(ZE), kun x € L_,
he(z), kun x € G_,
saadaan haluttu homeomorfismi.
ii) Todetaan, ettd on olemassa homeomorfismi
h:(IxI,Ix{0})—({IxI,Ix{0}Udl xI),

edellisen kohdan nojalla. T&ll6in on olemassa samoin homeomorfismi

hy :=Idxh: (X XIXxI,XxIx{0}) = (X xIxI[,XxIx{0}UXx0IxI).

iii) On olemassa homeomorfismi

(X XIXI,XXIx{0UXXII xI)— (X xIxI[,Xx{0}xITUXxIxOaI),
(:’E787t> H (aj?t7 8)7

joten valitaan hg = 7% o hs.
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Lemman 3.4 kohdasta iii) seuraa avaruuden B aliavaruuksiin liittyva tulos:

Korollaari 3.5. Olkoon p : E — B fibraatio, B' C B ja m(B, B’,by) = 0. Tdlloin
Wk(Eap_l(B/>7 60) =0, kun p(60) = bo.

Todistus. Olkoon g : (D* S* 1 s5) — (E,p~'(B’), ) jatkuva kuvaus. Téllsin [p o
g] = 0, joten lemman 2.5 nojalla on olemassa sellainen homotopia H : D¥ x I — B
rel S¥=1 ettd Hy = p o g ja kuvauksen H; kuvajoukko sisdltyy aliavaruuteen B’.
Koska kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus parin (D*, S¥~1) suhteen, tille
homotopialle on nosto H' rel S*~1. Koska vield kuvauksen H| kuvajoukko sisiltyy
aliavaruuteen p~'(B’), niin télldin [g] = [H]] = 0. O

Kayttéen lemman 3.4 kohtaa i) voidaan osoittaa (|2 lause 4.41, s. 376), etta fibraatio
madrittelee pitkan eksaktin jonon

- = 7Tk<F(,O,€0) - Wk(E,eo) - Fk(B,bo> - kal(Fbo,eg) - e = 7T0(E, 60) >0

kun ey € Fp,. Myohemmin nahdéaéin, ettd tdmé on erityisen hyodyllista CW-approksimaa-
tioiden kannalta.

3.2 Kuvauksen indusoima fibraatio ja saiehomotopia

Fibraation p : £ — B ja jatkuvan kuvauksen f : X — B avulla saadaan uusi
fibraatio.

Lause 3.6. Olkoot E, B ja X topologisia avaruuksia, olkoon p : E — B fibraatio ja
f X — B jatkuva kuvaus. Mddritellddn

Ep ={(z,e) e X x E| f(z) = p(e)}.

Olkoot lisiksi py : By — X ja £ : Ey — E projektiokuvausten rajoittumia. Tdalloin

kaavio

Jo Ay

b
x . B

kommutoi, ja kuvaus py : Ey — X on fibraatio. Jos lisiksi kuvaus f on kantapis-
teet xo ja by sdilyttivd kuvaus (X, xo) — (B,by), niin fibraation py sdie p?l(xo) on
homeomorfinen sdikeen p~t(by) kanssa.
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Todistus. Ensimmaéinen véite seuraa helposti siité, etta

(x,e) L e ]I;(e) ja (z,e) &z A f(z).

Olkoon sitten g : Y — E; jokin jatkuva kuvaus. Oletetaan, ettd on olemassa homo-
topia H : Y x I — X siten, ettd pyo g(y) = H(y,0) kaikilla y € Y. Huomataan, ettd
kuvaus fo H : Y x I — B on homotopia kuvaukselta foprog=po fog:Y — B.
Homotopian nosto-ominaisuuden perusteella on olemassa sellainen homotopia H” :
Y xI — E ettd poH"” = foH ja H'(y,0) = £ o g kaikilla y € Y. Koska siis
p(H"(y,t)) = f(H(y,t)) kaikilla y € Y ja ¢t € I, niin (H(y,t), H"(y,t)) € Ey. Maari-
telldénkin homotopia H' : Y xI — Ey, (y,t) — (H(y,t), H"(y,t)). Télle homotopialle
on voimassa

(H(y,0), H"(y,0)) = (ps o 9(y), £ 0 9(v)) = 9(v).

Lopuksi ndhdaén, etta
p7(w0) = {(2,¢) € X x E | f(z) = ple),x = w0}
= (w0} x {e € B | p(e) = f(xo) = bo} = {0} x Fy, & .
m

Huomautus 3.7. Fibraatio voidaan tietenkin indusoida my6s useamman kerran. Jos
p: £ — B on fibraatio, p; : Ef — X on kuvauksen f : X — B indusoima fibraatio
ja edelleen on olemassa jatkuva kuvaus ¢g : Y — X, niin téstd saadaan taas uusi
fibraatio (ps)y : (Ef)y — Y, missé

(Ep)g ={(y,z,e) €Y x X x E| g(y) =ps(x,e) =z, f(x) =ple)}.
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Itse asiassa on myos voimassa, ettd (Ef), = Eyoy:

(Ef)g ={(y,z,e) €Y x X x E | ps(x,e) = g(y),ple) = f(x)}
={(y,r,e) €Y x X x E |z = g(y),ple) = f(x)}

={(y,r,e) €Y x X x E|x=g(y),ple) = fogy)}

missé 1y X 73 on projektiokuvauksen Y X X x F — Y X E, (y, z,e) — (y, €), rajoittuma.

T XT3

1%

fog»

Sdeithomotopia on fibraation kanssa yhdistettynd kuvauksena triviaali, "ndkymaéaton"
homotopia.

Maaritelma 3.8. Olkoon p : E — B fibraatio. Sdiehomotopia H : Y x I — E on
sellainen homotopia, ettéd jos H(y,s) € Fy jollakin s € I, niin H(y,t) € F; kaikilla
t € I. Jos kuvaukset fy, f1 : Y — E ovat sdiechomotooppiset, niin merkitédan f, ~, fi.
Olkoon myo6s p' : B — B’ fibraatio. Jos £ : F — B on sellainen jatkuva kuvaus, etti
seuraava kaavio kommutoi,

niin £ on siiekuvaus. Jos kuvaukset £ ja g : E' — FE ovat sellaisia sdiekuvauk-
sia, ettd £ o g ~y ldp ja g o £ ~, Idg, niin fibraatiot p ja p’ ovat sdiehomo-
topiaekvivalentit. Jos B = B’ ja f = g = Id, niin fibraatiot p,p’ ovat vahvasti
sdiehomotopiaekvivalentit.

Lause 3.9. Olkoon p: E — B fibraatio.

i) Olkoon H : X x I — B kuvausten fo, fi : X — B wvdlinen homotopia. Tdlldin
on olemassa sdiekuvaus g : By — Ey,, jolle pitee f1 0 gu =~ fo.

i1) Olkoon K : X x I — B kuvausten fo, f1 vilinen toinen homotopia, ja

M:XxIxI—B

homotopioiden H ja K wvdilinen homotopia rel X x O0I. Talldin on olemassa
satehomotopia g ~p, H-

Todistus. i) Kuvaukselle £y : Es — E pétee po £y = foopy, (ja kuvaukselle £;
vastaavasti). Télle yhdistetylle kuvaukselle voidaan muodostaa homotopia

Id
F:EyxI1"5 X x14% B,
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ii)

jolle on voimassa

o
&
&
\'O
I

H(pfo(x,e),()) = fo opfo(xae) = pO/()(l‘, 6)7
F((ZL’, 6)7 1) = H<pfo(xve>7 1) = h Opfo(xve)'

Télle homotopialle saadaan nosto I : Ey x I — E, jolle pitee F'((z,e),0) =
fo(x,e) kaikilla (z,e) € Ey,. Méaaritellddn seuraavaksi kuvaus

9H - Efo - Ef1> <x7€> = (pfo(x’ 6),F’((ZL’, 6)7 1))

Kuvaus on hyvin médritelty, silla fi(py,(z,e)) = F((x,e),1) = po F'((z,e), 1),
joten gy (Ey,) C Ey,. Télloin

frogn(z,e) = F/(($, €),1) ~ F/((ZL',G),O) = fo(z,e€).
Kuten edellisessé kohdassa, olkoon G’ : Ey x I — E nosto kuvaukselle

Id
G:EpxI"5 X x15 B,

ja G = £o. Olkoon samalla tavoin gx : Ey, — Ey, eli gk = (pg,, G). Olkoon
A= {0} x TUI x 0I. Méaaritelladn nyt kuvaus
M':Ej x A— E,
F'(y,t), kun s =0,
M'(y,t,8) =< G'(y,t), kun s = 1,
fo(y) muuten, eli kun ¢ = 0.

Tallsin po M’ = M o (ps, x 1d)[ E, x A, silld

(1,0,8) ™ £o(y) B po foly) = foops(y),
(1,0, 5" (0 (1), 0,8) 2 fo 0 pso(v),

kun s ¢ {0,1}. Toisaalta kun s = 0, po M'(y,t,0) = po F'(y,t) = F(y,t) ja
vastaavasti kun s = 1, po M'(y,t,1) = G(y,t). Lemman 3.4 kohdan ii) nojalla
kuvaus M’ laajenee homotopian M o (pg, x Id) nostoksi M” : Ey x I x I — E.

Maéritelldén L : Eyy x I — Ey,, (y,t) = (ps,(y), M"(y,1,t)). Témékin kuvaus
on hyvin maéritelty, silla

pbo M”(ya 17t) = M(pfo(y)’ 17t) = M(pfo(y)7 170) = H(pfo(y)v 1) =N Opfo(y)a
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eli L(Ey, x I) C Ey,. Lisdksi

L(y,0) = (ps(y), M'(y,1,0)) = (ps, (), F'(y, 1)) = gu(y),
Ly, 1) = (psy (), M'(y,1,1)) = (s, (), G'(y, 1)) = g (),

joten L on sdiehomotopia gy s JK-

O

Lauseesta 3.9 seuraa erityinen konstruktio poluille avaruudessa B. Jokainen polku
w : I — B voidaan nimittdin mieltdd homotopiana W : {c} x I — B kahden
vakiokuvauksen wg : {c} = B, ¢ — w(0), wy : {¢} = B, ¢~ w(1) valilld. Tésta
saadaan lauseen 3.9 kohdan i) nojalla sidiekuvaus g, : Eyy — Ey, .

Korollaari 3.10. Olkoon p : E — B fibraatio, w : {c} x I — B jonkin polun
madraamda homotopia ja kuvaus g, : E,, — Ey, sdaiekuvaus kuten lauseessa 3.9.
Tdlloin seuraavat ehdot ovat voimassa:

i) Jos w >~ w'rel 01, niin gy, ~ Gy -

it) Jos myos w' : {c} x I — B on sellaisen polun mddradmda homotopia, ettd
w(l) = w'(0), nin Gusw = Ju © Gu,

ii) Jos w on vakiopolku, niin g,, ~ Idp,, .
Lisdksi Fw(O) = Ewo ja Fw(l) = Ewl.
Todistus. i) TAmé& seuraa suoraan edellisen lauseen kohdasta ii).

ii) Kun tarkastellaan kuvauksen g, konstruktiota, huomataan, etté se riippuu ai-
noastaan homotopian noston valinnasta. Olkoot

Fiy:Byyx1 =B, Fp:BEyxI—E

kuvaukset g, ja g, maarittelevida homotopian nostoja. Maéritelladn kuvaus
FlL:E, x1—=FE,

Fli(c,e,2t), kun 0 <t <

Fr(gw(c,e),2t — 1), kun 5 <t < 1.

Fl(c e t) = {

1
29
1
2

Kuvaus on hyvin mééritelty ja jatkuva: kun t = %, niin

F(gu(c,€),2t = 1) = Fy((puy (¢, ), Fi(c, €,1)),0) = w(puy(c,€), Fi(c, e, 1))
= F)(c,e,1) = F(c,e,2t).
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Toisaalta F{, on polun w * w’ nosto, silld

po FlL(c,et) = w o (puy X 1d)(c, €,2t) = w(2t), kun 0 <t < %i
w'o (pu, X I)(e.e 2~ 1) =w/(2 ~1), kunJ< <1

Taman perusteella voidaan maéritella
Guww  Buwg = By, (c,e) = (puo(c,€), F(c, e, 1)).

Koska py,(c,e) = py(c,e) = ¢ kaikilla (c,e) € Ey,, By, niin talloin gy, =
g., © gy Edellisen lauseen kohdan ii) perusteella homotopian méérittelytapa ei
vaikuta siihen, ettd sdiekuvaukset gx ja gy ovat homotooppiset, mista viite
seuraa.

iii) Vakiopolulle sopiva nosto on kuvaus
F':Ey x I — E, (c,e,t) — e,

jonka perusteella méaritelty g, ~ Idg,, .

Lauseen viimeinen huomio seuraa suoraan indusoidun fibraation ja polun méaéritel-
mastd, homeomorfismeina 2 : By, — Fy0) ja w1 By, — Fy) O

Kéytetaan merkintdd [B, by, be] avaruuden B sellaisten polkujen polkuluokkien jou-
kolle, joiden alkupiste on b; ja loppupiste by ja merkintdéd [Fy,, Fp,] kuvausten f :
F,, — I}, homotopialuokkien joukolle. Talloin korollaarin 3.10 perusteella voidaan
madritella kuvaus

o [Bal)1’b?]—> [Fprbz]? [w]'_)[wlogwo(wo)_l]v

joka on oleellinen luvun 5.1 kannalta. Maaliavaruuden homotopialuokat indusoivat
lisdksi kohomologian homotopiainvarianssin vuoksi aina yhden yksikésitteisen homo-
morfismin () o g, 0 (w)™1)* : H*(Fy,; G) — H*(Fy,; G). Kirjoitetaan jatkossa mer-
kintdjen lyhentdmiseksi g, := w1 0 g, 0 (wo) ™! ja a([w])* = g5

Maaritelma 3.11. Olkoot p : E — B fibraatio, by,bs € B ja « : [B,by,bs] —
[Fb1an2]7 [,7] = [Q’Y]

i) Jos kuvaukselle ¢ : F;,, — Fy, on voimassa [¢] = a([7]), niin ¢ on hyviksytta-
Va.

ii) Olkoot by = by = by, ja G Abelin ryhmé. Mééaritelladn kuvaus
Op, = (B, bo) X H*(Fyy; G) — H*(Fy,; G)
(0], 0) = al[7])*(0) = 25(0).

Jos kaikilla by € B, [w] € m(B, by) ja o € H*(F,; G) patee 0y, ([w], o) = o, niin
sanotaan, ettd fibraatio p : £ — B on suunnistuva.
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Ennakoiden jo tulevaa maaritelmésta voidaan lukea periaate, jolla suunnistuvuut-
ta ja hyvaksyttavyyttd voidaan kiyttdd todistusteknisesti yhdessi. Oletetaan, etté
jatkuvat kuvaukset fi,..., fr on méaritelty seuraavasti:

fi: By = Fiyq, Fiy= Fpp,

missd F; on jokaisella 1 < i < k jokin sdie. Oletetaan lisdksi, ettd ndma kuvaukset
ovat my0s hyviksyttavia: olkoot [fi] = a([v]) = [g+] kaikilla 1 < ¢ < k. Jos fibraatio
on suunnistuva, niin

fl* ©...0 fl;k = (fk ©...0 fl)* - (g’Yl*---*’Yk)* =1d".

Toisaalta kuvaus 6y, on algebrallisesti sidnnénmukainen. Korollaarin 3.10 todistusta

tarkastelemalla ndhdaén suoraan, ettd ryhma m (B, by) toimii kohomologiaryhméssé
H*(Fy,; G).

Maaritelma 3.12. Olkoon G ryhmé, jonka laskutoimitus on - ja J jokin joukko, ja
olkoon 6 : G x J — J sellainen kuvaus, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla
s € J ja kaikilla g1, go € G:

i) f(e,s) = s, missd e on ryhmén G neutraalialkio,
H) 9(91 92, S) = 9(917 9(927 S))
Talloin sanotaan, ettd kuvaus 6 maérittelee ryhmén G toiminnan joukkoon J.

Seuraavasta lauseesta seuraa, ettd jos B on polkuyhtenédinen, niin fibraation p : £ —
B kaikki saikeet ovat keskendan homotopiaekvivalentteja. Tahédn ominaisuuteen pa-
lataan erityisesti luvussa 5.1.

Lause 3.13. Olkoon p : E — B fibraatio ja olkoot fo, fi : X — B homotooppiset
kuvaukset. Tdalloin on olemassa vahva sdiehomotopiaekvivalenssi g : Ey, — Ey,.

Todistus. Olkoon H : X x I — B homotopia kuvausten f, ja f; valilli ja H~' :
X xI— X, (z,t)— H(z,1—t) kidnteishomotopia. Olkoot vastaavasti H' ja (H 1)
nostoja kuvauksille H o (ps, x Id) ja H ' o (ps, x Id). Kuten lauseessa 3.9, homotopian
nostot maarittelevat nyt kuvaukset gy : By — Ey, ja gg-—1 @ By, — Ey,. Méaritelladn
homotopian H avulla uusi homotopia K : X x [ — B,

H(z,2t), kun 0 <t < 3,
H(z,2—-2t) kun 5 <t <1,

K(x,t):{

1
2
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ja toisaalta K': Ey x I — B,

H'(z,e,2t), kun 0 <t < i
K'(x,e t) = (1 ) P

(H= ') (gu(z,e),2t = 1), kun 5 <t <1
Téastd huomataan, ettd K'(z,e,1) = gy-109u(z, e) kaikilla (z,e) € Ej,, joten voidaan
maédritelld kuvaus gx : By, — Ey, niin, ettd gx(x,e) = (pg,(z,e), K'(z, e, 1)) jokaisella
(x,e) € Ey,.
Néytetddn seuraavaksi, ettd kuvaukselle gx pétee g >, Idg, : tilloin myds gy-1 o
g ~p, Idg 1, Ja symmetrian noj alla tama patee myos toisinpain. Maaritellaan kuvaus
M:XxIxI—B,

Jo(z), kun 0 <t < 3,
Mz.t,s) = H(z,2t —s), kun%ﬁtﬁ%,
o H(x,2 -2t —3s), kun%ﬁtﬁl—%,
Jo(x), kun1 -5 <t <1

Nyt M on homotopia homotopialta K vakiohomotopialle fy. Koska
£ Efy x I — E, (z,e,t) — fo(z,e)
on sopiva nosto vakiohomotopialle
fo: X xI— B, (x,t) = folz),
niin gy, voidaan madritelld seuraavasti:
950 < By = Ego, (2,€) = (pgo (2, €), fo(,€)) = (,€).

Talloin gy, on identiteettikuvaus, ja lauseen 3.9 kohdan ii) nojalla
9Kk ~p, 1dg, , ja gu on viitteen vahva séichomotopiackvivalenssi. [
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4 Spektraalijonot

Algebrallisessa topologiassa eksaktit jonot toimivat usein algebrallisena koneistona,
jonka avulla saadaan laskettua vield tuntemattoman ryhmén tai modulin rakenne jo-
nossa esiintyvien jo tunnettujen objektien perusteella. Spektraalijonojen maarittelyn
tavoite on tdsmailleen sama, vaikka toteutus on hieman monimutkaisempi.

Monimutkaisuuden vahentamiseksi ja merkintéjen vakiinnuttamiseksi tdméan luvun
ensimmainen osa esittelee spektraalijonon rakenteen ensin pelkistidin algebrallisena
rakenteena, ja se pohjautuu pédasiassa kirjan [9] lukuun 2. Luvun toisessa osassa
médritellddn ensimmaisen osan mukainen spektraalijono topologisen avaruuden suo-
datuksen avulla. Toisen osan konstruktio on pitkilti sama kuin kirjan [16] luvun 15
alussa, mutta se on muokattu homologiamodulien tapauksesta kohomologiamodulien
tapaukseen.

4.1 Spektraalijono algebrallisena tyokaluna

Spektraalijonon koneiston rakentamista varten tarvitaan seuraavan méaritelmén mu-
kaisia porrastettuja rakenteita.

Maéiritelmi 4.1. '(|5] mééritelma 3.1., [9] médritelmét 2.1. ja 1.1.) Olkoon R rengas.

Porrastettu (R-)moduli ? M, on suora summa @,czM,, missd M, on R-moduli
jokaisella p € Z. Kahden porrastetun modulin M, = ®pczM, ja N, = $pezNp
vilinen morfismi f : M, — N, on R-lineaarinen kuvaus, jolle péatee f(M,) C N,
kaikilla p € Z. R-lineaarinen kuvaus ¢ : M, — N, kahden porrastetun modulin
M, = @pezM, ja N, = B,z N, vililld on astetta d, jos g(M,) C N,iq kaikilla
p € 7.

Vastaavasti 2-porrastettu (R—)moduli3]\/[*7* on suora summa @&, eczM, .. Kahden
2-porrastetun modulin M, , = ®p4eczM, 4 ja Niw = DBpgezlVp valinen morfismi

IKirjallisuudessa esiintyy useita variaatioita tdssi esitellystd médritelméstd. Esimerkiksi suora
summa voitaisiin korvata méairitelmésséa perheellda R-moduleita.
2eng. graded module
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f:M,..— N., on R-lineaarinen kuvaus, jolle patee f(M,,) C N,, kaikilla p, ¢ € Z.
Kahden 2-porrastetun modulin M, , = @, ,czMp 4 ja Ny = @pgezlNVpq valinen R-
lineaarinen kuvaus f : M, , — N, , on astetta (a,b), jos f(M,,) C Npiaq+s kaikilla
p,q € Z.

2-porrastetun modulin M, . differentiaali on sellainen astetta (a, b) oleva R-lineaarinen
kuvaus d : M, ., — M, , joillakin a,b € Z, ettd dod = 0.

2-porrastettu R-moduli M, , on 2-porrastettu (R-)algebra, jos on olemassa R-
lineaarinen ja bilineaarinen kuvaus

¢ : Mp,q X Ms,t — Mp+s,q+t-

Kategoriateorian kielelld edellisen maaritelmédn mukainen tiettyad astetta oleva R-
lineaarinen kuvaus unohtaa osan porrastetun modulin rakenteesta. Aste voitaisiin
muuttaa triviaaliksi toisella indeksoinnilla, mutta silloin kyseessé ei olisi endad sama
objekti, mikd on differentiaalin méaaritelmén kannalta oleellista. Téssé luvussa kési-
tellddn kuitenkin pddasiassa R-modulien valisid morfismeja, joihin viitataan homo-
morfismeina.

Porrastetun modulin avulla voidaan késitelld myds homologia- ja kohomologiamo-
dulien jonoja H.(—; R) ja H*(—; R) seké néiden tensorituloja maérittelemé&lld jono
suoraksi summaksi.

Maaritelma 4.2. (9] méadritelmé 2.2.) Olkoon (E”, d"),>; sellainen jono, jossa jokai-
nen E" on 2-porrastettu moduli ja jokainen d” : E” — E" on astetta (—r,r — 1) oleva
differentiaali, ja E}t' = ker(dy )/ im(d},, ., ), missé d, = d"[E} : E — E".
Télloin jonoa (E",d"),>1 sanotaan homologiseksi spektraalijonoksi.

Méaritelméasséd differentiaalit méaérittelevat siis jokaista ¢ € Z kohti yksikésitteisen
ketjukompleksin, johon EJ  kuuluu. Kirjallisuudessa spektraalijonoja kuvataankin
visuaalisesti siten, ettd jonon r. jisen kuvataan tasolle Z?2 niin, etti jokaista pistetts
(p,q) € Z? vastaa moduli E7 , ja jokaista differentiaalia vastaa pisteiden vélinen nuoli
(kuva 4.1). Téastd hahmotustavasta juontuu jonon jasenen (E",d") nimitys spektraa-
lijonon siwuna. Talla terminologialla jonon seuraavan sivun modulit ovat edellisen
sivun differentiaalien méaérittelemia homologiamoduleja.

Syy siihen, miksi méaéritelméan 4.3 mukainen jono on nimenomaan homologinen spekt-

raalijono, liittyy differentiaalien suuntaan. Kohomologiselle spektraalijonolle voidaan
antaa oma méadritelménsa.

Maéritelmé 4.3. (|9] mééritelmé 2.2.) Olkoon (E,, d,),>1 jono, jossa jokainen E, on
2-porrastettu moduli, jokainen d,. : E, — E, on astetta (r, —r + 1) oleva differentiaali

3eng. bigraded module
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ja BV 2= ker(dP?)/im(db=m0t ), missd dP? = d,.[EPY : EPY — E,. Talloin jonoa

(E,,d,),>1 sanotaan kohomologiseksi spektraalijonoksi.

2
E*,*

Kuva 4.1: Osat spektraalijonojen toisia sivuja jo muutama differentiaali. Vasemmalla
homologinen ja oikealla kohomologinen spektraalijono.

Kuten singulaaristen kohomologiaryhmien tapauksessa, ainoa ero homologiseen ver-
sioon on indeksoinnin muuttuminen. Homologisesta spektraalijonosta saadaan nimit-
tédin kohomologinen versio valitsemalla EP'? = E” .
Maéritelméasta seuraa suoraan spektraalijonolle oleellisia ominaisuuksia. Merkitdan
eksaktien jonojen merkintojen tapaan

7, = ker(d") ja By =im(d").
Talloin By C Z; C E' ja méadritelmén perusteella E? = 7, /B;. Olkoon lisiiksi
Zb = ker(d*) C E* = Z,/B.

Té&ll6in on olemassa sellainen modulin Z; alimoduli Z, ettd Z, = Zy,/B; C Z1/B;.

Vastaavasti moduli
Bl :=im(d*) C E* = Z,/B,

voidaan kirjoittaa modulin Z; alimodulin By avulla siten, ettd Bj = By/Bj. Jatka-
malla nédin seuraavienkin sivujen osalta saadaan seuraava inkluusioiden ketju:

BiCcBy,C..CB.CB.,1C...CZ,1CZ, C...CZy C Z. (4.4)

Téamaé inkluusioketju johtaa luontevasti rajasivun méaritelmaan.

Maééritelmd 4.5. Olkoot Z*° = (1,5, Z;) ja B> = (U,>, B;), missé Z,, B, ovat
kuten kaavassa (4.4). Spektraalijonon (E",d"),>; rajasivu on £ := Z>/B*.

Kédntéen voidaan tarkastella tilannetta, jossa tiedossa on ketjun (4.4) kaltainen
inkluusioketju. Seuraava lemma antaa ehdon sille, ettd myds homologinen spektraa-
lijono on olemassa. Kéytetddn jatkossa merkintda — korostamaan homomorfismin
surjektiivisuutta.
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Lemma 4.6. Olkoot B" := B,, Z" := Z, kuten ketjussa (4.4). Jos on olemassa
isomorfismi h: Z7 JZ0Y — Bt /B? A kaikilla r € N ja p,q € Z, niin on
olemassa spektraalijono (E", dr)rzl, missi B} = Z} /By,

Todistus. Maaritelladn inkluusioiden perusteella homomorfismi

/ /ZT—H BH_qurr 1/Bp r,q+r—1 _> ZT —r,q+r— 1/ —rgtr—1

missé p on tekijahomomorfismi ja ¢ inkluusio. Tarkistetaan, ettd homomorfismit dj ,
madrittelevit differentiaalin. Selvésti p on surjektio ja ¢ injektio. Liséksi

ker(d;’ ) ZT—H/ D,q ja im(d;, ) Br+rq+r 1/ p—r,qtr—1>

joten
im(dyy, 1) = Byt /By, C Zytt By, = ker(d) ).

Toisaalta
ker(d;q)/ im(d;;+r,q—r+1> (Zr—l—l/ )/(Br—l—l/ ) Zr—i—l/Br;l — E;:l(;l
U

Spektraalijonon varsinainen hyoty liittyy sen suppenemiseen. Suppenemista varten
tarvitaan suodatuksen maaritelméaa.

Madritelméa 4.7. (|9] méaritelmé 2.3.) Olkoon {F,},ez kokoelma R-moduleja. Ko-
koelma {F,},cz on R-modulin A suodatus, jos jokaisella p € Z pétee F, C A ja
lisdksi toinen seuraavista ehdoista on voimassa:

LCFPCFrtlc..CA (4.8)

LCFPYCcFPC.. CA (4.9)

Tapauksessa (4.8) sanotaan, etta suodatus on kasvava ja tapauksessa (4.9) puolestaan,
ettd se on vdihenevd.

Maéaritelma 4.10. ([9] s. 32.) Olkoon porrastettu moduli H, ja olkoon kokoelma
{FP},ez modulin H suodatus. Olkoon lisdksi F? := FP N H", kun H = P
Talloin moduliin H liittyva 2-porrastettu moduli on

nEZ

P o Fred s jos suodatus on viihenevi,

E) (H F)= {

p+1
F) JF)L, . jos suodatus on kasvava.
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Maéaritelma 4.11. ([5] méadritelmé 9.5, [9] méadritelmé 2.4.) Olkoon E = (E",d"),>;
spektraalijono ja H porrastettu moduli, jolla on suodatus F' kuten ketjussa (4.8) tai
(4.9). Oletetaan, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

i) Kaikilla p, ¢ € Z on sellainen ro, ettd d;, , = 0 kaikilla r > rq.

ii) Kaikilla p,q € Z,
o0 ~v 0
Ep,q = Ep,q(H’ F)

Talloin spektraalijono F2 suppenee porrastettuun moduliin H. Jos kaikilla p,q € Z
d,, = 0, kun r > 7o, ja ro on minimaalinen, niin sanotaan, ettd spektraalijono
romahtaa indeksilla r,.

Spektraalijonon suppenemiseen liittyvien modulien valisid suhteita voidaan kuvata
tapauksessa (4.8) lyhyella eksaktilla jonolla:
p/ N oo N

4 Ep’q 7 07

p—1 { D
0 ——= Fpg — Iprg

e . . . .. -1 =
missé ¢ on inkluusiohomomorfismi ja p' : F),, — F},,/F), — E5 tekijahomo-
morfismin ja suppenemisen méérittelevan isomorfismin yhdistetty kuvaus. Vastaava
cksakti jono saadaan myos tapauksessa (4.9).

Tarkastellaan toisaalta spektraalijonon suppenemisen méaaritelméa aiemman suoda-

tuksen (4.4) ndkokulmasta pisteittain:
1 2 r r+1 T r 2 1
Bqu C Bp7q C...C Bp7q C Bp7q C...C Zp7q C Zp7q C...C Zp7q C Zp’q.

Jos dj . = 0, kun r > 1o, niin télloin Z} = Z;;fq‘l, ja edelleen Z7¢ = Z° . Tamén
perusteella on olemassa epimorfismi Ej ——» E;j;l. Kun téata sovelletaan jokaiseen
hilan Z x Z pisteeseen, voidaan rajasivu ajatella erdénlaiseksi algebralliseksi alarajaksi
spektraalijonolle.

Yleensa spektraalijonoa muodostettaessa ollaan kiinnostuneita juuri maéritelméan 4.11
porrastetun modulin H rakenteesta. Tamé konkretisoituu erityisesti seuraavassa lu-
vussa.

*
Xk 3k

Suppenevan spektraalijonon tapauksessa rajasivu voidaan maéaéritelld hieman vahvem-
min. Tama helpottaa seké laskemista ettd suppenevaa spektraalijonoa koskevia méa-
ritelmid. Uutta madritelméaa varten tarvitaan suoran rajan méaritelmaa.
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Maéaritelma 4.12. ([16] médritelméa 7.45.) Suunnattu joukko A on sellainen osit-
tain jarjestetty joukko (A, <), ettd kaikilla ar, 5 € A on olemassa v € A, jolle pitee
a<yjaf <.

Suora systeemi on R-modulien perhe {G, | « € A}, missd R on jokin rengas, A on
suunnattu joukko, varustettuna sellaisilla homomorfismeilla j? : G, — Gj (a < ),
ettéd jj o j4 = j, missd a < § < ja j§ = Id kaikilla a € A.

Suora raja on tekijaimoduli dirlim G, = @, ., Go/B, missi B C @, Ga on
joukon {ig o j2(g) —in(g) | a,B € A;a < B,9 € G} virittimi alimoduli, missi
lo : Gy — @ae 4 G on inkluusiohomomorfismi. Tamé indusoi homomorfismin, jota
merkitdan i, : G, — dirlim G,.

Suoralle summalle @, A, R-moduleita on yleisesti voimassa, ettd jos H on R-moduli
ja go : Aq — H on homomorfismi jokaisella indeksilld «, niin on olemassa yksikasittei-
nen homomorfismi ¢’ : @, A, — H, jolle pétee ¢’ 0iy = go, missé i, : Ay = P, Aa
on inkluusio. Hieman vastaava tulos on voimassa myos suoralle rajalle.

Aa L> @jGJAJ

Ay
ja
. Aﬂ Ja
lo . fa !]l
]
ig .
Is

dirlim(A4,) ----- sy H H

Lause 4.13. ([16] lause 7.46.) Olkoon (dirlim G, {is}) suora raja. Oletetaan, ettd
on olemassa R-moduli H ja indeksdity joukko sellaisia homomorfismeja fo : Go — H
kaikilla o € A, etti fg0 j° = f, kaikille o < B. Télléin on olemassa sellainen
yksikdsitteinen homomorfismi {f,} : dirlim G, — H, etti {fo} 0 ia = fa-

Todistus. Olkoon edelleen B joukon {igoj?(g)—in(g) | o, B € A, < B, g € G} virit-
tdma alimoduli. Ensin huomataan, ettéd on olemassa yksikésitteinen f': @, ., Ga —
H, jolle patee f'oi, = f,. Talloin

f'ig o j2(g) —ial9)) = fa0J2(g) — falg) = falg) — falg) =0,

joten B C ker(f’). Télloin R-modulien tekijamodulien universaaliominaisuuden no-
jalla on olemassa yksikésitteinen {f,} : dirlimG, — H, jolle pitee f' = {f.} o p,
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missd p : P, 4 Go — dirlim G, on tekijdhomomorfismi. Talloin pétee

{fa}o\ig‘/:floia:fw

[]

Tarkastellaan taas suppenevan spektraalijonon suodatusta (4.4). Olkoon r( sellainen,
ettd Z, , = Z;;;l kaikilla r > ry. Maéritellaan suppenemisen perusteella tekijaho-
momorfismi j; : Z% /B, — Z7° /B, , missi r < s. Huomataan, ettd télloin per-

he {Z%/ B} ,}r>r, varustettuna homomorfismeilla {j; }s>r>,, on suora systeemi. Kun

médritelldan tekijahomomorfismi f,. : 279 / By, = 25, / Bp%,, niin lauseen 4.13 perus-
teella tdma madrittelee homomorfismin

{f,} : dicim 22, /B, — Z7 | B = E.

q q

Osoitetaan, ettéd { f,.} on isomorfismi. T&ll6in rajasivu voidaan mééritelld suoran rajan
perusteella.

Lemma 4.14. Olkoot By C By C ... C B, C ... C A R-moduleita, B' = |J,y Br,
js: A/B, - A/Bs, r < s, suoran systeemin mddrittelevit tekijéhomomorfismit ja
fr+ A/B, - A/B' tekijihomomorfismi kaikilla r € N. Tdlloin

{f;}:dirlimA/B, — A/B’
on isomorfismi.
Todistus. Olkoon [z] € A/B, ja {f.} oi, = floi,.([x]) = f.([z]) = [z] = 0, missa
i,: A/B, — dirlim A/ B,,
ir: A/B, » @ A/B,,

reN

fl:@A/B, — A/B,

reN

ovat madritellyt samoin, kuten lauseessa 4.13. Télloin x € B’, joten on olemassa
sellainen indeksi v/ > r, ettd x € B,. Nyt kuitenkin 0 = i o j7'([z]) = i.([z]),
kun r <7/, eli {f,} on injektio. Homomorfismi {f,.} on my6s surjektiivinen, silld jos

[z]" € A/B’, niin {f,} oi,[z] = [z] kaikilla r € N. O

Spektraalijonoja voidaan tarkastella myos suhteessa toisiinsa erityisesti uuden raja-
sivun méaritelmén kannalta. Kuten aiemmin todettiin, suppeneminen tekee spekt-
raalijonon kayttamisestéd jarkevad, joten jonojen suppeneminen on talldin oleellinen
oletus. Seuraavaa maaritelméad tarvitaan erityisesti luvussa 5.
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Maéaritelma 4.15. ([16] méaaritelmé 15.56.) Olkoot (C",d"),>1 ja (E",0"),>1 sup-
penevia spektraalijonoja ja (F},,)pqez; (Gpig)pgez niiden suppenemisen médrittele-
vid suodatuksia niin, ettd molemmat ovat joko kasvavia tai vahenevia suodatuksia.
Spektraalijonokuvaus on perhe kuvauksia f) : C)  — E]  ja fopiq @ Fpyy —
GZ +¢> Jotka toteuttavat seuraavat ehdot kaikilla p,q € Z ja r € N:

) 070 [y = firgera o
ii) Merkitdén H(C} ) = ker(d")/im(d},,, , ,,1) ja vastaavasti H(E] ). Kaavio

r+1
r+1 P4 r+1
vaq Ep’q

gl l%

H(C),) —— H(E],)

(f;;’q)* b,q

kommutoi.

iii) Kaavio

fOO
00 D,q 00
. S
Op»q Epyq
l dirlim f l

dirlim, C; q —&dirlim, E;,

kommutoi.

iv) Kaavio

p_l \ P W\ oo
O E— Fp_;’_q 7 Fp+q ” Op7q — 0

lfp—lyp-&-q lfp,p%z l E?q

5 p—1 s GP 00
0 Gp+q Gp+q Ep,q 0
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kommutoi, kun suodatukset ovat kasvavia, ja kaavio

p+1 \ P W o0
O E— Fp+q 7 Fp+q ” Cp7q — O

lfp+1yp+q lfp,p-&-q lfg?q

; p+1 P 3 %) s
0 Gp+q Gp+q Ep7q 0

kommutoi, kun suodatukset ovat vihenevid. Molemmissa kaavioissa vaakasuorat
homomorfismit on maéaritelty kuten sivulla 35.

4.2 Spektraalijonon maarittely avaruuden suodatuk-
sen avulla

Algebrallisessa mielessa spektraalijonojen méarittelemiseen liittyi algebrallisen raken-

teen suodattaminen kahdella tavalla. Ei siksi liene yllattavaa, etta topologisen avaruu-

den suodatus liittyy oleellisesti homologia- ja kohomologiamoduleihin liittyvan spekt-
raalijonon muodostamiseen.

Maaritelma 4.16. Olkoon X topologinen avaruus. Avaruuden X suodatus on sel-
lainen jono (X, ),ez avaruuden X aliavaruuksia, etté

i) X, =@, kun n <0,
i) X, C X, kaikillan € Z,
iii) U,en Xn = X.
Toinen tarkea elementti spektraalijonon muodostamisessa on kolmikoiden eksakti jono
s (X, B:6) Y Hr X A ) R BB, AG) B HM(X, B G) > -
(4.17)
missd A C B C X ovat topologisia avaruuksia, kuvaukset (1) ja (2) ovat inkluusioiden

indusoimia: viitataan niihin jatkossa yksinkertaisesti jonon ensimmdisend ja toisena
inkluusiona. Lisdksi A = § o ¢*, missd ¢* on inkluusion indusoima homomorfismi

¥ 1 H"(B,A;G) — H"(B;@) ja § : HY(B;G) — H"™(X,B;G) on parin (X, B)
kohomologiajonon yhdistava homomorfismi.

s HYX, B Y B o) ® HYBG), § HYPUXLBIG) 5 - (4.18)
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Rakenteesta G oletetaan, ettd se on Abelin ryhmé. Jos ryhmé G on liséksi vaihdan-
nainen rengas, kyseiset modulit ovat G-moduleja, muussa tapauksessa Z-moduleja.
Kun jatkossakin kirjoitetaan H*(—;G), tulkitaan kohomologiamodulin rakenne sa-
moin ryhmén G ominaisuuksien mukaisesti.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd topologiselle avaruudelle X on olemassa mééritelmén 4.16
mukainen suodatus (X,),ez ja aloitetaan spektraalijonon muodostaminen mééritte-
lemélla seuraavat modulit:

7P =ker(A), A HP'(X,, X, 1;G) = H" " (Xppo1, X G),
BPY = ker(5%), j Hp+q(Xp,Xp 1 G) = HM(X,, X, s G)
709 = ker(A'), A : H" (X, X,_1;G) — H" (X, X,: G),
B2 = ker(k"), k* : HP*(X,, X, 1;G) = HPY(X,; G),

(

FPY =Xker(i,), i* : H"T(X;G) — Hp+q(Xp 1 G),

missd kuvaus A on kolmikon (X, ,-1, X, X,—1) médradméan eksaktin jonon yhdisté-

vé homomorfismi, ja vastaavasti A’ yhdistévé homomorfismi kolmikolle (X, X, X,_1).
Talloin A = dou*, missé on inkluusion indusoima homomorfismi o* : H?*9(X,, X,,_1;G) —
HPY(X,;G) ja 6 : HM(X,; G) — HP™Y (X, 1, X,; G) on parin (X,,,_1, X)) ko-
homologiajonon yhdistavid homomorfismi. Inkluusiokuvausten indusoimat homomor-
fismit j*, k* ja ¢* ovat kaikki eksaktien jonojen ensimmaisia inkluusioita.

Lause 4.19. Modulit B>, ZP9, BP9 ja Z%? ovat kohomologiamodulin HPY4(X,, X,_1; G)
alimoduleja ja ne ovat toistensa alimoduleja seuraavasti:

0=B"CcByYC..CcBMMcBl, C..CBY
czbic..czifczbtczyt

kaikilla p,q € Z.
Todistus. Selvasti B! = 0, koska j* on talloin isomorfismi, ja
7P = HPM(X,, X, 13 G),

silli tallsin P (X, X,; G) = 0. Kolmikoiden muodostamien eksaktien jonojen
perusteella voidaan myo0s kirjoittaa jokaisella r > 1

2P = ker(A) = im(¢*), ¢ : H™ (X0 1, X, 13 G) — HPM(X,, X, 1:G),
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eli z* on jonon toinen inkluusio. Saadaan kaavio

Herq(Xp—irr—laXp—l; ) .
\
I* . Hp+q(Xp, X,-1;G)
%/

Herq(Xp—H’y Xp—l; G)

missé kaikki kuvaukset ovat inkluusioiden indusoimia homomorfismeja. Talloin

ZPY =im(<3) = im(z] o ") Cim(¢]) = 207

Samoin voidaan todistaa, ettd Z29 C ZP1.

Inkluusio B2 C ZP9 seuraa siité, ettd A’ = 0 o k*, missé § on parin (X, X,) pitkin
cksaktin jonon yhdistédva homomorfismi. Inkluusio B4 C B2 on voimassa kaikilla
r > 1, koska seuraava kaavio kommutoi:

HPH( Xy, Xp-ry G)
HPM(X, X, ;G I
k*

HPH(X,: G)

Myos tassa kaikki kuvaukset ovat inkluusioiden indusoimia homomorfismeja. Se, etta
B, C BP9 kaikilla r > 1, todistetaan téysin vastaavasti. O

Osan 4.1 perusteella téllainen suodatus méarittelee spektraalijonon, mikéli lemman
4.6 ehto on voimassa. Osoitetaan lemman ehto voimassaolevaksi tissi tapauksessa.

Lemma 4.20. Tekijimodulit Z/ZP% ja BYI7 "/ Brara=r+l oyat jsomorfiset.

Todistus. Kaytetdan taas kolmikoiden eksaktien jonojen perusteella seuraavaa maé-
rittelyé:
ZP% = ker(A)
B2 = ker(j")

im(¢*), ¢ H""( X1, X,-1; G) = HM(X,, X, 1; G),

im(A), A" BP9 (X, 0, X, G) = HP(X,, X, 11 G),

missd ¢* on eksaktin jonon toinen inkluusio ja A* kolmikon yhdistédva homomorfismi.
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Tarkastellaan seuraavaa kommutoivaa kaaviota, jossa seké vaakasuora etté pystysuora
rivi on osa eksaktia jonoa:

HY (X, Xp1; G)

lﬁ* \Z’f

HPY(X oy, X, G) 25 HP (X, 1, X, 1 G) — HPY(X, X, ;G)  (421)

A*

Hrratt (Xp+r7 Xp—i—r—l; G)

jossa kuvauksia A7 ja Aj lukuunottamatta kaikki kuvaukset ovat inkluusioiden in-
dusoimia homomorfismeja. Osoitetaan, ettd viitteen isomorfismi on kuvaus

h:Zp)zP8 — BTt prirasrtl ] [AS(a)], missd 75(a) = @ € 2P,

Tallainen a on aina olemassa kuvauksen maérittelyjoukon nojalla. Todetaan liséksi,
ettd h on hyvin médritelty. Jos 73(a) = x = £5(b), niin a — b € ker(i}) = im(a*).
Talloin Aj(a — b) € im(A}) = BP™—+ eli [Ak(a)] = [AL(D)].

Pétee, ettd ker(h) = {0}: olkoon h([z]) = [A%(a)]. Jos A%(a) € im(AY), eli A}(y) =
Aj(a) jollakin y € HPT9(X, 1,1, X,; G), niin a — a*(y) € ker(A3) = im(f*). Talloin
jollakin ¢ € H?*4(X,,, X,—1;G)

71(c) = 730 57(c) = 73(a — " (y)) = 73(a) = x.
Selvisti kyseinen kuvaus on myos surjektio, joten se on isomorfismi. O

Nyt voidaan mééritelld spektraalijonon modulit £} , seuraavasti:

_Zr/

Lemman 4.20 isomorfismin avulla muodostetaan R-lineaarinen kuvaus d" : E" — E",
kuten lemmassa 4.6. Erityisesti tapauksessa r = 1 differentiaali on hyvin yksinker-
tainen. Tarkasteltaessa kaaviota (4.21) huomataan, ettd H?*9(X, 11, X,;G) = 0,
ig« = Id" on isomorfismi ja A} nollakuvaus. Jos nyt tarkastellaan tdmén kuvauksen
avulla muodostettua differentiaalia

1 . 7pg D,q p.q 1 7pq P p+1,q p+1,q p+1l,9 p+1,9
N~ N—— N——
=0 =0 =0

ja kaaviota (4.21), niin huomataan, ettd d; = A, silld Z? C ker(A%).
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Siirrytddan seuraavaksi tarkastelemaan muodostetun spektraalijonon suppenemista.
Luvussa 2 tarkasteltiin CW-kompleksien tilanteessa inkluusioiden i : X? — X in-
dusoimia homomorfismeja ja ehtoja sille, ettd ne ovat isomorfismeja. Osoitetut ehdot
ovat sellaiset, ettd niiden perusteella spektraalijono suppenee mielekkaasti.

Lause 4.22. Olkoon m € N. Oletetaan, etti on olemassa sellainen indeksi n, ettd
inkluusion i : Xy — X indusoima homomorfismi i, : H*(X;G) — H*(X,;G) on
isomorfismi, kun n < s ja k < m. Talloin on olemassa sellainen indeksi ro, ettd

Z;;;q = 255, kunr' > 1o ja p,q € Z. Lisiksi kaikilla r > p pitee By , = BJ%.

Todistus. Olkoot p,q € Z ja m = p + q + 1. Talloin on sellainen indeksi n, etta
homomorfismi i, : H*(X;G) — H*(X,;G) on isomorfismi, kun n < s ja k < m.
Valitaan sellainen rq, ettd n < p + rqg — 1, ja oletetaan, ettd r’ > ry Tarkastellaan
seuraavaa kommutoivaa kaaviota, jossa rivit ovat parien eksakteja kohomologiajonoja
(ja jossa kohomologiaryhmét ovat lyhennetyssid muodossa):

L Hr(x) L HP (X, ) B et (x, X, 1) A gererx) HP (X, ) 5

% N l“ ll* gl glm

*

s H (X)) S EP (X, ) S H e (X, X ) 2 e (X ) S Ere (X, )

Koskan < p+rqg—1 < p+1r'—1, niin oletuksen nojalla i* on isomorfismi. Talloin vii-
den lemman nojalla H?"9(X, 1, X, 1;G) = H?™(X, X,_1; G), ja seuraava kaavio
kommutoi:

Hp+q(Xp+r’—1 , Xp-1; G)

HP(X, X, 1;G)

missé i1 ja io ovat inkluusioiden indusoimia homomorfismeja. Koska nyt

ZP9 =ker(A) =im(zy), <7 : H"" (X1, X,-1; G) = HM(X,, X, 1;G),
ZP9 =ker(A') = im(z3), <3 H"Y(X, X,_1;G) — H""(X,, X,-1; G),

niin kaavion perusteella 229 = Z29.

Olkoon toisaalta r > p. Téalloin
HP(X,, X, ;G) = H""(X,, @;G) = H""(X,; G),
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eli méaaritelmén nojalla
By, = ker(j.) = ker(k.) = B,
O

Seuraavan lauseen perusteella modulit FP4, p, q € Z tayttavit vihenevian suodatuksen

F]f 4o P,q € Z mééritelméin (4.9), ja muodostavat rajasivun kanssa isomorfisen 2-

porrastetun modulin.
Lause 4.23. Olkoot modulit FP? kuten sivulla 40, eli
FP9 =Xker(i,), i : H"'(X;G) — H™(X, 1; G).
Seuraavat inkluusiot ovat voimassa kaikilla p,q € Z:
.. C prthal o ppa | phetasl c pOrte = grta(x),
Pitee myds, ettd FP9/Frria—l e Foo.

Todistus. Inkluusioketjun viimeinen yhtasuuruus seuraa suoraan méaritelmésté. Inkluusiot
seuraavat seuraavasta kaaviosta, kuten edellisissd todistuksissa, jossa kaikki homo-
morfismit ovat inkluusioiden indusoimia ja s; < so:

HM(X; Q)

—it
L Herq(XsQ;G)

HP(X,5 G)
Vaitteen isomorfismia varten tarkastellaan kommutoivaa kaaviota

HPr+q-1 (prl; G)

l‘sl X,

HPH(X, X, G) —2 HM(X, X, 1;G) —2 HP(X, X, 1;G)

HP+(X; G)



missé 01 ja 0y ovat parien (X, X,_1), (X, X,_1) kohomologiajonojen yhdistavid homo-
morfismeja ja muut homomorfismit inkluusioiden indusoimia homomorfismeja, sillé

FP% =1im(i*), Z%% = im(k"),
Frrba—t —im (%), BP9 = im(ds).

Homomorfismi

f . Zp,q/prq N Fp,q/luvzﬂrl,q—l7
[z] = [i*(a)], kun k*(a) = x jollakin a € H"*(X, X, 1;G),

indusoi isomorfismin, kuten lemmassa 4.20. m

Suoraan modulin 7?9 maaritelméstd ndhdaan kaikissa tapauksissa, ettd moduli on
triviaali, kun p < 0 tai ¢ < —p, ja sama patee téatd vastaavalle tekijamodulille EP+
spektraalijonossa. Jos suodatettava avaruus on CW-kompleksi ja suodatus valitaan
rankojen perusteella, niin tdmén lisaksi moduli Z?7 on triviaali, kun ¢ < 0, silla
HPT(XP XP~1:G) =0, kun p + ¢ < p (korollaari 2.9 ja lause 2.10). Spektraalijonon
oleellisimmat modulit sijaitsevat télloin hilan Z x Z ensimmaéisessa neljénneksessa, ja
siksi téllaista spektraalijonoa kutsutaan kirjallisuudessa usein ensimmdisen neljin-
neksen spektraalijonoksi *.

Lukija on saattanut huomata, ettd tdméan osan todistuksissa on sovellettu vain Eilenberg-
Steenrodin aksioomia ja niiden suoria seurauksia. Siksi sama konstruktio on voimassa
yleisemmin kohomologiateorioille tassa tutkielmassa kéasitellyn singulaarisen kohomo-
logiateorian lisdksi. Lauseen 4.22 ehdon voimassaolo tulee talloin kuitenkin tarkistaa
erikseen, kuten todetaan Hatcherin kirjan lisdluvun [3| sivun 537 huomautuksessa
koskien daretonulotteisia CW-komplekseja.

deng. first quadrant spectral sequence
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5 Leray-Hirschin lause

Luvussa 4 spektraalijonon motivointi jéi viela viitteelliselle tasolle: jono jarjestaé ko-
homologiamoduleihin liittyvaé informaatiota systemaattisella tavalla, mutta sen kéyt-
totarkoituksia ja todistusteknista kayttoa voi luvun perusteella vain aavistaa. Sen li-
siksi, ettd Leray-Hirschin lause on tuloksena kiinnostava, lauseen todistus téssé lu-
vussa havainnollistaa tyypillisia spektraalijonon kanssa esiintyvia argumentteja. To-
distuksen perusrakenne seuraa McClearyn kirjan [9] todistusta, mutta on sitd hieman
yleisempi.

Luvun alkupuolella johdetaan Serre-jono, jonka ominaisuuksista my6s Leray-Hirschin
lause seuraa. Todistus seuraa Hatcherin kirjan lisiluvun [3| esitysté, jossa johdetaan
homologinen Serre-jono.

5.1 Serre-jono

Tassa tutkielmassa esiteltavissa Serre-jonon todistuksessa sovelletaan solukohomolo-
giaa, jonka keskeisimmaét ominaisuudet on esitelty lyhyesti seuraavassa lauseessa.

Lause 5.1. Olkoon X CW-kompleks:.
i) Olkoon A parin (X*, X*=1) homologiajonon yhdistivi homomorfismi ja A pa-
rin (X*1 X*) kohomologiajonon yhdistivi homomorfismi. Olkoon i, parin

(X*=1 X*=2) homologiajonon ensimmdinen inkluusio ja vastaavasti i* parin
(X", X*=1) kohomologiajonon toinen inkluusio. Tdlléin homomorfismit

wl : Hy(X* XF16) B Hy (XF1G) 5 Hyy (X1 X52.4)
wh  HY (X5, XM G) 5 BHY XK Q) & HFYY(XH X5 G)
mdarittelevat ketjukompleksin. Merkitddan kompleksin termeja

Wie(X;G) = Hy(X*, X1 @)
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ja
WHX;G) = HY (X", XF1@).

it) Edelliset homomorfismit mddrittelevit soluhomologian
H{ (X:G) = ker(wy)/ im(wi,)
ja vastaavasti solukohomologian
HE(X;G) = ker(wl) /im(wh™).
iii) Pitee W*(X;G) = Hom(Wi(X;Z),G) ja wf = Hom(w%, G).

w) Pitee Wi(X;G) = @, G, missi a on avaruuden X k-solujen joukon mahta-
vuus.

v) Homomorfismeilla w% on kaava
Zdaﬁ% ’

missa a’; ja ag_l ovat soluja ea ja %—1 vastaavien aliryhmien virittdjia suorassa
summassa P, Z ja Dz Z (kuten kohdassa iv), ek N eg_l #+ & jokaisella 5 ja
dag on kuvauksen q o ¢o S SFL— XP1 — SM1 gste. Tassi

q: Xkl kal/(kal\egfl) i gh—1

on tekijikuvaus, joka romauttaa alicvaruuden X*=1\ eg_l pisteeksi ja kuvaa ku-
vajoukon homeomorfisesti k — 1-pallolle, ja ¢ex solun ek karakteristinen kuvaus.

vi) Pitee HS (X;G) = Hy(X;G) ja HE(X; G) = HY(X;G).

Todistus. Kohdat 7)-ii) seuraavat suoraan pitkista eksakteista jonoista.

Kohta iv) seuraa siiti, etti aliavaruus X*~1 on jonkin avoimen joukon V C X* vahva
deformaatioretrakti. Talloin

G s Hy(X", XF1 G) = Hy(XF/XE1 XX G)

on isomorfismi ([2] lause 2.22). Edelleen (X*/X*=1 X*=1/Xk=1) o (\/ S* 50), missé
merkinnalld \/ tarkoitetaan kiilasummaa, joten

Hy(X" X*6) = PG

Muiden viitteiden todistusten yksityiskohdat 16ytyviat useimmista algebrallisen to-
pologian oppikirjoista, esimerkiksi [2] (s. 203 (44),(iv), (vi), s. 140 (v), s. 139-140
(v2)). O
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Lause 5.2. (Serre.) Olkoon p : E — B suunnistuva fibraatio siikeend F = F,, ja B
polkuyhtendinen. Tallin on olemassa sellainen kohomologiaryhmdad H*(E;G) kohti
suppeneva spektraalijono (E™,d"),en, ettd

EY?*~ HP(B; H(F;Q)).

Todistus. (]3], muokattu lauseen 5.3 todistuksen pohjalta.) Oletetaan aluksi, ettd B
on CW-kompleksi. Valitaan téssé tapauksessa avaruuden E suodatukseksi

E,=p (B

kaikilla n € Z. Koska m(B, B") = 0 kaikilla & < n korollaarin 2.9 nojalla, niin
korollaarin 3.5 nojalla sama pétee myos parille (E, F,). Téstd seuraa lauseen 2.10
nojalla, ettd myos H¥(E, E,) = 0, kun k < n, ja edelleen eksaktien jonojen perus-
teella inkluusion E,, — F indusoima homomorfismi i* : H*(E;G) — H*(E,;G) on
isomorfismi, kun £ < n — 1. Talloin aliluvussa 4.2 maéritelty spektraalijono suoda-
tukselle (E,)nez suppenee lauseen 4.22 perusteella, ja vield kohti kohomologiaryhmé&a
H*(E; G): lauseen 4.22 merkinnéin kun m € N, ehdon toteuttava indeksi n on m + 1.

Luvun 4.2 konstruktiossa néhtiin, etté kyseessé olevan spektraalijonon ensimméinen
sivu koostuu ryhmistd HPT9(E,, E,1; G). Tarvitsee siis todistaa seuraavat viiteet:

I) On olemassa isomorfismi
HOIII(HP(BP7 Bp_l; Z), Hq(F’ G)) = HP-HI(EP’ Ep—l; G)
kaikilla p, g € Z, silla

HP(BP, B"™ ' HY(F; G)) =
=0

A\
7~ ~\

Hom(H,(B”, B\, Z), HY(F: G)) @ Ext(H,_,(B?, B> " Z), H(F; G)) .

=0

II) Kohdan I isomorfismi kuvaa homomorfismin
w? : Hom(H,(B?, B""Y,Z), HY(F;G)) — Hom(H,,(B"*", B*; Z), H(F; G)),
kuten lauseen 5.1 kohdassa iii, kuvat differentiaalien
B HY(Ey, By 13 G) — HY By, By G)

kuville. Télloin isomorfismi indusoi isomorfismin myos seuraavalla spektraalijo-
non sivulla. Lisdksi H(B; HI(F; G)) = H?(B; H1(F'; G)), mistd véitteen muo-
toilu seuraa.
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Viite I. Jos e, on CW-kompleksin B solu, jonka karakteristinen kuvaus on ¢.r
DP — e? J BP~!, niin kuvaus f, :=i0 ¢ : DP — BP, missd i : BP"7Uek — BP on
inkluusiokuvaus, maérittelee indusoidun fibraation

missd PP := Fy, . Merkitddin SP~1 = {(z,e) € DP x EP | ¢pen(z) = p(e),z € SP~1}.
Muodostetaan seuraava kommutoiva kaavio, ja osoitetaan, ettd kohtiin (a), (b) ja (c)
médriteltavat kuvaukset ovat isomorfismeja: viittaamisen helpottamiseksi kaksi néisté
on myos nimetty kaavioon suluissa. Téll6in on olemassa kaavion isomorfismi W.

o

HOHI(HP(BP,BP_I;Z),HQ(F; G)) —b> Ha HQ(F; G)

—
=

E\If (c)l(l'[aé‘ﬁ)
HP(E,, E, 1;G) + IL, HPT(QP SP~1 Q)

(a) Merkitdan projektiokuvausta @2 — EP, (z,e) — e kirjaimella £,. Téll6in ku-
vaukset /£, ovat muotoa (22, 827') — (E,, E,_1). Nami kuvaukset indusoivat
kuvauksen

- {/a} H 910 CS)p 1 (Em Epfl)v
ja edelleen homomorfismin

F*: H' (B, E,_1;G) — [ [ H (28, 8271 G).

CW-kompleksien perusominaisuuksien nojalla tiedetdén, ettd CW-kompleksilla
BP~! on sellainen ympiristé V C BP, ettd BP~! on ympéristén V vahva de-
formaatioretrakti. Homotopian nosto-ominaisuudesta seuraa, ettd F,_; on ym-
pariston p~(V) deformaatioretrakti. Merkitdin 7, = p~*(V Nim(i o ¢.r)), ja
tarkastellaan seuraavaa kommutoivaa kaaviota (jossa kohomologiaryhmét ovat
taas lyhennetyssd muodossa).

H(I1, 2% 1L.s2 ¢ B (1L, 22 11, %) % B (1L, 22\ 1L, $2 411, Za \ 1L, $2°)

9*1\ 9*1\ ?*T

HY(Ey, Byn) s H*(Byyp™ (V) ——— H*(E,\ Byt p™ (V) \ Eype)

Y14 i1, 19, 71 ja Jo ovat inkluusioiden indusoimia homomorfismeja ja homomor-
fismit F* aina kyseisen rajoittumakuvauksen maaraamia.

49



Kuva 5.1: Kuulan D? jako. Siniselld merkitty joukko (D_%_) on homeomorfinen kuulan D?

kanssa ja punaisella merkitty joukko (DY) on homeomofinen kuulan D' kanssa.

Ensin huomataan, etté iy ja jo ovat typistysaksiooman nojalla isomorfismeja.
Kuvauksille £, pétee karakteristisen kuvauksen ominaisuuksien nojalla, ettd
rajoittumakuvaukset £, (22 \ §P71) ovat upotuksia, ja lisiksi & on surjektio.
Talloin kaaviossa oikeanpuoleinen & * on isomorfismi, joten sama patee kaavion
perusteella keskimméiselle homomorfismille *. Homomorfismien i, ja j; bijek-
tiivisyys perustuu kolmikoiden (][], 22,11, Za, 11, S27") ja (E,,p*(V), Ep-1)
pitkiin eksakteihin jonoihin, silla

H*(p_la/)aEp—l;G):Oa H*(H%,H§£_1;G =

Siis myos vasemmanpuoleinen &F* on isomorfismi.
Tamé seuraa lauseen 5.1 kohdasta iv).
Merkitéan n-pallon kahta (suljettua) puoliskoa D}, | ja D7, _, seka
Dy ={(x,e) € DP x E” | n < p, ¢z (x) = ple),x € Dy . },
2, _={(z,e) € D" x E? | n < p, ¢z (v) =ple),r € D _}.
Mééritelméassd Dy, | hahmotetaan aina avaruuden DP aliavaruutena leikkaamal-

la induktiivisesti ensin avaruutta DP ja seuraavilla askeleilla osajoukkoja D’;’ +
avaruuden RP puolitasoilla: tdtd on havainnollistettu kuvassa 5.1.

Tarkastellaan yksittaistd fibraatiota pg : 2% — DP ja oheista kaaviota:

HP(@E,S7Y) 4o HP DL S22 4o oo 4o HID L, 80) oo DY)

Hp—&-q—l(é)g—l’@g—_l) L. Hq+2 oSJl 91 6’0 90 )

missd homomorfismit ¢* ovat inkluusioiden indusoimia ja homomorfismit A kol-
mikoiden (27, 87~!, Py~ pitkien eksaktien jonojen yhdistévid homomorfis-
meja. Taas huomataan, ettd homomorfismit ¢* ovat isomorfismeja typistysak-
siooman nojalla. Toisaalta aina DZ;l on kuulan D! deformaatioretrakti, jo-
ten homotopian nosto-ominaisuudella sama pétee parille (27, 25 _"). Tallsin
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HM22, 27 ) = 0 kaikilla k € N, ja A on isomorfismi. Téll6in saadaan kaavion
isomorfismit €, ja lisdksi

HY(DY,) =" P gr, sph).

Edelleen huomataan, etta @27 + on fibraation p§ séie, joka on homeomorfinen

fibraation p jonkin séikeen /a(QZg’ +) = F, C E kanssa, joten

*

(74
H(F,) = HY(Dg.),

~

missé £, on kuvauksen £, rajoittuma. Lisdksi lauseen 3.13 mukainen homoto-
piaekvivalenssi sdikeiden F' ja [, valilla on yksikésitteinen: jos 1,7 : [ — B
ovat sellaisia polkuja, ettd v1(0) = by = 72(1) ja 11(1) = p(F,.) = 72(0), niin
suunnistuvuuden nojalla

0(71 %72, 0) = (gy, © gy,)"(0) = (Id)* (o),
missa 0 on méaritelméin 3.11 kohdan ii kuvaus.

Liséksi g.,, gy, ovat riippumattomia polkujen valinnasta. Téll6in

(A;)*,Ow(g”)*

HY(F) HY(DL.,).

Siis £ :=€0---0€0(g,)" o ()" on isomorfismi jokaisella p, o, missé £/ on ku-
vauksen £/, kidnteiskuvaus. Niinpa [ [, ¢? : [ [, HY(F; G) — HPY(22 SP1: G)
on isomorfismi.

Vaite II. Edellisen véitteen isomorfismien perusteella saadaan seuraava kaavio, jos-
ta tavoitteena on todistaa etummaisen tahkon kommutoivuus.

. Hom(H,(B?, B"Y;Z), HI(F; G)) ------ w J> Hom(H,,,(B?, B"\:G), H1(F: G))
[La (@ s [LH7 @yt s
\ \\\>1 " \ \\\;4
HY By, Ey1; G) —--m-- B SGEETEEEEEEERREE R s HP Y By, By G)

(5.4)
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Tehdédan tama tarkastamalla, ettd kuvaan merkitty punainen homomorfismi on yk-
sikasitteisesti maaritelty, muodostettiinpa se yhdistamallad kuution ylatahkon kolme
etummaista homomorfismia tai kuution halki merkityt siniset homomorfismit kes-
kenéédn. Sivutahkojen homomorfismit on kuvassa merkitty samassa suunnassa kuin
vaitteessa I, mutta koska ne ovat kaikki isomorfismeja, niin kulkusuuntaa voidaan
vaihtaa.

Tarkastellaan ensin yksittéisten tulon komponenttien kuvautumista.

Ylatahkon kuvausten tapausta varten muistetaan lauseesta 5.1, ettd jos h on homo-
morfismi h : H,(B?, B""Y;,7Z) — HIY(F;G), niin h € WP(B; H{(F;G)) (kohta iii).
Lisaksi

w?(h)(ef™) Z dgach) = Y dgah(el),

misséd €2 on yksi homologiaryhmin H,,(BP*!, BP; Z) virittijisti suorassa summas-

5 y giary pt j

sa, Z, ja samalla tavalla alkiot e? ovat homologiaryhméan H,(BP, BP~') virittiji.
DsZ, ] A giary »(BY, ]

Siten indeksid o vastaava [u] € HI(F;G) tulossa [[, HI(F) kuvautuu seuraavissa

vaiheissa:

1) [p] — M, missa M : H,(BP,B*~';Z) — HY(F;G),
ap, = [,
al, — 0, kun o/ # a.
9) M s My, missi My : Hy4\ (B*Y, BP; Z) — HY(F;G),

dgalu], kun ep+1 Ney, # I
p+1 { Ba|H]5 a
— E dgaM(a

0, muuten.
3) My — ([O’g])ﬂ, missa

dgalu], kun ep+1 Ne, # D,
o8] =

0, muuten.

Tarkastellaan sitten toista vaihtoehtoa. Sivulla 42 todettiin, ettd ensimmaisen sivun
differentiaalit ovat muotoa

A} HPY(E, B, 1:G) S HPY(E,: G) % H Y (E )y, B, G),
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missd ¢* on inkluusion indusoima ja ¢ parin (E,1, E,) méérittelemén eksaktin jonon
yhdistdvd homomorfismi. Tarkastellaan seuraavaa kaaviota, jossa alimman rivin ho-
momorfismien yhdistetty homomorfismi yhdistettyné oikeanpuoleiseen pystysuoraan
homomorfismiin vastaa kaaviossa (5.4) differentiaalin ja alimman oikeanpuoleisen ho-
momorfismin yhdistetyn homomorfismin projektiota.

HP (88, DY) —— HPHI(Sh) 2y HPTat (8 $7)
P ! fET /’;T (5.5)

Hp+q(Ep>Ep71) —— Hp+q(Ep) — Hp+q+1(Ep+1aEp)

Y14 ¢’ on parin (9§+17 S g) kohomologiajonon yhdistavad homomorfismi. Seuraavaksi
tavoitteena on muokata kuvausta £z niin, ettd sen indusoima homomorfismi muut-
tuu myohempié vaiheita varten riittavian vihén. Kéaytetdan muokatusta kuvauksesta
merkintad fg. Kaavion keskimmaéisen kuvauksen tapauksessa tama tarkoittaa vain
kuvauksen /5 rajoittamista joukkoon oS’g ja maalijoukon rajaamista joukkoon E,.

Kaaviossa (5.5) oikeanpuoleinen nelié kommutoi. Jotta saataisiin vasen nelié kom-
mutoivaksi, voidaan kuvauksen fz tilalla kiyttda mita tahansa muuta homotooppista
kuvausta, jonka maéaéarittelemé homomorfismi séilyy samana. Toisaalta homotopian
nosto-ominaisuuden perusteella fg : D? — BP voidaan suoraan korvata homotoop-
pisella kuvauksella. Oletetaan, etté Dg on pallon Sg puolikas, ja vastaavasti kaa-
viossa @g ja oS’g on madritelty ndiden joukkojen perusteella. Talléin kuvaus fs on
homotooppinen sellaisen kuvauksen kanssa, joka kuvaa puolipallon Dg avaruuden B
p—1-rangalle. Nostamalla tim& homotopia saadaan kaavion (5.5) vasemmanpuoleinen
kuvaus.

Jatketaan kaaviota (5.5) edelleen vasemmalle. Seuraavan kaavion oikeanpuoleinen fj
vastaa kaavion (5.5) vasemmanpuoleista homomorfismia, ainoastaan lahté- ja maali-
joukkoja on rajoitettu.

1L Hrta(QP P71 = Hp+q(@§,@§\(ui Qozf)) —_ HPH(@g,&g*l) —_

| P f;ﬁ
] ]

Hp+q(@§a°5>g_l) — Hp+q(EpaEp\€§) — Hp+q(Ep>Epfl) —

(5.6)
Keskimméistd homomorfismia varten voidaan soveltaa lemmaa 2.7. Viitteen II to-
distuksen alkupuolen astetarkastelun mielesséa voidaan olettaa, ettd fz kuvautuu sur-
jektiivisesti jollekin solulle e?, sillda muutoin dg, = 0 kaikilla o ja toisaalta fz on

(e
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homotooppinen sellaisen kuvauksen fj kanssa, joka ei kohtaa solua ef,. Miéritellddn
indeksijoiukko [ siten, ettéd ¢ € I tésmaélleen silloin, kun fz(DP) N e? # @. Talldin
kuvaus fz : D? — Bt U (U, €)) téyttdd lemman 2.7 ehdot solun e osalta, jo-
ten on olemassa kuvauksen fz kanssa homotooppinen kuvaus fé sekéd p-monikulmio
K, jonka f[’g kuvaa solulle e?. Kun tarkastellaan niitd monikulmion K p-simplekseja,
jotka sisdltyvit lemmassa maéritellyn avoimen joukon U C eg alkukuvaan, on nai-
den simpleksien joukossa soluun eg uppoavia simpleksejé. Valitaan néisté uppoavista
simplekseistd sellaiset, joiden kuvien keskindiseen leikkaukseen sisdltyy jokin avoin
kuula V', johon simpleksien reunat eivat kuvaudu: talloin saadaan upotusten kaut-
ta méadariteltyd joukkoon DP erilliset kuulat D?, jotka kuvautuvat homeomorfisesti
suljetulle kuulalle V. Lopuksi jéljelle jadvi kuvajoukko joukossa eg \ V voidaan ku-
tistaa solun reunoille. N&in saadaan homotopian noston kautta haluttu kuvaus, joka
médrittelee myos vasemman pystysuoran homomorfismin.

Alkuperiista tavoitetta ajatellen samastetaan nyt osa kaavioiden (5.5) ja (5.6) ryh-
mistd. Ensin huomataan, ettd jatketun kaavion (ks. liite A, kuva A.2) yldrivin nelja
oikeanpuoleista ryhméé ja niiden véliset homomorfismit muodostavat kaaviossa (5.4)
takana oikealla olevan pystysuoran isomorfismin ensimmaisen homomorfismin ¢, ja
tatd samastusta voidaan jatkaa edelleen ryhméén H?(F') saakka (kuva A.1). Vas-
taavalla tavalla voidaan samastaa vasemmanpuoleiset ryhmét. Nédiden samastusten
seurauksena jatkettu kaavio halkaisee kaavion (5.4) samalla tavoin kuin siniset homo-
morfismit.

Seuraavaksi huomataan, ettd samastusten jélkeen kaavion (5.6) ylimmén rivin yh-
distetty homomorfismi on summa (z1, ..., z,) — =1 + ... + x,. Riittdd osoittaa, etta
kaavion (5.6) vasemmanpuoleisen homomorfismin rajoittuma tulon komponenttiin i
on Id tai —Id sen perusteella, onko kuvauksen fj aste 1 vai -1, kun rajoitutaan jouk-
koon DP: téssd voidaan tarkastella kuvausta, joka kuvaa kiekon reunat vield solulle
el . Télloin asteiden summa on dg, (2] lause 2.30), kuten aiemmassa tarkastelussa
néhtiin.

Tarkastellaan siis kuvausta fj : (D7, S} ) — (D, SP71), jonka nosto misria nyt
tutkittavan homomorfismin rajoittuman. Tarvitsee siis osoittaa, ettd seuraava kaavio
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kommutoi, kun aste on 1, ja kun aste on —1, kaavio kommutoi merkkia vaille:

*

Hrvo(9p, $771) 2y Hrro(gr, 7Y

+ +
Hﬁl(i%,g i H"“&ii)
@R — B o) >0
HQ(iFa) ————————————— , HQ%FZ)
Hqi(F) d ; H‘?i(F)

Kaavion (5.7) homomorfismit ovat siis kaavion (5.6) vasemmanpuoleisen homomor-
fismin méardamid. Asteesta riippuen kuvaus fj voidaan tulkita joko identiteettiku-
vaukseksi tai peilaukseksi, joka kuvaa kiekon D, kiekolle DY _ ja liséiksi kuvaa joka

—r 1

toisen kiekon DP." itselleen, silld kyseessd on homotopiaa vaille sama kuvaus.

Identiteettikuvauksen tapauksessa jokaisella askeleella kaaviossa (5.3) esiintyvien ho-
momorfismien § ja i* luonnollisuuden perusteella riittaa tarkastella kaavion (5.7) alim-
man nelion kommutoivuutta. Todetaan, ettd lapi todistuksen kuvausta fz on muo-
kattu korvaamalla se aina jollakin homotooppisella kuvauksella, ja on siis olemassa
jokin homotopia H : DP x I — B alkuperaisen kuvauksen fz ja viimeisimmén ku-
vauksen f5 vililld. Télle saadaan nosto H' : @% x I — E. Kun mééritelldén, ettd
fs(y) = b; = p(F;), missd F; on kuten kaaviossa (5.7), niin H [ {y} x I médritte-
lee polun, jonka nosto on homotopian H' rajoittuma. Talloin kaaviossa katkoviivalla
merkitty homomorfismi vastaa itse asiassa erédstd kuvausta g7, eli se on hyvéksyt-
tavd, ja ryhmén (B, bg) toiminnan triviaaliuden perusteella alin homomorfismi on
identiteettikuvaus.

Jos taas kyseessé on peilaus, niin jédlleen homomorfismien 4 ja ¢* luonnollisuuden pe-
rusteella voidaan tarkastella homomorfismin 3 ; ja identiteettikuvauksen rajoittaman
nelion kommutoivuutta. Mikéli homomorfismin e” méaéritelméssd ryhmén H?(29)
korvaaminen ryhmiélli H?(2°) vaihtaisi homomorfismin merkin, olisi viite todistet-

"Jos D} on standardikiekko ja Dj, = (1,0,...,0), niin voidaan valita kuvaus (z1,...,z,)
(—z1, 22, —23, ..., £2,) riippuen dimension p parillisuudesta. Kun peilattavia komponentteja on pa-
riton méaérs, myos kuvauksen aste on -1, ja muuten 1. Sama pétee myos kuvauksen rajoittumiin.
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tu. Perustellaan tdmaé tarkastelemalla seuraavaa eksaktin jonon osaa:

HY(2' 8" N HI(D) N H(S°) 3 H (D!, $0) N HI (DY)
(0) '—\/—’(0)

Homomorfismin j* voidaan todeta olevan triviaali, silli j : (2', @) — (2!, 8Y) on
homotooppinen sellaisen kuvauksen kanssa, jonka kuvajoukko sisiltyy joukkoon &V.
Talloin j* on injektio ja o surjektio, joten jono muuntuu lyhyeksi eksaktiksi jonoksi.
Lisiksi kuvaus iz : 29 — @' on homotopiackvivalenssi, joten sen indusoima ho-
momorfismi on isomorfismi, ja tillsin H?($°) = HY(2') @ HY(P'). Tilléin i* on
diagonaalikuvaus = — (x, x), ja siten kuvaukselle § on voimassa

d(z,z) =0 < §(z,0) = —=6(0,x),

miks todistaa vaitteen.

Vield voidaan todeta, ettd kaavion 5.4 halkaiseva homomorfismi méardytyy kompo-
nenttikuvausten perusteella. Taméa seuraa siité, ettd jokainen solu eg kohtaa vain &é-
rellisen méérén soluja e?~ !, joten homomorfismin projektio komponentille 5 muodos-
tuu indekseja « vastaavien homomorfismin rajoittumien summasta. Tamé varmistaa,
ettd homomorfismit ovat todella samat.

Jos B ei ole CW-kompleksi, voidaan sille muodostaa CW-approksimaatio f : B' —
B. Olkoon Fy = p;l(xo), missé f(zg) = p(by). Tarkastelemalla seuraavaa pitkien
eksaktien jonojen muodostamaa kommutoivaa kaaviota

- T (B b)) - Wk(FéO;e{)) % ﬂk(Ef;e{))pi;* (B’ b)) » Wk_l(FéO;eo) 3.

|1 =|r. |~ =|s. |r.

- = Ty (B bo) — me(F;eo) LN mr(E; eo) 2 k(B3 bo) = mr—1(Fpy;€0) > -

todetaan, ettd £, : mp(Ey;e)) — mi(E;ep) on isomorfismi kaikilla n > 0 (ks. sivun
15 huomio). T&ll6in vastaava isomorfismi kohomologiamodulien vélilla on edelleen
isomorfismi. Voidaan mééritelld ryhmén 7 (B’, b)) toiminta seuraavasti:

Op, = M (B, by) X H*(Fyy; G) = H*(Fyy; G)
(W], 0) = gy (o),

joka on oletuksen mukaan triviaali. Téméa toiminta voidaan maéaritella myos suo-
raan ryhméén H*(F} ; ) siikeiden homeomorfisuuden vuoksi, miké on riittavé ole-
tus tdman todistuksen aiempia vaiheita ajatellen. Talloin spektraalijono fibraatiolle
pr: By — B’ méérittelee spektraalijonon fibraatiolle p : £ — B, mistd véite seuraa.

]
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Serre-jonosta tekee vieldkin sovellettavamman kaksi siihen liittyvaa lisatulosta. Seu-
raavan lauseen ominaisuuksiin viitattaessa puhutaan Serre-jonon luonnollisuudesta,
joka on naistd ominaisuuksista ensimmainen.

Lause 5.8. ([3], s. 537-538.) Olkoot p : E — B ja p' : E' — B’ fibraatioita sdikeind
F ja F'. Olkooti : F — FE jai : F' — E'" inkluusioita sekd f : B —- Bja f: E — FE
sellaisia jatkuvia kuvauksia, etta seuraava kaavio kommutor:
P E/ p
|7
E p

P B
lf[F’ lf
P B

Olkoon (E,,d,),>1 fibraation p ja (E.,d.),>1 fibraation p' Serre-jono. Tdlldoin seuraa-
vat ehdot ovat voimassa:

. /

~
2\

? \
7

\
7

i) Kuvaus f indusoi homomorfismit f) . EP9 — EP9, jotka kommutoivat spekt-
raalijonon differentiaalien kanssa.

i) Kuvauksen f indusoima homomorfismi f* . H*(E;G) — H*(E';G) sdilyttidi
molempien kohomologiaryhmien lauseen 4.23 mukaisen suodatuksen ja indusot
homomorfismit f5 « Eb? — B

iii) Seuraava kaavio kommutoi:

Ey" —— H"(B; H'(F; ()

lfﬁ,q lf/

EP* = HP(B; HY(F';G))
missa
f'o HY (B HY(F; G)) — HP(B'y HY(F'; G)), cla] — f*(c)[f*(a)]
kaikilla ¢ € HY(F;G), a € Hom(S,(B), HI(F;G)) ja p € N. Tassi S,(B)
on avaruuden B p-ketjujen joukko ja f# on ketjukuvauksen fy mddrittelemd

koketjukuvaus.

Toisin sanoen lauseen mukaan fibraatioiden véaliset kuvaukset méaarittelevat luvussa
4 maéritellyn spektraalijonokuvauksen. Se todistetaan hyvin samanlaisilla argumen-
teilla, kuin lause 5.2.

o7



Toinen Serre-jonoon liitettdva ominaisuus on se, etta jokaiselle sivulle voidaan mééri-
tella kohomologiarenkaiden kuppituloa vastaava bilineaarinen tulo, eli jokainen Serre-
jonon sivu on madaritelméan 4.1 mukaisesti R-algebra. Seuraava lause nayttaé, etta
médritelmé on lihes sama kuin tavallisella kuppitulolla?. Kuten kohomologiarenkai-
den madrittely edellyttid, oletetaan téstéa lahtien kerroinryhmaéllé olevan liséksi yksi-
kollisen vaihdannaisen renkaan rakenne.

Lause 5.9. (/3], s. 543-546.) Olkoon R vaihdannainen, yksikéllinen rengas, p : E —
B fibraatio ja (E,,d.),>1 fibraation p Serre-jono. Tdlloin on olemassa sellainen bili-
neaarinen tulo —': EP1 x E$' — EPYSItt et seuraavat ehdot ovat voimassa:

i) Jokaiselle (a,b) € EP1 x E5' on voimassa ehto

dyla =" b) = dP9(a) —' b+ (=190 —' d:4(b),
jota kutsutaan Leitbnizin sdadannoksi.
i) Tulo —': EPT x B3t — EPYSa+t indusoi tulon —': EVY x ESL — EPIPTH

ii) Olkoon W lauseen 5.2 isomorfismi. Jos parille (cia,cb) € EB? x ES' pitee
U(c1) € HYF;R), ¥(cy) € HY(F;R), V(a) € HP(B;HY(F;R)) ja V(b) €
Hs(B; H'(F; R)), niin

U(cra =" eob) = (=1)*(¥(c1) — W(e2))(¥(a) — ¥(D)),
missd — on tavallinen kuppitulo.

w) Kuppitulo —: HP(E; R) x HY(E;R) — HPT(E;R) on suljettu lauseen 4.23
suodatuksen FP9 suhteen, ja kuppitulon indusoima tulo

. P9 p+1,g—1 st s+1,t—1 p+5s,q+t p+s+1,q+t—1
—: FPO/R X Pt _y prrsattp
madrittelee bilineaarisen tulon —': BP9 x ESt — EPFsatt,

Lauseesta 5.9 voidaan heti tehd4 tarked huomio. Jos [¢][o] € HP(B; HI(F; R)), missi
[¢] € H1(F; R) ja [0] € HP(B; H(F; R)), niin se voidaan esittda tulona

missi [¢'][o] € HP(B; HY(F; R)), [¢][e] € H°(B; HY(F'; R)), seké [e] ja [€/] ovat kuppi-
tulon neutraalialkioita. Osoittautuu, etté tdméa ominaisuus yhdessé Leibnizin sdannon
kanssa on ratkaiseva spektraalijonon romahtamista koskevien paattelyiden kannalta.

2Tavallinen kuppitulo on méiritelty esimerkiksi kirjassa [13] s. 391-393

58



5.2 Leray-Hirschin lause

Luvun 4.2 lopussa néahtiin, ettd CW-kompleksin rankojen muodostaman suodatuksen
avulla maaritelty kohomologinen spektraalijono on epatriviaali jokaisella sivulla vain
ensimmaisesséd neljanneksessi. Spektraalijonon ensimméisen neljanneksen reunamo-
duleille tésta seuraa padttelyd helpottavia lisiominaisuuksia.

Kun tarkastellaan akselin p = 0 moduleja ensimmaisessa neljanneksessé spektraalijo-
non sivulla r, kaikki ndihin moduleihin kuvautuvat differentiaalit ovat triviaaleja, silla
kaikki toisen neljanneksen modulit ovat myds triviaaleja (kuvassa 5.2 vasemmalla ylin
homomorfismi). Téllsin EXY, 2 ker(d%9) C E%¢. Toisaalta akselilla ¢ = 0 differenti-
aalit ovat samalla tavalla niiden suunnan vuoksi triviaaleja (kuvassa 5.2 vasemmalla
alin differentiaali), joten tilloin EP? — EPO kuten sivulla 25 jo todettiin.

B B
0 EY E)® 0. EY| E?
0 0 EY* Ey” E>* 0 EZ\KEE E3?
0 ES Byt EZY B3 0 EEJN E)!
0,0 ™ 1,0 2,0 3,0 0,0 1,0 20\" 3,0
0 EYTE)? EX EY 0 EY E° EX )
\ \

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Kuva 5.2: Kuvassa vasemmalla osa spektraalijonon toista sivua ja oikealla osa neljittd sivua.

My®és rajasivun akselien moduleille voidaan kirjoittaa hyodylliset identiteetit. Ensin-
nikin differentiaalit ¢?~""! : Ep~"r=1 — EP4 muuttuvat triviaaleiksi, kun p+1 <r
(5.2 vasemmalla keskimméinen ja oikealla ylempi differentiaali), ja differentiaalit
d¥? . EX — ENTH muuttuvat triviaaleiksi, kun g + 1 < r (5.2 oikealla alempi
differentiaali). T&lloin E20 = Eﬁfl ja B9 = ngl. Jos X on lisdksi CW-kompleksi,
niin F?° = HP(X;R). Taimi huomataan suoraan modulin H?(X; R) suodatuksen

madritelmisté, missa FPO, FPYL=1 4 ja iy ovat kuten sivulla 40:

FP? = ker(i}) = H(X; R), i} : HP(X;R) — HP(X"™)
FPrb=t = ker(i3) = {0}, i} : H?(X;R) — H’(X"; R),

silli CW-kompleksien perusominaisuuksien nojalla H?(X?~1; R) = 0 ja % on injektio.
Jos X ei ole CW-kompleksi, pétee ainoastaan E?? C H?(X; R).
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Serre-jonon tapauksessa toisen sivun isomorfismit johtavat seuraavan lauseen homo-

morfismeihin, joihin kirjallisuudessa viitataan reunahomomorfismeina?.

Lemma 5.10. (/9], lause 5.9.) Olkoon p : E — B suunnistuva fibraatio sdikeend
F = Fy,, ja olkoot sekd avaruus B ettd sdie F' polkuyhtendisia. T'dlloin on olemassa
seuraavaa muotoa olevat yhdistetyt homomorfismit,

HY(E;R) - EY = E)f) C B C ... C Ey?~ HY(F; R),

HP(B;R) = EY° — E}° — ... - EPY) = E?® C H(E; R),

jotka ovat homomorfismien
i*: HY(E;R) - HY(F;R), p":HP(B;R)— HP(E;R)
madrittelemdt, missa v* on inkluusiokuvauksen indusoima homomorfisma.

Todistus. Muistetaan aluksi, ettd Serre-jono maariteltiin CW-approksimaation maé-
ritelméa kdyttaen, joten voidaan yksinkertaisuuden vuoksi olettaa, ettd B on CW-
kompleksi. Tarkastellaan oheista kommutoivaa kaaviota, jossa oikeanpuoleisen suo-
rakulmion vaakasuorat kuvaukset ovat fibraatioita, ja vasemmanpuoleiset avaruudet
néiden saikeité:

b > {bo}

|

Id

\
7

—
joly

7

—
=

A
a

O}f‘j>B 4, B

S

{

Kaavion fibraatiot méérittelevéit jokainen Serre-jonon, jonka luonnollisuuden perus-
teella pystysuorat kuvaukset indusoivat lauseen 5.8 mukaiset spektraalijonokuvaukset.
Merkitddn jonoja E.(F, F,{by}), E«(F,E, B) ja E.({bo}, B, B).

Kun tarkastellaan jonon E,(F, F,{by}) toisen sivun moduleita, lauseen 5.2 isomorfis-
min perusteella ne ovat muotoa

HY(F;R), kun p =0,
0, muuten.

B (F F, {bn}) = H"({bo}; HY(Fs B)) = {

Vastaavasti jonon E,({bo}, B, B) toisen sivun moduleille on voimassa

HP(B; R), kun ¢ = 0,

0, muuten.

EY({bo}, B, B) = H?(B; H'({by}; R)) = {

3eng. edge homomorphism
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Koska spektraalijonoille pétee, ettd jokainen EP? kuuluu yhteen yksikasitteiseen ket-
jukompleksiin, on téllin molempien edellisten jonojen toisen sivun differentiaalien
oltava téssd tapauksessa triviaaleja homomorfismeja: molemmat spektraalijonot siis
romahtavat toiselle sivulle.

Tarkastellaan jonoa FE,.(F,F,{by}) vield tarkemmin. Spektraalijonon konstruktiota
tarkastellessa huomataan, ettd kun p = 0,

prebet =0, FP9 = HY(F;R) E%= HY(F;R),

missa F™** ovat kuten sivulla 40. Lisaksi lauseen 4.23 mukainen isomorfismi on identi-
teettikuvaus. Jatketaan méaaritelméan 4.15 kohdan iv kaaviota keskelta alkaen oikealle:

HY(E; R)
|

F% —— EQ(F,E,B) — EY(F,E,B) — --- — Ey'(F,E,B) = HI(F;R)

J/,L-* llgéq liqu lig#] lld

Gy =— Egéq(F’ F, {bO}) = Eg7q<F7 F, {bO}) == Eg’q(Fv F, {bO}) %) Hq(F; R)

|
HI(F;R)

missd 199, i%9 ovat osa kuvauksen 7 indusoimaa spektraalijonokuvausta, ja vaakasuo-
rat homomorfismit ovat algebrallisia inkluusiokuvauksia. Alkuosa kaaviosta kommutoi
lauseen 5.8 ehtojen i) ja i) nojalla, ja viimeinen nelié ehdon i) nojalla. Kun kierre-
taan kaavio alkaen modulista H?(E; R) yhdistdmaélld ylemmén rivin homomorfismit,
oikeanpuoleinen pystysuora homomorfismi ja alemman rivin ensimméinen oikeanpuo-
leinen vaakasuora isomorfismi, saadaan homomorfismi

HY(E;R) —» EY = Egfy C EYY C ... C Ey" = HI(F; R),

joka on kaavion kommutoivuuden nojalla homomorfismi ¢*.

Homomorfismin p* osalta todetaan ensin, ettd luonnollisuuden nojalla seuraava kaavio
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kommutoi:
H?(B; R)
. |

H?(B,BY) —2 5 im(i3) —< H?(B;R)

1 . 1o . 1 (5.11)
HP(E,E, ) —— im(i}) ——— HP?(E;R)
N
HP(E;R)

missa i3, 13 ovat inkluusiokuvausten indusoimia homomorfismeja, jotka méaérittelevit
suodatukset ja i on algebrallinen inkluusiokuvaus. Télloin seuraavassa kaaviossa kaa-
vion (5.11) keskimmé&inen homomorfismi, joka vastaisi kaaviossa (5.12) oikean reunan
pystysuoraa homomorfismia p*, voidaan korvata suoraan kaavion (5.11) oikeanpuolei-
sella pystysuoralla homomorfismilla p* modulien H?(B; R) ja HP(E; R) valilla.

Hp(B;R) z EgO({bO}vBaB) = ... = EPY ({b0}7BvB) = E&O({bO}aBaB) % Hp(B;R)

pt1

J | | | I

H?(B; R) < EL°(F,E,B) — --- — EVY\(F,E,B) —» ERO(F, E,B) — H?(E;R)

(5.12)
Kaavio (5.12) kommutoi luonnollisuuden perusteella, ja viitteen homomorfismi
H?(B; R) — H?(E; R)

saadaan kulkemalla oikeasta ylikulmasta yldrivia vasemmalle, vasemmassa reunassa
alas, ja takaisin alarivia oikealle. O]

Kerrataan seuraavat puhtaasti algebralliset tulokset Leray-Hirschin lauseen todista-
mista varten. Lauseessa 5.13 vapaalla ketjukompleksilla tarkoitetaan yksinkertaisesti
sellaista ketjukompleksia, jossa jokainen kompleksin jdsen on vapaa Abelin ryhma.

Lause 5.13. (/15/, 5.5.10.) Olkoon C vapaa ketjukompleksi ja G ddrellisesti viritetty
m
R-moduli. Tdlldin on olemassa isomorfismi H1(C; R) ®g G = HY(C; G), missi

p: HY(C;R) @r G — HY(C;G), pu([fl,9) = [h, ha) = fla)g

kaikilla a € C, f € HI(C;7) ja g € G.
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Lause 5.14. ([7], XV1.2.2.3.) Olkoot E ja F R-moduleita. Oletetaan lisiksi, ettd
modulilla E on kanta {e;}icr jollakin indeksijoukolla I. Tdlloin jokaisella R-modulin
F ®gr E alkiolla on yksikdsitteinen esitys

Z Yi @ e,

iel
missa y; = 0 melkein kaikilla @ € 1.
Lause 5.15. (Leray-Hirsch.) Olkoon p : E — B fibraatio sdikeend F = F,, i : F' —
E inkluusio ja avaruudet B ja F polkuyhtendisii. Olkoon H*(F; R) vapaa R-moduli

jokaisella k, ja olkoot ey, ..., e, € H*(E; R) sellaisia, etti i*(eq), ...,1*(e,) muodostavat
kannan modulille H*(F; R). Tdalldin

on isomorfismi porrastettujen R-modulien vdlilld.

Todistus. (|9] lause 5.10, [11] lause 33.5.) Varmistetaan aluksi, ettd Serre-jono on
sovellettavissa tdhén tilanteeseen. Oletetaan, ettd w : (I,01) — (B,by) on jokin
mielivaltainen polku. Tarkastellaan seuraavaa kaaviota:

l N (5.16)

Kaaviossa ¢,, on médaritelty kuten sivulla 28. Palautetaan mieleen lauseen 3.9 kon-
struktiosta, ettd sivulla 27 maéaritelty g, : E,, — E., riippui polun méaéritteleman
homotopian H o (py) % Id) : Ey@) x I — {c} x I — B nostosta: tissé F,, ja Ey,
ovat kuten sivulla 22. Kun tarkastellaan oheista kaaviota,

Ey,, xI —— B
Ho(pwg x1d)

jossa w on projektiokuvaus, voidaan todeta, ettd avaruudet £, voidaan homeomor-
fisuuden vuoksi suoraan korvata siikeilla F', eli saadaan kuvaus g,,. Talloin kaavion
w muuntuu inkluusiokuvaukseksi, ja saadaan i = i o g,,. Edelleen kaavio (5.16) kom-
mutoi homotopiaa vaille, ja g 0i*(e;) = i*(e;). Télloin ¢ = Id*, ja p on suunnistuva.
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Lemman 5.10 nojalla i* : H*(E; R) — H*(F; R) on homomorfismi, joka kulkee spekt-
raalijonon sivujen ldpi modulien E%? kautta. Koska kyseessi on surjektiivinen homo-
morfismi, tdytyy olla E% = ngl = ... = E)9 ja d® = 0, kun r > 2. Aiemmin
huomattiin jo, ettd dP® = 0 kaikilla r > 1. Koska sivun 58 huomion mukaisesti jokai-

nen [¢|[o] € HP(B; HY(F; R)) = EY? on esitettéavissd muodossa [e'][o] —' [¢][e], missi
[€'][c] € HP(B; HY(F; R)) ja [¢]le] € H*(B; HY(F; R)), niin myds jokainen a € E5?
on esitettavissd muodossa b —' ¢, missa b € Eg”” jac€ Eg’q. Téasta seuraa, etta
() = 57—
= B e (1 (0

~
0 0

=0.

Differentiaali on siis kaikilla indekseilld p,q € Z triviaali sivulla 2. Koska vastaava
pééttely voidaan tehdd seuraavillakin sivuilla, koko jono romahtaa, ja EY? = EP4
kaikilla p, q € Z.

Sen nojalla, ettd H*(F; R) on vapaa, irellisesti viritetty R-moduli, saadaan
EY = Ey" = HP(B; HY(F; R)) = H?(B; R) ®r H'(F; R).

Lisdksi todetaan, ettd H*(B; R) ®g H*(F; R) on aina H*(B; R)-moduli, silld on ole-
massa modulin méaaritteleva kuvaus:

v:H"(B;R)x(H"(B; R) @ H!(F; R)) - H*(B; R)Y®HI(F; R), (a,(b®c)) — (a — bRc).

Toisaalta lauseen 5.14 nojalla jokainen modulin H*(B; R) ® g H1(F'; R) alkio voidaan
kirjoittaa yksikasitteisesti muodossa

Z Yi Qe = Z v(yi, (e ® €;)),

0<i<k 0<i<k

missd k& on modulin H?(F; R) kannan alkioiden lukumééré, {e;}o<i<x on saman mo-
dulin kanta ja e on modulin H*(B; R) neutraalialkio kertolaskun suhteen. Siis myds
H*(B; R) ® Hi(F; R) on vapaa. Kun tarkastellaan lauseen 5.9 mééritteleméé tuloa
H*(B;R)®gr H1(F;R) — H*(B; H1(F'; R)) ja kannan alkioiden kuvautumista, huo-
mataan, ettd kyseessé on lauseen 5.13 isomorfismi. Vastaavasti todetaan, etta biline-
aarinen tulo
< B ® E% 5 B

on isomorfismi.

Suodatetaan seuraavaksi H*(E; R) ja H*(B;R) ®@r H*(F; R), joista ensimmé&inen
ldhes samaan tapaan kuin aiemminkin. Lause 4.23 maérittelee tassa tilanteessa ketjun

0= prratt=l c prtad c ... c pOrte = gria(p; R).
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Kuva 5.3: Uusi suodatus saadaan peilauksella diagonaalin suhteen. Rajasivun ensimmdinen
rivi By on tdlloin mddritelty oitkean kaavion kahden ensimmdisen rivin perusteella.

q

H°(B) @ H3(F)
H°(B)® H*(F) HY(B)® H*(F)
H°(B)® HY(F) HY(B)® H(F)

H°(B) ® H°(F) HY(B)® H°(F)

H*(B)® H'(F) H3(B)® HY(F)
~ gl

H?*(B) ® H'(F) H*(B)® H°(F) ’

Kuva 5.4: Porrastetun modulin H*(B; R) ® g H*(F'; R) suodatus. Kuten kuvassa 5.3, Ex!
mddardytyy kahden ensimmdisen rivin perusteella.
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Tamén ketjun indeksointi voidaan ka&ntda toisinpain maérittelemalla

FPi .= pap

mu

kaikilla p, ¢ € Z, ja niin saadaan kasvava suodatus (kuva 5.3). Liséksi

—1,p+1 -1~
FoPFa P+l Fp,q/Fp-ﬁ-Lq 1~ EPY

mu muv

ja FL*/Fa-b* o Fra Magritellddn toisaalta

muv mu

C"* = H*(B; R) ®r @D H'(F; R).

1<q

Talloin tensoritulon perusominaisuuksien nojalla

Co* /o = (H*(B; R) @n @) H'(F; R))/(H"(B; R) @ €D H'(F;R))

1<q 1<q—1

— H*(B; R) @ H'(F; R).

Perustellaan sitten, ettd on olemassa seuraavaa muotoa olevat kommutoivat kaaviot

kaikilla q € 7Z, joissa rivit ovat eksakteja:

0 —— ¢l 2y car Py (B R) @g HY(F; R) —— 0

b | s

_ a B
0 —— &1 2, g > B @p B ————— 0

0 — &l 22, gar B, prog p0d

o ks

g—1x Q3 q,% B3 O T,
0 s FI-br %, o , Ero

mu muv

2\
e}

mu

(5.17)

(5.18)

ja jossa &1 := F* @p @Kq Hi(E; R). Miéritellddn, ettd o, s ja as ovat kaavioissa

algebrallisia inkluusiokuvauksia.

Maéritelldén v, : C?* — &%, a ® i*(b) — p*(a) ® b. Kuvaus on hyvin mééaritelty
maalijoukkonsa suhteen, silla tarkastelemalla lemman 5.10 todistusta huomataan, et-
td homomorfismin p* : H*(B; R) — H*(E; R) kuvajoukko siséltyy tédsmaélleen suoda-
tuksen moduliin F*0 = F>*. Madritelldéin toisaalta 0, : €% — F2* a®b— a — b.

mnv* mnuv?
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Téaméakin kuvaus on maalijoukkonsa suhteen hyvin mééritelty: Olkoon p*(a) ® ¢ €
FY @ HY(E; R), jollakin t,i € Z, t < q. Jos i* : H*(F; R) — H*(F,_1; R), niin

P(p"(a) — ¢) = i* o p*(a) — i*(c) = 0.
T

joten im(d,) C Fit.
im(0,) C Fo*.

Kun mééritellddn, ettd homomorfismi A, on kuppitulo ' ja 5 ja B3 ovat kuten p/
sivulla 35, lauseen 5.9 nojalla kaavio (5.18) kommutoi.

Suodatuksen kasvavuuden nojalla F/X C F%* joten myds

Tarkastelemalla lemman 5.10 kaavioita (5.2) ja (5.12) huomataan, ettd (kaavioiden)
homomorfismien * ja p* indusoimat kuvaukset ovat isomorfismeja rajasivujen valilla
spektraalijonon romahtamisesta johtuen. Luonnollisuuden perusteella seuraavat neliot
kommutoivat, missa ¢ ja z ovat kuvausten ¢* ja p* indusoimia homomorfismeja seké

H*(B;R) H*(B;R)
H(F;R) —% E29(F, F,by) | |
T J F=*({b}, B, B) —4 E*0({b}, B, B)
Hi(E;R) — %y EOa I l”
Fopy ———— B

B4 ja By kuten sivulla 35. Talloin myds kaavion (5.17) oikea neli6 kommutoi, kun

valitaan
E=2® (@ i) ja B=0® (@ﬁé)

1<q 1<q
ja kun (; maéritellaan tekijahomomorfismiksi.

Lopuksi voidaan todeta, ettd seka d, etté -, ovat isomorfismeja jokaisella g € Z. Koska
maaritellyt suodatukset ovat negatiivisilla indekseilla triviaaleja seka A, ja e, ovat
isomorfismeja kaikilla g € Z, viiden lemman nojalla 7, ja dp ovat isomorfismeja. Téasté
seuraa viiden lemman nojalla sama my6s muille ¢ € Z, joten valitaan ® = §,07,. O
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Lopuksi

Yksinkertaiset esimerkit sellaisista avaruuksista, jotka tayttéavat Leray-Hirschin lauseen
oletuksen saikeen kohomologiamodulien vapaudesta, johdattavat myos lauseen sovel-
luskohteisiin. Sellaisille sdiekimpuille, joiden sdikeet ovat palloja, voidaan johtaa koho-
mologiarenkaiden laskemista helpottava Gysinin jono (|2], s. 437, [16], 15.52.). Taéma
seuraa puolestaan Thomin isomorfismilauseesta (2], lause 4D.9, [16], 15.51.), joka
on Leray-Hirschin lauseen relatiivisen version véliton seuraus. Leray-Hirschin lause
on myos tarked aputulos Stiefel- Whitneyn ja Chernin luokkien perusominaisuuksien
todistamisessa vektorikimpuille ([4], lause 3.1. ja lause 3.2.).

Serre-jonosta seuraava sovelluskirjo osoittautuu téatdkin laajemmaksi. Sekd mainittu
Gysinin jono ettda myos Wangin ja Serren eksaktit jonot voidaan johtaa suoraan Serre-
jono rakenteesta ([9], s. 143-146.). Tyypillisten epétriviaalien fibraatioiden, kuten pol-
kuavaruuksista muodostettujen fibraatioiden saikeiden kohomologiarenkaita voidaan
laskea Serre-jonon avulla ([3], esimerkki 5.17). Serre-jonon vaikutus ulottuu merkit-
tavilla tavalla myos homotopiateoriaan (esimerkiksi [3] lause 5.22), mikd huomattiin
pian Serren vaitoskirjan julkaisemisen jalkeen.

Leray-Hirschin lauseen yleistyksisséd spektraalijonoihin perustuvat argumentit ovat
edelleen kiyttokelpoisia (|16], lause 15.47., [10], lause 1.1).

68



Viitteet

[1] H. Zieschang G. Burde. “Development of the Concept of a Complex”. Teoksessa:
History of Topology. Elsevier, 1999.

[2] A.Hatcher. Algebraic Topology. https://pi.math.cornell.edu/ hatcher /AT /AT.pdf.
Luettu: 2025-4-28. 2001.

[3] A.Hatcher. Spectral Sequences. https://pi.math.cornell.edu/ hatcher /AT /ATch5.pdf.
Luettu: 2025-4-28.

[4] A. Hatcher. Vector Bundles and K-theory. https://pi.math.cornell.edu/ hatc-
her/VBKT/VB.pdf. Luettu: 9.9.2025. 2017.

[5] P. Kirk J.F. Davis. Lecture Notes in Algebraic Topology. American Mathema-
tical Society, 2001.

[6] J.-M. Kantor. “Jean Leray”. Gaz. Mathématiciens, numéro spécial (2000).
[7] S. Lang. Algebra. New York: Springer, 2002.

[8] J. McCleary. “A History of Spectral Sequences: Origins to 1953”. Teoksessa:
History of Topology. Elsevier, 1999.

9] J. McCleary. User’s Guide to Spectral Sequences. Cambridge: Cambridge Uni-
versity Press, 2001.

[10] L. Meng. “Hypercohomologies of truncated twisted holomorphic de Rham complexes”.
Annals of Global Analysis and Geometry (2020).

[11] H. Miller. Lectures on Algebraic Topology II. https://ocw.mit.edu/courses/18-
906-algebraic-topology-ii-spring-2020 /pages/lecture-notes /. Luettu: 2025-8-8. 2020.

[12] J.R. Munkres. Topology. Second. Prentice Hall, 2000.
3] J.J. Rotman. Introduction to Algebraic Topology. New York: Springer, 1988.

[14] J.-P. Serre. “Homologie Singuliere Des Espaces Fibres”. The Annals of Mathe-
matics 54.3 (1951), s. 425-505.

[15] E.H. Spanier. Algebraic Topology. New York: McGraw-Hill, 1966.

69



[16] R. Switzer. Algebraic Topology - Homotopy and Homology. Berlin: Springer,
1975.

[17] J.H.C. Whitehead. “Combinatorial Homotopy I”. Bulletin of the American Mat-
hematical Society 55 (1949), s. 213-245.

70



A Serre-jonon todistuksen kaavioita
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