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Tassé tutkielmassa tarkastellaan Roland Fraissén kehittiméé tapaa konstruoida malleja nii-
den direllisesti viritetyistd alimalleista. Tutkielman aluksi esitetddn esitietoja ja kiinnitetdan
tutkielmassa kaytettidvid merkintédtapoja.

Luvussa neljd keskitytddn tarkemmin niihin malliteorian aiheisiin, joita tarvitaan Fraissén
konstruktion miirittelemiseen sekéd sen olemassaolon ja yksikisitteisyyden todistamiseen. Lu-
vussa esitelldadn konstruktion lopputulokseen liittyvid ominaisuuksia ja tarkastellaan niihin liitty-
vid lauseita. Tamén luvun tarkoituksena on ennen kaikkea esittdd kaikki konstruktioon tarvittavat
madritelmat ja lauseet, jotta konstruktion tuottaman mallin olemassaolon ja yksikésitteisyyden
todistukset ovat ymmarrettdavid. Luvun tarkoituksena on myds avata lukijalle tarkemmin aihee-
seen liittyvid késitteitd ja niiden tarkoitusta.

Viidennessi luvussa esitetddn tutkielman paitulos, Fraissén konstruktio. Fraissén konstruk-
tio voidaan tehdi sellaiselle mallien luokalle, joka on epityhjd, numeroituva, perinnollinen,
yhteisesti upottava, amalgamoiva ja jonka mallien aakkosto on &dérellinen. Konstruktiolla saa-
tavaa mallia kutsutaan Fraissén rajaksi ja se on numeroituva, ultrahomogeeninen, isomorfiaan
asti yksikisitteinen ja sen ikd on mallien luokka, jonka avulla se konstruoidaan. Luku koos-
tuu Fraissén lauseesta ja sen todistuksesta, sekid lauseesta, joka osoittaa, ettid luokalta vaaditut
ominaisuudet ovat vilttamattomid konstruktion kannalta.

Viimeisessi luvussa esitellddn kolme Fraissén konstruktiota. Ensimméiisena esitetdn ddrel-
listen graafien luokalle muodostuva Fraissén raja, Rado-graafi ja sen jdlkeen niytetddn Fraissén
alkuperdinen approksimaatio, eli rationaalilukujen jirjestys dérellisten lineaarijérjestysten avul-
la konstruoituna. Viimeisend esitetdin Hallin universaali ryhmé &érellisten ryhmien Fraissén
rajana.

Lukijalta edellytetddn malliteorian ja algebran perusasioiden hallintaa. Piéldhteend ty0ssi
on kaytetty Wilfrid Hodgesin kirjaa A shorter model theory. [6]

Avainsanat: Fraissén konstruktio, mallin ikd, homogeenisuus, amalgamaatio, malliteoria,
numeroituvat mallit
Taman julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

1900-luvun alkupuoliskolla alettiin kiinnittdd huomiota logiikan osa-alueeseen, jossa tarkastel-
laan malleja eli struktuureja, jotka koostuvat perusjoukosta, vakioista, relaatioista ja funktioista.
Tille silloin uudelle matematiikan osa-alueelle Alfred Tarski ehdotti nimeksi "Theory of mo-
dels" vuonna 1954 ja nykyainkin aihealue tunnetaan nimelld malliteoria. Tarski oli puolalainen
loogikko, joka tunnetaan erityisesti tyostddn malliteorian parissa. Tarskia kutsutaankin usein
malliteorian iséksi, silld hinen vuonna 1933 julkaisemansa totuuden médritelma muodosti poh-
jan uudenlaiselle kielien ja niiden struktuurien tutkimukselle.

Stanford Encyclopedia of Philosophy -verkkosivulla [7] Wilfrid Hodges kertoo malliteorian
alkaneen formaalien kielien ja niiden tulkintojen tutkimuksena, mutta ettd laajemmin malliteo-
riaa voi pitdd minkd tahansa kielen tulkinnan tutkimuksena joukko-opillisia struktuureja apuna
kiyttden. Erityistd huomiota malliteorian alkuvaiheessa kiinnitettiin metakielen, eli tavanomai-
sen puhutun, ja kirjoitetun kielen eroihin struktuurien kielen kanssa.

Osuvasti tamin tutkielman aihetta ajatellen Hodges toteaa kirjassaan A shorter model theo-
ry [6] suuren osan malliteoriasta keskittyvidn suoraan mallien konstruointiin. Tassi tutkielmassa
tarkastellaan yhta tapaa konstruoida numeroituvia malleja.

Roland Fraissé oli ranskalainen loogikko, joka tunnetaan erityisesti Ehrenfeuchtin ja Fraissén
pelistd sekd Fraissén konstruktiosta. Peliin Fraissé sai nimensd, silld hédn kehitti edestakaisen
menetelmin (back-and-forth method), jonka avulla voidaan tarkastella mallien elementaarista
ekvivalenssia. Myohemmin Andrzej Ehrenfeucht muodosti pelin, joka vastaa Fraissén kehitté-
maid menetelmad, ja joka tunnetaan nykydin nimelld Ehrenfeuchtin ja Fraissén peli.

Hodgesin [6] mukaan Fraissé loi 1950-luvulla tavan rakentaa rationaalilukujen jdrjestyk-
sen ddrellisten lineaarijarjestysten luokan avulla. Konstruktio on nimetty kehittdjansd mukaan
Fraissén konstruktioksi ja se yleistyy monenlaisiin malleihin rationaalilukujen konstruktion li-
saksi.

Fraissén konstruktio muodostetaan epatyhjistd, numeroituvasta, dérellisesti viritettyjen mal-
lien luokasta, joka toteuttaa tietyt kriteerit (mallien aakkosto on numeroituva, luokka on perin-
nollinen, yhteisesti upottava ja amalgamoiva). Konstruoitua mallia kutsutaan luokan Fraissén
rajaksi ja se on isomorfiaan asti yksikisitteinen, ultrahomogeeninen ja numeroituva. Lisiksi
Fraissén rajaan uppoavat kaikki luokan mallit. Fraissén konstruktiolla voidaan approksimoida
numeroituvasti ddrettdmii malleja niiden dérellisesti viritettyjen alimallien avulla.

Tamén tutkielman toisessa luvussa esitetddn malliteorian perusteita kertauksenomaisesti ja
luvussa kolme keskitytddn ryhmiteoreettisiin esitietoihin ja kiinnitetdéin tutkielmassa kaytet-
taviat merkintdtavat. Neljannesséd luvussa keskitytiddn etenkin konstruktion ymméirtdmiseen ja
sen olemassaolon ja yksikésitteisyyden todistamiseen vaadittaviin ominaisuuksiin ja tuloksiin.
Erityisesti kiinnitetddn huomiota termiin mallin ik&, joka on keskeisessd osassa konstruktiota.
Téssa tutkielmassa mallin 14lla tarkoitetaan joukkoa, joka siséltidd edustajan jokaisesta alimallien
isomorfialuokasta. Titen jokainen mallin M ikédén kuuluva alkio uppoaa malliin M ja jokainen
adrellisesti viritetty malli, joka uppoaa malliin M on isomorfinen jonkin mallin M idn alkion
kanssa. Mallin ikdédn keskeisesti liittyviat ominaisuudet perinndllisyys, yhteinen upottavuus ja
amalgamaatio ovat myo0s tdrkeédssd roolissa tdssd luvussa. Neljas luku sisaltdd lisdksi malliteo-
rian médritelmid ja lauseita, joita tarvitaan suoraan Fraissén konstruktion méérittelyssd ja tamén
takia ne on eroteltu omaksi kokonaisuudekseen kahdesta ensimmadisestd luvusta, jotka sisdltavit
lahinnd kertausta.

Luvussa viisi esitetddn Fraissén lause ja todistetaan Fraissén rajan olemassaolo, yksika-
sitteisyys sekd olemassaololle vaadittujen ehtojen tarpeellisuus. Viimeisessd luvussa esitetdin
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kolme sovellusta. Yksi esitetyistd sovelluksista on rationaalilukujen lineaarijarjestys, joka oli
Fraissén alkuperdinen konstruktio. Tamin lisdksi esitetddn my0Os ddrellisten graafien Fraissén
raja, Rado-graafi ja dérellisten ryhmien raja, Hallin universaali ryhma.

Tutkielman pééldhteend on kaytetty jo mainittua Wilfrid Hodgesin kirjaa A shorter model
theory [6]. Lukijalta edellytetdan logiikan ja algebran perusasioiden tuntemista.



2 Malliteoriaa

Téssd luvussa médritellddn malliteorian peruskasitteitd. Luku alkaa numeroituvuuden méiritel-
maistd ja siihen liittyvastd esimerkistd, jonka jdlkeen miidritellddn mallien, homomorfismien ja
alimallien késitteet.

Luvun tarkoituksena on palauttaa mieleen timén tutkielman ymmairtdmisen kannalta tarkeitd
malliteorian perusasioita, ja kiinnittaa tutkielmassa kaytettivit merkintéitavat.

2.1 Numeroituvuus

Numeroituvuuden maédritelmé perustuu Hinmanin kirjan [5] vastaavaan méadritelmééan sivul-
la 485. Tassa tutkielmassa oletetaan, ettd N = {0, 1,2, ... }.

Mairitelmi 2.1. Joukkoa S kutsutaan numeroituvaksi, jos se on ddrellinen tai on olemassa
bijektio f: S — N. Toisin sanoen S on numeroituva, jos on olemassa injektio g: § — N.

Seuraavaksi ndytetiin, ettd joukko N X N on numeroituva, osoittamalla Cantorin parinkoo-
dausfunktio bijektioksi. Tamin tuloksen perusteella kahden numeroituvan joukon karteesinen
tulo on numeroituva. Madritellddn ensin kolmioluvun kisite, joka on keskeisesséd osassa bijek-
titvisyyden todistusta. Mééritelméa perustuu Boyerin kirjan [2] sivun 93 maéritelméén.

Mairitelma 2.2. Kolmioluku on positiivinen kokonaisluku, joka saadaan kaavasta

n(n+1)

T,=1+2+3+---4n= 3

Kolmioluvun 7}, avulla voidaan muodostaa tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 7.

n=1 I;=3 T3=6 Ty = 10

Lihteend Cantorin parinkoodausfunktioon on kaytetty Szuzdikin artikkelia [17] ja bijektii-
visyyden todistuksessa on hyddynnetty ProofWiki verkkosivun julkaisua [12].

Esimerkki 2.3. Joukko N? on numeroituva. Cantorin parinkoodausfunktio c: N x N — N on
bijektio

1
c(x,y) = E(x2 +2xy +y2 +3x+y).



Kuva 2.1: Cantorin parinkoodausfunktio koordinaatistossa

.3 07 [ ]
NN
.1 .4 .8 [
.O \ .2 \ .5 \ .9
Osoitetaaan parinkoodausfunktion bijektiivisyys muodostamalla sille kiddnteiskuvaus.
Olkoot p: N —= N, ¢1: N — Njacy: N — N kuvauksia, joille

p(z) = k, missd k on se suurin luonnollinen luku, jolla 7} < z,

c1(z2) =z-Tyy

ja
2(2) = p(z) — c1(2).
Kuvaus ¢ on hyvin méiiritelty, silld kuvauksen p méadritelmén mukaan
Tp) <2
joten
z2=Tpi) 2 0.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd myos kuvaus c; on hyvin méiritelty. Oletetaan vastoin vditetta,
etta

p(z) —c1(z) <O.
Janyt, koska p(z) = k jac(z) = z — T (;), saadaan

k<Z—Tk
= k+T, <z
= 1+k+T, =Ty <z,

joka on ristiriita, silld luvun k pitéisi kuvauksen p mééritelmin perusteella olla maksimaalinen
luku, jolle T} < z. Tidten kuvaus ¢, on hyvin médritelty.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus b: N — N x N, missi

b(z) = (c1(2),c2(2)),

on Cantorin parinkoodausfunktion ¢ kiinteiskuvaus.
Huomataan, etti

1 1
c(x,y) = §(x2+2xy+y2+3x+y) = E(x+y)(x+y+ 1) +x.
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Olkoon z € N mielivaltainen.

¢(b(2)) = c(c1(2), c2(2))
= %(61(2) +c2(2))(c1(z) +c2(z) + 1) + c1(2)

= ()@ + D +ai(2) T, =

=Tp) 2= Tpo)
=Z.
Siis ¢(b(z)) = z kaikilla z € N. Osoitetaan seuraavaksi, ettd b(c(x,y)) = (x,y). Olkoot
x,y € N mielivaltaisia.
Saadaan
n(n+1)
2

c(x,y):%(x+y)(x+y+l)+x | T, =

= Tety + X.

Talloin
pe(x,y)) = p(Tesy +x).
Tiedetadn, etta
Ty < Tiyy +x,
joten alkion p (T4, +x) maksimaalisuuden nojalla
P(Tsy +x) 2 x+y.

Nyt, koska x, y € N, niin

Tiy+x <Tiyy+x+y+1=Ty,,

joten
ple(x,y)) <x+y+1
ja siten
plc(x,y)) =x+y.
Siis
ci(c(x,y)) = c(x,y) = Tp(c(x,y))
=c(x,y) = Trsy
=Tiyy + X — Toyy
=x
ja

ca(c(x,y)) = ple(x,y)) —c1(c(x, y))
=x+y-—x

=y,



joten

b(c(x,y)) = (c1(c(x,)),ca(c(x,¥)))
= (x,y).

Siis b = ¢! ja koska kuvauksella ¢ on kédénteiskuvaus, sen on oltava bijektio.

Seuraavaksi ndytetddn, ettd rationaalilukujen joukko on numeroituva. Numeroituvuuden
todistus tehty ProofWiki verkkosivun julkaisun [13] todistuksen 4 pohjalta.

Esimerkki 2.4. Rationaalilukujen joukko 2 on numeroituva: jokaista rationaalilukua ¢ vastaa
yksikdsitteinen luonnollisten lukujen pari (1, n), missd syt(m,n) = 1 jag = %, siis on olemassa
injektio f: Q@ — N x N. Télloin ¢ o f: @ — N on injektio, kun ¢ on edellisen esimerkin
parinkoodausfunktio.

2.2 Mallit

Téssé alaluvussa méadritellddn aakkoston, mallin ja graafin késitteet ja selvitetdin miten graafeja
voidaan tarkastella malleina. Lopuksi kisitellddn vield erilaisia jarjestyksid ja lineaarijirjestet-
tyjd joukkoja. Léahteind on kaytetty Hodgesin kirjaa [6], Markerin kirjaa [10] sekd Bodirskyn
luentomuistiinpanoja [1].

Aakkoston médritelmé perustuu Markerin kirjan [10] sivulla 8 esitettyyn méaritelméén.

Mairitelma 2.5. Aakkosto L on joukko vakio-, relaatio- ja funktiosymboleita. Relaatio- ja
funktiosymboleihin liittyy kullekin symbolille paikkalukun € Z,.

Aakkosto voi olla my0s tyhja. Jos aakkosto siséltdd pelkéstidin relaatiosymboleita, sitd kut-
sutaan relationaaliseksi.

Mallin kisitteen méirittelyssi on kiytetty Hodgesin [6] sekd Markerin [10] mééritelmia.
Mairitelma 2.6. Aakkoston L malli M on rakenne, joka koostuu neljistd osasta.

1. Mallin M universumi eli perusjoukko: Merkitddn Dom(M ). Joukon Dom (M) alkioita kut-
sutaan mallin M alkioiksi ja mallin M mahtavuudella tarkoitetaan perusjoukon Dom(M)
mahtavuutta. Universumi voi olla my0s tyhja joukko. Mallia M kutsutaan ddrelliseksi, jos
Dom(M) on &érellinen.

2. Mallin M vakiot: Vakio on mallin alkio, joka on tulkinta jostain aakkoston L vakiosym-
bolista c. Jokaista aakkoston L vakiosymbolia vastaa jokin mallin M alkio. Merkitdin
aakkoston vakiosymbolia ¢ vastaavaa mallin M alkiota ¢,

3. Mallin M relaatiot: Jokaista aakkoston L relaatiosymbolia R vastaa mallissa M tulkinta
RM C Dom(M)*, missi k on relaatiosymbolin R paikkaluku.

4. Mallin M funktiot: Jokaista aakkoston L funktiosymbolia f vastaa mallissa M tulkinta
fM: Dom(M)* — Dom(M), missi k on funktiosymbolin f paikkaluku.

Graafin mééritelma perustuu Hodgesin [6] ja Bodirskyn [1] mé&ritelmiin.

Mairitelmi 2.7. Graafiksi kutsutaan paria (V, E), missi joukon V alkioita kutsutaan solmuiksi
jajoukko E koostuu joukon V kaksialkioisista osajoukoista, joita kutsutaan sdrmiksi. Jos graafissa
on sdrmd solmujen a ja b vililld, solmuja kutsutaan toistensa naapureiksi.

Graafia (V, E) vastaa L-malli G, missd L = {E} ja E on kaksipaikkainen, Dom(G) = V
ja pari (a,b) € EC, jos graafissa on sirmi solmujen a ja b vililla. Tissi tutkielmassa graafia
vastaavia malleja kutsutaan yksinkertaisesti graafeiksi.
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Esimerkki 2.8. Olkoon {E'} aakkosto, missid E on kaksipaikkainen relaatiosymboli. Aakkoston
{E} malli G, missia Dom(G) = {a, b, c,d}, E¢ =Dom(G)?\{(x,x) | x € Dom(G)} on graafi.

b
|
d

X

o

Jarjestyksien madritelmét vastaavat Hinmanin [5] sivun 84 médritelmia.

Mairitelméa 2.9. Aakkoston {R} mallin M perusjoukkoa kutsutaan osittain jdrjestetyksi ja
relaatiota R sen osittaiseksi jérjestykseksi, jos relaatio R on kaksipaikkainen ja sen tulkinnalla
on seuraavat ominaisuudet:

1. refleksiivisyys: kaikilla a € M piitee, etti (a,a) € RM,

2. transitiivisuus: kaikilla a,b,c € M pitee, ettd jos (a,b) € RM ja (b,c) € RY, niin
(a,c) € RM,

3. antisymmetrisyys: kaikilla a, b € M pitee, ettd jos (a,b) € RM ja (b,a) € RM, niin
a=>b.

Osittain jirjestetty perusjoukko on lineaarijdrjestetty ja R sen lineaarijdrjestys, jos relaation R
tulkinnalle patee myos ominaisuus

4. vertailullisuus: kaikilla a, b € M pitee, ettd jos a # b, niin (a, b) € RM tai (b,a) € RM.

Jos relaatio R on kaksipaikkainen ja sen tulkinta on mallissa M transitiivinen, antisym-
metrinen ja irrefleksiivinen, eli kaikilla a € M (a,a) ¢ RM | niin relaatiota kutsutaan tiukaksi
osittaiseksi jdrjestykseksi. Jos relaatio on lisdksi vertailullinen, kutsutaan sitd tiukaksi lineaari-
Jjdrjestykseksi.

Jarjestystd kutsutaan tihediksi jirjestykseksi, jos kaikilla a,b € M, joilla a # b pitee, jos
(a,b) € RM niin on olemassa ¢ € M, jolla (a,c) € RM ja (¢, b) € RM.

Esimerkki 2.10. Luonnollisten lukujen joukko yhdessd tavanomaisen vertailun kanssa on aak-
koston {<} malli N, missi Dom(N) = N, (a,b) € <V, josa < bjaa,b € N. Joukko N on
lineaarijirjestetty.

Rationaaliluvut yhdessi tavanomaisen vertailun kanssa on vastaavasti aakkoston {<} malli
Q. Mallin Q jirjestys <€ on tihei lineaarijirjestys.

2.3 Homomorfismit

Téssd alaluvussa madritelliin homomorfismin, upotuksen ja isomorfismin kisitteet sekd esi-
tetddn muutamia selventidvid esimerkkejd. Padldhteend on kiytetty Hodgesin kirjaa [6] s. 5-6,
mutta myos Bodirskyn luentomuistiinpanoja [1] on hyodynnetty.

Miiéritelmi 2.11. Olkoon L aakkosto ja A, B L-malleja. Kuvaus f: A — B on homomorfismi,
jos se sdilyttdd mallin A vakioiden, relaatioiden ja funktioiden tulkinnat seuraavilla tavoilla:

1. Kaikille aakkoston L vakioille ¢ pitee f(c4) = ¢B.
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2. Jos R on aakkoston L n-paikkainen relaatiosymboli ja (aq, . .., a,—1) € R4, niin

(f(ao).. ... f(an-1)) € RP.

3. Jos F on aakkoston L n-paikkainen funktiosymboli, niin

f(FA(ao, ...,an-1)) = FB(f(ao),..., f(an-1)).

Homomorfismia f: A — A kutsutaan endomorfismiksi.
Homomorfismi f: A — B on upotus, jos se on injektio ja se toteuttaa seuraavan, ehtoa 2
vahvemman, ehdon.

4. Jos R on aakkoston L n-paikkainen relaatiosymboli niin (ay, . .., a,—1) € R?, jos ja vain

jos (f(ao),.. ., f(an-1)) € R®.

Jos mallien A ja B vililld on olemassa jokin upotus, merkitddn A < B.

Isomorfismi on upotus, joka on surjektiivinen. Jos mallien A ja B vililli on olemassa
isomorfismi, sanotaan mallien olevan isomorfiset ja merkitian A = B. [somorfismia f: A — A
kutsutaan automorfismiksi.

Esimerkki 2.12. Olkoot N ja Q aakkoston {<} malleja, joille Dom(N) = N, Dom(Q) = Q
ja relaatio < tulkitaan tavanomaiseksi vertailuksi molemmissa malleissa. Kuvaus f: N — O,
missd f(a) = a kaikilla a € N, on upotus.

Esimerkki 2.13. Olkoot A ja B aakkoston {R} direllisid malleja, joissa Dom(A) ja Dom(B)
ovat lineaarijérjestettyjd. Jos |Dom(A)| = |Dom(B)|, mallit ovat isomorfiset.

Nimittdin, merkitdan Dom(A) = {aoq,...,a,} ja Dom(B) = {by,...,b,}, missi n € N.
Voidaan olettaa, ettd (a;,a;) € RA kuni < J ja vastaavasti (b;, b;) € RB kuni < j. Talloin
kuvaukselle f: A — B, missid f(a;) = b;, pitee midritelmdn 2.11 ehdot 1-4, silld aakkosto
koostuu vain yhdesti relaatiosta ja jokaisella parilla (a;, a;) pétee (a;,a;) € R?, jos ja vain
jos (f(a;), f(a;)) € RB. Homomorfismi f on upotus, silld jos f(a;) = f(aj)eli b; = bj, niin
i = jjaa; = aj. Edelleen jos b,, € Dom(B), niin m < n ja on olemassa a,, € Dom(A), jolle
f(an) = by, jolloin upotus f on isomorfismi.

2.4 Alimallit

Téssd alaluvussa kisitellddn alimalleja. Alimalli muodostuu jonkun toisen mallin universumin
osajoukosta ja timéan mallin funktioiden ja relaatioiden rajoittumista tdhin joukkoon. Ensim-
maiisend tarkastellaan alimallikriteereejd, jonka jidlkeen mééritetddn viritetyn alimallin késite.
Alaluvun lopussa esitetdin muutama esimerkki ja todistetaan lause, jonka mukaan jokainen
numeroituva malli voidaan esittdd yhdisteend ketjusta sen direllisesti viritettyjd alimalleja.

Alimallin miiritelma vastaa Bodirskyn luentomonisteessa [1] esitettyd madritelmaa. Viri-
tetyn joukon maédiritelma ja lause 2.15, jossa miiritetddn alimallin perusjoukon vaatimukset
perustuvat Hodgesin kirjan [6] sivuun 7.

Mairitelma 2.14. Olkoon L aakkosto. L-malli A on L-mallin B alimalli, jos

1. Dom(A) € Dom(B),

A_ B

2. jokaisella vakiosymbolilla ¢ € L pitee ¢ = ¢”,

3. jokaisella relaatiosymbolilla R € L, pitee (ao, . ..,an-1) € RY < (ag,...,an-1) €
RB kunag,...,a,—1 € Dom(A), missi n € N on relaation R paikkaluku

seka
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4. jokaisella funktiosymbolilla f € L pitee f4(ao,...,an1) = fB(ao,...,an-1), kun
ao, . ..,ay—1 € Dom(A), missd n € N on funktiosymbolin f paikkaluku.

Kun B on mallin A alimalli, merkitdan B < A. Voidaan my0s sanoa, ettd malli A on mallin B
laajennus. Jos malli C on mallin B alimalli, niin se on myds mallin A alimalli. Silli tdl16in

1. Dom(C) € Dom(B) € Dom(A),
2. ¢¢=cB=cA missicelLon vakiosymboli,

3. kun R € L on paikkalukua n € N oleva relaatiosymboli, niin (ag, . .., a,-1) € R¢ =
(ag,...,an-1) € R® = (ao,...,an-1) € R4 ja

4. jokaisella paikkalukua n € N olevalla funktiosymbolilla f € L pitee fC(aq,...,an1) =
fB(ao,...,an-1) = fA(ao,...,a,-1), kun ag, . ..,a,—1 € Dom(C).

Seuraava lause maadrittad ehdot, jotka universumin osajoukon tdytyy toteuttaa, jotta se voi
olla alimallin universumi.

Lause 2.15. Olkoon B L-malli ja X € Dom(B). Tdlloin seuraavat vdiitteet ovat yhtdpitdvid.
(a) Jollakin A < B pdtee Dom(A) = X.

(b) Jokaisella vakiosymbolilla ¢ € L pitee ¢® € X, ja jokaisella n-paikkaisella funktiosym-
bolilla f € L pitee f8(ao,...,an-1) € X, kun{aq, ...,an-1} € X jan € N,

Kun a ja b pditevdt, malli A on yksikdsitteisesti mdcdiritetty.

Todistus. Olkoon B L-malli ja X € Dom(B).
Oletetaan, ettd viite a pitee. Nyt alimallin mééritelmin mukaan jokaisella vakiolla ¢ € L

pitee cA =B, joten B e Dom(A) = X kaikilla ¢ € L. Vastaavasti maaritelmésti seuraa, etti
fB(ag, ..., an-1) = fAap,...,a,-1) € Dom(A) = X, joten fB(ag,...,a,1) € X,kun f € L
on n-paikkainen funktiosymboli ja {ao,...,a,-1} € Dom(A) = X. Siis viitteestd a seuraa
viite b.

Oletetaan sitten, ettd viite b pitee. Midritetdan malli A. Olkoon Dom(A) = X, ¢4 = ¢8

kaikilla vakioilla ¢ € L, FA = FB | X" jokaisella n-paikkaisella funktiosymbolilla F ja
R4 = RB N X" jokaisella n-paikkaisella relaatiosymbolilla R. Tilloin A on méiritelmin mukaan
mallin B alimalli, siis vaitteestd b seuraa viite a.

Tama on ainoa mahdollinen malli A, jolle A < B ja Dom(A) = X, silld vakio-, relaatio- ja
funktiosymbolien tulkinta alimallissa on yksikésitteinen, kun perusjoukko X on kiinnitetty. O

Koska joukon Dom(B) osajoukko X voidaan tiydentdi sisdltdméén lauseen 2.15 viitteen b
vaatimat alkiot, jokaista osajoukkoa vastaa yksikisitteisesti pienin mallin B alimalli A, jolle
X € Dom(A). Talldin mallia A kutsutaan joukon X virittimaksi.

Miaéritelmi 2.16. Olkoon B L-malli ja X € Dom(B). Mallin B alimallia A kutsutaan joukon X
virittdmdksi, jos malli A on se mallin B pienin alimalli, joka siséltdéd joukon X. Merkitdin tilloin
A = (X)p.Jos malli B on yhteydesti selvd, merkitddn (X)g = (X) Mallin B alimallia A sanotaan
ddrellisesti viritetyksi, jos A = (X) jollain dérelliselld X € Dom(B).

Tarkastellaan seuraavaksi muutamaa esimerkkid alimalleista. Ensimmaéinen on &érellisen
joukon virittama darellinen alimalli ja jilkimmadinen on ddrettomén joukon ddreton alimalli.
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Esimerkki 2.17. Olkoon G’ malli, jolle Dom(G’) = {a, b, ¢} ja EY" = {(a, b), (b, a), (a, ),
(c,a),(b,c),(c,b)}. Graafi G’ on esimerkin 2.8 tdydellisen graafin G &direllisesti viritetty
alimalli ({a, b, c}).

b

|

Esimerkki 2.18. Olkoot N ja Q aakkoston {<} malleja, joille Dom(N) = N, Dom(Q) = Q ja
relaatio < tulkitaan tavanomaiseksi vertailuksi molemmissa malleissa. Talloin N on mallin Q
alimalli, silli N C Q ja jokaisella luonnollisten lukujen parilla (a, b) pitee (a,b) € <V
(a,b) € <2.

Malli N ei ole mallin Q direllisesti viritetty alimalli, silld mallin Q aakkosto ei sisalld
funktioita ja siten jokaisen sen ddrellisesti viritetyn alimallin perusjoukko on virittava joukko.

Miaritelmé 2.19. L—mallien jonoa (A;);c;, missd Vi € I, A; < A4, kutsutaan ketjuksi L-
malleja.

Mairitelmi 2.20. Olkoon (A;);e; ketju L-malleja. Talloin ketjun yhdiste | J;c; A; on L-malli,
jolla

1. Dom(Ujes Ai) = Ujes Dom(A;),
2. jokaisella relaatiosymbolilla R € L pitee RYi<r 4 = | J..; R4 ja
3. jokaisella funktiosymbolilla f € L pitee fUic4i(a) = fAi(a), kunj € Ijaa € A;.

Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd jokainen numeroituva malli voidaan esittdaa dérellis-
ten mallien ketjun yhdisteend. Tamai tulos helpottaa monen myohemmin esitettdvin lauseen
todistusta.

Lause 2.21. Numeroituva malli voidaan esittdic yhdisteend ketjusta sen ddrellisesti viritettyjd
alimalleja.

Todistus. Olkoon M numeroituva malli. Merkitdan Dom(M) = {a, | n € N}jaA; = ({ao, ..., a;}),
kun i € N. Nyt (A,).en on ketju mallin M direllisesti viritettyjd alimalleja. Jokaisella m €
Dom(M) pitee, ettd m € Dom(A) jollain j € N, joten Dom(U,en An) = Dom(M) ja koska
jokainen A; on mallin M &drellisesti viritetty alimalli, niin |,y An = M. O
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3 Ryhmaiteoriaa

Kéydiin viimeisini esitietoina ldpi ryhmaéteorian perusteita. Aluksi késitelldin laskutoimitus-
ten ja ryhmien madritelmét. Tamin jilkeen siirrytddn tarkastelemaan symmetrisid ryhmii ja
todistetaan Cayleyn lause. Kédydain sitten 1api sivuluokkien, ositusten ja transversaalien kisit-
teet. Viimeiseksi tdssd luvussa méadritellddn vield kunnat ja esitetidin niistd muutama esimerkki.
Ennen Cayleyn lausetta esitetyissd maaritelmissd on ldahteend kéytetty Lin ja Zhaon kirjaa Int-
roduction to abstract algebra [8], Cayleyn lause ja sen todistus pohjautuvat Rotmanin kirjaan
An introduction to the theory of groups [16] ja luvun lopussa esitetyt madritelmét perustuvat
Romanin kirjaan Fundamentals of group theory [15], ellei toisin mainita.

Maaritelma 3.1. Joukon S laskutoimitus = on kuvaus S XS — S. Useimmiten laskutoimituksien
tapauksessa merkitdédn =(a, b) = a = b.

Esimerkki 3.2. Kokonaislukujen tavanomaiset yhteen- ja vihennyslasku ovat joukon Z lasku-
toimituksia. Tavanomainen jakolasku ei ole kokonaislukujen laskutoimitus, sillé se ei ole suljettu
kokonaislukujen joukossa.

Miaritelmé 3.3. Paria (S, %), missd S on joukko ja * on joukon S laskutoimitus, kutsutaan
ryhmdksi, jos seuraavat ehdot touteutuvat.

1. Liitdnndisyys: (a * b) *x ¢ = a * (b % ¢) kaikillaa, b, c € S.

2. Neutraalialkio: On olemassa 1g € S, milli a * 1g = 15 *a = a kaikillaa € §S.

3. Kaiinteisalkio: Jokaisella a € S on olemassa sellainena™! € S,ettiaxa™! =a 'xa = 1;.
Jos ndiden lisdksi pitee myOs seuraava ehto, ryhméé sanotaan Abelin ryhmdiksi.

4. Vaihdannaisuus: a « b = b * a kaikillaa, b € S.

Usein merkitiin a * b = ab. Ryhmii (S, ) vastaa {1,7!, *}-malli G, missi Dom(G) = S,
1 on neutraalialkiota vastaava vakiosymboli, ~! on kiinteisalkiosuhdetta vastaava yksipaikkai-
nen funktiosymboli ja * on laskutoimitusta vastaava kaksipaikkainen funktiosymboli. Téssa
tutkielmassa ryhmélli tarkoitetaan ryhmaa vastaavaa mallia.

Ryhmien vilisissd kuvauksissa homomorfismin todistamiseksi riittdd tarkastella laskutoi-
mitusta vastaavan funktiosymbolin tulkintaa. Osoitetaan, ettd kiddnteisalkion ja neutraalialkion
ominaisuuksista johtuen niiti ei tarvitse tarkastaa. Olkoon G, H ryhmid ja h: G — H kuvaus,
joka toteuttaa homomorfiachdon laskutoimituksen funktiosymbolin tulkinnalle, eli

h(a *b) = h(a) = h(b).

Nyt
h(1g) = h(lg * 1g) = h(1g) * h(1g) = h(1)?,
joten h(1g) = 1. Lisédksi

h(a) *h(a™")=h(axa') = h(lg) = 1y,

joten h(a~') = h(a)~!. Siis ryhmien vilinen isomorfismi seuraa laskutoimituksen homomor-
fiachdon toteutumisesta.
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Mairitelma 3.4. Olkoon joukko A epidtyhji. Télloin bijektiota f: A — A kutsutaan permutaa-
tioksi.

Kaikkien joukon A permutaatioiden joukkoa yhdessd kuvausten yhdistdmisen kanssa kut-
sutaan symmetriseksi ryhmdksi ja merkitddn Sym(A). Symmetrisen ryhmén neutraalialkio on
joukon A identtinen kuvaus, silld kun x € A, niin jokaiselle joukon A permutaatiolle g pitee

g oidg(x) = g(ida(x)) = g(x) = id4(g(x)) =ida o g(x).
Kun M on malli, merkitdan Sym(Dom(M)) = Sym(M). Merkitddan symmetristd ryhmaa
Sym({1,2,...,n}) =S§,.
Adrellisen ryhmén symmetrinen ryhmi on aina #irellinen, silli kun ryhmissé on n alkiota,
niin ensimmaiselle alkiolle voidaan valita kuva n tavalla, seuraavalle n— 1 tavalla ja niin edespéin
kunnes viimeiselle alkiolle on enéé yksi vaihtoehto. Erilaisia permutaatioita on siis n! kappaletta.

Seuraavaksi esitetdan Cayleyn lause, jonka mukaan jokaisen ryhmin voi upottaa perus-
joukkonsa symmetriseen ryhméén. Tama lause ja sen todistus perustuvat Rotmanin kirjan [16]
sivuun 34.

Lause 3.5 (Cayleyn lause). Jokainen ryhmd G voidaan upottaa symmetriseen ryhmddn Sym(G).
Erityisesti, jos |G| = n, niin G voidaan upottaa symmetriseen ryhmddn S,,.

Todistus. Miiritellddn jokaiselle g € G kuvaus fo: G — G, missi f,(x) = g * x, kun * on
ryhmién G laskutoimitus.

Tall6in

feo () =gxg sx=x=g"xgrx=fro0 fo(x),

Joten jokaiselle g € G piitee, ettd f,-1 = fg_l. Koska kuvaukselle f, on olemassa kadnteiskuvaus,
on f, bijektiivinen ja siten f, € Sym(G).

Osoitetaan sitten, ettd kuvaus L: G — Sym(G), missd L(g) = f;, on upotus. Olkoot
a,b € Gjaa # b. Nyt f,(1) =a # b = fp(1), joten L(a) # L(b), kun a # b ja siten L on
injektio. Osoitetaan seuraavaksi, ettd L toteuttaa homomorfiaehdot.

1. Vakioiden tulkinnat siilyvit. Aakkostoon kuuluu vakio 1. L(1¢) = fija fi(x) = 1 #x =
x = idg (x) kaikilla x. Siispd L(19) = idg = 15Ym(©),

3. Funktioiden tulkinnat siilyvit. Aakkostoon kuuluu kaksi funktiota, kéansteisalkioku-
vaus ~!, jolle pitee

L(g™) = for = (f) = L(&)""

sekd laskutoimitus *, jolle pitee

L(a=b) = fup
ja
Jasv(x) =axbxx = fo(b*x) = fa0 fp(x).
Siis
L(a*b) = fuu = fu o fp = L(a) o L(b).

Siten kuvaus L on injektiivinen homomorfismi ja upottaa ryhméin G symmetriseen ryhméén
Sym(G). O
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Esitetddn seuraavaksi ryhmistd muutamia tavanomaisia esimerkkeji ja vastaesimerkkeja.

Esimerkki 3.6. Kokonaislukujen joukko Z yhdesséa tavanomaisen yhteenlaskun kanssa muo-
dostaa ryhmin (Z, +). Kokonaislukujen yhteenlasku on vaihdannainen ja liitinnéinen, laskutoi-
mituksen neutraalialkio on 0 ja jokaisella a € Z kaanteisalkio —a on kokonaisluku.

Vastaavasti reaalilukujen joukko yhdessid yhteenlaskun kanssa muodostaa ryhmin (R, +).
Reaalilukujen joukkoa, josta on poistettu 0 merkitdan R\{0} = R*. Tdmi joukko yhdessi
tavanomaisen reaalilukujen kertolaskun kanssa muodostaa ryhmén (R*, -).

Pari (Z*, -) ei ole ryhma, silld kokonaislukujen joukko ei sisdlld kdzdnteisalkioita kertolaskun
suhteen kaikille alkioille.

Miaritelma 3.7. Joukko {0, 1,...,n — 1} yhdessi yhteenlaskun modulo n kanssa on syklinen
ryhmd Z,,.

Mairitelmi 3.8. Olkoon S epityhjd. Télloin joukon S ositus on joukko {A; | i € I} joukon §
epityhjid osajoukkoja, joille pitee A; N A; = @, kuni # jja U;c; Ai = S.

Miaritelmi 3.9. Olkoon H ryhmé ja G sen aliryhma. Kun /# € H, joukkoa hG = {hg | g € G}
kutsutaan aliryhmin G vasemmaksi sivuluokaksi ryhméassa H. Vastaavasti joukko Gh = {gh |
g € G} on aliryhmidn G oikea sivuluokka. Jos suunta on yhteydestd selvé tai yhdentekevi,
kutsutaan joukkoja vain sivuluokiksi.

Aliryhmin G oikeat (ja vasemmat) sivuluokat muodostavat ryhmin H osituksen.

Mairitelmi 3.10. Olkoon H ryhmd ja G sen aliryhmai. Joukkoa, joka sisédltdd tdsmélleen yhden
alkion kustakin aliryhmédn G vasemmasta sivuluokasta kutsutaan vasemmaksi transversaaliksi
ja vastaavasti oikeiden sivuluokkien edustajien joukkoa kutsutaan oikeaksi transversaaliksi.

Jokaisen ryhmin H alkion voi esittdd yksikasitteiselld tavalla aliryhmén G alkion ja oikean
transversaalin S alkion tulona. Olkoon & € H. Nyt h € Gh ja koska transversaali sisdltaa
edustajan kustakin sivuluokasta, tismilleen yhdelld s € S pitee s € Gh eli jollakin g € G pitee
s = gh, jolloin g~'s = h.

Seuraava miiritelmi vastaa Philip Hallin mééritelmai artikkelissa Some constructions for
locally finite groups [4].

Mairitelmi 3.11. Ryhméa G kutsutaan paikallisesti ddrelliseksi, jos jokainen joukon Dom(G)
adrellinen osajoukko virittdd ddrellisen aliryhmén.

Esimerkki 3.12. Jokainen &drellinen ryhmé on myos paikallisesti ddrellinen. Aliryhma ei voi
olla alkuperiistd ryhmaa suurempi.

Ryhméa (Z,+) ei ole paikallisesti ddrellinen, silld joukon Z osajoukko {1} virittdd koko
ryhman.

Mairitelma 3.13. Olkoot G ja H ryhmié jaa, b € G. Alkiot a ja b ovat keskenddn konjugantit,
jos jollain x € G pitee b = xax~!. Konjugaatiorelaatio miiritelldsin vastaavasti

a=b,josb=xax'jollainx € G.
Konjugaatiorelaatio on ekvivalenssi, silld
1b17' = b1 = b,

josa=xbx 'jab=yecy ™, niina =xycy 'x7! = xye(xy)™!
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ja
1

josa =xbx7!, niin b =x"lax =x"la(x"H)7.

Kun a € G, kuvausta g,: G — G, missi g(x) = axa™', kutsutaan sisdiseksi automorfismik-
SI.

Kunnan mééritelméa perustuu Romanin kirjan Field Theory [14] méaritelmiin.

Miaritelmi 3.14. Kolmikkoa (K, +, -) kutsutaan kunnaksi, jos parit (K, +) ja (K*, -) ovat Abelin
ryhmii ja kaikilla a, b, ¢ € K laskutoimituksille pitevit osittelulait

(a+b)-c=a-c+b-c ja c-(a+b)=c-a+c-b.

Kunnan karakteristika on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku 7, jollanl = 0. Jos téllaista
kokonaislukua ei ole, on karakteristika 0.
Adrellisen kunnan karakteristika on aina alkuluku, silli jos karakteristika olisi jokin yhdis-
tetty luku r = ¢s, niin pétisi
O0=r1=(ts)1 =(z1) - (s1),

jolloin kunnassa pétisi #1 = 0 tai s1 = 0, ja silloin n ei olisi pienin positiivinen kokonaisluku,
jolla x1 = 0 eika siten voisi olla karakteristika.

Esimerkki 3.15. Rationaaliluvut yhdessi tavanomaisten yhteen- ja kertolaskujensa kanssa muo-
dostavat kunnan (Q, +, -). My0s reaaliluvut ja kompleksiluvut yhdessi yhteen- ja vihennyslasku-
jensa kanssa ovat kuntia. Kaikkien ndiden kolmen kunnan karakteristika on 0. Vastaesimerkkini
(Z,+,-) eiole kunta, silld (Z*, -) ei ole ryhma.

Esimerkki 3.16. Kolmikko (Z,,+, ) on kunta, kun p on alkuluku. Téllaisen kunnan karakte-
ristika on p.
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4 Mallin ika

Téssd luvussa kidydaan 1dpi Fraissén konstruktioon tarvittavia médritelmii ja lauseita todistuk-
sineen. Ensimmaisend mairitellddn mallin idn késite ja sithen liittyvit ominaisuudet perinndl-
lisyys ja yhteinen upottavuus. Tamin jidlkeen tarkastellaan keskeisesti Fraissén konstruktioon
liittyvid ominaisuuksia amalgamoituvuutta, heikkoa homogeenisyytti ja ultrahomogeenisyytta.
Luku pohjautuu Hodgesin kirjan [6] lukuun 6 "The countable case".

Mairitelmi 4.1. Olkoon L aakkosto ja D L-malli. Joukkoa K, joka sisdltdd edustajan jokaisesta
mallin D direllisesti viritetyn alimallin isomorfialuokasta, kutsutaan mallin D idksi. Mallin ikaa
vastaavaa isomorfismin suhteen suljettua luokkaa J merkitddn J = age(D).

Luokkaa K kutsutaan idksi, jos se on mallin D iké tai age(D) = K jollain mallilla D. Jos
luokka on iki, se on epityhji, silld jokaisella mallilla tyhjan joukon virittima malli kuuluu sen
ikdén.

Mairitelmi 4.2. Olkoon K joukko samanaakkostoisia malleja ja A € K. Joukon K sanotaan
olevan perinnéllinen, jos jokaisella mallin A &ddrellisesti viritetylld alimallilla B pitee, ettd on
olemassa C € K, jolle B = C.

Ik& on aina perinnéllinen, silld mallin D alimallin alimalli on aina myds mallin D alimalli.

Maaritelma 4.3. Olkoon K joukko samanaakkostoisia malleja. Sen sanotaan olevan yhteisesti
upottava, jos kaikilla A, B € K on olemassa C € K, johon A ja B uppoavat.

A

N
7

B

C

Jos joukko on ikd, se on yhteisesti upottava: Olkoon D malli, K sen ikd ja A, B € K. Nyt
mallit A ja B ovat isomorfisia joidenkin mallin D @irellisesti viritettyjen alimallien A" ja B’
kanssa. Tdlloin alimallien A’ ja B ddrellisten virittdjien yhdiste on dérellinen joukko mallin D
alkioita ja siten virittdd alimallin C”, joka on isomorfinen jonkin joukon K alkion C kanssa. Nyt
mallit A ja B uppoavat joukon K alkioon C, joten joukko K on yhteisesti upottava.

Ikd on aina siis perinnollinen ja yhteisesti upottava. Seuraava lause osoittaa, ettd nama
ominaisuudet omaava joukko on aina jonkin mallin ika.

Lause 4.4. Olkoon L numeroituva aakkosto ja K epdtyhjd, numeroituva joukko dcdrellisesti viri-
tettyja L-malleja, joka on perinnollinen ja yhteisesti upottava. Tdlloin K on jonkin numeroituvan
mallin ikd.

Todistus. Olkoon K kuten ylli. Todistetaan lause konstruoimalla malli B, jonka ikd K on. Muo-
dostetaan joukon K alkioista jono (A;);en, jossa jokainen joukon K alkio esiintyy vihintddn
kerran. Médritetdan induktiivisesti ketju (B;);en, joka koostuu joukon K alkioiden kanssa iso-
morfisista malleista.

Olkoon By = Ay. Oletetaan sitten, ettd B, on madritetty. Yhteisen upotettavuuden perusteella
on olemassa malli B” € K, johon B, ja A, uppoavat. Talloin on olemassa malli D, joka on
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isomorfinen mallin B” kanssa ja jonka alimalli B, on. Médritetddn B,.; = D, joka on tilldin
mallin B, laajennus.

B,

Bn+1

N
Al //////;7

Olkoon B = J;en Bi- Nyt B on numeroituva yhdiste numeroituvista malleista, joten B on
numeroituva. Mallin B méiritelmén perusteella sithen uppoaa jokainen joukon K alkio. Jos A
on ddrellisesti viritetty joukon B alimalli, niin sen virittdjit sisdltyvit johonkin malliin B;, joka
on isomorfinen jonkin joukon K alkion kanssa, jolloin perinnollisyyden mukaan joukkoon K
sisdltyy alkio joka on isomorfinen mallin A kanssa. Télloin K siséltdd tdsmélleen dérellisesti
viritetyt mallin B alimallit, joten K on numeroituvan mallin B iki. O

Seuraavaksi todistetaan erds yksinkertainen idin ominaisuus. Jos malli voidaan esittdd mallien
ketjun yhdisteend, ja jokaisen ketjun mallin ikd sisdltyy joukkoon K, niin myos yhdisteend saadun
mallin ik sisdltyy joukkoon K.

Lause 4.5. Olkoon K joukko ddrellisesti viritettyji L—malleja ja (D;);<q ketju L—malleja. Jos
Jokaisella i < a mallin D; ikd sisdltyy joukkoon K, niin mallin \J;., D; ikd sisdltyy joukkoon
K. Edelleen, jos jokaisellai < a mallin D; ikd on K, niin mallin \ J;,, ikd on K.

Todistus. Oletetaan, ettd kaikilla i < @ mallin D; iké sisdltyy joukkoon K. Tarkoituksena
on osoittaa, ettd jokainen mallin | J;., D; dérellisesti viritetty alimalli on isomorfinen jonkin
joukon K alkion kanssa. Olkoon A jokin mallin |J;., D; dérellisesti viritetty alimalli. Jollain
J < a pitee, ettd A on mallin D; direllisesti viritetty alimalli ja koska mallin D iki sisiltyy
joukkoon K, niin malli A on isomorfinen jonkin joukon K alkion A” kanssa. Koska alimalli A oli
mielivaltainen, niin jokainen mallin | J; ., D; ddrellisesti viritetty alimalli on isomorfinen jonkin
joukkon K alkion kanssa, jolloin mallin ikd sisdltyy joukkoon K.

Oletetaan sitten, ettd jokaisellai < @ mallin D; ikd on K. Edellisen kohdan perusteella mallin
Ui<q Di ikd sisiltyy joukkoon K. Olkoon B jokin joukon K alkio. Jokaisella mallilla D;, kun
i < a, pitee, ettd jokin mallin D; alimalli B’ on isomorfinen mallin B kanssa. Joten malli B’ on
mallin | J;., D; alimalli. Joukko K ei siis sisédlld mallin | J;., D; ikddn kuulumattomia malleja,
jolloin K on mallin | J;.,, D; iki.

O

Mairitelma 4.6. Olkoon K joukko, A, B,C € Kjae: A — B, f: A — C upotuksia. Joukon K
sanotaan olevan amalgamoiva, jos on olemassa D € K ja upotukset g: B — D,h: C — D,
joille patee goe =ho f.



Yhteinen upottavuus ja amalgamaatio ovat samankaltaiset ominaisuudet, mutta ne eivit ole
toistensa seurauksia. Seuraavat esimerkit osoittavat, ettd ominaisuudet eroavat toisistaan.

Esimerkki 4.7. Olkoon K = {A, B, C} joukko aakkoston R malleja, joille Dom(A) = {0},
Dom(B) = {1,2}, Dom(C) = {a,b,c} ja R4 = {(0,0)}, R® = {(1,1),(2,2),(1,2)}, R¢ =
{(a,a), (b,b), (c,c),(a,b),(a,c),(b,c)}. Tilldin joukot Dom(A), Dom(B) ja Dom(C) ovat
lineaarijdrjestettyja.

Joukko K on yhteisesti upottava, silld kaikki kolme mallia voidaan upottaa malliin C.

Osoitetaan nyt, ettd joukko K ei ole amalgamoiva. Kuvaukset p: A — B, missd p(0) = 2
jag: A — C, missi g(0) = a, ovat upotuksia. Koska mallia C ei voi upottaa joukon K
alkioista muihin kuin itseensé, ainoa mahdollinen amalgamaatio on malliin C. Mallin C ainoa
upotus itseensd on identtinen kuvaus ja tdlloin amalgamaation mairitelmin perusteella pitéisi
olla olemassa upotus g: B — C, jolle go p = g | A. Mutta koska ¢(0) = a ja p(0) = 2, niin
mallin B alkio 2 tulisi kuvata mallin C alkiolle a. Téll6in mallin B alkiota 1 ei voida enii kuvata
mallin B jérjestysrelaatiota noudattaen, ja siten upotusta g ei voi olla olemassa.

Siis amalgamaatio ei ole yhteisen upottavuuden seuraus.

Seuraavassa esimerkissi todistetaan, ettd ddrellisten kuntien luokka on amalgamoiva, mutta
ei yhteisesti upottava. Nyt oletetaan tunnetuiksi kuntateorian perusominaisuuksia, koska kuntia
ei muuten kasitelld tissa tyossd ja timi esimerkki on vain havainnollistamassa amalgamaation
ja yhteisen upotettavuuden eroavuutta.

Lahteend esimerkissid on hyodynnetty Steven Romanin kirjaa Field theory [14].

Esimerkki 4.8. Osoitetaan, ettd dérellisten kuntien luokka on amalgamoiva.

Olkoot E, F ja K ddrellisid kuntia, joille kuvaukset f: E — F, g: E — K ovat upotuksia.

Tiedetiin, ettd kuntien vilinen homomorfismi siilyttdd karakteristikan, joten kunnilla E,
F ja K on sama karakteristika p. Edelleen tiedetdén, ettd yhtd mahtavat dérelliset kunnat ovat
keskeniin isomorfisia. Voidaan merkitid E = Fpm, F = Fpam ja K = [thm, joillain a, b, m € N.

Osoitetaan nyt, ettd kunta [« on haluttu amalgamaatio. Tiedetéin, ettd kuntaa F,aom voi-
daan pitdd F,~ -vektoriavaruutena. Tiedetddn my0s, ettd on olemassa kunnassa [F,~[x] jaoton
polynomi g € [F,=[x], jonka aste on a. Timén polynomin ¢ avulla muodostettavan kuntalaa-
jennuksen aste on a ja siten kuntalaajennuksen koko on (p™)? = p®™. Siis kuntalaajennus on
isomorfinen kunnan F' kanssa. Vastaavasti voidaan muodostaa astetta b oleva kuntalaajennus,
joka on isomorfinen kunnan K kanssa. Télloin kunnat F ja K uppoavat kuntaan [« séilyttéden
kunnan E upotukset f ja g.

Adrellisten kuntien luokka on siis amalgamoiva. Luokka ei kuitenkaan ole yhteisesti upotta-
va, silld kuntien vélinen homomorfismi séilyttdad karakteristikan. Siis kuntia A ja B ei voi upottaa
mihink&én dérelliseen kuntaan, jos kunnilla ei ole samaa karakteristikaa.

Mairitelmi 4.9. Olkoon D L-malli. Jos kaikilla mallin D &arellisesti viritetyilld alimalleilla A
ja B, joilla A < B, jokainen upotus f: A — D laajenee upotukseksi g: B — D, mallia D
kutsutaan heikosti homogeeniseksi.

Maaritelmé 4.10. Mallin D sanotaan olevan ultrahomogeeninen, jos jokainen sen ddrellisesti
viritettyjen alimallien vilinen isomorfismi laajenee mallin D automorfismiksi.

Toisin sanoen, jos A ja C ovat addrellisesti viritettyja mallin D alimalleja, joilla on olemassa
isomorfismi #: A — C, niin on olemassa mallin D automorfismi /', joka on kuvauksen A
laajennus.

Tatd ominaisuutta kutsutaan useissa lahteissda homogeenisuudeksi, mutta tissid on noudatettu
Hodgesin kirjan [6] nimedmistapaa.
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Kun D on ultrahomogeeninen ja A sekd C ovat ddrellisesti viritettyjd alimalleja, niin
f: A = C laajenee mallin D automorfismiksi s. Kuvausta f vastaa upotus f': A — D,
joka saadaan kuvauksesta f laajentamalla sen maalijoukkoa. Kaikilla mallin D &direllisesti viri-
tetyilld alimalleilla B, joille A < B, pétee h [ Bonupotus g: B — D. Upotus g on upotuksen f’
laajennus. Siis ultrahomogeeninen malli on aina my6s heikosti homogeeninen.

Mairitelmi 4.11. Numeroituvaa mallia D kutsutaan universaaliksi, jos jokainen numeroituva
malli C, jolle age(C) C age(D), uppoaa malliin D.

Lause4.12. Olkoon L numeroituva aakkosto ja D heikosti homogeeninen, numeroituva L—malli.
Tdalloin malli D on universaali. Itse asiassa, jos C on numeroituva L—malli, jolla age(C) C
age(D), niin jokainen mallin C ddrellisesti viritetyn alimallin upotus malliin D voidaan laajentaa
mallin C upotukseksi malliin D.

Todistus. Olkoot C ja D numeroituvia malleja, D heikosti homogeeninen ja age(C) C age(D).
Olkoot sitten Ag mallin C &édrellisesti viritetty alimalli ja fo: A9 — D upotus. Laajennetaan
upotus fp upotukseksi F: C — D.

Koska C on numeroituva, lauseen 2.21 mukaan se voidaan esittdd muodossa C = | J,,en Ans
missd (A,)nen on ketju mallin C ddrellisesti viritettyja alimalleja ja Ag on annettu. Miadritelldaan
rekursiivisesti ketju upotuksia f,,: A, — D.

Olkoon fy kuten ylld. Koska A, on &dérellisesti viritetty mallin C alimalli ja age(C) C
age(D), niin A,4; on isomorfinen jonkin mallin D #idrellisesti viritetyn alimallin B kanssa.
Olkoon g: A,4+1 = B. Nyt g ' A, on mallin A, upotus malliin B, joten

fnog_l I g(An): g(Ay) —» D

on upotus. Koska malli D on heikosti homogeeninen, A, uppoaa malliin B ja on olemassa
upotus g(A,) — D, niin on olemassa upotus #: B — D, joka laajentaa upotusta f, o g~ .
Olkoon f,+1 = ho g. Nyt f,, C fu41. Merkitddn F = |,y fu- Siis kuvaus F laajentaa mallin C
adrellisesti viritetyn alimallin Ap upotuksen malliin D mallin C upotukseksi malliin D. Talloin
malli D on universaali ja koska alimalli Ay oli mielivaltainen, jokaisen mallin C adrellisesti
viritetyn alimallin upotus malliin D voidaan laajentaa mallin C upotukseksi malliin D.

An+1 Ann
Ay
A, Al > B fon B
D D

O

Seuraavaksi osoitetaan tulos, jonka mukaan kaikki heikosti homogeeniset samanikéiset mallit
ovat isomorfisia keskenéin.

Lause 4.13. Olkoot C ja D numeroituvia, heikosti homogeenisidi L—malleja, joilla age(C) =
age(D). Tdlloin ne ovat isomorfiset. Itse asiassa, jos A on mallin C ddrellisesti viritetty alimalli
ja f: A — D on upotus, niin f laajenee mallien C ja D vdliseksi isomorfismiksi.

Todistus. Edellisen lauseen mukaan télldin mallit C ja D uppoavat toisiinsa. Tamai ei kuitenkaan
takaa isomorfismia, silld esimerkiksi rationaaliluvut uppoavat rationaalilukujen viliin [0, 1] ja
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suljettu vili uppoaa rationaalilukuihin, mutta joukot eivit ole isomorfiset, silld suljetulla valilld
on suurin ja pienin alkio. Osoitetaan siis isomorfismi erikseen.

Olkoon fy: Cy — D isomorfismi mallin C direllisesti viritetyn alimallin Cy ja mallin D
adrellisesti viritetyn alimallin D vililld. Koska mallit C ja D ovat numeroituvia, voidaan esittaa
C = Upen Cn ja D = U, ey Dy, missé (Cy)nen alkaen mallista Cp on ketju mallin C dédrellisesti
viritettyjd alimalleja ja vastaavasti (D,),en alkaen mallista Do on ketju mallin D direllisesti
viritettyjd alimalleja.

Mairitellddn ketju (f;),en mallien C ja D &arellisesti viritettyjen alimallien isomorfisme-
ja, siten, ettd C,, uppoaa isomorfismin f>, ldhtdjoukkoon ja D,.; uppoaa isomorfismin f3,|
kuvajoukkoon.

Isomorfismi fy on annettu, mééritellddn isomorfismi fo4+1. Oletetaan for: Ao = By ja
merkitiddn

B = (Dom(B2) UDom(Dy41)).

Malli B on aarellisesti viritetty, koska Boy ja D41 ovat ja malli B voitaisiin virittdd myos niiden
virittdjien yhdisteelld. Tdlloin ominaisuuden age(C) = age(D) perusteella on olemassa A" < C,
jolle

Ay = Byy < B = A,

eli Ayp < A’. Télloin on olemassa A, < A’, jolle j: A}, = Ay. Tille funktiolle j voidaan

tulkita maalijoukoksi malli D, jolloin se on upotus j: A7, < C. Nyt mallin C heikon homogee-
nisyyden perusteella on olemassa upotuksen j laajennus j*: A’ < C. Merkitddn A = j*(A’).
Talloin Ay, < A = B. Tulkitaan kuvauksen fo: A>x — By maalijoukoksi malli D, jolloin se
on upotus fa;: Axr — D. Tilloin, mallin C heikon homogeenisuuden perusteella, on olemassa
upotuksen fo; laajennus h: A — D, joka on upotus ja joka voidaan tulkita isomorfismik-
si h: A = B. Valitaan foi4+1 = h, Aogs1 = A ja Bogy1 = B. Talloin fory1: Aokl = Borsr ja
kaikilla k € N piatee Dom(Dy+1) € Dom(B) = im( fog+1)-

By, —> B

X
fzk h:f2k+l D
e
Ay —3 A
Madritellddn fyi.o vastaavasti. Oletetaan, ettd fori1: A2k+1 = Bogs1 on médritelty. Olkoon
A = (Dom(Aj;+1)UDom(Cys1)) ja B € age(D) se malli, jolle Bog+1 < Bja A = B.Talloin fx41
laajenee upotukseksi g: A — D, eli isomorfismiksi g: A — B. Valitaan for42 = h, A4 =
A, Bypyo = B. Talloin fori0: Aokyr = Bory2 ja Crq € faks2 €li G, C fou, kunn > 0.
By —— B

X
SPrkrt 8=/ D
e
Agjy] — A

Télloin konstruktion perusteella kuvauksen F = |,y fn 18ht6joukkoon uppoaa jokainen mal-
li Cy,, kun n € N ja kuvauksen F kuvajoukkoon uppoaa jokainen malli D,,, kun n € N. Kuvaus F
on taten haluttu isomorfismin fy laajennus mallien C ja D isomorfismiksi.
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Seuraava esimerkki osoittaa, ettd edellisessd lauseessa vaadittu heikko homogeenisuus on
vilttamiton ehto. Kaksi saman ikdistd mallia eivit vilttdmaittd ole isomorfiset, jos heikkoa
homogeenisuutta ei vaadita.

Esimerkki 4.14. Olkoot Q rationaalilukujen joukko yhdistettyné tavalliseen vertailuunsa ja N
luonnolliset luvut yhdesséd tavanomaisen vertailun kanssa. Malleilla Q ja N on sama ik, silld
jokainen direllinen lineaarijirjestys uppoaa molempiin malleihin.

Malli N ei ole heikosti homogeeninen, silld alimallin {2} upotus f: {2} — N, f(2) =0ei
laajene mallin ({0, 1, 2}) upotukseksi malliin N.

Mallit N ja Q eivit ole isomorfset, silld joukko Q on tihedsti lineaarijérjestetty ja joukko N
ei ole.

Ultrahomogeenisuuden méiritelmén 4.10 ohessa on todettu heikon homogeenisuuden seu-
raavan ultrahomogeenisuudesta. Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd numeroituvien mallien
tapauksessa ominaisuudet ovat keskenadin ekvivalentit.

Lause 4.15. Numeroituva malli on ultrahomogeeninen, jos ja vain jos se on heikosti homogee-
ninen.

Todistus. Aikaisemmin on jo todistettu, ettd ultrahomogeenisuudestd seuraa heikko homogee-
nisuus. Riittdd siis osoittaa toinen suunta. Olkoon B numeroituva heikosti homogeeninen malli.
Edellisen lauseen 4.13 mukaan kahden saman ikéisen, heikosti homogeenisen mallin C ja D
vdlinen mallin C alimallin upotus malliin D laajenee mallien C ja D viliseksi isomorfismiksi.
Tama upotus voidaan ajatella kahden alimallin viliseksi isomorfismiksi. T&lloin kun otetaan
B = C = D, niin lauseesta 4.13 seuraa suoraa heikosti homogeenisen mallin B ultrahomogeeni-
suus. m]

Tdmén lauseen perusteella riittdd numeroituvan mallin ultrahomogeenisuuden osoittamiseksi
jatkossa pelkédn heikon homogeenisuuden toteaminen.
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5 Fraissén konstruktio

Tissd luvussa esitetddn tutkielman péitulos, Fraissén konstruktio. Fraissén lauseessa méiritel-
ldadn, millaiselle joukolle konstruktio voidaan tehdd, ja esitetiéin konstruktion tuottaman mallin
madrittdvit ominaisuudet.

Fraissén lause antaa tavan luoda numeroituvia ultrahomogeenisid malleja. Tietylle luokalle
muodostettua Fraissén konstruktion lopputulosta kutsutaan luokan Fraissén rajaksi. Kuten jo
aiemmin on todettu lauseessa 2.21, numeroituva malli voidaan esittidd ketjuna sen darellisesti
viritettyjd alimalleja ja ne ovat muutenkin helpommin késiteltivissd kuin ylinumeroituvat mallit.

Roland Fraissé muodosti konstruktionsa alun perin dérellisten lineaarijérjestysten luokalle,
ja esitti tdten tavan muodostaa nidistd adrellisistd malleista approksimaation rationaalilukujen
jarjestykselle. Tami konstruktio kuitenkin yleistyy monenlaisiin tilanteisiin, mistd johtuu kon-
struktion hyoty. Seuraavaksi esitetddn konstruktion yleinen muoto ja sen muodostaman Fraissén
rajan madrittelevit ominaisuudet. Koska Fraissén raja on isomorfiaan asti yksikésitteinen, jokai-
nen malli, joka toteuttaa rajalle méadritetyt ehdot, on isomorfinen timén luokan Fraissén rajan
kanssa.

Tama luku perustuu Hodgesin kirjan A shorter model theory [6] sivuihin 161-164.

Lause 5.1 (Fraissén lause). Olkoot L numeroituva aakkosto ja K epdtyhjd, numeroituva joukko
ddgrellisesti viritettyjd L-struktuureja, joka on perinnollinen, yhteisesti upottava sekd amalga-
moiva.

Tdlloin on olemassa isomorfiaan asti yksikdsitteinen malli D, jonka ikd on K, joka on
ultrahomogeeninen ja numeroituva.

Todistus. Luodaanketju (D) en, missd D, € K jokaisellan € N. Olkoon P = {(A, B) € KXK |

< B}. Listataan nelikot (fi jx,A;, Bj,Cy), missd (A;,Bj) € P,C,y € Kja fijx: A; —
Cy on upotus. Valitaan bijektio 7: N X N — N, jolle n (i, j) > max{i, j}. Esimerkissd 2.3
mainittu kuvaus on sopiva. Mééritetddn ketju rekursiivisesti. Olkoon Dy = Cy. Oletetaan, etta
malli D,,_1, n € Z, tunnetaan. On olemassa luonnollisten lukujen kolmikko i, j, k, jolle pitee
n=n(n(,j), k)+1.

Luodaan malli D, mallien A;,B; ja D,y avulla. Nyt f;;;: A; < Ci ja kuvauksen 7
madritelméin perusteella n — 1 > k, joten Cx < D,_1, jolloin myos A; < D,_y. Lisdksi
midritelmin perusteella A; < B;. Olkoon D}, malli, joka saadaan amalgamaatiolla, kunA < Bj
jaA; < Dy ja olkoon malli D malli, joka saadaan yhteiselld upottavuudella mallelsta D,

ja Cn.

B;
/ \\\
N
D, ---3 D,
\L \ /)( //‘(
n 1 > Dn 1 Cn

Osoitetaan seuraavaksi ettd malli D = | J,,n D, toteuttaa lauseessa vaaditut ehdot. Malli D
on numeroituva yhdiste numeroituvia malleja, joten se on numeroituva.

Koska D, on joukon K alkio ja K on perinndllinen, niin mallin D, ikd jokaisella n € N
sisiltyy joukkoon K. Till6in lauseen 4.5 mukaan mallin D ik siséltyy joukkoon K.
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Todistetaan seuraavaksi, ettd mallin D iké on tdsmilleen K. Olkoon A € K. Nyt joukon K
yhteisen upotettavuuden perusteella on olemassa B € K, jolle pitee A < B ja Do < B. Télloin
pari (A, B) kuuluu joukkoon P ja kuvauksen 7 bijektiivisyyden perusteella jollain m € N pitee,
ettd D,, on luotu amalgamaatiolla siten, ettd malli A uppoaa siihen. Siis jokaisella joukon K
alkiolla A piatee A < D, jollain n € N jasiten A < D. Mallin D ikéd on tdsmélleen K.

Olkoot A ja B mallin D alimalleja, joilla A < Bjag: A — D upotus. Koska K on mallin D
ikd, on olemassa A’, B’ € K, joilla h;: A" = Ajahy: B = B’.Olkoon g’: A” - D g’ =go hy.
Pari (A’, B’) kuuluu joukkoon P. Tilloin on olemassa jokin m € N siten, ettd D,, on luotu
kuvauksen g’ ja mallien A’, B’ avulla. Erityisesti tdlloin amalgamaation perusteella on olemassa
upotusta g’ laajentava upotus g”: B’ — D. Télloin f = g” o hp : B — D on upotus, joka
laajentaa upotusta g. Siis malli D on heikosti homogeeninen ja numeroituvana mallina tidlloin
lauseen 4.15 perusteella ultrahomogeeninen.

Malli D on heikosti homogeenisena mallina kaikkien saman ikiisten heikosti homogeenisten
mallien kanssa isomorfinen lauseen 4.13 perusteella. Konstruoitu malli D on titen isomorfismiin
asti yksikésitteinen, ultrahomogeeninen, numeroituva ja sen ikd on K.

]

Seuraava lause osoittaa, ettd kaikki edellisessi lauseessa esitetyt vaatimukset luokalle ovat
pakollisia Fraissén konstruktion kannalta.

Lause 5.2. Olkoon L numeroituva aakkosto, D numeroituva ultrahomogeeninen L-malli ja
K = age(D). Tdlloin luokan K mallien isomorfialuokkia on numeroituva mddrd, se on epdtyhjd,
perinnéllinen, yhteisesti upottava ja amalgamoiva.

Todistus. Luokka K sisdltdd mallin D airellisesti viritettyjen alimallien isomorfialuokat. Koska
malli D on numeroituva, jokaiselle luonnolliselle luvulle » on olemassa numeroituva méa-
rd erilaisia mahdollisia n alkion virittdmid alimallien isomorfialuokkia. Numeroituva yhdiste
numeroituvista joukoista on numeroituva ja siten luokka K sisdltdd numeroituvan méiirin iso-
morfialuokkia.

Aiemmin on jo todettu, ettd riippumatta mallista D tyhjidn joukon virittdmd malli kuuluu
luokkaan K, joten se on epidtyhjid, ja ettd mallin D alimallin alimalli on mallin D alimalli,
siis K on perinndllinen. Tiedetddn myos, ettd kaksi ddrellisesti viritettyd alimallia uppoavat
aina malliin, joka on viritetty ndiden mallien virittdjien yhdisteestd, joka on ddrellinen kahden
adrellisen joukon yhdisteend. Siis K on yhteisesti upottava.

Osoitetaan vield joukon K amalgamoituvuus. Olkoot A, B,C € K sekie: A - Bjaf: A —
C upotuksia. Osoitetaan, ettd tilloin on olemassa joukon K alkio E, ja upotukset g: C — E,
h: B— E,joillegoe=ho f.

Koska K on mallin D iki, on olemassa mallin D &irellisesti viritetyt alimallit A’, B’, C’,
jotka ovat isomorfisia mallien A, B, C kanssa. Merkitddn iq: A = A’, ip: B = B’ jaic: C =
C’. Télloin yhdistetty kuvaus i4 o e upottaa mallin B alimallin e¢(A) malliin D. Koska D on
ultrahomogeeninen, se on myds heikosti homogeeninen ja télloin tiedetdin, etti on olemassa
upotuksen iy oe™': e(A) — D laajennus jg: B — D, joka on myos upotus. Vastaavasti upotus
is o f voidaan laajentaa upotukseksi jo: C — D. Koska B € K, se on dérellisesti viritetty.
Télloin my6s malli jp(B) on ddrellisesti viritetty. Vastaava patee mallille jo(C). Merkitdédn
symbolilla E sitd mallia, joka viritetddn mallien jg(B) ja jc(C) virittdjien yhdisteelld. Talloin
malli £ kuuluu joukkoon K.

Koska jp [ A=jc [ A=A, niin jgoe = jco f.
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6 Sovelluksia

Téssd viimeisessd luvussa esitellddn muutamia Fraissén konstruktiolla saatavia mielenkiintoi-
sia malleja. Ensimmadisend kisitelldin ddrellisten graafien Fraissén rajaa, Rado-graafia. Toisena
sovelluksena esitellddn Fraissén alkuperdinen approksimaatio, rationaalilukujen jarjestys ddrel-
lisilld lineaarijarjestyksilld. Viimeisend sovelluksena tarkastellaan dérellisten ryhmien Fraissén
rajaa, Hallin universaalia ryhmaa.

6.1 Adirelliset graafit

Tadma alaluku pohjautuu Hodgesin kirjan [6] sivuihin 177-178, sekd Peter Cameronin julkaisuun
The random graph [3].

Ensimmaisend todetaan, ettd ddrellisten graafien luokka toteuttaa lauseessa 5.1 esitetyt ehdot,
jolloin Fraissén raja on olemassa. Osoitetaan sitten, ettd tdmi konstruktiolla saatava raja on
isomorfinen Rado-graafin kanssa.

Lause 6.1. Adrellisten graafien luokalle on olemassa Fraissén raja.

Todistus. Tarkoituksena on siis osoittaa, ettd dédrellisten graafien luokan aakkosto on numeroi-
tuva, luokka sisiltdd numeroituvan mairian erilaisia isomorfialuokkia, kaikki sen alkiot ovat
adrellisesti viritettyji ja ettd joukko on perinnollinen, yhteisesti upottava ja amalgamoiva.

1. Aakkosto on numeroituva, silld se koostuu vain yhdesta kaksipaikkaisesta relaatiosta.

2. Kullekin luonnolliselle luvulle n pitee, ettd isomorfismiin asti erilaisia graafeja, missa on
n solmua, on ddrellinen mééra, silla darelliselld joukolla on dédrellinen mééra kaksialkioisia
osajoukkoja. Yhdiste numeroituvasta miirasta dérellisid joukkoja on numeroituva ja siten
adrellisten graafien luokka sisdltdd numeroituvan miirén erilaisia isomorfialuokkia.

3. Koska jokainen luokkaan kuuluva malli on direllinen graafi, niin kunkin voi virittda
omalla direlliselld perusjoukollaan. Kaikki luokan alkiot ovat siis ddrellisesti viritettyji

4. Adrellisen graafin aligraafin perusjoukko on my®s #irellinen ja tilldin direllisten graafien
luokka on perinndllinen.

5. Mitkai tahansa kaksi dérellistd graafia G ja G’ voidaan upottaa epdyhtendiseen graafiin H,
jossa on |[Dom(G)| + |Dom(G”)| solmua ja joka sisdltdd graafit G ja G’ erillisini ali-
graafeina. Graafi H on télloin my0s direllinen, joten direllisten graafien luokka on myos
yhteisesti upottava.

6. Luokka on amalgamoituva. Olkoot A, B, C direllisid graafeja ja
e:A—>B, fiA->C

upotuksia. Talloin on olemassa direllinen graafi D ja upotukset
g:B— D, h:C— D,

missa
g(B)Nh(C)=A"=A,
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silld D voidaan valita niin, ettd se siséltda aligraafeina mallit A’, B’, C’ siten, ettd
Dom(B’) N Dom(C”) = Dom(A’),

Dom(D) = Dom(B’) U Dom(C”)
ja
¢(B) =B, h(C) = C.

Siis malli D on haluttu amalgaami.

Talloin on todistettu, ettd ddrellisten graafien luokka toteuttaa Fraissén lauseen 5.1 ehdot. O

Miiritelmé 6.2. Aireton numeroituva graafi R on Rado-graafi, jos kaikille sen solmujen
adrellisille osajoukoille X ja Y, jotka ovat erillisid, on olemassa x € Dom(R)\(X U Y), jonka
naapuri jokainen joukon X alkio on, mutta jonka yksikdin naapuri ei kuulu joukkoon Y.

Numeroituvasti ddreton graafi, joka on saatu satunnaisesti siten, ettd jokaisen mahdollisen
sarmdn todenndkoisyys on % on melkein varmasti, eli todennidkoisyydelld 1, isomorfinen Rado-
graafin kanssa. Useissa ldhteissd kdytetdén tdtd satunnaisuutta méérittelemidin Rado-graafi ja

tastd syystd graafia kutsutaan myos satunnaisgraafiksi.
Lause 6.3. Acrellisten graafien luokan Fraissén raja on isomorfinen Rado-graafin kanssa.

Todistus. Olkoon A Rado-graafi. Osoitetaan ensin, ettd graafin A ikd on ddrellisten mallien
luokka. Osoitetaan induktiolla graafin koon suhteen, ettd jokainen &ddrellinen graafi voidaan
upottaa Rado-graafiin A.

Perusaskel: Koska yhden solmun graafeissa ei ole rakennetta, ne ovat kaikki isomorfisia
keskenddn. Siis yhden solmun graafi G| on upotettavissa graafiin A.

Induktio-oletus: Oletetaan, ettd kaikki n solmuiset graafit uppoavat graafiin A.

Induktioaskel: Osoitetaan, ettd n + 1 solmuiset graafit uppoavat Rado-graafiin. Olkoon G
mielivaltainen n + 1 solmuinen graafi ja a € Dom(G). Induktio-oletuksen perusteella joukon
Dom(G)\{a} virittdma graafi G’ uppoaa graafiin A. Merkitddn tdtd upotusta f: G' — A.
Tarkastellaan graafin A osajoukkoja X = {x € Dom(G) | (x,a) € E®}jaY = {y € Dom(G) |
(v,a) ¢ EC}. Nyt Rado-graafin miiritelmin perusteella on olemassa b € Dom(A), jolle
pitee, ettd (f(x),b) € EA, kun x € X ja (f(y),b) ¢ EA. Tilloin upotuksen f: G’ — A
laajennus f': G — A, missd f’(a) = b, upottaa graafin G Rado-graafiin A.

Siis ddrellisten graafien luokka sisdltyy Rado-graafin ikdén. Jos H on graafin A aarellisesti
viritetty osajoukko, on graafi H tilloin dérellinen ja kuuluu tédlloin dérellisten graafien luokkaan.
Siis graafin A ikd on tdsmélleen dérellisten mallien luokka.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Rado-graafi on ultrahomogeeninen. Olkoot G ja H graafin A
sellaisia ddrellisid aligraafeja, ettd G € H ja f: G — A on upotus. Osoitetaan heikko homogee-
nisuus induktiolla niiden solmujen miérin suhteen jotka kuuluvat graafiin H, mutta eivit kuulu
graafiin G.

Perusaskel: Oletetaan, ettd G = H. Télloin upotusta f: G — A voidaan pitdd myos upotuk-
sena f: H — A.

Induktio-oletus: Jos graafissa H on n solmua enemmin kuin graafissa G, voidaan upo-
tus f: G — A laajentaa upotukseksi g: H — A.

Induktioaskel: Olkoon graafissa H n + 1 solmua enemmin kuin graafissa G. Merkitddn
{ap,...,a,} = Dom(H)\ Dom(G). Induktio-oletuksen mukaan voidaan upotus f laajentaa
joukon Dom(G) U{ay,...,a,—1} virittimén graafin G’ upotukseksi g’: G' — A. Talloin G’ on
graafin H aligraafi, ja ne eroavat vain yhdelld solmulla {a} = Dom(H)\ Dom(G’).
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Olkoon X = {f(x) € A |x € G'ja(a,x) e ElYjaY = {f(y) €e A |y € Gja(a,y) ¢
EH}. Rado-graafin miiritelmin perusteella on olemassa b € A, joka on jokaisen joukon X
solmun naapuri, mutta ei yhdenkdin joukon Y solmun naapuri. Voidaan laajentaa upotus g’
upotukseksi g: H — A médrittelemilld g(a) = b.

Perusaskeleen perusteella voidaan laajentaa graafin G’ upotus graafiin A graafin H upotuk-
seksi graafiin A. Télloin graafi A on heikosti homogeeninen. Lauseen 4.15 mukaan graafi A
on ultrahomogeeninen ja madritelmdn mukaan graafi A on numeroituva. Rado-graafin ikd on
siis ddrellisten graafien luokka ja Rado-graafi on numeroituva seké ultrahomogeeninen. Tilloin
Fraissén lauseen 5.1 mukaan Rado-graafi on isomorfinen addrellisten graafien luokan Fraissén
rajan kanssa.

O

6.2 Adgrelliset lineaarijarjestykset

Téssd sovelluksessa osoitetaan, ettd rationaalilukujen jdrjestyksen voi konstruoida direllisten
lineaarijérjestysten luokasta. Lihteeni tissd alaluvussa on kiytetty Dugald MacPhersonin artik-
kelia A survey of homogeneous structures [9].

Ensimmadisend osoitetaan, ettd ddrellisten lineaarijdrjestysten luokka toteuttaa tarvittavat
kriteerit.

Lause 6.4. Acirellisten lineaarijirjestysten luokalle on olemassa Fraissén raja.

Todistus. Osoitetaan, ettd ddrellisten lineaarijarjestysten luokan aakkosto on numeroituva, luok-
ka sisdltdd numeroituvan méaardn isomorfialuokkia, se koostuu ddrellisesti viritetyistd alkioista
ja joukko on perinnéllinen, yhteisesti upottava ja amalgamoiva.

Adrelliset lineaarijirjestykset ovat yhden kaksipaikkaisen relaation sisiltivin aakkoston
malleja, joten aakkosto on ddrellinen. Jokainen ddrellinen lineaarijirjestys voidaan virittad omalla
perusjoukollaan, joka on ddrellinen. Siis luokka koostuu dérellisesti viritetyistd malleista.

Aiemmin esimerkissd 2.13 on todettu, ettid lineaarijérjestetyistd perusjoukoista koostuvat
mallit ovat isomorfisia keskenddn, kun ne ovat yhtd mahtavia. Siis ddrellisten lineaarijirjestetty-
jen joukkojen isomorfialuokkia on numeroituva maéra.

Osoitetaan seuraavaksi luokan perinnollisyys. Olkoon A #drellinen {R}-malli siten, ettd
Dom(A) on lineaarijérjestetty ja B mallin A alimalli. Nyt alimallin mééritelmén perusteella

(bo, b1) € RE, jos ja vain jos (bg, b1) € R, kun by, b; € Dom(B).

Tilléin kaikilla » € Dom(B) pitee (b,b) € R5, joten tulkinta R® on refleksiivinen. Jos
a,b,c € Dom(B) ja (a,b) € R? seki (b,c) € RE, niin pitee (a,b), (b,c),(a,c) € R4,
joten (a,c) € RP, jolloin tulkinta R® on transitiivinen. Tulkinta on myds antisymmetrinen,
silli R® on relaation R? osajoukko, ja R* on antisymmetrinen. Kaikilla a, > € Dom(B) pitee
a,b € Dom(A) ja (a,b) € R4 tai (b,a) € R*, joten till6in (a, b) € R? tai (b, a) € R® jolloin
R® on vertailullinen ja siten malli B on lineaarijirestys.

Mallin B perusjoukko on @drellisen joukon osajoukko, joten se on ddrellinen ja malli B kuuluu
adrellisten lineaarijdrjestettyjen mallien luokkaan. Nyt jokainen &érellisen lineaarijirjestyksen
osajoukko on ddrellinen lineaarijdrjestys, joten luokka on perinndllinen.

Osoitetaan sitten luokan yhteinen upottavuus. Olkoot A’ ja B’ direllisid malleja, joiden
perusjoukot ovat lineaarijarjestettyjd. Talloin |A’| = m ja |B’| = n joillain m,n € N. Valitaan
isomorfiset kopiot A = A’ ja B = B’ siten, ettdi Dom(A) N Dom(B) = @. Konstruoidaan sitten
malli C seuraavasti. Asetetaan Dom(C) = Dom(A) UDom(B) ja<¢ = <Au<BU{(a,b) | a €
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A, b € B}. Nyt mallit A ja B ovat mallin C alimalleja, joten mallit A" ja B’ uppoavat malliin C.
Siis ddrellisten lineaarijirjestysten luokka on yhteisesti upottava.

A B

~
~

~

Osoitetaan lopuksi luokan amalgamoituvuus. Olkoot A, B’ ja C’ airellisid malleja joille
joukot Dom(A), Dom(B) ja Dom(C) ovat lineaarijérjestettyja, A < B’ ja A < C’. Valitaan
malleille B’ ja C” isomorfiset kopiot B = B’ ja C = (’, joille BN C = A. Konstruoidaan
malli D mallien C ja B avulla. Olkoon Dom(D) = Dom(B) UDom(C) ja laaditaan tulkinta <”
seuraavasti.

<P=<Pu<©
U{(b,c)|VYaecAb<Pajac<®a}

U{(b,c) | Ja,a’ € A, a’ on alkion a viliton seuraaja jirjestyksessi <*

jaa<Bb,b<Bda,a<Ccc<a}
U{(b,c)|VaeAa<®b,ax<Cc}
U{(b,c) |Fac A, b<Bax<Cc)
U{(c,b) |Fac A,c<€a<Bb}

Talloin mallien B ja C malliin A kuulumattomat alkiot sovitetaan mallin A jirjestyksen
lomaan omia jérjestyksidin kunnioittaen siten, ettd kun mallin B alkio b ja mallin C alkio ¢ ovat
samassa suhteessa kaikkiin mallin A alkioihin, niin b <P ¢. Till6in <” on lineaarijirjestys ja sen
universumi on kahden &direllisen joukon yhdisteend direllinen. Nyt malli D kuuluu direllisten
lineaarijdrjestysten luokkaan ja B’, C’ uppoavat siihen siten, ettd alimalli A pysyy paikallaan.
Talloin malli D on haluttu amalgamaatio.

O

Osoitetaan sitten, ettd ddrellisille lineaarijarjestyksille saatava Fraissén raja on isomorfinen
rationaalilukujen kanssa.

Lause 6.5. Adrellisten lineaarijiirjestysten luokan Fraissén raja on isomorfinen rationaaliluku-
Jjen ja niiden tavanomaisen jdrjestyksen kanssa.

Todistus. Merkitddn malliksi Q rationaalilukujen joukkoa yhdessi tavanomaisen jérjestyksenséi
kanssa. Aikaisemmin esimerkissé 2.10 on todettu, ettd malli Q on lineaarijirjestetty ja esimerkis-
sd 2.4 on osoitettu malli Q numeroituvaksi. Edellisen lauseen todistuksessa on osoitettu lineaa-
rijarjestyksen olevan periytyvd ominaisuus. Siis jokainen mallin Q adarellisesti viritetty alimalli
on ddrellinen lineaarijérjestys, joten age(Q) on dérellisten lineaarijirjestysten luokan osajoukko.
Jokaisen direllisen lineaarijirjestyksen voi upottaa luonnollisten lukujen alkupitkéén ja siten
edelleen rationaaliluvuille, joten age(Q) on tdsmaélleen ddrellisten lineaarijarjestysten luokka.

Osoitetaan sitten mallin Q ultrahomogeenisuus. Olkoot A ja B sellaisia mallin Q &éarelli-
sid alimalleja, ettd A < B ja on olemassa upotus f: A < Q. Osoitetaan induktiolla joukon
|Dom(B)\ Dom(A)| koon suhteen, ettd kuvaus f voidaan laajentaa upotukseksi f': B — Q.

Perusaskel: Oletetaan, ettd A = B. Talloin upotusta f voidaan pitda upotuksena f”.

Induktio-oletus: Oletetaan, ettd kuvaus f: A — Q voidaan laajentaa upotukseksi f': B — Q,
kun [Dom(B)\ Dom(A)| = n.
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Induktioviite: Osoitetaan, ettd viite pitee, kun |Dom(B)\ Dom(A)| = n + 1. Induktio-
oletuksen mukaan kuvaus f voidaan laajentaa upotukseksi g: B\{b} — Q,kunb € Dom(B)\ Dom(A).
Laajennetaan sitten kuvaus g upotukseksi f': B — Q kuvaamalla alkio b siten, etti

jos b’ <8 b, niin g(b’) <2 f'(b) Vb’ € B\{b}

ja vastaavasti
jos b <B b’, niin f/(b) < g(b) Vb’ € B\{b}.

Téllainen f’(b) € Q on aina olemassa, silld rationaalilukujen lineaarijirjestys on tihed.
Siis Q on numeroituva ja ultrahomogeeninen malli, jonka ikd on &arellisten lineaarijérjes-
tysten luokka, joten se on isomorfinen Fraissén rajan kanssa. O

6.3 Adirelliset ryhmiit

Tarkastellaan lopuksi ddrellisten ryhmien sovellusta. Aluksi varmistetaan, ettd ddrellisten ryh-
mien luokalle on olemassa Fraissén raja toteamalla luokan perinndllisyys ja yhteinen upottavuus
sekd todistamalla luokan amalgamoivuus. Sitten médritellddn Hallin universaali ryhmi, joka on
Fraissén rajan kanssa isomorfinen.

Lause 6.6. Acrellisten ryhmien luokka on perinnéllinen ja yhteisesti upottava.

Todistus. Todetaan ensin luokan perinnéllisyys. Olkoon H ryhmi ja G sen alimalli. Nyt ¢ C
«H joten funktion # tulkinta aliryhmissi G on liitdnniinen. Jokaisella alkiolla g € G on
kidnteisalkio g~' € G ja vakio 1 kuuluu ryhméin G. Siis joukon G laskutoimitus on liitinniinen,
jokaiselle sen alkiolle on olemassa kidénteisalkio ja sithen kuuluu vakio 1. Alimalli G on tilloin
ryhma ja ddrellisten ryhmien luokka on perinndllinen.

Kun G ja H ovat ddrellisid ryhmii, ne uppoavat karteesiseen tuloon G X H, missi (g, h) *
(g, 1) =(g*c g, h+y h') kuvauksilla

f:G—> GxH, f(g)=(g 1n)
ja
ffH—GXxH,f'(h)=(lg, h).
Kahden aérellisen joukon karteesisena tulona G X H on direllinen ja titen dérellisten ryhmien
luokka on yhteisesti upottava. O
Amalgamoituvuuden todistus pohjautuu Neumannin artikkeliin [11].

Lause 6.7. Acrellisten ryhmien luokka on amalgamoiva.

Todistus. Olkoot G’, H' ja K’ direllisid ryhmié, joilla G’ < H’ ja G’ < K’. Valitaan ryhmille
G’, H' ja K’ sellaiset isomorfiset kopiot G, H ja K, ettdi H N K = G. Seuraavaksi valitaan
ryhméssd H ryhmén G oikea transversaali S € H (miiritelmi 3.10) ja vastaavasti ryhmissd K
ryhmin G oikea transversaali 7.

Koska ryhmét G, H ja K ovat ddrellisid, myos transversaalit S ja 7' ovat. Talloin ddrellisten
joukkojen karteesisena tulona joukko G X S X T on &drellinen, joten Sym(G X S X T') kuuluu
adrellisten ryhmien luokkaan. Osoitetaan, ettd timad symmetrinen ryhmé on haluttu amalgaami.

Mairitellddn jokaiselle 2 € H kuvaus ap: G X S XT — G X § X T siten, ettd

an(g,s,t)=(g',s', 1), missi g’s" = hgs.
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Vastaavasti médritelldén jokaiselle k € K kuvaus Sx: G X S XT — G X § X T siten, ettd

Bi(g,s,t)=(g",s,t"), missd g"”t" = kgt.

Kun g* € G, niin az(g,s,t) = (g',s',t), missd g’s” = g*gs ja koska g*,g € G, niin
g'g € G. Nyt S on ryhmén H transversaali, joten kullekin ryhmédn H alkiolle on olemassa
yksikdésitteinen esitys transversaalin ja aliryhmin G alkioiden tulona. Tilloin yhtdsuuruudesta
g's’ =g'gsseuraa g’ = g*gjas =s.Siis g (g,5,t) = (878, 5, 1).

Vastaavasti B+ (g, s,1) = (8", s,1”), missd g”t” = g*gt ja kuten edelld tilldin transversaalin
tuloesityksen yksikésitteisyydestd seuraa g” = g*g jat” = t. Siis S4+(g, 5,t) = (878, s, 1), joten
ag+ = B, kaikilla g* € G.

Osoitetaan, ettd jokaisella 2 € H kuvaus a@j on bijektio ja siten a; € Sym(G x § X T).
Koska kuvaukset ovat dérelliseltd joukolta itselleen, riittdd bijektiivisyyden osoittamiseksi todeta
kuvauksen injektiivisyys.

Olkoot h € Hja (g, s,t),(a,b,c) € (G xS xT) eri jonoja. Nyt

an(g,s,t) = (g',s',1), missd g's’ = hgs

ja
ap(a,b,c) = (a’,b’,c), missi a’b’ = hab.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd (g’,s’,t) = (a’,b’,c). Talloin g’ = a’, s = b" jat = c,
jolloin hgs = g’s’ = a’b’ = hab. Tasta seuraa gs = ab ja koska g,a € G sekd s,b € §, niin
tuloesityksen yksikisitteisyyden perusteella g = a ja s = b. Saadaan (g, s,t) = (a, b, c), mika
on ristiriita. Siksi kuvauksen aj, on oltava injektio ja dérellisten joukkojen vilisend kuvauksena
bijektio. Jokaisella 4 € H pitee, ettd @, € Sym(G X S X T). Kuvauksen B osoittaminen
bijektioksi tehdddn tdysin vastaavasti.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaukset

E: H— Sym(G xSxT), missd E(h) =
ja
F: K — Sym(G xS xT), missda F(k) = B

ovat upotuksia.
Osoitetaan ensin kuvaukset homomorfismeiksi.
Olkoot h, i’ € H, jolloin E(hh’) = apy . Télloin

anpw(g,s,t)=(g',s',t), missi g’s’ = hh'gs
ja
apoap(g,s,t)=an(g,s',t)=(g",s",t), missd g’'s’ = h'gs, g"s”" = hg's’ = hh'gs.
Siis
E(hh') = appy = apoay = E(h) o E(K).

Kuvauksen F' laskutoimituksen tulkinnan sdilyvyys todistetaan tdysin vastaavasti.

Osoitetaan vield homomorfismit E ja F injektioiksi. Todistuksen yleisyyttd menettamatta
voidaan olettaa, ettd 1 € Sjalg € T.Koska G onryhmien H ja K aliryhmd, niin 1z = 15 = 1.
Siis (1g,1g,1g) € G X S X T. Olkoot h, k' € H, missd h # h’. Nyt

ah(lG’ 1G’ 1G) = (g,’ S,, 1G) ja ah’(lG’ 1G’ 1G) = (g”’ S”’ 1G)’
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missd g's’ = hlglg = hjag = hlglg = h'.Jos (g',s',1g) = (g”,s”, 1g) pitisi, niin
g'=g"jas’ =s",jolloin h = g’s’ = g”s” = I, joka on vastoin viitettd. Siis kuvaus E on upotus
ja kuvaus F voidaan todistaa injektiiviseksi tdysin vastaavasti.

On todistettu, ettd H,K < Sym(G X S X T) ja todettu, ettdi E [ G = F [ G, joten
Sym(G X § x T') on haluttu amalgamaatio.

O

Esitetddn seuraavaksi esimerkki edellisen todistuksen kaltaisesta amalgamaatiosta. Merkin-
tojen selkeyttimiseksi ei kdytetd tdssd ryhmien isomorfisia kopioita, vaan tehdidin kuvauksien
aj, ja Bx midritelmiin pienet muutokset.

Esimerkki 6.8. Ryhmi Z3 uppoaaryhmiin Z¢ja Z>. Muodostetaan ndiden ryhmien amalgaami.
Olkoot p ja g upotuksia,

p: 23— Ze, missd p(0) =0,p(1) =2,p(2) =4

ja
q: Z3 — Zyp, missi q(0) = 0,q(1) =4,4(2) = 8.

Luodaan transversaalit S ja 7. Mallin Zg oikeat sivuluokat mallin Z3 upotuksen suhteen ovat
{0,2,4} ja {1,3,5} ja vastaavasti mallin Z, sivuluokat ovat {0,4,8},{1,5,9},{2,6, 10} ja
{3,7, 11}. Voidaan valita transversaaleiksi S = {0, 1} jaT = {0, 1, 2, 3}.

Joukossa (Z3 x S X T') on 24 alkiota. Muodostetaan kuvaukset ay, ja By seuraavasti.

an(g,s,t) = (g, s',t), missi p(g') +5" = h+p(g) +s
ja
Bi(g,s, 1) =(g",s,t"), missda p(g”)+s" =k +p(g) +t
kun s € Z6ja k € VALY

Nyt esimerkiksi @3(1,0,2) = (2,1,2),silla3+ p(1)+0=5=4+1 = p(2) + 1. Ryhmi
Sym(Z3 x S x T) on haluttu amalgaami.

Hall osoitti artikkelissaan Some constructions for locally finite groups [4], ettd on olemassa
numeroituvasti direton, paikallisesti ddrellinen ryhma, joka toteuttaa seuraavassa maaritelméssa
annetut ehdot, ja ettd tillainen ryhméa on isomorfiaan asti yksikésitteinen.

Niytetadn, ettd ddrellisten ryhmien Fraissén raja on isomorfinen Hallin universaalin ryhmén
kanssa. Seuraava méaaritelmé perustuu Hallin artikkeliin.

Mairitelmd 6.9. Numeroituvasti ddretontd, paikallisesti dédrellistd ryhmadd C, joka toteuttaa
seuraavat ehdot, kutsutaan Hallin universaaliksi ryhmdksi.

1. Jokainen ddrellinen ryhmé uppoaa ryhméin C.

2. Keskendin isomorfisten ryhmén C aliryhmien vililld on jokin sisdinen automorfismi, joka
kuvaa aliryhmit toisilleen bijektiivisesti.

Hall todistaa artikkelissaan [4] ryhmén C toteuttavan ominaisuutta 2 vahvemman ominai-
suuden:

3. Jokainen ryhmin C alimallien vilinen isomorfismi laajenee ryhmén C sisdiseksi automor-
fismiksi.
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Tdméa ominaisuus on ultrahomogeenisuutta vahvempi, joten Hallin universaali ryhmé on
aina myos ultrahomogeeninen.

Ryhmén C ikd on direllisten ryhmien luokka, silld jokainen ryhmén C aéarellisesti viritetty
alimalli on addrellinen ryhmai ja madritelmén mukaan jokainen direllinen ryhmi uppoaa Hallin
universaaliin ryhmién.

Hallin universaali ryhmi on isomorfinen ddrellisten ryhmien luokan Fraissén rajan kanssa,
silld se on ultrahomogeeninen, méadritelménsd mukaan numeroituva ja sen ikd on &drellisten
ryhmien luokka.
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