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Taman tyén aiheena ovat modulaariset ja distributiiviset hilat, ja lisédksi tydn alussa ka-
sitelladn hilateorian perusteita. Tassa tyéssa hila maaritelldén osittain jarjestettyna jouk-
kona, joten se maéaritelldadn tyén alussa. Lisaksi hilan maarittelemista varten esitellaan
kasitteet meet ja join. Hilaa havainnollistetaan esimerkein ja esitetddn muutamia tydn
kannalta hyddyllisia hilojen ominaisuuksia.

Tydsséa esitellaan hilatyypeistad tarkemmin modulaariset ja distributiiviset hilat ja ka-
sitellddn naiden valistd yhteyttd. Modulaaristen hilojen osalta tyén paatuloksena osoi-
tetaan, milloin hila on modulaarinen. Havaitaan my®s, etté distributiivinen hila on aina
modulaarinen. Distributiivisten hilojen osalta tyén paatuloksena todistetaan, milloin mo-
dulaarinen hila on distributiivinen.
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LYHENTEET JA MERKINNAT

IA

osittainjirjestys

N luonnolliset luvut, N = {0, 1,2,...}

Z. positiiviset kokonaisluvut, Z, = {1,2,3,...}
| jakorelaatio

P  potenssijoukko
c

osajoukkorelaatio
N leikkaus
U yhdiste
0 osittain jdrjestetyn joukon pienin alkio
1 osittain jirjestetyn joukon suurin alkio

inf  infimum eli joukon suurin alaraja
sup supremum eli joukon pienin yléraja
A meet

\Y% join

N5  viisikulmio

Mg timantti



1. JOHDANTO

1800-luvun lopulla seké Richard Dedekind ettd Charles S. Pierce ja Ernst Schoder kehittivit hilan
kisitteen samanaikaisesti eri tarpeisiin. Pierce ja Schoder kehittivét hilateoriaa tutkiessaan George
Boolen kehittimédd Boolen algebraa. Hilateorian voidaankin katsoa saaneen alkunsa Boolen di-
stributiivisista hiloista. Dedekind puolestaan esitteli modulaariset hilat, jotka ovat distributiivisista
hiloista laajempi hilaluokka. Ndiden kehitysaskelten jdlkeen hilateoria ei vield tehnyt ldpimurtoa
matemaattisessa yhteisossd, mutta 1930-luvulla se alkoi yleisesti kehittyd Garret Birkhoffin tyon

ansiosta. [1, s. Xix]

Hilat voidaan jakaa eri hilatyyppeihin, joista timén tyon aiheeksi valikoituivat modulaariset ja
distributiiviset hilat. Tyon alussa esitellddn osittain jdrjestetty joukko sekd késitteet meet ja join,
joitatarvitaan hilan maérittelemiseen Luvussa 3. Lisidksi tdssd luvussa esitelldan tydssd myohemmin
tarkedssd asemassa olevat hilat N5 eli viisikulmio ja Mg eli timantti ja muutamia tyon kannalta
oleellisia hilojen ominaisuuksia. Osittain jdrjestettyjen joukkojen sijaan hila voidaan miiritelld
myos algebrallisena rakenteena, joten tassi luvussa esitellddn my6s hilojen hyodyllisid algebrallisia
ominaisuuksia. Alaluvuissa 3.1 ja 3.2 méiritellddn my6s alihila ja hilaisomorfismi, jotka ovat

hyodyllisid késitteitd modulaaristen ja distributiivisten hilojen syvillisemméssd ymmértdmisessa.

Luvussa 4 paistiin tyon toiseen pddaiheeseen: modulaarisiin hiloihin. Mééritelldfin modulaarinen
hila ja todistetaan médritelmin avulla, ettd aiemmin esitetty hila N5 ei ole modulaarinen. Paétulok-
sena todistetaan, ettd hila on modulaarinen, jos ja vain jos silli ei ole alihilaa, joka on isomorfinen

hilan N5 kanssa.

Luvussa 5 tarkastellaan distributiivisia hiloja. Distributiivisen hilan méaritelmin nojalla osoitetaan,
ettd hilat N5 ja Mg eivit ole distributiivisia. Seuraavaksi todistetaan, ettd distributiivinen hila on
aina modulaarinen. Pdétuloksena todistetaan, ettd modulaarinen hila on distributiivinen, jos ja vain

jos silld ei ole alihilaa, joka on isomorfinen hilan Mg kanssa.

Tyon tavoitteena on tutustuttaa lukija hilateorian perusteisiin ja hilatyypeistd tarkemmin modulaari-
siin ja distributiivisiin hiloihin seki ndiden viliseen yhteyteen. Joukko-opin ja algebran kisitteiden
tunteminen auttavat lukijaa tydn seuraamisessa, mutta ndiden syvillinen ymmairrys ei ole tarpeen
silld tyosséd lahdetdan liikkeelle perusteista. Timén tyon paidldhteend on kdytetty B. S. Vatsan ja
S. Vatsan kirjaa Discrete mathematics [3]. Lisiksi luvuissa 3, 4 ja 5 on hyodynnetty otteita G. A.
Gritzerin kirjasta Lattice theory: foundation [1] sekd S. Romanin kirjasta Lattices and Ordered
Sets [2].



2. VALMISTELEVIA MAARITTELYJA

Hila voidaan méiiritelld joko osittain jirjestettynd joukkona tai algebrallisena rakenteena. Tdssa
tyossd hila méadritelladn osittain jirjestettyna joukkona, joten aloitetaan méaérittelemalld se Alalu-

vussa 2.1. Hilan méaritelmai varten esitelldin myos kisitteet meet ja join Alaluvussa 2.2.

2.1 Osittain jarjestetyt joukot
Tdmén Alaluvun Miéritelmad 2.1 ja Esimerkit 2.2-2.4 pohjautuvat lihteeseen [3, Luku 4.1].

Madiritelmi 2.1. Olkoon S epityhjd joukko, ja olkoon R joukon SxS epétyhjd osajoukko. Relaatiota
R sanotaan osittainjdrjestykseksi joukossa S ja paria (S, R) osittain jdrjestetyksi joukoksi, jos
seuraavat ehdot ovat voimassa relaatiolle R:

(1) Refleksiivisyys: (a,a) € R kaikillaa € S.

(ii) Antisymmetrisyys: Jos (a,b) € R ja (b,a) € R, niin a = b kaikillaa, b € S.

(iii) Transitiivisuus: Jos (a,b) € Rja (b,c) € R, niin (a,c) € R kaikillaa, b, c € S.

Osittain jdrjestettyd joukkoa voidaan kutsua posetiksi (engl. partially ordered set). Eniten kdytetty
symboli osittainjirjestykselle on < ("pienempi tai yhtésuuri kuin"), jolloin osittain jérjestettyd

joukkoa merkitdén (S, <). Havainnollistetaan seuraavaksi osittain jirjestettyd joukkoa esimerkein.

Esimerkki 2.2. Luonnollisten lukujen N joukossa relaatiolle < ovat voimassa seuraavat ehdot:

(i) a < a kaikilla a € N, joten < on refleksiivinen.
(ii) Josa < bjab < a,niin a = b kaikilla a, b € N. Siispd < on antisymmetrinen.
(iii) Josa < bjab < c,niina < c kaikilla a, b, ¢ € N. Siispéd < on transitiivinen.

Koska kaikki kolme ehtoa ovat voimassa, relaatio < on osittainjérjestys ja pari (N, <) on osittain

jarjestetty joukko.

Esimerkki 2.3. Olkoon S kokoelma joukkoja. Kokoelmassa S osajoukkorelaatiolle C ovat voimassa
seuraavat ehdot:

(i) A € Akaikilla A € §, joten C on refleksiivinen.

(i) Jos A € Bja B C A, niin A = B kaikilla A, B € §. Siispd C on antisymmetrinen.

(iii) Jos A C BjaB C C,niin A C C kaikilla A, B, C € S. Siispd C on transitiivinen.



Koska kaikki kolme ehtoa ovat voimassa, osajoukkorelaatio C on osittainjérjestys.

Esimerkki 2.4. Positiivisten kokonaislukujen Z, joukossa jakorelaatio | mééritellddn kaikilla

n,m € Z, seuraavasti:
n|m <= m=kn jollakin k € Z,.

Jakorelaatiolle | ovat voimassa seuraavat ehdot:

(1) a | a kaikilla a € Z,, joten | on refleksiivinen.
(ii) Josa | bjab | a,niin a = b kaikillaa, b € Z,. Siispd | on antisymmetrinen.

(iii) Josa | bjab | ¢, niin a | ¢ kaikilla a, b, ¢ € Z,. Siispd | on transitiivinen.

Koska kaikki kolme ehtoa ovat voimassa, jakorelaatio | on osittainjérjestys ja pari (Z,, |) on osittain
jarjestetty joukko. Joukon A = {2,4,6,8, 10,12, 14,16, 18,20} tapauksessa osittain jérjestetty
joukko (A, |) on esitetty Hasse-kaaviolla Kuvassa 2.1. Osittain jirjestetty joukko voidaan esittié

Hasse-kaaviolla, jossa alkiot on yhdistetty viivalla vilittomiin seuraajiinsa [3, Luku 4.3].
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Kuva 2.1. Joukon A = {2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20} jakojdrjestys esitettynd Hasse-kaaviolla.

2.2 Meet jajoin

Aloitetaan méérittelemaélld osittain jéirjestetyn joukon pienin ja suurin alkio. Méadritelmit 2.5-2.8
ja Esimerkki 2.9 pohjautuvat ldhteeseen [3, Luku 4.4].

Mairitelmi 2.5. Olkoon (A, <) osittain jérjestetty joukko. Jos on olemassa sellainen alkio a € A,

ettd a < x kaikilla x € A, niin alkio a on osittain jdrjestetyn joukon (A, <) pienin alkio.

Miaritelma 2.6. Olkoon (A, <) osittain jarjestetty joukko. Jos on olemassa sellainen alkio b € A,

ettd x < b kaikilla x € A, niin alkio b on osittain jirjestetyn joukon (A, <) suurin alkio.

Madritelmistd 2.5 ja 2.6 seuraa, ettd esiintyesséddn osittain jérjestetyn joukon pienin ja suurin al-
kio ovat yksikdsitteisid. Pienintd ja suurinta alkiota ei vilttimaittd ole olemassa jokaisessa osittain
jarjestetyssé joukossa [3, Luku 4.4]. Merkitddn osittain jirjestetyn joukon pieninti alkiota symbo-
lilla O ja suurinta alkiota symbolilla 1. Mééritelldén seuraavaksi osittain jédrjestetyn joukon ala- ja

yldraja sekd tarkennetaan ndiden madritelmat suurimpaan alarajaan ja pienimpéén yldrajaan.



Madéritelmi 2.7. Olkoon (A, <) osittain jérjestetty joukko, ja olkoon B € A. Alkio a € A on
joukon B alaraja, jos a < x kaikilla x € B. Joukon B suurin alaraja eli infimum (merkitidin inf B)

on joukon B alarajojen joukon suurin alkio.

Miaritelma 2.8. Olkoon (A, <) osittain jarjestetty joukko, ja olkoon B C A. Alkio b € A on
joukon B yldraja, jos x < b kaikilla x € B. Joukon B pienin yldraja eli supremum (merkitdin

sup B) on joukon B yldrajojen joukon pienin alkio.

Esimerkki 2.9. Olkoon A = {a, b, c,d, e, f, g, h} jirjestetty Kuvan 2.2 Hasse-kaavion mukaisesti.
Olkoon lisdksi B = {c,d, e, f, g}. Joukon B alarajoja ovat alkiot a ja b. Niistd kumpikaan ei ole
joukon suurin alaraja eli infimum, koska ne eivit ole verrattavissa. Joukon B yldrajoja ovat alkiot

g ja h,jakoska g < h, niin g on joukon B pienin yléraja eli sup(B) = g.
Madritellddn vield meet ja join, joita tarvitaan hilan méérittelemiseen. Mééritelmat 2.10 ja 2.11

pohjautuvat lihteeseen [3, Luku 4.6].

Miaritelma 2.10. Olkoon (A, <) osittain jirjestetty joukko, jaolkoota, b € A. Alkioparin {a, b} C

A suurin alaraja on meet, ja sille kiytetddn merkintdd a A b (luetaan "a meet b").

Suoraan Médritelmistd 2.10 seuraa, ettia A b < ajaa A b < b kaikillaa, b € A.

Mairitelmi 2.11. Olkoon (A, <) osittain jérjestetty joukko, jaolkoota, b € A. Alkioparin {a, b} C

A pienin yléraja on join, ja sille kéytetdén merkintdd a Vv b (luetaan "a join b").

Suoraan Madritelmastd 2.11 seuraa, ettia < aV bjab < aV b kaikillaa, b € A.

Esimerkki 2.12. Olkoon A = {a,b,c,d,e, f, g, h} kuten Esimerkissd 2.9. Otetaan joukosta al-
kiopari {e, f} C A. Hasse-kaaviosta ndhdién, ettd alkioparin meet e A f = d jajoine V f = g.
Vastaavasti voitaisiin ottaa esimerkiksi alkiopari {c, d} C A. Till6in join ¢ V d = e, mutta alkiopa-
rilla ei ole suurinta alarajaa, koska seké a ettd b ovat parin alarajoja, mutta ne eivit ole verrattavissa

keskendin.

Kuva 2.2. Osittain jdrjestetyn joukon (A, <) Hasse-kaavio, missi A = {a, b, c,d,e, f, g, h}.



3. HILAT

Madritelldan hila osittain jarjestettynd joukkona. Madritelma 3.1 ja Esimerkit 3.2 ja 3.3 pohjautuvat
lahteeseen [3, Luku 4.6].

Madéritelmi 3.1. Osittain jérjestetty joukko (L, <) on hila, jos jokaisella alkioparilla {a, b} C L

on olemassa meet ja join.

Hilalle voidaan kéyttda merkintdd (L, <), (L, A, V) tai vain L. Havainnollistetaan hilaa seuraavaksi

esimerkein.

Esimerkki 3.2. Olkoon £ (S) joukon S potenssijoukko. Esimerkin 2.3 perusteella tiedetdin, ettd
pari (P(S), C) on osittain jérjestetty joukko. Parin (P (), C) tapauksessa kaikilla A, B € § join ja

meet saadaan seuraavasti:

AVB=AUB,
AANB=ANB.

Selvisti P (S) on suljettu leikkauksen ja yhdisteen suhteen, joten osittain jdrjestetty joukko
(P(S)), ©) on hila. Joukon S = {1, 2, 3} potenssijoukon

P(8) = {2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {1.2,3}}

tapauksessa hilan (P (S)), ) Hasse-kaavio on esitetty Kuvassa 3.1.

{1,2,3}

SN

{1,2} {1,3} {2,3}

XA

{n {2 3
\ | /

Kuva 3.1. Osittain jérjestetyn joukon (P(S)), ) Hasse-kaavio, missi P (S) on joukon S = {1,2,3}
potenssijoukko.




Esimerkin 2.4 osittain jdrjestetty joukko (A,|) ei ole hila. Tarkastelemalla Kuvan 2.1 Hasse-
kaaviota voidaan havaita, ettd esimerkiksi alkioparilla {14,20} ei ole olemassa pieninti ylirajaa.
Koska jokaisella alkioparilla ei ole olemassa pienintéd yldrajaa, Méadritelmin 3.1 perusteella timi

osittain jdrjestetty joukko (A, |) ei ole hila.

Esimerkki 3.3. Kuvassa 3.2 Hasse-kaaviolla esitetty osittain jirjestetty joukko ei ole hila. Alkio-
parin {b, ¢} yldrajoja ovat alkiot d, e ja f, mutta joukossa {d, e, f} ei ole pienintd alkiota, joten
alkioparilla {b, c} ei ole pienintd yldrajaa. Alkioparin {d, e} alarajoja ovat alkiot a, b ja c, mutta
joukolla {a, b, c} ei ole suurinta alkiota, joten alkioparilla {d, e} ei ole suurinta alarajaa. Koska tés-
sd osittain jirjestetyssi joukossa jokaisella alkioparilla ei ole olemassa pieninti yldrajaa ja suurinta

alarajaa, se ei ole hila.

Kuva 3.2. Osittain jdrjestetty joukko, joka ei ole hila.

Esimerkki 3.4. Kuvassa 3.3 on esitetty kaksi osittain jarjestettyd joukkoa, jotka ovat hiloja. Kuvassa
3.3(a) on esitetty hila N5 eli viisikulmio ja Kuvassa 3.3(b) on esitetty hila Mg eli timantti.

1 1
a /
b a b ¢
c
\
0 0
(a) Hila N5 eli viisikulmio. (b) Hila Mg eli timantti.

Kuva 3.3. Kaksi osittain jdrjestettyd joukkoa, jotka ovat hiloja.

Seuraavaksi Lauseissa 3.5-3.7 esitellddn tamin tyon kannalta hyodyllisid hilojen ominaisuuksia.

Lause 3.5 ([3, Theorem 4.7.2.]). Hilassa (L, A, V) ovat voimassa seuraavat ehdot kaikillaa,b € L:

(i) a<bhb — arnb=a,

(ii) a<b — aVvb=h.



Todistus. Todistetaan kohta (i). Oletetaan, ettd a < b. Till6in a on joukon {a, b} alaraja. Koska
alkio a A b on joukon {a, b} suurin alaraja, niin a < a A b. Kuitenkin Miéritelmin 2.10 nojalla
a A b < a, joten antisymmetrisyyden nojalla a A b = a. Oletetaan seuraavaksi, ettd a A b = a.

Talloin Midritelmén 2.10 nojalla @ = a A b < b. Kohdan (ii) todistus menee vastaavasti. O

Lauseessa 3.6 esitetddn hiloille voimassa oleva duaalisuusperiaate, jota hyodynnetiin myohemmin

todistuksissa.

Lause 3.6 ([3, Definition 4.7.1.] Duaalisuusperiaate). Jos jokin lause on voimassa hilassa (L, A, V),
niin lause on voimassa myos, kun symbolit A kddnnetddn symboleiksi V ja vastaavasti symbolit V

kddnnetddn symboleiksi A kaikkialla lauseessa.

Algebralllisesti hila miéritelldén kolmikkona (L, A, V), joka toteuttaa kaikki Lauseessa 3.7 esitetyt

lait.

Lause 3.7 ([3, Theorem 4.7.1.]). Hilassa (L, A, V) ovat voimassa seuraavat lait kaikillaa, b, ¢ € L:

(i) vaihdannaisuuslait: a A\b=b ANajaaVb=>bV a,
(ii) liitdnndisyyslait: (a Ab) A\c=aA(bAc)ja(avb)Vec=aV (bVc),
(iii) absorptiolait: a A (aV b) =ajaaV (a Ab) =a,

(iv) idempotenttisuuslait: a Na=ajaaV a=a.

Todistus. Duaalisuusperiaatteen nojalla riittdé todistaa toinen tulos kussakin kohdassa.

(i) Midritelmén 2.10 nojalla a A b = inf{a, b} = inf{b,a} = b A a.

(i) Edelleen Maiiritelmén 2.10 nojalla
(a Ab) Ac=inf{a A b, c} = inf{inf{a, b}, c}.
Méiritelmin 2.7 nojalla tiedetdén, etti

inf{inf{a, b},c} < ¢
ja

inf{inf{a, b}, ¢} < inf{a, b}.
Lisiksi tiedetédn, ettd inf{a, b} < a ja inf{a, b} < b. Till6in saadaan
inf{inf{a, b}, ¢} < a,inf{inf{a, b}, c} < b ja inf{inf{a, b},c} < c,
misté seuraa, ettd inf{inf{a, b}, c} < inf{a, b, c}. Toisaalta

inf{a, b, c} < aja inf{a,b,c} < b,



joten inf{a, b, c} < inf{a, b}. Koska lisdksi inf{a, b,c} < c, niin saadaan inf{a, b, c} <
inf{inf{a, b}, c}. Ndin ollen antisymmetrisyyden nojalla inf{inf{a, b},c} = inf{a, b, c}.

Samoin voitaisiin osoittaa, ettd aA(bAc) = inf{a, b, c}, joten saadaan (aAb) Ac = aA(bAc).
(iii) Koska a < a V b, niin Lauseen 3.5 nojallaa A (a V b) = a.

(iv) Maiéritelmin 2.10 nojalla a A a = inf{a, a} = inf{a} = a.

O

Huomautus 3.8. Lauseista 3.5 ja 3.7 seuraa, ettd osittain jérjestetyssd joukossa (A, <) ovat voi-

massa seuraavat ehdot:

i) anc<bAc,kuna < b,

(i) ave<bVe,kuna <b

kaikilla a, b, ¢ € A. Tatd ominaisuutta kutsutaan monotonisuudeksi.

Todistus. Todistetaan kohta (i). Oletetaan, etti a < b. Tilloin Lauseen 3.5 kohdan (i) nojalla
a A b = a. Tarkoituksena on osoittaa, ettd nyt a A ¢ < b A ¢, joka Lauseen 3.5 kohdan (i) nojalla
vastaa yhtdlod (a Ac) A (b Ac) = aAc. Lauseen 3.7 kohtien (i), (ii) ja (iv) nojalla voidaan kirjoittaa

(anc)A(bAc)=(aAb)A(cAc)=aAc.
Kohdan (ii) todistus menee vastaavasti. ]
Lauseissa 3.9 ja 3.10 esitellddn vield kaksi timén tyon kannalta oleellista tulosta hiloille.
Lause 3.9 ([3, Theorem 4.7.6.]). Jokaisessa hilassa (L, A, V) on voimassa distributiivisuusepdyh-

tilo:
an(bVve)z(aAnb)V(aAc) 3.1

kaikilla a, b, c € L.
Todistus. Koskaa > a Abjaa > a A c,niin a on joukon {a A b, a A ¢} yldraja. Téstéd seuraa, ettd
azsup{a Ab,anct=(anb)V(aAc).
KoskabVvec>=b>aAbjabVc>c>aAc,niin samoin kuin dsken saadaan
bvcz=(aAb)V(aAc).
Nyt alkio (a A b) V (a A ¢) on joukon {a, b V c} alaraja. Niin ollen

aAN(bVvce)=inf{a,bVc} = (anb)V(aAc).



Lause 3.10 ([3, Theorem 4.7.7.]). Jokaisessa hilassa (L, A, V) on voimassa modulaarisuusepdyh-
tilo:
an(bVvce)z(aAnb)Ve (3.2)

kaikilla a,b,c € L, kun a > c.

Todistus. Oletetaan, ettd a > ¢, mistd Lauseen 3.5 nojalla seuraa a A ¢ = c. Koska kyseessa on

hila, distributiivisuus epayhtilo (3.1) on voimassa ja se sievenee muotoon

aN(bVc)=(anb)Ve.

3.1 Alihila

Madéritelma 3.11 ja Esimerkki 3.12 pohjautuvat ldhteeseen [3, Luku 4.10].

Mairitelmé 3.11. Olkoon (L, A, V) hila, ja olkoon M joukon L epityhjd osajoukko. Kolmikko
(M, A, V) onhilan (L, A, V) alihila, jos a A b,a VvV b € M kaikillaa,b € M.

Esimerkki 3.12. Olkoon S = {1, 2, 3} kuten Esimerkissi 3.2. Osajoukko
M ={2,{1},{3},{1,3}} € P(S)

on hilan (P (S), ©) alihila, koska joukko M on suljettu laskutoimistusten N ja U suhteen. Puolestaan
osajoukko

N ={2,{2},{1,2},{2,3}} € P(S)

ei ole hilan (P(S), C) alihila, koska {1,2} U {2,3} = {1,2,3} ¢ N.

Esimerkki 3.13. Olkoon L = {s,t,u, v, x, y} jirjestetty Kuvan 3.4 Hasse-kaavion yhtendisten vii-
vojen mukaisesti. Olkoon M = {s,u,v,x,y} C L. Katkoviiva Hasse-kaaviossa kuvastaa relaatiota
s < v. Hasse-kaaviosta ndhdéin, ettd hila (M, A, V) on hilan (L, A, V) alihila, koska joukko M on

suljettu laskutoimitusten A ja Vv suhteen.

N

1% X

\

\
\
\
\
\
\
\
\
\
N

Kuva 3.4. Hila (L, A, V) ja sen alihila (M, A, V), missd L = {s,t,u,v,x,y}jaM = {s,u,v, x, y}.

t u
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3.2 Hilaisomorfismi

Hilahomomorfismi ja hilaisomorfismi ovat hyodyllisié kisitteitd, kun verrataan kahta hilaa keske-

nidn. Miiritelmi 3.14 pohjautuu lihteeseen [3, Luku 4.12].

Miaritelma 3.14. Olkoot (L, A, V) ja (S, A, V') hiloja. Kuvaus f : L — S on hilahomomorfismi,

jos

flanb)=f(a)A f(D)

ja

flavb)=f(a)V' f(b)

kaikilla a, b € L. Jos kuvaus f : L — S on lisdksi bijektio, kyseessd on hilaisomorfismi.

Jos hilat (L, A, V) ja (S, A’, V") ovat isomorfisia ja kuvaus f : L — § on hilaisomorfismi, niin
as<b & f(a) < f(b),

kaikilla a,b € L, ja missd < ja <’ ovat hilojen osittainjérjestykset vastaavassa jirjestyksessi.
Tastd seuraa, ettd keskendin isomorfiset hilat voidaan esittdd samalla Hasse-kaaviolla vaihtamalla
alkioiden nimet. [3, Luku 4.12]

Esimerkki 3.15. Kuvassa 3.5 on esitetty kaksi hilaa, jotka ovat keskendidn isomorfisia. Nyt L =
{1,2,3,4,5,6} ja S = {s,t,u,v,w,x}. Kuvaus f : L — S on bijektio, kun f(1) = s, f(2) =1,
FB) =u, f(4)=v, f(5) =wja f(6) =x.

6 X
5/ w /

4 v
3/ u/

2 t
1/ s/
(a) Hila L (b) Hila S

Kuva 3.5. Isomorfiset hilat L ja S.

Esimerkki 3.16. Esimerkin 3.13 hila (M, A, V) on isomorfinen Esimerkin 3.4 hilan N5 eli viisikul-
mion kanssa. Nédiden hilojen Hasse-kaaviot on esitetty uudestaan vierekkdin Kuvassa 3.6. Tilloin
kuvaus f : M — Ns on bijektio, kun f(s) =0, f(u) =c, f(v) =b, f(x) =aja f(y) =1.
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y

1%

N a/l\
\/, C\O/

(a) Hila (M, A, V) (b) Hila N5

Kuva 3.6. Isomorfiset hilat (M, A, V) ja Ns.
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4. MODULAARISET HILAT

Luvussa 3 esiteltiin modulaarisuusepdyhtdlo (3.2), joka on voimassa kaikille hiloille. Otetaan nyt
kisittelyyn sellaiset hilat, joille on voimassa modulaarisuusepéayhtédlon yhtasuuruus. Mééritelma

4.1 pohjautuu ldhteeseen [2, s. 81].
Mairitelma 4.1. Hila L on modulaarinen, jos siind on voimassa modulaarisuuslaki:
aNn(bve)=(anb)Ve 4.1)

kaikillaa,b,c € L,kuna > c.

Duaalisuusperiaatteen (Lause 3.6) nojalla modulaariselle hilalle on voimassa myos a V (b A ¢) =
(aV b) Ackaikillaa,b,c € L,kuna < c.

Esimerkki 4.2. Hilassa (P (S), N, V) on voimassa AN (BUC) = (ANB)U(ANC) [2,s.81]. Jos
lisdksi C € A, niin A N C = C ja tdll6in yhtdlon oikeapuoli sievenee muotoon (A N B) U C. Niin
ollen havaitaan, etti hilassa on voimassa seuraava yhtilo:

AN(BUC)=(ANB)UC,

kun C C A, joka vastaa modulaarisuuslakia (4.1). Nédin ollen Maiiritelmén 4.1 nojalla hila

(P(S), N, U) on modulaarinen.

Esimerkki 4.3. Tyypillinen esimerkki ei-modulaarisesta hilasta on Kuvassa 3.3(a) esitetty vii-
sikulmio N5 [1, s. 109]. Todistetaan Maiiritelmén 4.1 avulla, etti N5 ei ole modulaarinen hila.

Tarkastellaan alkioita a, b, ¢ € Ns, jolloin a > c. Télloin saadaan
an(bVc)=arNl=a#c=0Vc=(anb)Vc.
Niin ollen yhtilo (4.1) ei ole voimassa ja viisikulmio ei ole modulaarinen hila.
Lause 4.4 ([2, s. 82]). Hila L on modulaarinen, jos ja vain jos
an(bV(arnc)=(@nb)V(aAnc) 4.2)

kaikilla a, b, c € L.
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Todistus. Oletetaan, ettd L on modulaarinen. Koska tiedetéddn, ettdi a > a A ¢, niin modulaarisuus-
lailla saadaan
aN(bV(anrc)=(aArb)V(aAc).

Oletetaan nyt, ettd hilassa L on voimassa yhtalo (4.2), ja ettd a, b, c € L siten, ettd a > c. Tilloin

a A ¢ = ¢ ja yhtilo (4.2) sievenee muotoon
aN(bVvce)=(anb) Ve,

mikd vastaa modulaarisuuslakia (4.1). Koska modulaarisuuslaki on voimassa, Miiritelmén 4.1

nojalla hila L on modulaarinen. O

Lause 4.5 ([1, Theorem 347. (ii)]). Modulaariselle hilalle L on voimassa
an(bVvcec)y=an((bAr(aVe))Ve)

kaikilla a, b, c € L.

Todistus. Aloitetaan yhtédlon oikealta puolelta. Tiedetéddn, ettd a vV ¢ > c, jolloin hydodyntamailla

modulaarisuuslakia (4.1) seki liitinndisyys- ja absorptiolakeja saadaan

aN((bA(ave)Vve)=an((aVe)A(bVc))
=(an(aVvc)AbVc)

=aAn(bVc).

Lause 4.6 ([3, Theorem 4.16.4.]). Modulaarisen hilan alihila on modulaarinen.

Todistus. Oletetaan, ettd (S, A, V) on modulaarisen hilan (L, A, V) alihila, ja ettd on olemassa
sellaiset alkiot a, b, c € S, ettd a > c. Nyt, koska S C L, niin a, b, ¢ € L. Lisiksi, koska hila L on
modulaarinen niin a A (b V ¢) = (a A b) V c. Tiedetiin, ettd joukko S on suljettu operaatioiden A
ja V suhteen, joten myos hilassa (S, A, V) on voimassa a A (b V ¢) = (a A b) V c. Niin ollen hila

(S, A, V) on modulaarinen eli modulaarisen hilan alihila on modulaarinen. O

Lause 4.7 ([2, Theorem 4.7 1)]). Hila L on modulaarinen, jos ja vain jos silld ei ole alihilaa, joka

on isomorfinen hilan N5 kanssa.

Osittain jérjestetyssd joukossa (A, <) vertailemattomuusrelaatio || méédritelldén seuraavasti:

x|y = x£Lyjax#y,

missd x,y € A.
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Todistus. Esimerkissd 4.3 todistettiin, ettd hila N5 ei ole modulaarinen, joten mikéén hila, joka on
isomorfinen hilan N5 kanssa ei ole modulaarinen. Lauseen 4.6 nojalla modulaarisen hilan alihila
on aina modulaarinen. Siisp4 hila, jolla on alihila, joka on isomorfinen hilan N5 kanssa, ei voi olla

modulaarinen.
Oletetaan nyt, ettd hila L ei ole modulaarinen. Téll6in on olemassa sellaiset alkiot a, b, ¢ € L, joille
on voimassa modulaarisuusepéyhtalo (3.2) ilman yhtdsuuruutta:

aN(bVvce)>(anb)Ve,

kun a > ¢. Merkitddn x = a A (b V ¢) jaz = (a A b) V c. Osoitetaan, ettd hilalla L on alihila

S ={x,b,z,x A b,x V b}, joka on isomorfinen hilan N5 kanssa. Jotta nédin on, seuraavien ehtojen

on oltava voimassa:
(1) zvVb=xVb,
(i) zAb=xAD,
(i) x || bjaz | b.

Jos ehdot (i)—(iii) ovat voimassa, alkiot x, b, z, x A b, x V b muodostavat Kuvan 4.1 mukaisen hilan.

xVb

XADb

Kuva 4.1. Hila S, missd S = {x,b,z,x A b,x V b}.

Alkioiden z ja x médritelmien ja Lauseen 3.7 nojalla voidaan kirjoittaa

zvVb=[(anb)Vvc]Vb

=(anb)V(cVDb) (Lause 3.7 (ii))
=(anb)V(bVc) (Lause 3.7 (i))
=[(anb)Vvb]Vc (Lause 3.7 (ii))
=bVec (Lause 3.7 (iii))
>an(bVc)=x. (Maéritelma 2.10)

Néin ollen monotonisuuden nojalla saadaan

zVb=zVvV(bVvb)=(zVb)Vb=xVbh.
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Alkioiden x ja z madritelmien sekd liitdnndisyys- ja absorptiolakien avulla voidaan kirjoittaa myos
xAb=lan(bVc)|Ab=aAn[(bVc)Abl=aAb<(aAb)Vc=z.
Niin ollen monotonisuuden nojalla saadaan
xXAb=xANbADb)=(xAb)Ab<zZAD. 4.3)

Toisaalta kuitenkin on voimassa x > z, jolloin monotonisuuden nojallazVvVb < xVbjaxAb > zAb.
Ndin ollen antisymmetrisyyden nojallaz V b = x V b jax A b = z A b. Osoitetaan vield, ettd x || b

ja z || b. Tarkastellaan, mitd seuraa, jos kyseiset alkiot ovat verrattavissa:

e Josbh < x,niinb < x=aA(bVc) < a. Koska lisiksi ¢ < a, niin a > b V ¢, jolloin

x=aA(bVc)=bVcjaz=(aAb)Vc=>bVc. Niinollen x = z, miké on ristiriita.

e Josz < b,niinc < (aAb)Vc =z < b.Koska lisiksi ¢ < a, niin ¢ < a A b, jolloin

x=aA((bVc)=aAbjaz=(aAb)Vc=aAb.Niin ollen x = z, miki on ristiriita.
e Josx < b, niin z < x < b, miki on epdtosi toisen kohdan perusteella.
* Jos b < z,niin b < z < x, miké on epétosi ensimmadisen kohdan perusteella.
Koska kaikki ehdot (i)—(iii) ovat voimassa, niin alihila S on isomorfinen hilan N5 kanssa. ]

Esimerkki 4.8. Lauseen 4.7 nojalla Esimerkin 3.13 hila (L, A, V) ei ole modulaarinen, koska silld

on alihila (M, A, V), joka on isomorfinen hilan N5 kanssa.
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5. DISTRIBUTIIVISET HILAT

Luvussa 3 esiteltiin distributiivisuusepdyhtilo (3.1), joka on voimassa kaikille hiloille. Otetaan nyt
kisittelyyn sellaiset hilat, joille on voimassa distributiivisuusepayhtilon yhtasuuruus. Mééritelma
5.1 pohjautuu ldhteeseen [3, Luku 4.15] ja Esimerkki 5.2 ldhteeseen [2, s. 81].

Miaritelma 5.1. Hila (L, A, V) on distributiivinen, jos siind on voimassa distributiivisuuslaki:
aN(bvec)=(aAnb)V(ahc) 5.1

kaikilla a, b, c € L.

Duaalisuusperiaatten (Lause 3.6) nojalla distributiiviselle hilalle L on voimassa my0s aV (b Ac) =
(avb)A(aVc)kaikillaa, b, c € L.

Esimerkki 5.2. Kuten Esimerkissi 4.2 havaittiin, kaikilla A, B, C € P(S) leikkaukselle ja yhdis-

teelle on voimassa seuraava yhtilo:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

joka vastaa distributiivisuuslakia. Ndin ollen Mééritelmén 5.1 nojalla hila (#(S), N, U) on distri-

butiivinen.

Esimerkki 5.3. Kaksi tyypillistd ei-distributiivista hilaa ovat viisikulmio N5 ja timantti Mg [1, s.
109]. Ndiden Hasse-kaaviot on esitetty Kuvissa 3.3(a) ja 3.3(b). Todistetaan Mééritelmén 5.1 avulla,
ettd ndmi eivit ole distributiivisia hiloja. Tarkastellaan ensin viisikulmiota Ns ja tarkastellaan

alkioita a, b, ¢ € Ns. Aloitetaan yhtilon (5.1) vasemmasta puolesta:
an(bVec)=aAl=a#+c=0Vc=(anb)V (aAc).

Niin ollen yhtéld (5.1) ei ole voimassa ja viisikulmio ei siten ole distributiivinen hila. Tarkastellaan

seuraavaksi timanttia Mg ja alkioita a, b, c € Mg. Tdlloin saadaan:
an(bVve)=anl=a#0=0v0=(aADb)V(aAc).

Niin ollen yhtilo (5.1) ei ole voimassa ja timantti ei siten ole distributiivinen hila.
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Lause 5.4 perustuu ldhteeseen [3, s. 106].
Lause 5.4. Distributiivisen hilan alihila on distributiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd (S, A, V) on distributiivisen hilan (L, A, V) alihila, ja ettd a,b,c € S.
Koska § C L, niin a,b,c € L. Lisdksi, koska hila L on distributiivinen, niin a A (b V ¢) =
(a A b) V (a A c). Tiedetéin, ettd joukko S on suljettu operaatioiden A ja V suhteen, joten myos
hilassa (S, A, V) on voimassaa A (b V ¢) = (a A b) V (a A ¢). Niin ollen hila S on distributiivinen

eli distributiivisen hilan alihila on distributiivinen. ]
Lause 5.5 ([3, Theorem 4.16.1.]). Jokainen distributiivinen hila on modulaarinen.

Todistus. Oletetaan, ettid (L, A, V) on distributiivinen hila, jolloin kaikilla a, b, ¢ € L on voimassa
distributiivisuusyhtélo (5.1). Oletetaan, etti a > c, jolloin a A ¢ = ¢ ja yhtdlo (5.1) sievenee

muotoon
anN(bVvce)=(anb)Ve,

mika vastaa modulaarisuusyhtdlod (4.1). Ndin ollen jokaiselle distributiiviselle hilalle on voimassa

modulaarisuusyhtélg, joten jokainen distributiivinen hila on modulaarinen. O

Lauseen 5.5 mukaan jokainen distributiivinen hila on modulaarinen. Jokainen modulaarinen hila
el kuitenkaan ole distributiivinen. Lauseessa 5.6 esitelldian ehto sille, milloin modulaarinen hila on

distributiivinen.

Lause 5.6 ([1, Theorem 102. (ii)]). Modulaarinen hila L on distributiivinen, jos ja vain jos silld ei

ole alihilaa, joka on isomorfinen hilan Mg kanssa.

Todistus. Todistus pohjautuu ldhteeseen [2, Theorem 4.7 2)]. Jos modulaarisella hilalla L on
alihila, joka on isomorfinen hilan Mg kanssa, se ei voi Lauseen 5.4 nojalla olla distributiivinen,
koska kyseinen hila ei ole distributiivinen. Oletetaan nyt, ettd hila L on modulaarinen, mutta ei
distributiivinen. Tédlloin hilassa L on voimassa modulaarisuusyhtilo (4.1) ja joillakin a, b,c € L

on voimassa distributiivisuusepayhtilo ilman yhtdsuuruutta:

aN(bVvc)>(anb)V(aAhc).
Merkitddn x = a A (b V ¢)jaz = (a Ab)V (a A c). Kéytetddn titd epiyhtdlod poissulkemaan
tiettyjd suhteita alkioiden a, b ja c vililld. Eritoten seuraavat suhteet pitdi olla voimassa:

(i) Alkioiden a, b, c taytyy olla eri suuria,
(i) a£cjaa£b,
(iii)) Molemmat a > ¢ ja a > b eivit voi olla voimassa,

@iv) b c,
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missé relaatio || on mééritelty samoin kuin Lauseen 4.7 todistuksessa. Jos a = b, niin absorptiolain
nojallax = a A (a V ¢) = a ja idempotenttisuus- ja absorptiolain nojallaz = (a Aa) V (a A ¢) =
aV (a A c) = a,jolloin x = z, mikd on epéitosi. Samoin voidaan osoittaa, ettd kaikki alkiot a, b, ¢

ovat eri suuria.

Jos a < ¢, niin Lauseen 3.5 ja absorptiolain nojallaz = (a Ab) V(aAc) = (a Ab) Va = a. Lisdksi
Maéritelmén 2.10 nojallax = a A (b V ¢) < a = z. Tiedetéin kuitenkin, ettd x > z, joten a % c.

Samoin voidaan osoittaa, etti a ﬁ b.

Jos a > ¢ jaa > b, niin Lauseen 3.5 nojalla z = (a A b) V (a A ¢) = b V c. Mééritelmén 2.10
nojalla tiedetddn my0s, etti x = a A (b V ¢) < b V ¢ = z. Tiedetidén kuitenkin, ettd x > z, joten

molemmat a > ¢ ja a > b eivit voi olla voimassa.

Jos b < ¢, niin Lauseen 3.5 ja Midritelmin 2.11 nojallax = aA(bVc) = anc < (anb)V(aic) = z.
Kuitenkin tiedetddn, ettd x > z. Joten b j{ c. Jos b > ¢, niin Lauseen 3.5 ja Maéritelmén 2.11
nojallax =aA(bVc)=aAb < (aAb)V (aAc) =z Tiedetddn kuitenkin, ettd x > z. Ndin

ollen b || c.
Alkioiden a, b, ¢ vilisille suhteille on olemassa vield kaksi mahdollisuutta:

v) a>c,al|l b,b || c(tai symmetrisestia || c,a > b, b || ¢),
i) allcall b,b |l c.

Kohdan (v) tapauksessa olisi voimassa @ > c, jolloin hilan L modulaarisuudesta seuraa
x=aA(bVvc)=(aAnb)Vc=(aAb)V(aAc)=z,

mikd on epdtosi, koska x > z. Néin ollen kohta (v) ei ole voimassa, joten kohdan (vi) on oltava
voimassa.
Mairitelldaan seuraavat alkiot:

p=(anb)yVv(anc)Vv (bAc),
g=(avb)yA(ave)A(bVeo),

u=(anq)Vp,
v=(bAgq)Vp,
w=(cAg)Vp.

Taytyy osoittaa, ettd ndmi alkiot muodostavat hilan L alihilan S, joka on isomorfinen hilan Mg
kanssa. Jotta ndin on, seuraavien ehtojen tiytyy olla voimassa:

1. kaikki alkiot p, g, u, v, w ovat eri suuria,

2. alkio p on joukon S pienin alkio ja g on joukon S suurin alkio,

3. p=uAvV=uAw=vAwWw,
4. g=uvVv=uvVvw=vVw,
5

cullvou || w,v || w.
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Jos nimé ehdot ovat voimassa, alkiot p, g, u, v ja w muodostavat Kuvan 5.1 mukaisen hilan.

q

u

AN
/

/
N

Kuva 5.1. Hila S, missi S = {p,q,u,v,w}.

p

Todistuksessa hyodynnetiddn Lauseen 3.7 kohtia (i)—(iv). Alkioiden p ja ¢ mééritelmistd ndhdéan,
ettd p < ¢. Osoitetaan seuraavaksi, ettd p # ¢. Alkioiden g ja x miiritelmien avulla voidaan

kirjoittaa

anNg=aAn[(avb)A(aVc)A(bVc)]

=lan(avb)A(aVe)A(bVc) (Lause 3.7 (ii))
=lan(aVve)AbVc) (Lause 3.7 (iii))
=aAn(bVc) (Lause 3.7 (iii))
=x.

Toisaalta alkion p miiritelmin avulla voidaan kirjoittaa

anp=aAr[(anb)V(arc)V (bAc)]

=an[[(bAc)V(aAb)]V(aAc)] (Lause 3.7 (i), (ii))
=lan[(bAc)V(aAb)]]V(anc) (modulaarisuuslaki,a > a A ¢)
=[[an(bAc)]V(anb)]V(anc) (modulaarisuuslaki, a > a A b)
=lan(bAc)]V](@aAb)V(aAc)]. (Lause 3.7 (ii))

Koska (aAb)V(anc)z(anb)A(aAc)=[(anb)ra] Ac=(aAb)Ac=aA(bAc),niin
Lauseen 3.5 nojalla

aAp=(anb)V(ahnc)=z.

Koska x > z,niina A g > a A p, josta seuraa p < g. Osoitetaan nyt, ettd u A v = p. Alkioiden u ja

v madritelmistd saadaan
unv=[anq)VvplA[(bAg)Vp]. (5.2)
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Hyo6dyntimaélld modulaarisuuslakia (4.1) saadaan yhtilo (5.2) muotoon

uhAv=_[[(arhg)VplAbAg]VDP (modulaarisuuslaki, (a A g) V p = p)
=[lgAhn(avp)lAbArg)]Vp (modulaarisuuslaki, g > p)
=[[ghbAg]A(aVvp)]Vp (Lause 3.7 (ii), (1))
=[(bAag)A(aVp)]VDp (Lause 3.7 (i), (ii), (iv), (i))
=[bA[gA(aVp)]]VDp (Lause 3.7 (ii))
=[bA[(gha)VpllVp (modulaarisuuslaki, g > p)
=[[pV(gAra)] Ab]Vp (Lause 3.7 (1))
=[pVv(gAra)]A(bVp) (modulaarisuuslaki, p V (¢ A a) = p)
=[(bVvp)A(ang)]Vp, (modulaarisuuslaki, b V p > p) (5.3)

missi nyt

bvp=bVv[(aAb)V(airc)V (bAc)]

=bV[(aAnb)V(bAc)V(aAc)] (Lause 3.7 (i))
=[bV(aAnb)V(bAc)]V(aAc) (Lause 3.7 (ii))
=[bVv(bAc)]V(aAc) (Lause 3.7 (iii))
=bV(aAc) (Lause 3.7 (iii)) (5.4)

ja kuten aiemmin saatiina A ¢ = a A (b V ¢). Sijoittamalla tima ja (5.4) yhtidloon (5.3) saadaan

uANv=[[bv(anrc)Alan(bVvc)]lVvp
=[[an(bVc)]A[lanc)Vb]]Vp (Lause 3.7 (i))
=lan[(bVvc)An[(anc)VDb]]]Vp. (Lause 3.7 (ii))

Koska a A ¢ < ¢, niin monotonisuuden nojalla (a A ¢) Vb < b V ¢, jolloin Lauseen 3.5 nojalla
(bve)A[(anc)Vb]=(anc)Vb. Tilloin saadaan

uAv=[aA[(aAc)VDb]]Vp.

Hyodyntdmaélld ensin vaihdannaisuuslakia ja sitten modulaarisuuslakia, kun a > a A ¢, ja lopulta

alkion p mééaritelmai, saadaan

uAv=[an[bVv(aAc)]]Vp
=[(aAnb)V(aAc)|Vp

=[(anb)V(anc)]VIaAb)yVv(arc)V(bAc)].

Madritelmén 2.11 nojalla (a Ab) V (aAc) < (aAb)V(aAc)V (bA:c),jolloin Lauseen 3.5
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nojalla

uAv=_(@Ab)yv(anc)Vv(bAc)=p.

Samoin voitaisiin osoittaa, ettiu Aw =v Aw=psekd,ettiu Vv=uvVw=vVw=gq.

Liséksi piti osoittaa, ettd alkiot p, g, u, v ja w ovat eri suuria. Josu = v,niinp =uAv=uVv =g,
mikd on epitosi, koska aiemmin niytettiin, ettd p < g. Samoin voidaan havaita, ettd u # w ja
v # w, joten alkiot u, v ja w ovat eri suuria. Jos u = ¢, niinu = u Vv jau = u V w, joista seuraa,
ettd v < u jaw < u. Ndistd puolestaan seuraa, ettd v = v Au = w Au = w, mikd on epatosi. Samoin
voidaan néyttdd, etti v # g jaw # g.Jostaasu = p,niinu = u A v jau = u A w, joista seuraa, etti
v > ujaw > u. Niistd puolestaan seuraa, etti v =v Vu = w V u = w, miké on epéitosi. Samoin
voidaan niyttdd, ettd v # p jaw # p. Niin ollen alkiot p, g, u, v ja w ovat eri suuria. Samalla on

néytetty myos, ettd u || v jau || w. Samalla tavalla voitaisiin osoittaa, ettd v || w.

Niin ollen kaikki alkioita p, g, u, v ja w koskevat ehdot 1.-5. ovat voimassa, joten kyseiset alkiot

muodostavat hilan Mg kanssa isomorfisen hilan L alihilan. L]

Lause 5.7 ([2, Theorem 4.7 2)]). Hila L on distributiivinen, jos ja vain jos silld ei ole alihilaa,

Jjoka on isomorfinen hilan Ns tai hilan Mg kanssa.

Todistus. Jos hilalla L on alihila, joka on isomorfinen hilan N5 tai hilan Mg kanssa, se ei voi olla
distributiivinen, koska kyseiset hilat eivit ole distributiivisia. Jos hila L on distributiivinen niin
Lauseen 5.5 nojalla se on myos modulaarinen. Tdlloin Lauseen 4.7 nojalla hilalla ei ole hilan Nj

kanssa isomorfista alihilaa eikd Lauseen 5.6 nojalla hilan Mg kanssa isomorfista alihilaa. O

Esimerkki 5.8. Olkoon L hila, jonka Hasse-kaavio on esitetty Kuvassa 5.2. Hila L on modulaa-
rinen, koska silld ei ole alihilaa, joka olisi isomorfinen hilan N5 kanssa. Hila L ei kuitenkaan ole

distributiivinen, koska silld on alihila A = {b, d, ¢, f, g}, joka on isomorfinen hilan Mg kanssa.

d/e f
\

a

Kuva 5.2. Modulaarinen hila, joka ei ole distributiivinen.
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6. YHTEENVETO

Tamédn tyon tavoitteena oli tutustuttaa lukija hilateorian perusteisiin ja hilatyypeistd erityises-
ti modulaarisiin ja distributiivisiin hiloihin. Tyon alussa osittain jarjestetty joukko maédériteltiin
joukkona, joka on varustettu relaatiolla, joka on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen.
Seuraavaksi madriteltiin, ettd osittain jirjestetyn joukon alkioparin suurin alaraja on meet ja pie-
nin yléraja on join. TAmén jilkeen hila méiiriteltiin osittain jarjestettyné joukkona, jossa jokaisella
alkioparilla on olemassa meet ja join. Hilan miirittelemisen jilkeen Luvussa 3 esiteltiin tyossa
myohemmin oleelliset hilat N5 eli viisikulmio sekd Mg eli timantti. Tamén jilkeen todistettiin, ettd
hilalle ovat voimassa seuraavat algebralliset ominaisuudet: vaihdannaisuus, liitannaisyys, absorp-
tio ja idempotenttisuus. Todistettiin myds, ettd jokaisessa hilassa ovat voimassa distributiivisuus-

ja modulaarisuusepayhtilot.

Ty0ssd esiteltiin modulaarisen ja distributiivisen hilan méiéritelmét ja perehdyttiin ndiden viliseen
yhteyteen. Modulaarinen hila méériteltiin hilaksi, jonka alkiot toteuttavat modulaarisuuslain. Mo-
dulaaristen hilojen osalta tyon paituloksena todistettiin, ettd hila on modulaarinen, jos ja vain jos
silld ei ole alihilaa, joka on isomorfinen viisikulmion kanssa. Vastaavasti distributiivinen hila maa-
riteltiin hilaksi, jonka alkiot toteuttavat distributiivisuuslain. Todistettiin, ettd distributiivinen hila
on aina modulaarinen. Tamén jilkeen distributiivisten hilojen osalta tydn péaatuloksena todistettiin,
ettd modulaarinen hila on distributiivinen, jos ja vain jos silld ei ole alihilaa, joka on isomorfinen
timantin kanssa. Pddtuloksista paistiin tulokseen, ettd hila on distributiivinen, jos ja vain jos silla

ei ole alihilaa, joka on isomorfinen viisikulmion tai timantin kanssa.
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