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T1IVISTELkA

Liitosten ja halkeamien sauvurukenteisiin siheuttamien
lisiimuodonmuutosten, ja yleens#d siis ei-monoliittisten
rakenteiden kimmoisten muodoumuutosten laskeminen on

periaatteeltaan melko selvid ja yksinkertainen asia: ra-

xenteen teknillisen teivutusopin mukaisiin

eiirtymiin lis#td8n superpositioperiaatteella epéjatku-
vuuskohdan aiheuttamien hZiridmuodonmuutosten vaikutus,
Jjotka lisémuodonmuutokset ovat epZjatkuvuusxohdassa vai-
kﬁttavien rasitusten, yleensd momentin ja normealivoiman
Tunktioita. ja jotka voidaan tulkita ﬂesxlttynclﬁs1 pls—
temdlsestl epagatkuvuuskontdan. Kts. /1/.

Sen sijaan vaikeuksia on tuottanut n#iden hiiritsuurei-
den numeerinen laskeminen eri poikkileikkaus-, liitos-
Ja kuormitustyypeille. T&m&n tyon on tarkeoitus ?oistaa
kyseirnen vaikeus suorakaidepoikkileikkaukxsisen, momern-
tin ja‘puristavan normaalivoimanrkuormittaman rakenteen
vetoakestémétfbmén liitoksen osalta, joka 1ienee'raken-
nustekniikan kannalta tdrkein epédjatkuvuuskohdan hédiric-
muodonmuutostyyppi (tiili— Ja kivirakenteiden saumat,
betonin halkeamat).

Mainitun héiridtilan siirtymdvaikutuksen leskeminen siir-
tymdparametritaulukoiden (ss. 129 - 167) tai likiarvo-
funktiomallin (ss.105 - 107) avulla on selitetty lyhy-

esti kohdassa ‘Yhteenveto’(ss.114 - 116).
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Tédmd diplomitys on tehty Talipereen tekrillisessd korkea-
xoulussa professori Herman Parle:ndin johdolla, jolle ha-
lﬁan ¢s1ttd8 parhaat kiitokseni erittidin asiantuntevasts
Ja arvokkaasta avusta ja ohjaustyasté, Jota olen saanut
tdtd tyctd tehdesséni. Tytn texoaika on venynyt valitet-
tavasti erittdin pitkiiksi, ositiain siksi, ettei perus-
tutkimuksessa aina voida aloitettaessa tletaaE mitd mut-
£ia Ja kompastusx1v1q, tai uusia nakoxulmla, tutxltta-A‘
vassa asiassa tulee ilmenemédn, mutta eniten siksi, ettd
alﬁupcralsen alplomltyon eli siirtymémenetelmin, jonka
thelmat on ajettu v. 1978, tulckset olivat ristiriidas-
sa aiheesta aiemmin voimamenetelmidlli tehdyn;A#irLeelli-
seksi osoittautuneen tutximuksen Kanssa. Samasta syystd,

tieteellisen todenperdisyyden vermistamiseksi, tyotd oli

laajénnet%ava aineeltaan ja tyomddrdl tden yli alkuperiis
ten puitteiden. Kun monet insinssrit. ovat tyottoming, on
Joutunut myde eparsimién, jHttisks tyotd késistésn, jos
edlstysaskelet tietokonetekniikassa ovat samalla. taraon-
neet ‘mahdollisuuksia tulosten parantamiseksi.

Esitén kiitokseni my&s Juhani Jédmiglle, joka'&n'Suoritta—
nut ATK-teknillisti erikoisasiantuntemusta edellyttaneen
Pontrgaglnln dlfferentlaal1yhtaloryhman operaattorideter-
minantin juurien numeerisen ratkaisun, Jarmo Aholle, joka

n puhteaksipiirtényt useimmat ciplomityon xuvista se&a

Risto ullvenn01se11e, joka on antanut arvoxﬁdlta.neuvoga
joissakin kiperimmissd matematiikan kysymyksissi. Laékeﬁ-
takeskuksen henkiltkuntas kiitzn nyvésty yhteistoimihﬁés—

ta, vaikka paljon tietokoneaixag nielleet ajoni ovat var-




maan'aiheuttaneet si11oin té11%in ongelmia tietokornecen
muille kiyttdjille.

Tédmd tyo kuuluu osana TTXK:n rakenhusstatiikan laitok-
sélla'suoritettaviin ei-monoliittisten rakenteid
tiikkea kisitteleviin butkimuksiin ja se on teity osit-
téin.Suémeﬁ Aketemian rehoituksella.

/.

Tampereella elokuussa 1981 . N
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"Risto Koivula
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Tamén dlplomlb..n tarkOltuksena oli alun perln selv1ttaa

sii n-ollrtym cneteimda tal elementtlmenetelmaa k:Jttaen.

niistE al&lmmalren os01ttautu1 tark01tukseen huonostl

coveltuvak31 donuuen halkeaman muoaonmuutossuurelaen e-

pallnea°rlseata luonteesta Ja. suurista JdunltyshulPUISta

seka tusennan luonueesta (tuntematon halkeaman nousunor—
xeus). 011s1 pltanyt olla kdytettdvissd 1ter01va element-

tlmenetelma, jossa ohJelma tihentéa automaattisesti ele-

menttlverkon oikeisiin kohtlln Jja iteroi kuormltuks >sta

“11ppuvalsen tuennan valkuuuksen muodonmuutok311n. Sel—

laista ondelmlsuoa el alnakaan tuolloin ollut olcmassa.

_Detonllle cn tyypllllsta suhteelllsen Korkea purlgtuslu—

Juus Ja pieni veuoluguus. Jo varsin plenet Jannltykuet

[

: vllttavat vetoluduuden, 301101n rakenteeseen muouostuu‘:'

halkeama. Halxeaman kohdalle palkln (kaaren, laatan, p1-

larln) ta1pumav11vaan muodostuu Kulmakohta, Ja pal&kl

'venyy pltuussuunnassa. Halkeaman alheuttaneet vetogannl—

tykset hav1avat halkeaman: kohdalla Ja talvutetun paixln

purlstbttuun reunaan halkeaman kohdalle muodostuu terava

V’Jannltyshulppu. u51Jann1tttamattoman terasbetonlpalkln

nuodonmuutoskayttaytymlnen p01xxeaa léhes alna ns. Ber-
noullln hypoteesille perustuvasta teknillisesty tdlvutuSQ
teoriasta, silid betoni p1a°t1s01tuu vedetylla reqnalla
daPSOttalbeStl je menettii vetoluJuuttaan Jo ennen Kuln

°elVaSt1 hava1ttav1a halkeamla aukeda.

alkeamien aiheuttamien muqdonmuutosfén_sElViﬁtémiseksi

?La"1en valfu usta terasbetonlrakenteen muodonmuutox-

AR i g g -




on nogzuduttava teoriaun ei- monoliitiisten rukenteiden
kimmoisesta kéyttaytymlsesta, Jota professori’?arland

on kehittiényt teoksessa /1/.

huiﬁitussa teoksessa on osoitetiu, etts el—monolii££JSen
. . t

rekenteen muodonmuutokset voidaan Jjakaa toisaalta teknil-

lisen taivutusopin mukaiseen vastaavan moncliittisen ra—.
’ A(:

kenteen siirtymétilaan, toisaalta rakenteen epaJdtkuvuus—

kohtien (halkeamieﬁ,liitosten,saumojen) aiheuttamean li-

s&€- ell h83iricsiirtymédtilaan.Hdiristila voiduean puoles«

taan palauttaa muodollisesti teknillisen talvutusopln-

yhteyteen ns. llrear1301tu3en saumadeformaatlolden avul-'

la,gotka ovat saumassa vaikuttavien momentln Jja normdall-

v01man funktioita. Saumadeformaatiot puolestaan ovat ldu-

cuttav1ssa siirtymidparametrien avulla,’ Jotka ovat ainoas-

taan suhteellisen halkeamavélin (halkeamavélin puOlikkaan
sﬁhde puristetun reunan etéisyyteen painopisteakselista)
ja uhteelllsen epdkeskisyyden (kuorml;uAsen recultantln
pulnoplste etdisyyden suhde syd&nkuvion reunan palnopls-
te-etiiisyyteen) funktioita méirdtyn muotoiselle poikki- -
leikkéukselle, joka on osittain tai kokonaahvvéfdékesté-

m&ton.

Téméﬁ tutkimuksen eihetta on muutettu alussé mainitﬁsta
siten, ettd térkeimptini tehtivénd on ollut niiden siir-
tyméparametrien mahdollisimman tarkkojen nuﬁeeriétenﬂgr{
vojen mééiééminen tdysin vetoakestémittomille suorakal-—
depoikkileikkaukselle, Jjoka tapaus vastaa betoni-, tiili-
Ja kivirakenteissa sekd ter#dsbetonirakernteiden betonio-

sassa esiintyvien saumojen ja halkeamien omindisuuksia,



_ Y . : ‘
Suorukeldepoikkileikkauksen vetbakestimittsmin liitokeen

elirtymEhidiris voidaan lausua momentin M ja normasli-
voiman §N sekd kuhuen llncadrlscstl rllppumattomah siir-
tym parametrln, kiert; mipdrdeLTln <Xh Ja vunymupurdmut~:
rin ﬁll avulla. Edellisestd dedddn-JKSanertHlSplla

la nut01m1tukqella palkin ximmov11van derlvadtan plste—

malnen hyppays hclKearan Kohaalla, Jalﬁlmmalyesta paLikin

neutraaliaskselin pistem#inen pltenemﬁ. Riittévan tarkkojen

.numberlﬂten 511rtymdparametr1tauluk01den olemassaolo on.
4ede11ytys teorian soveltamiselle kaytannon ra&ente1s11n,‘

Ja nllden laskemisen on mahdollistanut vasta viime a1K01-

na tletokonetexnllkassa tapshtunut huomattava hehltys.v.’
Diplomityén oli alun perin mééré-rajoittua téhté?&n'faté'
kalsemlseen 511rtymamenetelmalla,mutta 1lmen1,'etta pa-’
rametrlt on ldskettava uudestaan myds v01mamenetelmaa
ngttaen. ullrtymamcnetelmalle perustuva ratxalsutapa

on kehltetty moxonalsuudessaan tatd tyota tehdessé, v01—7
mamenetelmaa on kehitetty teoreettisesti Jja 5111e perus-
tuvat tletokoneohJelmat on tenty ja agettu dlplomltyohon
kuuluv1na. Jotta kdytdnnon rakenteiden 811rtymaparametr1-
menetelmalle perustuva késittely kav131 nelpommak51 ( e-

merk1k51 sauvarakentelden elomenttlmenetelmaan v01ta1-

siin. 111ttaa saumadeformaatloelementt1), on parametrlt

pyrltty malllntamaan matemaattisen llklfunktlon avulla

(1uku Iv).

Teorian térkeimpid sovellutusalueita on Kiisrtelty viittauk-

. senomaisesti luvussa VI.

Esitykseen on liitetty'epukUSAclsebtl purlstetun Vctoa—

keetamattomln 111t0k51n yhulstetyn SdUVaJonOn tdrkelmplen



jénnitysten laskeminen (voimamenetelmidlls) epdjatkuvuus-

kohtien gineuttamien jdnnityshuippujen lusxemiseksi.

Tytssé on pyritty myds etsiméin ja tuomaan esiin erilai-

sla kEyitiixelpoisia el-monoliittisten ruxeniciden liitos-
ten cteattiista toimintua xoskevia "nyrikkisuintojad",  jotka
xehittavEt suunnitielijan "silm#i" roukentceiden steuatltista

ylidytymistd kohtaan.,

Sen sijaan esityksen ulkopuolelle on .rajattu joukko aihel—”
ta, joista tdmdn tydn yhteydeséé on.tehty tutkimuksia, ku-
ten stabiilisuus— Jja muodonmuutosluskelmat vetoakestamitts-~
mi& liitcksia éisaltéville pilariQ ypalkki' ja kaariraken- |
teille sekélsiirtymaparametrit osittain vetoak§étém§tt6—
miElle suofakéidepoikxileikkauxselle (kiinnitettyins. sa-
hauskérkeué). Myosk&én laboratoriokokeiden tﬁioksia el

&s38 esityksessd késitelld, koska niitd tullesan kisitte-

c+

lemifin muissa diplomit&issa.
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EI—MONOLIITTISEN SAUVAN WMUODORMUUTGKSET

Svmmetriseéti<jaksollinen sauvajonO‘

:Léhtokohdaksi otetaan éérettomén pitké symmetrisesti jaksollinen
 sauva, j&ykistetty tai - Jaykistam&ton, joka on osittain tai téysin
vetoakestamattomilla saumoilla yhdistetiy Jjonoksi Jja Jota rasit- |

taa epakeskeinen puristusvoima P' (kuva 1.)

A'l 1 ’ | /l - 'l,""‘

Kuva 1.

Koska saumat ovat symmetriatasoja "ja kudrmitus on symmetrlnen, on

kuvan 1. mukaisessa koordinaatistossa Jossa x-akseli seuraa sau-
van elastista painopisteakselia, Jjakson §aumojen_511rtym& y:n 11—
neaarinen Tunktio kosketuspinnassa, |
iy =y +wy) | I oy
x\Z1Y -2 "_ o - , e ‘
Saumapinnén siirtymd on . _
, = 1 1 : o '
u (3,7) = 9(5,7) - ;gm = gl rwy - ) (2)
2§(y) On_hélkeamaleveys, joka téyttﬁé.1ﬁpitunkema{tomuusehdoh
bQ(y) > O : : ' : : ()

¥ on jakSOﬂ venym& elastisen painopisteakselin kohdalla ja

¢ on jakson paatytasojen keskindinen kulmanmuutos’ .
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Jukson kokoonpuristuma P:in vaikuilusviivan korkeudclla
u,(e) = -|u (l -e) - u (---;L -e)— = we ~-v
pr= x\2'"" xt~ 2’ (4)

Jakson puriskusjdykkyys mddritellddn suhteena:

Yp

Sen maksimiarvo saavutetaan, kun P vaikuttaa elastisen painopiste-s

Dle) = = : | ‘ | ' (5)4

akselin kohdalla ( e = 0 )

EA1 ) .
Dmax = =T jossa _ (6)
n
Ai = E: nsAs on ideaalinen poikkipinta-ala
5=0 o
EO , kuin jdnnitystila on tasapintainen
Kimmomoduli E = E
. -42—2 , kun muodonmuutostila on tasapintainen
1t =-v

(7)

on perussauvan kimmomoduli

E,
ES = nsEo on jidykisteen kimmomoduli

Merkitdin suhde

Y- 4@ N D<e)=gzg &)

Clapeyronin lauseen perusteella on voimassa

p L 2Me) . 20(3) - . (9)

u =
up P

Jiykkyys voidaan sen vuoksi lausua joko

D - .‘_JP____gﬂ.EL)- tai = -ZWPE-)- (10), (11)



L =3-
'Piénimmﬁn J&ykkyyden.periuatteen mukaan vastaa todellista jﬁykkyyt-'

i4d se siiriymﬁjakauiuma (ux,uy) juksossa, jossa

D =,m1n;D£”s'm1n3E1§%,

‘ up | | |
[(uP) ]max | - - o .;(13)t 

Suurlmman jdykkyyden periaatteen mukzan vastaa todellista gaykkyyt-

, jota vastaa parametri 12y ;‘ff‘ﬁ%j

t4d se tasapalnotila ( 31} 3y‘ QIY ), Jqssa
| : ?2 - |
D = max D& = ma‘?WT§7 , jota vastaa parametiri (14) .

..;- EAi _L’S%l]min- | .'(15')

W voidaan,myos lausua muodossa

W = Pzezd [ﬁté—;J —i }D(m) jossa ." #. 1(16)‘v

8

. H(m _ 5 ; e - . o
Q)(m) = jizl ’ ’m on‘suhte‘ellinen.epakesklsyys }k .. (17) - o

Muodonmuutosparametrit v ja (L ovat P:n, e:n, EA:n sekd suhteen ﬂf

(18)

‘;\ = % funktioifa, Jakson kimmoenergian w peruéteéllavvoidaan'
v ja O lausua 2.:n ja e:n avﬁlla.

Clapeyronin lauseen mukaan (vrt. kaavat 9 ) on |

W= _% Pup " | ,ﬂ' AT (19)

(5):n ja (8):n perusteella on

=
'd .
I

Pd;‘t(* ) i Vo= .2EA £(xe). | (20).
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Castiglianon lauseen perusteella on
/W L, NV -
gN=W. 5 FN° Vo | (21)

jossa M on jaksoon vaikuttava momentti ja N on siihen vaikuttiva

normaalivoima, Kgska

N=-P  ja M = Pe , on S (22)
o S 2P _ h

P = - N 9 é_i’l- = 0 » a—N' = - 1 »
e=-4 ce L 1 . Re _ & (23) b

=TF » oM ’ 3N ° P
Siis :

AW P . oW se 199  Paxdt - I ;
WeSPMtie M-z e Thae e
. W 9P . AW e  Pd e 9% T
V=5r5’ﬁfa—e§n=‘—ﬁf[‘t(e)-§§'é:|_ | (25)

Jos reunaa J vastaava y-koordinaatti on ¢ ja vustaava sydédn-

piste-etdisyys on kj , on epdkeskisyys

e = kjm ‘ | A~' - (26)

ja w ja v voidaan lausua myos:

w - BAA 9L _ Pedd 34 _ Ped gy i) | e
= 2EAk gm ~ 2EI om 2EI ’ '

A = Zns_A.s ja I = Z ngyAg (29)

Jos jakson saumat ovat vetoa kestdvdt tai A - oo , On teknillisen .

taivutusopin mukaan

M1 PakAm ' 0

1. . 1
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v+ e o Ba2 ., PAKQA 2 kaac, kmzs (52)
Up = = - EII T, - EI; c .
( E on kaavan (7) mukaan joko E  tai ?—:isz giitd riippuen,

onko tasapintainen jénnitys- vaiko muodonmuutostila ). P4116in

u, (e) . 2 _
Poo _ km

12M= W = 1 + ———c (33)

Q0 .
Jos jakso on homogeeninen, niin k = % ja ¢ = % y joten
_ N .
- 1 2 ‘
"zoo_ 1+3[-n .»i - | (34)

Koska *Z(m;)) liittyy vdlittomdsti puristusjdykkyyteen, voidaan
sille , ja samoin parametreille w (%) ja v (ﬁ). arvioida

ylé- ja alarajat.
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Jukson sifrtymitila ja muodonmuutokset, kun saumat ovat

auenncet

Nl

[V feR

N |

Kuva 2.. %

Siirtymit

o = | Y% : | . _ . (35)
ug . .

muodonmuutokset

£

- X .
-7 _ : )
e = | - (36)

Ied

Jakson pdiden siirtymit
u (2 3,7) =+ 3 [ v +wy -ag(y)]

Halkeamaleveys':

) r
perusaineessa g; ,.l_ Z 0 ,kun y> Yo
O ,kun ¥y - Yo

jdykisteessid ?? =0

Sauman halkeamatilawvuus

n E S‘g“ ' | (37)
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Sauman halkeamatilavuuden momeniti pp-uksclih-suhteen

VpVy, = S ZSdeA ,jossa .' o | | . (38)

Yy on halkeamatilavuuden painopistekoordinaatti.'
j : . Jannitystila
r{x ; . 81 - - . - ' o
=T . ) w ‘ R . w : \
2 =18 | | 4 BEENCO R S
; .. ;XY e . ' o . ' : S 3‘,['}’
‘ Jaksoon vaikuttavat ulkoiset voimat
) p . . . . 0
-I';T : = p (40) o ':. o
Vaipalla P = or _ (41)
Saumoissa _ |
P (- %,y) = gx | - S (42) |
Pyl 5y) = O
Jannitystila vaipalla : By =0 ¢ ?;y =0 (43)
, - " - p‘éétyltasoiss'a :  ‘
i - kaikkialla Txy =0 A - (44) : )
0, kun vy E’yo
- perusalneessa 21 = o
* <0, xun y< y,
- jaykisteessd gx- £ 0
_Homogeenisessa padttymdtiondssd sauvassa on vastauvassa kuormitus- B
papauksessa l:n pituisessa sauvanosassa Jjidnnitystila
; :
|



—B-

G 1

j‘w S | o
-T : _
F s 0 (47)
. Z-XY | 0
° .' = -Ij- M.—I
| gxho. - perusaineessa g;uo 2t T .
. 8 X Myi (48)
- jaykisteessd xvo = ni(z + —I—)
By | '
ng o=F- jossa Eo on perusaineen ja E; jdkisteen 41 kimmo-
o _
moduli,
. Muodonmuutostila on
T N M
7 € ot AT _IZ .
Co= 6o | = B|VG+ T (49)
0
xysd,
Siirtymitila
- w N My |
uL, = | Yxeo| = % (KM+2 1)x . o2 (50)
- 32X ' 2y
Uy o0 71 - V(GEY + 27
Pidtypintojen siirtymédt
1 ~+1 (N My, S B - & :
uxw(j'_ 'é'pY) = 2 (EA + EI‘) = + m(1 1 ) (51)
N1l Pl
Vaoy = ﬂ = = EK (52)
0y - M1 _ Pel 53)
“o= BT = 5T (
me (33)
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Sckd jﬁnnitystilat ZT ettd '2'3: ovat luvallisia tasapainotiloja,

Samoin ovat siirtymdtilat E'T ‘Ja Gﬂ; ja muodonmuutostilat ET

Ja Z° kinemaattisesti luvallisia tiloja. Sen vuoksi ovat luvalli- R

lisia myds tilat

Y S R - o (54)
; G'fx = AET - ETOO ‘ | - : (55)
o T S LT
T s -,

Tissid [@w,eiw:] Ja [8,5] vastaavat samdja, sta'.a-t‘tiéestiv ja
kinemaattisesti luvallisia kuormitustiloja. ‘ :
Sauma ¢ - ' A - Oy = 8 -a
' - jannitystila

< 8x(%.y).

- siirtymdtila

1w (3,5)
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Saldnto 1

. IR, B | . | ,
Jénnitystilaa 8, ‘= ¢ - ¥ vastiava kimmoenergia

W(3,) = W(3) - W(Sw) I
S&ainnostd 1 seuraa, ettd

n) = ZEk- (nle) s (58)

jossa 4, = “ - “{ on hairittilan suhteellinen lyhenemd.
w(&h) bn ‘M:n Ja N:n homogeeninen toisen ésteen funktio.
Voidaanvmyﬁé médritelld jakson hdiridtilan venyma 3é'ku1manmﬁutos
. vh‘v;_; v-voa.' , Aa)h‘ = w -ww '_ (5.9)

N&mi voidaan kirjoittaa (27):n mukaan

v - B@,@, g (60)
G = - (S, -35) . S gy) (61)
Wy = g %@ = FFm), jossa o (e2)
% oh(m = 120 - N &

S&&ntd 2

a, Jakson venymdhdiri® v on verrannollinen sauman halkeama-

tilavuuteen

=2
. _ h
n K
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b. Jakson kulmanmuutoshdirid CUh on verrannollinen sauman halkca-

matilavuuden momenttiin

. = S1

74, _ In'n

T (6"5,)

Jakson kimmoisesti painotetulla keskiven&méilé tarkoitamme :
v - 2 S nu.dA" : | | . ‘ (66)
m K X ) , !

ja jakéoh kimmoisesti painotetulla keskimﬁaréisellé’kulmaanutoKa.

sella’tarkbitamme s
'wm’ .= -% S ynudi ' ‘ ; , .(67)

Korollaario 1

Jakson kimmoisesti painotettu keskivenymé ja keskimirdinen kul-
manmuutos ovat yhtd suuret kuin vastaavassa halkeamattomassa ta-

{

pauksessa,

Siirtym#djakautumaa - saumassa

8&= 4 w3 - @] =vorar- Voo - T = Ty Y “5’

sanomme linearisoiduksi sauvadeformaatioksi.

Korollaario 2

Kimmoisesti painotetun linearisoidun sauvadeformaation pintainteg- . .

raali on yhtd suuri kuin halkeamatilavuus .

Sa'E’NdA = Ty | o f | - (70)

Sen momentti elastisen paihopisteakSelin suhteen on yhtd suuri

¥uin halkeamatilavuuden momentti painopisteakselin suhteen.



2=
§e§"ynd}. = ()&’y‘”‘ =.yhvh' | X (71)

T5m4 merkitsee sitHd, ettd & jakautuma on staattisestii ekvivalentti v
halkeamaleveysgakautuman kanssa,
Jakson siirtymdtila voidaan nyt kuvata teknisen taivutusopin mu-

kaisen siirtym#tilan wu, ja linearisoidun sauvadeformaation g

f avulla., Viimeksi mainittuu korvaa halkeaman hdiriotilan.

- e

' Jakso ajatellaan korvatuksi sellaisella homogeenisella jaksolla,
jonka poikkileikkauspintaelementit dA' on muunnettiu suhteessa i
dA' = ndA ja joka deformoiﬁuu teknisen taivutusopin (Bernoullin
hypoteesin)'mukaanv mutta joka saumassa saa lineaarisen lisddefor-
maation a% THmd merkitsee sitd, ettd viereiset elementit i, i+1
kiertyvat saumassa toisiinsa nidhden kulman eéh nivelen B ympiri,

joka on etdisyydelld ¥4q painopisteakselista,

Kuva 3.

ulz
Huomioon ottaen ¢
v Y ¥,V :
h __h _°h'h 2 _I
Y1 @, 'n T K Wp="3=» 1 =% (72)

seuraa Y49p = -‘i

(13)

Sk g
BRRY TORE
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Niveletdisyys y, Ja halkcamutilavuuden painopisiekoordinaatti

Th ri'ippx"i‘vaf pelkdstddn epdkeskisyydestdi e,

Huomioon ottaen kaavat (21) Ja ettH

%" Q'vvoo . %—’ﬁ = (), Ja kaavat (59) , on ‘_

S . ow | | ’ |
R | (74)

= YV = = ﬂ-
W
(W - W h ‘
@ = D= TG =S¥ (75)
Wy = (v, + M) | | : o (76) -

h

.Halk’eam'an hirigtilan -L;hearisoidut lisdmuodonmuutokset siis ovat: .

Pd Pd | RN
Yph = FEAZn = ﬁ"ah o : o (77)~
“h = EE%n - | - e
Pd , " ' :

wh,lgh:jaéh riippuvat-'}\:sta ja

Op = Aflm - 1 m)] | - (s0)

Suureil}élah,f;h Ja (Sh voidaan levyrakenteiden ’likirﬂéﬁrﬁiéfén
ratkaisumenetelmien teorian mukaan mddrdtd

- alaraja siirtymimenetelmdlli
T - yliira-j‘a voimamerietelniii-llzé.

Ja niitH nimitctaﬁn‘Qiirtym&garémetreiksi.
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Poissonin luvan Y vaikutus siirtymidparametreihin

13

| Sutyd = 8 (%)

) ,8'4 _:_ _Z',‘ 20 D/ CAJ _5‘_0
) - — — ry
: \<§' _ 'E;j d
. - % . @ ¢ -
. X Pany R __"'“ - - T + ‘1'__
-. 7 ‘x o _._..—__’.#. — ) v
é $az [Zuy 50 ,z
| ' r ke K
A : 4 A
L Ty -

Kuva 4,

Siirymiparametrien laskeminen voidaan palauttaa kuvan 4. mu-

kéisen levyn ratkaisemiseksi, jossa jéﬁnitystila voteuttaa jén-

nitystilahl 8h mukaiset ehdot (43)....;(48),(54) ja éiirtymétila

toteuttaa ehdot (2),(3),(55).

Oletetaan, ettd on 61emassa Airyn differentiaaliyhtdldon toteut-

tava jdnntysfunktio - #(x,y) sitén,;etté jénnifykset

toteuttavat ehdot gy(x,i'%)‘ ja 2;,(1,; %);

T4116in kimmoenergia

W(8y) = W(E) = 3 §9( 8xby + Byby + Tupff)ah » dossa,

A

kun muodonﬁuutostila on tasapintainen (seini,laatta)

o 2 _ 42, a2 9 22,
= L -8 - NS - e T
R . T 2g 2

¢

= 1 > -
for= T oTE Cxy 4 mitn

(83)

(54)

(85)

. (86)

(87)
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a -
i (82 &2 - 22533,
2

1 ‘ . _
dx ‘ 88
2(1+;>)(1-x>)"’dy ( )/
14 '
2 2 2 2, 2
=1 -9 ) 2 _.2v 9702
o §§[(ax)+(3y) l'\’ex dy
j =22
1 . ("°2¢)2]aya; , (8'95
2(1 + P)°(1 - V) °%Y |
) |
Kun (g_g)y=+ a = 5§5$)y-+ = 0 , niin lausekkeen kahden
X ' .

viimeisen termin integraalit alueen yli havidvit, ja kaava saa-

daan jidrjestetyksi muotoon
' d 1l

| 37 -
Wy = 2E— S (A #)%axdy ) - (90)
. 41 A . |
| -S-3 .

2

1 -2

[~ TN

missd /\ on ZIaplacen operaattori ja @ on riippumaton Y :sti.

Ko ska

| » |
up(e) = g2 32 up(0) = {1 'E“A)P‘“ = -v (0 (9),(52)
| o |
niin : ou .
| "Z (e) = uPh(e) - —P_q | SS A ¢) aa (91)
: h -uplO) iﬁ\i (1=+F)Pdx P dk T

joka on V) :sti riippumaton.(Tulos on sama, jos jéinn.-tila on tasap.)
Kaavojen (80),(81) ja (82) mukaan, jos “zh on riippumaton \):sté,
ovat sit4 myds éh , OCh'ja ﬁh’ eli yleisesti s#ddnto:

Siirtymiparametrit ovat riippumattomia Poissonin luvusta \)

S U O L R R Bow g s Mgryn. A RES s am b
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STIRTYMAPARAMETRIEN LASKEMINEN VOIMAMENETELMALLA

Jénnitystilamalli -

p— 4‘3:‘ 2 |
A = cg[
?{o d = 4=
Kuva 5, ‘1 . 72 ;{
| —t _' $ ] §=T
' ‘% \7\3,‘7' %_ . Co ‘2=5

Jannifysrunkt,ioidex 'ﬁa ja. ¢b tulee, jotta jinnitystila

| dliéi.luvallinen, toteuttaa seuraavat reunaehdot.,
—%5-2(3—%) - = 2 (x,+ 5)
A ok T yoee

:
. (axay)y=_§ T ;\3‘2‘3%%%: 1 = "?‘;y("ri_ 2) =0 (If?.)

0 (1'.'1)"_.,

111 '(gxay)x--l- L = i:_?(ggg?)%=1 1 = 7 (+ % ) = 0' (I.»B)
: : 4 ,
o (2;,. x=t 3 ° ?(22 g=x 1 = 2(,(+ '2.7) =0 (I 4)
. o : lis‘i‘ . ,lz(z'_ '1.’:‘1@ .
, > - _
V ' G ‘ = 4 r- g—?% ) - -g—% = . =
[3%:]7 y' ;2;2 -( 3? %’"'Z.( 3§ %7.—1 -C?Y(x’yo)(_JI 5)0
et @Dy 3%y 1 T
’92‘31 ], : )47 . 9;’6'2%_-10 (9§’a‘7’z—?_1 - _’Z;cy(.x’yo)_ =0
. S - (1.6)
IX (658)1_7 - 313(3: 2.7 ) =0 S - (I'."?')'
) —Yo ‘.'..yo . l. - | .
X S 3 (vz.y)dy =- 3 (L. 8) X1 S 8x(%.y)ydy = Fe
- 2 , . _% - (1.9)

¢ —i'unktloiden varioinnista tulee seurasmaan kéksi reunaeh?oa _

(VII ja VIII) lisil.
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~ Reunachdot 111 Ja IV toteutuvat’, kun valitasn

"N

Ba () p) = Z g,a(z)( -1)%cos eul§+ f(’rz)» o - .(1.10)
¢b(és.vz)‘ =i g b“(’?)D - (=1)®cos sug] ._  (I.11.,)_

J4nnitykeet: o .
4 gzﬂ’a' _ s . . |

L E ?{2 | -4 Z-gga.(')z‘)(-ﬂ cos sTif + z‘:z f"(z)(1.1§)
_.8ya - 7?432_?;.:.:3 = _%‘5 & gsa('z)( -1)%cos sNE (1;13)'

Taya. ™ iﬁz a;? —';—"2 8835 (7) (-1)%s1n BTTE (1.14)
_3xb = 3 9 = d% ggb‘(7)[1 = (-1)®cos sﬁ§] "(.1.15.). |

8yb.= i—;—'td—z 2 = -E'—Zs gsb(‘z)(ﬂ)scos, sﬁ% .(I-”é)

. i ald ‘T.
| 7;CY'D ) -;_\—d? 9{972 5T :'7 ngsb(‘Z)( 1)®sin s"r§ | (1.1'.?.), ,

Kun funktlossa ﬁ asetetaan

gsa(?) = A coshﬂz + B B—"—'lcoshi'-q + C_sin s; + D %—'@ smhs',"\
. (1. 18).

| ; | o
Lep - a2 enp BENEADY

saadaan muodollisesti eksakti. jdnnitysfunktio, joka tofeutt'éa

differentiaaliyhtdlon A A){ = 0 , Jadnnitysreunaehdot seki N
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silrtymidrcunaehdon
1
2

%BS <.3'xa" 3,a)dx |  (1.20)

U (5.7)

2 1 . o
(- )(-1)5 e a
| K 'Z'SB—E[Z Bga = _—>\fgsa écos _8'.§ % |
- | + (6Az+ 2B) d%] E%(6A‘z+ 2B) (1.21)

- = _( \) )kd (9)1 9)2,2) = suora . (b on levy('n palzsuus.

A = bd,E=E /(1-»2))

xomplementaarisen potentiaalienergian minimisd@nnon mukaan téma |

funktio antaa levyn osan a Jjdnnitysenergialle mlnim_in.

Sauman x = % Siirrosparame'trit o(h Ja F h voidaan laskea

suoraan vak101den 9)1 Ja })2 avulla,’
Koska to:Lsaalta (51) - (53):n ja (77) = (82) n mukaan

a(Fe7) '=%('v +@y) = % [vhfvu° + (@, '+a)w)3] - (1.23)
Lt s BR]

‘1—5}:1;)29[ A+ By + §30 *L)’Z] (125)

kun muodonmuutostila on tasaplntainen,nnn, kun P = "1, saadaan

! S“in'm (/0)1 9)2'7,) -“TE‘%‘E[ >\+ﬁh + (5‘11 *7‘“‘)?]

| Joten o } (1. 26)
s '7‘}’1='~7\+Ph = ﬁh=)(-9)1+1)« (L.27)
| -A?)Z = )ml+ 30[h =) o(h = %(-gz - m) : (I.i28_)

| | Oy = Cym -, (1.29)

Funktio £7(7) = - %?)1 - }9)2 . _ (1.30)
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Reunaedot lausuttiuna funktioiden gsa{%)_,_gs] g%g ja f(z) avulla

I a. 38;(-1)' = 0 : N kpl | (1.31)
I b, gsb(.ﬂ =0 Nkpp . (I1.32)
Ii a. gsa(-‘l) = 0 | o N kpl | 4 I(I.33) _
“ II b. sb(.1) = : N kpl - (1.34)
v I:zs] =0 N kpl- (1.35)
| =% A "‘
el|l =0 N kpl T (1.36)
N ‘*]-z=?o _ R
IX Z g! (70) - —' Py - %9’2’20 =0 1 kpl (1.37)
§=1 . o . S
Kn P=b=$aq,m=5
o x 5 1 -
X S(v Sga('z) B %9’1 -3 Fay= -z k1 (1.28)
' -1 &= - '
| ? e -
X1 (=) eta®) = 2004 = 70,794 =% . 1kp (1.39)
-1 s=1s?’.‘Z ¢ 49) 72 7 A ' :

Tuntemattomia on kaikkiaan 8N + 3 kappaletta ( yksi tuntematon
on m ), yhtdléitd on tdssd vaiheessa6N+3 kappaletta. Puuttuvat

oN kpl yhtdl6it4d voidaan varioida vapaasti, mik4 tdssd tapauksessa
mrkitsee kidytdnndssi sitd, ettd alueiden a ja b rajaviivalla
[gg tlle ja [gg']:lle annetaan arvo, joka takaa kokonaisj&nnitys-

energian minimin toteutumisen,




2=

Levyn komplementaarinen potentiaaliénergia

[} = W +”vl, Jbsﬁa junnitysenergia,.kun T (x * %)’* 7;&(: %o!)“.

= 0 Ja kun ‘muodonmuutostile on tasapintainen, (140)
B a1 . ) R
o 272 2 . o '
PR PR e
: ’ - a1 ‘ S
| 272
ja ulkoisten kuormien suorittama tyo
Yo : _
V = - ZbS g (29’)‘1 (?s’)dy . : . ) (1;42) -
s '2' ,

Sijoittamslla 21, g ja u,  kaavoista (I.12,13,15.i6 ja 22)

saadaan:

g = 2(1 = \) )bl sQ(gsa’gsa'gsb'gsb'f")d‘?, y Jossa I(I-4.'3).

d‘ .
SR R
T -2 {;§:?gb [1 _ (-1)scos‘sﬁé] 2:5 ] gsb(_1) *coB sn?} dg)
. . ,' 1: - | kun '222 %0
| -18 {i‘" Z(——z- Bga - Ega)( ~1)®cos sug} di |

_,; (- Zgg f")(}))1 +}1)2‘7) , kun ‘2570. tﬁ(i'I.44)

[}
I

2(1‘")2 Z(g"2 8 gg-a'géa + —xr gga)

_ (}_'_gga - ™, *P'z’i)’ , k. 747 (1.45)
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i:lle antsvat minimin secllaiset funktiot f, Esa Ja g Jotka

sb?
toteuttavat yhtidlss '

9-12
+
)

2 3Q - 32 " nn . I.46
g g e

C 22 9 . '
é‘iz *;552‘332" =0 (1.47)

J ﬁlklmmainen yhtalo jakaantuu yhtdloiksi

Q 2 (I.48) 4 .
aggsa _%'i QE = 4(g“" - Za)igga + wggsa) = 0 ’ Jo-tka asettamamme -
:_t‘unktiotgsa('Z)' tbtéuftavat,__ ja yht#aloiksi (ws _ ST )_.

29, 290 _ g | e

9Bgp 372 98sb

Jotta kaavat(I.47) entaisivat §ille minimin huolimatta siity,
ettd int:egi'oi;tavana on kaksi eri aluetta Ja jédnnitysfuntiota,
taytyy niiden alueiden lijittymdkohdassa olla ehtojen «V“ Jja VI 1i-

sdksl voimassa
(1.50)

a2 :
S Q0. - 8.9 » mistd seuraa kaksi reunaehtoa.

3gsgs - a'izzagsgs
(Kts. Elsgoltz: Differential equations and Calculus of variatlon,

kpl. 7. )

o (1.51)
[5%2‘ =0 » Josta seuraa:
= : - -4 Zg
, g572 5252
4Zggb * 285y - 2'_XT"gs’b = 28ga * 2_Tgsa * 9)22

(1.52)

eli ottaen huomioon V ja IX ¢

[ "] egdy) - gsbcz) =0 . ,(1.55)



=22
vVIiII | & 31% ] = 0, eli ‘ - (I.54)
37 ags =7, _ | .
2
4 Zg"! + 2g Bzr Sb - 28"' + 282’T Sa + 9)2 = 0 (I 55)

Sij01tetaan ehto VI, supistetaan 2:1la :

Z.Zgg{, + gl - ght o+ -9)2 = ' | (1.56)
Matriisimuodossa :
T T — = — - - : 'r - ' -
. 3,2’2";0.’_2 g1b . g1a 1 X ro
'2,3,2,;. o-o ,‘2 g2b gza . 1 0 | ]
?_,.2,3,00.1,2. ng + $3a _ +-2-9,2 3 = ? l (1057) .
| v XX 1
-2’ 2’J24,_ | .0_3_ L_ng_J _gNa_J M _O_J

,Ohje1m01nt1teknisesti mahdollisimman sopiva muoto kaavalle saadaan
kertomalla matriisilla

N — -

,'ooo,2 -1 2N-1’ -2 9 -2 gocay "2—

.2,3’2-’:...,2 -2 ’2N—1, -2 geoey -2 )
- [223,02] = -ppda| -2, -2 21,00, -2 | (1.58)
_2’2’2’...’3_JNXN - i -2 ’ -2 ? -2 """ZN-".I_ NXN

‘.jé palamalla yhtdlsmuotoon :

(1.59)

ns "e lll

. - 2 -
‘Bga ~ Bgb T N ¥ 7 saa,N+19)2 =

Kun ndmd ehdot VII ja VIII ovat voimassa, saadaan funktioille

b(z) varioimalla dlfferentlaal1yhtaloryhma

9Q 22 ’QQ 5272 g4né E 2ﬂ2 ‘
2 " >
38sp +872 ey f T B0 Bart (4 B5u* “Esb 7\2 FraX
- 4 Iy
4 E:ggg + 2g3p - 4a)g towg =0 (o = %ﬁ )
(T.60)
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Koska funktiot g sp ovat mielilvaltaisia, voi yhtalorynma (I. 50)

olla voimassa ainoagtaan, jos determinantti

|0t + % ~wDF 2t , ot , ..., 21);*r '
20t , 2% + (04 -wg)z, 2p% |, e+ 0 2D
20t 2t apt 4 (0f ~wd), ..., ot - o
. } . . ) . M (1061)
oot |, 2t ah, L, b (0 m0d)?

Vihentamdlls 1.:s%4 pystyrivistd 2. pystyrivi, 2.:sta 3. pysty-
rivi- jne., saadaén determinantti muotoon

2p4
- w?h)
opt
(07 -w?)?
2% O ’-1 ’ 1 ’ 0 4 e ’ -- ” 2D4 - ) (1062)

1 9 O y 0 9 0 [] e a0 2

’ (DA 2

?
_._lz

| opd
0 ,0,0,0 ,o'"’"1+ 22D22
(D -a)N)

Joka on kehitettdvissd N:nnen pystyrivin mukaan muotoon

=1 _ 5 2 2pt i
|5l - E‘(D “’n)e[1 +§Z(D2 -w%)z:] (1.63)
- M- A1+ ) 20 (@ w0, g2 22
n=1 =1 _ S (I.64)

\.k' g
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T4114 yhi#16114 on 4-N juurta, jotka ovut muotoa

91,2,3,4 = Xy iy (1.65)

Juuret on-ratkaistu numeerisesti tietokoneella N:n arvoilla

15000920,30,...,100 12:n numeron tarkkuudella. Saadaan:

N 4 I '
- AN 'iqva’l : ‘ : '
gsb('Z) 9; Z“Avae - . (1.66)

Kértoimet A; eivit ole riippumattomia, vaan niiden tulee toteut-‘A

taa yhtdloryhm4d

o N
(q%a_ -7.1)2-1\3,3- +qu‘;}A§a = 0
=0 (1.67)

(q\,&» - 4)2A 3"4 ZthjA%;
.. N .

(qu-N)2A1+ZquJ v ~ o

Véhentﬁmﬁll&jmuista yhtélﬁistﬁ‘ensimméinén'yhtélﬁ saadaan

|
o

'(qﬁé %3, - (@5 - DAY = 0, Josta (L.68)
Apg = 112 4 2 _ o2
A% =(;‘233’T‘57) hyy = (Rgy= _va* 28R, 15, ;) » (1.69)
jossa v} . ‘

R.on suluissa olevan lausekkeen reaaliosa ja S sen imaginaariosa.
! -

Sva' . V&



—25-

Kun  quy = Qyp s Gy = % (Xv - ifjv) ,niin

2 2 2
Ayg = 1 oy TRy T 1 - 2i0py
o 2 . 82 - Zi“vpp

(o3 -85 - 1)(«% -ﬁ;,,z - &%) + 4°¢‘3520 - 2iaym (1 - ?)
" 53 2.2 52
(ocv - P" - 89)° + 4’°‘vP\> (1.70)
= Ryg+ 15y (I.71)
Kun merkitdédn
‘ (1.72) (I.73)
-xf,_ = Rss - 535 ja YS = 2R,:8,c niin
B . - 6 5 1 '
Avt,e = (x5y + 1yy Ay 4 (I.74)

Vastaavasti, kun q\Jj = qu,q“3 = + (écv+ ipv), niin

5 5 Byal |
Aa,3 = (xp, - Wp)ha,s ) (1.75)

Sijoittamalla yhtdlssn (I.74,75) yht&lson (I.66), Jja koska

a+id a
e = e’(cos b + 1 sin b) , saadaan
N uﬂﬁ?
1 > BT 7
gsb(ﬂz) = Z[Am(x‘;-o- iyj) e A cos@—"?\ﬂ -1 sinﬁ-yr':'z)
V= -
+ A;z(xi - iyg) e A ( cosﬁ'{'—% + 1 sin%’?)
oszf.)Z
1 . -~ y_ . . I
+ AVB(XS - J.y:) e ( cos«,g—'izz - i sm.{;"—;'\fz )
oh Il

+
e
(]
[N
B
~
L1

+ A1v4(x?) + iys) e— TQZ ( cosﬁ!%‘l
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Imaginaarisista kertoimista pHdHstldn croomn lineaarisella

operaatiolla
-Bm_, T, 1,1, 1 ]%;
Bp| _ [ -tstemtat al,
Bys| | 1.1t ads| - (.
| | By | EREEE N hA;4; | - '_ :

Reaalifunktiona, jossa on 4N riippumatonta tuntematonta vakiota -

Byg V= Taeeesl 5 3=1,2,3,4
N e @m _ |
. : 8 yin: I s oV . BT
gsb(oz) =\)Z [Bv1(xv008h x cos-ﬁ"T?Z + yvsigh VA sm-,é"i-?)
+ sz(xscoshmsinfg-‘dﬁ yVSJ.nh cosﬁ-‘f—'@)
+ 393(1v81nn—31? fg—ii cosh—14181 fHHQ)

+ Bv4(x sinh ;\‘ sinﬁ-\d—'-? yvcoshg‘lx?cos ;{ ):I (1.78) |

i _1 °8 Q('T Jﬂ' . I
gsb('z) -?\); [BW (xvsinh-—i—?cos#—x’@ + Scosh X! s1n1éﬂ'-2-)
+ B (;BsinhM\IT" sin: le‘ °8 hblvﬂ‘ - ‘
v2' %y )\z 3 " dyeoshiTy COSF'—%)‘ )
. . — — . . - S ’
+ 393(1300511&;{’ cos-[-g.-%‘-z + ySsinho-(—")'\'—’?sinfé%@)
+ B 4(x coshe-(luzsin#!'—':? 55 1nh® oeyll cos;é‘i%)] (1.79)

° s ) . .IC
x‘B, = ofyX, + F\,y‘? . ys = °‘va P‘,xv » 13 = ‘va + ﬁvy Jne.
(1.80)

Egpl?) = iEBM(‘ cosll‘°“""'z 's 7:2 + oo Jne..  (1.81)

[ LI T T R SRR
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Recunachdot saadaan mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon'vkoor—

dinaatistossa, jossa

= ey, = b= KT, S (1.82)
=17, -'7 =t, + 1 ,kun Y 27, | _(I..s3)
7“){‘ ' I.h
Y= Mp
}’g LI |
N ) )
Jstr
gt
P =1+ 7%, ";ﬁt =1- %E K . - , ::(1.84)

Tdssd koordinaatistossa gsa(o) = géa(o) = 0. Kaavasta(I.:18)voi-

daan eliminoida tuntemattomat A_ Ja C , jolloin saadaan :

st

' Ilt llt ‘
-. gsa(t ) =3B (t1coshs)\1 - A—sinhs/\1) + D 1;1sinh ).1_ (;.85)
£'%,) = ‘%7”1" %}’2(*1 - 1) I - (1.86)

(B, Ja D, ei ole vdlttémdttd samat kuin kaavassa (I.18))

Funktiolssa gsb(z) voidaan ‘muuttuja 'z korvata tz;llé., kunhan

muistetaan, ettd koska

=2 =21, niin | o (1.87)
d'n : dng
Esb _ (=1)7——5b (1.88)
n . ~n

Eun muuttujan tz suhteen otettuja derivaattoja merkitsiin piéteel-

iéi, niin

g;b - -’. ng : . ggb = gsb ’ g;'s == gsb (1089)
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Lopulliset yhtalof*
I sb(o) =0 - (1.90)
‘ By B ' : |
Z(vaw-. JyByg) = 0 (1.90*)

Sama matriisimuodossas

LN GERLA

N ... ) ) L)

Z(_. Y9Byo+ XyBys) = 0 , el (1.91')

- (53] =52 + [5]555 =0" o (T.91m)
v [£600)] = Bealt1o) - Eapltze) = O (1.92)

Z [(xvc cy+ yvsvsv)B\,1+ (xsc )5y yssvcv)Bv2+ (xs§vcv .

v..
' 5, . » : A ‘
~+ ¥yCy sv)2893+ (vavsv- ¥v°v°v)394] - Bs(t1_o°s"'§"ﬁss? - D t,,54
= O ’ josta : ‘(1.921')
o s{or [ =
[Asu Bv1 I: ] BV2+ [ BV3 [ ] Bv4+ I-As_l Be + rAg__l Bg
= oF | |  (1.92")
ot nt
Cy = co;n-—_-;,ng (1.93) 8 = sinhot-20 (1.94)
" _ - pgit e
cy = cosﬁ& 20 (1.95) 8y = sinfﬁqxgg (1.96)VA
. 10 s
Cq = cosh—s (1.97) s, = sinhr—jegu  (1.98)

Nelitmatriisien [}év alkiot kdyvdt ilmi yht#dlén summamuo-
: NxN : ‘ .

toisesta lausekkeesta. Merkintﬁl-.J tarkoittaa ldvistdjdmatrii-

sia. Yhtdlot esitetddn matriisimuodossa, koska ATK-ohjelma on

rakennettu matriisioperaatioiden avulla.
'Vastaayan sisdltoisen kaaﬁaryhmén on johtanut professori Par-
land toisella t i j i :

01 ella menetelmdlld. Jossa funktim ¢a eksaktisuutta ei
ole kidytetty hyodyksi. o )
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v [eaing) |- Fialt10) * Eon(t20) = O C (1.99)

.

= 2: [(;S °v + chvsv)3v1 + (xv )8y - ygcvcu)n\)2 + (x5c,¢)

. .
v 385,8,)B,5 + (K308, - 955,608, | + 84158, + 8ltyoC,

P\ _ ;
S"SB)D =0 (1.9?')

’>|: sv] V1 I_-_ sv] sz [ V) \)3 I:B 1534 +»[B§J ;‘ﬁ
| B2 DT = o (I.99'1)
VII [ "(70)] = gm(t10 4 Bopltsg) :l; S'I ° (1.,100)

= Z.[('X'SCVCV + 3;35‘,5\,)]3‘,.I + (SE;;CV s‘j - Sf‘?s‘,cv,)By2 + (Sissvcv
.'s e - -lsc )B 2( S + t C )B
+ chvsv)Bva + (xuSvsV TyCpcy)B,, <=5 '

- &2t + 245 )p_ =0 | (1.100")

1os 1 s’"s

?[c ]BM [c v2+[sv]B [ 334 ]-cs_l BT ,_c_l:o

= oF (1. 100")
VIII g (t,) + g"' (%, ) - Z 1) - 2 -
sb 20 sa‘ 1o N + 1 10 2(2N + 1)
, (1.101)

4 ‘N :
. ..-s ..' .C.S ".s
> z'[(xvsvcv + ¥,C,5, )Bv + (va 5y - yvCVcV)sz + (xvcvcv

B8 _ s | 3 2
* yvsvsv )B\) * (x Sy Sy = ¥ySy cv)BM] ts (t1oss+ E%CS)BS

* 83(t1o s \‘xl‘s )D - N + 1233[“10 * %%Cg)Bg + (t1ocg

Ig—f . (1.1011)

" qnsg)s s
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[sv] [Div]‘£32+.[ :] : [ v] |: ]B+[ ]D,,v

O (1. 101")
VT on yhtdltiden VIII viimeisellé termilld kerrottu Ykkospysty-~

vektori.

IX - Z gsa(t,,o) + (%) = | - (1.102)

|

E: [ z(sn L + t1o s)B + B2(t1o 8 + %%Cs)Ds] ‘

q';; Pyt _’Z(t1o N, (I.102')
Y10 N N | |

X S[ Z gla(ty) + 1(5;) Jasy ==) gLa(t1g) + £1(45) = £'(0)
N s=1 % (I.103)
2:1[5t10 s ¥ s(t1océ + é%ss)pa]' + 109H
* '37‘\?:*10610' )% =§% | - (I.103")

Yhtdlot IX ja X voidaan kirjoittaa yhdeksi'matriisimuotoiseksi

kaavaksi o (I.104)

1, - 1 ) .10
H . =
[ 1 2 I ar ARSI

:I I: '_J KL 2 Y073 10”40 || P2 TR

]:H1] ja ]:HZJ ovat 2xN-matriiseita, alkio% ilmenevidt yhtdloistd ‘

iX ja X.

Yhtdlgiden I, 1I, V, VI, VII, VIII, IX ja X saadaan kerroinmat-

riisi, josta tuntemattomat voidaan ratkaista t1o:n funktiona, kun

kuorman 81(1,7) resultantti P = 1. Suhteellinen epikeskisyys m
saadaan sen jdlkeen sijoittamalla ndmd jdljelld olevaan yhtdloon

XI.

i
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Tietokoneohjelman rakenne

Tietokoneohjelma ratkaisee tuntematiomat ,9H ',¢2 ’ Bs ja Ds

matriisiyhtdlostd | - (1.105)
T T
[13] o .0 [-75] o o 0 of |By 0
. - ~
o ___3] ] o ©° o 0 O B, 0
- " 4T aM_ A1 AZ — -
"1 12 1T 1ot ] p° [ 6|72 o B 5
Doy | | Dev | | 25w ] | Psv 1051 % V3
- 12 T TFet 165 | [e6 3T T
1 Noy. 0 0 B = |o
_Csv_ CB\) L_CCS Y _C\Q\}) cs_ Cs_ V4
T M _ _ _
o1 w2 T Tw3 1 wé M wo 6lo o . o
_BSV_ BSV _BBV_ _BSD {S_J BS_ 8
D%- _ Du - N e 6 _T -T
Rt a3 4 51k 0 0
_ABV_ _Asv _ SVJ__ASXJ As__ \é@; _ Dg 0
e T 9 0
0 o 0 <)_ﬂ_D&BJ %. %'

Kaaviossa 61evat gollat merkitsevdt paikan mukaan Oématriiseita
tai O-vektoreita. Rivit on jarjestetty siten, ettd ldvistdjallid
olevat osamatriisit eividt ldhesty O-matriisia, kun t1¢»2{$ai)\a-o.
Matriisin dimensio on (6N + 2)x(6N + 2). |
’.Mafriisin lievid nauhamaisuutta kdytetddn ghjelmassavhyvﬁksi si-
ten, ettd matriisia muodostettessa tiivisbetddin kertoimia By,
sz, Bv3,ja 394 vastaava osa (nelji engimméisté vaaka- ja pysty-
osamatriisirivii) jdljelle jadvidén matriisiin., T&114 saavutetaan se
se etu, ettd tietokoneen kapasiteetti voidaan kayttdd mahdollisimma

man hyvin hyviksi, eli ohjelma voidaan ajaa mahdollisimman suu-

rella N:n ja A:n arvolla,
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m caadian sijoittamalla 9)1 }1)2 » Bgit Ja D_:t kaavaan

10 K

()[ nga"‘ ) 19’1 7 9oty - 1)](t1 - 1)at, =% (1.106)

Josta:

—_ 2
m=_6-§ [ﬂ(tz-t+7‘)s-t c]B S“(t 1)t
[s=1{ A 1»o 10 ;’2? s.<1os 5 10~ 114,05

t, (t, .- 2) t, (t5 - 3t, + 3) . .
10 "1o 10" “10 10
- SS}DS} + 8 }’1 + 17 y)a B (1.107)

-
Siirtymiparametrit < s By Ja Shh saadaan sijoittamalla kaa-
voihin (1.27),(1.28) Ja (1.29) ; , P, ja m.

Tietékonéohjélmat YIA1.FOR,...,YLA30,FOR ratkaisevat }ht§16isf§
(1.105) kertoimet 9, })2,31,...,BN,D1,...,DN t, :n arvoille 0,02,
0,04,0 06,...,2 0 Jja laskevat ndistd suhteellisen epékeskisyyden
m Ja snrtymaparametrlt o(h ’ ﬁh ’ é Ja Sn' LlsakSJ. lasketaan
suhteellisen epidkeskisyyden m ja halkeamatlxgvuuden suhteelli-
‘sen painopisté-étéisyyden g summa, joka on léﬁellé vakiota = 4.
. a%. - S

g Ph . 3,9¢€ g+ﬂ§4,1 , (1.108) ,
Ohjelmat eroavat toisistaan alnoastaan yhden suorltettavan kds- -
kyn osalta, Joka osoittaa, mitd N:n arvoa vastaavan o(\, ’F" -tie-;
doston ohjelma lukee liéhtotiedoikseen, .sekd oh;elmassa suorltet-
tavien taulukkovarausten osalta.
Tietokoneen eksponenttikapasiteetti rajoittaa N:n siten, ettd
PDP/560 ja UNIVAC-1086-tietokoneille tulee olla N S5A° ja,..
VAX 11/780-tietokoneelle N =~ 7,5 A. Suurinta mahdollista N:d#
olisi aina kiytettivi, koska tulosten tarkkuus erityisesti sil-

loin, kun' m & 3 , huononee nopeasti, kun N pienenee. '
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1 Jinnityksien laskeminen voimamenetelmi#lla

. Jinnityksistd on laskettu tﬁrkéimmét mitoituksen kannalta, eli
itseisarvoltaan suurin puristusjdnnitys kosketuspinnassa 6 ey

- kappaleen vedetyn reunan suurin vetojénnitys: &xB,Joka useln,
eli kun .A-Z 0,75, on myts suurin vetojdnnitys koko kappalees-'

sa, sekd puristetun reunan itseisarvoltaan pienin jénnitys EQA

©
o

tuva 6. - . _4 ‘\:;\‘~—~——f—ff‘r;7 . o o
2 N -
Jénnitykset 8x saadaan sijoittamalla kaavoihin (I.12) ja | '
(I.15) funktiot' ftt ),'g" (t.) ja g b(t ) Ja 51301ttamalla
nallle yhtaloryhmasta (I.105) lasketut kertoimet /01 ?)2 ,

.B1’...,B1q D1’...,DN’B11’..I’B4N.
Td116in saadaan kaavat:

| N S |
- y 61a 302 - £ [-23) o0 - 3y -9 ] . Graony
| L,
| = |
-ng =A8xa(0"’o) = % %Z D (-1)% - —(}!’1 9)2)] (Z‘AI 110)

s=1

: y | o N N |
| 'g"B'g"b(Q’O)é %Z[;*Sﬁm i3m0 | [1 - -] o

=1 (fl 111)

N

ta o




Jiinnityksid 8XA’ ng ja BXC on taulukoissa (sivut 130-153)

verrattu seuraaviin verteiluerveinin:

' | P - mattomse c g ' = : i —‘
8XAA¢= - K(m +.1) = halkeemattcmen kappaleen (A =69) puris
tetun reuran Jj&nnitys kuormasta P epa-
keskisyydella m = 28 (11.112)
P _ ) . . e
8xBoo" I(m - 1) = em. xappaleen vedetyn reunan jdnnitys
em. kuormiiuksesta (%1.113)
- _ P 2 _ o s e aes e o
&xCO = I3 -m = tdysin vetoakestéamdttomdn kappaleen
(A= 0) reunajEnnitys em. kuormasta
| o (f1.114)
Lasketuissa taulukoissa P = E = b ='% =1, joten
P P 1 : S e
Reaalisen kappaleen jadnnitys ssadaan siis kaavasta
Q. . LB v
xtod T . 2 A 8xtaul A -(:ﬁ(I‘HG) :
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31. STIRTYMAPARAMETRIEN LASKEMIKEN SIIRTYMAMSNETELMALLA

Jinnitys- ja muodonmuutosavaruudet

Rakenteen jannitysgakautumat [&iJ(x y,z)] v01daan k591tellé
vektorina Hilbert—avaruuaessa H=1 (9) joka kdsittdd kaikki

nelisllicesti summautuvat vektorifunktiot, joiden mddrittelyalue

“on L,

Kahden jakautuman 8 Jja &' painotettu skalaaritulo'mééritei_

14%n bilineaarimuotona
(8134 - ES e1ieaOrs 81y 30=E§ 81 €. an  (1m.n)
Q B -

Normi maaritellhhn

||&||& = 1/CESe1jrs8}s3ijdn- = V ZEW(R) = 1/ &} 3)  (IITZ)

joésa E on eras keskimddriinen klmmomoduli ja -

gij on 813 ti vastaava muodonmuutos, i,j,r,s = X,y,2

Eiy = eijrsars b 81‘3 = EJ.Jrcsa (11.3)

Rakenteen muodonmuutosjakautumat [ Eij(x,y,z)] voidaan vastaa-

valla tavalla kdsitellid vektorina samassa Hilbert-avaruudessa H

Kahden jakautuman € ja §g! painotettuna skalaaritulona ja nor-.

mina maarittelemme
( (O E') = E() Eijrssijeésan‘ = % () &_{jsrsdn' . . (II.4)

: 5 S
: ”E l le = 'V%S%ijrssrsaijd“ = ¢ 1€) = '[/—EI@: (I1.5)

Ei-painotettuna skalaaritulona ja normina miiritelliin
(Ejer) = 851351;,‘“1 i (8143 - S& 8ijd.n. | (11.6)
letl = Yedsen 1124 - 38 o (men




Y
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Jannitystilan & 3a muodonmuutostilan € painottamaton

skalaaritulo

(511€) = S&ij " | (1)

Kaikki edellﬁ mainitut normit tidyttidvat ehdot

l|f|| >0 . ' (11.8)

: Jossa yhtasuuruus toteutuu vain, jos f O . Tdmd seuraa

W(S):n ja W(e):n p031t11v1sesta definiittisyydestd.,
b) e+ |p >l £+ ||f'|l (kolmiosasntd) (11.9)

(todiStus:.kts. Parland,luennot)

Kaavoista (II.1 - 7) seuraa:

Qe = mEen) = §didy ~ (11.10)
(818) =2ud) = aute) =€ Jlell® =3 |61 (r.10m)

'Yhtalolsta (11. 9 ja 10) seuraa tdrked Schwartzin epayhtalo

‘muodonmuutostyolle.

Bl < W@w) = e NG TP
Yhtﬁlﬁisyjsmerkki on voimaésa vain, jos glj =;{215.

Jamitystilat gja ‘&' Ja vastaavasti muodonmuutostilat & ja

‘Ej ovat ortogonaalisia, jos

(5180) = E(Qg") = o

2(8ien)

0 e (II.12)
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Monoliitiisen rakenteen ratkaisun hyviksikiyits -

Jos monoliittisen rakenteen reuna-arvotehtivin ratkaisu

[uw;%é] kuormituksesta p- ; uw(r") € Vp on tunnettu, voidaan

.sité kﬁyt%ﬁé hyviksi ei-monolijttisen rakenteen sacaa kuormi-

tusta vastaavan ratkaisun [u,?] 16ytamiseksi. Merkitiin erotuk-

set

v e i o Epyy= Ey-fa 8’“: 69"8“23&

- (11.13)

'uh,

Ph‘=P"'Po¢'§ hi;):gij-g”

VEi-monoliittisessa.rakenteessa:

-siirtyméfila u,é] on luvallinen
-jﬁnhitystilq_ 5,#]_on luvallinen tasapainotila
~siirtymitila | u_,¢& on luvallinen siirtymitila f('aQ“":-O) )

ejénnitystiié 6 sPoy| ©On yleensd ei-luvallinen tasapainotila

- -siirtymdtila | u ,€ | on luvallinen siirtymitila

-jénnityétiia ah,ph on yleensd ei—luvallihén tasapainotila

‘Reunaehdot kuormituspinnalla I ovat kuten monoliittisessakin

rakeﬁteessg, jos kuormituspinta I* ei ole saumapinfa.

qw; u e VP; | | ‘ (11.14)
Jos [* myds on saumapinta, voidaan katsoa, ettalll(f*) on ,l
eriin ulkopuolisen leimasimen 1 generoima

A o : - '
jossa u; € Vp ja 81 e X(r) . p(I*) e Y(r)
_ vy A 'Io_ . 4 ) o . :

V,=v,¢c 'v ja vpc LA (11.16).

T4ssd tapauksessa yhteen kuuluvien p Jja 2 skalaaritulo

A o A : - .
(pI3). = (pI%y) + (pfp),, = (P%8)) T (11.16)
koska (p[g)‘= 0 ja (po}al) =0 (komplementagrisuus)
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Jos p' ‘ja u" eividt ole yhteen kuuluvia, mutta luvallisia,

on .
(p'hu")., = (p¥juy) + (p'l.g") z (p*uy) (I1.17)

Jos E&,é] on tasapainotila Ja [u',g'] on luvallinen siirtymé-

tila, on voimassa tySyhtdls’

') = (Q1E') + . 11.18
(pl )m (¢} )'Q (pldx )I“s ( )
T4116in -

dier) = (Qrie).

CITN (8 Ie)g (11.19)
Lause : Olkoon P kokoelma kuormituksia p; , joilla on yhtei-
nen kuormitusehtojen avaruus 7; = Vﬁ” ja olkoon.[g;,u;J eradn

" kuormituksen P' € P ratkaisu monoliittisessa rakenteessa. 8il-

loin tilat zi ja Sﬁ. ovat ortogonaaliset Q :ss5a ja py, Ja -

uﬁ -ovat ortogonaaliset Vp:ssa.
(3 )ey) =0 | | (11.20)

' 1 = 1Koy - (D! = 11 o
(p”'u’?)r o (p7Huy) - (pgly) =0 (¥ pwe‘P) (I1.21)

ob S

Todistus:

) = i"‘l‘ 'y - ' = ' = 3 'y = 1) =
(il h?;ﬁl's (py uh)‘_:o (p 'd"‘)r; («g_ohih)n ( h'Ew_)ﬂ (phluoo)n 0
o o < 0 '
Koska P, =P - P, E Vp 1 Vu ja ul,cC Yu .
Koska 1isdksi uhc-vg , on (pituy) = (P + p°luy) = (*luy)
. O

(Ldhde : Parland: luennot )
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Ei-monoliittisen rakenteen poientiaalienergia

- w(e) - (p“.u)r, (11.22)
Kun kaafdjen (II.13) mukaan asetetaan |
Geuleu 5 E= E€ i %=

Jjossa [uL,Cg] on mdnoliittisen rakenteen tunnettu ratkaisu,
jota vastaa tasapainotila~[p;,géﬂ' ja'[uh,Eh] on ei-monoliitti-
sen rakeﬁteen'mahdollinen mﬁoéonmuutostila”ja kun otetaan huomi-
oon kaavasta (II.10') , ettdi W(E) = %(2!€)<,saadaan sijoittamal-

1a kaavaan (II.22)

R )
TT = (el €,) - (phuls w) = W(el) + W(Ey) + ()€,

=l wy) = W(EM) - (2Fluy) + W(E,) - (phowy) (11.23)

Siis
I : | |
11 =1lu+ |1, » jossa (1I.24)
|| = w(ed) - (p* lu ) .on monoliittisen rakenteen potentiaa-
lienergia, kun kuormituksena on p » Ja , (11.25)

TT£ ='w(gh) - (p:'“h) . on ei-monoliittisen rakenteen poten-
s

tiaalienrgia, kun kuormana on ph ‘,- P4 | (11.26)

O, missd P, =Pp = p*

§)
‘pﬁ =4=Py == aw, missad p =20

vapaa reaktio § u, , missd pip®japito (11.27)

—_—) . '
Koska lloo on tunnettu, ll saavuttaa minimin samanaikaisesti
kuin | | .

Sauvajonon symmetriaominaisuuksien perusteella siirtymdparamet-

rien laskeminen siirtymémenetelmdlld voidaan. palauttaa kuvan

mukaisen rakenteen ratkaisemiseksi, joka ratkaisu puolestaan voi-

daan yl14 esitetyn teorian perusteella jakaa tunnettuun-monoliit-

tiseen osaan'(kdva 7.b) ja ndirisvtilaan (kuva 7.¢,d),

1]
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Luvailisen'ja toimivan siirtymidtilamallin kehittiimizueh

Kuva"?.e El = a0
<4H— P
.
Liitoksissa u
ja Ey vapaat
Pp == § _
R w.
\fy’n'2 h

Ongelma pelklstyy mahdollls1mnan hyvan s11rtymat11amailln "

[u (x,¥),u (x,y)] et81m1seen kuvan 7.e mukaiselle ruaken-
teelle.

Jotta malll OllSl lqullllnen, tulee olla von.massa ‘

'1. | ux(Q,y) ” g(y) R o ' '(II.28)'

‘2... ux(%-",y) = & + by (suora) N ,.(II-29,')~

\é(y) on luvallinen halkeamamuotofunktio_

Jotta malli kuvaisi todellista siirtyméitilaa mahdollisim- ‘
man hyv1n, on sen valinnassa otettava huomloon seuraavat
ominai suudet :

I e -,jakautuma kussakin poﬂnulelkkauxsessa on tasapal—

-__—_——--n_—-—————_-—-——.——-——&-————

nojakautuma, kun VY :n vaikututus = 0 ja levyn kimmomoduli

— e ape e E— —

E Jja paksuus b ovat vakioita, ja &x = E S

d
2 ’
I a. Saxh(x,y)dy =0 Vx (II.}O)
d .
—2
g d
' . 2 g.ux(xvy) S
:_—> S exh(x,y)dy = S__’éT- dy = 0 ¥V x (II.31)
d d ' '
-2 -2
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d .
| 2 | .
10b) S 8xh(x.y)ydy = 0 V x (I11.31)
d
-2
4. d
2 2
' ‘ - ' u_(x,y) - .
:> S Em(xylydy = S ’,éx ydy = O V. x (II.32)
4 4 A
2 2

Koska ehdot I @) Jja I b) ° pitevét kaikissa x—poikkileik—

kauksissa, on oltava voimussa myGs

d . d =3 y(y)
x 2 éu (x,y)' 2
SS——-%X—- dydx = S[ u (x,y) - u (O.y)_] dy =0 .
Q_% ' _'% (1I1.33)
d d
22 ey 2 o N
SS‘—QT d.‘ld? = S[ u (x,y) - ux(O.y)]_ydy =0 .
"2 -3 (11.34)

ux(x,y)-%g(y) on siis y-suunnassa tasapainosysteemi 'V x .
Kun sijoitetaan. x =% Ja sijoitetaan reunaehdot 1. ju 2. ,

saadean térked ehto suoralle a + by :

4. d
2 _ 2 _ S L
()( a+by)dy = ad = %()gl(y)dy IR € ¢ 957}
- g g
-2
d a
()_( a + by Jydy = -‘1‘—2 b %S g(y)ydy Celi ;(lII.3_6)
_ 4 Y, L
c a d
; Z 2 :
1
2= 57 sg(Y)dI i b = % -% Shq(\i)ydy - (11.37)
. yO ’o '
Merkitifin: a + by =AH (y) | ' (11.38)
T(r) = B () -3(y) © (11.39)

Kaavoista (11.35-39)seuraa, etti ’lj(y) on tasapainosysteemi.
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CII Kulmunmuutos EQKy(x,y) levyn reunoilla

—— e ot e e mme e e e e e em St ewwt  Gemp  Gmms  maes e em e eem tem e e

Rakenteen todellisessa muodormuutostilassa siitd, ettd leikxausvoima

T2,00- 9 = Tyed) = T = T,(5¥) = 0 (11.40)
seuraa, ettd kulmanmuutos
S ) av i 1 _ .
xy(Fr= 3) = aexy(x,g) = ggwﬁo,y) = afxy(g ;Y) =0 ;11.41)

Siirtymémallin tulee toimiakseen hyvin toteuttaa reunaehto

’éux(x,y) pu, (x,y) -
IR S L AR~ ny = + 3
8xy(x,y‘). = 27 + % = 0 ,kuny=2+735,.

| N | S (I1.42)
x =0 tai x =% . (Vdlttémdton ehto sille, ettd mallil olisi

luvéllinen:laskettaessa poientiaualienergian miunimin mukaan jéyk-

kyyden P/up ylérajaa; tdmé ei kuitenkaan ole.)

III1 y-suuntaiset jdnnitykset reunoilla‘ y= + %'

 wwm mt e mm et mes e e e tm mmt e e tmm tmm m—t G em shs em v mem ue em e

e

Siitda, ettda 1evyﬂ'todellisessa jénﬁtystilassa 6§(x,i ) =0
seurua, ettd siirtymdmallissa tulisi olla - _7.(II.43)
Qu. (x,y) , : _
(—L—) d = O ' (II.44)

oY y=t 3

Kriteereiden I, II ja I1II huomioonottamineﬁ johtéa vidlt-"
{Hmittomyyteen  turvautua vafsiu_monimutkaisiin j& laskennallisesti
paljon tyStd je tietokoneaikaa vaativiin funktioihin puitsi
halkeémamudd‘oh X"(y) myos x-suuntuisten (va..ivmzl:nuus)funk'tAioiden
osalta. Tatd tyotd tehdessé on kuitenkin osoittautunut, ettd
mikili valittu malli aseitas esteitd joukin undon I,II tai IIX
toteutumiselle, uslli ei johda tuloksiin, vaikka se olisikin
muodbllisesti' oikein valittu endot 1. ja 2. tayitavélluVa;linen
Siirtymatilg. Kuorman P siirtym&n'up aiargjuksi:sautaisiin tdl-
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16in =&~ O Ja rukenteon giyckyydelw P/up yléragaﬁsi::oé.
T.1llaicei "yiarajun" olemassaclo liedetiin luskematltukin eiké
ce siis éiséllﬁ informaatiota tutikiitavasta kysyuyksestd .
lahdollinen siirtymifuuktio ei ule vilttimdttd toimiva siirtymi-

funktio. .

Ehtojen 1. -ja 2. sekd sopivuuskriteerien 1 a), b) ja c)

perusteella -asetetaan

ux(x.y) = fu;(x.y) + ug(x,y) : ' f (II 45)
- Ar[Yn(y)Xn(x) + H_(y) Q)n(’?):], L’V(y)?(x,
| ' © o (1I.46)
jossa§ |
W0 = 1 ja X F. =0 ¥ n , (I1.47)
- Qu0) =0 ja  @uz =1 .V ox (1148
sgké?m(O) = ¢m(%) = 0 V m ' ) ' "(11-4‘.9) :
o (II 50)
Jos vield asetetaan vaatimus 9) (x4 = —Xn(x) . toteutuvat
kriteerit I funktion u (x,y) osalta 1dentblsest1, bllla
_ N |
1 Qulix,y) S 4
Elx,y) = — 55— ;Z A '@’(y)yn(x) , jossa ‘(11.?1)

(11.52) -
(VAN 2 - .

'mnm\/~nﬂm

i | .
ey = Yq%eivay = o (11.53)
d : - :
2

Potentisalienergian lausekxeessa tulevat unyt Tunkticiden KQ (y)
asemasta esiintyméin tasapainofunktiot‘\?n(y) , mik#é on omiuaan

.elpottamaan integraslien suorittamista.
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Silrtymdafunktioksi uy(x,y) » Jornka mcerkitys ruke.ileen poten-
tisalienergian kaunalta on .ieni verrattuna ux(x,y‘):hyn, vali-

taan soveltuvuuskriteerin 11 perusteella

u (x,y) = u;,(x,y) + u_f:,(x,y) (11.54)

N
-5 %[gn(y)(gxn(x)dx v o) + (y)SSD (x)ax]
(I1.55)

S+ uo(x,y)

Qu (x,y) 2ul(x,y)

T§116in ________ _yé_— ngy_o vx,y , (II.56)

~eikd malli aseta esteitd ehdon II toteutumiselle. Kulmamuutos

9u®(x.7) Su(x.v) (I1.57) .

u,(x,y u-(x,y _

_ X y i vt i .
X)xy,(xfy) K + 5% jd& nyt riippumaan yks:m

. e ) '
omaan korjausfunktioiden Uy u; val.iuuasta .

Funktiomallin soveltuvuuskriteeri III toteutuu nyt likimdérdises~-

ti, silld

o (x’y) \ | ’éuf)(x,y)
8y(X’y) = 9 y = Q'."Z (.Y)(S'Xn(X)dx + ¢) + —%_
(II 59) : | (11.58)

ja Xl( 5) % 0 . Hallia voiduan parantaa antamalla integroi-

misvakiolle c¢;, sellainen arvo, ettd

1
2 ’ | |
S (S'Xn(x) +cphléx = 0 , eli (11.60)
o 1
? L
% S’Xn(x).dx (11.61)
0

(Piste ) merkitsee derivaattaa y—suurinassa, pilkku ' x-suunnassa)
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Halkeamemuodon \Z(y) valinta

P
—————

“wla

Nja

|
!
| :
‘lzf‘>' o Y=Yo
| j
|
1
\

. l Y{y) -ux(o,y)
Oletetun halkeamamuodon hﬁ(y) tulee toteuttaa seuraavat ehdot: |

1. Y‘(yo) =0 B B : - (11.62)

2, - '(_ééll) y=y, ?‘Yo) =0 VGC'(Z.[I.63)
3 .<—-¥5§ﬂ) y=3, 5'(% 0<:[ (2,'9 -or;f:lét'khvé]' |

- (11.64)
e ,y - oohe(y) = a (vakio) | = %"0 Kq(y) on suora] -
(11.65)"

y
5e X(Y) >0 Vv, eli "negatiiviata hglkeama.a." ei saa
esiintya. 4 ' ‘
Kaiytettﬁesea funktiona. &(y) kaavojen (II. 46,55) mukaisella tavalla
useamman fu.nktion Xolg(y) lineaarlkombinaatiota Z /AKQ},,, tulee jo-

o 2

kaisen osafunktion KQI“(Y) toteuttaa ehdot - 1. - 4. . Kbkonaishal-
keamafunktion BQ(y) = Z F(y) tulee toteuttaa ehto 5. Mallissa
kﬁytettavaksi soveliaiden fu.nktioiden mEdrd supistuu nhiden ehtojen ‘
vallitessa joka tapauksessa varsin pleneksi. | '

Ehdoista 1. - 3. seuraa, etti jotta ehto 5. olisi iroirn‘a'ssa. hal-
keaman alkupisteen vhlittomassﬁ lé.heisyydeseli, siis pisteessﬁ

¥y =Y, +& , pitd¥ olla voimassa ehto 5 b 3

(11.66)

; | |
(4 bﬂ(yo) > 0 . Ilmenee, etti mallin’ antamat tulokset

dy —yo oo
" ovat sitd parempia mitd la.hempana +0.0 :aa B&(y ) ‘on. Tit4 ominai-

suutta kaytetaa.n ohjelmassa mahdollisimman "oikean" yo.n maaraamisek-

si.
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si,
Mahdollisia - W ~funktioitae
: 3

Tyyppi 1.._'

gf(y) =—%—‘ {_[a;.(y -y, ¢ 2] e wly - ¥o) v iy - 7) - 2 ;
7 | | (11.67)

Merkitdédn

7= Z L kS s 8y =) = % - TELISL (11.68)

,(z/‘) = ;:: .(z/‘ + 2)e” z/. +'z/‘ - ] . Koska | . (?;[.69)
;,2:0 '
a 2a _2, 4 . ' |
F-AG T 3% qg, » U0 _- | (11.70)

4 =%%‘d AZpl = 2 I:- (z, + 1)e” B + 1] : fja "'*(':_[1-71.) |
i) 4, s, 20" |

| - & e e o o (ma)

Optiﬁoitavia parametreja ovat siis {r 38,32 ¥, - o

Tyyppi 2.

Kéyttden vastaavia merkints3i kuin edellisesst tyypissi

)9,“2(:!) 3 - — [(z - Bpo 27. + 2] ' § .- (11.73) .
Z,. >'O . _
k\rz(y) = 3[(2 - 2z - 2)e” l“' + 2] | (11.74)

4 - .
Be@) = 13 Ruzls - 2 e (1)



Tyyppild 3. oleva funktio

Wus(3) = ‘ "’(y =y, )e” By =35 o 1 ﬂ;"- 7 (11.76)
I.0 " ¥ - ]
\320

voidaan lisatﬁ edelld mainittuihin funktiotyyppeihin 1. Ja 2. ;
ja ehdot 1. =~ 4. sdilyvit voimassa,’ '

Mahdollinen on naden lisdksi halkeaméfunfiona

tyyppi 4.

39 (y) [_\/1 + e (y - Yo)m - ] ‘(-'H'°77)
mz3 _
nm%ta sen kaytt6 halkeaman mallintamisessa oliei hankalaa, 81118

Sen integraalifunktiot eivat ole alkeisfunktioita.

L amd esitya Ja tietokoneohjelma kayttaa ainoastaan tyyppia 1. ole-
‘vaa halkeamamuotomallia, koska laskut ovat silld yksinkertaisimpia
ja koska erdiden muiden tutkimusten perusteella (esim. Nied & Er-

dogan, /6/) sen on syytd olettaa olevan 15hinnid todellista halkea-

mamuotoa'oleva'funktio.

Kun'_.l_' £ 7, » niin 8(,) =0. o | | »I(Ii'..;'fa)
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Hu(y) da f@i(y)

P = gz - {-—-[(z,, e 4 g, o2 ]
| | 0. ‘
. A 0, ltun Zu. <0 - (11.69)
zﬁ(y) = Eaé,(y - yo) § » .= ./Aévakio | : (11.68)
H.(y) = -:;é Xz(z (7Nay + & 5 Shﬁ(z (y))ydy (1;1,_.79'),
o .
| z/;(%) o g (.2) s S
= 5= \¥({s.)a 4 )( + =)d 11.80
| 2.&,.§X.- % I{!Sb‘ g ,d o 4( )
Merk., z,(3) = 2x(@ -3) = %(1-79) =z (11 82)
o 38 a2 o ; Vo To: o NEReBel
M= % v o = To ‘ |
81,4‘. - - C . 1 2 '
. -z -
;[/,_ =x’§# ‘.(g)dz = - (z% + 3)e P + 2B Zz)ﬂ» 3 (11 §3')
Zape .
&S GQ(Z)ZGZ = o (z, + 2)2 S %z? - zf +4 o
_ﬁ _ (11.84)
. . : . | S
. Kun merki#a§n Br= LR Je ?Cf‘g -y ( I +ag.‘701,‘) 3
e  (11.85)
niin

(,’Z)'%/s/?*“ﬂ'z | : : ' '_'(11.8'6)

5,
YR = Bl - flp o Gnen
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Funktaomen'xn(x) ia 9 (x) valinta

Kuten valittaessa approksimeatiofuntiota halkeamamuodolle n(!),
on myss vaimennusfuktioita monien mahdollisten joukosta poimitta-

ess8 asetettu péﬁpaino'seuraaviin periaatteigiin

- funktion pefustyypin tulee olla mahdollisimmaﬁ yksinkertéinen
ja helposti integroitaviesa oleva ja edellytykset (12.47,48,50)
tiyttavd, | o |

- samasta”peruéfunktiosta tnulisi voida johtaa kokonaisluku n:n
fuhitiona lineaarisesti riippumattomien funktioiden xn(x)',g)n:(x)
joukko. Td115in ATK-ohjelmasta tulee mahdollisimman lynyt ja
sellainan,_ottﬁ'tietokoneen kapasiteetti voidaan kéjtfﬁﬁ:térkqin
hyvikei,koska t@ntemattomien'vakioden mikri voidaan antaa ohjel-
maan l¥htotietona. Mitﬁ tarkempia tulokéia halutaan, sitd suu-
rempi  tulee tietenkin olla tuntemattomien miliri.,

Soveltuvimpia funktioita lingvit

) [ Aa® = coBFE , n=1,3,5..  (iLss)
Lga@ =-1- cos®yX (11.89) -
‘—S‘Zn(x)dch = glﬁ( -,-;‘3.,-,.-' sinﬂg’-‘ ) o ’(II-;so-) -
Ligatmer = o(2F - etfx)  (ngn)

' - - n+i | .

2) Aal® = 1-(=1FanlE | 0o,

: n .
| : (11.92)
Pnlx) = (- ‘)TS?”'{'{J‘[ (11.93)



o B n+1 oo ,,

SX‘n(x)dx +c = 51_1.‘( P-TIE + (- 1) cos!liﬂ".’;‘. _ ’n» ﬁ4nrr y

- n+1 (11.94)

(Xalex = 2 (1o (0 Do) (1ro5)
n+1

Kaavoiasa"_Z)‘; voidaan LkHyttHH merkinnin (- 1)-2_ . agemasta
iden{tistﬁ lauseketta sin%-r-r » kuten on aritmeettisista syistd
tehty myali:emmgx; laskettaecssa funktioiden ‘7(_n(x)1 Ja ')_"n(x)2

integraaleja,

s:l.ngl-lw?JE symmetriaominaisundet , ‘Jotkxa eivit

Jo.t‘ta coa%f—*:n‘ ja‘
ole Ex(i,;):n ja Ey(x,y).n todellisten symmetri'aoniiﬁaisuukqien
x;mkais‘;a ; ©ivdt puolestaan aiheuttaigi haittaa funktioiden sovel- -
tuvﬁude’llé .muodonmuutosxenttaﬁ approksimoime}an Ja jo.tta kor jaug-
funktioiksi . ul(x,y) Ja °(x,y) voitaisiin asettaa mahdolli-
simman yksinkertaiset Ja rakenteen todellisten. symmetriaominaisuuk-
gien mukaiset funktiot, on ohjelmassa otettu kayttoon molemmat v
vaimennusfunktiotyypit A (x)1 ja X (x)2 . Futakin tuntematonta
vakiota A “kohti tulee tdl1l16in yksi tuntematon vakio G lisd4, .
Tamé pldentaa Ja hidastaa ATK-ohjelmaa, mutta parantaa tuloksia
huomattavasti suhteossa ohjolmassa k&ytettyjen tuntemattomien ‘
(eli optimoitavien) vakioiden kokonaismaaraﬁn _ »

Se, etti halkea.muodot Ja vaimennusfunktiot on &ytketty toisiinsa L
siten,ettd yhtd ‘halkeemamuotoa JQ/"'(V) vastas yksi vaimennusfunktio-
pari [ (x)1 | /L(x)z , Jjohtuu ohjelmointitelmisista syista. THs il

o ,
aiheutuva virhe voidaan komp%oida korjausfunktioiden u (x,y) s

;(x,y) avulla.
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. o o
Korjsustunktiot uXQx,y) ig_gygx,zz

Veatimukset:
Ehdosta. (Ii.49) seuras | uggo,yz = u:(%.Y) ; 0
Symmetriaominaisuudet

CExxy) = E(ex,y)  ——>  up(x,¥) = - ui(-x,y) (I1.96)
Ey(x,7) = Eyl-xy) — u;(z.y) = +_u;(-x;&) (11.97)
g3 x,y) = E(Fxy) — Gy = - @(L-x,5)

1 P 0,1 0,1 _ _(11.98)

€,(z+x,3) = Ey(g-x.y) —  ulgay)

+ uy ('2"19 y)

| (11.99)
°(x,y) tulisi 3119 olla antimetrinen ja u (x.y) symmétrinen
sekd suoran x=0 ettd suoran x-~% suhteen. Korjéuéfunktiona

on edullisinta kHytiid kaksingeriaista Fourier-sarjaa

°(x,y) = ZZ ( :Bikco + Dyo 6 ixr-aﬂz )sa.nzm’x_ (11.100)
ug(x,y) = E; Z: ('Cikco 21 + B singéﬂ! )co 2KUX  (11,101)
, 1=0 k=0 : S

Niiden funktioiden edullisista integraasliominaisuuksists johtuen
kerroimmatriisl, josta tuntemattomat Aq,..s,Epp ratkaistasn, tu-
lee sisdltdméddn _OQalkioita siten, ett4 se saadaan’ﬁduttujavektorin
ja vaakariﬁieh sopivalla jﬁrjestﬁmisella ns; "kurkiauramatriisin®
muotoon, jolloin se voidaan tiivistd¥ yhdekei 2N X 2N -matriisiksi,
B joka tulee olemaan suurin ohjelmassa kddnnettlivd matriisi, Tunte-
mattolen By, ,...,E;, mddrd voidaan siis asettaa léhes miten suurek-
g1 tahansa (ohjelman ajoaika tietenkin kasvas) , ja periaattecssa
. alnoakei virhelihteecksi JiY oletetun halkeamamuodon - zF(Y) POikkea-.

"minen todollisesta halkeamamuodosta.
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5 1 X UUx pL2F2 + 8
- f}‘—ﬁ [\!‘F(#i— t CoOSPyT - oo ) + H’L(1 + cos#l—)]
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+Z Cikéos—z%lcosg—k'i—}(- + E;,Sin 23“1\,0521{1")‘) ' '(II._103)__
i k - : i k .
=1,3,5,...sN , i=0,1,2,3,...,I | k= 0,1,2,3,...,k , + = sinﬁF

= Zﬁflé'—f]—(:&sin qx + H/Lsi _Tlix) fZGr%(lx }“—“— » cos )
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7)) B, s1n2 Yo i | (11.104)
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1
"{I1,106)
Oz _ uTyr o ;‘—— (1r.10m) x4 BT cosfTE  (11,108)
9K, T 21 Unsin 3G, - =721 1 .
S&x _ 2kW, 21Ty _ 2kiix 9E€x _ 2xm ingi__xcos'zkﬂx
38y, ~ 1 °°Fd %I 8Dy, 1 1
(1I.109) (11.110)
3 D& - °fy 1 x
: o (11.112)
& u "nx |T + 8
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DE O  24W., 28T T
- 55;% = 0 (II.114) _ e s 1aiy cosf™®
' (11.115)
24T 24Ny 2kTX ? o
= =X COETZCOI'T— = /‘ = —,a—cj% .= 0
' (11.116) (11.117)
. o 2 20T 2k E§ﬂ§; . BT 24T g 2K
(11.118) o ~(I1,119)
Yoy _ _ 26T, _24Fy . 2kTx Wy _ _ 2m, 2MTy KT
1T d 1 DE iy 1 a 1

(1I.120) (1I1.121)



Levyn potentiesalienergia
HEe w +V , jossa . . ) | (Ii;iZZ)
SR a1 | |
9 B 2l | 2 2 ' 1 |
V=3 TSI =20 22[(1 -VI(EZ +E€5) + 20,8 s 1=29 xg xdy
a a -3 . (11.123) o
2 N
V- Spmu (0,7)ay - S LEp - Y 8,(y>]p(y>ay
Yo (11, 124)
N | d
= - '% Z(A’, + ) S&P(Y) (1 _z—ex)dy . (11;124)
o pre R
c 52 1 o
12. &
--1 Z(A . e,g[ S&*"Z)"’Z iz g SZ?#"Z)’Zqﬂ
/"’7:3'- _ 20
v -
: ,um, pe1s. _ (11 126)
(12) )8/‘+ o< 12 ’ ;)ossa ﬁ’ SBQ#("Z)G’PZ Ja oc 358,‘(‘2)'2572 _
(11.86) 2o (11.85)

m = ’d‘ (1I. 127)

D11 pees ’DIK ¢ E1O' coo 'EIK .maﬂrétaﬁn Biten, ettd pbter..\tiaalienergia

saa minimiarvon, kaavoista

. el a1l N
=0 , amsc, 55—803 —E——=0

ik
' ' © (I1.128)
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o€ 2&. 1 -2y gg 1
+°9T; nly +\)9§/~ 61 + 2 A/‘Xn] dxd.y, - é-H/"(- %)
. v ) |
- 55-‘ f%} =0 (1I1.129)

W ' L q :
501_“1' "."EIK) on lineaarinen Ja homogeeninen keryto.ftmiep

' 1 gese ’EIK thteen, joten

. , K o
) -2
ov _ " W 9N _ 5
2= gZ sl 4 5% = Z} A5
I K I K I K
Tﬁz_w__ c + __Qg_w__ D + .iaL E

+ 98,3C,, ik aA/;Dik ik SE.3%;, ik

] (11.130)
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. Faikille kertoimille 4y vastaava yhtHl8 matriisimuotoisena:

[aﬁg] y I [b?u.k] BT 4 [cﬁik— T . [‘-lfA‘ik] v o+ [e;ik‘] £ - 1 #_n
' (11.131)
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. r A1 ’ 8.13 ,o..,aln :
’ a ’oco’a ’ 2 '_ '
[&‘;}] = ?1 ?3- ?N » Ja aﬁz azng (11.132)
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| -

' . (II.1§3)
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hbno1 se+es Ygog » PRqq e cor PyIg |

b

‘Jne,
V
.Matriisissa Um siis

- kirjainv u osoittaa, mik& muuttujavektori matriisilla kerro~
‘taan ( vastaava iso aakkonen )

- ylaindeksi v ogoittaa, minka muttujan suhteen derivoimalla
‘yhtH1d on saatu )

- alaindeksit m JjJa n , jotka osoittavat alkiomn paikan tassa

(osa-)matriisissa, milrdtyvdt siten, ettd

v % o , - | ‘
Um = VR0,  Tom . (11.134)
= (11y§3'°'f-‘n77 = (67,65 +s0y)

T « T
(Bgq+Boos e+ +Brg) = (Dy1sDq2s-2Dg)

% LR

v Sy %

= (EqgsEpgr-esErg) .

(°o1'gbz'°°"°1KiT .
(11.135)

Samalla tavoin osittaisderivoimalla kertoimien: %» ’ Bik ’ 0ik

Dy ja Eik saadaan matriisiyhtalﬂt

[ L7 <[ < [£07 - [507 - [2.0¢

: i | '(11;156)
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umn = vnm - é-u-—-v- ’ Un,Vm = A1, s ,Eik : U e o L ,. | (II 134.)
il . (A1,A3,..., N)T _ .= (D 1"“’DIK) - 5 on nollavektori
’ : T
ﬁr = (301'...' IK) | ) . . i (E10'0.c’ IK) . A =, (G1,G‘3'...,G’N)

: —_ T |
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o (mﬁgmdy : Sﬂ;(q) ¢ (e - 2(1)’.1):4
! ” -1
< Kts. kaavat (11 161 - 165),8.77 - T8
g |
T (y)g-%(y)dy =-% -%Sb&,ﬁq)kﬁ%(azmz 25t 81"’??
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44 a 2
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matriisin (II,137) alkioiden lopulliset kaavat.
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99Ax YN 9aA ﬁx axdy -
P ¢ d 1
wx_ . €mx, L
- T [ - v)#ﬁl < ),,(y).vg(y)dyzsin Poingfax
3 "%} - o
(1 - V) 1 (y) (y)dy (EL - g8i ni)(jL - sinéﬂz)dg' l;S
+ '—74@2 (Si‘@/* 8‘5 %}m T gn e
4% -3 o
>
a1
5= (y) Lo (y)dy\si ( sm%——)ax
A 22;30; » Gyl




oA TN S T S emen

-60-
% Fom poy

0 , kun }L#g'

"
1
O~ N}
4/]
o
il =
TN“ ‘
NS
A
'
@
He
5
%
L
——”
Qs
L]

1

?

S(ﬁ%a; sin#%z?(é% -»siné%z)dx.
0 .

=3'11+v)(1—29> 3 /”—‘ ' %— -y

(- ﬂ:m - 9)‘;—%@;&,%)-—\)2(1 - 2)(51,‘,

W
2 R . (II.138.b) -
a}lé = 8.?}“ c .

) + (1 - 9);3{‘7‘(1 -—fg)(&p,xﬂj o (11-138-6)‘

a,gg $pa zw’ e e +vw2(f0§ ) - - B ]

Rt
el .




-61-

1

?
3h.96. T 'Y

L s

+ o= dxdy
Yo% 3%
| (= #) %‘
< [0 - W S ) eunlT (pueffReontos
' 0
1 .
2 ‘
1 L4 N ,-. T' TIX
o B g B i e TRT sinloos

+
l—‘l‘-’
N

|~
b= |
N
5
%1
~
s
[0)]
e
=}
f !|=i
O~ N
o\
B S
I
=
5
”~~
gl
|
1]
'.J
=]
%
H
A g
o
"

| R . Ex & . | \t

]
~~
-t
<
S’
N
[
N
O
X
g
[ ¥4
L
i
|r\>
It
[o/]
- i fdo o
. i .?
e
o
”~~
._.T;
™
4
)
e
1=
o
%
L

o
bt
-t
o
.-
N SR B

A

' 1
i ]32“ i1} 1 1 _da
, ginéﬂ (?)Si“ ix'c‘?s'..ide i —'T'./Asing'—' +3 sinf;‘?ﬂ - 2 wl‘aiﬁ’wg
1 . ’ ! . 4A o K L
2, - o1 G 4 stileondE - Pt By

TS
1

o~

L 22 o
= - '()sinig{—x-( {x + s:'m%r—rcos;g%}£ —,‘-3-5—4—-4'*—5)dx- ’
o) _ .
Bl ogoul L1 1 | gl 2L
;%Es 2 7 Tf/.ksing-r + ssin/g—"' 4/"' "lgﬂz

. - , 1 ? = w - 1
- §AGR T, . )

| ()102 = 1’?05:;;f?.")

e




T et

+
k
.
<
o
i
5 !
: )
.
!
o )
t
. )
{
ol
: .
¥
H
M
H 3
lx

L

U, WS, T

-62-

0 Wault) 1 | .
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-v,z{'i - Z£E£1.“ cos zwk)];()_(,i)% (11.147)

(40 = Sy = PwiB (o) | e

@;

Q. - 4o

A e A B [1 : —/i—u - con 20 ]E i a‘

e s o

+'\)wﬁ$ (},ﬂgi)ws Qwu} | (11.148) &l
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a 1 .
2 2 « .
B B o8x x4 . 20 Qbﬂxg o
Piicjm = Pmik SS é[(? " V5B, 83,7 T2 9By 5'§jm] axdy
. . A o4 ' o
1.&:,3,“«“0“’2’."”? : . ‘
. , a 1
[ — ~'§ 2 . -—
B - B 2kl 2m! ~ 2kiix . _2mix
Yoxom = Pomok = $U1 = V)T T éiy ) cosBiFoostiyk ax
) 0.
-2
: _ : e
. 4 1}3
. =’ IIO ;
. 0 Jun m# k ,( 148°)
' a R |
: . _2 2 ‘
B B _ 2kt 2m\ 2] 2klix_ _ _2mlix
Yokjm = .Pjmok ?(1 -V T %"““J%l dy é”s 7 cos—yax =0
-2 . 11, 0
a 1 (I1.149°%)
. _ 2 _ 2 '
B B = 2k\t 2o 21y o240 2kiTx __2miix
bikjm = bjmik _g[“ f\)) T =1 Scos T cos=sg dy Scos—-—i—co ax
i, b‘é 0 C "'% °
- a 1
| 2 2 i
+ > 2y %E E%E Ssin———z‘?i\g sin—'j--l2 g dys .sxinzmiﬁ‘s:'ur.zmgix dx ;]
_a 0 . '
E .
| 2-2 2.2 . ‘
) 9[(1-\))1“2'1&-&-1-291211pkunp=kjai=3 |
0 , kun m # k tai 1 # j l,
2 ' "
2y 2
_ ?[(1 —\)) + (1 il ZV)Awi ’ kun m = k ja i = j
o , kun m # kwtai 1 # J

(11.149)
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d1 -
» 2z oEx OEx . 1 = 29 3% 28

B C = X X - Xy X j

esm = Pimik g% S O35, acjmf 5 gﬁik @T—lgm ) dxdy
iiiom':o'nzn _% 0 v
.= 1:_10 RN . :

-o 1 '

= gE 21{7( —-&E-)S cos2il éin—lgzdyg co:s2kfbc gn-ﬂ{l‘ dx

o ' =0 ..X , ‘ A
/ 2 AR T
- J A v_&g’x u T
. 1 29( Ziu)( 21:1')% dyss 2k xsi 2miix 3 j o
| N A
=0 . V igj,kgm » (110150)
al ' ‘
27 Ex IE 2y 9? % xy o
B 2.D X X 1 - . L
ik jm = b;]mlk 8S S[“ - V55, §Djm * 3 ] dxdy 7
1. = 0,1, i _% 0 X . Lo 't"u
k‘i,m:‘a 1,2,3,... a 4
_ 2 ) ‘
: S)[(‘i -\) )2 m| S coszj'-rr in—udyScos—r—zer cos—r—zmﬂx dx
o d ' :
'2'
: o i
2z
_ L 1= 29( 21\1')2;11"'() 5in2 2d‘n’ dy() 51n2k{7x31n291vx dxj
‘: ; 0
t . N ‘,'.
per? (II.15%) °
a1
2 2 . .
Tism = Pgmik = SS( o%x 96z, 1 -2 ¥y oty y ey L
tigm = Pymix gd PR 5E,3 2~ 9By OBy c
1,m=9,1,2,,.. -3 N
‘ k,a = 1'2)3’oou E
),



— | | g=T2

‘ 2 i ? ék‘ﬂ' | -
B E - qy 2 2m 24y g Xax =0 (II,152'
€oxjo = Pioox = §V T § °°_s Y§°° ( ) !
. . d % '
s pE - 2T 2 'rrs cop2il 23“Idysc S2ay = o S
- eqxjo = Yotk = VT = ) (G15200) |
' ’2 ' S
L d 1
3 |
1B E _ ;[ g2km __113 2111 ZJuxd cog2KME o 2miK .
?,f €ixjm = "jmik " Q[VT a) ooF ”é 10T 1
o toit,dm £ 0 -3 |
I L g | 1 |
S 5 ;
1 - 2\)( er)( QRW) Ssinﬁ.a_xsin__&mdy() SankTrx -gﬁ'il'l[dxj |
| --2 s
‘ ' 2 2 L2 .
, - 2y ik ikn _ i =
, 0, kunm# k tai i £ J ( tai i,j,k taim =0 )
- = - S (1I.152)
| | a1 | ' 5 g | .
2 \
¢c _ .06 _ of ([: - arle 08y , 1 - 290xy Oxy Y344y -
Cixjm = Sjmix = §) ) (1.-9) ik Scjm 2 iy Fin
i jok,m=61,2,.. _% 0 o _
S ‘ ¢ T ok, oum X
B c 1 - 2v,_ 2kfly,_ 2mTR (2T g omfx o
cgkOm = om0k = S‘T“( =) T)§ dy § sin 1 R ! ‘{
| -3 b

3(1-2)%7713@=3(1-20)?i:;—,kunm=n

0 kun m # n (I1.153") ‘J
’ - FN

4 | 1
) | a 3
2 .
| It | 21Ty, 241y
5 Y050 = 9%010 = QU1 -V~ 0 ‘z'g‘cr)()sinﬁlsm_;laldyé dx

_a
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T3

| g(1 - 1))12972.% = 3(1 -V)4 wf » kun i= ;
0 , kKun 1 # 3 5’ (II 153'|) i ]
T S T I LT T T NI IR et - e— 5 n B e A e gty e S At S A | |
d 1
(2 . 2 T
21 23 2k
°gkjm = jmik [(1 -v)(- Zﬂ)( _3" S Sin—a'lsm_%ﬂxdygms_ﬁ
d 0
2 )
i,j,k,m £ 0 =2 | . cos—PiL%@!
d : 1 'f)
'+ 1 -2 2»)( 2ku)( 2m\'53 cos2iMW oo zdySeo 2kuxco Zmedx] _
. 14
"’z :
2 2.2 ¢ |
[(1 _\))12“ 1 1 "22011 (Y] d] = g[<1 _\))zwi
‘ 2 21 _
= (1 =2)E , klun 1 = j Ja k =
| . (II.153)
. O o kun 1 £ m tai kX # m
$3 ' »
» _. 9€x 9€y . 1 - 29 Wxy 2y 3
1,k=0,1,%,.. _% 0 . X : . N
jim=1 z S .- ‘ d ' =0 3 ’
ik #£0,6 . 7 2 ,;.:
D 1 - 2V 2if,  2k¥t 24T 2kiix . 2mlxs. |
ki = dnok = §2 (- ZDY§ eo /5‘4 ay o102 a1 n2B =10
o -3 °© - (11.154') |
a 1 =0 P
| rr-z 24T | 2 z ‘ 2
c D 2k . 2iTTy M TX.. L
9on = ®ymio = §VT(- 2T (e 1n2iMe1n2lay Scos?iax - o |
-% 0 (II,154'¢)
a 1 N
2kiT; e 23 2 Z
C _ D _ kij_ 2in A1) 1 2kyx . 2mirx
4yim = ymix = SE’T"(' ) )Ssm‘ﬁl"i a dYS°°3'—f-°°s —T dx
i,3,k,m £ 0 x _% 0
. . 1
2
+ 'ézv 2§W zgﬁ)Scos—?cmqg Lay sinzﬁrxsinzgﬁxd%]
d

R— JEITOS e e e e et i e S T UUIN PR

SR
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2
ki 1 - 29 Xy . _olkn :
%(-—iﬁ“—z"" ) = =85 = 2 QW
) kun i=J jam=Xk
L0 pkuni s Jtaimfk (11.154)
a1 |
2 2
c _E | _ & & . 1 - 2oab9xy'3§qx ] )
eiyim = Cjmik . ) S[“ 9)gcik E 3, * T a0, ;ﬂ'ﬁm dxdy j
ilklm -3 0'1'2‘-'- -% O . :
b= 42 ' Y d ’ =0 1
572 g . |
c E 21T\ 23] . 217 23 _ '
€i0jo = ¢j010 = .?(1 -v)(- *E—)f%J éslnr?g%cos—%rzdygdx =0
-3 | ‘. ,
c E o9& s
®oKjo = ¢joox = © (5ﬁgi=5§%=°)
| ' [<} =0 1
o 2 ) . % o
C E 21T\ 2317 in 2] 2K1TIX 2m 17
®)m ?jmik = ?[(1 -v)(- T)-ag—ésin#é:s—%—ldy )cos—j:—cos-—-r’-x dx
2 S 3 “
¢ 3 > 29 2]{“-)(# %n_u)s cos2iV4s angdyssin2kﬁxsin2mﬁxdx]
d 0
' =2
= 0 Vi,j,k,m (110155)_ :
$3
D - _ D o °fx 98x 1 -298§g8‘&lgj ,
d5vim = Ymix = §) S[“ -V )55, 80, * T2 8Dy Wy dxdy
i,k,d,m = 1,25 .. ‘-“% 0
d 1
— ~§ o ? ———
= g[(1 - \))-2-%-'— -21;—' S sin—uzﬁ sin—-a—*}:zd-rI dys cos———zﬁﬁxcos—-——zml"xdx
-4 0
2 .
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. 1 ‘ 'A B
+ 1= 2" 21T __g_i‘[Z ()005-—3—121 coe—%—xdys sinZk{rxsinz—mirx dx,]

e
. i

- 2 .22 ' ouw?
[(1 -.\))-k—%rg + (1 - ZO)LIE—:L] = [(1 _-'\)) X

kun 1 = §J Jak=m

O, kun 1 #J taimiék (11156)
, % % ’ ‘ .
D E - [ A x 9y 1 - zoabﬁxy%%q A
= 4 e + dxdy
®ixjm jmik = Sé é \) 3Dy, anm 2 9Dy QEJm ] e
i,k = 1,2,3,...—5 :
= 0,1,2,000 a1
o 22 5Ex DE
D _ E . X oCy
®1xj0 = dj01x = ?§ é‘) a"“""Dikanﬁd"dy
. ‘ -4
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= ¢V 3.11‘1' —2-?-'—§ sinZir cos—-%—-z2 i dys cos—-l——Zk“xco 2T x =0
-2
a 1 |
2 irx 247y ¢ oxr omix.
D E ki 1 210 ] \x mix
€ikjm = Lymik S’E’T ‘g‘ésm a cosTg d:"'é cos=ycos=y—dx
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: %-
+ 1. > 2y 2(11“(- 2]{“)8008——-121&“ sin-z—da@dySsinZk{szinzm{'x dx ]
_d o 0
E .
=0 Vi,j,k,m N (110157)
$3
E E o _\9&y 26y . 1.4 2P 'aagﬂj
®ikjm = ®jmik = § d)é[“ »)3 ik jm .+ 2 kg By xdy
1,3 = 1,2,3,.. =3 :
k,m = 0,1,2,... a 1
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57(1 -\))12112 % ;?(1 -9)47.0.)?_ » kun i=1

0 , kun 1 # 3 ' » (110158')
d f 1
. 5 | 3 )
x = g[(1 - V) '_é" —gﬂ() cos—%mcosg;grldyéc _2_1{_71_{ 0p2MNX .
a . il
-3 .
d - 1
5

1'- 2v( 2ku’)( —]_J)S sinzrr s:.n-—a—ldySsin—m-sing%E-{dx} {

'?

[(1 -\)) 121 + (1 - zv)k—?{-;g]=s:[2(j _v);,@g.

+-1——'533w1?; L,kuni=3J jaks=

0 ',ku.ni;éj tai ¥ £ m (119158)
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y-suuntaiset integraalit

Qﬁ;(y):den 'Ja n¥iden derivaattojen tulojen integraalien lausek-
keet, jotka‘esiiniyﬁat potentiaalienergian lausekkeessa, lasketaan

kaavojen monimutkaisuuden vuoksi omana kappaleenaan,

Otetaan kidytwotn merkintl

1 |
(B,F,) = % F,L(y)r\,(y.)anqs mlpryipan  (11.159)

Funkfio gﬂ&j)'=-ag”(7) = bQ(%F) on jaettu lineaariseen ja eéali-

" neaariseen osaan . .

'f/((vz) . 'f(-zﬁi = s;—-(z)n 2)e 7, Jun T2¥e » (42) = ‘-" lzp 1)5-2"
L 0 ., kun y<y, ’f - |
R NORRICHE {E}—(zﬁ- 2)  ,kamyzy,, 1;);»2) - 1
- 0 ,lkumyey, | (11.160)
V=o ”

(G ) = CBEDG) - (2,075

= (£5,2,) + (hu1,) + (8,1) + (n,,n) - (HF,ﬁv)

=; f‘)) + (h va) + (hv,aﬂ/‘) - (h hv) "‘(B 9‘“9) ’
jossa: . {21.161) |

. 1 ) 2, oy
(f}nfv) | W {619,.\; + 2 [(21,‘ + 245) +_'2(p,,\,+ 1)(z1ﬂ+zw) o

+ 6p/u+ 2] 0-21)‘-21\’} p - 39}43{9 =
- | T e P
(11.162)
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§> [36u47- %) 2] fuipay

(b .é?v)

o 1 | 1
- (6.7 + z)q? Lotpan s ee/,?S AN

.".- 2(2 + %,7,) Py + § ¥pxy, - (aLes)

(gﬂ.hg) (1 -7,) %?y421v " I T 24y + 4 )/&;@99 (1I.164)

. y 2. ) »
Bk = 5 (Bpsep)(poach)ay = 2ffy v §etus)
' T | , (II.165)
1

(ééP’Q3;) - ;/(8%“(2)153(2?‘- (ébk/iK;)

(a¥,1%)
w2y /

89,,(1)1%(1) -(59,;.39) CQRedy

- égl,‘u)ﬁv(ﬂ - 6:9,4(1)699('1) - 8\,(1);1/;(1)* (89/"&9) ’

| - (11,166)

jossa:

(8»,5?@

(3,80 + (b)) + (5,8 + (B,uh))

) + (B
(1)) + () (59\,.1) - (1)
SR VRS YORYURUANNC R
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. . 1
(f/”fv) = P/‘V(W)"" wg){?(Pﬂv + :‘) "[ z(p/«l\)'o' 1)

(P'N + 2).(‘21)* + z“,) + (21}* + 21\’)2 ] 9-21‘}‘-21})}

"
(11.168)
(1'3;,25(,) = (ai}, 50”) = (f V25) | B
= —2—-——_ {2 i [(21 + Z1v) + 2(21 + Z 9)
(se/, 999) - /J. !
+:2 ] e‘z"}"-zh’}l | | | '(II.»169)-

Halkeamafunktioiden ja korjausfunktioiden yhteisvaikutuksen

vuokéi esiintyvdat potentinalienergian lausekkeesss myds. seuraavat

integraalit,
B -
()u i) = :) V. (m)cos 1Ty | |
1 o= ' |
=-§ HMWMZ -. Sgr(az)coe iuzd'»z_
z - 11}‘1-4 21, 3/“+ 2147‘. » Jossa SII.170)
Lapi = ;30(72 -720)'e—&/‘(4z-7°)c0's 1T|Zd7

1 2 - 12r2 °Z1
2 .22 (z &‘-———- e /4cos in
aei + 157 { Ve *2 + 12572

L2

...,

i
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[:(39. - 1 T )COB 1"? - 2&/‘1“7 ]} (II 171)

+ 1 1
1 _w(y- )
12 . = A Se ’(‘1 % cos iﬁ‘»ld‘)l
A}“ &/4 .
Zo.
= m (e f‘coe iW + cos 1“‘70 - gasin it'|72°)
(e , - (II.172)

13/4; = S (7 -"Zo)cos i'ﬂozd'?_ = —-2—7( cog 1l - con iTnZo
70 (11.173)
1 -

-14/‘: = .' S %-co;l iﬁ'ld"l = -.27-15,-. sin i‘f‘?o (11.174)

1

Q(r,i) = S’v;(‘l) sin iWIzd'tZ S (z)sin ledqz
-1 . -1

1
S Xef(z)sin inydy = —3_—— cos 1T - 11)“- 2;[2)“

Jossas

235 ol

Jy - = - ( cog 1N
L 1?;?{ Rl 72 w,

2 2 2
1 (11.176)
Sop-y e |
%0

=% ~%,)

sin 1!771 d'z
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1

- ;(7-?)
‘12/11 = “5;"; ()e °
7o

sin 1ﬁ7 a%

. - =7 I
—-2—--1—2—7 (- o Vo 4T+ -é—,'—'con 107, + sin 17%)

- y .
Ieow A T ” (11.177)
1 ' . . A | : o -
J3/ui = S ('z - 7,00in 1!7'Zd42 = #(éﬁiﬁ'co: 1t + sin 11%,)
20 ' (11.178)
1 .
J4)¢j_ = S—-"— sin iﬂzdz = - i;'_&/‘(cos i - cos iﬁ?o)
o ». ' .(11.179)
E (/4.1) = éa’,(y)éos 1ipdy = ;@7‘_11}‘1  (~2[,1.180)
. Lo . .

1 ae . S
I o = § Wqetn tnyay = %274 | (I1.181)
| /‘ ' ,.'ZOKQ fd \



Nollasta poikkeavien alkioiden paikat matriisiyhtt&lossa kan N = '3 y 9= 0 (-9- Bok = Cio = C ok
= By, = 0) yi=d=ka2, tuntemattonia 2N + 4»2»2 =4 + 16 = 20 kpl, (N = 3=>2\& :aa)

1

1

1
1 .

i |

XX XX LXXX XXXX XXXX|[XXXX A, r-.1{1(-1;%)

x X XX/ XXXX|XTXXX|XXXX|XXXX A, Hz(-a)

XX XX|XXXX|XXXX|XXXX|XXXX| |G H,(~7)

XX XX/ XXX X|XXXX|[XXXX[XXXX _(_}3_ ?2(_)_

XX XX|X ' bd 311 0

XX XX b 4 : x 312 0

xx xX x _ x Bz1 0

XX XX b & - B 4 922 0

XX XX x x C11 0 !
XoX X X x x Cqo 1 0 S
XX XX x x Coy "3 0 (1I.182)
XX XX | X p 4 922 0

XX XX b 4 x ' D11 0

XX XX X x [ P12 . 0

XX XX x x | . © 1 Doy 0

Xx xx|.. X X Daa o

XX X X|[X ' - b 4 . E11 0

xx xx| X - . 1 x Eyo 0

XX XX x X Epq 0
XX X X x x Eyp 0

. - - o b -l

o .Ma“triri‘éi voldaan JErjestil uundelleen kaikilla N:n,\ I:n, J:n, Kin ja Min arvoilla'_pysty— ja vagka-
“‘rivien jirjestystd muuttamalla siten, ettd nollasta poikkeavat alkiot keskittyvit toisaalta (N+41):lle
ensimméiselle. pyst‘j- ja vaakariville Ja toisaalta 2X2-matriiseikei lévistdjtlle, '



Ndllasta poikkeavien alkioiden palkat edellisen sivun matriisiyhtdldssH, kun matruiisi on jdrjes-
tetty uudelleen siten, ettd ma‘triisin "harve osa" on saatu semidiagonaaliseen muotoon. THstd mat-
riisista voidaan tuntemattomien Bik' cik' Dik Jja Eik vaikutusta osolttavat pysty- ja vaakarivit
 ¢iivist#s pois siten, ettd jaljelle J&¥ vasempaan ylanurkkaan(N+1)x(N+1)-matriisi Ma Tiisin t1ivis-
tystelmiikasta kts. Hannu Outinen: Elementti_menetelma I, luennot 1975. Huomaa muut_tujavektorin

mauttunut jdrjestys.

L
|
1
]

x x| xx|xx|xx|xx A, -;l)-‘
xx|xx|xx|xx| |4 : H(;l
XX|XX|XX| XX G1 | ;‘
X X xx|xx|xx|xx| |Gg . Ha(

X X : Byq
X x | 1 1B

X X

X X

K OMi® K
K [ X H
K oK ® %
K OM[ X K
M oKX K
M oM%K

o

»

o,
N
n

(11.183)

]
o

x X (o
xXxX| | 1211
X X ’ N 012 )
x X 1 1D12]
xx| | |0y
x X Da4
X X 022
XX __DZZ._

K oKX MM -®]X RIX XX H[X KX KK KK K

I I I N I LRI LI LRI R
K oR[% M K KK RIK K|R MK KW X|H KIX N
X
.
=
n
N

ool ol ol ol ol ol <

Tk MM O MH R R RPN KK R[M OK|H MM KK K
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Tuntemattomien Bi] , Ci’] : Dik jg Eik tiivistiminen yhtdléryhmdstd,

m A A
blik'elik
bzik’ezik
| D511 €54k
r - . - - I K >. e ) - .ﬁ‘ ‘: . .
a1 A [ra A N ] 43 8 B B 3B
[ai‘s:] [g}‘] [arf][g}«] ‘ A A bikik'eikik R IV TRARE R R LTSN ERRRR LA R
| i-l. §=1 - bNik'eNik -
r.e G G G : bE eE aE aE ' aE B E
ﬂ[gﬂ [a][g] , b“w%m 1kik? ®ikik RS AR RIS LLTIN ERERRLEIR Y
L lopd | [LAHIUPEL] 10 ka0 ‘
| 51k'931k
. o 1
ol A A Sy . . . . . m
°1ik'd1ik * .. | (II.184) T
G’ . .
Zik’dBik bNik'eNik |
C513% 951k
I K [ ] [ )
¢« e c c -“1.c .C c ¢ C. c
Z i ® 111 ik Bil1rBixsr o0 1B Byx1Byyczr o e 1 BikN
- ,Nik'dnm p. . | | D" D D D D
‘ G 6 Crictiet Stk | ¢ | BLic1r®0uenr 0o 8w Bkt *Bypesr 0 Bypn |
120 k=0 | %11k’ 111: ‘ T . S
& 46
Cx1kr 334k
&6
CNik? dN ik




Laskemalla edellisen sivun matriisitulog saadaan |

| B, oA B yE
a}«“ ) a}‘ pikeikix }Lik ncik)aike t (B uéeikik uikbikik)aik&
2
} kao bikikeikik ©3ckP ki
A D (oA D A C 4D
_ (CaeSiesie uikcékik)aikeg (D pikcikik+ #ukcikik)aikﬁ
| | - g
— b °ikikdikik C it
B A B B
I &1keik1k' egik ikik)gik§ + (- b#ikeikik Mikbikik)gik§
rH B i = €ogqpcDe
= &= 1kik®1kik " ®ikik"1kik
: (oh,, ad D) 4o ¢ + (=t oD + dA )gD
_ ikl “ik 1kide/ Bk * V" CuaicCiteik ikcikik 8;_5
T D S_ D7 O
—t 1etic¥lesie ~ ikt ietie
I K
¢
£ o S | _vgégfikik s Bl +.(= AEuikeikik+ e 1kP1k1k)gEkp
— B E & _ B @ .E 5
" f )‘ £ o fom D11k 1letic ~ eikikbikik .
M K RN ( .
D G
( 1k°1k1x‘ duikcikik)gik& + (-

°1k1k°1k1k

C D >

eikikdikik

G ¢ D
Eikcikik dhikcikik)gik&
D o

-*(11.185)

Gn

e

(I1.186)

- (I1.187)
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Koska(11-134) mukaan on voimassa:

oA .G G A B A c

= a g = g b = a c = a
ﬁ IO . g g?p. ’ /‘f P » Cpik 1kp ' }.aik .ik).l. ’
cees bikik = eikik ' °1kik dikik ’ |

voidaan oso4 ttaa, ettd
Ax Ax G AX Gx G ‘ '
= a = g =g (1I. 188)
M ff‘ s S T S Ll |
Matriisi sﬁilyy siis tiivistéttdessd symmetrisend, jota ominaisuutta' :
voidaan kéytt## tietokoneohjelmassa hyvéksi, '

Tuntemattomaf A1,'A3,...,AN, Gy C-‘r3,...,(;‘rN ratkaistaa_ri yht&}ﬁstﬁ .

[af's] [ )";

; _ |
[ ][ ] BT rA ’ . (11.189)
K= (1&1,...,AN)"E |
ET = (G..',.o-, N)T : . . ' .
= (Hy(= Pyeee Byl 3))T | O (1L.137')
Silrtymaparametrit ‘saadaan suoraan mirym&n u_ ai%ul'Ié..' B -
N
a, ;) -- '%(,‘ o) (»Z) - gz (8, + >(,e,+oz,.=l>
: /’ . (II 190)
Toisaalta .
ux(a,g)n-- % (Fh + th')l) , Joten ilmeisesti ) (11.191)
- };15&#+ G},){g}‘/m “v2) (11.192)
1, | ‘ .
o = ;13 (M + 8 & /(1 =P (11.193) .
8, = om By | e (11.198)
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Halkeaman nousukorkeus Yo, 32 1ia’.pit\mkemattomuusehdor_1 tarkistus

Halkeéman>nou’s_u1{orkeué Yo ( = %Qo). on siirtyméﬁlenet'elméssﬁ |
mallin_sis?a'ine-n'parémetri, Jolle etsitd#n sellainen arvo, etts
jaykkyys D(E) saa minimin ja kuorman P siirtymé 1'11; hﬁakéi;
min k'aavojén (13) ja (I1.192,193,194) mukaisesti.‘ Yoin ei
‘barv1tse valttamdttd léhestyd oikeata yo'aa riittad, ettd siir-

tymamalll on Jakso;;en kosketuspln.nassa luvallinen, eli jaksoj_en

o kosketunpinta on suora Ja lépitunkemattomuusehto

pepzo e

toteutuu, Lépitunkemattomuusehto pyrkii rikkoontumaan, kun hal-
keaman nbus}lkq_rlge\;tta nostetaan alkuoletuksesta %, | =2 .-_ m,
'joké iraétaa tédysin bv,eto‘ake‘steméitiintﬁ tapausta A =0 '_,j 'k'o_hél:i. ‘
kuorman P vétik{;tussuoraa y =-e eli 7=- % .. o

Koska‘ | _ ' . o

XQ(Z ) [(2' + zn)é'zn T Z, - 2] ) Zp = % (7 - 720.)' "(I'i‘.,69) :

k]

3

on pdsitiivinen aina, kun Z, > 0 Ja ?= O ,kun z_ = O toteu-A

n..
tuu lapitunkemattomuusehto varmasti kun kayteta,an alnoastaan

yhid ¥, :aa. Samoin voidaan todistaa, ettd kahdelle - -d,Qn.lle,

.X)(z) Xz(z ) +aemX(z )

lapltunkematt‘qmuusehto toteutun varmasti kaikilla A in jaz.x
Am:n arvoilla, Jos sen sijaan, kuten laskéttujen 'taulukkojen
osalta on kidytetty , lausekkeessa

N

69('7) = ;1:—280(21&)

N 2= 3, taytyy ldpitunkemattomuusehdon toteutuminen tarkistaa

ohjelmassa laskemalla a& (7)°
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Koska | | . . |
) = W) = Ry = 0,  (11.62,63,64)
voi 'lép.itun‘ke.ma.‘f;to:uu’sehto toteutua vain, jbs myﬁs-‘ | |
o | L 2 -zn(7o) : 2. o
K1) = Y 82201 = 2, (7,))e =) a2 20 (1L.195)
. n-_—.‘l . . o n=1 g : ,
- (Ruva, 3. )

Tletokoneohjel._.assa 1dhdetddn lllkkeelle alkuarvosta. 720 =2 - m,
Jota pinerneté#n vilein p 7, = (‘zo - (-1))/50 ('20 + 1)/50
nim kauan kuln siirtymiparametri tS kasvaa, tai kunnes lapltun- |

kemattomuusehto (II 195).n mukaan rikkoontuu. Tamin. aalkeen -Zo

"haaruk01daan“ s:Lten, ettd se asettuu vahlntaan 3:n numeron tark-
Jkuudella "01kealle , ts. & 11le maksinin -antavalle kohdalle. Hal-'
keaman pos:Lt11v1suus tarkastetaan ‘talle 10pulllselle "o :1le laske-
malla 61(42), kun. 3 > -;Z__ >+1 .

Kaytannossei__ nayt tdisi olevan niin, et‘ta halkeamamuototyypllle
(11.69) ] ‘ ehto (II.195) on riittdva lapltu.nkemattomuusehto. Hal-
keaman. iépit@emattomuuden tarklstus on suorltettu taulu.ko‘llle -
A = 0’125 }\ - 1,00 ja A= 4,00 » Ja yhdessdkddn agossa, kun
(I1.195) 011 voimassa, ei esiintynyt negatiivisia aﬂ(*z)-arvo;a. _

Halkeamamuoto;a' eri m,\A-arvoille on esitetty kuvassa 27. s.122.

% o0 iterointi on hankala prosessi, koska ohjelma joudﬁfaaq aja-
maan kullékin Y ,-yritearvolle, mikd pidentdd ohjelman ajoa_ik_az_; |
jopa moni’kyxmnenkertaisesti, Ja ohjelma on suuresta tuntemattomien
médrasta -'joh_tuen muutenkin hidas. Tdmdn johdosta “si’irtym'a'.menetel-
‘mdd on syytd k&yttdd 1ihinnd helppokiyttdisemmin voimamenetelmin

tarkkuuden tarzistimena,



Kuva 8.

~85b~

X{(?O):n merxitys helkeanmafun<tion soveltuvuuaen
karkeasti nahnoteltuna

kannalfa
)8(?%) kasvaa
i R 15 :
, b A. oL ;, o B. o d = C. ob
XK?Q: { + 7 + a +
= 7 3 - 2
) A A - +
o~ = - " o L e
T 1 1
o 1 g SEN— L.
R ; o F
- ‘2 72 - ’)2 .
1///// + + +
= v i/ ¥
luvaton luvallinen, ' luvallinen,
‘malli ‘hyva B

huono
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Taulukoista Ja kuvista 27, 28 ilmenee, ettd nimellinen 7 o nou-
se€ erittidin sorxealle, xunm = 2.8, eiki se néin ollen olé to-
dellisen halkeaman nousukorkeuden . kdypd likiarvo. Halkeama lahtee
kuwtenkln selvastl -aukeamaan vasta alueella 7;> 2 - m, miki vastaa
puristus gannltysten YOlmloJakautumaa 8 (3 :1lle kosketuspinnassa
ja voimamenetelmén antamaa 7022 Nimellisen '7 n poikkeama todel-
llsesta johtuu korjausfunktion uo(x,y) valkutuksesta, ;oka on g

( Ja 8 :n) suhteen madrddva kosketusplnnassa Halkeaman nousukor-
keuden 11k1arvoks1 511rtymamenetelmassa v01talslln nlmelllsen 7

sijasta katsoa esim, arvo 39(71 .Slten ettd
8(711) = 80‘(+1)/1000 . ( Kuvat 27 ja 28, s. 122 Ja 123) .

Sivuiila 168 - 172 on numeerisesti esitettynd eréité,ha;keama-

muotoja.
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ITI NUMEERISIA JA TEQREZETTISIA TARAKASTELUITA

Virhekontrollif

Tdrkeimp&nd kontrollina tulosten oikeellisuudelle En tieten—
kin tehtuvdn rdtnalsemlnen sekd voima- ettd siiriymamenetel-
mgllé. Koska %;>-D6 , tulee o0lla voimassa YV A,m ¢

Sp< by | | | | (II1.1)
missd yl&dindeksi s merkitsee siirtymé&menetelnZlls je v voi-
mamenetelmi&lla laskettua arvoa.
Samoin p&dtee:

xp <o} ja B (I11.2)

Bh<pr (111..3)
Tédmd virhekontrolli on siti varmempi, mitg 1éhemm§ksi.toi?
siaan yla—,ja élarajat saadaan. Toisaalts t&min vuoksi, toi—
saalta s1k31, ettd suorakaidepoikkileikkauksen kosketusprob—
leema saatalslln likimenetelmien osalta "loppuuntutkltu551“
on varsin paljon tyodtunteja ja tietokoneaikas kdytetty eron

puristamiseksi mahdbllisimman pieneksi.

:Energlamlnlmlperlaatteelle perustuvassa tletokoneoh;elmassa
voidaan mandollisia lasxu- tai oh3e1m01nt1v1rhe1ta et51a tie-
tokoneella siihen sidént®ddn nojautuen, ettd tuntemattomia 1li-
sédttdessd tulokset eivat voi huonontua,jos onjelma on oikes.
Jos siis lisdttidessd alkioita Johonkin tuntemattomien vekto-
riin alaraja laskee tai ylidraje nousee, on jossakin varmasti
virhe ja se voidaan paikallistas niihin kaav01n1n,301ssa ky—
seinen muuttuja e811ntyy. Samalla voidaan karsia mahdolliset

turhat muuttugat, Joiden vaikutus ==0.
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Poissonin luvun Q vaikutus virnekontrollinsa

Ensimmédisen luvun lopussa on todistettu, ettd sau&ajonon to-~
kutus siirtymiparametreihin = 0. Voimamenetielmid kaytettaessa
| Y :n vaikutus hévigg laskennallisesti. Sen sijeaan siirtymdme-
netelﬁéssé Poissonin lukua ei voida eliminoida kaavoista las-
kennallisesti, mutta kappaleen todellista muodomuuutostilaa
ldhestytidessd ohjelman pitai ldhestyd numeerisesti samoja
arvoja riippumatta siité, milld V) :n arvolla ohjelma on ajet-
tu. Sllrtymamenetelmalla Jotakin tiettyd V) :n arvoa kayttaen
laskettu s11rtymaparametr1n alaraja on varmasti alaraga vag-

‘taavalle suureelle kaikilla Y:n arvoilla.

.Sllrtymamcneﬁﬂmdlla lasketuissa taulukoissa on yleensa kaytet+1
arvoa V) = O. Mukaan on vertailun vuoksi llltetty taulukko

A = 1,000 laskettuna Poissonin luvun arvolla ) = 0.28,
mikd vastaa betonin V:td. Kts. taulukot A= 1,000 ,siirtymi-

menetelma y sivut 163 - 164.

Clapeyronin lause virhekontrollina

Voimamenetelmidsss siirtyméparametrit on otettu ulos onjelmasta
tarkan levyteorian mukaan kaavoilla (I.27,28 ja 29), mikd on
luvallista, koska. Jénnitysfunktio ¢a on biharmoninen, eiki
uxa-siiftymié integroitaessa jouduta kulkemaan alueen b kautta,
Jossa puolestaan siirtymien Yhteensopivuusehdon ei tarvitse
valttémittd eksaktisti toteutua. Toinen mahdollisdus on méé-
ré&téd rakenteen Jénnitysenergia WL, Josta puolestaan kéavan
(20) mukaan seuraa siirtymidparametri 6 . Keavojen (57) ja
(58) mukaan ‘Sh = é - 5» » Josta keavojen (81) Ja (82) mukaan

derivoimalla numeerisesti m:n suhteen saadaan oéh ja Iéh.,
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Tulostien tarrxfuudesta

Tulosteén tarkzuutte voidaan arvioida silld perustéella,
miten'kaukana yl&- ja alarajat ovat toisistaan. Seuras-
vassa taulukossa on laskettuna joillakin .X:n'ja m:n
arvoilia Yli- ja alarajojen ero prosenfteina niiden

keskiarvosta,

A= 0.25 A= 1.00 0 A= 4.00m=c0
o . o . e ¢ e .Vo | g f o° o/cv

m Ao AB a§ s sot a6, fal, b st ol BB Y _ASh
2.00 0.16 0.21 0.02 1.78 2.11 0.84 2.29 2.47 1.78
2.50 0.19 0.24 0.02 1.18 1.35 0.74 °2.40 2.52 2.07

2.75 1.08 1.24 0.35 1.79 2.01 0.88 ° 5.99° 6.53  3.32

o , 41.9. 46.5 11.6
2.90 4.77 5.15° 1.19  8.42 9.29 2.21 133 13:3 3.41

(aksinkertéiset urvét kohdassa A= 4.0:;05, m = 2.96
johtuvéf éiité,»etté alarajan likiarvonavvoidaan kdyttad
joko A = 4.0:1le siirtymémenetelmilla lasketfua'afvoa
(ylempi ‘rivi), tai sen olettamuksen perusteella, ettd
pérametrit olisivat m:n funktiona monotonisesti nousevia,

A= 1.0:11le laskettua arvoa (alarivi).

Kuteﬁ‘taulukostakin huomataan, niin:

- eri parametrien osalta tarkkuus on erilainen 51ten; etta ;
tarxln on 8 . Tama onkin luonnollista, 'koska tletoxone—
ohjelmat perustuvat juuri témén parametrin optimoinnille,

~ yl&- ja alarajojen ero kasvaa, kun A\ kasvaa. Tiami Jjohw

-tuu yksinomaen siirtymémenetelmésté._Molemmissa menetelmis-

s& funxtiomallin sarjsat suppenevat siten, ettd tuntematto-

mien m#Hrdd on liséttdvd verrannollisena >\:aan, Jotta saa-



vu{ettava tarkxuus pysyisi suurin piirtein vakiona.
TEm# on mehdollista voimamenstelmidssd aina A= 4;O:aan
caakka (TTKK:n VAX-tictokoueella laskentatarkkuudella
HEAL#®16). Siirtymﬁﬁenetelméssé sen sijaan jo arvolla
A= 1.0 joudutsan kiyttémidién tietokoneen (PDP/516, las-
kertarkkuus DOUBLE PRLCISION) muistikapasiteetti tarkoin
hyvéksi. Siirtymimenetelimdn tietokoneohjelmaa ei oie voi=-
tu ajaa tarkkuudella REAL¥16, koska.ajoaika olisi veny;
nyt kohtuuttoman pitkéksi, useiksi tunneiksi yhtd tauluk-
«orivid kohden. T&std huolimatta silloin, kun A<1.0 ,
on syytd oleitaa, ettd siirtyméimenetelmd on ainakin yhtﬁA
" tarkka kuin voimemenetelmé&kin. Tamid johtuu puoleéfaén
siitd, ettd pienilld X :n arvoilla rajoittavaksi “tekijak-
si tuiee muistitilan sijasta tietokoneen eksponenttikapa-‘
siteetti voimaucnetelniZd kHytettdessd. |
- yld- ja alarajbjen ero xasvaa, kun .m >3 , érit&ises-
ti parametrien O(h ja .ﬁh osalta. Télléin tarkk-uuden‘pi‘e-
neneminen koskee molempia menetelmi&d, ja se on havaittavis-
sa selvidsti, xun m = 2.75 . Voimamenetelmin viﬁhe ol +1%:n
suuruusluokkaa téi pienenempi parametrille éh ’ kun m< 2.8
ja‘ +2% tai pienempi parametreille 0<h ja Eh: samalla alu-
eella. Kun 2.8 < m=x é.95, vastaavat virheet ovat +1% - +3%
ja +2% - +10%. Todenn&ékdisesti molempien menetelmien'tuiok-
set ocvat 2.95:8 suuremmiila m:u arvoilla huonoja.
Tietokéneohjelmat on laadittiu siten, cttid ne voidaan ajaa
" suuremmilla tuntemattomien mdrilli , mik&li tulee kidyttcsn
nykyisi& suurempia Ja nopeampia tietokoneita ja mikdli tar-
kembia arvoja kohtaan esiintyy k&ytédnnollistd tai tieteel-

listZ mielenxiintosa.
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Sivusuhteen A = % vaikutus

A pieni

Kun A -0 , niin siiritymé&paramcitrit yvEt vetoakestamiat-

tmén kappaleen tunznettuja arvcja

1 (m - 1)3
_ 1 (m - 1)%(4 - r) :
Ly = 3 - A o (11I.5)
Bn = ‘ F=h2x | (III.6)

Numeerinen gnalyysi osoittaa , ettiZ p#mE kezvat pitdvit

paikkansa hyvin terxasti eina A\ = 0.33:eer szskka. Téllﬁ
Ja plenemmllla A :n arvoilla voidaan oalbrl tai pllarl kat—

soa vetoakestamattomck81.

2. Tarkastellaan seuraavia suorakaidelevyn tuenta-kuormitus-

tapauksia (vrt. luku I1, kuva 7.)
P . t

Kuva 10,
A,
)
!
§ A
< T A=,
piv A
¥ B -
c. : | J D. |
5("""'_—_—15 Uy kitnnitetly (—"’__——————~_~_—ffgl @, kiinn,
% ; E} N3 41% % | e%:
p=1 ! = = =29
=c r(ﬂ)
nv

P("L) = —C%XOO(OFO) = -;—(1 - mz) ‘l’l

Oletetman, etti Xeppaleen C. eksakti siirtymEtila (u -
. = xC» uyC

tunnetaan, ja ettz kappaleen koxoonpurisiuma



: . _gs. | _ A
[W(F’ ]max ST (I11.7)

Tamd muodonmuutostila on luvallinen myds kappaleelle A.

Ja se antaa tdlle kokoonpurisiuman alarajaksi és 8hC’
Joien kappaleen A. todellisessa muodoninuutostllassa .
Opa = Sy | | . | (11I.8)

Kappaleelle . D. on luvallinen seuraava siirtymdtila -

—

. Uyo , kun )$R1
xD T |
_v:hc+ W, .y,kun Aq< }s)nz e
- (II1.9)
Au
- yC ykun )<X
uyD = | . - 1
(2,0) hoXokun X < }<>«2
[~ . .
€ p = 'ExC' - ,kun )\QA1
X .
[ o :kun- >\14 Askz T
A T | (I1I.10)
R L S PL o
| 0. »kun )\1<k4)‘

Inyos taméd s11rtymat11a antaa koxoonpuristuman alarajaksi
ED = ‘ShC s €li todellisille muodonmuutostiloille taytyy

olla kuvan C. ja D. tyyppiselle tuennalle

5hC(A1,m) < 5hc_(12,m) » kun %A, < Xz. (III.11).

éhc. on_,S11s monotonlsestl nouseva, samoin o(hc Ja ﬁhc

Kun )—boo laheotJvat molemmat tuentatavat A.,B. ja C.,D.
samaa rakennetta, jonka surtymdparametrellla on vain m: sta
riippuvat arvot é (oo m) o(h(oa m) ja /lh(w m).

Sen suaan on vaikea todistas muodollisesti, ettd (III ‘11):a
vastaava s8&nto olisi varmasti v01massa myos tuentaty 'pille

A.,B. , mutta tdlleinen olettamus. ‘voidaan kuitenkin VanKaStl
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perucstella.Ensinndkin muodonmuutostilojen ero tuentogen A. Ja
C. vElilld on ennen kaikkea Poissonin luvun funktio, Jja

eiiftvwéparametrit ovat riippumattomia V :sta. Toiseksi: siir-

cesse é )_ siirtymd u

% ja vapauttama11a<511rtyma uy. Kos-

k]

a8 u :n merﬂltys suurcelle

Sy - gk
kT 2W(e)
mitéd ilmeisimmin on pieni verrattuna ux:één, on ilmeistd,ettd
S u,:n lukitseminen jossakin poikkileikkauksessa:pienentéé .gh:té'
enemm&Zn kuin miti uy:n vapauttaminen samassa leikkégyggssa sitd
lisai. | |
Kumeerinen analyysi voimamenetelmilld;(,jossa tarkkuﬁs,ei pie-

nene,"kunt)\ kasvaa, ) osoittaa vakuuttavasti y ettd éh’txh

Jje F;h ovat monotonisesti Kasvav1aik.n funkiona 1léhestyen

vaakasuorla asymptootteaa (S ples,m), X (ao m) Jaﬁh(ab,m), ku.n
)-»oo. ‘ (I11.12)

k‘volqaan katsoa ddretioméksi, ja kappale siis aarettoman pit-

k&ksi, kun >\>2 0 .

Kts. kuvat 1. - 17,

A Sk)c’(hjé"\

m vakio
Elue Alue III
1 lineaarinen
Il kd@yr&,nouseva
II1 veakio
Y t ?
0,33 1 % 3 A

I‘:uva 1 1'.
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Kuva 12. éh(l,m)

P i
5n bn
7 7
' 6 6
5 15
A A B
A =00625 (sm.,vm) 1.
3 . ™\ —+3
A =0125 (sm,vm)
—\
A =0.250 (sm.vm)
.- N
A =0.500 (sm.vm)
N\
2 A =100 (sm.vm),_ofm) Y
) N
1 // -1
// - "L‘_
200 2% 300 |

Ylﬁf Ja alarajojen ero, samoin Kuin ero kdyrien >Q= 1,0...00

véliset erot eivét tule nikyviin tassy mittakaavassa.
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ruve 13, Pho\’m)

30 ph , 30
l
l
|
|
|
l
| l
20 —1— 2
A =0.125 (vm,sm)
A=0.250 (vm.sm) \
-1 =100 (sm) \
—
A=100,.{o(vm) N
10 - , . 10

Kéyrien A = 1,0 (sm) ja A= 4,0...05 (vmm) ero ndkyy suu-

rilla m:n arvoilla,
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Kuva 14. O.Ch()«,m)

30
20
2 =0125(vm,sm)
A=0.250(vm.;;b>
— kL]
A=1.0 (sm) N ]']
A=10...00(vm) \\ \. 0
N il
N |
N 1]
]l
Zam!
/T
)
L/
T
T ' m__

1 15 Y 25 . 3
- Kdyrien A= 1,0 (sm) ja A= 4,0...00 (vm) ero ndhtivissi

suurilla m:n arvoilla,



Kuva 15,

b ah.Ph. b
m= 2.50
—‘——_____________,Z —— e it s et e e — oty s e et St e —
/ Bpy.vm /. ]
,sm ~.
" /
|
3 C
O
ap,vm ]
ab,sm\
— ] s - pr—
/
§p vm,sm

Y

2

: 05
Parametrien riippuvuus A :sta, yld~ ja alarajat

] .



Kuva 16,

r an, Pn. b

m= 2.75

Bh.vm

Ph-sm «(1IL12) "\

' ' Ph.sm \
15 : \k(\\\\

10
ap.vm
ah,sm N\
pemtem— - '-L
ﬁ —————————— T T T T T T o e it s e e et et et e et e . et e . e e s s o e e
5 / / '
vd ab.vm,sm
/ T D R
|~
0125025 05 1 _ 2 . : ‘ 3 4

Parametrien riippuvuus Aista, yli- ja alarajat

-l0L-



Kuva 17.

50
e se s '\. '
40 ! Ph.sm+ sadnts (111.42) e _
. Pp.sm / T~ - -
\'\.\ \.~ l
| R
30 B TIALL I
ap SM & (i)
8p,sm \ '
:'-\m .,=.—~—.:. B —————— oo e et e S e S i w— — D S G et S ety S e w——
6h 'vm - -ﬁ--hu--h'-_— .................
81y, Sm +SAHNfS (1111 L | T
8y, (alin Kfiyri) N\, \ ‘ K ' : ‘
. A \
2 3 4
la

* as _
Tdstd kuvasta ilmenee selvdsti tarkkuuden huononeminen 8iirtymimenetelmissi suuril
‘m:n arvoilla erityisesti parametrien Pn Jaey osalta,kun )\>1.0. o



Siirtymiparaemctricn viaisisleminen

Py

. b -
- wET=c0 LY =W, cEF =00
o ' N .
—B . N P LI g’_
e /] S -
4 AN ] L
/1 N d
/] A‘ \ ki. N 2
l/
Kuva 18. 71 &, 12

EA 413 3
Kuvan 18 muhalnen razenne pcikxesa asettamistamme lahtoolet-
tamuksista (.kuva 7 a. sivu 39) siten, ettd rekenne ei ole

s"mmetrinen; ja siksi myOsxZEn osasauvojen kosketuspinnan ei
tarvitse valttamséttd olla exsaxtisti suora. Rakenteen siirty-
ngt voidag kuitenkin miirgtd suurella tarkkuudella Jaksolli-

sesti symmetrisen tapauksen siirtymien avulla.

Siirtymimenetelmiissd voimuwe olettga kosketuplnnan suoraksi,

jolloin kuvan rakenteelle saadaan:

up = %[uP(%i'e,M) + up(gée ,\2)] - (111.12)
w, =% [:wh(-13 s€y2q) + W (ﬁ ,e,Az)] - (II1.13)
Vh = [h(E 9e’>\1) + V -.-—.' se’kz)] ' (III 14)

bllrtymupardmetrlt halkeamassa ovat siis 1.1.116 ja Kz.lle

laskettujen paxametrlen keskiarvo, joka tissi tapauxsessa on

parametrien varma alarsja.

Voimamenetelm&llsd lasketut parametrit voimme yhdistid aivan

sam01n, mutta tHd116in emme voi ollsg tédysin varmoda °11taJ ettd

saatu yntelsvalkutus olisi varmasti parametrlen yléraja. Se on

varma yléraja sellaiselle tapaukselle, jossa kappaleet ort pu-

ristettu yhteen taipumsattoman védlilevyn v#litykselld.
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Jos myvos d:t ovat erisuuruisia, on m rmuuttuva. Yhdistdmi-

sen edellytys on, ettd

bey
vV om o= —3; = 1.00 (I1I.15)
P ‘ i d P
—b ——-—J——Te———c!— - - -3+ Tes —4—
< 1 _3 t
' d, - 2 €a \ % Ex
Ey 3 / .
| ‘i’- '
Kuva 19, ' LE# 2 <“J~

Osien i, i+1 keskindnen kiertym#& on nyt

o P _ P '
Wi ie1 = ?[whi('ﬁi’ei’.ki) * Wit (B 10101 04 )]
(III.16)

Rakenteen kokoonpuristuma

1. -,P

up = Zupq(F

p 1 P
B, 1010 upe(ﬁz'92’22)+ st 2pr(E eersAr)

o | - | C(III.17)
Jjne. : »
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IV EAYTTCRelClRel LIKIMAARAISFULKTIO

Kun 6h(e-o m) (2, voimamenetelmé ) Jaetaan funktiolls

A(Sl(z,n) 1£E-3-:-_—131— (kaavasta (III.4)), (IV.I)

saadaan‘ m:n suhteen symmetrinen funktio

1 1 1
Yim =l - (m - 2)2] = a(m - D53 - m® (1V.2)
- . (
e = 0.733 Jja e
. P : r(Iv 3)
s = 1863 s = 2‘% «ﬁ;( ) (% pon )
Kun Ao , saadaan siis kaavat: '
3 1 1
b, (w,m) %Qg};_lmL (3 - m)%(m - 1)% .(IV..4)
4 1 -1
o (oym) = & 3= ‘) = 1% - w® [202 + Domit 4 -)] |
4 , (IV5)

: ' 2.
Brlom) =a(B=) (m - 1)%(3 - m3(1 + 52 - ‘%S-) (1V.6)

‘.38
Keavojen (III.4 - 6) rr;ukaan, kun o
"\ %0, niin “}I/(z,m)'-«»)\. IV
Jos !halimaa’n mallintaé siirtymﬁparametrit éh()\,m),
h(>\,m) ja @h(k m) koko alueessa m & [1 0,3, O)

7\6 (0 o, +w), niin tdytyy aluksi 1oyté#d sellainen
funktio ly()g,m), jolle

1 1
1. 1lim V/(A,m) =a (3 <m%m- 1)85 (IV.8)
: )\-Ma .
2. lim . , - ;
Aimo )\77”(/\ m) = (Iv.9)



-106-

TH#lleinen funktio on Imm.

' S, 2
: / - (2 (R (@-2)
}/(A,m)

e - €
A

(%)S e

)=

f

(iv.1o)

~(2)%(z-1)(3-m) - +
>\[1 -e * "’ ]s (IV.11)

TOd.: 1'

(IV.10):std: | |
. . » s s 2 ‘

- ‘ P (m-2) 1

lim Y(A,‘m) = a | lim ' ] s

P ) E-+ O E_SeES

[ i s 12
—sﬁs-fee —/s»gs"A‘(m _ 2)268 (m-2)..: 1
a ]:lim ' ] S

} ] <] S

>0 s-TE +,8Ei&§‘fe£

| 1 i
,=al:1-(m—2)2 S = a(m - 1)%(3 - m)® ]

2.
(IV.11):sta:

~(& 1) (o) L
1im '[1 -e X :ls

A= 0

1
-2.8 T
= (1 - € )" =1 D
Tamé funktio sellaisenaen antaa liian pienid arvoja
6, (n,m):lle, kun = 0,5<%< 2,0 ja 1,24m<2,8 , mutta
tédmd puute volaaan gorjata kertoimella

4
f(?\,m) = % (3 - m)(m - 1)

5 + 1 (Iv.12)
6,15 + A

Saadaan siis seursavat likiksavat siirtymZparemetreille:

| 3
§prm =1 oz 17 y/(z,m) (1v.13)
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X (Onm) = ; e Lny [(4 - m)yykx,u)-+-43 - w)(m - 1)2 (* “)]
(IV. 14)
ﬁh(lﬂf{) = (m - 1 2 V/()\,m) + g(m - 1)(3 - m)-¥£—-‘—a(é m):l
(IV.15)
jdissa

Y/()"m) =>\l:1 + %(16“’;'511(73\ - m) :H: -( 5) (m—1)()—m):l'1s-'

| | (IV.16)
EK : 4
2V (\,m) = -2 -5 A
CEEE ){6,15”\9
. : | . |
1,a.8]- A (3 -m)(m - 1)
(&)%) 4
+}‘s>\ [ * 6,15 + A% ! .[1
()% (m=1)(3-m) ,
e -1
—(8YS (e - 1
_ =3)%m=1)(3-m) ]s (V.17

(Sh(z,m) pysyy laskettujen yl&- ja alarajojen vélissd,

kun 1,1% m< 2,9 . Ndiden rajojen ulkopuolella 1iki-
kaava antaa ylirajasa (voimameretelmdi) suurempia afvoja.
Likim#dréiskaavan ansiosta siirtymdparametreja voidaan
tehokkaastilkéyttéé hyodyksi laskeituessa esim, terédsbeto-

nin muodonmuutoksia tietokoneella.



[
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V SIIRTYMAPARAMETRIEN KAYTOSTA

Siirtymédparametrit muodostavat suorakaidepoikkileikkaukselle

" yhdistdvin linkin kimmoteorian ja ns. jdyké&n kappaleen sta-

tiikan vdlilléa. Teoreettisesti niiden avulla voidaan tutkia
eri laskentemenetelmien tarkkuutta ja niiden soveltuvuuden

rajoja.

Itse pérametreille perustuyia rakennusstatiikan1kysymyksia

ovat'mm.:séuraavat: |

Muuraftujen tal vetoakestdmdttomin saumoin yhdistettjjen '

seinien tai pilarien nurjahdug

— .P o -—
, L :
Nurjahduskudrma T:lle:
L
( A) N
—_— m_,m JOSS& _
o 12(L)2 f& o’ n’ ’ L -
pe [ e | L '
| T oV SGun, S Soum) ' R
(é.’ Sm"'s) ) . I
Rakenteen lujuus riippuu muurauskiven-
korkeudesta h siti enemmién, mitid suu- %L ; T
rempi on mo.Léhde: /2/ - B Kuva';;-

Muurattujen kaarirakenteiden stabiilisuus ja muodopmuutokset,

vetoakestﬁméttﬁmin liitoksin alustalleen tueﬁgt rakenteet

Kuvél21. . |
T
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Palapalkkirakenteet

PFalapalkin idea on se, cttd terdisbetoni- tmv. palkki kootaan |

‘EnnevEli¥ lyhyemmistd elementeistd esijEZnnitisdmzllsd.

H

'U'CX) i T INRRE

S HI RN

v (x)

Vo (x) + vA(x)
V(X)) = Volx) + vp(x)

(x) = & (x) + & (%)

Rakenhe ratkaistasd asettamalla tasapaino- ja yhteensopivuus-

ehdot osasauvoille sekd terdksen ja palkin yhteensopivuusehdot
sen mukaan, miten oletetaan terdksen tartunta .
Palapalkkifakennetta on ilmeisesti k&éytetty varsin viéhidn, mut-

ta staattiselta kannalta se saattaa tarjota erikoistapauksis~

sa etuja monoliittiseen terésbetonirakenteeseén verrattuna ,
kuten: | |
- kestéé éuuria muodonmuutoskuormia ilman palautumattomia
muoddnmuﬁtoksia Ja lujuusominaisuuksien muuttumatta. Tédllaisia
muodounuutoskuormia voivat aiheuttaa mm.
- ld&mpdliike
- %Ufméyskuormat

- rekennuspohjan suodonmuutokset

- maanjéristykset
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Vastaavan bminaisuuden ansiosta enviikin- ja Keskisizeisis
k1v1rukenne1m1a on sdilynyt hyvin sellaisillakin alueills
btela—Euroopassa Ja Léhi-Idéssi, missi maang&risty ‘kset ovat
éiheuttaneét,tﬁhoja nykyisilie drtonirakenteille.

- palapalkkirakenné tarjoea nandcliisuuien kaytizg esir,
1uonnonk1vea sella1s1ssa craniSI&p ucsissa, joiésa lujuus,
arkkltehtuurl, lampctlla, sSyCoy ;isvaara imv. eseitas suirie
vaat1muks1a materiaalille. Lujilla zeicriealeillas voidasn
sallia 'myas sellaisia kuormituksis , joilla veto-
Jannltyx31a 651Jann1tety111e rakenteille muoaostuu

- rakenne parantaa elemerttirakenteiden muunnelt avuuutak
‘ja alentaa kulgetuskustannuk51a (zutta lleaa tycmank st_n-
nuksia).

Palapaikkirakenteén kéyttoa rajoittavat‘staattiéelta”kannalta
seuraavat  seikats

= vaikeus ottaa leikkausvoima vasieen liitoksiésa;”Léikkaus¥
lujuutta voidaan iisété . kosxetusplntogen hammastuksella tal

- Palkellle ei voida sallia vE&ntdkuormis. Vddnts on otettava

vastaan muiden rakenteiden avulla, samoin vaakasuorsat Xuormst.

Terdsbetonin muodohmuutokset tavallisissa rakenteissa

T Eleannltetty terdsbetoni, vetojannityksig sallitaan, terak-

sella el tartuntaa P

!

Kuva 23.8 ‘-ﬂi‘lﬁf(ﬁhh“;ﬁr—f Sl e o AJ—

-—_

I'vaihe

Muodostuu hiushalkeania, Jotka ulottuvat terdksen Kbrkeudelle

tai jonkin verran ylitse.
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Kun kuormitusta lis#t#an, seuraa

P

N T T

D‘lJ, il (<
II veihe ' , ’ P
oz b dehe e i di b ),
Kuva 23.b ~+ i L% il E A R e A AR e SE el T e g ey

A il S A
~

Halkeemavdlilld 1 , joke onm H:n , N:n ja josSakin»méérin
gg = Q:n funktio , ndusevat pééhalkeamat,‘joiden vaikufus
taipumaan bn.yleensé madrggvd., Rakenne on témén jélkeéh "“*pala-
palkki"} JOSS& osasauvan tehollisena korkeutena on a s Joka
saadaan vahentamalla palkin korkeudesta h 81vuhalkeam1en
nousukorkeus, JOda on vahintddn terdsten ylaplnnan etalsyys

pdlkln alaplnnasta.

.....

| Teoreettisesti paanalkeamavdlin tulee lg h(x) -k&yrén valmennuk-

sen perusteella asettua suurin piirtein alueelle

06<1')<09“”n2 | 1 L (Iv.g)
Suorltetut palkkikokeet (Parland,Koivula Kalllo ym ) os01tta—

vat, ettd haoittamattomalle palkille vaklomomentln alueella

A= 0,7 (Iv;s)
riippumatta siitd, onko terdksilly tartuntaa lainkaan vai.dnkq

osittainen tartunta. Ta#hi X -arvo sijoittuu harmittavasti

X (m.%)-kéyrén kaarevalle aleelle, jossa Joudutaan kaytta-» 
mi&En s11rtymaparametr111e c(h taulukkoarvoja.

Jos palkki on ha01tettu hakavdlein lh y» on l:ksi ilmeisimmin

valittava_aryoiéta ceesy 21h’ lh’ lh/2, lh/4"" se, joka aset-

tuu vdlille (IV.4).

Palkille voiduan médritd korjattu EI = EI, ,joka on EI:n , l:n,

:n ja A:n funktio.
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relzin Xesximddrdinen kaarevuussiide

' w Wt Wn Wy

S, = F = el k(l“m ,N,1 vaxioita)
vCs momeniti M el ole vakio,joudutaan ey ttamién jgznrasemasta

YeezinmEErgistd | lisikaarevuutta CUh(x), Joka sazcdaan muodosta-
melle peréxkéisten liitosten i Ugh)i/li-arvoista Jatkuva kdy-
rE. ;uigtiot'm(i),cbh(m(x),k(x)) lasketagn siirtymédparametri-
K&Eyrien svulla siten,ettd rakenteen tasapaino- o8 yhteensopi-
viusehdot toteutuvat riittavdlld tarkkuudella. |
Keaveista (III.4,5,6) seuraa,ettd -Tﬁ ja keyklmaaralnen pi-
teremZ ﬁ%“ ovat riippumattomia l:sti Ja yhtd suurla kuin tay-
sin veuoakéstdmattcman poikkileikkauksen vastaavat arvot JOS
1 or pieni. Kuvan 11. mukaan kaavojen (III.4, 5,6) patevyys-
glue ulottuu n. A\_ 0.33 saakka.

Palzki voidaan siis katsoa tdysin halxeilleexsi, kun

W=

2. Ter#ksilld tdysi tartunta,ei esijdnnitysta

I vaihe kuten tapauksella 1 .

IT veine | U” ) E i

Kuva 20 = = Zehvt]n /J»I PN e =

- AN

Pddhalxeemat muodostuvat kuten tapauksessa 1, oletettavasti

vElilld 0,6 <A< 0,9, Sivuhalkeamien erottamet keppaleet pgs-

heikeagmien vierells liikkuvat teriksen mukana, ja terdksen tar-
LEasel tar

turta voitgisiin siis olettaa kesklttyneek31 P€Enalkeamavilin

KceKipiesteeseen,
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raahalxeamieu erottemua xeppaletta voitaisiin kdyttdd laskenta-
elementting, jolle saadaan tasepainoendot kuvan 25. mukaen, ja'
rakcnieen'yhteensoinuusehdot voidaan asettaa siirtymiparametrien

Jja terdsten jEnnitys-mucdonmuutosominaisuuksien avulla .

."T lih ll

| kosketuspinta viereiseen

e e

P v elementt11n~suora M
- — — —_ . b
ol S ELQ“’Q o,
E L[ — Iy +ali N
b . b N, = -aZ
;l _ By 7/ T=a7 NNy +aN,; B AfpT T4
—  — —terds +\C W& o —n AQ =Spdx
‘ Z Z+aZ .
Kuva 25, | e I J,]' . AM —-Sde - ZAZ

. . (|O$ kDLOV\O\H N Vo\k‘o)
Verratiung tdssd tyossid laskettihin 311rtymapdrametrelh1n

kuvan 25. elementln siirtyméparametrit poikkeavat sik#li, etta
ruxana on"epésymmetrisen kuormituksen Q vaikutus. Mik&li palk- .
ki on alirauaoitettu ja muodonmuutokset ovat suuria; JOllOln

suhteelllnen epakesklsyys purlstuaannltysten 3 resul—

xbetonl
tantille on uuurl, Jja mik&li Q on pieni, voidaan symmetrisen

-tapauksen parametréja kdyttdd likiarvoina.ldea kaipaa edelleen-
kehlttamlsta, mutta terdsbetonin muodonmuutokset evidt ole teo-
rcettlselle rakennusstatllkalle ulottumattomlssa. -
Terdsbetonin muodonmuutosten tutkimiseen siirtyméparametrit'
soveltuvatparhaiten silloin,kun muodonmuutokéet ovat melko‘suu-:

ria,joten niillsd tutkitean terdsbetonin kimmoists kayttéytymisff

té léhestyttéessé murto- tai‘plastisoitumistilaa.'Hoikissa te-

rasbetonlraxentelssa saattavat muodostua m1t01ttav1k31 teKlJOlk—
51 kr11tt1Suen jénnitysten sijesta kriittiset muodonmuutokset
semoin esiintyy tapauksia (ldmpoliike) joissa Jannltyxset on

méaréd ttdveé muodonmuutosten avulla. | -
Yhdlstettyna rdkenrusnlttdusmnetelmlln voitaisiin menetelmaa

eoveltaa eslmerilksi koeﬂuormltustusten analysoimiseen, vau-

rioituneiden rakenteiden (tulipalo ym.) turvallisuuden arvioi-

H

niscen  Jne.
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VI YHTEENVETO

Muodonmuutokset
[}

'Ei—ﬁonOIiittisén, momeptin ja normaalivoiman_kudrmittaév
man pilafih; palkin, luatan, kaaren tai sylinterikuoren
muodbﬁmuutokset Qoidaan laskea teknillistéftaivutuéoppia
Akayttéen, kun muodonmuutokset jaetaan kahtéen osaan, joi-
den summa ei-ﬁonoliittisen rakenteen siirtymitila on.
Ndmid osat ovat: |

- Vastaavan moncliittisen rakenteen siirtymdtila sumasta
kuqrmiﬁuksésta_

v-=Linéarisbidut pisteméiset tai viivamaiset lisdmuodon-
muﬁtokset‘(siirtyméhéiriﬁt) auenneidenfsaumojen'fai hal-
keamien kohdalla : '
Némé,liﬁearisoidut saumadelformuatiot voidaan lausua sel- 
laisen yksikkﬁkappaleeh vastaavien muodonmuutosten avﬁl—:
la, jolla'ide&alikappaleella kimmomoduliﬁE , puristujén-
nitysten resultantti P , poikkileikkauksen painopisteak~
selin‘etéisyys ¢ kosketuksen alaisesta reunusta sekéquik—
Kileikkauksen leveys b ovat yhden yksikén suuruisia Jja
kuorman suhteellinen epdkeskeisyys m ja kappéleen sivu-
suhde )~ovat saman suuruisia kuin tutkittavassa reaali-.
. sespa liitoksessa. | ' '

= £ =% 7 » suorakaiteelle 1< m < 3, jos osittai-
nen kosketus
A::é% s Suorakaiteelle %. 1 on halkeama?éli,'k on
sydédnkuvion reunaﬁ pinopiste-etidisyys. | |
Leikkausvoiman vaikutus muodonmuutoksiin voidaan.yleénéé
'kaﬁsoa pieneksi, mikdli se voidaan ottaa vastaén kitkan'

‘avulla.

‘ldeaalikappaleen saumadeformaatioita nimitetdin siirtymé--
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parametféiksi ja ne ovat m:n Ja A:n sekd yleisessd tapa-
‘uksessa boikkileikkauksen meodon ja -liitoksen ominaisuuk-
sien funkticita.

TdssH eéityksessé on ailicen késittely rajattu'seuréaﬁat
edellyﬁyksét toteuttavien liitosten siirtymédparametrien
laskemiéeen:'

1. Poikxileikksus on suorakaide, ona on rakenteen pituus-
suunnassa vakio: (esim. tasukorkuinen pualkki)

2. Kuormittéva momentti on sucrakaiteen toisen,pééakselin..
_'suuntaiﬁen -

3. tiifoé (sauma, halkeama) on tdysin vetoakestiméten

4. Liifékseésé yiateenpuristettujen kappaleiden kosketus-
pinta on taso, joka ei leikkua missidsn pisteeséé'kumpaa-
kuan keppaletta (lidpitunkemattomuusehto)

Némé_euellytykset vastaavat tiili- ja kivirakenteissa

sekd ter&sbetonirakenteiden betoniosassa esiityvien sau-
mojen tai nalkeamien siirfymétilaa.

'Edellyfysten 1. - 4. mukaisien liitosten siitymépurametrit
ovat: |

- kiertymédparametri o(h
- pitenemé&parametri ﬁh

- Jjakson (liitosviélin) kokoonpuristuma éh

N&m# parametrit ovat kahden muuttujan m ja A funkti-
oita. Rekenteen linarisoidut pistemiiset lisémuodonmuutok-“

set mE&riytyvdt siirtymdparametrien zvulla seuraavasti:

Lisdkiertyms# eli kiertymahdiris (teipumaviivan deriveatan
pistem&inen hyppdys) |

. %' pa
Wy = avi(z) =—5 = mo_ch(?\,m) ’
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Palkin piternemd kimmoviivan kohdalla sauenncen sauman

vaikutuksesta eli

v on o _pa
h =& ~ EAPn

(Am)
Kvormitusristeen etepnemi sauman aukeamisen vaikutuxsesta
- 2d

Kaevoissa zsiintyva Vh on halkeamatilavuus, ¥y, on halkea-
. - E

matilavuuéen painopistekoordinaatti. Laatassa E = ———9+§.
' : - 1 -V
SiirtymZparametrit toteuttavat seuraavat yhteensopivuus-
yhtdlst:
6h=9‘hm" Bh
180h -

Xp = 2%

o

IENE

Bn-3 3% - o

Téssé_tyéssé sgorakaidepoixkiielkkauksenmsiirtyméparamét-
rien numeerisille arvoille on médritty ylé—,jé alarajat
laskemalla yksikkikeppaleen korkeuden (d = 2) ja halkea-
mavdlin (1 = 2)) mukaisesti mddrdytyvidn suorakaidelevyn
siirtym&t ehtojen 1. - 4. mukaisella tuennalla, kun kuor-
manﬁ on yksikkCkuorma ja sen suhteellineh epékeskisyys on
m. Taulukoissa yléd- ja alarejojen vdlinen ero on O - 2%;n
luokkaa, ¥xun m = 2.8 ja 2 - 15%:n luokkaa, kun

2.8 <« m< 2,95, Voimamenetelmin (yldrajan) voidaan yleensé,
kafsoa olevan-siirtymémenetelméé (alarajaa) tarkempi.
Vaikka peraemetrit on laskettu olettaen bélkki tasavéléin
halkeilleeksi Ja tasaxorkuiseksi, éaudaan r¢iden paramet—
rien avﬁlla suurella. tarkkuudella myos sellaisen palkin
siirtymit, Jossa sauwsavili vaintelee Ju jossa palkki on

saumavileittdin tasakorkuinen.
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K&yténntn luskelmissa on usein edullisempaa kidyttdd liki-
mEiriiskeavea kuin taulukoita. Tdssd tyissd on onnistuttu
kehittcn’an heuristinen funktiomalli siirtymiiparametreille.
TémZn nmellin tarkkuus on sama xuin taulukoiden, kun m<2.90.
Yxsinzcrtaiset ja tarkat likikaavat parametreille saudaan
silloizn, kun A< 0.33 tai \= 2.0. (Kts. keppale IV.)
Vermet yl&- ja alarajat antavat-siirtyméparametriﬁaulukot
‘ovat joka tépauksessa tutkimuksen péésiséltﬁ,sillé aikai-
semnat élementti— Ja voimamenetelmdllE lasketut taulukot
ovat'olleef-joké huonoja tai jopa virheeliisié;'Sité pait-
si kysgmykéen menestykéellinen kEsittely ei olisi ollut -
mehdcllistakaan enhen nykyisid suurtietokoneita ainakaan

siirtymémenetelmdlls.

Jédnnitvkset

Li-moroliittisen rakenteen mitoittamisen kannalta ovat o-
leellisia siirtymien lisdksi jannitykset. Sauman tai hal-
keamen Xohdalle muodostuu rakenteessa Jannityshuippu, ja

kun helkeamavéli on #H#rellinen, niin maksimipuristujéanni-

tys seattaa ylittdd (kun m —3) jénnityksen, joka on las-

kettu olettamalla betoni tidysin vetoa kestémﬁttbméksi. Suu-

rin ylitys, joka tapshtuu, kun )\ =1.0 ja m=22.9 , on
3 - 4%:n suuruusluokkaa. Ylitys johtuu siitd, ettd vaikka
siirtymiijakautuma on suoraviivainen kosketuspinnassa, niin
venym&- ja JannltySJaﬁautumat eivdt sitd vdlttaméttd ole
(kxuve 33. 128) |
Hzlkeamen kohdalla kehittyj 18helld palkin puristettua
reuriae myos merkittdvid palkin reunaa vastaan kohtlsuorla
vosiiiivisia 8 —Juunltyks1a Ja yhdessid nidmi Janhltysllsat

seattavat helkentaa lujuuntte verrattuna Jannltysten tal veny—

min cclmiojakautuman mukaan leskettuun lujuuteen 311rau-
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doitetuissa,'dynaamisesti Kuormitetuissa terdsbetonira-

kenteissa (ylépinnan betoni pyrxii lonhkeamaan y1lospéin

pinnan suuntéisesti). gyfjénnityksié ei ole laskettu ei-
. kﬁ'taulukoitu, mutta ne ovat lasketilavissa voimamenetelmin

avulla.‘

Taﬁlukoissa on 1askettuna seuraavat Jjénnitykset, jotka

ovat mitoituksen kannalta tirxeimmit: |

~ltselsarvoltasn suurin puristujénnitys palkin reunalla’gx

C
- S T ieni - - - - -
' pienin " " n ) axA
- suurin vetojdmnnitys reunalla’ 813
Koska yksixka@kappaleen % = % y Seadaan reaalisen pal-

kin jinnitys taulukkoarvon avulla kaavasta

- 2.2 .2
toaellinen A taulukko

Halkeamatilavuuden painopiste

Halkeamatilavuuden suhteellinen painopiste-etdisyys
% 1%
g Yn k Fh.

Osoittautuu, ettd suhteellisen cpékeskisyyden m ja halkea-

matilavuuden sunteellisen painopiste—etéisyyden.‘g vdlilla

vallitsee yhteys

3.930<g+ m < 4,096 eli €+ me= 4 (kuva 26. s. 121)

Josta puolestaan seuraa:

B~ k4 - m) = S a0
Pn
Tdmd sd8nto pitdd eksaktisti o 2

- kun. A on pieni

(A<0.33), wiki seuraa kuavoista (I11.5-6)
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-~ kunm = 1 , koska 'g = %”'%='3 (k = d
- kun me= 2 , mikd aiheutuu kohdasua IV os01tetun }V—iund-
tion ominaisuuksista (kaavat (1v.15 -16) , ar]ﬁ'O kun
m e 2» )
kun h = 3, koska = 4.8 _ 1
- ‘ = , kosk g = X'
Naksimipoikkeama g+ m = 4.096 , poikkeama 2..0% , esiin-

tyy, kun ' A = 4.0=00 ja m =2,7 ,'negatiivinen maksimi—’
pbikkeama esiintyy samalla \:n arvolla, kun m =~~1.4,
Ja-bc on suuruudeltaan 1.75 %. r |
| gj-n1§»4 » kun 1€ ms?2
g+W >4 ,kun 2<m <3

Teoreettisia huomioita

VoimamenefelmiissH on yhdistetty eksaktin ratkaisemisen
Ja vqriaatidlaskennan tekniikkaa sifen, ettd Vaikutukself
taan tutkittaviin siirtymiin tdrkedmmissi levyn osassa
a bn k&ytetty muodoltaan oikeaa, tamin 1evynOSan-u1Koi;
set reunéehddt'totéuttavaa piharmonista jénnitysfunktiotav

P

o Lévyn osalla b ‘on varioimalla optimoitu likim#i-
dinen (ei—biharmouinen)Jénnitysfunktio’ ¢b . Koko alu-
eessa biharmonista, reunaehdot toteuttavaa eksaktia rate

kaisua télle levyteorlan.probleemalle ei 11melsest1 ole

tunnettujen funkt101den Joukossa.

Sllrtymémenetelma ssd on trigonometristen funktlolden or-l
tobonaallsuusom1nalsuuks1a Jja matrllsln t11v1stysteﬁnllx-
kaa soveltamalla kenitetty suurten yntaloryhmlén kéSit*e-'
lyg tlutokoneella. npproks1mdat10funkt101da1vallnnalla
on kerr01nmatr11s1 séatu ns,. kurxlauramatrllcln muotcon,

Josca nollasta poisxeavat alkiot xeskitiyvit n:lle en-
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eimmiiiselle vazaka- Ju pyesityriville seki semmiaiegonaulisesti
lEvistéjdlle toisistaan riippumattomiksi 2x2-matriiseiksi.
un yhteenkuulﬁvat 2*2-n + 4 kpl reunua- Ja lévistija-
qilkioita on laskettu, niiden vaikutus voiuuan_huti tii-

x>

s
0]

tZ4 vasemmen ylEnurkan nxn-ydinmatriisiin ja n-tulos-

vektoriin tarvitsematts varsstoida aikioita amulstiin,

-

3
]

16in trigouometristen epproksimastiofunktioiden. miz-

ryd voidaén kasvattaa miltei miter suureksi tahénsa,,joskin
ohjelimern ajoaika venyy pitkixsi. Jos funktiomallin ei-tri-
genomeirinen osa kuvaa hyvin siirtymitilaa 1evyn:réunalla,
kuvaafat-kaksinkertaiset trigonometriset'sarjatApuoles-

taan minkié tahansa siirtymdtilan levyn keskiosassa, koska

mik# tehansa funktio voidaan reunapistettd lukuun ottamatta

1

kehitt#d Fourier-sarjaksi. Suurin kokeilumielessd PDP/516-
tietokoneella, jossa muistitilavuus on 64000 bittig, ajet-
tu yhtélﬁlyhmé'oli 7210 yntdlos, taulukot }.='1.OA— 4.0
on ajettu 3210 yhtilci kéyttaen._



Kuva 26,

410
Loe{ $*M
408+
407+
4064

4.05

404

4.03 1

4,024

il X7 Sl

4014
4001

3.99- 7o

" 3,964
2971

3.96-

3.95

3.944

3934 -

‘Suhteellisen ep&keskisyyden ja-halkeamati-lavuud_en suhteellisen painopiste-etdisyyden
summa eri A tn ja m:n arvoilla,voimamenetelmd. O-kohta arvolla m =z 2,02,
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- kts. seuraavan sivun Kuva.

= Kuva 27.
m=2.50
A=10, q_.—0637
_.'ﬁ A= 05017--0595
TOSATT\, A =025, n=-0560
-0.44 ‘
-0.3 \\
-0.2; A
MANE
. .
0.1\\234567891011121§Y(l1
N
04 —\
\ \\ A =025
0.2 \ \\
1\ | /" A =050
0.3} N
\: \ A=10o
0.4
0.5
0.6
\\ \
0.7 \ \\
0.8 ‘ \ \
0.9
,. \
. 1 2 3 4 5 § 7
%7 Erditd halkeamamuotoja, siirtyméimenetelmd



Kuva 28.
A t2 1 —,70
-1 2 P
i
) //A/
7
,;;/7?
7 :
- .. .. /
0.5 —1 A= 1, SIRTYMAMENETELMA
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N\

A=0, (VETOA KESTAMATON )

A=t vomamenerenid N | | F A
]

~ 7 /
o /’
011 //'
’70 ' //
-
717
77
05 T
//
17
T‘} Ly
/ ://
N7
[ .
m
11 16 2 25 '

Halkeaman nousukorkeus kuorman sunteellisen epaxeskl-
syyden m funktiona ( Ja pdin vastoin ). 2'on halkeaman
syvyyden,

de palkin korkeuteen.

Jontuen tekstlssé sivul—
la &9 mainituisty seikoistsa, x

Mo nousukorkeuden palnoplstekoordlndatln -suh- .

Siirtymimenetelmsn antama nousu-"'
‘korkeus Poikkeas todelllsesta
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Kuve 29. ‘ ’

Siirtyméparametrien symmetriaominaisuudet, kun -3 < m < 3.
Kun -1 < m €1, niin parametrit ovat = O (halkeamsa ei

aukea ).
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. Kuva 30.
- SpsSys By

4 _gh’ .

—

10 +
5T
t
’M; O
! 2
) o -Siirtyméparametrikayrié tapaukselle, jossa
i =5 1 suorakulmaista levyd (jaksoa) puristetaan
Jédhmeén leimasimen vdlitykselld kuvan mukai-

T sesti. Témd vastaa myss sellaista palkin 1ii-

‘ ' tosta, jossa on halkeaman vapaan nousukorkeu-

A ‘den sijasta kiinnitetty ns. sahauskorkeus Jja vetojénnityk-

\ﬁ ' sid esiintyy. Kéyrilla &h ja fs'h on maksimi pisteessi, joka
vastaa halkeaman vapaata nousukorkéutta, 6 :1la on samussa .

| pisteeSsé kdéinnepiste. Voimumenetelmd, A = 2,0 , N = 10.

i (Samat jiénnitysfurnktiot, wmutia eri reunaendot xuin D-tyossd)



10

axA/ 6xAtI)

Ku*a 31.

JErZitys 8 /8 yEun 2.9<m<3, A:n i“unkti_ona,vo'i-'
uauen“.c;La. Arv01lla A= 0.25, A= 1.0 ilmenee nu-
meerisie epdstabiliteettia,joka johtuu siitd, etta
KN cn velittu nieman liian suureksi, 301101n tieto-
-koneer exsponenttik ap351tect1n rajoitus a1heuttaa

merxiisevien numeroiden katoa JOlssaxln matriisiyh-

ot
o
pd
13

alxioissa (tuntematiomien V&Kldlden midrd on

2 kpl). Epéstaviliteettia e511nt3y ensimmiai-
' -1 ¥ sutrimmille m:n arvoilla jinnityksissd 3 - Ja

\ <R* N:ksi valitaen’ suurin sellainen luku, JOll&

\ o " m=2.9801 epasta0111teettla ei vie-
N\ m=2.96

\ : Kts. seuraava sivu.

m=294

a~
it

+

tn
I
n .
=

14 esiinny.

\  m=292
—\ ’ i"y _ ’ m= 2.90

dxCo ) |

aon

=0, dx:f\

A s

0.125 1 2 o 3 4 o0

Xuom. JErnitvsten xsnrelia kannzlta vasta A = 0.125:8 .

plencmgEllE halkeamavélillé nalkeillut palkxi voi-
: oa téysin helxeilleeksi, jolloin puristus-

tirnern jEnnitys on (vaﬁlc"omentilla) vakio (x-suun-

r=ssz) eiki 8 -iiénrityksig esiinny.
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N,%
4
Kuva 31b
30
20 =
b
A
10 " ~—- S
By
s
5
7 | |
el A

1.0 © 240 - 3.0 4.0
Approksimaatiofunktioiden médrdn N (maksimi, jolla tietokoneajo onnistuu) riippu-
vuus sivusuhteesta. A voimamenetelmdssd, tietokoneelle VAX/11/780 tarkkuudella

REAL®16, Katso edellisen kuvan (26) teksti,



| 8xc ,
Kuva 32, 1 . T
__4 . — ) i A
dkAo'." dxCO =4,000 ‘ | | g
| 4
. '
y 3
-~
. o
0 JXBO-O..O,O\ )
i 2 3 I'V
A

3l

'Reuna'jénni"tys-t‘eh- dfriarvojen tiippuvuus. sivusuhteesta A ’ voimamehetelma. .



Y

'\ ] e

* Reunajénnitysten 4#iriarvojen rilppuvuus sivusuhtedsta X\ , Voimamenetelmi.
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' 4 Kuva 33. .
) -6 -4 -3 -2 -1 '
% ; . 00— 71
No = O.S.m{:2.464 Q 1 .
I ,
T : |
1 i
/ . I .
| ; ; f
X |
i - —— — — 1 — L o - N1 — = l
' . / |
" n.=-05.m=1403 f
Mo =1.m=1 -15 |
f |
) /
/
/ |
. . J [ 2 —= Ll ‘//}
i . IARLS

Erditd kosketuspinnan puristusjdnnitysjakautumia, \ = 2,0

voimemenetelmi, N = 10 . Huomaa epélineaarisuus,



s

-129-

SIIRTYMAPARAWLTRI- JA JANNITYSTAULUKOT

SUORAKAIDEPOKKILEIKKAUKSELLE

Siirtymille kdytetyt merkinndt (k _‘%):
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