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TIIV I5T1Lh.Ä 

LiitosteL ja halkeamien sauvurukenteisiin aiheutt~mien 

lisiirnuodonmuutosten, ja yleensä sii~ ei-monoliittisten 

rakenteiden kimmoisten muodo1lmuutosten laskerninen on 

periaatteeltaan melko selvä ja yksinkertainen asia: ra­

kenteen teknillisen taivutusopin mukaisiin 

siirtymiin lisätään superpositioperiaatteella epäjatku­

vuuskohdan alheutta1r.ien häiriömuodomnuutosten vaikutus, 

jotka lisämuodonmuutokset ovat ~päjatkuvuus~ohdassa vai­

kuttavien rasitusten, yleensä momentin ja norma&livoiman 

funktioita. ja jotka voidaan tulkita keski ttyn'eiksi- pis­

temäisesti epäjatkuvuuskohtaan. Kts. /1/. 

Sen sija~n vaikeuksia on tuottanut näiden häiriUsuurei­

den numeerinen laskeminen eri poikkileikkaus-, liitos-

ja kuormitustyypeille. Tämän työ~ on tarkoitus poistaa 

kyseitien vaikeus suorakaidepoikkileikkau~sisen, momeL­

tin ja puristavan normaalivoiman kuoTiuittaman rakenteen 

vetoakestämättömän liitoksen osalta, joka lienee raken­

nustekniikan kannalta tärkein epäjatkuvuuskohdan häiriö­

muodonmuutostyyppi (tiili- ja kivirakenteiden sawnat, 

betonin halkeamat). 

M.aini tun häiriötilan siirtyrnäva.ikut_uksen laskeminen siir­

tymäparametri taulukoiden (ss. 129 - 167) tai likiarvo­

funktiomallin (ss.105 - 107) avulla on selitetty lyhy­

esti kohdassa 'Yhteenveto'(ss.114 - 116). 
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ALKU8AtjAT 

Tiimä di pl 01:ii työ on te.h ty Tarnpt=reen t e:kr,i lli sessä korkea­
koulussa professori Herman Parlandin johdolla, jolle ha­
luan esittää parhaat kiitokseni erittäin asibntuntevastci 
ja arvokkaasta avusta ja ohjaustyöstä, Jota olen saanut 
tätä ty0tä tehdessäni. Työn te~oaika on venynyt valitet­
tavtisti erittäin pitktiksi, osittain siksi~ ettei perus­
tutkimuksessa aina voida aloitettaessa tietää, mitä mut­
~ia ja kompastuskiviä, tai uusia näkökulmia, tut~itta­
vassa asiassa tulee ilmenemään, mutta eniten siksi, että 
alkuperäisen ciip1omityön eli siirtymämenetelmän,jonka 
ohjelmat on aje~tu v. 1978, tulokset olivat ristiriidas­
sa· aiheesta aiemmin voimamenetelmällä tehdyn·,. virheelli­
seksi osoittautuneen tut~imuksen kanssa. Samasta syystä, 
tieteellisen todenperäisyyden varmistamiseksi, työtä oli 
laaj en.nettava ai11eel taan ja työn;ääräl tään yli alkuperäis-' 

, 

ten puitteiden. Kun monet insinöörit. ovat työttömänä,. on 
joutunut myös epäröimään, jättääkö työtä käsistään, jos 
edistysaskelet tietokonetekniikassa övat samalla tarjon­
neet mahdollisuuksia tulosten parantamiseksi~· 
Esitän kiitokseni myös Juhani Järniälle, joka, on suori tta­
nut ATK-teknillistä erikoisasiantuntemusta·ectellyttäneen 
Pontrjaginin differentiaaliyhtäläryhmän operaattorideter­
minantin juurien numeerisen ratkaisun, Jarmo Aholle, joka 
on puhtaaksipiirtänyt useimmat ciplomityön kuvista sekä 
Risto Silv8nnoiselle, jok~ on antanut arvok~aita.neuvoja 
joissakin kiperimmissä ma t erna tiikan kysym,yksi ssä. 1.iasken­
takeskuksen henkilökuntaa kiitän nyvästä yhteistoirninnas­
ta, vaik:1<a _paljon tietokoneai~aEl. nielleet a~oni ovat var-



r 
1 1 

1 

,- ' 

, r 

1 1 

maan EJ.iht:u t taneet silloin ttil löin onGe lir,ia ti eto:{on1::en 
muille kFyttäjille. 

Tämä työ kuuluu osana TTKK:n rakennuGst~tiikan l~itok-
s el1a suori t et tavi in ei-moriolii t tis ten rö.t::el.i. teiden s ta­
ti ikke.a kllsi tteleviin tutt::imuksiin ja Lle on t'e11ty osi t­
tain Suo11Jen Ak&temian r&hoituksella.. 

Tampereella elokuussa 1981 . 

• Risto Koivula 
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A poikkileikkauspinta-ala 

D = P/up jakEon puristusjäykkyys 

DE: ,P( E") 11 - 11 ,yläraja 

Da ,D(d) " " ,alaraja 

E E 1Kirrunomoduli ' 0 

G = E/2(1 +~) liukwnoduli 

H(7), Hh('>'f) 

I 

M 

N = - p 

p = - N 

Q 

)J = \ puds 

.Vh 

w, V/ F. , W~ 

wh·( e,) ' W1/6). 

Woo 

a = 0.733 

b 

C 
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·M 
e = P 

f(1)' gs('2) 

i 

k 

1 = Ad = 2). c 

L, . usein ::. nl 

linearisoitu saumadeformaatiofunktio 

poikkileikkauksen neliömomentti 

taivutusmomentti 

normaalivoima, inaeksi 

puristusvoiman resultantti 

leikkausvoima, vaiiaatiofunkt~o (vw) 

ulkoinen työ 

halkeama tilavuus 
1 i ' kimmoenergia,·muodonmuutosenergia 

häiriötilan - 11 - " 
monoliittisen rakenteen kinunoenergia 

vakio likimääräismallissa 

poikkileikkauksen leveys 

- " - puristetun reunan painopiste-

etäisyys 

suorakaidepoik~ileikkauksen korkeus 

kuorman epäkeskisyys 

jännitysten approksimaatiofunktioita voi­

mamenetelmässä 

hitau8säde,imaginaariyksikkö, indeksi 

sydän~uvion reunan puinopiste-etäisyys 

halkearnaväli 

palkin (pilarin) pituus 
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m - �~� ku.orman suhteellinen epäkeskisyys -: k 

n, n. . kahden ma teri&alin kimrnomodulien suhde l,J 
p(~)~- pM(1) jlitkuva kuörma saumupinnu~sa 
s = 1.86J v&kio likimälirliismaJlissa 
sm ·siirtyrriämenet t;lmä 

t = 7. + 1 . 0 
kosketuspinnan syvyys 

siirtymäfunktiot . 

häiriötilan - 11 -

u:Jeo6,. uyoll monoliittisen rakenteen 
up = u Ph + up~ kuormi tuspisteen_ et~nemä 

" 

u Pd < 11 " halkeaman vaikutti,ks··~-sta · Ph= EA oh 

Up06 

v = vh + v°" 
Pd 

vh = EÄ. (3 h 
Pl 

Voa = - EA 

vm 

x,y,z 

. monoliittisella rakenteella 
jakson pitenemä (neutraaliakselin köndalla) 

" 11 

" " 
" " 

voimamenetelmä 

koordinaatisto 

h&lkeaman vaikutuksesta • 

monoliittisella rakent~ella 

halkeaman nousukorkeus {y-koordinaatti) 
halkeamatilavuuden painopiste ·-" -.. 2 

·1 y 1 = �~� - halkemadeformaation . yh. kiertoke3k:us· 

integraaleja 

"' 

as cf-, i) , r <,- , 1 > , Q. c t-' 1) , t 0-' , 1) 

jännitysfunktioita 
. J • -l < m - , J J \ / f c '\ J • h - J . J - m r ,i ,m 
potentiaali energia 

häiriömuodonmuutostilan ,.. " (sm) 
monoliittisen rakenteen " 

komplementaarinen potentiaalienergia .( vm) 
H( 7) �~� t<''?,) siirtymähäiriö -halkearaö.ssa 
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ol = °'h + 

ci<'.h 

o(,.. = km~ ..... C, 

~v 

CX. -

t ('7 J 'th (°1) -
\) - - ?'xy 
() xy - G 

• -~ = 6h. + 6ac, 

jakson kokonaj_skiertyrnäpararnetri_ 

halkeamahiiiriöri kiertyme,parumetri • 

monoliittisen ~auvan kiertyrnäparametri 

j Enni tysfunk tion 0b ( g
8
b) e_\{_sponen t te.j~ 

jakson kokonaispitenemäparamc~ri 

halkeamahäiriön pi teneini:iparametri . 

monoliittis~n sauvan pitenemäparametri 

'jännitysfunktio~ ~b (g
8

bJ eksponentteja 

_halkeama(muoto)funktio 

.kulmanmuutos 

( kokonais) kokoonpuri.stumaparametri ( = ot tn -ra ) 

J·h = !Xhtn "".' �~� h • halkeamahäiriön kokoonpuristumitpa;ametri 
' 2 

.( 1 +. km·)). mcnolii ttisen sauvan ,C - " ...: 

\) 
2:' r, r 

6x, :6y 
·-axh' 6yh 
6x~' ~yoo 
T . - G~ 
. . X_Y , - • Q Xy 

ex, Ey 

txh,E'y4 

fXbO'f yoO 

htilkeamahäiriön vaimenrmsf unk tiot ( s1r1) • 

halkeaman nousukorkeuden 

koordiriaattej'a 

pp--kooro,inaatt;i 

• • • ' J 

suhteellinen ( kokonais )koköorlpuristunia 
' -

' 

" hliiriötilan - 11 -

" monoliittisen rakenteen 

-jakson sivusuhde 
',:,. • ,,·· •. 

Poissonin luku.·( myBs us~in indek~i) 

nur j ahd us para1ne tri ( - " - ) • -

jlinnitykset 

" , häiriötila 
n- , monolliittinen kappal~ 

leikkausjännitys 

ve.n;ymät. 

" , .häiriötila 

" ' , . mo1~olii ttir;.en Kappale 
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W =Wh + WbO 

u.J • =- Pd oc 
h EAk h 

j 1.kson pään ki~rtymä 

-
11 

- -
11 

- - 11 
- nalkearnun VhiKutukse::;ta, 

kiertymhhäiriö ·- taipu.rnavii van d0ri v.: n lisi:i;;rs 
,,. 1 = Ml Pdm l .. t t. . ~

00 
EI = EAc A rno1iO ii 1 sen jukson pätin Kibrtymä 

c/( > ~.., ; para1ne tri siirtymämnetelmilssä 

�~� = y: hc:.l~earnatilavuuden suhteellinen pp..:.etii.syys 

[ ] , (neliqma triisi 
' r J ' •' 

lävistäjämatriisi 

•. f } 9 Vtiakav-et.tori 

{ } T.• 
-T 

pystyvektori 

11 11 ' normi 

( a, b) = \)abdA kahden funktion tulon integraali poikkilei~~. yli 
A 

( af b) sisätulo Hilbert-avaruu~essa 

[p, �~� jännitystila 

[u,EJ 111uodonmuu tos tila 

- �~� + d 2

2 
Laplace-operaattori A - ax2 ay 

Å 'fo prosenttia keskiarvosta', suhteellinen virhe 

Luetteloon on sisällytetty ainoastaan .tärkeimmät symbolit, 

joilla yleensä on myös selkeä fysikaalinen rnerlci tys. Kuri· • 
sekaantumisen vaaraa ei ole, saattavat samat n~erkinnät e-

siintyä tuntemattomien integroimisvakioden (yleensä indek-
s B soituja, A8 , Bvi jne •. ), apwuuuttujien ( aikjA' Iij jne.), 

'indeksien ym. ominaisuuaessa. 
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Ta~än diplomity~n t~rkoituksena oli alun perin Selvittaä· 
halkearr:ien vaikutusta teräsbetonirakenteen muodonmuutok-. . - • 

• . . . . 
siin sii~tym~~enetelmää tai elementtim~netelmä~ k~yttäen • . ; . ". . . ;;~i s tä ~älkirrJr,i"iir..en osoittautui tarkoitukseen '.h,uonos ti • . . - ' '-, ' 

soveltuvaksi j(?htuen halkeaman muödonmuutossuureiäen e-
• p2.lin~a2.risesta lu~nteesta ja suµrista jäimi tys_hui_puista 

. . 

sekä tuenhan luon.;.e~sta (tuntematon halkeaman nousuk"or-
keusJ. Olisi pitänyi olla käyt~ttävissä iteroiva element~ 
ti:,1enetelmä, jossa ohjelma tihentää automaattisesti ele­
menttiverkon oikeisiin kohtiin ja i teroi kuo±'1nitukse~ta 
riippuvaisen tuennan Yaikutuksen muodonmuutol(siTn .• Sel'."". 
:laista ohj e1mistoa ei ainaJtaan tuolloin ollut o}t:m_assa .• 

Betonille on tyypillistä suhteellisen korkea puristuslu~ 
' : ' '. .' , ;:- -~ juus ja pieni yetolujuus. Jo varsin pienet j·~i tykset 

ylittävät vetoluj uuden, jolloin rake11teeseen mU:oci.os·tuu 
, <. . ' halkeama. Hal:;ceaman kohdalle palkin (kaa.re;n, laatan, pi--

larinJ taipurnåviivaan muodostuu kulmakohta, ja palkki· 
ve·nyy. pftu-uss_uunnassa. Halkeaman aiheuttaneet· v~tojänni~ . . . tykset häviävät halkeaman kohdalla _ja taivutetun paLkin 
puristettuun reunaan· halkea~an kohdalle muodos'tuu terävä: 
jänni ty~huippu. i:;sijännitt_tämättömän teräsbe.tonipa:lkd.:n 
muodonmuutöskäyttäytyminen poikkeaa lähes aina ns. Ber­

notillin hypoteesille perustuvasta teknillisestä t~ivutus~ 
_teoria_sta, sillä betoni plastisoituu vedetyllä reunalla 
jaksottaisesti ja menettää vetolujuuttaan Jp enrien kuiri 
selvästi havaittavia haikea~ia aukeaa. 

HalkE:ami en aiheut tainien rouqdonmuutosten s.elvi ttärriiseksi 

/_ 
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on no~eudutLava teoriaun ei-monoliitti~t~n rbi~nteidun 

kimmoisesta kiiyttäytymisestä, jota professori Parland 

on kehitt~nyt t~oksessa /1/. 

L.uinitussa teoksessa on osoitettu, .että ei-monoliitt:isen 

r&lienteen muodonmuutokset voidaan jakaa toisaalta· tekni.L­

. lisen t~ivutusopin mukaiseen vastaavan monoliitti~en ra-

kenteen siirtymätilaan, toisaalta rak12nteen epäjatkuvuus­

kohtien (halkeamien,liitosten,saurriojen) aiheuttamaan li­

sä- eli häiriösiirtymätilaan.Häiriötila voiduan puoles= 

taan palauttaa muodollisesti teknillisen taivut~s~p~n 

yhteyte~m, ns. linearisoitujen saumadeformaatioiden avul~ 

la,jotka ovat saumassa vaikuttavien momentin ja normaali­

voiman funktioita. Saumadeformaatiot puolestaan ovat lau­

suttavissa siirtymäparametrien hVulla, jotka ovat ainOas­

taan suhteellisen halkeamavälin (halkeamavälin puolikkaan 

suhde puristetun reunan etäisyyteen painopisteal{selis"ta) 

ja suhteellisen epäkeskisyyden (kuormitu:ii:.sen resultantin 

puinopiste-etäis,Yyden suhde sydänkuvion reunan pai•no,pis­

te-et~isyyteen) funktioita määrätyn muoto1s~li~ p-Oikki-
. ' . . leikkaukselle, joka on osittain tai kokonaan vetoakestä-

mätön. 

Tämän tutkimuksen aihetta on muutettu alussa mainitusta 

siten, että tärkeimpänä tehtävänä on ollut näiden siir­

tymäparametrien mahdoll_isimman tarkkojen numeeristen_ J1r­

voj en määrääminen täysin vetoakestämättömä.lle suoraka.1-

depoikkileikkaukselle, joka tapaus vastaa betdni-, tiili­

ja kivirakenteissa sekä teräsbetoniraker.tedden betonio­

sassa esiintyvien sawnoJ en ja halkeamien ominå:isuuksia. 



c uorukaid epoikk1l eikkauksen v12 t6akes tärnii t töin~~n 1 i i toksen 
siirtymil°häiriö voidaan lausua momentin M. ja norrr;aali­
voiman ~N sekä kahden lineaarisesti riippuffiatio~an siir­
tyn::.;pä.rametrin, kiertym~1pa.rarn8trin CX:h jEi venyrnupu.rarnet­

riri ~h avulla. Edell1sestH saudaan yksinkertaisella 

laskutoimit~ksella palkin ki~noviivan derivHatan piste­
rr,hinen hyppäys hi:--lkeaman kohdalla, j i:ilkirmnäi ~estä pa1.Kin 
neutraaliakselin pistemäinen pitenemä. Riittävän tarl{kojen 
numE::eristen siirtymäparametritaulukoiden olemassaolo-on.· 
edellytys teorian soveltamiselle käytännön r~kenteisiin,. 
ja niideri la~ke~isen on mahdollistanut vasta viime aikoi­
na tietokonetekniikassa tupahtunut huomatta-ij-a. ~-ehitys . .... 

Diplomityön oli alun perih määrä rajoittua teh~ävän rat­
knis.erriiseen siirtymärnenetelmällä, mutta: ilmeni, e·ttä pa...; 
rarnetri.t on laskettava uudestaan myös voimame~~'.telmää •• 

. •." köyttäeri. Siirtymärnen·etelmälle perustu-ya ratkaisutapa 

on kehitetty kokonaisuudess~an tätä työtä tehdessä, voi-· 
mamenetelmi:iä on kehitetty teoreetti8esti ja· s·ille peru~­
tuvat tietokon~ohj elmat on tehty ja ajettu •• :dipl;mi työhön 

kuuluvina. Jotta käytännön rakenteiden siir.tymäp~rametri-• . • 

menetelmäile perustuva käsittely kävisi helpommaksi ( e- .. 
simf:rkiksi sauvarakenteiden elementtimenetelmään ·voi tai".'" 

siin •liittää saumadeformaa tioelementti), on- :parametrit 

pyritty mallintamaan matemaaitisen likifunktion avulla 
( luku IV J. 

Teorian .tärkeimpiä sovellutusaluei ta on käsitelty vii.t.tauk­
senomaiEiesti luvussa VI. 

,,, .... ,. 

Esitykseen on liitetty epäkL:skeisesti puris.t'ett1n, vetoa-
. . kestämättömin lii toksin vlrn.istetyn· · • 1 ·· �~� s~uvaJonon·tärtei~pi~n 
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j~nnitysten laskeminen (voimamunetelmHlläJ eplijatkuvuus­

tohtien l:!i:iH:uttamien jäHnit;yshuip~ujen lu.s~erniseksi. 

'l.'yc.issä OL pyritty n1yös etsirnäiin ~a tuomaan t:siin erilai­

:_;ia käy·.; t,:~:kelpoi sia ui-rnonol li t ti s ten r~t'r~.._-n-;; d u en liitos­

t cm ~:taattista toimint:::ta ~oskevic:1. "nyrkr..isi.i.~ntc:5jä", • jotka 

kel1i t t8.vet suun~:i t telijan "silrnäli" rukentc-id.en staattista 

ktiyt~äytyn~stä kohtaan. 

Sen sij~an esityksen ulkopuolelle on rajattu joukko aihei­

ta, joista tämän tyBn yhteydessä on tehty tutkimuksia, ku­

fe11 stabiilisuus- ja muodonmuutosluskelmat vetoakestämättö­

rniä liitoksia sisältäville pilari- ,palkki.·ja kaariraken­

teille sekä siirtymäparametrit osittain vetoak~stämättö­

m~lle suo~akaidepoikiileikkaukselle (kiinnitetty ns. sa­

hauskorkeusJ. Myöskään laboratoriokokeiden tuloksia ei 

täsaä esityksessä käsitellä, koska niitä tullaan käsitte­

lemli~n muissa diplomitö~ssä. 
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EI-MONOLIITTISEN SAUVAN MUODORhlUUTGKSET 

Sy~netrisesti jaksollinen sauvajono· 

-~ähtökohdakai .otetaan äär.ettömän pl tkä, symmetrisesti jaksollinen 

sauva, j~yki~~ett7 tai·jäykistämätön, Joka on osittain tai täysin 

vetoakest.ärnättömtllä saumoilla yhdistetty- jonoksi. ja jota rasit-

d 

ta~ epäkeskeinen puris-tusToima 
. . . l 

�~� v -l 
1 1 

p' . (kuva 1.) 
l " 71 

p 

_x_..., _____ --:--- - __ _Ei:r-

• 1 
y 

I '' 
p ' ' ' p 

---1•~-- -------

p p 
.-

X 

.. y 

- -- -
Koska sa~t 'OTat symmetria tasoja. ja kuc>rmi tus on ~ymmetrinen, on 

kuyan 1. ~ukaisessa _koordinaatiatossa, Jos~a x-akseli seuraa sau-
• 

Tan elas·tlsta painopisteakselia, jakson ~aumojen _ siiit7mä y:n li­

neaarinen •.funktio kosketuspinnass_a. 

( 1) . 

Saumapinnan siirtymä on 

( 2) 

�~� (y-) on_ halkeamaleTeys, joka täyttää läpi tunkemattomuusehdon 

3 ( ,-) �~� ~o --c 3 > :" 

T on jakson venymä elastisen painopisteakselin kohdalla ja 

(,() on jakson pääty-tasojen keskinäinen kulmanmuutos·. 
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Jakoon kokoonpurjstuma P:n va.ikutuoviivan korkeudella 

Jakson purisiusjäykkyys määritellään suhteena· 

D(e) 
p 

= (5) 

Sen rnaksimiarvo saavutetaan, kun P vaikuttaa elastisen painopiste-.• 

akselin kohdalla ( e = 0) 

EA 1 = -r , jossa 

Ai = t n6A6 on ideaalinen poikkipinta-ala 

s=O 

(6) 

-{ E0 , kun jännitystila on tasapintainen 

Kimmomöduli E - E 

--
0

- 2 , kun muodönmuutostila on tasapi:n,tainen 
1 - )) 

E
0 

on perussauvan kimmomoduli 

E
8 

= n
8
E

0 
on jäykisteen kimmomoduli 

Merkitään suhde 

) D(e) = �~�~�~�~� 

Clapeyronin lauseen perusteella,on voimassa 

p . , 2W(~) 
= p 

Jäykkyys voidaan sen vuoksi lausua joko 

P = 2W(E.) 
Up (up)2 

tai = 

(7) 

(8) ' 

(9) 

(10), (11) 
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• Pienimmän jäykkyyden periaatteen mukaan var,taa todellista jäykkyyt­

tä se siirtymäjakautuma (ux,u
1

) juksossa, jossa 

, jota vaotaa pafametri ( 12 )' 

( 13) 

Suurimman jäykkyyden periaatteen mukc.1.an vastaa todellista jäykkyyt-:; • 

tä se tasapainotila ( Jx, 6y; ?:xy ) , jossa 

p2 
D = max D

6
_. = m13-x

2
w(

6

) , jota vastaa paramet:,;i 

W voidaan .myös lausua muodossa 

, m on suhteellinen epäkeskisyys i 
} 

. ( 14) 

(15) 

(16) 

• (17) 

Muodonmu.utosparametri t v ja (J) ovat P:n, e:n, EA :n s,ekä suhteen 

( 18)' 

A = ¼ • funktioita. Jakson kimmoenergiä:il W perusteella. voidaan· 

v ja u..) lausua i\. :n ja· e:n avulla. 

Clapeyronln lauseen mukaan (vrt. kaavat 9) on 

w 1 
= 2·Pu ,· , p 

( 19) • 

(5):n ja (8):n perusteella on 

• 
, ' W·= (20) • 

li ·, 
1 [: /,: 

' (' 
'.: 
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Cnutiglianon lnu~een perusteella on 

w • ·, (21) 

jossa M on jaksoon vaikuttava momentti ja N on siihen vaikut_tva 

normaalivoima. K9ska 

N = - p ja M = Pe 
' 

on (22) 

p �~� N' '01P 0 
Qp 

1 - ' SM = , 
�~� 

= 

e M °de /= 1 'c)e e 
= - N ' ~M· p , §N = p 

(23) 

Siis : 

1 'a Up Pd). �~� )(, 
= �~� ~e = 2EI ~e (24) 

= - 4f- [ ~(e) - �~� �~� J (25) 

Jos reunaa j vastaava y-koordinaatti on c ja v...1.staava sydän­

piste-e~~i~y7s on kj , on epäkeskisyys 

ja w ja v voida·an lausua myös: 

v = _ Pd :X [.M (m) _ !!! ~,t (m) J .= �~� A(Ä,m) . 
·- EA c, 2~m .C,Ar 

A = Vn A L s s 

= Ped>. ~-'t :;:: Ped ei(>. m) 
2EI -a m '2EI ' 

(27) 

(28) 

(29) 

Jos jakson saumat ovat vetoa kestävät tai ). '”� oo , on teknillisen: 

taivutusopin mukaan 

We>ö 
ML PdkAm ja (30) = E+1 = Eli 

V = Nl. Pd:X (31) 
l;>Q ·n-:- = - n; 

1. ' 1 

1 ;.: 
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Up =~V+ We = fu~ + p~~:J m
2 

= ~~(1 + k~
2

) (32) 

( E on kaavan (7) mukaan Joko E
0 

Eo 
taj --- siitä riippuen, 

1 - '1)2 

onko tasapintainen jännitys- vaiko muodonmuutostila ). Tällöin 

= 
' 2 

1 + km 
C 

Jos Jakso on homogeeninen, n.iin d 
k = b ja C 

(33) 

d = 2 , joten 
�~� 

(34) 

Koska l (m,'~) liittyy välittömästi puristusjäykkyyteen, .voidaan 

sille, ja samoin parametreille W 

ylä- ja.alarajat. 

ja V arvioida 
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J;~k:;on Gijrtymät11a ja muodonmuutokset, kun ~aumat ovat 

au€:nnce't 

r<l!/ 
p -p f �~� i ·j--~.=;_...::;;;!_;.;;;;;;....-----=-

i 

Kuva 2. 

Siirtymät 

i.•Juodonmuutokset 

xy 

1 • 

1 
2 

Jakson päiden siirtymät 

Halkeamaleveys : 

y 

perusaineessa t~{:: 
jäykisteessä f=o 

Sauman halkearnatilavuua 

1 
2 

,kun 

,kun 

d 
·2 

d. 

2 

(35) 

(36) 

(37) • 
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Sauma.n halkeamatilavuudc.m momentti pp-aJrnclin, suhtoen 

yhVh= )cf,YdA,jossa. 

yk\ ori lialkeamatilavuuderi. painopistekoordinaat~i. 

• Jännitystila 

-T 
6 

&x 
dy 

Jaksoon-vaikuttavat uikoiset voimat 

-T [:;] p = 

. Vaipalla -T p ÖT 

Saumoissa 

Px(½,y) = 

Px(- ½,y) 

Jännitystila vaipalla: 6 = ·Y 

" päätytasoissa: 

kaikkialla • '2"xy = O 

- perusaineessa Jx = {;0: 

- jäykisteessä 6x I 0 

kun 

kun 

= 0 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

·Homogeenisessa päättymäti.ömässä sauvassa on vasta:J.vassa kuormitus­

tapauksessa l:n pituisessa sauvanosassa jännitystila 

.... -7-· 

,, . 

! 
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JJt~ ~00 

-T 
6Yo6 6c,4 

= = 0 (47) 

rxr 0 

- perusaineessa 
(48) 

., 

... jäykisteessä . ' 

Ei 
n1 = E , jossa E

0 
on perusaineen ja E1 jäkisteen i kimmo-

o 
moduli. 

Muodonmuutostila on 

E . 
:X:Oå 

I + , 

= �~� -v<f + ,> (49) 

0 

Siirtymätila 

-T [u J 1 [(N+ !12:)x ] (50) U 00 =. X:w = '.E I 2 I 2 

UyoO 
Mx _ V(TJN. + &,_) 

- °2r A 21 ! 

" i 
1 

1 

Päätypintojen siirtymät 

UXc,(J(;±_ ½,y) + 1 ( N F11) - Pl ( -· ~) (51) =-2 EA + EI =-+ 2EA 1 
i 

Nl Pl (52) 
Vco = EA = - EA 

�~� _ Ml _ Pel 
oo- EI - EI 

(53) 

ioo= 1 
2 

+.!9!!__ 
C 

(33) 

. ·' 
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"J'T ~! Sekä jännitystilat O että �~�~� ovat luvallisia tasapainotiloja. 

11 -Tu. ·~a �~�u�~� ~a d 1 ;;-T ' Samoin ovat siirtymät at " _ " muo onmuutosti at c;;. 

. ~a �~� kinemaattisesti luvallisia tilo~a. Sen vuoksi ovat luvalli- ·'i'i 

lisia myös•tilat 

-T 
oh = 

-T 
uh = 

-T 
E.h. = 

-T- -T 
6 - 6ao 

·-T u -T 
- Uoo 

~T 
C, - l:c 

(54) 

(55) 

Tässä • [s'o0,t:~] . ja .[ �~� , & J vastaavat samoja, staattisesti ja 

kinemaattisesti luvallisia kuormitustiloja. 

Sauma : 

jännitystila· 

6x<½,1>. 

- siirtyrnätila 

~x<½,y) 

2 . 
X 

= 

~-- ····--

,uJ.~,y) uxh ux - u. • • X()4 

= 

' '.. �~� . . • 

; •• 1· 

,, 



1 i 

�~� 
i 

i i 

; 1 

! 

.:.T 
Jännitystilaa ah 

Säännöstä 1 seuraa, 

P2dÄ 
W(6h) - "2Erih(e) 

-10-

vast,laira kimmoenez;-gia . 

(57) . 

että 

, (58) 

jossa 1, h = -Y,_ - '!co on häiriötilan suhteellinen lyhenemä. 

W( 6h) on M:n ja N :n homogee.ninen toisen asteen funktio. 

Voidaan myös määritellä jakson häiriötilan venymä ja kulmanmuutos 

V - V00 11 
. c.c). = 

h 

Nämä voidaan kirjoittaa (27):n mukaan 

• Pd 
vh = EA ·f3 h (m) ·,. jossa 

( ( - !!! ~") 0 1,. 2 am , 

Wh 
Pd oc ( ) 

= . EAk 1 m =. ~Olh(m), jossa 

• f -a·bH 
,\ 

. .'/ 

°1(m) = . �~� c5m 

Säänt.ö 2 

(t':l) 

(60) 

(61) 

{62) 

(6,) 

a& Jakson venymähäiriö vh on verrannollinen sauman halkeama­

tilavuuteen 

. ', ·: : 'i . 

,., 

·1 
1 
1 

_,. 
l; 

t 

' . 
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b. Jakson kulmanniuutoshäiriö Wh on verrannollinen sauman hulkca­

matilavuuden momenttiin 

) ydVh yhVh 
Wh . = · I = �~� (65) 

Jakson kimmoisesti painotetulla keskivenymällä tarkoitamme: 

(66) 

ja jakson kimmoisesti painotetulla keskimääräisellä kulmanmuuto~-
.•-

sella tarkoitamme : 

(67) 

Korollaario. 1 

Jakson kirnmoisesti painotettu keskivenymä ja keskimääräinen kul­

manmuutos ovat yhtä suuret kuin vastaavassa haikeamattomassa ta-

pauksessao 

= (68) 

Siirtymäjakautumaa saumassa 

sanomme linearisoiduksi sauvadeformaatioksi. 

Korollaario 2 

Kimmoisesti painotetun linearisoidun sauvadeformaation pintainteg­

raali on yhtä suuri kuin halkeama-tilavuus 

(70) 

Sen momentti elastisen painopisteaks'elin suhteen on yhtä suuri 

kuin halkeamatilavuuden momentti painopisteakselin suhteen. 

1 
1, 
!;, 
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(71) 

Tämä merkitse~ sitä, että ~-jakautuma on staattisesti ekvivalentti •·. 

halkeamalevey's jakautuman kanssa. 

Jakson siirtymätilå voidaan nyt kuvata teknisen taiyutus9pin mu~ 

kaisen siirtymätilan u«J ja linearisoidun sauvadeformaation 

:~ avulla. Viimeksi mainittuu korvaa halkeaman häiriötilana 

1 Jakso ajatellaan korvatuksi sellaisella ho~ogeenisella jaksolla9 

jonka poikkileikkauspintae.lementi t dA' on muunnettu suhteessa 

dA' = ndA ja joka deformoituu teknisen taivutusppin (Bernoull'in 

hypoteesin).mukaanp mutta joka saumassa saa lineaarisen lisädefor­

maation �~� o Tämä merkitsee sitä, että viereiset elementit iD i+1 

kiertyvät saumassa toisiinsa nähden kulman_ ~h nivelen B ympäri~ 

joka on etäisyydellä y1 painopisteakselistao 

I \ 

I ...,_~wao8 1 Wod/. �~� • 

/ 
'2-~ �~� :t. \ 

, \ 

1 ' 

Huomioon ottaen~ 

seuraa 
' 2 
i 

Kuva 3. 

9 
\ 

\. ~, 
' �~� 

'\ 

\ I 

''p , 'r c::1.kSo ' .... -c. u. • . -
/ ' / �~�~� 

(72) 
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n 

Niveletäinyys 1 1 ja halkcam~tilavuuden painopistekoordinaatti 

,.h rilpptlvat pelkästään epäkeskisyydeatä 

Huomioon ottaen kaavat (21) ~a että 

9Woo 
�~� .... voo , �~� = wo6 ja kaavat 

e. 

(59) , on . 

(74) 

(75) 

(76) . 

Halkeaman häriötilan -:Linearisoidut lisämuodonmuutokset siis ovat: 

uPh = ~Ai h = i! .öh 

(J)_ ·Pd 
h =, EAk °'h 

Pd 
vh =. EI_(;> h 

oth, P,h: ~a ~h riippuvat i\: s-ta ja 

~h = -~ ~(m) - tciO(m)J 

et . , a~"' 
h(~,m) = �~� �~� 

, . 

• • •• m ~s"- r 
�~� b ( A, m) = �~� �~� m - oh 

(77) 

(78) .. 

(79) 

(80) 

(81} 

• (82] 

Suureill~-a!h' f h ja $h voidaan levyrakenteiden ·11ki~äärä±sten 

ratkaisumenetelmien teorian mukaan määrätä 

- alaraja siirtymämenetelmällä 

- yläraja voimamen~telmällä 

ja niitä nirnitotälln §iirtyrntipnrametreiksi. 
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Poissonin luV1i&n ')) vaikutus a11rtymäparametreih1n 

ft---"'-r---· --·-·-·-- •-· - -· 
J( 

(c s ?:,,. ; 0 

Kuva 4. 

Siirymäparametrien laskeminen voidaan palauttaa kuvan -4. mu­

kaisen levyn ratkaisemiseksi_, jossa jänni tys'tila "toteuttaa ;jän­

ni tystilall ih mukaiset_ ehdot (43), ... , (48) ,.(54) ja siiri;:,mätila 

toteuttaa ehdot (2),(3),(55). 

_Oletetaan, että on olemassa Airyn differentiaaliyhtälön toteut-• 

tava jänn"'jsfunKt_io ~(x,y) siten, . että Jännitykset 

(8:5) 

toteuttavat ehdot 

Tällöin kimmoenergia 

(e,4) L 

kun muodonmuutostila on tasapintainen (seinä,laatta) 

E, ·= 1 - \)
2 6 'V 6 1 _ ~2 ( �~�~�2� _ 1J ~g) 

X E ( x - 1 - v 7) = Eo ä7 · �~� - \) ax 
0 

(85) 

1 ·\)2 J-~6.)·- 1 _ v2 9~2 �~� g2 
E = ... ( 

Eo · ( 8x '."" . - V 87 ) 1 Eo 1 - V x ·-: 
(86) 

(87) 

/ 

. ,· 

t 
1 
i 

. ' . .1 
:~·: -·~•;, .. ~·-· .,.. •• ·•-::· , •·,~J=!i.·' i,•·-:· .: ....... 1 ·..- •,.-. ,. .. _~· ....... , .. "'.~···11~,r::,:i.,·~r,_, • ~, :,_-..ttt:"r? ··; -~t:(~~-{ ~-:-1 ' 

:1 • 

I:·· 



+ 
1 li,]dJdx 

+)))2(1 2(1 - \\) 
(88) 

1 d' 

2 2 2 2 2 2 2 
_ 2v �~�~� 1 2Ey ) �~� [cg) + (~) = 

.o l d dX 7 
1 · - v 8x ay 

-2-~ 

+ 
1 . ( �~� 

2
~) 2]d7dx 

2(1 +')))2(1 - \)) ~x~y 
(89). 

= 0, niin lausekkeen kahden 

viimeisen termin integraalit ~lueen yli häviävät, ja kaava·saa-

. • (90) 

missä �~� on Laplacen operaattori ja.~ on riippumaton \,) :stä. 

Koska 

(9),(52) 

niin 

(91) 

joka on y : stä riippumaton. ( Tulos on sama, jos jänn. -tila on tasap.) 

Kaavojen (80),(81) ja (82) mukaan, jos "th on riippumaton Y:stä, 

ovat sitä myös bh, oe;h ja fh, eli yleisesti sääntö: 

Siirtymäparametri t ovat riippumattomia Poissonin luvusta V . 

. . ,· ,. 

' . 
1 

i . 
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I SIIRTYMÄPARAMETRIEN LASKEMJNEN VOIMAMENI::rELMÄLLÄ 

Jännitystilamalli 

Kuva 5_. 

_g_ 
''t . ~,t 2-

Jännitys.tunkt_ioide• • 9'a ja ~b __ tulee, jotta 
oligi.luvalline•, toteuttaa seuraavat reunaehdot. 

{VII Ja. VIII) -lisää.-

l =.?/· 
~= �~� • 

. ;l= i· 
jännitystila 
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Reunaehdot 111 ~a IV toteutuvat, kun valitaan 

N 

l!a(i,t> = -.~ 81a(~)(-1)"cos % �1�1�\� + r("l) a 

N 

~b(1,'2) ~) g11:~(l)[1 - (-1)scos 11iit] 
s~ 

Jänni tykse1;:· 

6 = 
xa 

Kuri funktlossa .,0"a asetetaan 

(I.10) 

- - " - - -= A cosh.!g!/ + B ~cosh~ + C sin~ + D -~ sinh~ ~. ;t s i\ . ;l s i • s A i\ 
• · (I.18). 

= A -~,3_ + B -,,,2 
• i , ' (I.19) 

saadaan muodollisesti eksakti jännitysfunktio, joka toteuttaa 

diffcrcntiaaliyhtälön �~� /j_ / = O , jänni tysreunaehdot sekä 

<> 



/ 
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(1.20) 

· (I.22) • -· 
= suoi-a • (b on levyn paksuus, 

A = bd, E=E / ( 1 - ·l )) 
0 

Ko_mplementaa~isen potentiaalienergi~ minimisäännön mukaan tämä 

.funktio antaa levyn osan a jännitysenergialle minimin~ 
'. ' . 

Sauman x = J -· :.siirrosparametrit_ ~h ja /3 h voidaan laskea 

suoraan v~kio~de? f 1 .~a 'f 2 ayulla. • .· ·. ·. _ 

Koska toisa.:il:ta '., ( 51) - (53) :n ja (77) - (82) :n mukaan 

uxa(½,1> = l<v +<Ny) = i [vh+ v°" + (wh +Woo)ij] 

• 1 [ Pd Pd (Pd ,,,_ -.Pdm!' )d' ] 
= �~� - EIA+ H{Jh + EXi11 + ~Ac '27, , .(I.24) 

d. 

=. (1 2Ev~)Pd [ -').. + ~h + ~-~C°'h + id~>l] '· 
•. • 0 .•. . 2 . 

kun muodoninuu to s tila on tasapin ta"inen1 niin, kun . P = • 1 , . saadaan : 

· ~1 - v2)~d 
- 2E A. o· ( J)1 + J'2i> 

joten 

- >.p1 = -A + fh 

->iy>2 = )m + 30l'h 

Funktio 

= (1 - v2)d [-' + F ·+ (~ +"m>7]· 2E I · " h - ... --11 "' • 0 . . 

• 

~h =:X(-p1 + 1) 

i olh = ,<-9'2 - m) 

Öh = oChm - �~� h • 

(I.26) 

• (1.27) 

(I.28) 

· (I.29). 

(1~30) 
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Reunacdot lausuttuna funktioiden g satil•....&sb(i) ~a f(c) uvulla 

I a. gsa<-1) m 0 N kpl· (1.31) 

I b. g
8
b(1) aa 0 N kpl (1.32) 

II a. g' (-1) = 0 sa N kpl (1.33) 

II b. g~b(1) = 0 N kpl (I.34) 

V [ga]t=?o = 0 N kpl· (I.35) 

VI [g~J2=t = 0 N kpl (I • :S,(>) 

N 
IX · -·L g·:a<?o) •• ¾ .9-'1 .. ¾ ,9' llo = 0 1 kpl (I'.37) 

s=t • 

Kun P =· b = ! �~� ·.1 , m 6e =a 
lo .N 

�~� L 1 1 1 1 kpl . (I.~8) X (~ g:a<l) - 4J}1 - 4 9'2l)dl = - !_ 
-1 &=1 

70 N 
XI . �~�(�~� [g:a<-z) �~� ¾,9)1 - ¾,9>2()ldl = ,.: • 1 kpl (I.39) 

-1 s=1 

Tuntemattomia on kaikkiaan 8N +; kappaletta ( yksi tuntematon 
on m ) , yhtälöitä on tässä vaiheessa 6N +; kappaletta. Puuttuva1 

, 

2N kpl yhtälöitä voidaan varioida vapaasti, mikä tässä tapauksessa 
mrkitsee käytännössä sitä, että alueiden a ~a b rajaviivalla 

[g~J:1~e ja.[g:•J:lle. annetaan arvo, Joka takaa kokonaisJännit7s-
1 • .energian ml-nimin tote,utumisen. 
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Levyn komplementaarincn potcntiualiencrgie. 

I = 
. . . . . . h 

W + V. , jossa jänni tysenergia, kun i'x
1

(x,.:!:: 1>. = 

. . -

ja ulkoisten kuormien suorittama t7ö 

<xy(.± ½,1) 

( i_.40) 

(I.41) 

(I.42) 

Sijoittamalla, )?x, 6
1 

ja ux kaavoista (I.12,1;,15,16 ja 22) 

saadaan:· .
1 

. 

�~� 2( t· - v2
)bl ( Q( n Ii f")d 

�~� = _ • . '.5 ) gsa'gsa•gsb'gsb' "l. 
d' - -1 

, jossa (I.43) 

2..,;2 \.6 11 • ( ) 6 L -ygsb ·-1 . -cos 

Q = 

= 
2<'g" >2~ '<g" 2 L sb - L sb_ 

- ( 'g" L aa 

kun 
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J:lle antaTat minimin sollaiuet funktiot f, g
6
a Ja gsb' Jotka 

toteuttavat yhtälöt 

2 • 2 -M + �~� iri = ~(4!" + 0)1 + 0)21> 111 4f11
R = 0 

a d~ _ .. d1l r r 
.]_g "a 2 c:)Q. 
d gs + �~�~� 2 'a g; • = o 

Jälkimmäi~en yhtälö jakaantuu yhtälöiksi 

funktiotg
6
a(7) • tot~uttavat, ,,ja yhtälöiksi 

2'. . • 
�~� �~� :'..~Q, - •• 
ag . + �~� §gT "'." o 
_ sb ~i sb 

(I.47) 

(1.49) 

Jotta ka.avat·(I.47) antaisivat J~lle minimin huolimatta siitä, 

että integro.itaTana on.kaksi eri aluetta ~a Jännitysfuntiota, 

täyty7 näiden: alu.eiden liittymäkohdassa olla ehtojen V Ja VI 11-

säksi voimassa 
. . 2 • ( I. 50) . • . • 

( �~� ~g" = ( -!-,_ ~'c)g~g , mistä seuraa. kaksi reunaehtoa. 
} ags s ) ö>~ l,,J s s . ·. 

(Kts. Elsgoltz: ·nifferential equations and Calculus of variation, 

kpl. 7. ) 
(I.51) 

VII. = 0 ,Josta seuraa: 

eli ottaen huomioon V Ja IX: 

1. 
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VIII 

Sijoitetaan ehto .VI, supistetaan 2: lla : 

Matriisimuodossa: 

2, 3, 2 ,- .•• , 2 

2 ,.2, 3, ... , 2 . 
• • • 
2,2,2, .•• ,_3 

• • 

+. 

. 
• 

1 

= 

0 

0 

0 

0 

(1.54) 

(I.56) 

(I.57) 

_Ohjelmointiteknisesti mahdollisimman sopiva muoto kaavalle saadaan 
ker~oma~la matriisilla 

3·, 2 �~� 2, .•• , 2 -1 2N-1, -2 ' -2 ' ... , -2 
2, 3, 2·, ... , 2 -2 ,2N-1, -2 ' ... ' -2 
2, 2 ,3, ... , 2 1 -2 -2 ,2N-1, ..• , -2 (I.58) = - 2N 1 ' . . . + • . • • • 2,2,2, ... ,3 -2 

' 
-2 

' 
-2 , ..• ,2N-1 NXN t-JX~ 

ja palaaalla yhtälömuotoon: 

(I.59) 

- . . ,_ Kun nämä ehdo~ VII ja VIII oTat voimassa, saadaan funktioille 

differentiaaiiyhtälöryhmä 

- - 4 \ g"" + 2g'"' L sb sb 4 2 " 2 4 0 cv.sgsb + w g = - s sb 



f 
1 1 

Koska funktiot gsb ovat mielivaltaisia, voi yhtälöryhmä (I.60) 

olla voimassa ainoastaan, jos determinantti 

2D~ + (D2 - W~)~ 2D4 
' 2n4 

' • • • ' 
2n4 

2n4 2D4 + (D4 - c.v~)2' 2n4 ••• ' 
2n4 , , 

2n4 · ·, 2n4 _2n4 + (n4 2 9-. 
2n4 

' - 003) , • • • , 
0 = • • . • 

• • • 9 (I.~1) 
• • • • 

2n4 2D4 4 2n4:.+ (D2 2,~ , , , 2D , -· ... , ~wN, 

Vähentämällä 1. :stä pystyrivistä 2. pystyrivi, ·2.: sta 3. ·pysty­

rivi jne., saadaan determinantti muotoon 

1 , 0 , 0 , 0 , . . . , 
-1 , 1 

' 
0 , 0 , . . . 

' 

r nN1 = 

·N • n (D2- W2f. 0 ,-1 , 1 , 0 , ... , 
n=1 n 

• • • . 
• • . . 

• . 
0 , 0 , 0 , 0 , ..• : ... , + 

(D2 -W~)2 

2D4 

(D2 -W~)2 

2n4 

• 
• 

2n4 
(D2 -w2) 2 

N 

J ( I. 62.) 

Joka on kehi tet.tävissä N :nnen pystyrivin mukaan muotoon 

2n
4 J 

-W~)2 
(I.63) 

0 
' 

)..D 
q = rr 

(I.64) 
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Tällä yhtälöllä on 4•N juurta,~otka ovut muotoa 

q 2 3 4 = :!.C>(v .± i R..• v1, , , • r" (l.65) 

Juuret on-ratkaistu numeerisesti tietokoneella N:n arvoilla 

1, ... ,20,30, ••• ,100 12:n nullleron tarkkuudella. s·aadaan: 

N 4 'ii 

gsb<z> = ) L A~ e~q"å 12 
'\)~- 1=1 å 

(I.66) 

Kertoimet A~ eivät ole riippumattomia, vaan niiden tulee toteut­

taa yhtälöryhtä 

• 
• 

' . 

- 0 

= 0 (I.67) 

• 1 

Vähentä~ällä muista yh"tälöistä ensiwnäinen_yhtälö saadaan 

(I.68) 

R,on suluissa olevan lausekkeen reaaliosa ja S sen imaginaariosa. 
~v~• Sv}· 
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Kun 

2 
- 1 

·2 2 - 1 - 2icx" ~" q'\)~ {XI) - �~�~� 

2 &;2 
= 2 -r3~ 2 ~-

q vj o(\} s - 210<.1,1 a, 

• 
( 2. f.; 2 
°'..> - \) - 1 )( �~�~� - {b,;2 

= 2 2 c~ - f3 -V l> 

(I.71) 

Kun merkitääD. 
(I.72) (I.73) 

Ja 

(I.74) 

Vastaavasti, kun = + niin 

(I.75) 

Sijoittamalla yhtälöön (I.74,75) yhtälöön (I.66), jå koska 

a+ib 
e = 

gsb (l) = 

e6 (cos b + i Bill b) , saadaan 

N 0C'v1T 

V~ [A~1 (x~ + iy~) e Tlc -~"" 1l - i -~") cos '?- si ,., 

1 ( s . s) 
o<'vll:tz. 

C06~ + • f""'t ) e Ä ( i + A\)2 X" - lYy Ä 
sin ;:t 

1 ( s 
+ A'V3 XV 

. s) - iyv 
-~,z 

e >. ( �~� cos �~� - i si~ ) 

' / 

sin/z"u"l >]· i\ . 
(I.76) 

,, 
'l .. 

:! 
I' 

1 
1 

\. 
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Imaginaarisista kertoimista pääst~än ~roon lineaarisella 

operaatiolla 

B\)1 1 
' 

1· 
' 

1 ' 
1 A.1 

'\)1 

Bv2 -1. ' i ,-1 i 1 

' Ay2 
.= 1 (I.77) 

Bv3 1 
' 

1 ,-1 ,-1 A)):5 

By4 -i 1 1 ,-1 1 

' ' A))4· 

Reaalifunktiona, jossa on 4•N riippumatonta tuntematonta vakiota 

Bvi ,v= 1, •.. ,N, :1=1,2,,,4, 

.N . 
) [B· ( s bolv ii, • 1

(5.., 1171. s 1 b °'vTI'? • _9.;ri '1J) 
= . ~h v1 x~cos ). cos A + YyB n ). si:a~ 

( 5 ·nh°'"U1' f v7r't, v 5 cosh0l;iils1.·n..Billh) • 
+ Bv3 x))si ).. cos ).. + "V . A �~� 

+ B • {x 6sinh oc...1,!a1228111i''>'J .,;. y 8 cosb~.;(i?/cos.8$rr'1)] _ ( I. 78) 
V4_._._-V • ),. �~� Y ·.·:\. �~� 

N 

g~b<-i> = �~�~� [B\11 c~;sinhc,(f?cosf'f~ t 1~cosb
01

~Zs1nffei 

( • s • Ol11'rr1 
1
t3.,11"'/ • s Olvil'~ ~) 

+ B))2 xvsinb ).. sin: A - Yv cosb �~� cos~ 

•s + ,~., jne. 
(I.80) 

••• jne.· (I.81) 

' J ;, ' ' 
1 _'>, 

.. 
; 

,, 

�~� 

• '· 



-27-

Reunaehdot saadaan mahdollisimman ykoinkcrtaiseen muotoon koor-
1 

/ , dinaatistossa, jossa 

1 • . ' 

' 
1 ' 

• 1 
1 1 

1 1 

' \· 
1 
1 

n 

t 1 ... 1. + 1 , • (. = t 1 . - 1 • , kun 1 �~� i o 

t2 -= 1 -· i ., i = t2 + 1 ,kun 1 �~� 1Zo 

1~1 + 
'I::" 4-

�~� 
1 1 

> 'ä~v 

11, "a / 

Tt1 

j_t~ 

Tässä koordinaatistossa g ( 0) - g' (0) = 0. Kaavasta(I.;18)_voi-
sa - sa . 

daan eliminoida tuntemattomat A
6 

~a c
8

, jolloin saadaan: 

( B
8 

ja D
6 

ei ole välttämättä samat kuin kaavassa 

(I.85) 

(I.86) 

(1.18)) 

:Funktioissa g
6
b(l) voidaan muuttuja l korvata t 2:lla, kunhan 

ffiuistetaan, että koska 

�~� 1 , niin (I .87) 

dn 
= (-1 )n gsb 

dt~· 
. (I.88) 

Run muuttujan t 2 suhteen otettu~a derivaattoja merkitään pisteel-

lä, niin 
• 

' ' 

.... 

' 

1 
• 1 

1 
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Lopulliset yhtälöt~ 

I g
6
b(o)· _a o· • 

N 
\( B B - L xvB...-1 �~� 1vBv4> = o 
'I) =1 

Sama matriisimuodossa: 

• 
II g

6
b(O) = 0 

N 
\ • B • s.,.,. 
L(- ;r~By2+ x~~~3) = 
v=1 

-28-

0, eli 

-[1~] ji~2 + c~~J i~3 = OT 

N· 

(I~90) 

(I.90") 

(I.91) 

(I.91') 

(I.91") 

·c1.92> 

L [cx~C"c"+ ;r~Svs~)B\)1+ (x~C\)s\)- :r:s))c)})B~2+ cx:~v<v. 
µ=1 • 

_+ :r;c-.,s\1):s~,+ (~S))sv- y~OVc'-')B\)4] - Bs(t100~--ifuss} - Dst1oss 

= 0, josta (I.921) 

[1!v] B~1+ [A!v] ;~2+ [A~YJ ;~3+ [A!~J B!4+ rA;J :s; + r A:J Bs 
= ~T ( ) I.92", 

~/it2o ~iit20 
c'l1 = cosh �~� (I.93) S-J = sinh >. (I.·94) 

. 'p.,Tit20 '' . ' 13Jit20 
c~ = cos >. · (I.95) s\1 = sin �~� (I.96) . • 

s11t10 sTTt10 
0

8 
= cosh A (I.97) S

6 
= sinh �~� .. (I.98) 

Neliömatr.iieien rA 1.,1 alkiot käyvät ilmi yhtälön summamuo-
. �~�s�~�~� . . 

toisesta lausekkeesta. Merkintäf J tarkoittaa lävistäjämatrii-

sia. Yhtälöt esitetään matriisimuodossa, koska ATK-ohjelma-on 

·rakennettu matriisioperaatioiden avulla. 

"'vastaa:van sisältöisen kaavaryhmän .on johtanut professori Par­

land toisella :menetelmällä. jossa funkticn �~� eksaktisuutta ei 
a 

ole käytetty hyödyksi. 
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VI {I.99) 

N . 

!Ò� I.[<;~svc\J + y~c))s,.,)Bv1 + <~:svsv - y~Cvcv)B\)2 + (;~c~c,> 

)) =1 ' 

+ ,a_S )D = 0 
STf s s 

( I. 99') 

==> [B!~J i; f + [B!v] B~2 + [B~v] B~3 + [B!~J B~4 +_ r B~J i; 

+ fB;J n; = aT (I.99") 

VII [g:{120>] = g:a('t1o);. g~b('t2o) = 0 {I.100) 

N 

t :' !Ò� [ [ ~x~CV c\l + y:sv By )B.._,1 + (x:c~ si - 1;sl) c11,)B))2 + (x~S\)c\) 

v=1 

' 1 

1 u 

(I.1001 ) 

_..,, [c1 J 13T + [c2 J ii'T + [c3 J iT· + [c4 J ii'T + få5J iT+ fc6J jiT 
...,, sv ~1 sv v2 sv v3 sv V4 s s s s 

• = OT (I.100") 
N ~2· ·_ 

VIII ·g:b{'t2o) + g:~('t1o) 2N
2
+ 1[ g~~('t10) - 2(2N + ·1) = O 

--.....----~-----------~i=..1 ----- (I.101) 

!Ò� L [ (~·:sv cv + ·;:cv s11 )B\11 + (;:s" s" - y~cv c~ )Bv2 + ,-;:cvcv 

)l ·=1 

+ Y~s1Js11 )Bv3 + (~~CVs\l - ·y~S\lcV)B\14] + s3(t10ss+ ~~C
6

)B
6 

(I.101 1 ) 

r . 
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vektori. 
N 

IX -I g:a<t10> + f"(t1o) = 0 

s•1 
N 

[ [s
2
(fnss + °'10°s)Bs + 62(°'106s + ~fps>ns] 

s=1 
2 A.2 ·. 

+ ?.. O) + =--""'( t - 1) ()) 
r.j~ r1 'ln~ 10 r2 

-N 

(I.102) 

(I.102') 

X + f"(t1 ),jdt1 =-[ g~a ( 't10> +, f' ( t1o) - f' (0) 

s=
1 

= - t (I.10.3) 

+ s(t10°s + ~s>ns]. +. ~t1o~1 

(I.103') 

Yhtälöt IX ja X voidaan kirjoittaa yhdeksi matriisimuotoiseksi 

kaavaksi (I. 104) 

[H1] ja [H2] ovat 2.xN-matriiseita, alkiot ilmenevät yh~älöistä 

IX ja X. 

Yhtälöiden I, II, V, VI, VII, VIII, IX ja X saadaan kerroinmat­

riisi, josta tuntemattomat voidaan ratkaista t 10:n funktiona, kun 

ku.orman 6:x( 1,1). resul tantti P = 1. Suhteellinen epäkeskisyys m 

saadaan sen jälkeen sijoittamalla nämä jäljellä olev~n yhtälöön 

XI. 

• 1 
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Tietokoneoh~elman rakenne 

Tietokoneohjelma ratkaisee tuntemattomat JJ1 , _9' 2 , B6 ja D6 

matriisiyhtälöstä 

0 0 

[-1~] O 

0 

0 

0 

-o 

Ö 0 

0 0 

-T 
B.-11 

-T 
Bv2 

-T 
B))} 

-T 
BV4 

BT 
s 

( I .105 )' 

Kaaviossa olevat Jjollat merkitsevät paikan mukaan 0-matriiseita 

tai 0-vektoreita. Rivit on järjestetty siten, että lävistäjällä 

olevat osamatriisi t eivät. lähesty 0-matriis_ia, kun t 1 �~� 2 :_'-:tai;>.+ o~ 

Matriisin dimensio on (6N +·2)x(6N + 2). 

- Matriisin lievää nauhamaisuutta käytetään ohjelmassa hyväksi si-

ten, että matriisia muodostettessa tiivisi:etään kertoimia B',,)1 , •i 

B~2, BV
3
,ja B~4 vastaava osa (neljä en~immäistä vaaka- ja pyst7-

osamatriisiriviä) jäljelle jäävään matriisiin. ~ällä saavutetaan se 

se etu, että tietokoneen kapasiteetti voidaan käyttää mahdollisimma 

m&n hyvin hyväksi, ·eli ohjelma voidaan ajaa mahdollisimman suu­

r·ella N :n ja A:n arvolla. 



1 
\_ 

\ : 

1 1 

\ : 
\ _j 

1 

m caaå-'ian si•joittamalla f 1 , JJ2 , B
6
:t ja D

8
:t kri;ivaan 

t1o 1; 

XI ({- [g~a(t1) - ¾ JJ1 - ¾ f 2(t 1 - 1)](t 1 - 1)dt1 =: (I.106) 
0 s=1 

josta: 

m = -

(I.107) 

Siirtymäparametri t °'h , f,h ja bh ·- saadaan sijoittamalla k~a­

voihin (I. ~7), ( I. 28) ja (I.29) f 1 ,JJ2 ja m. 

Tietokoneohjelmat YLA 1.F0R, ••• , YLA30.F0R ratkaisevat yhtälöistä 

(I.105) kertoimetf1, y,2,B1, .•. ,BN,D1, ... ,~ t 10:n arvoille 0,02, 

0,04,0~06,; .. ,2~0 ja laskevat 

m ja siirtymäparametri t o(h , 

suhteellisen ~päkeskisyyden m 

näistä suhte·ellisen· _epäkeskisyyden 

�~� h , �~� ja ~h. Lisäk.si- lask~taan 

ja halkeamatilavuuden suhteelli-
• l i 

sen painopiste-eiäisyyden s summa, joka on lähellä vakiota ::::::-.. 4. 

(I.108) 

Ohjelmat eroavat toisistaan ainoastaan yhden suoritettavan käs­

kyn osalta, joka osoittaa, mitä N :n arvoa vastaavan ol~_, (ii, -tie­

doston ohjelma lukee lähtötiedoikseen, .sekä ohjelmassa suori'tet.­

tavien taulukkovarausten·osalta. 

Tietokoneen eksponenttikapasiteetti rajoittaa N:n siten, että 

PDP/560 ja UNIVAC-1086-tietokoneille tulee olla N~ 5A • ja 

VAX 11/780-tietokoneelle N �~� 7,5 ,X. Suurinta mahdollista N:ää 

olisi aina käytettävä, koska tulosten tarkkuus erityisesti sil­

loin, kun• m t::: 3 , huononee nopeasti, kun N pienenee. • -
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Jännityksien laskeminen voimamenetelmällä 

Jännityksistä on laskettu tärkeimmät mitoituksen kannalta, eli 

itseisarvoltaah suurin puristusjännitys kosketuspinnassa 6xC' 

kappaleen vedetyn reunan suurin vetojänni tys 6xB,j~ka usein; 

eli kun ;\.-> 0,75, on myös suurin vetojännitys koko kappalees­

sa, sekä puristetun reunan itseisarvoltaan pienin jännitys 6xA. 

::~t? L 4~_-_-

l{uva 6. 

d 
2 

1 

d / j , 

2 J , _ _,, t,. -+'_-__ 

~-I- t~ -~t 
Jännitykset 6x saadaan sijoittamalla kaavoihin (I.12) ja 

( I. 15) funktiot· rt t 1 ), g~a ( t 1 J ja gsb ( t 2 ) ja sij o_i ttamalla 

näille yhtälöryhmästä. (I.1O5) lasketut kertoimet f ,- , 't 
2 

, 

Tällöin saadaan kaavat: 

6xc .6xa<~,O) 
N 

p [ 11[ - l<J>1 -12'] 
' = = A. -2 A sD8 <.tr.-109) 

s=1 

6xA 6xa ( Q;,Q) 

N 

= = P [2 ]' [sn (-1) 8 ¼<f1·· - f2>] c/1.110) A ).. s 
s=1 

.JxB 6xb(O,O) 
,.J2 N N 

YyB~4>] [1 (-1)sJ p ,, L [ L ••s = = A Å2 (xVBV1-
s=1 v=1 · ( f I. 111) 

1 

. 1 



-n 

-J3b-

Jlinnityksiä 6xA' ~xB ja 6xc on taulukoissa (sivut130-15J) 

ver~attu seuraaviin vertei1uarvc1hin: 

) p 
6xA~= -A(m + 1) = 

6 B = p(m - 1 ) = 
X 1).() A 

6xco 
.P 2 

= A 3 = - m 

halkea::.attor:ie.n kappaleen ( �~� = oo) puris­

tetun reur.an JänLitys kuormasta P epa-

keskisyyäella m = ~e (/I.112) 

em. i.{appaleen vedetyn reunan jännitys 

em. kuorrrdtuksesta (fI.113) 

täysin vetoakestämättömän kappaleen 

( 'A = O) reunajänni tys em. kuormasta 

Lasketuissa taulukoissa P = �~� = b = �~� = 1 , joten 
<II.114) 

P.. P 1 
A = bd = 2 

Heaalisen 

6xtod,;. 

kappaieen jännitys 

2P6 . A xtaul 

saadaan siis kaavasta 

(~I.116) 
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l J. SJ 1HTYMiil'ARAMETR]El1 LJ.SKr~l-:INEN SI JRTYit.i~r-~!~?:BTELMÄLLÄ 

Jännitys~ ja rntiodonmuutosavaruudet 

Rakenteen ~ännitysjakautumat [31j(x,y,z)J void~an kll,oitellä 

vektorina Hilb~rt-avaruuaessa H = L2(Q), joka käs~ttää kaikki 

neliöilisesti summautuvat vektorifunktiot, joiden määrittelyalue. 

on Sl. 
Kahd.en jakautuman 6 ja ~• painotettu skalaari tulo· määri tel­

lään bilineaarimuotona 

dU= E~ &1l E.1 j d n 
n 

(II~1) 

11 �~� 11~ = -VE)eijrs~rs~ijdn = �~� = ~- (II.2) 
Sl. • 

jossa E on eräs ·keskimääräinen kimmomoduli ja 

C.ij ~n· ~ij:tä vastaava muodonmuutos. i,j ,r,s = JC,_y;?z. 

€. ij = eijrs 6 rs ; 6rs = Eijrs E.rs . . (II.~) 

Rakenteen muodori:muutosjakautumat [ Eij (x,y, z) J vo·idaan vastaa­

valla tavalla käsitellä vektorina samassa Hilbert-avaruudessa H. 

Kahden jakautuman f.. ja E.' painotettuna skalaaritulona ja nor­

mina määrittelemme. 

( E. 1 E.') = ) f_ i je i;j d .n. • , 
,A. 

ll E tf 
( 2 ' = )e·ijd .n.·. . 

' .n. 

( ~I J•) = \dij~ljd.n. 
.JL ' 

11 6 tf = s 6f jdg_ • 
.n. 

(II.4) 

(,II.5) 

(II.6) 

(II.6 1 ) 

. ·, �~� ... -
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Jännitystilan, b' ja muodo~muutostilan f painottamaton 

skalaari tulo 

( b' 1€) = s ~ijt:ijd 5l (II. 7) 

.n . 
Kaikki. edellä mainitut normit täyttävät ehdot 

(:i:I.8) 

jossa yhtäsuuruu·s toteutuu vain, jos f = 0 . Tämä seuraa 

W(b):n ja W(€,):n positiivisesi'a definiittisyydestä. 

b) H f + f' IJ �~� U f 11 + 11 f' ll (kolmiosääntö) 

(todistus: kts. Parland,luennot) 

•Kaavoista (Il.1 - 7) seuraa: 

(6iE.') =E(EIE') =i(J16•)· 

(61e) = 2W(b) = 2W(e,) = E llell 2 = i llö IJ 2 

(II.9) 

(II.10') 

• Yh-tälöistä (II.9 ja 10) seuraa .tärkeä Schwartzin epäyhtälö 

'muodonmuui;ostyölle: 

(6ie•.) 2 ~ 4W(6)W(6') = 4W(e)W(c,!) .(II.11) 

Yhtäläisyysmerkki on voimassa vain, jos ~- . �~� A-)i) .. 
-1J J 

Jänni i;ystilat 2 ja 61 ja vastaavasti muodonmuutostilat e ja 

~• ovat ortogonaalisia, jos 

(b!b•) ~·E(J1e_•) = O 

' ( El e ) = iC 6 1 e' ) = 0 (II-.:12) 
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Mono)ijttiacn rakenteen ratkai5un hyväkGjkUyttö 

Jos monoliittisen rakenteen reuna-arvotehtävän ratkaisu 

[ u...,, i~ kuormituksesta p5 
; u( r•) �~� V P on tunnettu, voidaan 

sitä käyttää hyväksi ei-monolit ttisen rakenteen sar::.aa kuo-rrni­

tusta vasta~va:ri ;a tkaisun [ u, 6] löytämiseksi. :Mer1d tään erotuk-

set 

·u = u Uc,o .. 
f'hij = Eij - E,.,. . 

th = g- ·t~=~ �~� 
, ' 

ph = p ... Poo • . ahij = 6-. - 6eo (II.13) , 
l. J 

Ei-~onoliittisessa rakenteessa: 

- siirtymätil,a Lu, r] on luvallinen 

-jännitystil11_[0,p] on luvallinen tasapainotila _, ·'i·. 

-siirt~mät.ila>[uw, e.J on luvallinen siirtymätila f t~= · 0) 

-jännitystila [600~paJ on yleensä ei-luvallinen tasapainotila 

-siirt7mätilaL~,eh] on luvallinen siirtymätila 

-jännity~t~la c~h,PJ on yleensä ei-luva.1:linen tasapainotila 

Reunaehdot kuormituspinnalla r• ovat kuten rnonoliittisessakin 

rakenteessa, jos kuormituspinta .r'" ei ole saumapinta. 

U00, U E Vp (11.14) 
. )l 

Jos f myös_on saumapinta, voidaan katsoa, että U(rit) on 

erään ulkopuolisen leimasimen 1 gene~oima 

u = u1 + �~� , (II .. _15) 

p{J"'f) E Y(C') 
�~� 

e, v.p g E x(r) jossa u· ja • 1 

V = yO C yO 
p U 00 . U 

ja vpc vP.., ·(II.J6). 
,,. 

Tässä-tapauksessa yhteen kuuluvien p ja u skalaaritulo 

A A A �~� A 

(plu)r = {plµ1) + (pft)r'"' = (p ,u1) ' (II.16) 

koska (pJt>' = O ja (p0 .,11 ) = 0 (komplementaarisuus) 
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Jos p' ja u" eivät ole yhteen kuuluvia, mutta luvallisja, 

on 

(p~lui)- + (p' 't') 2 (p"'-\u1) 

on tasapainotila ja [u•,a•J 

tilap on voimassa työyhtälö 

(plu')r:o = (61t:'~+ <Plt'>rs 
Tällöin .. 

(II.17) 

on luvallinen siirtymä-

(II.18) 

(II.19) 

Lause : Olkoon P kokoelma kuormituksia pi, joilla on yhtei­

nen kuormitusehtojen avaruus V~ = V~-- ja olkoon [P~,uJ erään 

• kuormituksen p' E P ratkaisu monolii ttisessa rakenteessa_. Sil­

loin t_ilat &1 Ja eh ovat ortogonaaliset .n.: ssa ja p~ ja 

�~� -ovat ortogonaaliset Vp:ssa. 

( i' l E 1 
) = 0 (II. 20) 

oo h 

(II.21) 

Todistus: 

ei 1€') = (p 1u') = 0 
h '41l h od,

00 

Koska· lisäksi ~c V~, on (p,!,uh) = (p• + p0 luh)· = (p*luh) 

%¡� 

(Lähde : Parland: luennot) 

/,.. 

1' 



Ei-monoliittisen rakenteen potentiaalienergia 

TT= W(~) - (p*.u) • 
. r 

(11.22) 

Kun kaavojen (11.13) mukaan asetetaan 

' . 
U = Uaa + °b . , 

[ , •l jossa u~,illbj on monoliittisen rakenteen tunnettu ratkaisup 

jota vastaa tasapainotila.[p:.~ &~ - ja ·c ~• Eh] on. ei-monolii tti- ., 

sen rake~teen mahdollinen muodonmuutostil~,,ja kun otetaan huomi­

oon kaavasta (II.10') , et.tä W(f:) = ~(61«a) ,saadaan sijoittamal­

la kaavaan (II.22) 

TT =W(E.~+eh) -(p)llu!o+uh) =W(e:o) _+W(E:h) + (~~,eh) 

Siis 

- ~1 -
11 = l l'W+ 1 lh, jossa (II.24) 

__:.) 

1 I "° = W(E:!i) - (pJJolu!) �~� on monoliittisen rakenteen potentiaa~ 
r 

lienerg;ia, kun kuormituksena on pW:. , ja (II.25) 

TTh = W(eh) - (p:.uh) • on ei~monoliittisen rakenteen poten-
i+fs 

tiaalienrgia, kun kuormana on%= p~. - p1 
(II.26) 

0 , missä p00 .= p = p~ 
1 

P1 = - ~. missä p = O 

vapaa reaktio j_ u~ , missä p ',: p'll. ja p F o (II.27) 

Koska n: on tunnettu, TT saavuttaa minimin samanaikaisesti 

Sauvajonon symmetriaominaisuuksien perusteella siirtymäparamet­

rien laskeminen siirtymämenetelmällä voidaan.palau~taa kuvan 

·mukaisen rakenteen ratkaisemiseksi, joka ratkaisu puolestaan voi-

, daan yllä esitetyn teorian perusteella jakaa·tunnettuun·monoliit-

tiseen osaan· (kuva 7. b ) ja häiriö tilaan (kuva 7 • c ,d). 

.. ,, ., . 
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p 
d 
2 t 1 

-~-,j'---t-'-;H--------~----,--_--c--:--~ Ya 
e 

d 
2 t 1 

EI = 00 

Kuva ?.a 

Kuva 7.b 

Ya / 

x, i .. 
Ph= 

\ : Kuva 7.c 1 
Y,7], ·2Wh 

·, 1 

1 \ 

'._--1 d 
2' 1 --~-

x, �~� . 
Yo 

i 1 
d �~� p 

) 2, 1 ph= - -( 1 - m d 

Kuva 7.d y ,,,,, 1~ 
~' "X 

1 
2,). 
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Luvallisen.Ja toimivan siirtymi:itilamallin kehittätnin€..!! 

Kuva" 7.e EI = eao 

= ,,-

d 
2' 1 

d 
'2'' 1 

1 --4 p 

410--~~--==2 v.:=h~t>l--%-e 
x, f ux(O,y)=2t(y) Liitoksissa u y 

ja e vapaat y ' ' 

• l UJ 
2 h 

Öngelma pelkistyy mahdollisinuaan hyvän siirtymätilamallin • 
[ux(x,y) ,uy_(x,y)] etsimiseen kuvan 7.e mukaiselle raken­

teelle. 

Jotta malli olisi luvalllinen, tulee olla voimassa 

1 • u (O,y) = 1 ~(y) 
X . Ö 

2. 1 ux(2 ,y) = a + by (suora) 

f<y) on ,luvallinen halkearnamuotofunktio 
• ' 

·(II.28) 

(II .29:) 

Jotta malli• kuvaisi todellista siirtymätilaa mahdollisim-

man hyvin, on sen valinnassa otettava huomioon seuraavat 

ominaisuudet: 

I E.x-j akau tuma ku~s:::kin _ p~ikkil.:_ikk:=:uks.:_s:a_ o~ _:asapai~ 
nojakautuma, kun )) :n vaikututus = 0 ja. levyn kiII1JJ1omoduli --~-- ' ' • 

E ja paksuus b • ovat vakioita , ja Ox =,, E e.x-: • 

(II.30) 

!Ò� 0 V X (II.31) 

" 



' 1 • 

i 
'--

l b) 

d 
2 
) 6 xh ( X , y ) y dy 

d 
- 1 

d 
2 

\ E.xh ( X , y) y_dy 
·_g_ 
2 

= 
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= 0 V X .(Jl.31) 

ydy = 0 V. X 

d 
- 2 

Koska ehdot I ~) j& I b) ' p~t~vät kaikissa x-poikkil~ik­

kauksissa, on oltava voimassa myös 

d 

= \[ ux(x,y) 
d 

- 2 

d 
2 

= 11 (y) 

- "x(~,y)l dy = 0. 

(II.33) 

\ [ ux(x,y) 

d 

u (o,y")J ydy = 0 X . 

-2 (iI. 34) 

ux(x,y)- ~!(y) on si.is y-suunnassa tasapainosysteemi . V x . 
1 Kun sijoitetaan. x = 2 ja siJoitet&an ~eunaehdot 1. ja 2. , 

saadaan tärkeä ehto suoralle a + by: 

+ by )dy • = ad 

d d 
2 

d3 . 
"2 

( ( by )ydy �~�~� fC~)yd;r a + - 12 b = ) -
d Yo - 2 

d d 
"2 2 

l ¾ �~� !(y)d:, b 1 12 ~t a = . = 2 d3 (1)yd:, , 
Yo :,0 

Merkitään: a + by 

-
'1.o/'(,-) = Bh(,-) -lCr> 

1 

eli (II.36) 

(II.37) 

(-II.38) 

(II.39) 

Kaavoista (II.35-39)seuraa, että V(y) on tasapainosysteemi. 



1 . 
1 ' 
\.._ 

-42-

II Kulrnunmuutos fxy(x,y) levyll reu11oilla 

--------------
Hukenteen todellisessa muod01 .... 111uutos tilassa sii t~, että l€::ik~c:1usvoirna 

d . 
�~� (x,-- -2) = xy . T, (x, d2) = ?: (O,y) 

xy xy 

seuraa, että kulma1J.111uutos 

= 

Siirtymärnallin t_ulee toimiakseen hyvi1 .. toteuttaa reunaehto 

1dux(x,y} 

'8Y + 
rJ 0 

d 
, kun y = ± 2 , 

x·= 0 tai 1 
X = 2 . (Vält~ämätön ehto sille, että 

(II.42) 
malli olisi 

luvallinen:laskettaessa po~entiaaliener6ian miuirnin mukaan jäyk-

kyyden 

III 

P/u ylärajaa, tämä ei.kuitenkaan ole.) 
,. p . 

,. . d 
y-suuntaiset •jänni tyk~et reunoilla Y= • ± 2 

~ii tä, _ ;t~ä-levyr~-t~del.li~e-:,s~ ~än~y-sti~;s; -c?y(x,+ ~} = 0 

seuraa, että siirtymämallissa tuli8i olla (II.43) 

(II.44) 

Kriteereiden I, II ja III huo111ioonottaminen johtaa vält.,_·· 

tiimät-tömyyteen · turvautua varsin moniu1utktdsiin J8. laskennallis°P.sti 

paljon työtä ja tietokoneaikaa vaativiin funktioihin puitsi 

halkea.rnamu~don t (y) myös x-suun tuis ten ( v~imt;;Hli.US )funktioiden 

osalta. Tätä työtä tehdessä 01:i. kuitenkin osoi t taut_unut ,.· että 

mik~li valittu ·malli asettaa estt;itä jonkin '--ndon I,l.I t~i III 

tote_u turniselle, u.iilli • ei johda tuloksiin, vaikka • se olisikin 

muodollisesti oikei11 vali.ttu e.l:luot 1. ja 2. ti:i.yttti.vä luva_~linen 

siirtymätila. i<uorman P siir tymun u c:1.lar_u.j ct.ksi_ 8U!:.t. taisiin täl­
P 
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löin �~� 0 
1 

~/u yläraJaKsi --.::::. ~. 
p 

T,,.llai~en "yluraju..:i" olcmo.sBaulo t,iedetiiLl.1.1 luskerna ttt1.kin eikä 

se siis sisällä .informatitiota tutkittavasta kys~·HiJksestä 

kahdollinen siirtymäi'miktio ei' ule vul t twuhttä tuimi va • siirty111ä­

fu11ktio. 

Ehtojen 1.·ja 2. sekä sopivuuskriteerien 

perusteella-asetetaan 

jossa: 

")(_Ii(O) = 1 ja Xn<~~ - ::, 0 

~n(O) 0 ja 1 1 - ~n(2) = 

r/>m(~) sekä f lri ( 0) = = 0 V m 

(II.50) 

1 a),· b) ja c) 

(II.45) 

M . 

+ m~1(;,(y)~(x) 

(II.46) 

V n • (II.47) 

V n (II.48) 

• (II.49) 

Jos vielä asetetaa:rl vaatimus '))~(x~ = -X~(x) , toteutuvat 

kriteerit I furlktion u 1 fx, y) OS!:il ta iueri t tisesti �~� sillä 
X . 

'1%(y) = 

d· 
2 

\ri_%(y)dy 

d 
-.2 

N 

= J b/n'lo/'I!(y) 9'~(x) , jossa (II.51) 

(11.52) 
Hn(y! - 'tn(y) 

�~� 

= \ q%(y )ydy 

d 
- 2 

= 0 • (11.53) 

Potentiaalienergiall lausek:..:.e·essa tul1::va t Ii:J t furiktioiden / n (y) 

asemasta esiint_ymliän tasapai11ofunktiot ~(y) , mi:kä on omiaan 

.ielpottamahn in.te6raal.ier~ ~uo.ci t,tumista. 
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:Jilrt;ymäfw1ktioksi uy(x,y) , jonka IIll.rkitys .t·uk~~.Ll!~n poti.:n-

tiaalienergian ka1malta 011 ~,ie.ui verrattuna u (x,y'):hyn, vc1li­x . 
taan uov8ltuvuuskriteerin· II pe~uBteella 

uy ( x , y ) = u~ ( x , y ) + u; ( x , y ) ( II . 5 4) 

Tällöin 

eikä malli 

N . 

= -i [ "n[ i 11(y)() X21{x)dx + c.) + lin(y) S ~(x)dx J 
n=1 

+ u~(x,y) 

~u1 {x,y) .. X 
+ 

a~eta esteitä 

+ 

ehdon II 

.. (II.55) 

vx,y 
' 

(II.56) 

toteutumiselle. Kulmamuutos 
(II.57) , 

jää nyt riippumaan yksin-

omt1.an korjausfunktioiden u~ , u; val.J.1.1.nc1.sta . 

Funktiomallin soveltuvuuskriteeri III toteutuu nyt likimä~riiises-. 

ti, sillä 

N . r .. \ =-- A �~� (y)( "' (x)dx �~� . n O 'h. l\.n • 
n=1 

+ cJ 
~u~(x,y) 

+ 'cJ y 

( II .. 59) (II.58) 

• .Mallia voidc1,an parantaa antamalla integroi-

misvakiolle 
1 
2 

\ ( \)\/x) 
0 

en sellainen arvo, että 

= 0 

1 
2 

f \ A n(x)dx 
0 

' eli (II.60) 

(II.61) 

• (Piste merkitsee derivaattaa y-suunnassa, pilkku' X-suunnassa) 
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Halkeam~wuodon ~(y) v~litta 

p 
--,----1 .. %º� I 

I 
. I 

1 
. 1 
1 
\ 

y 

" 1 
L, 
1 

p 

y=Yo e 

1 2 y(y) = Ux (o,y) 

Oletetun halkeamamuodon f <1) tulee toteuttaa seuraavat ehdots 

1. '( (y0) -= 0 (II.62) 

2, . (~)J'"Y'o • f <ro) • o . (II._6:5) 

. ,. (~)J'=J' • �~� (r 0) = o <= [ <39Up7=7 . o'! Jilibv!' J 
4 •. . 11JA4. • o [ l:i.m '?' (IJI.64) •• 

y '”� CX> t (y) • a (vakio) . �~� i~-~ O t (y) on. su_ora . • . 
• . Y -.+i . . (II~65) · 

5. t (y) ·•~- 0 V y , eli •negatiivista h~lkeamaa• ei saa • 

esiintyA. 

d 
2 

s! 
2 

Käytettäessä. :funktiona ! (y} kaavojen (I~-46,55) mu~å.1s~ila tavalla 

useamman. ~unktion t,cy) lineaarikombinaatiota I A/Aff'. tulee jo­

kaisen osa:(unktion f ,-.(1). toteuttaa ehdot - 1 • .:r:'S,•·: Kokonaishal-

keamafun~tion f (y) = [' A)'-iJl-(y) tulee toteuttaa ehto 5. Mallissa •" 

käytettävä~si soveliaiden .funktioiden määrä supistuu näiden ehtojen 

vallitessa joka tapauksessa varsin pieneksi. 

Ehdoista 1. - 3. seuraa, että jotta ehto ·5. olisi voimassa hal­

keaman alkupisteen välittömässä läheisyydessä, siis pisteessä 

y = y
0 

+ e , pitää olla voimassa ehto 5. b : 

" (II.66) 
3 ••• . . 

(~)Y=Y = >/- (y 0) > 0 • Il_menee,. e.ttä malll~"-·å.ntamat·· ·tulokset 
dy o ••• -

, ovat •sitä parempia, mitä l~empänä +o.o :aa 'f (y 
0

) ~n. Tätä ominai-

X 

suutta käytetään ohjelmassa mahdollisimman "oikean" y
0

~n määräämisek­

si. 
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sl. 

l'.ahdoll1a1a - -~-funktioit9: 

Tyyppi 1 •. 

t /Yl =}~ f ["j.C:J - Y0 l J -~(y - Yo) l 
+ 2 e + Ufa.CY - y 0 ) - 2 } 

'd >,. -

Merkitään 

f}z1,.> = ¾g"r + 2)e- z_,. + �~� - 2]. . Koska 

Zr'>--0 

niin 

Optimoitavia parametreja ovat siis Ar ,oe.l"'ja y0
• 

Tyyppi 2. 

(II.67) 

(II.68) 

(II.69) 

(II.70) 

(II.72) 

l{äyttäen vastaavia'merkintöjä kuin edellisessä tyypissä 

• (11.7-,) 

(II.74) 

(II.75) 

- l 
1 
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Tyyppiä,~ oleva funktio 

~,,_.;Cr) 
m ~; . 
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voidaan lisätä· edellä mainittuihin funktiotyyppeihin_ 1. ja 2. , 

ja ehdot-1. �~� 4~ ~äilyvät voimassa. -

Mahdollinen on näden lisäksi halkeamafuntiona 

tyyppi 4:. 

, '(II.77) 

halkeaman mallintamisessa olisi hankalaa, sillä 

sen integraalifunktiot eivät ole alkeisfunktioita. 

fämä esitys ja tietokoneohjelma käyttää ainoastaan tyyppiä 1. ole-

·vaa halkeamamuotomallia, koska laskut ovat sillä yksinkertaisimpia 

ja koska eräiden muiden tutkimusten perusteella ( esim. N'ied & Er­

dogan, /61 sen on syytä olettaa olevan lähinnä tod~llis~a halkea­

mamuotoa oleva ·funktio. 

Kun . 7 �~� 7 0 , niin g<1) .= O • (Ii~78) 



1. 

Merk. 

Kun merkitään 

niin }<i>- =p,.+ <yi 

~(j) = Hr(-tz) - l,-.(7) 

n. 

(II.69) 
(II.68) 

(II.79) 

(II.81) 

. ' 

{{I.82). 

(II.86) 
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Fu n k t 1 o 1 d en X n .... ( _x ..... ) __ J __ a_--9'n ...... ( x__,)....__v r11.1 n'ta 

KutGn valittaQssa approks1m~t1ofunt1ota halkeamamuodolle Jn(y), 

on myös vaimennusfu.ktioita moniQn mahdollistlin joukosta poim1tta­

gsaa asetlittu pääpaino ~euraaviin pliriaatteisiin 

- funktion pQrust11pin tul&a olla mahdollisimman yksinklirtainen 

ja hlilposii intligroitavissa oleva ja edellytykset (II.47,48,50) , 

täyttävä. -

- samasta· p&rusfunktiosta tnlisi voida johtaa koko-naisluku n :n 

funktiona lineaarisesti riippumattomien funktioiden "X
0
.(x) �~� 9'n(x) 

joukko. Tällöin ATK-ohje1masta tulee mahdollisimman lyhyt ~a 
• - • '• ,· ' 'i ' ~' • 

set1ain~n,. että tietokoneen kapasiteetti void~n käyttää _tarkoin 

hyväks1,koska tuntemattomilin 'vakioden määrä voidaan antaa ohjel-
- . ' 

maan lähtötilitona. Mitä tarkempia tuloksia halutaan, sitä suu­

rempi-tulee tiQtenkin olla tuntemattomien määrä. 

Sovel tuvi_mpia f''llilktioi ta ~inlivä1 

1) -,{.Xn(x) C cosnf:x: , n = 1,:5,5, •.• (II.88) 

.· ~n(x) C . 1 - cosn
1

x _ (II.89) -
.... 

{

( X (:x:)dit·+c - .!.c _g_ - a1-nBl!! ) ) n nn ntr - J. 

~9'n (x) d:z: = ¾u< �~� - &innrx ) 

(Il.;90) 

n+1 
2) = 1 - (- 1) --z IJ~nT,:x: 

n+1 · �~� 
, n= 1,3,5, ..• 

= (- 1)--rsinnrx 
(II.92) 
(II.9~) 
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1. 

) ~n(x)dx + C • 

n+1 
�~� _ °Xn (x).'dx _ • -ln, ( 1 - (- 1 )-y cosnxx'.;) 

Kaavoissa· 2) . voidaan käyttää merkinnän 

identtistä laUsQketta sinz1! , kuten on 

n2r(2 + 8 
4nTf ) 

(II.94) 

(II.95) 

n+1 
(- 1)~. asemasta 

aritm~ettisista syistä 

triht7 lDJÖh4imm.;_n .JaslcQtta4issa i'unktioidfiln -X n (x) 1 ja 'Xn (:x) 2 . 

int"graal&ja. 

Jotta cosnix:Jl· ja· sinnrx:n s7mmetriaominaisuude1;· , 'jo:t::Ca eivät 

Oli ex(x,7) :n ja_ e
7

(x,7) :n todellisten s7mmetriaominaisuuksian 

mukaisia 1 ·ei'.Vät puolestaan aiheuttaisi haittaa funktioiden sovel- • 

tuvuud&lle muodonmuutosj(enttää approksimoimaan ja jotta korjaus-
• 0 ) 0 ) funktioiksi ,ux(x,7 ja u

7
(x,7 voitaisiin asettaa _mahdolli~ 

simman 7ksinkQrtaisCilt ja rakentefiln todellistfiln sy~etriao~inåisuuk-
f • •• ' 

sien mukaiset_ funktiot, on ohjelmassa ot~ttu kä7ttöön mo1Qmma1i • •• • • 

vaii:Dfilnnusfunktiot77pit X n (x) 1 ja~ n (x) 2 • lfutakin tuntematonta 

valdota A
11 

• kohti tulee tällöin 7ksi tuntfilmaton va_kio _ G
11 

lisää. 
' . • 

Tämä piden~ää ja.hidastaa ATK-ohjelmaa, mu.tta parantaa tuloksia 
', A •• 

huomattavasti suhteQssa ohjelmassa kä7tett7jan tun.temattomien 

(&11 o:ptimoitaviein) vakioiden kokonaismäärään. 

se, e·ttä he.lkeamuodot ·je. vaimennus.funktiot on qtket_t7 toisiinså 

siten,että yhtä haikea.me.muotoa ff'-(y) vastaa yksi vaimennusfunktio­

pari t(_ Ll.(~) 
1 

, 4 f'(x) 2 , ~ohtuu o_h~elmointi teknisistä syistä. --Tästä 

aibeut~;a virhe voidaan komp$oida korjaus.funktioiden . u!(x,'y) • , , 

u;(x,y) avulla. 



Vaatimukset: 

Ehdosta 

Symmetriaominaisuuda't 

'�� €x(x,y) �~� Ex(-x,1) 

8
7
(x,y) �~� E7(-x,r) 

ex<½+x,1) = exc½-x,y) 
1 • 1 • 

E
7

(2+x,r)_ = E
7

(2-x,y) 

-51-

·---c-

...... 

--p-

t>-

u~(x,1) = - u~{-x,1) (II.96) 

u;(x,y) = + ~(-x·,y) (II.97) 

u~{½+x,y) = - ~(}-x,7) . 
l · l (II.98) 

u;(1+x,y) = + u;c1-x,y) 
• . (II. 99) 

u!(x,y) tulisi siis olla antimetrinen l& u;cx,7) symmetrinell 
1 sekä suoran x=O että suoran x= �~� suhteea. Kor~ausfunktiona 

on edull1~1nta .1:tä.1t-t.ää kaksinker~aista Fourier-sarjaa 

(II.101) 

Näiden funktioiden edullisista ln"tegraaliominaisuuksis'\& johtuen 

kerroinmatriiai, josta tuntemattomat A1, •• ~,EIK ratkaistaan, tu­

lee sisältämään 0-alkioita siten, että.se saadaan muuttujavektoriD 

ja vaakarivien sopivalla 3ärjestämisellä ns. "kurkiauramatriisinn 

muotoon, jolloin se voidaan tiivistää yhdeksi 2N X 2B -matriisiksi, 

\: joka tulee olemaan suurin ohjelmassa käännettävä matriisi. Tu:nte­

mattoien Bik•••••Eik määrä voidaan siis asettaa lähes miten suurek­

si tahansa (ohjelman ajoaika tietenkin kasvaa) , ja periaatteessa 

1. 

ainoaksi virhelähteeksi jää oletetun halkeamamuodon ~(y) poikkea-. 

minen todellisesta balkeamamuodosta. 

. •, . 

'· 



i 

_i 

MuodonmuutostLla 
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\ \. - 2inY . 2knx \ \; - . 2iny . 2krtx 
+ L LBikcos~sin-1 - + L L._Piksin 1 s1n 1 

i k - i k 

-x J. sinf!-lf-) 

\" \.. -. • 2iliy 2~ X \ \- . 2iny 2knx • · +L Leikcos d cos--r- +L LEiks1n d cos 1 , 
i k i k 

• nf'Tix) 
S'l 1 

H • -µnxJ ±_ 'f S1 L~ 1 . 

(II.102) 

(II.103) 
- •· 

p-= 1,3,5, .... ;N, i=O, 1,2 ,3, ... ,I , _k= 0 , 1 , 2 , 3 , .•. , K , + -= S. i n f,;Tr .2 

\.'A_>'f2.iTl(-_\L;s1·nf'1'x + H.µ.s1·f-'1'X) \iG j[ii(-\2 rilx • H rr(x, L:,, or , +Lr 21 + o-rcos i • ± rcos i _; 
�~� p . • 

\ ~krr 2iiTy 2kiix \ ) ?kiiD . 2iTTy 2k1Tx + L L -y-:--Bikcos d cos 1 +L -1 iks~n d cos 1 
i k • i k 

.• 
\ \gkrr . 2iny 2knx 

+ L L -y-Diksin d _ cos 1 (II.104) 
i k 

�~� \2iiT,,, . 2Hiy 2kiix + \' DiITE 2iiiy 2krix -L. L civiks1n. d cos 1 L L ""'rl ikcos d cos 1 (II.105) 
i k i k 



1 : 
' 1 

-5:5-

t xy = ~;-+ ~ul = t:f-t~,-coa i:~-å,aH--1:oBJ!Plt ,. 
+r; {4,.{j :t Rin}'~x) ± H,s1nf!---">t 

\ \E11Tn • i 2i1ty 1 2k x +' \~iiiD cos2i-ny81n2knx 
�~� L C d 'Dik 8 n d 8 n 1 L L d ik d • l 

i k * Ii:. 

= _ \. '-2i1TB si 2irtysin2kTTx 
LL d ik n d 1 

+~ D1nD cos21TTy81n2knx • 
'LL-d ik d 1 

i k 

�~� 'atx J.lii',.v • r,rtx (II.107) 
"dA :: '2IVpBl.n l 

'JA- . 

'd ~x 2kii 2i'iiy 2klix 
�~� = -y-cos d cos--y-

ik • (II.109) 

'dtx 'dEx 
0 acik = 'oEik = 

i k • 

'd€x l'·" ') �~� r"x 
~GI"- = ± 21 V~ cos 1 . (II.108) 

~tx _ 2knsin2iny
008

2knx 
&D - -Y- d 1 

ik (II.110) 
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' 

(II.114) __ 
. 21\1 1.2_r7 0 2k1Tx 

• - ,-s - C i.,--

{ Il. 115) 

~:; • 2e �c�o�a�2�i�l�f�f�c�o % �2�~�i�l�x� 
{II.116) 

�~�~� - ;t:. - 0 

{II.117) 

(II.118) 

d °fg _ 2kn 
O 

2iliy
81 

2kil"x 
@C1k - - lc & d •---y-

�d�~�~� 2kTI:1 •. 211i7 1 2kux 
'aEa z - 1• - d s •--y-_ 

(II.120) (II.121) 



i ---

\ 

1 

LeyYD potentiaalienergia 

TT. w + v· , jossa 

H14<1t> = Pr + -~?l' 
(II.86) 

m = {r : ( II.127) 

-55- -

(11~122) 

· (11~124) 

n11 , ..• ,D1K, E10, ••• ,E1K määrätään siten, että potentiaalienergia 

saa minimiarvon1 kaavoista 

, :J:k • 0 ja_ ~"i! • 0 

(II·.128) 



J~ • E 51, (1 "'.+ y)(i 

(II.129) 

s;(A1, ... ,E1K) .on lineaarinen ~a homogeeninen kertoimien 

• 1 Kalkille kertoimilla Ar vastaava yhtälö matriisimuotoisena: 

[a~tJ l'f + [bjttk] l!'1 + [c;1k] tiT + [ 4,ik] nT + [ e;ik] t-r =J~ 
(II.1,1) 

joae9: A 
a11 • 

A A· 
a13 '• • • ,a11 

A 

[a~}] = 
a31 

• 
• 
• 

~1 

• 

• 

A A 
-;J2W a33 '•. • ,a3N aA -

< : . '. 

• • • ja 
l'J - -a A~i1A~ 

(II.1j2) 
• • 
• • f, I = 1, l,'i',... • . 

A • A 

8ii:5 •••• •8NN 



fl 

-
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Vaetaava.et1 s • 

A A A A 
b101 .... , b10K' b111 . . . . . . ' b1II: 

A. A A A 
b:;01 .... ' b:;OK' b,11 ' . . • • '~ b:5IK 

[b;1k] • • • • • (11.1,,) 
•. • • • 
• • • • 

A A. .A A 
bN01 ' .... °hioK ' bi11 ••• . . ' bNIK 

·jne • 

. Matriislssa [u!n] siis 

- kirjain.· u osoittaa, mikä muuttujavektori matriisilla kerro-. 

. taan ( vas_iaava iso aakkonen ) 

- yläin~eksf V osoittaa, minkä muuttujan suhteen derivoimalla 

yhtälö o:n saatu 

,- ala.indeksit m ja n , jotka osoittavat alkion paikan tässä 

(osa-)matriisissa, määrätyvät siten, että 

(II.1:54) 

..'1' T 
G- = (G1,G3, ..• ,GB) 
�~� • T 
D • (D11 'D12' • • • ,DIK) 

• t,r a (E1o•E20•·• • • iEIK): 

(II.135) 
Samalla··tavoin osittaisderivoimalla · kertoimien· G/l ,'llik , _Oik 

Dik ja Eik saadaan matriisiyhtäl8t· 

• 
• . . 

(II~1:56) 

[aftt] t1 + [~~] �~� + [bfkjm] 'tf + [cf~jm] �~� + [cifkjJ 'fP 

+ [~~kjm]·~ �~� 1P ·• 
., ... 
', 



Tunte~attomat kertoimet A1, .•. ,EIK ratkaistaan matr11siyhtäl6stä 

[ e.~ j] [g; 1] [ b;jm] [ c~jm] [ dtjJ [ e;jm J} p-1 •• ,11 r'f 

[e.;J [g;!J [b;jm] [ 0;jm] [d;jm] [eijm] }r1 ••• 11 irT 

["1kj] [g!kJ [b!kjm] [a!kjm] [d!kjm] [e!kjm]}tt::i l!!C 

[ark5] [g~k~] [b~kjm] [crkjm] [drkjm] [eikjm] }~:g::·:~ °CrT 
�~� �~� • ik~OO 

[e.tcj] [~kj] [bfkjm] [afkjm] [d~jm] [efkjm] }t1:::i 1? 

[e.fkD [gfkD [bfkjm] [ofkjm] [ dfkjm] [efkjm] }i:6:::i �~� 
�~� '•' ... ,.., ' ... , 

f•1 .• ~N ~-1.~.N j=O •.• I j=O ••• I j~1 ••• I j•1 ••• I 
m•1 .•• K m=O .•• K m•1 •.• K m~o ... K 

jm1'00 

(II.1:57) 

. J X J -matriisi 

·J -2N+1· • . 2 + (I + 1)K·+ (I + 1).(K + 1) -· 1 + IK + I(K +·1) •N+ 1 + 4IK +2I + 2K 

(.II.134-) 

rl on nollavektori 
T • · T 'G'. =. ( G 1 , G 3 ' • • • , GN) 

( II .137') 

1 
\J1 
CD 
1 



: l 

.... 
r, 1 
i. 
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Oeamatriieien 

d 
2 , ,V 

~i,;:. (y)~ (y)dy = : }D;: ('l)~ ("()dr :(~, 11) 

-f · · ·· ns. kaavat (II.161 - 165),a.77 - 78 

2 . 1 

j f,..cy>t1<y)dy = �~� ::.lfr<1i f~<idz= ~< !,.·f~l 
2 
d Kts. kaavat (II.162,169), s.77, 79 

2 1 · 
~'Ör(y) ?h<y)dY = i ;2 ~~(,zl t, <t)di = ~(~, �~�~�)� 

-2 ,o 
d Kts. kaavat (II.162,166-168) s.77, 78 

2 ' 1~ <Y> tr<yldy = ¾c~ • tri 
-2 
ltt 

Tässä kappaleessa numeroidaan selvyyden vuoksi ainoastaan 

matri.isin (II~l'.57) alkioiden lopulliset kaav-at. 

}:;!;te: .. 
. ' ;, • 1 :: -~ - . . :: �~�~� ' • \;' 1; • " .. :•" 

--.; . 

•. i ' 

. ·, 
' i· ... -

1 • ! .• 

•. L-

' 
,'<l". , 

• 'f ' 
·,·.' f 

'i, 

'. 
j . 

• ,·, .. 1 1 
. 1 • 

1 ' ;:1.·. 
. l ·. 

\ 



,. 
' 

·I 
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1 1 

1 UlTJC ~iix s '4 
9 

isi~si~dx = 2 0 , 

. , ,j- ' . 

r ,. 
•• • C 

' ·,j. 

Merkitään: 
• i \ ' • 

• • ' 
;,. 1: 
' ,·., 

. ' . 
1 

fl~~= t ~3t<~. �~�~�)� +l)~(~.3,-> - (, - )))~(g,.~p] 

l .• 

A A (II.138.b). 

ap~ = a~}"-

f-, �~� =' 1 9 J t 5 t • oe 

j"·. ,· 
• 1 
. ; 

1 .... 
J ,- . 

. . -J. 

' ; !/}~!~--' 

i:J \~/: d?);{~~-:,: -



,. 

', l ,, . 
l 1 

·j 
' 
: 1 

,J 1 

l. 
1 • ' . l , . 
; 1 
1' 1: 

i ! . 

l' 1. 

: r 

'1 

• ' i ,. 

j 
1 i • 

: l 
. '. 

l 

1 
• f 

1 

·.l 

1 

i .,' '”� 

'>-/' '._ 
�~� . • 
'·,· 



i 1 

1 1 
�~� 1 

. 1 j 

: \ ; 

'! 1 ' 

':, 1 • 

' ' 

;f 

! ' 

1, 

t_,:.Y.;i~~h~:_ -~-. • 
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.. 

(II.1:59) _ 

• • - - !.' '. - _. - -

+ <
1 

- V)~(s~J' • m;,-s~n~! ~sin~ �~� i- ~H ?r• hl' ', 
f''. 

f-. == 

i = 0,1,2, ... 

k--= 1,2,37••• 

·--111 
·W•= 7. 

'1- (.. 

_) 

(II.140~) 

• i. r · rf "x) 2loTx , 1 u 
si 1 _ c os 1 dx = -

2 1 2 
_ . , • _ 1T f -. 4k _ 

-' •. • J. t 

·1·-/-: 
.• i. • 

1 

i '. 
';, 

,:· •.•. ·. ·,,, 

,;,('-' .':,:~~ff ~~~if~~t~:,;~;r~~:7:;~i/~~t~;-,,.('.~~:iji~--·t-•'';~(.,.,i ~-~~tr ~:~·;\j•:~,):i~-- i.;,.t~ �1 '� �i�{�#�;�~�7�f�J�:�r�,�~�;�r�,�1�~�.�:� .. 



1 
'i 
1' 

! 1 
' 
i 

.! ( 

, • 
1 

i 

l \ , 
·1 -

' ; 
! i 
\ 1 
i 

I 

.·.' 
: ! 

~-'.«. -
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d 1 , �~� . . 

.. • •\) )2~n /jf )1';, (y) coe2~11Yay )sinf~xcoe~dx_ 

d 0 
-2 

(;.,, 
~· J 

�~� 
1..' ·- 'J \ �~� . 

d 
2 1 . 

s~(y)cos
2
fYay = �~� )~('f )cos i'ii~ 41{,= ~:B<r,i) 

d , -1 . · 

- 2 Kts. kaavat (IIe 170 - 174) s.79, 80 

d 
,,, : ' ... 

2 · 1 �~� . 
( • • 2i. y d ( ~f ,. �~� 2 • C 
ltr(y)cos 'd dy = 2 )ä_2 ~c-z )cos f117d1= d c.9-t,1) 

-- Jo . 2 ' 
Kts. kaavat (11·.171, 180) s.ao, 81 • 

,!·:.: 
' A1. 

1 '.-



' 1 

1 r . 
1 

, I 1 

i 
j 
j 
' 1 

' : . 

; ' 
·, , 

1 

' ,: i 
• ' l 

L 

+ (1 

... 

•. = - ~v~Q <r, 1) 
1

. = - .~i~ Q Cr,o 1) 

.,, 
~)' 

( II. 141 1 ).. l 
.,, 

r .. 
, .. ;_' 

. -~ ' ,: 

• 21,..2 r J- -
(1 --)) . 2 2 (J,t;i) 

. T1'f - 4k ) _ / _ 

' . . . . 
: ·,;. J 

. i 

= • ~cu2 ~\ 2 [-vwfl ily,,1> + c 1 - ,IJ"-2 fc,,1> J 
. r �~� . . -

(II.~41) 1 :-· 

Kts. kaavat (II.175 - 179) f\i• ao_, ~1 
,. 1 

., '',,' :,, 

;r" ..:..: ..... , ..... 
f 

i, 



' 1 

/ 

r ·, 
' ', 
! 1 

\ 

j 
1 1 

1 

f 

·-, ... --•.: .... 

(J 

i, & .. ,, t, 1, ... 

(II.,14:S') 

11k. = j[(1 
"- -10 

d 1 
2 �~� 

,\ 2iIT Ii[ ( "V ( ) 2iiiyd ( i r.iTx 2kiixd J · 
+ y d l2I rv. ... y cos d y ) s n ,1 cos l x 

. d r . 0 
• -2 

ii 

r 
\ 
J, 
; 
1. 

1: 

! • 
', . ' 

' 
f 

' . 

i. 

.. '. . .,. 

-~ ' 

: .. ,',· .. ,,._,._.' .. -~z-~;,\'-:·,~fi·:/:-:si"/;. 
. .. 

'·•' 
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i .,: . 

1 -. 

( .± = 

0 

i 

'. 
1 

i 

.-,. i • • .', ;..,,-,•,.,, ••• ,~,.·~·.-•: .•• ,.i~,,;'~..I';. r.-1 .... ,':!'.;. __ , 
t I' ., ... 1 
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. 'J 

l 
) 

l 
1 . • , 2 

( �~� ( jrix _._ os,f? ... · j7T + 8)dx 
) :+COS 1 ;:;, C 4 T( . 

• 0 - .• -~ i I . , 

1 ••• 

'' 
' . �~� , 1 



' 1 

J 
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A A A A 
Vastaavalla tavalla kuin alkiot bfikD c)'-ik' dpik ja ep~k saadaan0 

ottaen huomioonD että 

1 
�~� 

)sin-/f cos}!fl5cos2~7x dx 

0 
p= 1,1-,s-, .•. 

1 
�~� 

~cos~dx 

0 

! 

- cos 2u.>k)J (Ilo1459) 

' 
. '-~·.· '.--1 �~� :: ·~, 

·' . 



• 1 ' 

• 1 

. ' • i 

• ·---

.... ,,., .... .,,. 
-· 

(II.,146') 

(II.,146) 

(IIo148) 

' . : . 
' ) . '· �~� 

;,•··· 

1 .• 

! .' ·. 

1 .. 
. i . • 

i •• 
,.,, 



1 • 

1 

! 1 

i ' ,.. 1 

! ' 
�~� 

B ·' B 
bokom = bomOk = ~( 1 

b~kjm = b~mik �~� ~[ ( 1 

i,j /:. 0 

1 

-10-· 

d 1 
2 2 • 

- V)~ �~� ( dy ( ~os2kiixcos2miix dx 
.L .L J > . r 1 

d Q. -~ 

,kun m = k 
,. 

0 kun m-/,. k 

{

• [ k
2- 2a 1 - 2J 12n21 J 

= 9 (
0

1 -v) 
1
J1 + 4 d II kun m = k ja i = ;J 

, kun m �~� k tai 1 # j 

- 2v);lWi ] , kun m = k ja i = j 

0 kun m # k ~tai i �~� j 

(II.149) 

' '' •! 
• ' 

i : : ' 
••• • 1'"'" ·: . , ........ , .. . ,: · ... iJ;--,hf.\t,;. 
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i ' 

' : 

= 0 

' ; 

D 

1 2 ~Y ~xy 'd~xl ) dxdy 
• �~� ik 'cl jm 

(II.,150) 

(II.,151) 

J. 

., 

(· -
i•, • 

:~. ·y' 

�~� . 
. 1,1, ;•. 

'' ,···: 

r,· 
. [..''• .. 

' . 1~.,, 

- .! 

.. 
! 

• . .:1 ., 



i 
' : 

1 : 

1 7 

1 1 

,_ , 

,( ' 
r , 
\_ - 1 

\ 1 

= 

O, kun m / k tai i �~� j ( tai i,j,k tai m = 0) 

-====================(II~152) 

0 0 
0 ikjm = cjmik -
i,j1i,l't'l mÖ1 1,~1 •.• 

i~, j ri, j 00 

C C 
0 okOm = 0 omOk = 

0 , kun m ,' n ( II .153') 

. . • 

.. . -

•i 

' ,_, 

; 
.·, . 



r--', 

1 1 
' 

; 1 

• 1 1 

i i 
1 

1 : 
1 

1: { ~(1 

. 0 

c0 - c0 = 'o[c1 
ikjm - jmik J 

i,j 0ks,m ,J 0 

= 

+ 1 

~[c1 - v)1~21 + 
2 

+ ( 1 .. 2 )....! 

0 

(II.153'') J ' .• 

l: . 

, kpn ·1 = j ja k = m 
' ' 

(II., 153) 

, kun 1, m tai k F m 

===================·=·-=--=--=-===------, 

i ,_' 
I• 
',' 

=Vo 

.. 
•' .-

::. ,' 

,•' ' 
• ' 

1 

' h',, 
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= 
D kun i = j ja m = k 

. 0 f kun 1 �~� j tai m �~� k (II~154) 

= 0 

(Ilo 155). 

\ i . ' 

1 

·1 
'\ 

V 

., 
' . 



1 
! 

'~ 

r--

1 1 

r 

+ 1 

= 

• 2 2 
.,)k n d + ( 1 -.v 2r 

2 2 2w2 
2·')1 n l] _ [ k v 4d - ( 1 - y )- + ( 1 -

kuni=j 
0 P kun. 1 �~� j tai m t k 

ja k = m 
(Il.,156) 

' :1 

E E 
eikjm = ejmik = 
i O j = 1 11 2, 3, . •,. 
k,m = 0,1,2, ..• 

-----,------··- .. . -- ... " .......... : . . .. . . -- 'T·· 
.!-

. i 

J • 

(IIo157) 

• 1 

. ! 
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a J(1 - y)_12rr 2 ¼ i:a :~(1 - �~� )4/\Wi , kue, i = j 

0 , kun 1 ,J j (Ilo 158') 

E E 
8 ikjm = ejmik = 

d �~� 1 
�~� �~� . . 

+ 1 2 2Y ( - 2JIIH - 2j_ IT) J sin 
2
'Tlsin 

2
jll(dy~sin 

2
~Xsin 

2
fic~x J 

• • -~ 

[ ( 1 - ,.>J11:l + ( 1 - 2~)k~~d] = ~[ 2( 1 - )) );,ia.,~ 

+ 1 ; 2u Wi . , kun 1 = j ja k = m 

O , kun i F j tai k F m (IIo158) 

L 

i 

-b': 

1. 

1 ' ' : 
l 

1 _. 

! 

1 : ,-· 

! : 
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y-suUJltaiset integraalii 

~(y) :den ~a näiden derivaa.tto~en tulo~~n integraalien· • lausek­

keet, jotka' esiin.tyv'a.t potentiaalienergian lausekkeessa, lasketaan 

kaavo~en monimutkaisuuden vuoksi omana kappaleenaa.a~ 

(II.159) 

Funktio tf<1) a ir<,> = 'cf-Czr) on jaettu lineaariseen ja epäli­

neaariseen osaan .. 

jos1a: 

= (f)',f\1) + (h/',:t.,) + (h,,:t\,) + (hr,h") .:_ (HJ.t,H'1) 

= (7,f'v) + (hr'(f~) + (h_,,tJ'? - (~,h~) -.(lJji;iH~) , 

{II.161) 
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1 1 

= - (~1lo + 2)) ~.>(()d1, + ~\ iiJ(t,)!dY/, 
. "'lo "lo •. 

' 
(hf ,h)I) = ( 1 -10){ i~r Z1)) - z)}'- - Z1\) + 4 )/~~'I> (II 0 164) 

1 

= S <f:Jr +~,1><fv +o<:ui )dl = 
-1 

• • • • 

2 !8r~ v + i c<)!4 ~i> 

(II.165) 

• ll • 

g\)c 1 >i;,c 1 >_. + ( t f' o~) 0 

· (II.166) 

= (?,fY) + <tr,1) + <t~,1) - (hr,h~) 
• • 

= {:l,fY) + /f 1,) + tl1) - (1 - Y/_o) (II.167). 

'· 
�~� ' ' -t ' 
: ;f /.·.:·. 

,,,; •: . 
,·•.:, .. 

. ' 
1 .... 

': • 1: r·.,, 

i ; • ;· ~· • 
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' 1 

! 1 

I __ 1 

' 1 

' ! 

1 ' 

i ' 

1 

-79-

( f 1,1 , f V) = 
1 

) { 2 ( p + �~� ) - [ 2 (_p J.C \) + 1 ) 

I pf'\I ( ~}' + ~)) rv I 

.. + (p/'" + 2)(z1r + zw> + (z,,.. + zw>2 J e -z'lf-•11> 1 
(II.168) 

1 ' 

(II.169) 

Halkeamafunktioiden ja korjausfunktioiden yhteisvaikutuksen 

vuoksi esiintyvät poteiat!aalienergian. lausekkeessa myös.seuraavat 

integraalit. 

= -

I1 • = r• 

= 

1 

) ir(i)cos i~ld,Z . 
'2,o . 

I1 • - 212 .- I,z .+ 2I.4ul• t lf' .,, ;p, ., jossa (II.170) 

'· 

! 
i. 

. i 

. : . ' 
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+ 2 1 2 :i[c:ie;- �1 �2 �r�r �2 �)�c�o % � rnyo- 2~111fo Jl (II,171) 
~)'t + 1 rJ J 

= 1 ( e -z'IJ'-coa 1ii + coa iifb - iiisin ili" ) 
~2 + 120 2 ,o ~JC- .lo 

-14 
, = 

-rr· 

jO&lia: 

'JA (II.172) 

1 

) (L - -z0 )cor. iiL d 1 = 

·'20 

--l--,.,( COlil 1 « - CO& ilin ) 
i 

,.,._, . L,O 
11 

(II.173) 

1 
= - ~itr sia 1\l''fo (II.174) 

, 1 . 

= \ ~(() sia ilf'1 dl 
-1 

1 . 

= �~� Hr('l)~in,~dl 
-1 

' 1 

-· �~� f r<i)si'A 1ii!d1l = 

~o 

._ .... _ ' 

2oc:"" . , 
- 11f CO& 111 - J;.i- ·2J:2)'1•. 

.- _ J 3f 1 + 2J 4J'1 (II.175) 
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1( - ..e .. c.,, - l > 
__1_ e ,, ' 0 aiD 1iii1i d.., 
~/1' ) ' " 'Zo 

1 ( iii -z1>4 iT 1ii -2 2-~ - ~e 7 COII 1, + ~CO&! 11147i + sia 1rr~ ) ~)'" + 1 ,, 'f" . '/-' 0 • o 
(II.177) 

1. . 

= \ <z - 70 )oia iii"[d f 1 Z1M • • 
= •'C"" ~(~ificos iiT + si11 iii-V ) i t::irc:; qt • ' 0 

• ')'- (II.178) lo 

= 
1 • 

= - -.--Ti ( CO&; ilf - CO& iiiz ) 
''~" 0 

(II.179) 

. 1 •• . • 

C "f,1) = \ tp<,)co11 ill}dtz 
2 . 

• (II.180) = -~1~1 
.1o • . 

rr,1> 
1 .. 

--~ '{ r-(7,) sia ili4Zd"z 
2 (II.181) = ::a derlr1 

lo 



Nollasta poikkeavien alkioiden paikat matriisi;rh-tälössä,-kun N • 3, �~� �~� O �( '”� B
0
k a Cio a C

0
k 

a E10 =- O) , i = j =. k = 2 , tuntemattomia 2N + 4•2 .. 2 = 4 + 16_ a 20 kpl. (N = 3 �~� 2 ~:aa) 

- -,_ 1 
X X X X XX XX :L:X X X XXX.X xxxx 

X·X X X X X -X X XX.XX X X X X x x·x x 
'" 

X X X X XX XX X X X X xxxx X X X X 

XX X X X X X X X X X -X xxxx X X X X 

A1 H1(-!) 
A3 H2(-~) 
G· H1(~) 1 
G· �~�2�~� �~� -- 3 -

XX XX X X B11 0 

XX X X X X B12 0 

XX XX X X B21 0 

XX XX X X ~22 0 

XX XX X X 011 0 

XoX X X X X 

XX XX X X 

012 0 , 
(II.182) 021 ··2 0 

XX X X X X ~2 0 

XX X X X X D11 0 

XX X X ·x X D12 0 

XX XX X X . D21 0 

xx X X X X E22 0 

XX .X X X X E11 0 

XX XX X X E1.2" 0 

XX XX X X E21 0 

:X X· X X· X· X - ' ... E22 0 

1 
CD 
N 
1 

Matr11s1 vo!daan jär~estää uudeileen kaikilla N:n, I:n, J:n, k:n ja Mln arvoilla pysty- ~a vaftka­

:.'.;ivien järjest·ystä muuttamalla siten, että nollasta poikkeavat alkiot ·keskittyvät toisaalta (N+1) :lle· 

ensimmäiselle pyst:r- ·ja vaakariv:l.lle •. ja toieaal ta 2.X.2-mat!"iiseikai lävistäjälle·~ 
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Nollasta poikkeavien alkioiden paikat edellisen sivun matriisiyhtältissä, kun matriisi on järJes­

tett1 uudelleen siten, että matriiain ''harva oaa" on saatu semidiasonaaliseen muotoon. Tästä mat­

riisista voidaån tuntemattomien Bik, C ik' Dik ;Ja Eik vaikutusta osoittavat pysty-· ja vaa_karivi t 

tiivistää pois ai ten, että jäl;lelle fää ·vasempaan· ylänurkkaari(N+.1 )x(N+1 )-ma~r11a1.Ma -riisin tiivis-! 
. . . 

tystekniikaata kts. Hannu Outinen: Elementtimenetelmä 1-,-. lu·ennot 1-975. Huomaa muuttu~avektorin 

muuttunut järjestys. 
... -
XX X X X X ·X X X X XX XX X X X X XX 

XX X X XX X X XX X X X X XX X X XX 

XX X X X X X X XX X X X x· XX XX XX 

XX XX X X X X X X XX XX XX XX XX 

A1 H1 (-%) 

~3 H2(-~) 

G1 H1 (-~) 

~3 H2C-;) 

X X XX X X B11 0 

X X XX XX 
-· 

E_11 0 

X X X X X X B12 0 

X X X X X X E12 0 

X X X X XX 

X X X X X X . 

B21 =i 0 
(II.18:5) 

~21 0 -. 
X X XX X X B22 0 

X X X X X X E __ 22 0 

X X X X XX 011 0 

X X -X-X XX .. D11 0 

x·x X X XX 
,··- , 

012 0 

·x X -x~ . �~� . . XX .. ?12 
0 . -

X X X X XX 021 0 

-·x-x ·x•·x .. X X E21 0 

XX X X XX 
,. 

022 0 

X X XX X X 

- - D22 0 

1 
CD 
VI 
1 



• • 

• • 
• • 

• • . .• C C -1 
01kik'dikik 

D . dD 01k1ic~ ikik 
i~O k=O 

• • 
• • 

B B' 
bikik' 8ikik 

-1 B B · B •• B. · · B 
aik1'a1k3•••••8 ikN'gik1' 0 •••gikN 

E E 
bik:1k'81kik 

E E . E E .E 
81k1•81k,•···•8 ikN'gik1' 0 ··•g1kN 

(II.184) 

C C C C C C 8 ik1' 8 ik,••••• 8 ikN'gik1'gik3'••••gikN 
D D • D D D D 

aik1 •·81k'' • �~� • •8 ikN'g1k1 ,gik3' • • • ,g.ikN 

1 
OJ 
.:,. 
1 



Laskemalla edellis~n sivun matriisitulot saadaan 

(II.185) 

(II.186) 

(II.187) 

1 
0) 
\11 
1 
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Koska(ll.134) mukaan on voimassa: 

voidaan osoittaa, että 

(II .188) 

Matriisi säi~y7
1
siis tiivistettäessä symmetrisenä, jota ominaisuutta·. 

f voidaan käyttää tietokoneobJelmassa hyväksi • 

( II .1_89) 

Siirtymäparametrit saadaan suoraan siirymän ux avulla .• 

N N 

ux('-,p = :Z:1 lCAr + Gr>1rc,> - f[ (A,.. + '}Hfr+o$-1) . 

• . . f · • (II.190) 

Toisaalta· 

ux(~, {) N= i ( P,h + ~c:{h'>/} , ~oten ilme·isesti 

/3h = L1 ~A-r + Gr> f-'~/c-1 ~v2> 
p_= 

. N . 

O(h = L ¾ (AI" + )') ol}J-/( 1 _ ,.,2) 
p.=1 

.6~ = CX:bm .. ph 

.(II.191) 

( II.192) 

• (II.19:5) 

(11~194) 
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Halkeaman nousukorkeus 

-tn-

y ~_a __ l~äpitunkemattomuusehdon tarkistus o-

Halkeaman -nousu.korkeus y 0 ( a:: �~� 7i0) on siirtymämenet.elmässä 

mallin. sisäinen. parametri, jolle etsitään sellainen arvo, et.tä 

jäykkyys D( E) _saa minimin ja kuorman P siirtymä • Up maksi­

min kaavojen (13) ja (II.192,193,_194) mukaisesti. y
0

:n ei 

tarvitse välttämättä lähestyä oikeata y
0

:aa, riittää, että siir­

tymämalli on _jaksojen kosketuspinnassa luvallinen, eli jaksojen 

kosketunpinta on suora ja läpitunkemattomuusehto 

toteutuu. Läpitun~emattomuusehto pyrkii rikkoontum~a:n,.~ hal­

keaman nousµko._rk_eutta nostetaan alkuoletuksesta '>?o :~ -~ �~� m , 
·jok~ ira.staa .t_äysin vetoakestemätöutä tapausta A = o , kohti 

kuorman P vai~utussuoraa y = - e 

Koska 

on positiivinen aina, kun zn >: 0 ja j = 0 ,kun zn. = O, toteu­
tuu läpitunkemattomuusehto varmasti, kun käytetijäri ainoastaan 

yhtä . ~"':aa~ Samoin voidaan todista~, että kahdeile • tn :lle, 

\9 An �~� • Am \2 
. 0 ( ~) = �~� Q ( zn) + i; 0 ( zm) , 

läpi tunkematto_muusehto toteutuu varmasti kaikilla, An :n ja_ 

Am:n arvoilla. Jos sen sijaan, kuten laskettujen taulukkojen 

osalta on käytetty, lausekkeessa 
N . 

= \~~(z) L ~ne n 
n=1 

N~.3, täytyy läpitunkemattomuusehdon toteutuminen tarkistaa 

ohjelmassa laskemalla -~ (l) o 
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Koska• 

• 
= f Cto> = 0 ' (II.62,63,64) 

(II.195) 

(Kuva. i. )· 

Tietokoneohjel.uassa lähdetään liikkeelle alkuarvosta 1/.o = 2 - ·m, 

jota pinerinetään välein �~� '7o = ('2 0 - (-1) )/50 = ( 70 + 1 )/_50 �~� 

niin kauan kuin siirtymäparametri ~h kasvaa, tai kunnes läpitun­

kemattomuuselito{II.195):Ii mukaan rikkoontuu. Tämän jälkeen-~
0 

' . 
"haaruko.~d~an" siten, että se asettuu vähintään 3:n numeron tark-

kuudella " ... oiIFea._)._le", tS. 6h: lle maksimin antavalle k9hdalle. Hal- • 
. -

keaman positiivisuus tarkastetaan tälle lopulliselle~~:lle laske-

_malla / <-z>,,,1ru.n. 7 0 �~� 17, > +1 • 

Käytännössä .. • näyttäisi olevan niin, että halkeamamuototyypille 

(II.69) ehto (II.195) on riittävä läpitunkemattom~usehto ... Hal­

keaman läpitunkemattomuuden tark~stus ·on suoritettu taulukoilie 

A = 0~125, .A = 1,00 ja A = 4,00 , ja yhdessäkään ajossa,. kun 
,' . 

(II.195) oli voioassa, ei esiintynyt negatiivisia t <1)-arvoj_a-; 

Halkeamamuotoja eri m,A-arvoille on esitetty kuvassa·27. s~122 . 

. 1
0
:n iterointi on hankala prosessi, koska ohjelma joudutaan aja­

maan kullekin ,z
0
-:yritearvolle, mikä pidentää ohjelmf;3.n ajoaik~ 

jopa monikymmenkertaisesti, ja ohjelma on suuresta tuntemattomien 

määrästä johtuen muutenkin hidas. Tämän johdosta siirtymämenetel• 

mää on syytä·käyttäälähinnä helppokäyttöisemmän voimamenetelmän 

tarkkuuden tar~istimena·. 
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Kuva 8. • ... t<~0 ) :n r,eri-d. tys halkea:,;äfunr:.tion sovcl t~vuucien ~annal ta 

karkeasti hahr:.otel tuna 

" 
••• 

:.1 
0 ,1 r ,._ 

1 ,-
+ + 1 

A. • 11 B. n 11 c. 
1 ••• ! 

f< 
1 1 

•• 

t(+~~f----),,.~~~---t-"'~---k+~--+-~t-+-~~----i-~ 

luvaton 

malli 

luvall.inen, 

hyvä 

luvallinen, . 

huono 
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Taulukoista ja kuvista 27, 28 ilmenee, että nimellinen '1, 
0 

nou­
see eri tti.:din .r-:orietille, kun m > 2 .8 , eikä se näin ·ollen ole to-

dellisen halkeaman nousukorkeuden käypä likiarvo. Halkeama lähtee 
kuitenkin selvästi aukeamaan vasta a;tueella t> 2- - m, mtkä vastaa 
puristus jännitysten kolmiojakautumaa 6~+6h:lle kosketuspinnassa 

ja voimamenetelmän antanaa 2o :aa. Nimellisen '>Zo :n _poikkeama t_ode~­
lisesta j~htuu korjausfunktion u~(x:,y) vaikutuksesta, • jCJka on Ex=n 
( ja 6 :n) suhte.en määräävä kosketuspi~assa. Halkeaman· nousukor ... X: . . . . . . 
keuden likiarvoksi siirtymä.menetelmässä voitaisiin nimellisen f

0
:n 

sijasta k?-ts·oa esi~~ arvo 'r (-,z1) siten, että 

~('21) �~� !(+1)/1000 �~� ( Kuvat 27 ja 28, s. 122 ja 1?3) 

s.i vuilla 168 - 172 on numeerisesti esitettynä eräi tli: n.alke.ama­

muotoja. 
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III NUMEERISIA JA TEORiETTISIA TAHKASTELUITA 

Virhekon trolli t 

Tärkeim~änä kontrollina tulosten oikeellisuudelle on tieten­
kin tehttivän ratkaiseminen sekä voima- että s.1.ir~yrr,ärnenetel-

mällä. Koska %>D& , tulee olla voimassa V ;\.,m: 

b~<h~ , -(III.1) 
missä yläindeksi s m6rkitsee siirtymämenet~lffi~llä ja v voi­

mamenetelmällä laskettua arvoa. 

Samoin pätee: 

Ol 8 < oc,; h h _ja (III.2) 

(III.J) 

Tämä virhe.kontrolli on sitä varmempi, mitä lähemmäksi toi­

siaan ylä-. ,ja alarajat saadaan. Toisaalta tämfin vuoksi, toi­

saalta siksi, että suorakaidepoikkileikkauksen kosketusprob­

leema saatai_siin likimenetelmien osalta "loppuuntutki.tt1ksi", 

on varsin paljon työtunteja ja tietokoneaikaa käytetty eron 

puristamiseksi mahdollisimman pieneksi • 

. Energiaminimiperiaatteelle perustuvassa tietokoneohjelmassa 

voidaan mahdollisia lasku- tai ohjelmointivirheitä etsiä tie­

tokoneella siihen sääntöön nojautuen, että tuntemattomia li­

sättäessä tulokset eivät voi huonontua,jos onjelma on oikea. 

Jos siis lisättäessä alkioita johonkin tuntemattomi~n vektq­

riin alaraja laskee tai yläraja nous~e, on jossakin varffiasti 

virhe ja se voidaan ~aikallistaa niihin kaavo~hin,joissa ky­

seinen muuttuja esiintyy. Samalla voidaan karsia mahdolliset 
1 .' turhat muuttujat, joiden vaikutus -;;:::;::Q. 
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Poissonin luvun �~� vaikutus virhekontrollina 

Ensimmäisen luvun lopuBsa on todistettu, että sauvl:ijonon to­
dellisessa jäär,ni tys-muodontiuutosLilassa Poissonin luvun vai­

kutus siirtymäpararnetreihin = O. Voimamenetelmää käytettäessä 

y : n vaikutus häviää laskennallisesti. Sen sijaan siirtymäme­

netelmässä Poissonin lukua ei voida eliminoida kaavoista las­

kennallisesti, mutta kappaleen todellista muodoruuuutostilaa 
lähestytt_äessä ohjelman ·pitää lähestyä numeerisesti samoja 

arvoja riippumatta siitä, millä v:n arvolla ohjelma on ajet­

tu. Siirtymärnenetelmällä jotakin tiettyä y:n arvoa käyttäen 
laskettu siirtymäparametrin alaraja on varmasti ·alaraja vas-

• taavalle suureelle kaikilla ~:n arvoilla • 

. Siirtyrnilineneiäl.mällä lasketuissa taulukoissa on yleensä käytet+1 
arvoa v = O. Mukaan on vertailun vuoksi liitetty taulukko 
A = 1,000 laskettuna Poissonin luvun arvolla v = 0.28, 

mikä vastaa betonin ~:tä~ Kts. taulukot~= 1,000 ,siirtymä­
menetelmä, sivut 163 - 164. 

Clapeyrbnin lause virhekontrollina 

Voimamenetelmässä siirtymäparametrit on otettu ulos ohjelmasta 

tarkan levyteorian mukaan kaavoilla (1~27 ,28 ja 29), mikä on. 

luvallista, koska jännitysfunktio ~a on biharmoninen, eikä 

u -siirtymiä integroitaessa jouduta ·kulkemaan alueen h·kautta, xa . . 
jossa puolestaan siirtymie11 yhteensopivuusehdon ei tarvitse 

välttämättä eksaktisti toteutua. Toinen mahdollisuus on mää­

rätä rakenfeen jännitysenergia Wb, josta puolestaan kaavan 

(20) mukaan seuraa siirtymäparametri O. Kaavojen (57) ja 

(58) mukaan sh = ö - br,o, josta kaavojen (81) ja (82) mukaan 
derivoimalla numeerisesti m:n suhteen saadaan O(:'.h ja f h. 
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Tulosten tar~~uudesta 

Tulost'en tar_k~uutta voidaan arvioida sillä perusteella, 
miten ~aukana ylä- ja alarajat ovat toisistaan~ Seuraa­
vassa taulukossa on laskettuna joillakin A:n ja m:n 
arvoilla ylä- ja alarajojen ero prosentteina niiden 

kesrl:ia.rvosta. 

A = 0.25 .1\ s: 1 . 00 

m Åo(h/• ~fh'lo ÅbhG/o .60(h¼ Afh%.h~he!/o ,i!,.(;)/h~/o Afh"/4 ~~;fa· 

2.00 0.16 0.21 0.02 1. 78 2.11 0.84 2.29 • 2.47 l.78 

1. 18 1.35 0.74 2.·40· 2. 52, 2.07 

1. 79 2.01 o.88 5.99 6.5) J .. .32 

2.50 0.1g 0.24 0.02 

2.75 1.08 1.24 0._35 

2.90 4.77 5.15 1.19 8.42 9.29 2.21 41.9,, 46.5 11 • 6 
12.2 1J.J 

Kaksinkertaiset urvot kohdassa A = 4. b �~� eö , m = 2. 90 

johtuvat siitä, että alarajan likiarvona·voidaan käyttää 
joko �~� = 4.0:lle siirtymämeneteimällä lasketiua·arvoa 
(ylempi •rivi), tai sen olettamuksen perusteella, että 

parametrit olisivat m:n funkti'ona monotonisesti nousevia, 
A = 1.0:lle laskettua arvoa (alarivi). 

Kuten taulukostakin huomataan, niin: 

J.41 

- eri parametrien osalta tarkkuus on erilainen 

tarkin on bh. Tämä onkin luoru1ollista, ·koska tietokone-_ 
ohjelmat perustuvat juuri tämän parametrin optimoinnille . 
. - ylä- ja alarajojen ero kasvaa, kun .X kasvaa. Tämä joh-"!-· 
tuu yksinomaan siirtymämenetelmästä. hlolewnissa men~telmis­

sä funktiomallin sarjat ~uppenevat siten, että tuntematto­

mien määrää on lisättävä verrannollisena A :aan, jotta saa-
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vutettava tark~uus pysyisi suurin piirtein vakiona. 

Tämä on mc1hdollista voimamengtelmässä aina)..= 4.0:aan 

Faakka (TTKK:n VAX-ti~toko11eella laske6tatarkkuudella 

;{2AL~16). Siirtymä.rr:E:netelrni:i.ssä sen sijaan jo arvolla 

~= 1.0 jouduthan k~~ttäm~än tietokoneen (PDP/516, las­

ke~tarkkuus D0l3LE PRLCISION) muistikapasiteetti tarkoin 

hyv~ksi. Siirti~~menetelmän tietokoneohjelmaa ei ole voi­

tu ajaa tarkkuudella REAL•16, koska ajoaika olisi veny­

nyt koht~uttoman pitkäksi, useiksi tunneiksi yhtä tauluk­

~oriviä kohden. Tästä huolimatta silloin, kun· A ~1.0 , 

on syytä olettaa, että siirtymä.menetelmä on ainakin yhtä 

• tarkka kuin voimamenetelmäkin. Tämä johtuu puolestaan 

siitä, että pienillä A :n arvoilla rajoittavaksi· tekijäk­

si tulee muistitilan siOasta tietokoneen eksponenttikapa­

si teetti voirnc:.L,1cnttelrr,6.ä käytettäessä. 

- ylä- ja alarajojen ero kasvaa, kun· .m '” �3�,� erityises-

ti parametrien O(h ja .(3h osalta. Tällbin tarkkuuden p~e­

nenemin~n koskee molempia menetelmiä, ja se on·havaittavis­

sa ·selvästi, kun m ~- 2 .·75 . Voimamenetelmän v.t~he QI\ +1%:n 

suuruusluokkE!,a tai piene.nempi parametrille ~h ,' kun m~ 2.8 

ja +2% tai pienempi parametreille cxh ja ~h: samalla alu­

eella. Kun 2.8 < m~ 2.95, vastaavat virheet ovat+~% - +J% 

ja +2% - +10%. Todennäköisesti molempien menetelmien tulok­

set ovat 2.95:ä suurt:mmilla m:11 arvoilla huonoja. 

Tietokoneohjelmat on laadittu siten, c-ttä n~ voidaan. aje.a 

suuremmilla tuntemattomien määrillä, mikäli tulee käyttöön 

nykyisiEi suurempia ja nopeampia tietokoneita ja mikäli tar­

kempia arvoja kohtaan esiintyy käytännöllistä tai tieteel­

listä mielenKiintoa. 
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1. A piE:ni 

tömän kappaleen tl!TIJettuja arvcja 

Öh 
1 Cm - 1)3 A = 
3 J - m (III.4) 

oCh 
1 (m - 1) 2 (4 - c)).. = J 2 (J - m) 

(III.5) 

fh =_· cm -
J 

1 >2 A 
m (III.6) 

Numeerinen analyysi osoittaa , e,ttä na..rr:e. k~s.vat pitävät 

paikkansa hyvin te.rkasti aina A = O.JJ:een saakka. Tällä 

ja pienetmnillä A:n arvoilla voidaan palk~i tai pilari kat­

soa vetoakestämättömäksi. 

2. Tarkastellaan seuraavia suoraka.id.elevyn tuenta-kuormitus-

tapauksia (vrt. luku Il, kuva 7.) 
Kuv~ 10. 
A. 

.i,, 

B. 

<_E_T_ =- 0() 

"--1--=-'l-=-=-r"""'g__ 

y • - 1 n. 

kiiV\l'\it -tt ~----------~ �~� lc:,, n. 

cl:::,o 

Oletetaan, että kappaleen C. eksakti EiirtywEtila Gi-xc, u;c] 

tunnetaan, ja että ka;,paleen ko~oonpuristuma 



( 

2 ' 
6hc = [2w~t)]max 

(III.?J 

Tämä rnuodonmuutostila on luvallinen myös kappaleelle A. 
ja se antaa tälle kokoonpuristuman alara,jaksi &~A = _ 611c, 
joten kapp~leen A. todellisessa muodonmuutostilassa 
< > c · 

(IJI.8) ohA - 0 hC 

Kappaleelle_. D. on luvallinen seuraava siirtymä~il~ 

[

u . ,kun A ~).1 xC 
uxD = 

vhC+ WhcY 'kun ).. 1 < °A �~� A2 

uyD = 
[

uyc • - ,kun 
). C: A.1 

' : 

l . 
)..1~ )..<A2 llyC( 2 ,O )- WhCx,kun 

(III.9) 

· ExD 
[

E . ,kun :>.. '- A1 = xC 

0- ,kun ~1 �~� ). ~/\2 

Eyn = 
[
Sxc ·,kun >- �~� x, 

. ,kun ""1 <.). �~� A2 • ,9' 

( III .10) 

Myös tämä siirtymätila antaa koxoonpuristuman alarajaksi_ 
�~�~�D� = bhc , eli todellisille rnuodonmuutos·tiloille täytyy 
olla kuvan C. ja D. tyyppiselle tuennalle 

(III.11) 

6hC on.siis monotonisesti nouseva, samoin o(hC ja ~he• 
Kun �) '” �a�c�,�J�l�ä�h�e�s�t�y�v�ä�t� molemmat tuentatavat A. ,B. ja C. ,D. 
samaa rakennetta, jonkaslirtymäparametreilla on vain m:stä 
riippuvat arvot b h (06 ,m) ,oth c~,m) ja f h (~,m) • 
Sen sijaan on vaikea todistaa muodollisesti, että (III.11):a 
vastaava sääntö olisi varmasti voimassa myös tuentatyypille 

l_ i A. ~B., mutta tällc:=.inen olettamus ·voidaan kui tenKin vankasti 
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pe.n.:.s:.ella.Ensinnäkin mU:odonmuutostilojen ero tuentojen A. ja 

C. v~lillä on ennen kaikkea Poissonin luvun �~� funktio, ja 

Ei irt::mäparametri t ovat riippumat tornia V : s tä. ToisE:ksi: siir­

t~;ms. tilaan A. päästään siirtymä.tilasta B. estämällä leikkauk­

EeEse. �~� = A 1 siirtymä ux ja vapauttamalla siirtymä· uy. Kos­

ka u:n merkitys suureelle 
y 2 

�~� Up 
h = 2W(E.) 

mitä ilmeisimmin on pieni verrattuna ux:aan, on ilmeistä,että 

ux:n lukitseminen jossakin poikkileikkauksessa :pieneritää bh:ta· 

enerr ... rnän kuin mi_tä uy:n vapauttaminen samassa leikka~_~sessa sitä 

lisää. 

1\urr,eerinen analyysi voimamenetelmällä 1• (,jossa tarkkuus. ei pfe-

nene ,-' kun 1', kasvaa,) os~i ttaa vakuuttavH.sti , että bh, °'h 

ja f _h. ovat monotonisesti 

vaakasuoria asymptootteja 

kasvavia A:n funkiona 

bh(c.6,m),o('. (~,m) 

lähestyen 

(cb,m), kun 

(III.12) 
A voidaan katsoa äärettömäksi, ja kappale siis äärettömän pit­

kEiksi, kun Å~ 2.0 • 

Kts. kuvat 11. - 17. 

~~,ol.~,f" 

1 
1 . . 

m vakio 

'lue Alue II Alue III 

o, $!, 

Kuva 11. 
1 r 

{

I lineaarinen 
II käyrä,nouseva 

III vakio 
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Kuva 12. 

74-----------+-------t-----r1tt1tt-7 

6+-----------._,_-----+----~HHH-6 

• 5-+-----------1--------t----ttt-tH-5 

4+-----------+------t----t"17HH"4 

A =0.0625 (sm.vm) 
3 

A =0.125 (sm.vm) 3 

A =0.250 (sm.vm) 

A = 0.500 (sm.vm) 

2 
2 

m. 
2.00 250 3.00 

Ylä- ja alarajojen ero, samoin kuin ero käyrien Å'~ 1 ,o ... otJ 

väliset erot eivät tule näkyviin tässä mittakaavassa. 



1 : 
) 1 

1 

1 : 1 ' 
•J 
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::uva 1 J. 

J_----+------..:..!ph!,!__-t----,---rnr-r~ 30 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

20-L----_:_:_-i-:----t------t----m-,20 
A :0.125 vm,sm) 

A = 0.250 {vm,sm) 

-A = 1.00 ( m) 

A= 1.00,_ ex>{vm) 

1.5 2.5 3 
m 

I _ _: Kr:yrieri A= 1,0 (sm) j.a A= 4,0 ... co (vm) ero näkyy suu­
rilla m:n arvoilla. 
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X) 

.. 

' , 

20 

·-
). =0.125 (vm.sm) ·-

A=0.250(vm. • ' ' 
" >.= 1.0 (sm) '- ' f\- / 

>.=1.0 ... co(vm)~ "' ' ' i 
'10 

' I'\. "'- I 

" r'\.. J J 

" ff I 

1 1 

I ) I -
I I 

., 

V I J 
�~� 

.,/ ./ 1/ 
J/ ... l/ / - ..-- _i..----- -- m -

15 2 25 3 

Käyrien ),. = 1 ,O (sm) ja 'A = 4,0 .. . 00 (vm) ero nähtävissä 

suurilla m:n arvoilla. 



LJ 

Kuva 15. 

m = 2.50 

---------- • -·~;;;?/-· --­
�~� 

4-½------l--.;-----4-----------J.--"==;.._-------1-----------

J-½-----1---1------4-----------J.-----------l-----------

li vm,sm 

L-.----+-------'-4-------------+----------'--...,....--+---e---------->. 
0.5 2 3 t. 

Parametrien riippuvuus A : sta, ylä- ja alarajat 

1 _. 
C 
0 
1 



Kuva 16. 

------

m �~� 2.75 

Ph·sm +(III.12) 

. Ph.sm • 

----------------------

10-t--t--....---+------+----------~----------4-----------

--------------

"'-:"!:::--±:'::---:t-----+-------..:.......,;----+---'----'------+----------A 0.125 0.25 Q5 2 3 4 
. -

Parametrien riippuvuus )d sta, ylä- ja alarajat 

" 

1 _. 
0 
�~� 



Kuva 17. 

. . . ------------- -----·----------
m=2.90 

30-+--f-----+--.,,.,....-,,---+------------1-----------_...----------
a .sm.-(111.,1. 

a ,sm 

--~~ ------------- --------------
·-·--·-·-·-·-·--·-·--·-· ·-·--·-•-•-..-._, ______ ., 

A 05 2 3 4 Tästä kuvasta ilmenee selväst1 tarkkuuden huononeminen s.tirtymämenetelmässä suurilla m:n arvoilla erityisesti. parametrien f3h jacxh osalta,kun ).>1.0. 

1 _. 
0 
1\) 

1 
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Siirt;ym1:ipar2.rnc.:t:!:'it2n vi..:1i s ti:;l e::-.inen 1 

Kuva 18. ·1_ 
k 1, 

1 
Kuvan 18 inuka~nen ra~~e:r:ne pci::r~ei:ia asettamistamme lähtöolet­
tamuksista ( kuva 7 a. sivu 39) siten, että rakenne ei ole 
symmetrinen,. ja siksi I:iyöskään o.sasauvoj e11 kosketuspinnan ei 
tarvitse välttä.m~ttä olla e~sa~tisti suora. Rakenteen siirty­
r.iät voidaa kuitenkin mäurätä suurella tc:!.rkkuudella jä.ksolli­
sesti si'lTJJnetri·sen tapauksen siirtymien avulla. 

Siirtvmfunenetelmässä voin1!.lle olet tE!a kosket upinnan suoraksi, 
jolloin kuvan rakenteelle saadaan: 

Siirtymäparar11etri t halkea.ruassa ovat siis A 1 : lle 

(III.12) 

(III.13) 

(III.14) 

laskettujen parametrien keskiarvo, joka tässä tapauksessa on 
parametrien varma alaraja. 

Voimamenetelmällä lasketut parametrit Yoimme yhdistää aivan 
samoin, mutta tällöin emme voi olla täysin varmoja siitä, että . 
saatu yhteisvaikutus olisi varmasti parame-trie.n :y.läraia. Se on 
varma yläraja sellaiselle tapaukselle, jossa kappaleet orl pu­
ristettu yhteen taipumattoman välilevyn välityksellä. 
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Jos mytis d: t ovat eri suurui si_a, on m muuttuva. Yhdis tämi-

sen edellytys on, että 
6e. 

m. - ---1:. �~� 1.00. 
1 - di 

p 
1 

-~ 
"lt 

~. 
f1 1 

Kuva 19. 

" • ~F~- -~ 
J't 

4' "i �~� 

Jt 

E,_ 
]: 

Osien i, i+1 keskinänen kiertymä on nyt 

Rakenteen~··kokoonpuristuma 

jne. 

(III.15) 

�~� p 

E.3 

••• + 
1 p 
2uPICE

1
,er,.Xr> 

• • (III.17) 
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IV KlYi~~~L~~ClNb~ LlKlMÄÄRÄISFUNKTIO 

Kun ö h (O(),m) ( c:.d '?:. a, voimamenetelmä ) jaetaan funktiolla 

1. 1 (m- 1).3 
1 im : ~/).., m) . �~� 3 3 _ m (kaavasta (III.4)), (IV.I) 
),-t> 0 

s 2 e. d.e.an rn: n suhteen symrnetrinen funktio 

{

a = O. 73.3 

s = 1.863 

ja (l(. 

.9 

:::: 

�~� 

1 

= a(m - 1) 8 (J 

( -i? 
1 

a'i. 

Kun X-1>- r.io , saadaan siis kaavat: 
1 . 1 

1) s 

1 

m) 9 (IV.2) 
) 

.(IV. 4) 

- m)8 [2c2· + l)-m( 1 + l)] . s s 

(IV.5) 1 
�~� - 1)2(.m - 1)s(.3 rh (oo,m) =a.(j m (IV·. 6) 

Kaavojen (III.4 - 6) mukaan, kun 

Jos halutaan mallintaa 

(IV.7) 

siirtymäparametrit bh(A,m), 

Clh(X,m) 

AE.'(o.o 

funktio 

1 . 

2. 

koko alueessa m E- [1 ,0,.3,0), , 

, +~), niin täytyy aluksi lHytää sellainen· r (.X,m), joll.e 
1 1 

(IV.8) 

(IV.9) 
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Tällainen f1,;.nktio on rrJn. 

Tod.:' 1. 

(IV.10):stä: 

2. 

(IV.11):sta: 

-(~)
8 {rr:-1 J(J-m) 

- e 

·[ -c!.,Scm-1)(3.-m)J 1 1 
lim 1 - e �~� . 8 = (1 - e-~) 8 =; 
'.A+o . 

(IV.10) 

(IV.11) 

l 
s 

m) ·. 

%¡� 

0 

Tämä furiktio sellaisenaan antaa liian pieniä arvoja 

0, 5 < ). < 2, 0 ja 1 , 2 4 m < 2, 8 , mutta 

tämä puute voiåaan ~or~ata kertoimella 

4 
f ( )\, m ) = t' ( 3 - m )( m 

• 6,15 + -;..9 
1, + 1 (IV .12) 

Saadaan siis seuraavat li~ikaavat slirtywäparar.ietreille: 

�~� 3 
( "I. ) 1 ( m - 1 J U/c" mJ 

h n ,m = J J - m f "' (IV.1.3) 



1 
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, ) ( - 1 )'J\Jfc.>. m)J !.J ffi �~� 

(IV.14) 

f h(),,rn) �~� <3 - ~)2[ r (.>,,m) + t<~, - 1 )(J - m?~~,m)J 

joissa 

\lf()\,m) =>..[1 + x+(m - 1)(3 - m) ][1 
J 6,15 + A9 • 

(IV.15) 

- e -(~) s <m-1) (J-m)] ! 
(IV.16) 

(IV .17) 

Jh(~,m) pysyy laskettujen ylä- ja alarajojen välissä, 

kun 1,1 �~� m �~� 2,9. Näiden rajojen ul~opuolella liki~ 

kaava antaa yllirajaa (voim~meLetelmää) suurempia arvoja. 

Liki111ääräiskaavan ansiosta siirtymäparametreja voidaan 

tehokkaasti käyttää hyödyksi laskettuessa esim.teräsbeto­

nin muodonmuutoksia tietokoneella. 



-. 
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V SIIRTYMÄPARAMETRIEN KÄYTÖSTÄ • 
Siirtymäparametrit muodostavat suorakaidepoikkileikkaukselle 

• yhdistävän linkin kimmoteorian ja ns. jäykäp kappaleen sta­

tiikan välillä. Teoreettisesti niiden avulla voidaan tutkia 

eri l~skeritamenetelmien tarkkuutta ja niiden soveltuvuuden 

rajoja. 

Itse parametreille perustuvia rakennusstatiikan kysymyksia 

ovat mm .. seuraavat: 

Muurattu.ien tai vetoakestämättömin saumoin yhdistettyjen 

seinien tåi • pilar:i.en nur,jahdus 
.L 

....; pn . .?,;. w_(e.) 
-11 . . •v -~ 
·- . . . 

~>()(,J(<:IC • 

Nur j ahd uskuorma. • I : ll e : 

: EA. 2 
pc.r = • L 2 ·f · ( m o 'mn '/\.) ' 

12(d) • .. 
jossa 

mn 

f= [~--) dm • • J 
�~� m07,/ ö CX,mn) - a (A,m) • max 

( �~� = ~"° +· �~� .. ) 
Rakenteen lujuus riippuu muurauskiven. 

korkeudesta :b sitä enemmän, mitä suu­

rempi on m . Lähde: /2/ 
0 

L 

1 
-f~ . 

Kuva 20. 

1 I 
1 

1 ' 
' 1 

'I 

' 

�~� 

1 

1 

! 1 

' ' 

Muurattuj en kaarirakenteiden stabiilisuus ja mu·odonmuu·tokset, 

vetoakestämättömin liitoksin alustalleen tuetut rakenteet 

Kuva 21. 
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Palapalkkirakenteet 

Falapalkin idea.on se, että teräsbetoni-tmv. p~lkki kootaan 
j änneväliä l;yhyem1ni s tä el-emen teistä •3si j änni t tum2llä. 

Kuva 22. G-~ �~� H UTI l llTmJJ 1 I l l l ITTITTmJ P 

fv\Cx) 

.i 1
1 
! ,i 111 !!_ i' : : 1 

1 
i 

11 1 i I l i i ; i 1 ' 1 

V(x) 
• 1l11 11 1 1 

v' (x) = v~(x) + vh (x) 

V (XJ = Veo(x) + vh(x) 

6(x) = 6~(x) + 6h(x) 

Rakenne ratkaistaati asettamalla tasapaino-ja yhteensopivuus­

ehdot osasauvoille sekä teräksen ja palkin yhteensopivuusehdot 

sen mukaan, miten oletetaan teräksen tartunta. 

Palapalkkira~ennetta on ilmeisesti käytetty varsin villlän, mut­

ta staattiselta kannalta se saattaa tarjota erikoistapauksis­
sa _etuja monoliittiseen teräsbetonirakenteeseen verrattuna , 
kuten: 

- kestää suuria muodonmuutoskuormia ilman palautumattomia 

muodonmuutoksia ja lujuusominaisuuksien muuttumatta. Tällaisia 

muodor,niuutoskuormia voivat .aiheuttaa mm. 

- lä1upöliike 
'' 

lörmäyskuormat 
- rakennuspohjan rnuodonmuutokset 
- maanj~ristykset 
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Vastaavan ominaisuuden ansiosta • • l '" 1 "! • '" • • • bL~11KlD- ja K~S~lfil~eisia 

kiviru~ennelmi~ on säilynyt hyvi~ sellaisillakin alueilla . 
Etelä-Euroopassa ja Lähi-Idäss~, ~issä maanJ~ristykset ovat 
aiheuttaneet. tuhoja nykyisi 11 e :J-cto.::ira.ke1. teille. 
- palapalkkirakenn~ tarjoaa ~a~dollisuui~n käytt~ä es!c. 

luonnonkiveä S~llaisissa ~rikoistapauksissa, joissa lu~uus, 

vaatimuksia materiaalille. Lujil2.a :::s.ttriaal1::illa voiuc.an 
sallia • myös sellaisia kuorrr~i tuksia , joilla· veto­
jännityksiä e·sijän;11i tetyille raker..teille muodostuu 
- rakenne parantaa elemer..ttirakenteiden rnuun.neltavuutta 

ja alentaa kuljetuskustannuksia (zutta lisää työmaaktisten-
i . 
'. -· nuksia). 

Palapalkkirakenteen käyttöä rajoittavat·staattiselta kannalta 
seuraavat. seikata 

- vaikeus ottaa leikkausvoima vastaan liitoksi~sa~ L~ik~eus-
lujuutta voidaan iisätä . kosketuspintojen hrunmastuksella tai 

•järjestämällä. mahdollisuus asentaa saumaan leikkausterästys. 
- Palkeille ei voida sallia vääntökuormia. Vääntä on otettava 

vastaan muiden rakenteiden avulla, samoin vaakasuora:t kuorms.t. 

Teräsbetonin muodonmuutokset tavallisissa rakenteissa 

1. Esijännitetty teräsbetoni, vetojännityksiä sallitaan, teräk-
sellä ei tartuntaa p 

JT;;::rrr1 j J l J l m:1T1 
I vaihe 

Kuva 23.a 

Muodostuu hiushalkeamia, jotka ulottuvat teräksen korkeudelle 
tai jonkin verran ylitse. 



1 
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Kun kuormitusta lisätään, seuraa 

II vaihe 

Kuva 2J.b 

"----

Halk~amavälillä 1 , jok~ on M:n, N:n ja josaakin määrin 
�~�~� = Q:n funktio, nousevat päähalkeamat, joiden vaikutus 
taipwJaan on yleensä määräävä. Rakenne on tämän jälkeen "pala­
palkki'', jos~a osa~auvan tehollisena ~orkeutena pµ d', joka 
saadaan vähentämällä palkin korkeudesta h sivuhalkeamien 
nousUkorkeus, joka on vähintään terästen yläpinnan etäisyys 
palkin alapinnasta. 

Teoreettisesti ptiähalkeamavälin tulee ~xh(x~-käyrän vaimennuk­
sen perusteella asettua suurin piirtein alueelle 

0,6-<.~ := 'X-<- 0,9, •.. ,1,2 (IV.4) 
Suoritetut palkkikokeet (Parland,Koivula,Kallio ym.) osoitta­
vat, että haoi ttama ttomalle palkille vakiomoment_in alueella 

A.=0,7 
(IV~5) 

riippumat:ta siitä, onko teräksillä tartuntaa lainkaan vai onko 
osittainen tartunta. Tämä A -arvo sijoittuu harmittavasti 

o(h(m,A)-käyrän kaarevalle aleelle, jossa joudutaan käyttä-. 
mään siirtymäparametrille °'h taulukkoarvoja. 

Jos palkki on haoitettu hakavälein lh, on l:ksi ilmeisimmin 
valittava arYoista .•. , 21h' lh' lh/2, lh/4, ... se, joka· aset­
tuu välille (IV.4). 

Palkille voidaan määrätä.korjattu EI= Eik ,joka on EI:n, M:n, 
1~:n ja ).. :n funktio. 
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?al~in kdskimääräinen kaarevuusslide 

= w 
T 

Woo + u)h Nl % _ 111 ( = . l = EI + T - El jos M,N ,1 va~ioi ta) 
k W M ei ole vakio,joudutaan j.äyttä1112än 1h:n·.asemasta 

• l::::s~i::äärä.istä •. lis~kaarevuutta GVh (x), joka s::iadaan rnuodosta-
r.-.&::..la pere.i--:r::äisten liitosten i (~)i/_li -arvoista jatkuva käy-

- . 
• rä. ?L:..:·_;,:-:,:i.ot m(x), wh(m(x) ,A(x)) lasketaan siirtymäpararnetri-

ktyrien avulla siten,että rakenteen tasapaino-~a yhte~nsopi­
v~~sehdot toteutuvat riittävällä tarkkuudella. 

Wh Kas.voi.sta (III.4,5,6) seuraa,että ja ke;.;kimääräin.en pi-1. 
te:c.er.-,ä vh o~a t riippumat tornia 1: s tä ja yhtä suuria kuin täy'."9 1:· 
si~ vctoakestämätt0män poikkileikkauksen vastaavat arvot, jos 
1· oc pieni. Kuvan 11.mukaan kaavojen (III.4,5,6) pätevyys­
alue ulottuu n. A = O. 33 saakka. 

?alkki voidåan siis katsoa täysin hal~eillee~si~ kun 
1 
d < 1 

3 

2. Teräksillä täysi tartunta,ei esijännitystä 

I vaihe kuten tapauksella 1 . 

II vaihe r1II1 ll 11 lIIDmrnl 
Kuva 24. 

Päe..halJ:Ceamat muodostuvat kuten tapauksessa 1. oletettavasti 
vElillä 0,6 .<..>i < 0,9. Sivuhalkeamien erottamat kappaleet pää­
he.2.k1::;-a:·:iien vierellä liikkuvat teräksen mukana, ja te~äksen tar­
t i_;r. ta voitaisiin siis.olettaa keskittyneeksi päähalkeamavälin 
%~Ekipi~ateeseen. 
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P2.8lal :.eau:ieL e~·ot tar:,8.a xappale t ta voi talsiin käyttää laskenta­

ele~nenttinä, jolle saadaan tasapainoehdot kuvan -25. mukaan, ja 

rtkunte~ri yhteetsopivuusehdot voidaan asettaa siirtymäparametrien 

ja terästen jänni t;ys-muoc.or ... muutosominaisuuksien avulla . 

• • 1 ! 1: 1 ! : • 1 j I IJJJI kosketusI?~nta viereiseen 
�~�~� 1..!\;: 

1 'J / elementt11n~suora M 

.}- -.....-------- b 

l 
--- -(-· Q ffi ftlQ+t.Q �~� eb= - N 

h l,~b- l �~� 1 u . - ui %Ä� ) Mb +Alv1b AN • = -å~-
1\ b / \. T=~~ / \Nb +ANb -, b· ,, 

-teräs 4-~~ 6..Q =\pdx 
Z Z+t.Z _· (" h 

Kuva 25. } 1 ,r . .6,Mb= )""dx �~� ~A1. 

(j~-~ bk~v\(,.,·,(-N -v~·bo) 
Verratturiå täss~ työssä laskettihin siirtymäparam~treihin. 

kuvan 25. elementin siirtymä.parametrit poikkeavat sikä,li, että 

mukana on ·epäsyn~etrisen kuormituksen Q vaikutus~ Mikäli palk-

~i on aliraudoitettu ja muodonmuutokset ovat suuria, jolloin 

suhteellinen epäkeskisyys puristujänni tysten �~� xbetoni • resul­

tantille on suuri, ja mikäli Q on pieni, voidaan symmetrisen 

tapauksen parametreja käyttää likiarvoina.Id'ea kaipaa ecie.J:leen­

kehi ttämistä, ~utta teräsbetonin muodonmuutokset evät ole teo­

reettiselle rakennusstatiikalle ulottumattomissa~ 

Teräsbetonin muoao:nmuutoste;ri tutkimist:en siirtyn1åparametri t 

sovel tuvatpa.rhai ten silloin,kun muodonmuutokset ovat me·lko suu­

ria, joten niillä tutkitaan teräsbetonin kin~oist§ k~yttäytymis~ 

tä lähestyttäessä murto- tai plastisoitumistila1a. Hoikissa te-

räsbetonirakenteissa saattavat muodostua mitoittaviksi tekijöik­

si kriittisten jhnnitysten sijasta kriittiset muodonmuutokset,· 

sa~oi~ esiintjy tupuuksi~ (lämpöliike) joissa jännitykset on 

mä&rättävä muodopmuutosten avulla. 

Yhdistettynä rakenLusr..ittausrnnetelmiin voitaisiin menetelmää 

soveltaa esimerkiksi koekuormitustusten analysoimiseen, vau­

rioituneiden rakenteiden (tulipalo ym.) turvallisuuden arvioi-

n,isten. jne. 
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VI YHTEENVETO 

Muodonmuutokset 

Ei-1nonoliittisen, momentin ja nor11,actlivoiman.kuörmitta-

111an pil arfn, palkin, lua tan, kaaren tai sylin terikuoren 

muod6nmuutokset void~an laskea teknillistä taivutusoppia 

käyttäen, kun muodonmuutokset j&etaan kahteen osaan, joi­

den sun:una ei-monoliittisen rakenteen siirtymätila. ori. 

Nämä osat ovat: 

- . Vastaavan monoliittisen rakenteen siirtymä tila Shiui:ista 

l{uormi tukses.ta . 

-Linearisoidut pistemäiset tai viivamaiset lisä.muodon­

muutokset (siirtyrilähti.iriöt) auenneiden saumojen tai hal­

keami~~ kohdalla 

Nämä linearisoidut sawnadeforrnaatiot voidci.an·1ausua sel­

laisen yksikkökappaleen vastaavien muodonmuutosten avul­

la, jolla ideaalikappaleella kimmomod_uli ,,E , puristujän-

ni tysten resul tantti P , poikkileikkauksen painopisteak..-• 

selin etäisyys c kosketuksen-aliiisesta re·wrn.sta sekä poik­

kileikkauksen leveys b ovat yh~en yksikön suuruisia ja 

kuorman suhteellinen epäkeskeisyys m ja kappa.1een sivu­

suhde Aovat saman suuruisia kuin tutkittavassa reaali­

sessa liitoksessa. 
e 1 M m = k = k p, suorakaiteelle 1 < ·m < J, jos osittai-

nen kosketus 
1 1 A= 2c , suorakaiteelle d. 1 on halkeamaväli, k on 

sydänkuvion reunan pinopiste-et&isyys. 

Leikkausvoiman vaikutus rnuodonmuutoksiin voidaan yleensä 

katsoa pieneksi, mikHli se voidaan ottaa vastaan kitkan 

avulla. 

ldeaalikappalE:en saumadeformaatioita nimitetään siirt:y'rnä-
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parametrei~si ja ne ~vat m:n ja ~:n sekä yleisessä tapa­

uksessa poikkileikkauksen L1u0don ja -liitoksen ominaisuuk­

si.en funktioita. 

Täss~ esityksessä on aiL~en kHsittely rujatLu seuraavat 

edellyty~set t0teuttavien liitosten siirtymä~arrunetrien 

laskerniseen: 

1. Poik~ileikkaus on suorakaide, jo~a on r~kenteen pituus­

suurtnassa vakio· (esim. tasukorkuinen pc:1lkki) 

2~ Kuormittava momentti. on suorakaiteen toisen pääakselin 

suuntainen 

• 3. Lii_t.os (sauma, nalkeama) on täysin vetoakestärri.Jtön 

4. Liitoksessa yhteenpuristettujen kappaleiden kosketus­

pinta on taso, joka ei leikkua missilän pisteessä kwnpaa­

kaan· kappaletta (läpitunkemkttomuusehto) 

Nämä ea.ellytyJ:tEet vastaavat tiili- ja kiviräkenteissa 

sekä teiisbetonirakenteiden betoniosaesa esiity~ien sau­

mojen tai halkeamien siirtym&tilaa. 

Edellytysten 1. - 4. mukaisien liitosten siitymäpura.metrit 

ovat: 

_ kiertymäpe.rametri °'h 

- pi t en emä parametri f> h 

j~kson (liitosvulin) kokoonpuristuma bh 
Nämä parametrit ovat kahden ,muuttujan m ja A funkti­

oita. Rakenteen linarisoidut pistemäiset lisämuodonmuutok­

set määräytyvät siirtymäp~rametrien avulla seuraavasti: 

Lisäkiertymä eli kiertymähäiriö (taipwnaviivan derivaatan 

pisteruäinen hyppäys) 
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Falkin pit~~emä kimuoviivan kohdalla auenneen suuman 

·vaikutuksesta eli venymähäiriö 

Kuormi t-u:-:,!'"·j p.tJ;en etenemä sauman aukeamisen vaikutuksesta 

Kaavoissa ~siintyvä Vh on halkeamatilavuus, yh_on 

matilavuuden painopistekoordinaatti. Laatassa E = 

halkea­
Eo 

1 - \)2. 

S iirtymäparametri t toteuttavat seuraavat yh teensopi_vuus­

yhtälö't: 

6h = ~hm - ~h 

°'h 
1 c>&h • 

= 2·-am 

fh 
.m �~�~�h� 

~h = 2· ~,m -

Tässä työssä suorakaidepoikkileikkauksen siirtyinäparamet­

ri~n nwneerisille arvoille on määrätty ylä- _j~ alarajat 

laskemalla yksikk~kappaleen korkeuden (d = 2) ja halkea­

mavälin (1 = 2X) mukaisesti määräytyvän suorakaidelevyn 

siirtymät ehtojen 1. - 4. mukaisella tuennalla, kun kuor­

mana on yksikkökuorma ja sen suhteellinen epäkeskisyys on 

m. Taulukoissa ylä- ja alarajojen välinen ero on O - 2%:n 

luokkaa, kun m �~� 2.8 ja 2 - 15%:n luokkaa, ·kun 

2.8 ..c.. m �~� 2.95. Voimamenetelmän (ylärajan) _voidaan yleensä. 

katsoa olevan siirtymämenetelmää (alarajaa) tarkempi . 
• 

Vaikka ps.rc.:1rr,etri t on laskettu olett.aen palkki ta_savälein 

halkeilleaksi ja tasa."..orkuis1;;ksi, saadaan r.äidE::ln paramet­

rien avulla suurella.·tarkkuudella myLls sellaisen pelkin 

siirtymät, Jossa s&~uavHli vaintelee jh jossa palkki on 

saumaviilE:ittäi:n tasakorkuinen. 
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Kliytfinn~n 1~skeln1issa on usein edullisempaa käyttää liki­

Thä~r~iskaavaa-k~in taulukoita. Tässä tyUssä on onnistuttu 

kEohi ttärnliän heuristinen funktiomalli siirtymiLpararnetreille. 

TUrr:1!: r:,Lllin tarkkuus on sama i.luin taulukoiden, kun m~ 2. 90. 

Yksi~~crtaiset ja tarkat likikaavat parametreille SBtidaan 

silloi:-., kun )..~0.33 tai,A2:2.0. (Kts. kappale IV.) 

Ve.rr12at ylä- ja alarajat antavat siirtymäpart:1.metritaulukot 

ovat joka tapauksessa tutkimuksen pääsisältö,sillä aikai~ 

s6~~at elementti- ja voimamenEtelmällä lasketut taulukot 

ovat·olleet joko huonoja tai jopa virheellisiä~ Sitä pait­

si ~ysymyksen menestyksellinen käsittely ei olisi oliut • 

ffiahdollistakaan ennen nykyisiä suurtietokoneita ainakaan 

siirtymämenetelmällä. 

Jännitvkset 

.Ei-r:ioLol.ii ttisen rakenteen mi toi ttamisen kannalta ovat o­

leellisia siirtymien lisäksi jänni tyks.et. Sauman tai hal­

keama.n kohdalle muodostuu rakc;nteessa jännityshuippu, ja 

kun halkeamaväli on äärellinen, niin maksimipuristu,iänni­

tys saattaa ;ylittää (kun m _.,..3) jännityksen, joka on las-

kettu olettamalla betoni täysin vetoa kestämättömäksi. Suu-

rin ylitys, joka tapahtuu, kun ..X ~1.0 ja m -::= 2 • 9 , on 

J - 4%:n suuruusluokkaa. Ylitys johtuu siitä, että vaikka 

siirtymifjakautuma on suoraviivainen kosketuspinnassa, niin 

venymä- ja jännitysjakautumat eivät sitä välttämättä ole 

( kuva 33 . s. 128 ) 

Halkeama.n kohdalla kehittyy lähellä palkin puristettua 

reur;aa myös merkittäviä palkin rt:mnaa vastaan kohti suoria 

IJusi ;,iivisia 6y-jilnni tyksiä _ja yhdessä ni:imu ji..f.rmi t;y-slisät 

saattavat heikentää lujuutta verrattuna jännitysten tai veny­

män ~rnl!:dojakau·t;wnan mukc1an laskettuun lujuuteen ylirau-
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doi tetuissa, dynaamisesti kuorrai tetuissa teräsbetonirc1-

kenteissa (ylHpinnan be~oni p~r~ii lohkeamaan ylöspäin 

pinnan suuntaisesti). �~� -jännityksiä ei ole lask~ttu ei­y 
ki:i - taulukoitu, rr:utta ne ovat l1::1sketLavis~,u voimu1I1enE.-:telmär! 

avulla. 

Taulukoissa on laskettuna seuraavat j~~nitykset, jotka 

ov"at mitoituksen kannel ta tf:ir~~eirnmät: 

-i tseisarvoltaan suurin puristujänni tys pali:lhn r_eunalla> 6xC 

" pienin - " - 11 " 
suurin vetojärmi tys reunalla J 6 xB 

Koska yksiKktikappaleen 
p 
A = 

1 
2 , saadaan reaalisen pal-

kin jännitys taulukkoarvon avulla kaavasta 

6 -2•p-6 tooelli1Jen - A taulukko 

Halkeamatilavuuden painopiste 

Balkeamatilavuuden suhteellinen painop1ste-etäisyys 

Osoittautuu, että suhteellisen epäkeskisyyden m ja halkea­

matilavuuden suhteellisen painopiste-etäisyyden S väliilä 

vallitsee yhteys 

J. 930<~ + �~� �~� 4 .0~6 eli 

josta puolestaan seuraa: 

- m 
3 

(kuva 26. s. 121) 

Tämä sääntö p1tää eksaktisti p~ikkansa seurutlvissa tapauk-

sissa: 

- kun A. on pieni (.,\<O JJ) · il •• k • , ,;i (u seuraa uavoista ( III. 5-6) 
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- kun m = 1 , koska 

- kun m ..- 2 , mikä aiheutuu kohdassa IV oso~µ::un r-fun~­
tion ominc1.is.uuksista (kaavat (IV.15 -16) , 

9 rn '% 0, kun 
m = 2 ) 

- kun m = 3 , koska 

ri;aksimipoikk~ama �~� + m 

tyy, kun· A = 4. 0 �~� oo ja 

poikkeama 2.40%, e~iin­

m -;::::::.2.7 , negatiivinen maksimi.-
poikkeama esiintyy samalla A : n ·arvolla, kun m ::::::::: 1 . 4, 
ja se on suuruudeltaan 1.75 %. 

�~� .+ m < 4 , kun 

�~� + fil > 4 , kun 

1~ m~2 

Teoreettisia huomioita 

.Yairoamenetfdrni~ssS on yhdistetty e.Ksaktin ratkaisemisen 
ja vuriaatiolaskennan tekniikkaa siten, että vaikutuksel­
taan tutkittaviin siirtymiin tärkeämmässä levyn osassa 
a on käytetty muodoltaan oikeaa, tämän levynosan ~l:tcoi­
set reun~ehdot toteuttavaa oiharmonista jännitysfunktiota 
�~� . Levyn osalla b ·on varioimalla optimoitu likimää-a 

röinen ( ei-bir1arn101Jinen) jänni tysfunktio' ~b • Koko alu-
eessa biharmonista, reunaehdot toteuttavaa eksaktia rat­
kaisua tälle lavyteorian ,probleemalle ei ilmeisesti ole 
tunnettujen funktioiden joukossa. 

Siirtymämerietelmässä on trigonometristen funktioiden or­
togorlaalisuusorninaisuuksia ja ma triisin tii vistystekniik­
kaa sovel tarnalla ke.hi tetty suurten yhtälöryrunien käsi t te-· 
lyä tietokoneella. Approksimaatiofunktioidenvalinnalla 
on kerroinnia trii si saatu ns. kur.idaurama trii-sin Hiuotcon, 
jossa nollasta poi~~eavat ~lkiot keskittyvät n:lle en-
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EicmUiselle v~aka- ju pjstyriville sekä s~mitiiagonaulisesti 
ltvistHjälle toisistaan riip11umattomiksi 2x2-matriiseiksi. 
lun yhteenkuuluvat 2•2•n + 4 kpl reunu- ja lävist~jä-. 
::ilkioita on laskettu, niiden vaikutus vuiuuan iluti tii­
vist~ä vase~nari ylänurkan nxn-yd~nmatriisiin Ja n-tulos­
vektoriin tarvi t sern& t ta var!:is taida aJ..kioi ta :,,u.is tiin. 
T2lluin trigo1,;,ometristen approksimaatiofur ... ktioiden mää-
rää voi~aan kasvattaa miltei miteL suureksi tahansa, .joskin 
ohj elrr,,e.r. aj oaika venyy pi tkä~si. Jos funktiomallin ei-tri­
~cnometrinen osa kuvaa hyvin siirtymätilaa levyn r~w1alla, 
kuvaavat kaksinkertaiset trigonometriset sarjat puoles-
taan mink~ tahansa siirtymätilan levyn keskiosassa, ·~oska 
mikE tabansa funktio voidaan reunapistettä lukuun ottö.rnatta 
kehittää Fourier-sarjaksi. Suurin kokeilumielessä PDP/516-
tietokoneella, jossa muistitilavuus on 64000 bittiä, ajet­
tu yhtälö:ryhmä oli 7210 yr1tälöä, taulukot >.. = 1.0 - 4.0 
on ajettu 3210 yhtälöä käyttäen. 



Kuva 26. 

4.101--------;----'--------+--------1-'--------

4.05 

-4.04 

-4.03 

-4.02 

-4.01 

m· 
3.0 

3.99 

3.98 

3.97 

3.96 

3.95 

3.94 

3.93 

Suhteellisen· epäkeskisyyden ja halkeamatilavuuden suhteellisen painopiste-etäisyyden 
summa eri A:n ja• m:n arvoilla,voimamenetelmä. 0-kohta arvolla m �~� 2.02. 

1 _. 
I'\) _. 
1 
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-1 Kuva 27. 

m =2.50 

A=1.0, = -0.637 
0 

.A. =0.50. = -0.595 
0 

-0.5 
,1,...,, 1 ). =0.25, ::: -0.560 

D 

- 0.4 

- 0.3 

-0.2 

-0.1 

0 9 10 11 12 13 Y ('7'; 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.S 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

,. 
1 2 3 4 5 6 7 

'J Eräitä halkeamamuotoja, siirtymämeuetelmä 

. kts. seuraavan· sivun kuva. 
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Kuva 28. 

-1 

0.5 

0 

'lo 

0.5 

1 

1 t2 = 1 -,,0 
-,... 

v 
L. 

, 
.,/ 

I'~ V " ' ,.., 7 / 

/ f.' .. / /. 

.. · // ~->.= 1, SIIRlYMÄMENETELMÄ 

/ V "' J' 

).. = 1, VOIMAMENETELMÄ �~� ./ / V 
', 

~-r/ / ).. = 0, ( VElOA KESTÄMÄTÖN) ' .> '�� 1/ "' -

~' 
1, 
/" [X ~/ 

1 

,/ ..... / ,/ 
/ / ,,/ .. 

/ 
I V I~/ ,/ ,, 1/ • 

/ V ~7 / ' 

/ V ;,/ / 
I / / ,/ '/ 

-· '/ 1,/ 

// ~/ 
J t/ 

V 
1 1.5 2 

Halkeaman nousukorkeus kuorman suhteellisen ~päkeski­
syyden rn funktiona ( ja päin vasioin ). t

2
• on hulkeaman 

syvyyden, lo nousukorkeuden painopistekoordi~aatin. suh-. 
de palkin korkeuteen. Siirtyrnämenetelmän antuma noi.fsu-

• korkeus poikkeaa todellis~sta johtuen tekstissä sivul­
la 89 mainituista seikoista. 

1 

m 
-

3 
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Kuva 29. 

1 
1 + t-
1 
1 
1 + t-
1 
1 
1 +- + 
1 
\ 
1 + + 

' ' . \ +- + \ 
\ 
\ + \ + 
\ 

' :---... -' 3 -}-~- -
i . 

+ I + . ., 
i + + . 

'. I 
~= 4 

. 
I . 
1 

,, 

�~� 

�~� 

'<i 

12 +-
11 

10 +-
9 

8 + 
7 

6 + 
5 

' + 

3 

2 . + 
1 
0 

1 
-1 

t- ' ! I I ' • 
' I ,, 

+ ,, ' • ,! 
+ • 1 I 

1 • 

' I + 1! 
I I I • 

+ ,! 
,! 
II 

+Ii 
Ii /.. . 

/~/. 

-2 + + 

-3 ---- /3.._ 
4 -·-·-· Q(h 

5 --- cSf\ 

·ffl 

3 

j Siirtymäparametrien symmetriaominaisuudet, kun -J < m < J. 
Kun -1 :s; III S l, niin parametrit ovat = 0 (halkeama ei 
aukea). 
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Kuva JO. -
öh ,;h ,Jh 

bh, m = 2.8 

--~ m = 2.7 

Ih' m = 2.5 

A -

m e = k 
p = 1 

~ 
~h' m = 2.8 

m = 2.7 
m = 2.5 

Ol'h' m = 2.8 

°'h, m = 2.7 
m = 2.5 

t 

1 2 
2-t 

1 0 
-Siir~ymäparame·trikäyriä tapaukselle, jossa 
suorakulmaista levyä {jaksoa) puristetaan 
jähmeän leimasimen välityksellä kuvan mukai~ 
sesti. Tämä vastaa myös sellaista palkin lii­
tosta, jossc:;1. on halkeaman vapaan nousukorkeu-

den -s1Jasta kiinnitetty ns. suhauskorkeus ja vetojänni tyk-
,_ -

siä _esiintyy. Käyrillä °"h ja fsh on maksim~ pisteessä, joka 
vastaa .halkeaman vapaa ta nousukorkeut ta_. bh: lla on samH.ssa 
pisteessä käfinnepiste. Voimumenetelmä, 1 = 2,0 , N= 10. 
( Samat jlirmi tysfur,1Ctiot, 11,uttu eri reunaehdot ~uin D-työssä) 

. -



1 , 

-50 

1 

1 1 

1 i -40 

-30 

i 
1 

-20 

i 1 

-10 

1 1-

0 

�~� 
"O 

11 

�~� 
'O 

11 
<.: 
>< 

1 
1 "O 

1 ', -- 0 
11 

n __ 

,< 

�~� 
�~� 

-i26-· 

Ku"'i'a. 31. 

J~r-itvs 6 ./6 , ,kur:. 2.9<m<J, ). :n funktiona,voi-. ., x;,. Xil.C>O . . . . 

r::.a:::.en::";-: elr:ä. Arvoilla A = o. 2 5, A = 1 • 0 ilmenee nu-
meeris~e epästabiliteettia,joka johtuu siitä, että 
:r; en vs.li ttu hiem.an liian suureksi, jolloin tieto-

1 

ko~ee~ e~sponenttikapasiteetin rajoitus aihetittaa 
.m~rkitsevien numeroiden katoa joissakin matriisiyh­
tg_lö!l alkioissa (tuntemattomien vakioJden määrä on 
6 !; + 2 kpl). Epästa.oi.li teettia esiintyy ensimmäi­
seksi sutirimr.1illa. m:n ~rvoilla junnityksissä dxA ja 
6 xB. 1;: ksi vali t1:1.an • suurin sellainen luku, jolla 

m=2.9801 

m= 2.96 

m=2.94 

m=2.92 

m=2.90 

epästabili teettia ei v·ie­
lä esiinny. 

Kts. seuraava sivu. 

D. \ 2.s 
-l--_ _:._..::.___-f------t------t-.,-----r---r~ 

4 oci 

Å 

1 2 3 

Euo::i. '.Jä.r.nitvsten E.an::alta kannalta v&sta A= 0.125:ä. 

p.:. er,e::..,.~l lä halkee.:navs.2. il l.ä halkei 11 u t palki{i voi­
da~n • ~at soa tlivsin helkeilleeksi, jolloin puristus­
;.:.r__.::9.:-. je.nr::itys on (väE.icr.:omentilla) vakio (x-suun~ 
rc~~P)' ~ikä ? -~~n~itvksiä esiinnyo --·-- -- Dy �~� ., 
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Kuva 31b 

1.0 ,· 2 .. ·o 3.0 4 .o 
Approksimaatiofunktioiden määrän N (maksimi, jolla tietokoneajo onnistuu) riippu­
vuus sivusuhteesta A voimamenetelmässä, tietokoneelle VAX/11/780 tarkkuudella 
REAL•16. Katso edellisen kuvan (26) teksti. 
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Kuva 32. 

.~ 
m=2.50 

---.....~ dxAo= dxco =4.rt:IJ • . 

-iJxA / • • •• 

dxAoo = -1. 750 

-2 " "\. 
-1 

0 
dxso = 0.00 

1 .. 1 ' 2 

/ 

1 dicR-- = 0. 750 / / 

/ .. 
dxe 

' 

2 
. , • . 

.. 
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Kuva 33. 
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Eräitä kosketuspinnan puristusjännitysjakauturnia,A = 2,0 
voimamenetelmä, N= 10. Huomaa epälineaarisuus. 
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SUORAKAIDEPOKKIL~IKKAUKSELLE 
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