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1 Johdanto

Tama tutkielma kaésittelee yksinkertaisten ja suuntaamattomien graafien vierusmat-
riisien ominaisarvoja. Tutkielmassa todistetaan keskeisid lauseita vierusmatriisien
ominaisarvoille yleisesti seka erityisesti sadanndollisille ja kaksijakoisille graafeille.

Luvussa 2 esitellddn tarvittavia esitietoja: graafin ja vierusmatriisin maaritelmét
sekd kolme vierusmatriiseihin liittyvii apulausetta.

Luvussa 3 siirrytddn késittelemédén vierusmatriisien ominaisarvoja. Ensin mééri-
tellddn graafin spektri ja todistetaan lause, jonka mukaan graafin ominaisarvoista saa-
daan selvitettyi siind esiintyvien sdrmien ja kolmioiden mééra. Tamén jalkeen méa-
ritelladn vektorin v Rayleigh’n osamiédra matriisin A suhteen, joka on erittédin tiarkea
kédsite myohempien lauseiden todistuksissa. Todistetaan, ettd Rayleigh’n osamiiraa
rajoittaa alhaalta matriisin pienin ominaisarvo ja ylhddltd sen suurin ominaisarvo.
Tamin jédlkeen paastdidn todistamaan kaksi keskeistd lausetta, jotka kirjallisuudessa
usein esitetdin osana tunnettua Perronin—Frobeniuksen lausetta. Nédiden lauseiden
mukaan yhtendisen graafin suurin ominaisarvo on yksinkertainen, sitéd vastaa alkioil-
taan positiivinen ominaisvektori ja graafin kaikki muut ominaisarvot ovat itseisar-
voltaan sitd pienempii. Seuraavaksi osoitetaan, ettd graafin suurinta ominaisarvoa
rajoittaa graafin maksimiaste ja keskiméardinen aste. Lisdksi osoitetaan, ettd graafin
suurin ominaisarvo ei voi olla pienempi kuin sen aligraafin suurin ominaisarvo.

Luvussa 4 kasitelldan saannollisten ja kaksijakoisten graafien ominaisarvoja.
Aliluvussa 4.1 todistetaan k-sddnnolliset graafit karakterisoiva lause. Tamin jéalkeen
osoitetaan, ettd k-sddnnollisen graafin ominaisarvoista saadaan pédteltyd myos sen
komplementtigraafin ominaisarvot. Lopuksi mééritetdin tidydellisen graafin spekt-
ri. Aliluvussa 4.2 karakterisoidaan kaksijakoiset graafit ja miiritetddn tdydellisen
kaksijakoisen graafin spektri.

Lukijan odotetaan hallitsevan graafiteorian ja lineaarialgebran perusteet. Graa-
fien matriisiesitysten ennalta tunteminen ei kuitenkaan ole vilttamétontd. Lahteend
tissa tutkielmassa on kiytetty pddasiassa Knauerin kirjan Algebraic Graph Theory:

Morphisms, Monoids and Matrices lukuja 2, 5 ja 8.



2 Esitietoja

Tassd luvussa kisitellddn tarvittavia esitietoja graafien matriisiesityksiin liittyen en-
nen kuin siirrytddn késitteleméddn niiden ominaisarvoja ja -vektoreita. Madritelldin

muistutukseksi graafi ja sen vierusmatriisi seka esitellddn kolme apulausetta.

Mairitelmi 2.1 (vrt. [1, s. 2]). Graafi G on pari (V(G), E(G)), missé joukon V(G)
alkiot ovat solmuja ja joukon E(G) alkiot ovat sdrmid. Sarma on jarjestimiton pari

{vi,v2} € V2

Graafi on yksinkertainen, kun kahden solmun vililld voi olla korkeintaan yksi
sarmd. Jos sdrmat olisivat jirjestettyjd pareja, niin graafi olisi suunnattu. Luuppi on
graafin solmusta itseensd menevi sarma. Tastd eteenpdin graafilla tarkoitetaan aina
yksinkertaista ja suuntamatonta graafia, jossa ei ole luuppeja. My0s sdrméttomat

graafit voidaan sulkea pois tarkasteluista.

Miaritelma 2.2 (vrt. [1, s. 313]). Olkoon G = (V, E) graafi ja n = |V|. Graafin G

vierusmatriisi on n X n-matriisi, jonka rivin i ja sarakkeen j alkio on

I, kun{v;,v;} €E,
a,-j =
0, muulloin.
Esimerkki 2.1. Graafin G = ({v1,v2,v3,va}, {{vi,va}, {v2, v3}, {v2, va}, {v3,va}})

vierusmatriisi on

="

1 0 0
01 1
A= .
01 0 1
0110
V3
Vi %)
V4

Kuva 2.1. Graafi G.



Graafeille on olemassa muitakin matriisiesityksid kuin vierusmatriisi, kuten
Laplacen matriisi ja tapausmatriisi, mutta nditd ei kasitelld tdssi tutkielmassa. Kos-
ka vierusmatriisit ovat reaalisia, niin tistd eteenpdin oletetaan kaikkien késiteltdvien
matriisien olevan reaalisia.

Kiytetddn graafin G vierusmatriisista merkintdd A(G). Positiivisella (epdnega-
titvisella) matriisilla tarkoitetaan sellaista matriisia, jonka kaikki alkiot ovat positii-
visia (epdnegatiivisia). Olkoon v = (vy,...,v,) € R". Vektorista, jonka alkiot ovat
vektorin v alkioiden itseisarvoja, kiytetddn merkintdd |v| = (|vq], ..., |v,|). Vektorin
v normista kédytetddn tavanomaista merkintii ||v||.

Seuraavia aputuloksia tarvitaan vierusmatriisien ominaisarvoja kisitellessa.

Apulause 2.1. Olkoon G = (V, E) graafi, A sen vierusmatriisi ja r € N. Kéyte-

tddn matriisin A" alkioista merkintida af;). Talloin solmusta v; solmuun v; on af;)

kappaletta r-pituisia polkuja.
Todistus (vrt. [3, s. 33]). Todistetaan lause induktiolla luvun » suhteen.

Perusaskel. Kun r = 0, niin saadaan identiteettimatriisi A°. Graafissa G on n
kappaletta nollan pituisia eli tyhjid polkuja, yksi kustakin solmusta itseensi. Siispa
vdite on tosi.

Induktioaskel. Tehdddn induktio-oletus, ettd jollakin » € N matriisin A” alkiosta

(r)
ih

Oletetaan, ettd v; on solmun v; vierussolmu. Koska solmujen vj ja v; vililld on

a.,’ saadaan r-pituisten polkujen méérd solmusta v; solmuun vj. Olkoon n = |V/|.

yhden sidrmin mittainen polku, niin solmujen v; ja v; vilisid (r + 1)-pituisia polkuja
on induktio-oletuksen ja tuloperiaatteen nojalla afz) ap; kappaletta. Kun kidydaén ldpi
kaikki mahdolliset solmut v, missd & = 1,2, ..., n, saadaan (r + 1)-pituisia polkuja

siis yhteensd 3} _, alg,:)a «; kappaletta. Lisdksi matriisitulon mééritelmén mukaan

n

(r+1) _ (r) )
a; = ) ay akj,
k=1

joten viite on tosi. O

Graafin G komponentti on sen yhtendinen aligraafi. Seuraava apulause valaisee

yhteyttd graafin komponenttien ja sen vierusmatriisin rakenteen valilla.

Apulause 2.2. Graafilla G on s komponenttiaGy, . . ., Gy, jos ja vain jos on olemassa



sellainen permutaatiomatriisi P, etti

(A(G)) 0

PA(G) P = ALG)

0 A(Gy) |

Todistus (vrt. [3, s. 29]). Permutaatiomatriisin rivit ovat identiteettimatriisin rivit so-
pivassa jarjestyksessd. Matriisi P permutoi vasemmalta kerrottuna matriisin A(G)
rivit ja P~! permutoi oikealta kerrottuna sen sarakkeet. Permutoiminen siis vastaa
graafin solmujen uudelleen numeroimista.

Yhtendisyys méadrittdd ekvivalenssirelaation joukossa V, joten V jakautuu ekviva-
lenssiluokkiin Vi, . . ., V. Nama solmujoukot indusoivat yhtendiset aligraafit G 1, . . . , G.
Graafin solmut voidaan numeroida siten, ettd ensimmaéisend on aligraafin G| solmut,
toisena aligraafin G, solmut ja niin edelleen. Tuloksena saadaan lohkodiagonaali-

sessa muodossa oleva vierusmatriisi. m|

Apulause 2.3. Matriisin A € R™" ominaisarvoille A; on voimassa

i /ll' = tI'(A).
i=1

Todistus. Ks. [2, s. 24] O



3 Yleisia tuloksia vierusmatriiseille

Graafin spektriksi kutsutaan sen vierusmatriisiin spektrid, joka koostuu matriisin
ominaisarvoista monikertoineen. Spektrid ja erityisesti suurinta ominaisarvoa tar-
kastelemalla saadaan selville varsin paljon hyodyllisti tietoa graafin ominaisuuksis-
ta.

Suuntamattoman, yksinkertaisen graafin vierusmatriisi on aina reaalinen ja sym-
metrinen, joten sen ominaisarvot ovat my0Os reaalisia. Vierusmatriisi on my0ds aina
diagonalisoituva, joten sen jokaisella ominaisarvolla on yhtd suuri algebrallinen ja
geometrinen kertaluku. Voidaan siis lyhyesti puhua ominaisarvon kertaluvusta.

Graafin G ominaisarvon A kertaluvusta kdytetdan merkintdd m(A). Vierusmat-
riisin A(G) pienimmistd ominaisarvosta kdytetdan merkintdd A(G) ja suurimmasta

merkintdd A(G). Graafin spektri on vield syytd midritelld tdsmallisesti:

Miiritelma 3.1 (vrt. [3, s. 36]). Olkoot A;, i = 1,...,n matriisin A ominaisarvot
suuruusjirjestyksessd. Merkitddn 4 = 4; < --- < A, = A. Graafin G spektri on sen

vierusmatriisin A ominaisarvojen joukko monikertoineen:

A ... i .. A
Spec(G) = .
m(d) ... m(A;) ... m(A)
Suurinta ominaisarvoa A kutsutaan graafin G spektraalisciteeksi.

Graafin ominaisarvojen avulla saadaan muun muassa tietoa graafin rakenteesta.

Lause 3.1. Olkoon G = (V, E) graafi ja A; sen ominaisarvot. Tdlloin

@) )
D=0,
i=1
(ii)
Zn: 2 =2|E| ja
i=1
(iii)

A} = 6k,

i=1

missd k on graafissa G olevien kolmioiden lukumdicirid.



Todistus (vrt. [3, s. 37]). Olkoon A = A(G).

(i) Graafissa G ei ole luuppeja, joten sen vierusmatriisin jilki on 0. Lauseen 2.3

perusteella siis 3, 4; = tr(A) = 0.

(ii) Lauseen 2.1 perusteella matriisin A% diagonaalilla on graafin G solmujen
asteet. Koska Av = ;v = Afv = ﬂfv kaikilla k € Z,, niin lauseen 2.3
perusteella

Z 2 =tr(A?) = Z deg(v) = 2|E|.
i=1

veVv

(iii) Edelleen lauseen 2.1 perusteella matriisin A® diagonaalialkiot kertovat kus-
takin solmusta ldhtevien kolmisdrmdisten polkujen eli kolmioiden maérin.
Koska jokainen kolmio koostuu kolmesta eri solmusta ja jokaisessa diago-
naalialkiossa esiintyy sama, eri suuntiin kulkeva kolmio kahteen kertaan, niin

kolmioiden maara on

josta saadaan

O

Silloin kun graafin ominaisarvojen laskeminen on hankalaa, voi olla mielekkddm-
pad laskea niille pelkkii yla- ja alarajoja. Erds apuviline nédiden rajojen 10ytdmiseen

on niin kutsuttu Rayleigh’n osamééra.

Mairitelma 3.2 (vrt. [3, s. 161]). Olkoon A symmetrinen n X n-matriisi ja v =
(vi,...,vy) € R". Lukua
VTAV  2i 1 Gijviv)

R(4,v) = vy nov?
= l

kutsutaan vektorin v Rayleigh’n osamdidirdksi matriisin A suhteen. Jos sekaannuksen

vaaraa ei ole, merkitddn R(A,v) = R(V).

Rayleigh’n osamiiri osoittautuukin pian erittdin hyodylliseksi tyokaluksi, silld

sitd rajoittaa ylhadltd matriisin suurin ominaisarvo ja alhaalta sen pienin ominaisarvo.

Lause 3.2. Jos A on symmetrinen matriisi, niin kaikilla v € R"\{0} on voimassa

A= A(A) < R(v) < A(A) = A.



Lisciksi

A=R(V) tai A=R(v),
jos ja vain jos v on ominaisarvoa A tai A vastaava ominaisvektori.

Todistus (vrt. [3, s. 161-162]). Olkootuy, ..., u, maksimaalinen ortonormaali jouk-
ko matriisin A ominaisvektoreita, joka samalla muodostaa ortonormaalin kannan
vektoriavaruudelle R”. Valitaan mielivaltainen lineaarikombinaatio v = Z?:l a;u;,

jolloin

n T n T n 2
R( ) vIAv =1 au,; Aaju; =1 i, A i=1 /lia/l.
V)= = = = .
n T n T
viv o W o 2o aul au; na?

Tasta seuraa, etta

nAat asa <A

A=—— < R(v) £ A.
?:1011'2 v

Jos v on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, niin

vIAv  Vv'Av

= A.
viv viv

R(v) =

Jos v puolestaan ei ole ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, niin matriisilla A
on ainakin kaksi erisuurta ominaisarvoa eli 4 < A ja A < R(v) < A. Pienimmén

ominaisarvon A tapaus todistetaan vastaavasti.

]
Seuraus 3.1. Graafille G on voimassa A(G) > O.
Todistus. Olkoon v = (1,...,1) = 1 ja n graafin G solmujen médird. Koska A =
A(G) on epénegatiivinen ja se ei ole nollamatriisi, niin lauseen 3.2 perusteella
1TA1 X0 aij
A(G) 2 R(A,v) = = — 0
]

Seuraavat kaksi lausetta esitetddn yleensa osana niin kutsuttua Perronin—Frobeniuksen
lausetta, joka on eris keskeisimmisti tuloksista graafien spektraaliteoriassa. Lauseen
tarkka sisdlto vaihtelee hieman eri lahteiden vililld. Alun perin lause késitteli vain
positiivisia matriiseja, mutta siitd kehiteltiin myohemmin yleisempi versio myos epa-
negatiivisille matriiseille. Tami epinegatiivisten matriisien versio on luonnollisesti

hyodyllisempi graafiteoriassa, sillé sitd voidaan soveltaa vierusmatriiseihin.
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Lause 3.3. Olkoon A symmetrinen ja epdnegatiivinen matriisi. Olkoon A = A(A),
A=A(A)jav = (vi,...,v,) € R" ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Télloin

[v| = (|vil,...,|val) on myos ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori ja || < A.

Todistus (vrt. [3, s. 162]). Koska a;; > O kaikilla i, j € {1,...,n}, niin médritel-
mén 3.2 mukaisesti R(|w|) > R(w) ja R(|]w|) > O kaikilla w € R". Lauseen 3.2

perusteella

R(lw|) <A & —R(|w|) = -A = —-R(|w|) < R(w).
Kun
(%) Aw = Aw,

niin edelleen

A <-R(w) <12 R(w) < R(Iw|) < A

jasiis |1] < A.
Jos v on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, niin A = R(v) < R(]v|) < A.
Téstd saadaan jdlleen lauseen 3.2 avulla piiteltyid, ettd myOs |v| on ominaisarvoa A

vastaava ominaisvektori. m]

Lause 3.4. Olkoon G yhtendinen graafi. Tdlloin graafin G suurin ominaisarvo A on
vksinkertainen. Lisdiksi ominaisarvoa A vastaavan jokaisen ominaisvektorin alkiot

ovat nollasta poikkeavia ja keskendicin saman merkkisid.

Todistus (vrt. [3, s. 162-163]). Koska G on yhtendinen, niin lauseen 2.2 perusteella

sen vierusmatriisia A ei voi esittdd lohkodiagonaalisessa muodossa.

(a) Osoitetaan ensin, ettd vektorin v alkiot ovat nollasta poikkeavia, kun Av = Av.

Tehdéén vastaoletus, ettd vektorilla v = (vq,..., Vs, Vssl,...,V,) on nollan
suuruisia alkioita. Graafin G solmut voidaan numeroida siten, ettd vy, ..., VvV, =
0. Lauseen 3.3 perusteella A|v| = A|v|, joten

n
Za,-‘, v;|=Alvi|=0 kaikillai=s+1,...,n.
j=1

11



(b)

()

Auki kirjoitettuna siis

arl dais ain [vi] [vil

S N e R L A [vsl
A(s+1)1 -+ A(ssl)s --- A(ssDa| | O 0

anl . Apns .« .. A 0 0

Koska A on epédnegatiivinen ja alkiot |v;|, i < s ovat positiivisia, niin matriisin
vasemmassa alakulmassa on nyt nollista koostuva lohko. Koska A on sym-
metrinen, niin sama patee myos matriisin oikeaan ylikulmaan. Tall6in A olisi

kuitenkin lohkodiagonaalimuodossa, miki on ristiriita.

Nyt osoitetaan, ettd kaikilla vektorin v alkioilla on sama etumerkki. Merkitdan

Ni(v) :={i|vi > 0},
N_(v) ={jv; <0},

jolloin kohdan (a) perusteella
N.i(v) UN_(v) ={1,...,n}
Lauseiden 3.2 ja 3.3 perusteella A = R(v) = R(]v]), eli

Zaijvivj = Zaij|vi||vj|-

Kuni € Ni(v)jaj € N_(v), niin selvisti a;; = 0, kun v;v; < 0. Tdma tuottaisi

jélleen lohkodiagonaalisen matriisin. Siispd N.(v) = @ tai N_(v) = 0.

Jotta m(A) > 1, niin tdytyisi olla olemassa ominaisarvoa A vastaava omi-
naisvektori u, joka on ortogonaalinen vektorin v kanssa eli u - v = 0. Tilloin
vektorilla u tdytyisi olla sekd negatiivisia ettd positiivisia alkioita. Tdma ei ole

kohdan (b) perusteella mahdollista, joten A on yksinkertainen ominaisarvo.

O

Minki tahansa graafin suurin ominaisarvo on siis positiivinen, sitid vastaa epéane-

gatiivinen ominaisvektori ja sen vastaluku antaa alarajan graafin pienimmélle omi-

naisarvolle. Yhteniiselld graafilla suurin ominaisarvo on liséksi yksinkertainen ja

sitd vastaa positiivinen ominaisvektori.

12



Graafin suurimmasta ominaisarvosta saadaan myos ylé- ja alarajat graafin minimi-

ja maksimiasteille.

Lause 3.5. Olkoon G = (V, E) n-solmuinen graafi, jonka suurin ominaisarvo on A

sekd 0 sen minimiaste, d keskimdcdirdinen aste ja A maksimiaste. Tdlloin
0<d< AL A

Todistus (vrt. [3,s. 171]). Olkoon A = A(G) jau = 1. Lauseen 3.2 perusteella
u'Au  1TA1 Y ,cydeg(v)

A >
~ u'u 171 n

d>0.

Olkoon x = (xy,...,X,) ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, jonka alkioi-
den voidaan lauseen 3.3 perusteella olettaa olevan epinegatiivisia. Koska ominais-
vektori ei voi olla nollavektori, niin vektorin x suurin alkio on positiivinen. Merkitdin
Xp = max{xy,...,x,}. Nyt

n

n
Ax, = (AXx), = Zapjxj < xp Zapj < xpd.

J=1 J=1

Siispd A < 4. O

Esimerkki 3.1. Petersenin graafin P spektri on

-2 1 3
Spec(P):(4 5 1).

Kuva 3.1. Petersenin graafi.

Ominaisarvoista saadan lauseen 3.1 mukaisesti laskettua graafin sirmien maird

1 1
5(32+5-12+4-(—2)2):5(9+5+16): 15

13



ja kolmioiden maari

1 1
8(33+5-13+4-(—2)3): 8(27+5—32):0.

Huomataan, ettd suurin ominaisarvo 3 on yksinkertainen ja ettd pienimmaélle omi-

naisarvolle on voimassa |1(P)| = |-2| < 3 = A(P). Lisiksi graafin keskimaérdinen

aste ja maksimiaste on 3 = A(P).

Seuraavasta lauseesta kdy ilmi, ettd graafin suurin ominaisarvo ei kasva, kun siitd

poistetaan sdrmid tai solmuja.

Lause 3.6. Olkoon H graafin G aligraafi. Tdlloin A(H) < A(G). Jos H on solmuin-
dusoitu aligraafi, niin tilloin lisiksi A(G) < A(H).

Todistus (vrt. [3, s. 169]). Aligraafin muodostuksen voi jakaa kahteen vaiheeseen:

6]

2)

Oletetaan, ettd H on muodostettu graafista G poistamalla p solmua ilman, ettid
jdljelle jddvien solmujen vilisid sdrmid on poistettu. Graafi H on télldin sol-
muindusoitu aligraafi. Numeroidaan graafin G solmut siten, ettid poistettavat
solmut ovat siind viimeisend. Merkitddn m = n — p. Matriisi A(H) € R™"™
saadaan nyt matriisista A(G) € R™" poistamalla siitd p viimeistd rivid ja
saraketta. Olkoon v = (vy,...,vy),||v|| = 1 graafin H ominaisvektori, joka
vastaa ominaisarvoa A(H) jaVv = (¥1,...,9,) = (vi,...,vn,0,...,0). Kédy-
tetdéin merkintdd a;;,i, j = 1,...,n matriisin A(G) alkioista. Lauseen 3.2 ja

madritelmén 3.2 perusteella nyt

m n
A(H)=R(A(H),v) = Z ajjvivj = Z a;jviv; = R(A(G),V) < A(G).
Q=1 ij=1

Vastaavasti, kun u on ominaisarvoa A(H) vastaava ominaisvektori ja @t =

A

(fty, ... 0,) = (uy,...,up,0,...,0),niin

A(G) < R(A(G),0) = R(A(H),u) = A(H).

Oletetaan, ettd H on muodostettu graafista G poistamalla pelkkié sarmid. Mat-
riisit A(G) ja A(H) pysyvit nyt saman kokoisina. Todistetaan viite induktiolla

poistettujen sirmien lukumaéérian suhteen.

Perusaskel. Olkoon H = G\ e, missd e = {x;,x;} € E(G). Olkoon v

(vi, ..., vy) graafin H ominaisvektori, joka vastaa ominaisarvoa A(H) ja || v||
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1. Lauseen 3.3 nojalla v; > O kaikillal =1, ..., n. Lauseen 3.2 ja mééritelmin

3.2 perusteella talloin

A(H) = R(A(H),v) = R(A(G),V) = 2v;v; < R(A(G),v) < A(G).

Induktioaskel. Tehddin induktio-oletus, ettd A(H) < A(G), kun graafi H on
muodostettu graafista G poistamalla p sarmdi. Olkoon nyt F = H \ e, missd
e = {x;,x;} € E(H). Olkoon u ominaisarvoa A(F) vastaava ominaisarvo ja

[[u| = 1. Jélleen

A(F) = R(A(F),u) = R(A(H),u) — 2uju; < R(A(H),u) < A(H) < A(G).
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4 Erikoisia graafeja

Téssd luvussa tarkastellaan sddnnollisid ja kaksijakoisia graafeja. Molemmat ovat
suhteellisen yksinkertaisia graafeja, joten niiden spektreistd saadaan luonnollisesti

selville yksityiskohtaisempaa tietoa.

4.1 Sainnolliset graafit

Graafi on k-sddnnollinen, jos sen jokaisen solmun aste on k. Seuraava lause osoittaa,

ettd k-sadnnollisyys on mahdollista nihda graafin spektrista.

Lause 4.1. Olkoon G graafi ja A = A(G). Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:
(1) Graafi G on k-sddnnoéllinen,
(i) A=k,

(iii) v=(1,...,1) on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori.

Lisdiksi graafilla G on tdsmdlleen r = m(A) komponenttia.

Todistus (vrt. [3,s. 164]). (i) = (ii): Koska G on k-sdannollinen, niin sen vierus-
matriisin A jokaisen rivin summa on k, eli Av = kv, kunv = (1,...,1). Télloin k
on vektoria v vastaava ominaisarvo. Koska k on graafin G keskimairiinen aste ja
maksimiaste, niin lauseen 3.5 perusteella k < A < keli A = k.

(i) = (iii): Kunv = (1, ..., 1), niin

k = %Zaij = R(V).

Lauseen 3.2 perusteella v on nyt ominaisarvoa A = k vastaava ominaisvektori.

(iii) = (i): Oletuksen nojalla Av = Av. Koska v = 1 on ominaisarvoa A vastaava
ominaisvektori, niin jokaiselle riville 7 on voimassa Z;le a;; = A. Titen jokaisen
solmun aste on A.

Jos G on yhtendinen, niin lauseen 3.4 perusteella m(A) = 1. Jos G ei ole yhtenéi-
nen, niin sen jokaisella yhtendiselld komponentilla on yksinkertainen ominaisarvo

A = k. Yhteensi siis m(A) = r, kun graafilla G on r komponenttia.
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Sadnnollisen graafin ominaisarvoista saadaan pédteltyd myos sen komplementti-

graafin ominaisarvot.

Lause 4.2. Olkoon G k-sddnnollinen graafi, jolla on n solmua ja jonka ominaisarvot
ovat k = A1,2a,...,A,. Tdlloin graafilla G ja sen komplementtigraafilla G on
samat ominaisvektorit, ja komplementtigraafin G ominaisarvot ovatn — 1 — k, -1 —

Aay oo, =1 =2,

Todistus (vrt. [3, s. 91]). Komplementtigraafin G vierusmatriisi on A(E) =J-1-
A(G), missd J on n X n-ykkosmatriisi ja I on n X n-identiteettimatriisi. Olkoon
{uy,...,u,} ortonormaali joukko matriisin A(G) ominaisvektoreita. Lauseen 4.1
perusteella voidaan valita u; = (1,...,1). Komplementtigraafi G on (n — 1 — k)-
saannollinen, joten u; on myos sen ominaisvektori vastaten ominaisarvoan — 1 — k.

Kun 2 < i < n, niin ominaisvektori w; = (u;q,...,u;,) on ortogonaalinen

vektorin u; kanssa ja siis u;; + - - - + u;, = 0. Tastd saadaan laskettua
AG)a; = (J-1-AG)w; =0 —w; — Lu; = (=1 — )u,.
Siispi u; on graafin A(G) ominaisvektori, ja sitd vastaa ominaisarvo —1 — ;. O

Graafi on tdydellinen, jos sen jokaisesta solmusta lihtee sarma kaikkiin muihin

solmuihin. Tdydellisen graafin K,, spektri on varsin helppo maérittia.

Lause 4.3. Tdydelliselle graafille K, on voimassa

-1 n-1
n-1 1]

Todistus (vrt. [3, s. 39]). Tarkastellaan matriisin A = A(K),) karakteristista polyno-

Spec(Ky) =

mia hyodyntéden rivi- ja sarakemuunnoksia seké ylikolmiomatriisin determinantin

laskusaantoa:

AT - A
A -1 ... ... -
-1

-1
-1 -1 A
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A -1 ... ... -1
-1-4 A4+1 0 ... 0
(vdhennetéén rivi 1 muista riveistd) 0
0
-1-4 0 .. 0 a+1
-n-1)+4 -1 ... ... -1
0 A+1 0 ... 0
(lisdtadn sarakkeet 2_n sarakkeeseen 1)
0
0 cer .. 0 A+1

=(-(n-D+)+1)""

Nihdiin, ettd —1 on (n—1)-kertainen nollakohta ja n—1 on yksinkertainen nollakohta.

O

4.2 Kaksijakoiset graafit

Graafi on kaksijakoinen, kun sen solmut voidaan jakaa kahteen erilliseen osajoukkoon
siten, ettd jokaisen sdrmin paitesolmut kuuluvat eri osajoukkoihin. Kaksijakoinen
graafi on tdydellinen, kun kahden solmun vililld on sdrmé tdsmélleen silloin, kun
solmut kuuluvat eri osajoukkoihin.

Seuraava lause antaa kitevin tyokalun yhtendisen graafin kaksijakoisuuden sel-

vittamiseen.

Lause 4.4. Olkoon G yhtendinen graafi ja A(G) =11 < --- < A, = A(G) sen

ominaisarvot. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdavid:
(1) Graafi G on kaksijakoinen,
(i1) A; = —Aus1-i, eli jokaista ominaisarvoa A; kohti myés —A; on ominaisarvo,
(iii)) A(G) = -A(G).
Lisdksi m(A;) = m(—=2;).

Todistus (vrt. [3, s. 173-174]). (i) = (ii): Olkoon {x1, ..., x5}, {Xs+1,...,X,} graa-
fin G jako. Kaksijakoisen graafin vierusmatriisi on muotoa

0 B
BT 0

o
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missd a;; =0,kuni,j < sjakuni,j > s+1.

Olkoon A ominaisarvo ja v sitd vastaava ominaisvektori, eli

n
Zi:s+1 allvl vl
n
Ay = i=s+1 AsiVi -1 Vs
S
Z,-ZI A(s+1)iVi Vs+1
N
Zizl AniVi Vn

Tastd nahddan, ettd Vv = (vy,..., Vg, —Vgil, ..., —V,) ON ominaisarvoa —A vastaava
ominaisvektori.

Kuvaus v +— ¥ on isomorfismi ominaisavaruuksien Eig(G, 1) ja Eig(G,—A1)
vililld. Koska A on diagonalisoituva, niin dim(Eig(G, 1)) = m(4) kaikilla ominai-
sarvoilla A. Taten m(A) = m(—A) kaikilla A.

Kohta (iii) seuraa suoraan kohdasta (i1).

(iii)) = (1): Kun Av = A;v, voidaan olettaa, ettd ||v|| = 1. Oletuksen perusteella

nyt R(v) = }  a;jv;v; = 11 = —A,. Kolmioepdyhtilon perusteella

ROV = ) aijlvil vyl = [ agjviv;| = IRV
ja lauseen 3.2 perusteella
R(Iv]) < 4, = |R(V)|,

eli

(%) Zai_/|vi||"j| = ‘Z aijvivjl.

Nyt |v| on ominaisarvoa A, vastaava ominaisvektori, ja lauseen 3.4 perusteella

sen kaikki alkiot ovat nollasta poikkeavia. Télloin vektorin v alkiot vy,...,v ja
Vstls - - - » V Ovat vastakkaista merkkid ja s # 0, n, koska eri ominaisarvoja vastaavat
ominaisvektorit ovat symmetrisen matriisin tapauksessa ortogonaaliset. Toisaalta
yhtdsuuruus (*) on mahdollinen vain, jos yhtdlon oikean puolen summan sisallé ei

ole erimerkkisid termejd. On kaksi vaihtoehtoa:

*a;;=0,kunv;v; <0O,elikuni < sjaj > staii > sjaj < s. Matriisi A on

talloin muotoa

A= ,
0

eli G on epidyhtendinen. Tdma on ristiriita, silld G on oletuksen mukaan yhte-

nédinen.
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* a;;=0,kunv;v; > 0,elikuni, j < staii, j > s. Matriisi A on tdll6in muotoa
0
() b

Siispd G on kaksijakoinen. O

A=

eli G on kaksijakoinen.

Samaan tapaan kuin tdydellisten graafien tapauksessa, saadaan tdydellisen kak-

sijakoisen graafin spektri yleistettyi.

Lause 4.5. Tdydelliselle kaksijakoiselle graafille K, , on voimassa

~Vpa 0 ypa)

1 p+g-2 1

Spec(K, 4) = (

Todistus (vrt. [3, s. 39]). Tidydellisen kaksijakoisen graafin K, , vierusmatriisi on

muotoa
0o J

JT 0

b

missd J on p X g-ykkOsmatriisi. Vierusmatriisilla on nyt vain kaksi lineaarises-
ti riippumatonta rivi, eli ominaisarvon 0 kertaluku on m(0) = p + ¢ — 2. Nol-
lasta poikkeavia ominaisarvoja on siis tdsmilleen kaksi, ja lauseen 4.4 perusteella
A(K, ) = —A(K, ,). Koska lisdksi graafin K, ;, sdrmien lukuméiri on |E| = pq,

niin lauseen 3.1 perusteella saadaan

1 & 1 1
=— ) =V +A)=((-A)?+A)=A’ o A=-2= .
P4 2;,2(+>2<(>+) o Nz
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