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Tässä tutkielmassa määritellään lokalisaatio kokonaisalueille ja osoitetaan, että koko-
naisalueiden lokalisaatiot ovat kokonaisalueita. Tämän jälkeen tarkastellaan jakokun-
tia ja todistetaan, että kokonaisalueen jakokunta on isomorfiaa vaille yksikäsitteinen.
Lisäksi todetaan, että kokonaisalueen muut lokalisaatiot ovat sen jakokunnan ali-
renkaita. Lopuksi tutkitaan ideaaleja ja osoitetaan, että lokalisaatio käyttäytyy hyvin
ideaalien yhteen- ja kertolaskun suhteen.
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1 Johdanto

Tässä tutkielmassa tarkastellaan kommutatiivisen algebran työkalua, lokalisaatiota,
rajoitettuna kokonaisalueisiin. Aluksi määritellään lokalisaatio ja multiplikatiiviset
systeemit, joiden suhteen lokalisaatio tehdään. Lokalisaation avulla syntyy algebral-
linen rakenne, jossa on enemmän kääntyviä alkioita kuin alkuperäisessä. Osa näistä
alkioista on kuitenkin samoja keskenään, joten näiden samastamiseksi määritellään
ekvivalenssirelaatio. Tämän jälkeen osoitetaan, että kokonaisalueen lokalisaation tu-
loksena syntyvä algebrallinen rakenne on itsekin kokonaisalue.

Seuraavaksi tarkastellaan lokalisaation erityistapauksia, jakokuntia, ja todiste-
taan, että kokonaisalueen jakokunta on isomorfiaa vaille yksikäsitteinen. Tämän jäl-
keen siirrytään tarkastelemaan kokonaisalueiden muita lokalisaatioita, ja todetaan,
että ne ovat kyseisen kokonaisalueen jakokunnan alirenkaita. Lisäksi multiplikatiivis-
ten systeemien sulkeumia tutkimalla havaitaan, että eri multiplikatiivisten systeemien
suhteen tehdyt lokalisaatiot voivat olla samat.

Lopuksi tarkastellaan ideaaleja ja lokalisaatiota ideaalien suhteen. Ideaaleille
määritellään summa ja tulo ja todistetaan, että ideaalien summa ja tulo ovat itse-
kin ideaaleja. Tämän jälkeen todetaan, että lokalisaatio käyttäytyy hyvin ideaalien
yhteen- ja kertolaskun suhteen.

Lukĳan odotetaan tuntevan algebran perusteet. Erityisesti kokonaisalueiden, kun-
tien, rengashomomorfismien ja ideaalien käsitteiden tuntemus on tarpeen. Pääasialli-
sina lähteinä ovat toimineet Judsonin teos Abstract Algebra: Theory and Applications
[4], Blandin teos The Basics of Abstract Algebra [2], Aitkenin artikkeli Localization
in Integral Domains [1] ja Gathmannin luentomateriaali Commutative Algebra [3].
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2 Lokalisaatio

Tämän luvun lähteinä ovat toimineet Andreas Gathmannin luentomateriaali Com-
mutative Algebra [3] sekä Judsonin teos Abstract Algebra: Theory and Applications
[4].

Lokalisaatio on tärkeä työkalu kommutatiivisessa algebrassa. Sen avulla on mah-
dollista muuttaa rengasta koskeva ongelma joukoksi helpommin ratkaistavia ongel-
mia. Käsiteltäessä rengasta, joka ei ole kunta, vaikeuksia saattaa aiheuttaa se, etteivät
kaikki alkiot ole kääntyviä. Lokalisaation avulla voidaan tehdä useammista alkioista
kääntyviä luomalla niistä murtolukuja. Juuri tällä tavalla kokonaislukujen renkaasta
saadaan muodostettua rationaalilukujen kunta.

Lokalisaatio voidaan määritellä yleisesti renkaille, mutta tällöin murtolukujen
nimittäjään päätyvät nollantekĳät aiheuttavat hankaluuksia. Tässä työssä keskitytään
yksinkertaisempaan tilanteeseen, jossa lokalisoidaan kokonaisalueita.

Jatkossa merkitään käsiteltävää kokonaisaluetta merkinnällä 𝑅 ja sen osajoukkoa,
jonka alkioista halutaan tehdä kääntyviä, merkinnällä 𝑆. Lokalisaatio muodostetaan
yksinkertaisesti joukkona 𝑆−1𝑅, joka sisältää kaikki murtoluvut, joissa jokin koko-
naisalueen 𝑅 alkio on osoittajassa ja jokin joukon 𝑆 alkio nimittäjässä.

Jotta lokalisaatio 𝑆−1𝑅 olisi yhteen- ja kertolaskun suhteen suljettu, kun nämä
myöhemmin määritellään lokalisaatioille, täytyy joukon 𝑆 olla kertolaskun suhteen
suljettu. Lisäksi halutaan, että 0 ∉ 𝑆, jotta nollalla jakoa ei pääse tapahtumaan.

Määritelmä 2.1. [1, s. 2] Kokonaisalueen 𝑅 osajoukkoa 𝑆 kutsutaan multiplikatii-
viseksi systeemiksi, jos 1 ∈ 𝑆, 0 ∉ 𝑆 ja 𝑆 on suljettu kertolaskun suhteen.

Renkaan 𝑅 osajoukko 𝑆 = 𝑅 \ {0} on multiplikatiivinen systeemi, sillä se on
renkaan määritelmän nojalla kertolaskun suhteen suljettu, 0 ∉ 𝑆 ja 1 ∈ 𝑆. Muita
multiplikatiivisia systeemejä käsitellään myöhemmin tässä tutkielmassa.

Lokalisaatiossa muodostuu usein alkioita, jotka halutaan samastaa keskenään.
Esimerkiksi rationaalilukuja muodostettaessa halutaan lukujen 1

2 ja 2
4 olevan samoja.

Samastamista varten tarvitaan seuraava relaatio.

Määritelmä 2.2. [4, s. 225] Olkoon 𝑅 kokonaisalue ja 𝑆 sen multiplikatiivinen
systeemi. Olkoot 𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅 ja 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆. Tällöin

(𝑟, 𝑠) ∼ (𝑟′, 𝑠′) ⇔ 𝑟𝑠′ = 𝑠𝑟′.
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Huomautus. Koska kokonaisalueissa kertolasku on liitännäinen, voidaan kokonais-
alueen 𝑅 alkioiden 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 tulo 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 kirjoittaa ilman sulkuja.

Lause 2.1. [4, s. 225] Määritelmän 2.2 mukainen relaatio on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Vrt. [4, s. 226]. Olkoon 𝑟 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ∈ 𝑆. Kokonaisalueen 𝑅 kertolas-
kun vaihdannaisuuden perusteella 𝑟𝑠 = 𝑠𝑟, joten (𝑟, 𝑠) ∼ (𝑟, 𝑠). Täten relaatio on
refleksiivinen.

Olkoot 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 ja 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Oletetaan, että (𝑟1, 𝑠1) ∼ (𝑟2, 𝑠2), jolloin 𝑟1𝑠2 =

𝑠1𝑟2. Kokonaisalueen 𝑅 kertolaskun vaihdannaisuuden perusteella 𝑟2𝑠1 = 𝑠2𝑟1, joten
(𝑟2, 𝑠2) ∼ (𝑟1, 𝑠1). Täten relaatio on symmetrinen.

Olkoot 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅 ja 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆. Oletetaan, että (𝑟1, 𝑠1) ∼ (𝑟2, 𝑠2) ja
(𝑟2, 𝑠2) ∼ (𝑟3, 𝑠3), jolloin 𝑟1𝑠2 = 𝑠1𝑟2 ja 𝑟2𝑠3 = 𝑠2𝑟3. Kertomalla näistä ensimmäinen
puolittain alkiolla 𝑠3 saadaan 𝑠1𝑟2𝑠3 = 𝑟1𝑠2𝑠3. Sĳoittamalla tähän 𝑟2𝑠3 = 𝑠2𝑟3 saadaan
𝑠1𝑠2𝑟3 = 𝑟1𝑠2𝑠3, mistä supistussäännön nojalla seuraa 𝑟1𝑠3 = 𝑠1𝑟3. Tällöin (𝑟1, 𝑠1) ∼
(𝑟3, 𝑠3). Täten relaatio on transitiivinen.

Koska relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, se on ekvivalens-
sirelaatio. □

Määritelmä 2.3. Merkitään alkion (𝑟, 𝑠) määritelmän 2.2 mukaisen ekvivalenssire-
laation ekvivalenssiluokkaa 𝑟/𝑠 ja näiden muodostamaa joukkoa

𝑆−1𝑅 = {𝑟/𝑠 | 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆} .

Joukkoa 𝑆−1𝑅 kutsutaan renkaan 𝑅 lokalisaatioksi multiplikatiivisen systeemin 𝑆
suhteen.

Varustetaan nyt joukko 𝑆−1𝑅 yhteen- ja kertolaskulla. Määritelmä on tuttu jo
peruskoulun matematiikan tunneilta.

Määritelmä 2.4. [4, s. 226] Olkoon 𝑅 kokonaisalue ja 𝑆 sen multiplikatiivinen
systeemi. Kun 𝑟1/𝑠1, 𝑟2/𝑠2 ∈ 𝑆−1𝑅, niin

𝑟1/𝑠1 + 𝑟2/𝑠2 = (𝑟1𝑠2 + 𝑠1𝑟2)/𝑠1𝑠2

ja
(𝑟1/𝑠1) · (𝑟2/𝑠2) = 𝑟1𝑟2/𝑠1𝑠2.

Lause 2.2. [4, s. 226] Määritelmän 2.4 mukaiset yhteen- ja kertolasku ovat hyvin
määritellyt.
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Todistus. Vrt. [4, s. 226]. Olkoon 𝑟/𝑠 = 𝑟′/𝑠′ ∈ 𝑆−1𝑅 ja 𝑡/𝑢 = 𝑡′/𝑢′ ∈ 𝑆−1𝑅, jolloin
𝑟𝑠′ = 𝑠𝑟′ ja 𝑡𝑢′ = 𝑢𝑡′. Kertomalla näistä ensimmäinen puolittain alkiolla 𝑢𝑢′ saadaan
𝑟𝑠′𝑢𝑢′ = 𝑠𝑟′𝑢𝑢′ ja toinen puolittain alkiolla 𝑠𝑠′ saadaan 𝑡𝑢′𝑠𝑠′ = 𝑢𝑡′𝑠𝑠′. Kun nämä
lasketaan puolittain yhteen, on tuloksena 𝑟𝑠′𝑢𝑢′ + 𝑡𝑢′𝑠𝑠′ = 𝑢𝑡′𝑠𝑠′ + 𝑠𝑟′𝑢𝑢′, mistä
yhteen- ja kertolaskun vaihdannaisuuden nojalla seuraa 𝑟𝑢𝑠′𝑢′ + 𝑠𝑡𝑠′𝑢′ = 𝑟′𝑢′𝑠𝑢 +
𝑠′𝑡′𝑠𝑢. Osittelulakeja käyttäen saadaan (𝑟𝑢 + 𝑠𝑡)𝑠′𝑢′ = (𝑟′𝑢′ + 𝑠′𝑡′)𝑠𝑢. Soveltamalla
tähän määritelmää 2.2 saadaan (𝑟𝑢 + 𝑠𝑡)/𝑠𝑢 = (𝑟′𝑢′ + 𝑠′𝑡′)/𝑠′𝑢′, mistä määritelmän
2.4 mukaan seuraa 𝑟/𝑠 + 𝑡/𝑢 = 𝑟′/𝑠′ + 𝑡′/𝑢′. Yhteenlasku on siis hyvin määritelty.

Kertomalla 𝑟𝑠′ = 𝑠𝑟′ puolittain alkiolla 𝑡𝑢′ saadaan 𝑟𝑠′𝑡𝑢′ = 𝑠𝑟′𝑡𝑢′. Kun tähän
sĳoitetaan oikealle puolelle 𝑡𝑢′ = 𝑢𝑡′, on tuloksena 𝑟𝑠′𝑡𝑢′ = 𝑠𝑟′𝑢𝑡′. Tällöin kokonais-
alueen 𝑅 kertolaskun vaihdannaisuuden perusteella 𝑟𝑡𝑠′𝑢′ = 𝑠𝑢𝑟′𝑡′, mistä määritel-
män 2.2 nojalla seuraa 𝑟𝑡/𝑠𝑢 = 𝑟′𝑡′/𝑠′𝑢′. Määritelmän 2.4 mukaan (𝑟/𝑠) · (𝑡/𝑢) =

(𝑟′/𝑠′) · (𝑡′/𝑢′), joten myös kertolasku on hyvin määritelty. □

Todistetaan seuraavaksi, että kokonaisalueen lokalisaatio on itsekin kokonaisalue.

Lause 2.3. [4, s. 226] Olkoon 𝑅 kokonaisalue ja 𝑆 sen multiplikatiivinen systeemi.
Tällöin (𝑆−1𝑅, +, ·) on kokonaisalue.

Todistus. Vrt. [4, s. 227]. Olkoot 𝑟1/𝑠1, 𝑟2/𝑠2, 𝑟3/𝑠3 ∈ 𝑆−1𝑅. Määritelmän 2.4 nojalla
𝑟1/𝑠1+𝑟2/𝑠2 = (𝑟1𝑠2+𝑟2𝑠1)/𝑠1𝑠2. Renkaan 𝑅 yhteen- ja kertolaskun vaihdannaisuu-
den perusteella saadaan (𝑟2𝑠1 + 𝑟1𝑠2)/𝑠2𝑠1 ja tästä jälleen määritelmän 2.4 nojalla
𝑟2/𝑠2 + 𝑟1/𝑠1. Täten (𝑆−1𝑅, +) on vaihdannainen.

Koska kokonaisalueen 𝑅 kertolaskun liitännäisyyden ja osittelulakien perusteella

𝑟1/𝑠1 + (𝑟2/𝑠2 + 𝑟3/𝑠3) = 𝑟1/𝑠1 + (𝑟2𝑠3 + 𝑠2𝑟3)/𝑠2𝑠3

= (𝑟1(𝑠2𝑠3) + 𝑠1(𝑟2𝑠3 + 𝑠2𝑟3))/𝑠1(𝑠2𝑠3)

= (𝑟1𝑠2𝑠3 + 𝑠1𝑟2𝑠3 + 𝑠1𝑠2𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠3

= ((𝑟1𝑠2 + 𝑠1𝑟2)𝑠3 + (𝑠1𝑠2)𝑟3)/(𝑠1𝑠2)𝑠3

= (𝑟1𝑠2 + 𝑠1𝑟2)/𝑠1𝑠2 + 𝑟3/𝑠3

= (𝑟1/𝑠1 + 𝑟2/𝑠2) + 𝑟3/𝑠3,

niin (𝑆−1𝑅, +) on liitännäinen.
Määritelmän 2.4 nojalla 0/1+𝑟/𝑠 = (0 · 𝑠+1 · 𝑟)/1 · 𝑠 = 𝑟/𝑠. Koska yhteenlaskun

vaihdannaisuus on jo todistettu, niin 𝑟/𝑠 + 0/1 = 𝑟/𝑠. Täten 0/1 on yhteenlaskun
neutraalialkio. Lisäksi määritelmän 2.4 nojalla 𝑟/𝑠 + (−𝑟)/𝑠 = (𝑟𝑠 + 𝑠(−𝑟))/𝑠𝑠, ja
koska kokonaisalueessa 𝑅 alkion 𝑟𝑠 vasta-alkio on−𝑟𝑠 = 𝑠(−𝑟), saadaan 0/𝑠𝑠.Koska
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0 ·1 = 0 = 𝑠𝑠 ·0, niin määritelmän 2.2 mukaan 0/1 ∼ 0/𝑠𝑠. Täten 𝑟/𝑠+ (−𝑟)/𝑠 = 0/1.
Yhteenlaskun vaihdannaisuuden vuoksi (−𝑟)/𝑠 + 𝑟/𝑠 = 0/1. Täten alkion 𝑟/𝑠 vasta-
alkio on (−𝑟)/𝑠.

Määritelmän 2.4 nojalla (𝑟1/𝑠1) · (𝑟2/𝑠2) = 𝑟1𝑟2/𝑠1𝑠2. Kokonaisalueen 𝑅 kerto-
laskun vaihdannaisuuden perusteella saadaan 𝑟2𝑟1/𝑠2𝑠1 ja tästä jälleen määritelmän
2.4 nojalla (𝑟2/𝑠2) · (𝑟1/𝑠1). Täten (𝑆−1𝑅, ·) on vaihdannainen.

Koska määritelmän 2.4 ja kokonaisalueen 𝑅 kertolaskun liitännäisyyden perus-
teella

((𝑟1/𝑠1) · (𝑟2/𝑠2)) · (𝑟3/𝑠3) = (𝑟1𝑟2/𝑠1𝑠2) · (𝑟3/𝑠3)

= (𝑟1𝑟2)𝑟3/(𝑠1𝑠2)𝑠3

= 𝑟1(𝑟2𝑟3)/𝑠1(𝑠2𝑠3)

= (𝑟1/𝑠1) · (𝑟2𝑟3/𝑠2𝑠3)

= (𝑟1/𝑠1) · ((𝑟2/𝑠2) · (𝑟3/𝑠3)),

niin (𝑆−1𝑅, ·) on liitännäinen.
Koska (𝑟/𝑠) · (1/1) = (𝑟 · 1)/(𝑠 · 1) = 𝑟/𝑠 ja vaihdannaisuuden perusteella

(1/1) · (𝑟/𝑠) = 𝑟/𝑠, niin 1/1 on kertolaskun neutraalialkio.
Määritelmän 2.4 ja kokonaisalueen 𝑅 osittelulakien perusteella

(𝑟1/𝑠1) · (𝑟2/𝑠2 + 𝑟3/𝑠3) = (𝑟1/𝑠1) · (𝑟2𝑠3 + 𝑠2𝑟3/𝑠2𝑠3)

= (𝑟1(𝑟2𝑠3 + 𝑠2𝑟3))/𝑠1𝑠2𝑠3

= (𝑟1𝑟2𝑠3 + 𝑟1𝑠2𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠3

= ((𝑟1𝑟2𝑠3 + 𝑟1𝑠2𝑟3) · 1)/((𝑠1𝑠2𝑠3) · 1)

= ((𝑟1𝑟2𝑠3 + 𝑟1𝑠2𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠3) · (1/1).

Koska 1 · 𝑠1 = 𝑠1 · 1, niin määritelmän 2.2 nojalla 1/1 ∼ 𝑠1/𝑠1, joten

((𝑟1𝑟2𝑠3 + 𝑟1𝑠2𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠3) · (1/1) = ((𝑟1𝑟2𝑠3 + 𝑟1𝑠2𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠3) · (𝑠1/𝑠1).

Määritelmän 2.4 ja kokonaisalueen 𝑅 osittelulakien ja kertolaskun vaihdannaisuuden
perusteella

((𝑟1𝑟2𝑠3 + 𝑟1𝑠2𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠3) · (𝑠1/𝑠1) = (𝑟1𝑟2𝑠1𝑠3 + 𝑠1𝑠2𝑟1𝑟3)/𝑠1𝑠2𝑠1𝑠3

= 𝑟1𝑟2/𝑠1𝑠2 + 𝑟1𝑟3/𝑠1𝑠3

= (𝑟1/𝑠1) · (𝑟2/𝑠2) + (𝑟1/𝑠1) · (𝑟3/𝑠3).
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Täten vasemmanpuoleinen osittelulaki pätee. Koska vaihdannaisuus on jo todistettu,
myös oikeanpuoleinen osittelulaki pätee.

Olkoon (𝑟1/𝑠1) · (𝑟2/𝑠2) = 0, jolloin määritelmän 2.4 nojalla (𝑟1𝑟2)/(𝑠1𝑠2) = 0.
Tämä toteutuu vain, kun 𝑟1𝑟2 = 0. Koska 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 ja 𝑅 on kokonaisalue, tulon
nollasääntö pätee, joten 𝑟1 = 0 tai 𝑟2 = 0. Nollantekĳöitä ei siis ole.

Yllä olevan perusteella (𝑆−1𝑅, +, ·) on kokonaisalue. □

Koska 1 ∈ 𝑆 kaikilla multiplikatiivisilla systeemeillä 𝑆, niin jokaista 𝑟 ∈ 𝑅

kohden on lokalisaatiossa 𝑆−1𝑅 alkio 𝑟/1. Osoitetaan seuraavaksi, että kuvaus, joka
kuvaa alkion 𝑟 alkiolle 𝑟/1, on injektiivinen homomorfismi eli upotus.

Lause 2.4. [3, s. 53] Olkoon 𝑅 kokonaisalue ja 𝑆−1𝑅 sen lokalisaatio. Tällöin kuvaus

𝜙 : 𝑅 → 𝑆−1𝑅, 𝜙(𝑟) = 𝑟/1

on upotus.

Todistus. Vrt. [4, s. 227]. Osoitetaan ensin, että 𝜙 on hyvin määritelty. Olkoot 𝑟, 𝑟′ ∈
𝑅 ja olkoon 𝑟 = 𝑟′. Tällöin 𝜙(𝑟) = 𝑟/1 = 𝑟′/1 = 𝜙(𝑟′), joten 𝜙 on hyvin määritelty.

Osoitetaan sitten, että 𝜙 on rengashomomorfismi. Olkoot 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅. Ensinnäkin
𝜙(1) = 1/1 = 1. Lisäksi

𝜙(𝑟 + 𝑠) = (𝑟 + 𝑠)/1 = 𝑟/1 + 𝑠/1 = 𝜙(𝑟) + 𝜙(𝑠)

ja
𝜙(𝑟𝑠) = 𝑟𝑠/1 = (𝑟/1) · (𝑠/1) = 𝜙(𝑟) · 𝜙(𝑠).

Täten 𝜙 on rengashomomorfismi.
Osoitetaan vielä, että 𝜙 on injektio. Olkoon 𝜙(𝑟) = 𝜙(𝑠). Tällöin 𝑟/1 = 𝑠/1, joten

𝑟 = 𝑠. Täten 𝜙 on injektio.
Koska 𝜙 on rengashomomorfismi ja injektio, se on upotus. □

Koska kokonaisalue uppoaa lokalisaatioonsa, lokalisaatio sisältää siitä isomorfi-
sen kopion.

Seuraus 2.1. [5, s. 202] Lokalisaatio 𝑆−1𝑅 sisältää isomorfisen kopion kokonaisa-
lueesta 𝑅.

Todistus. Vrt. [5, s. 202]. Olkoon 𝑆′−1𝑅 =
{︁
𝑟/1 ∈ 𝑆−1𝑅

}︁
, ja olkoon 𝜙 : 𝑅 →

𝑆′−1𝑅, 𝜙(𝑟) = 𝑟/1. Lauseen 2.4 todistuksessa on jo osoitettu, että 𝜙 on injektiivinen
homomorfismi. Kun sen maalĳoukkona on 𝑆′−1𝑅, se on myös surjektio, joten se on
isomorfismi. Täten 𝑅 ≅ 𝑆′−1𝑅. Koska 𝑆′−1𝑅 ⊆ 𝑆−1𝑅, niin 𝑆−1𝑅 sisältää isomorfisen
kopion kokonaisalueesta 𝑅. □
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2.1 Jakokunnat

Innoituksena jakokuntiin perehtymiselle ovat toimineet Ari Virtasen tehtävänannot
kurssilla Johdatus matemaattiseen päättelyyn ja lukuteoriaan. Tämän aliluvun läh-
teenä on käytetty Blandin teosta The Basics of Abstract Algebra [2].

Kun kokonaisalue 𝑅 lokalisoidaan sen osajoukon 𝑅 \ {0} suhteen, saadaan tulok-
seksi kyseisen kokonaisalueen jakokunta. Jakokunta on siis lokalisaatio, joka sisäl-
tää kaikki murtoluvut muotoa 𝑟/𝑠, missä 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ≠ 0. Tästä seuraa, että kaikki
jakokunnan alkiot ovat kääntyviä, joten se on nimensä mukaisesti kunta.

Tutuin esimerkki jakokunnasta ovat rationaaliluvut, jotka ovat kokonaislukujen
jakokunta. Selvästi jokainen kokonaisluku 𝑎 voidaan esittää rationaalilukuna muo-
dossa 𝑎/1. Samaan tapaan voidaan minkä tahansa kokonaisalueen alkiot yhdistää nii-
tä vastaaviin murtolukuihin kyseisen kokonaisalueen jakokunnassa. Kuten lauseessa
2.4 osoitettiin, tällainen vastaavuus on injektiivinen, joten voidaan puhua kokonais-
alueen upottamisesta kuntaan.

Määritelmä 2.5. [2, s. 178] Olkoon 𝑅 kokonaisalue. Tällöin kunta 𝐾 on koko-
naisalueen 𝑅 jakokunta, jos on olemassa upotus (eli injektiivinen homomorfismi)
𝜙 : 𝑅 → 𝐾 ja jokainen kunnan 𝐾 alkio voidaan kirjoittaa muodossa 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠)
joillakin 𝑟 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ∈ 𝑅 \ {0}.

Yllä olevassa määritelmässä riittää edellyttää, että 𝑠 ≠ 0, koska tällöin 𝜙(𝑠) ≠ 0.
Tämä johtuu siitä, että injektiivisenä homomorfismina 𝜙 kuvaa nolla-alkiolle vain
nolla-alkion.

Seuraavaksi todetaan, että kokonaisalueen jakokunta on isomorfismia vaille yk-
sikäsitteinen. Tämän takia voidaan minkä tahansa kokonaisalueen kohdalla puhua
yksittäisestä jakokunnasta.

Lause 2.5. [2, s. 178] Kaikki saman kokonaisalueen jakokunnat ovat keskenään
isomorfisia.

Todistus. Vrt. [2, s. 178-179]. Olkoot 𝐾 ja 𝐾′ kokonaisalueen 𝑅 jakokuntia. Mää-
ritelmän 2.5 mukaan on olemassa upotus 𝜙 : 𝑅 → 𝐾′ ja jokainen jakokunnan 𝐾′

alkio voidaan kirjoittaa muodossa 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠) joillakin 𝑟 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ∈ 𝑅 \ {0}. Samoin
on olemassa upotus 𝜔 : 𝑅 → 𝐾 ja jokainen jakokunnan 𝐾 alkio voidaan kirjoittaa
muodossa 𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠) joillakin 𝑟 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ∈ 𝑅 \ {0}.

Olkoon 𝜓 : 𝐾 → 𝐾′, 𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) = 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠). Osoitetaan ensin, että 𝜓
on hyvin määritelty. Olkoot 𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠), 𝜔(𝑟′)/𝜔(𝑠′) ∈ 𝐾 ja olkoon 𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠) =
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𝜔(𝑟′)/𝜔(𝑠′). Tällöin määritelmän 2.2 mukaan 𝜔(𝑟)𝜔(𝑠′) = 𝜔(𝑠)𝜔(𝑟′). Koska 𝜔
on homomorfismi, niin 𝜔(𝑟𝑠′) = 𝜔(𝑠𝑟′), ja koska 𝜔 on injektio, niin 𝑟𝑠′ = 𝑠𝑟′.
Koska 𝜙 on hyvin määritelty, niin 𝜙(𝑟𝑠′) = 𝜙(𝑠𝑟′), ja koska 𝜙 on homomorfismi, niin
𝜙(𝑟)𝜙(𝑠′) = 𝜙(𝑠)𝜙(𝑟′). Tästä seuraa 𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) = 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠) = 𝜙(𝑟′)/𝜙(𝑠′) =

𝜓(𝜔(𝑟′)/𝜔(𝑠′)), joten 𝜓 on hyvin määritelty.
Osoitetaan sitten, että 𝜓 on rengashomomorfismi. Koska 𝜔 ja 𝜙 ovat homomor-

fismeja, niin 𝜙(1) = 1 ja 𝜔(1) = 1, joten 𝜓(1𝐾) = 𝜓(𝜔(1)/𝜔(1)) = 𝜙(1)/𝜙(1) =
1/1 = 1. Homomorfismin ominaisuuksien ja määritelmän 2.4 nojalla

𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠) + 𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢)) = 𝜓(𝜔(𝑟/𝑠 + 𝑡/𝑢))

= 𝜓(𝜔(𝑟𝑢 + 𝑠𝑡)/𝜔(𝑠𝑢))

= 𝜙(𝑟𝑢 + 𝑠𝑡)/𝜙(𝑠𝑢)

= (𝜙(𝑟)𝜙(𝑢) + 𝜙(𝑠)𝜙(𝑡))/(𝜙(𝑠)𝜙(𝑢))

= 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠) + 𝜙(𝑡)/𝜙(𝑢)

= 𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) + 𝜓(𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢))

ja

𝜓((𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) · (𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢))) = 𝜓(𝜔((𝑟/𝑠) · (𝑡/𝑢)))

= 𝜓(𝜔(𝑟𝑡)/𝜔(𝑠𝑢))

= 𝜙(𝑟𝑡)/𝜙(𝑠𝑢)

= (𝜙(𝑟)𝜙(𝑡))/(𝜙(𝑠)𝜙(𝑢))

= (𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠)) · (𝜙(𝑡)/𝜙(𝑢))

= 𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) · 𝜓(𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢)).

Täten 𝜓 on rengashomomorfismi.
Osoitetaan vielä, että 𝜓 on bĳektio. Olkoot𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠), 𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢) ∈ 𝐾 ja olkoon

𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) = 𝜓(𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢)). Tällöin 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠) = 𝜙(𝑡)/𝜙(𝑢), mistä määritelmän
2.2 nojalla seuraa 𝜙(𝑟)𝜙(𝑢) = 𝜙(𝑠)𝜙(𝑡). Tästä seuraa edelleen 𝜙(𝑟𝑢) = 𝜙(𝑠𝑡), sillä 𝜙
on homomorfismi. Tällöin 𝑟𝑢 = 𝑠𝑡, koska 𝜙 on injektio. Koska𝜔 on hyvin määritelty,
niin 𝜔(𝑟𝑢) = 𝜔(𝑠𝑡), ja koska 𝜔 on homomorfismi, niin 𝜔(𝑟)𝜔(𝑢) = 𝜔(𝑠)𝜔(𝑡). Näin
ollen määritelmän 2.2 nojalla 𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠) = 𝜔(𝑡)/𝜔(𝑢). Täten 𝜓 on injektio. Olkoon
sitten 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠) ∈ 𝐾′. Tällöin 𝜓(𝜔(𝑟)/𝜔(𝑠)) = 𝜙(𝑟)/𝜙(𝑠), joten 𝜓 on surjektio.

Koska 𝜓 on rengashomomorfismi ja bĳektio, se on rengasisomorfismi. Näin ollen
𝐾 ≅ 𝐾′, joten kaikki kokonaisalueen 𝑅 jakokunnat ovat keskenään isomorfisia. □
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Esimerkki 2.1. Vrt. [4, s. 236, tehtävä 11]. Olkoon ℤ[
√

2] =
{︂
𝑎 + 𝑏

√
2 | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ

}︂
.

Määritetään sen jakokunta.
Ensin on osoitettava, ettäℤ[

√
2] on kokonaisalue. Tämä voidaan tehdä toteamalla,

että ℤ[
√

2] on reaalilukujen kunnan ℝ alirengas. Olkoot 𝑎 + 𝑏
√

2, 𝑐 + 𝑑
√

2 ∈ ℤ[
√

2].
Koska 𝑎 + 𝑏

√
2 ∈ ℝ, niin ℤ[

√
2] ⊆ ℝ. Koska

𝑎 + 𝑏
√

2 − (𝑐 + 𝑑
√

2) = (𝑎 − 𝑐) + (𝑏 − 𝑑)
√

2 ∈ ℤ[
√

2]

ja

(𝑎 + 𝑏
√

2) (𝑐 + 𝑑
√

2) = 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑
√

2 + 𝑏𝑐
√

2 + 𝑏𝑑
√

2
2

= (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)
√

2 ∈ ℤ[
√

2],

niin ℤ[
√

2] on suljettu yhteenlaskun, vasta-alkioiden ja kertolaskun suhteen. Lisäksi
1 = 1 + 0 ·

√
2 ∈ ℤ[

√
2]. Täten ℤ[

√
2] on reaalilukujen kunnan ℝ alirengas. Kos-

ka ℝ on kokonaisalue, myös sen alirenkaat ovat kokonaisalueita, joten ℤ[
√

2] on
kokonaisalue.

Määritetään nyt kokonaisalueen ℤ[
√

2] jakokunta 𝐾 . Jakokunnan 𝐾 alkiot ovat
muotoa (𝑎 + 𝑏

√
2)/(𝑐 + 𝑑

√
2). Täten

((𝑎 + 𝑏
√

2)/(𝑐 + 𝑑
√

2)) · (1/1)

= ((𝑎 + 𝑏
√

2)/(𝑐 + 𝑑
√

2)) · ((𝑐 − 𝑑
√

2)/(𝑐 − 𝑑
√

2))

= (𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)
√

2)/(𝑐2 + 2𝑑2)

= (𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑)/(𝑐2 + 2𝑑2) + ((𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)/(𝑐2 + 2𝑑2))
√

2.

Koska (𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑)/(𝑐2 + 2𝑑2) ∈ ℚ ja (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)/(𝑐2 + 2𝑑2) ∈ ℚ, niin (𝑎 + 𝑏
√

2)/(𝑐 +
𝑑
√

2) ∈ ℚ[
√

2]. Näin ollen 𝐾 ⊆ ℚ[
√

2] =
{︂
𝑎 + 𝑏

√
2 | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ

}︂
.

Olkoon 𝑎+𝑏
√

2 ∈ ℚ[
√

2]. Tällöin se voidaan kirjoittaa muodossa 𝑝/𝑞+(𝑟/𝑠)
√

2 =

(𝑝𝑠+𝑟𝑞
√

2)/𝑞𝑠 joillakin 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ. Koska 𝑝𝑠+𝑟𝑞
√

2 ∈ ℤ[
√

2] ja 𝑞𝑠 = 𝑞𝑠+0·
√

2 ∈
ℤ[

√
2], niin jokainen muotoa 𝑎 + 𝑏

√
2 oleva alkio voidaan kirjoittaa kokonaisalueen

ℤ[
√

2] kahden alkion osamääränä. Täten 𝑎 + 𝑏
√

2 ∈ 𝐾 , ja tästä seuraa, että ℚ[
√

2] ⊆
𝐾 .

Yllä olevan perusteella 𝐾 = ℚ[
√

2].

2.2 Multiplikatiiviset systeemit

Tämän aliluvun lähteenä on käytetty Wayne Aitkenin artikkelia Localization in Inte-
gral Domains [1].
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Jakokuntien tarkastelun jälkeen siirrytään tarkastelemaan sellaisia lokalisaatioita
𝑆−1𝑅, joissa 𝑆 ≠ 𝑅 \ {0} . Jo aiemmin määritelmässä 2.2 joukkoa 𝑆 kuitenkin
rajoitettiin niin, että sen on oltava multiplikatiivinen systeemi. Muussa tapauksessa
lokalisaatio 𝑆−1𝑅 ei olisi yhteen- eikä kertolaskun suhteen suljettu eikä siis edes
rengas, jolloin se ei olisi rakenteena kovin käyttökelpoinen.

Todistetaan seuraavaksi, että kokonaisalueen kaikki lokalisaatiot ovat sen jako-
kunnan alirenkaita.

Lause 2.6. [1, s. 2] Olkoon 𝑅 kokonaisalue ja 𝐾 sen jakokunta. Olkoon 𝑆 kokonais-
alueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi. Tällöin 𝑆−1𝑅 on jakokunnan 𝐾 alirengas.

Todistus. Olkoon 𝑟/𝑠, 𝑡/𝑢 ∈ 𝑆−1𝑅. Määritelmän 2.4 perusteella

𝑟/𝑠 − 𝑡/𝑢 = 𝑟/𝑠 + (−𝑡/𝑢) = (𝑟𝑢 + (−𝑡𝑠))/𝑠𝑢.

Koska 𝑅 on rengas, niin 𝑟𝑢 + (−𝑡𝑠) ∈ 𝑅, ja koska 𝑆 on multiplikatiivinen systeemi,
niin 𝑠𝑢 ∈ 𝑆. Täten (𝑟𝑢 + (−𝑡𝑠))/𝑠𝑢 ∈ 𝑆−1𝑅.

Määritelmän 2.4 nojalla (𝑟/𝑠) (𝑡/𝑢) = 𝑟𝑡/𝑠𝑢, ja koska 𝑟𝑡 ∈ 𝑅 ja 𝑠𝑢 ∈ 𝑆, niin
𝑟𝑡/𝑠𝑢 ∈ 𝑆−1𝑅. Määritelmän 2.1 mukaan 1𝑅 ∈ 𝑆, ja koska myös 1𝑅 ∈ 𝑅, niin
1𝐾 = 1𝑅/1𝑅 ∈ 𝑆−1𝑅. Täten 𝑆−1𝑅 on jakokunnan 𝐾 alirengas. □

Esimerkki 2.2. [1, s. 3] Tarkastellaan kokonaisalueen 𝑅 osajoukkoa 𝑆 = {𝑎𝑛 | 𝑛 ∈ ℕ} ,
missä 𝑎 ∈ 𝑅 on nollasta poikkeava. Koska 𝑎0 = 1, niin 1 ∈ 𝑆. Koska 𝑅 on kokonaisa-
lue, niin 𝑎𝑛 ≠ 0, kun 𝑎 ≠ 0. Tästä seuraa, että 0 ∉ 𝑆. Olkoot sitten 𝑎𝑛, 𝑎𝑘 ∈ 𝑆. Koska
𝑅 on liitännäinen, niin (𝑎𝑛) (𝑎𝑘 ) = 𝑎𝑛+𝑘 ∈ 𝑆, eli 𝑆 on kertolaskun suhteen suljettu.
Täten 𝑆 on multiplikatiivinen systeemi.

Tässä tapauksessa lokalisaatio 𝑆−1𝑅 sisältää kaikki murtoluvut, joissa osoittajassa
on jokin kokonaisalueen 𝑅 alkio ja nimittäjässä jokin alkion 𝑎 potenssi. Voidaankin
puhua kokonaisalueen 𝑅 lokalisaatiosta alkion 𝑎 suhteen.

Esimerkki 2.3. [3, s. 53] Tarkastellaan kokonaislukujen renkaan ℤ lokalisaatiota al-
kion 5 suhteen. Olkoon siis 𝑆 = {5𝑛 | 𝑛 ∈ ℕ} .Tällöin 𝑆−1ℤ = {𝑟/5𝑛 | 𝑟 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ} .
Tämä lokalisaatio sisältää kaikki kokonaisluvut, koska 50 = 1, ja lisäksi luvut
1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 6/5 sekä 1/25, 2/25 ja niin edelleen.

Lisäksi havaitaan, että tosiaan nyt vain joukon 𝑆 alkioilla (ja näiden käänteis-
alkioilla) on käänteisalkiot. Esimerkiksi 5 · (1/5) = 1 ja 25 · (1/25) = 1, mutta
5/2 ∉ 𝑆−1ℤ, joten alkiolla 2/5 ei ole käänteisalkiota, kuten ei myöskään alkiolla 2,
sillä 1/2 ∉ 𝑆−1ℤ.
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Tarkastellaan seuraavaksi, voidaanko lokalisoimalla sama kokonaisalue kahden
eri multiplikatiivisen systeemin suhteen saada molemmissa tapauksissa tulokseksi
sama lokalisaatio. Tätä tarkastelua varten määritellään multiplikatiivisen systeemin
𝑆 sulkeuma, joka on joukko, joka koostuu systeemin 𝑆 alkioiden tekĳöistä.

Määritelmä 2.6. [1, s. 4] Olkoon 𝑆 kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi.
Tällöin sen sulkeuma on

𝑆̄
def
= {𝑑 ∈ 𝑅 | 𝑑𝑒 ∈ 𝑆 jollakin 𝑒 ∈ 𝑅} .

Todistetaan seuraavaksi joitakin sulkeumien perusominaisuuksia, joita tarvitaan
myöhempien lauseiden todistuksissa.

Lause 2.7. [1, s. 4] Olkoon 𝑆 kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi. Tällöin

1) 𝑆 ⊆ 𝑆̄,

2) sulkeuma 𝑆̄ on myös kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi,

3) 𝑆̄ = 𝑆̄̄ ,

4) 𝑆−1𝑅 = 𝑆̄
−1
𝑅 ja

5) kun 𝑆1 ja 𝑆2 ovat multiplikatiivisia systeemejä ja 𝑆1 ⊆ 𝑆2, niin 𝑆̄1 ⊆ 𝑆̄2.

Todistus.

1) Olkoon 𝑠 ∈ 𝑆. Koska määritelmän 2.1 nojalla 1𝑅 ∈ 𝑆, niin 1𝑅 · 𝑠 ∈ 𝑆. Täten
määritelmän 2.6 perusteella 𝑠 ∈ 𝑆̄, mistä seuraa, että 𝑆 ⊆ 𝑆̄.

2) Koska 𝑆 ⊆ 𝑆̄ ja 1𝑅 ∈ 𝑆, niin 1𝑅 ∈ 𝑆̄. Määritelmän 2.1 nojalla 0 ∉ 𝑆. Tällöin
0 · 𝑒 = 0 ∉ 𝑆 kaikilla 𝑒 ∈ 𝑅, joten 0 ∉ 𝑆̄. Olkoot sitten 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆̄. Tällöin
määritelmän 2.6 nojalla on olemassa sellaiset 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅, että 𝑠1𝑒1, 𝑠2𝑒2 ∈ 𝑆.
Koska 𝑆 on suljettu kertolaskun suhteen ja koska kokonaisalueen 𝑅 kertolasku
on liitännäinen ja vaihdannainen, niin (𝑠1𝑒1) (𝑠2𝑒2) = (𝑠1𝑠2) (𝑒1𝑒2) ∈ 𝑆. Koska
𝑒1𝑒2 ∈ 𝑅, niin 𝑠1𝑠2 ∈ 𝑆̄, ja 𝑆̄ on täten kertolaskun suhteen suljettu.

Yllä olevan perusteella 𝑆̄ on kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi.

3) Olkoon ensin 𝑑 ∈ 𝑆̄. Kohdan 1 perusteella 𝑑 ∈ 𝑆̄̄ , mistä seuraa, että 𝑆̄ ⊆ 𝑆̄̄ .

Olkoon sitten 𝑑 ∈ 𝑆̄̄ . Kohdan 2 perusteella 𝑆̄ on kokonaisalueen 𝑅 multiplika-
tiivinen systeemi, joten 𝑑 ∈ 𝑅 ja 𝑑𝑒 ∈ 𝑆̄ jollakin 𝑒 ∈ 𝑅. Koska 𝑑𝑒 ∈ 𝑆̄, niin
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𝑑𝑒 ∈ 𝑅 ja 𝑑𝑒 𝑓 ∈ 𝑆 jollakin 𝑓 ∈ 𝑅. Koska 𝑅 on rengas, niin 𝑒 𝑓 ∈ 𝑅. Merkitään
𝑒 𝑓 = 𝑔. Koska 𝑑𝑔 ∈ 𝑆 jollakin 𝑔 ∈ 𝑅, niin 𝑑 ∈ 𝑆̄. Täten 𝑆̄̄ ⊆ 𝑆̄.

Koska 𝑆̄ ⊆ 𝑆̄̄ ja 𝑆̄̄ ⊆ 𝑆̄, niin 𝑆̄ = 𝑆̄̄ .

4) Olkoon ensin 𝑥 ∈ 𝑆−1𝑅, jolloin voidaan kirjoittaa 𝑥 = 𝑟/𝑠, missä 𝑟 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ∈ 𝑆.
Tällöin kohdan 1 perusteella 𝑠 ∈ 𝑆̄, joten 𝑥 ∈ 𝑆̄−1

𝑅. Täten 𝑆−1𝑅 ⊆ 𝑆̄
−1
𝑅.

Olkoon sitten 𝑥 ∈ 𝑆̄
−1
𝑅, jolloin voidaan kirjoittaa 𝑥 = 𝑐/𝑑, missä 𝑐 ∈ 𝑅 ja

𝑑 ∈ 𝑆̄. Määritelmän 2.6 mukaan 𝑑𝑒 ∈ 𝑆 jollakin 𝑒 ∈ 𝑅, ja koska 𝑅 on rengas,
niin 𝑐𝑒 ∈ 𝑅, joten 𝑥 = 𝑐/𝑑 = 𝑐𝑒/𝑑𝑒 ∈ 𝑆−1𝑅. Täten 𝑆̄−1

𝑅 ⊆ 𝑆−1𝑅.

Koska 𝑆−1𝑅 ⊆ 𝑆̄
−1
𝑅 ja 𝑆̄−1

𝑅 ⊆ 𝑆−1𝑅, niin 𝑆−1𝑅 = 𝑆̄
−1
𝑅.

5) Olkoon 𝑑 ∈ 𝑆̄1. Tällöin määritelmän 2.6 mukaan 𝑑𝑒 ∈ 𝑆1 jollakin 𝑒 ∈ 𝑅. Koska
𝑆1 ⊆ 𝑆2, niin 𝑑𝑒 ∈ 𝑆2, jolloin kohdan 1 perusteella 𝑑 ∈ 𝑆̄2. Täten 𝑆̄1 ⊆ 𝑆̄2.

□

Seuraavaksi todistetaan, että saman kokonaisalueen lokalisaatiot kahden eri mul-
tiplikatiivisen systeemin suhteen ovat samat, jos ja vain jos näiden systeemien sul-
keumat ovat samat. Tätä varten tarvitaan vielä seuraava apulause.

Apulause 2.1. [1, s. 4] Olkoon 𝑆 kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi.
Tällöin 𝑆̄ = (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅, missä (𝑆−1𝑅)× on niiden lokalisaation 𝑆−1𝑅 alkioiden
joukko, joilla on käänteisalkio lokalisaatiossa 𝑆−1𝑅.

Todistus. Olkoon 𝑑 ∈ 𝑆̄, jolloin 1𝑅/𝑑 ∈ 𝑆̄
−1
𝑅. Lauseen 2.7 kohdan 4 mukaan

𝑆−1𝑅 = 𝑆̄
−1
𝑅. Täten 1𝑅/𝑑 ∈ 𝑆−1𝑅, joten alkiolla 𝑑 on käänteisalkio lokalisaatiossa

𝑆−1𝑅. Täten 𝑑 ∈ (𝑆−1𝑅)×. Koska lisäksi 𝑑 ∈ 𝑆̄ ⊆ 𝑅, niin 𝑑 ∈ (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅. Näin
ollen 𝑆̄ ⊆ (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅.

Olkoon sitten 𝑟 ∈ (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅. Tällöin 𝑟 ∈ (𝑆−1𝑅)× ja 𝑟 ∈ 𝑅, joten 1/𝑟 ∈
𝑆−1𝑅 = 𝑆̄

−1
𝑅. Tästä seuraa, että 𝑟 ∈ 𝑆̄, joten (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅 ⊆ 𝑆̄.

Koska 𝑆̄ ⊆ (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅 ja (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅 ⊆ 𝑆̄, niin 𝑆̄ = (𝑆−1𝑅)× ∩ 𝑅. □

Lause 2.8. [1, s. 4] Olkoot 𝑆1 ja 𝑆2 kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivisia systeemejä.
Tällöin 𝑆−1

1 𝑅 ⊆ 𝑆−1
2 𝑅, jos ja vain jos 𝑆1̄ ⊆ 𝑆2̄. Täten 𝑆−1

1 𝑅 = 𝑆−1
2 𝑅, jos ja vain jos

𝑆1̄ = 𝑆2̄.

Todistus. Oletetaan, että 𝑆−1
1 𝑅 ⊆ 𝑆−1

2 𝑅. Olkoon 𝑥 ∈ 𝑆1̄. Apulauseen 2.1 nojalla
𝑆1̄ = (𝑆−1

1 𝑅)× ∩ 𝑅, joten alkiolla 𝑥 on käänteisalkio lokalisaatiossa 𝑆−1
1 𝑅 ja 𝑥 ∈ 𝑅.
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Koska 𝑆−1
1 𝑅 ⊆ 𝑆−1

2 𝑅, niin alkiolla 𝑥 on käänteisalkio myös lokalisaatiossa 𝑆−1
2 𝑅.

Täten 𝑥 ∈ (𝑆−1
2 𝑅)× ∩ 𝑅 = 𝑆2̄, mistä seuraa, että 𝑆1̄ ⊆ 𝑆2̄.

Oletetaan sitten, että 𝑆1̄ ⊆ 𝑆2̄. Olkoon 𝑥 ∈ 𝑆−1
1 𝑅, jolloin se voidaan kirjoittaa

muodossa 𝑟/𝑠, missä 𝑟 ∈ 𝑅 ja 𝑠 ∈ 𝑆1. Tällöin lauseen 2.7 kohdan 1 perusteella
𝑠 ∈ 𝑆1̄, joten oletusten nojalla 𝑠 ∈ 𝑆2̄. Täten 𝑥 ∈ 𝑆2̄

−1
𝑅, mistä lauseen 2.7 kohdan 4

nojalla seuraa, että 𝑥 ∈ 𝑆−1
2 𝑅. Näin ollen 𝑆−1

1 𝑅 ⊆ 𝑆−1
2 𝑅.

Yllä olevan perusteella 𝑆−1
1 𝑅 ⊆ 𝑆−1

2 𝑅, jos ja vain jos 𝑆1̄ ⊆ 𝑆2̄. Kääntämällä
systeemien 𝑆1 ja 𝑆2 roolit todistuksessa toisin päin todetaan, että 𝑆−1

2 𝑅 ⊆ 𝑆−1
1 𝑅, jos

ja vain jos 𝑆2̄ ⊆ 𝑆1̄. Täten 𝑆−1
1 𝑅 = 𝑆−1

2 𝑅, jos ja vain jos 𝑆1̄ = 𝑆2̄. □

Esimerkki 2.4. Olkoon 𝑆 = {2𝑚 | 𝑚 ∈ ℕ} ja 𝑆′ = {4𝑛 | 𝑛 ∈ ℕ}. Esimerkin 2.2
perusteella 𝑆 ja 𝑆′ ovat kokonaisalueen ℤ multiplikatiivisia systeemejä. Määritelmän
2.6 nojalla sulkeuma 𝑆̄ sisältää sellaiset 𝑎 ∈ ℤ, joille pätee 𝑎𝑏 = 2𝑚 jollakin 𝑏 ∈ ℤ

ja 𝑚 ∈ ℕ. Sulkeuma 𝑆′¯ taas sisältää sellaiset 𝑐 ∈ ℤ, joille pätee 𝑐𝑑 = 4𝑛 = (2 · 2)𝑛 =
2𝑛 · 2𝑛 jollakin 𝑑 ∈ ℤ ja 𝑛 ∈ ℕ. Koska aina voidaan valita 𝑑 = 2𝑛 · 𝑏 tai 𝑚 = 2𝑛, niin
𝑆̄ = 𝑆′¯ . Täten lauseen 2.8 mukaan lokalisaatiot 𝑆−1ℤ ja 𝑆′−1ℤ ovat samat.

2.3 Ideaalit

Tarkastellaan lopuksi vielä lokalisaatiota ideaalien suhteen. Määritellään ensin al-
kuideaali ja todetaan esimerkkien avulla, että alkuideaalien avulla on helppo löytää
halutulle renkaalle multiplikatiivisia systeemejä.

Määritelmä 2.7. [2, s. 146] Vaihdannaisen renkaan aito ideaali 𝐼 on alkuideaali, jos
kaikilla 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 joko 𝑎 ∈ 𝐼 tai 𝑏 ∈ 𝐼.

Esimerkki 2.5. Tarkastellaan kokonaislukujen rengastaℤ sekä sen osajoukkoa 𝑝ℤ =

{𝑝𝑎 | 𝑎 ∈ ℤ}, missä 𝑝 ∈ ℕ. Koska 𝑝 ·0 = 0 ∈ 𝑝ℤ, niin 𝑝ℤ ≠ ∅. Olkoot 𝑝𝑎, 𝑝𝑏 ∈ 𝑝ℤ.
Tällöin 𝑝𝑎−𝑝𝑏 = 𝑝(𝑎−𝑏) ∈ 𝑝ℤ. Olkoon 𝑟 ∈ ℤ. Tällöin (𝑝𝑎)𝑟 = 𝑝(𝑎𝑟) ∈ 𝑝ℤ. Täten
𝑝ℤ on kokonaisalueenℤ ideaali, joten esimerkiksi 2ℤ, 3ℤ ja 4ℤ ovat kokonaisalueen
ℤ ideaaleja.

Oletetaan nyt, että 𝑝 on alkuluku. Olkoon 𝑐𝑑 ∈ 𝑝ℤ. Tällöin 𝑐𝑑 = 𝑝𝑘 jollakin
𝑘 ∈ ℤ, joten 𝑝 | 𝑐𝑑. Koska 𝑝 on alkuluku, niin tällöin 𝑝 | 𝑐 tai 𝑝 | 𝑑, joten 𝑝ℤ on
alkuideaali. Esimerkiksi 2ℤ ja 3ℤ ovat kokonaisalueen ℤ alkuideaaleja.

Esimerkki 2.6. [1, s. 3] Olkoon 𝔭 kokonaisalueen 𝑅 alkuideaali. Tarkastellaan jouk-
koa 𝑆 = 𝑅 \ 𝔭. Koska alkuideaalit ovat aitoja ideaaleja, niin 1 ∉ 𝔭, jolloin 1 ∈ 𝑅 \ 𝔭.
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Koska 0 kuuluu kaikkiin ideaaleihin, niin 0 ∉ 𝑅 \ 𝔭. Olkoot sitten 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 \ 𝔭.
Tällöin 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ja 𝑎, 𝑏 ∉ 𝔭. Koska 𝔭 on alkuideaali, niin 𝑎𝑏 ∉ 𝔭, mutta koska 𝑅
on rengas, niin 𝑎𝑏 ∈ 𝑅. Tästä seuraa, että 𝑎𝑏 ∈ 𝑅 \ 𝔭, jolloin 𝑅 \ 𝔭 on kertolaskun
suhteen suljettu. Täten 𝑅 \ 𝔭 on multiplikatiivinen systeemi.

Esimerkin 2.5 perusteella parillisten kokonaislukujen joukko 2ℤ on kokonaislu-
kujen joukon alkuideaali. Täten ℤ \ 2ℤ eli parittomien kokonaislukujen joukko on
multiplikatiivinen systeemi.

Lokalisaatio alkuideaalin suhteen on lokalisaation tärkeä käyttökohde, koska täl-
lainen lokalisaatio on lokaali rengas. Lokaalit renkaat ovat tämän tutkielman aihera-
jauksen ulkopuolella.

Koska aidot ideaalit eivät sisällä ykkösalkiota, ne eivät ole renkaita eivätkä siten
myöskään kokonaisalueita. Kokonaisalueen 𝑅 ideaaleja voidaan kuitenkin lokalisoi-
da kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivisten systeemien suhteen.

Määritelmä 2.8. [1, s. 3] Olkoon 𝑆 kokonaisalueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi,
ja olkoon 𝐼 kokonaisalueen 𝑅 ideaali. Tällöin 𝑆−1𝐼 sisältää ne (ja vain ne) joukon
𝑆−1𝑅 alkiot, jotka voidaan kirjoittaa muodossa 𝑎/𝑠, missä 𝑎 ∈ 𝐼 ja 𝑠 ∈ 𝑆.

Ideaalien lokalisaatiolla on monia hyödyllisiä ominaisuuksia. Kun lokalisoidaan
kokonaisalueen 𝑅 ideaali 𝐼 kokonaisalueen 𝑅multiplikatiivisen systeemin 𝑆 suhteen,
käy ilmi, että lokalisaatio 𝑆−1𝐼 on lokalisaation 𝑆−1𝑅 ideaali. Jos 𝐼 ja 𝑆 sisältävät
saman alkion 𝑠, lokalisaatiot 𝑆−1𝐼 ja 𝑆−1𝑅 ovat samat, koska tällöin 𝑠/𝑠 = 1 ∈ 𝑆−1𝐼.

Lause 2.9. [1, s. 3] Olkoon 𝑅 kokonaisalue. Olkoon 𝑆 kokonaisalueen 𝑅 multipli-
katiivinen systeemi, ja olkoon 𝐼 kokonaisalueen 𝑅 ideaali. Tällöin 𝑆−1𝐼 on koko-
naisalueen 𝑆−1𝑅 ideaali. Ideaali 𝑆−1𝐼 on aito ideaali, jos ja vain jos 𝐼 ja 𝑆 ovat
erilliset.

Todistus. Osoitetaan ensin, että 𝑆−1𝐼 on kokonaisalueen 𝑆−1𝑅 ideaali. Koska 𝐼 on
ideaali, niin 𝐼 ≠ ∅, ja koska 𝑆 on multiplikatiivinen systeemi, niin 𝑆 ≠ ∅. Näin ollen
𝑆−1𝐼 ≠ ∅. Olkoot sitten 𝑟/𝑠, 𝑡/𝑢 ∈ 𝑆−1𝐼, missä 𝑟, 𝑡 ∈ 𝐼 ja 𝑠, 𝑢 ∈ 𝑆. Määritelmän 2.4
nojalla 𝑟/𝑠− 𝑡/𝑢 = (𝑟𝑢 − 𝑡𝑠)/𝑠𝑢. Koska 𝐼 on kokonaisalueen 𝑅 ideaali ja 𝑆 ⊆ 𝑅, niin
𝑟𝑢 − 𝑡𝑠 ∈ 𝐼. Koska myös 𝑠𝑢 ∈ 𝑆, niin 𝑟/𝑠 − 𝑡/𝑢 = (𝑟𝑢 − 𝑡𝑠)/𝑠𝑢 ∈ 𝑆−1𝐼. Olkoon sitten
𝑣/𝑤 ∈ 𝑆−1𝑅. Määritelmän 2.4 nojalla (𝑟/𝑠) · (𝑣/𝑤) = 𝑟𝑣/𝑠𝑤. Koska 𝐼 on ideaali,
𝑟 ∈ 𝐼 ja 𝑣 ∈ 𝑅, niin 𝑟𝑣 ∈ 𝐼. Koska 𝑆 on kertolaskun suhteen suljettu ja 𝑠, 𝑤 ∈ 𝑆, niin
𝑠𝑤 ∈ 𝑆. Täten (𝑟/𝑠) · (𝑣/𝑤) = 𝑟𝑣/𝑠𝑤 ∈ 𝑆−1𝐼.

Yllä olevan perusteella 𝑆−1𝐼 on kokonaisalueen 𝑆−1𝑅 ideaali.
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Osoitetaan sitten, että 𝑆−1𝐼 on aito ideaali, jos ja vain jos 𝐼 ja 𝑆 ovat erilliset.
Oletetaan ensin, että 𝑆−1𝐼 on aito ideaali, jolloin 1 ∉ 𝑆−1𝐼. Oletetaan, että 𝐼 ∩ 𝑆 ≠ ∅.
Tällöin on olemassa sellainen alkio 𝑎, että 𝑎 ∈ 𝐼 ja 𝑎 ∈ 𝑆. Tällöin kuitenkin 𝑎/𝑎 =

1 ∈ 𝑆−1𝐼, mikä on ristiriita, joten 𝐼 ja 𝑆 ovat erilliset. Oletetaan sitten, että 𝐼 ja 𝑆 ovat
erilliset. Koska 2.1 mukaan 1 ∈ 𝑆, tällöin 1 ∉ 𝐼. Täten 𝐼 on aito ideaali. □

Esimerkki 2.7. Esimerkin 2.6 perusteella parittomien lukujen joukko 𝑃 on kokonais-
lukujen multiplikatiivinen systeemi, ja esimerkin 2.5 perusteella parillisten lukujen
joukko 2ℤ on kokonaislukujen joukon ideaali. Lauseen 2.9 perusteella lokalisaatio
𝑃−1(2ℤ) on lokalisaation 𝑃−1ℤ aito ideaali.

Määritellään seuraavaksi ideaaleille yhteen- ja kertolasku. Laskettaessa saman
renkaan ideaalit 𝐼1 ja 𝐼2 yhteen muodostuu joukko, joka sisältää kaikki summat,
joissa toinen summattava on ideaalista 𝐼1 ja toinen ideaalista 𝐼2.

Määritelmä 2.9. [1, s. 4] Ideaalien yhteenlasku. Olkoot 𝐼1 ja 𝐼2 vaihdannaisen
renkaan 𝑅 ideaaleja. Määritellään

𝐼1 + 𝐼2 = {𝑎1 + 𝑎2 | 𝑎1 ∈ 𝐼1, 𝑎2 ∈ 𝐼2} .

Kerrottaessa saman renkaan ideaalit 𝐼1 ja 𝐼2 keskenään muodostuu joukko, joka
sisältää kaikki tulot, joissa toinen tulon tekĳä on ideaalista 𝐼1 ja toinen ideaalista
𝐼2. Jotta tästä joukosta saataisiin yhteenlaskun suhteen suljettu, siihen on lisäksi
sisällytettävä kaikki näiden tulojen äärelliset summat.

Määritelmä 2.10. [1, s. 4] Ideaalien kertolasku. Olkoot 𝐼1 ja 𝐼2 vaihdannaisen
renkaan 𝑅 ideaaleja. Määritellään

𝐼1𝐼2 = {𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑘 𝑦𝑘 | 𝑥𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑦𝑖 ∈ 𝐼2} .

Kun saman renkaan ideaaleja lasketaan yhteen tai kerrotaan keskenään, saadaan
tulokseksi aina ideaali.

Lause 2.10. [1, s. 4] Olkoot 𝐼1 ja 𝐼2 vaihdannaisen renkaan 𝑅 ideaaleja. Tällöin
myös 𝐼1 + 𝐼2 ja 𝐼1𝐼2 ovat renkaan 𝑅 ideaaleja.

Todistus. Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼1 + 𝐼2. Tällöin määritelmän 2.9 perusteella ne voidaan
kirjoittaa muodossa 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 ja 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2, missä 𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝐼1 ja 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝐼2.
Tällöin 𝑎 − 𝑏 = 𝑎1 + 𝑎2 − (𝑏1 + 𝑏2) = (𝑎1 − 𝑏1) + (𝑎2 − 𝑏2), ja koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat
ideaaleja, niin 𝑎1 − 𝑏1 ∈ 𝐼1 ja 𝑎2 − 𝑏2 ∈ 𝐼2. Täten 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼1 + 𝐼2.

18



Olkoon sitten 𝑟 ∈ 𝑅. Koska renkaassa 𝑅 pätevät osittelulait, niin 𝑟𝑎 = 𝑟 (𝑎1+𝑎2) =
𝑟𝑎1 + 𝑟𝑎2. Koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat ideaaleja, niin 𝑟𝑎1 ∈ 𝐼1 ja 𝑟𝑎2 ∈ 𝐼2. Näin ollen
𝑟𝑎 ∈ 𝐼1+ 𝐼2. Koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat ideaaleja, niin 0 ∈ 𝐼1 ja 0 ∈ 𝐼2. Tällöin 0+0 ∈ 𝐼1+ 𝐼2,
joten 𝐼1 + 𝐼2 ≠ ∅. Täten 𝐼1 + 𝐼2 on renkaan 𝑅 ideaali.

Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼1𝐼2. Tällöin määritelmän 2.10 perusteella ne voidaan kirjoittaa
muodossa 𝑎 = 𝑥1𝑦1+· · ·+𝑥𝑘 𝑦𝑘 ja 𝑏 = 𝑥′1𝑦

′
1+· · ·+𝑥

′
𝑙
𝑦′
𝑙
, missä 𝑥𝑖, 𝑥′𝑗 ∈ 𝐼1 ja 𝑦𝑖, 𝑦′𝑗 ∈ 𝐼2,

kun 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘} ja 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑙}. Tällöin

𝑎 − 𝑏 = 𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑘 𝑦𝑘 − (𝑥′1𝑦
′
1 + · · · + 𝑥′𝑙𝑦

′
𝑙)

= 𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑘 𝑦𝑘 + (−𝑥′1)𝑦
′
1 + · · · + (−𝑥′𝑙)𝑦

′
𝑙 .

Koska 𝐼1 on ideaali ja 𝑥′
𝑗
∈ 𝐼1, niin−𝑥′

𝑗
∈ 𝐼1. Näin ollen 𝑎−𝑏 ∈ 𝐼1𝐼2. Koska renkaassa

𝑅 pätevät osittelulait ja liitännäisyys, niin

𝑟𝑎 = 𝑟 (𝑥1𝑦1 + · · · + 𝑥𝑘 𝑦𝑘 ) = (𝑟𝑥1)𝑦1 + · · · + (𝑟𝑥𝑘 )𝑦𝑘 .

Koska 𝐼1 on ideaali, niin 𝑟𝑥𝑖 ∈ 𝐼1, joten 𝑟𝑎 ∈ 𝐼1𝐼2. Koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat ideaaleja, niin
0 · 0 = 0 ∈ 𝐼1𝐼2, joten 𝐼1𝐼2 ≠ ∅. Täten 𝐼1𝐼2 on renkaan 𝑅 ideaali. □

Lokalisaatio käyttäytyy hyvin ideaalien yhteen- ja kertolaskun suhteen. Ei siis
ole merkitystä, lasketaanko ensin ideaalit yhteen ja lokalisoidaan sen jälkeen, vai lo-
kalisoidaanko ensin molemmat ideaalit ja lasketaan sitten yhteen nämä lokalisaatiot.
Sama pätee ideaalien kertolaskulle.

Lause 2.11. [1, s. 4] Olkoot 𝐼1, 𝐼2 kokonaisalueen 𝑅 ideaaleja. Olkoon 𝑆 kokonais-
alueen 𝑅 multiplikatiivinen systeemi. Tällöin lokalisaatiossa 𝑆−1𝑅

𝑆−1(𝐼1 + 𝐼2) = (𝑆−1𝐼1) + (𝑆−1𝐼2)

ja
𝑆−1(𝐼1𝐼2) = (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2).

Todistus. Todistetaan ensin yhteenlasku. Olkoon 𝑎 ∈ 𝑆−1(𝐼1 + 𝐼2). Tällöin voidaan
kirjoittaa 𝑎 = 𝑟/𝑠, missä 𝑟 ∈ 𝐼1 + 𝐼2 ja 𝑠 ∈ 𝑆. Koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat ideaaleja, voidaan
määritelmän 2.9 perusteella kirjoittaa 𝑟 = 𝑎1 + 𝑎2, missä 𝑎1 ∈ 𝐼1 ja 𝑎2 ∈ 𝐼2. Tällöin
kokonaisalueen 𝑅 osittelulakien ja kertolaskun vaihdannaisuuden sekä määritelmän
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2.4 nojalla

𝑎 = (𝑎1 + 𝑎2)/𝑠

= ((𝑎1 + 𝑎2)/𝑠) · (1/1)

= ((𝑎1 + 𝑎2)/𝑠) · (𝑠/𝑠)

= (𝑎1𝑠 + 𝑠𝑎2)/𝑠𝑠

= (𝑎1/𝑠) + (𝑎2/𝑠),

joten 𝑎 ∈ (𝑆−1𝐼1) + (𝑆−1𝐼2). Näin ollen 𝑆−1(𝐼1 + 𝐼2) ⊆ (𝑆−1𝐼1) + (𝑆−1𝐼2).
Olkoon sitten 𝑎 ∈ (𝑆−1𝐼1) + (𝑆−1𝐼2). Nyt lauseen 2.9 mukaan 𝑆−1𝐼1 ja 𝑆−1𝐼2 ovat

lokalisaation 𝑆−1𝑅 ideaaleja, joten voidaan kirjoittaa 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2, missä 𝑎1 ∈ 𝑆−1𝐼1

ja 𝑎2 ∈ 𝑆−1𝐼2. Määritelmän 2.9 perusteella taas voidaan kirjoittaa 𝑎1 = 𝑟1/𝑠1 ja
𝑎2 = 𝑟2/𝑠2, missä 𝑟1 ∈ 𝐼1, 𝑟2 ∈ 𝐼2 ja 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Määritelmän 2.4 mukaan 𝑎 =

(𝑟1/𝑠1) + (𝑟2/𝑠2) = (𝑟1𝑠2 + 𝑟2𝑠1/𝑠1𝑠2). Koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat ideaaleja, niin 𝑟1𝑠2 ∈ 𝐼1
ja 𝑟2𝑠1 ∈ 𝐼2, ja koska 𝑆 on kertolaskun suhteen suljettu, niin 𝑠1𝑠2 ∈ 𝑆. Tästä seuraa,
että (𝑟1𝑠2 + 𝑟2𝑠1/𝑠1𝑠2) ∈ 𝑆−1(𝐼1 + 𝐼2). Täten (𝑆−1𝐼1) + (𝑆−1𝐼2) ⊆ 𝑆−1(𝐼1 + 𝐼2).

Yllä olevan perusteella 𝑆−1(𝐼1 + 𝐼2) = (𝑆−1𝐼1) + (𝑆−1𝐼2).
Todistetaan sitten kertolasku. Olkoon 𝑎 ∈ 𝑆−1(𝐼1𝐼2). Tällöin voidaan kirjoittaa

𝑎 = 𝑟/𝑠, missä 𝑟 ∈ 𝐼1𝐼2 ja 𝑠 ∈ 𝑆. Koska 𝐼1 ja 𝐼2 ovat ideaaleja, voidaan määritelmän
2.10 perusteella kirjoittaa 𝑟 = 𝑟1𝑡1 + 𝑟2𝑡2 + · · · + 𝑟𝑘 𝑡𝑘 , missä 𝑟𝑖 ∈ 𝐼1 ja 𝑡𝑖 ∈ 𝐼2, kun
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}. Tällöin

𝑎 = (𝑟1𝑡1 + 𝑟2𝑡2 + · · · + 𝑟𝑘 𝑡𝑘 )/𝑠

= (𝑟1/𝑠) (𝑡1/1) + (𝑟2/𝑠) (𝑡2/1) + · · · + (𝑟𝑘/𝑠) (𝑡𝑘/1).

Määritelmän 2.9 mukaan 𝑆−1𝐼1 ja 𝑆−1𝐼2 ovat ideaaleja, ja lauseen 2.10 mukaan
kahden ideaalin tulo on ideaali, joten (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2) on ideaali. Täten se on yh-
teenlaskun suhteen suljettu. Koska lisäksi (𝑟𝑖/𝑠) (𝑡1/1) ∈ (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2), niin 𝑎 ∈
(𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2). Täten 𝑆−1(𝐼1𝐼2) ⊆ (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2).

Olkoon sitten 𝑎 ∈ (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2). Tällöin voidaan kirjoittaa 𝑎 = (𝑟1/𝑠1) (𝑟2/𝑠2),
missä 𝑟1 ∈ 𝐼1, 𝑟2 ∈ 𝐼2 ja 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Määritelmän 2.4 perusteella (𝑟1/𝑠1) (𝑟2/𝑠2) =

(𝑟1𝑟2)/(𝑠1𝑠2). Määritelmän 2.10 nojalla 𝑟1𝑟2 ∈ 𝐼1𝐼2, ja koska 𝑆 on kertolaskun suh-
teen suljettu, niin 𝑠1𝑠2 ∈ 𝑆. Tästä seuraa, että 𝑎 ∈ 𝑆−1(𝐼1𝐼2), joten (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2) ⊆
𝑆−1(𝐼1𝐼2).

Yllä olevan perusteella 𝑆−1(𝐼1𝐼2) = (𝑆−1𝐼1) (𝑆−1𝐼2). □

Esimerkki 2.8. Esimerkissä 2.5 todettiin 2ℤ ja 3ℤ kokonaisalueen ℤ ideaaleiksi.
Koska lauseen 2.10 mukaan kahden ideaalin summa on ideaali, voidaan määrittää
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ideaali 2ℤ+3ℤ. Määritelmän 2.9 mukaan 2ℤ+3ℤ = {𝑎 + 𝑏 | 𝑎 ∈ 2ℤ, 𝑏 ∈ 3ℤ}. Sen
alkiot ovat siis muotoa 2𝑐 + 3𝑑 joillakin 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ. Koska syt(2, 3) = 1, niin Bézout’n
lemman nojalla on olemassa sellaiset 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ, että 2𝑘 + 3𝑙 = 1 [6, s. 96]. Täten
1 ∈ 2ℤ + 3ℤ, jolloin 2ℤ + 3ℤ = ℤ.

Koska lauseen 2.5 mukaan myös ideaalien tulo on ideaali, voidaan määrittää
ideaali 2ℤ · 3ℤ. Määritelmän 2.10 nojalla sen alkiot ovat muotoa

{𝑎1𝑏1 + · · · + 𝑎𝑘𝑏𝑘 | 𝑎𝑖 ∈ 2ℤ, 𝑏𝑖 ∈ 3ℤ}

= {2𝑐13𝑑1 + · · · + 2𝑐𝑘3𝑑𝑘 | 𝑐𝑖, 𝑑𝑖 ∈ ℤ}

= {6(𝑐1𝑑1 + · · · + 𝑐𝑘𝑑𝑘 ) | 𝑐𝑖, 𝑑𝑖 ∈ ℤ} ,

joten 2ℤ · 3ℤ ⊆ 6ℤ. Olkoon sitten 6𝑐 ∈ 6ℤ. Koska 6𝑐 = (2 · 1) · (3 · 𝑐) ∈ 2ℤ · 3ℤ,
niin 6ℤ ⊆ 2ℤ · 3ℤ. Täten 2ℤ · 3ℤ = 6ℤ.

Koska esimerkin 2.6 nojalla parittomien lukujen joukko 𝑃 on kokonaislukujen
multiplikatiivinen systeemi, niin lauseen 2.11 perusteella lokalisaatiot 𝑃−1(2ℤ +
3ℤ) = 𝑃−1ℤ ja 𝑃−12ℤ + 𝑃−13ℤ ovat samat. Samoin perusteluin myös lokalisaatiot
𝑃−1(2ℤ · 3ℤ) = 𝑃−16ℤ ja 𝑃−12ℤ · 𝑃−13ℤ ovat samat.

Esimerkki 2.9. Kokonaislukukertoimisten polynomien rengas

ℤ[𝑥] =
{︁
𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 | 𝑎𝑖 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ
}︁

on kokonaisalue, koska ℤ on kokonaisalue. Merkitään alkion 2 virittämää ideaalia
⟨2⟩ = {2 · 𝑟 | 𝑟 ∈ ℤ[𝑥]} ja alkion 𝑥 virittämää ideaalia ⟨𝑥⟩ = {𝑥 · 𝑟 | 𝑟 ∈ ℤ[𝑥]}.
Ideaali ⟨2⟩ sisältää sellaiset polynomit, joissa kaikki kertoimet ovat parillisia, ja
ideaali ⟨𝑥⟩ puolestaan vakiotermittömät polynomit.

Määritetään ideaali ⟨2⟩ + ⟨𝑥⟩. Määritelmän 2.9 nojalla sen alkiot ovat muotoa
{𝑝 + 𝑞 | 𝑝 ∈ ⟨2⟩, 𝑞 ∈ ⟨𝑥⟩} . Koska ideaalin ⟨2⟩ alkiot voidaan kirjoittaa muodossa
𝑝 = 2𝑎0 + 2𝑎1𝑥 + 2𝑎2𝑥

2 + · · · + 2𝑎𝑚𝑥𝑚 ∈ ⟨2⟩ ja ideaalin ⟨𝑥⟩ alkiot muodossa
𝑞 = 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2 + · · · + 𝑏𝑛𝑥𝑛 ∈ ⟨𝑥⟩, niin

𝑝 + 𝑞 = 2𝑎0 + 2𝑎1𝑥 + 2𝑎2𝑥
2 + · · · + 2𝑎𝑚𝑥𝑚 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2 + · · · + 𝑏𝑛𝑥𝑛

= 2𝑎0 + (2𝑎1 + 𝑏1)𝑥 + (2𝑎2 + 𝑏2)𝑥2 + · · · + (2𝑎𝑘 + 𝑏𝑘 )𝑥𝑘 ,

kun 𝑘 = max {𝑚, 𝑛} ja 𝑎𝑖 = 0, kun 𝑖 > 𝑚, ja 𝑏 𝑗 = 0, kun 𝑗 > 𝑛. Täten kaikkien
ideaalin ⟨2⟩ + ⟨𝑥⟩ sisältämien polynomien vakiotermi on parillinen.

Merkitään kaikkien sellaisten polynomien, joiden vakiotermi on parillinen, jouk-
koa merkinnällä 𝑃. Olkoon 𝑟 = 2𝑐0 + 2𝑐1𝑥 + · · · + 2𝑐𝑥𝑖 ∈ 𝑃. Koska 2𝑐0 ∈ ⟨2⟩
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ja 2𝑐1𝑥 + · · · + 2𝑐𝑥𝑖 ∈ ⟨𝑥⟩, niin 𝑟 ∈ ⟨2⟩ + ⟨𝑥⟩. Täten 𝑃 ⊆ ⟨2⟩ + ⟨𝑥⟩. Näin ollen
𝑃 = ⟨2⟩ + ⟨𝑥⟩.

Määritetään sitten ideaali ⟨2⟩ · ⟨𝑥⟩. Määritelmän 2.10 nojalla sen alkiot ovat
muotoa

{𝑝1𝑞1 + · · · + 𝑝𝑘𝑞𝑘 | 𝑝𝑖 ∈ ⟨2⟩, 𝑞𝑖 ∈ ⟨𝑥⟩} .

Koska polynomien 𝑝𝑖 kaikki kertoimet ovat parillisia, myös kaikkien polynomien
𝑝𝑖𝑞𝑖 kaikki kertoimet ovat parillisia. Tällöin myös kaikkien tällaisten polynomien
äärellisten summien kaikki kertoimet ovat parillisia. Koska mikään polynomi 𝑞𝑖
ei sisällä vakiotermiä, ei myöskään mikään tulo 𝑝𝑖𝑞𝑖 sisällä vakiotermiä, kuten ei
myöskään mikään näiden äärellinen summa. Ideaalin ⟨2⟩ · ⟨𝑥⟩ polynomit ovat siis
vakiotermittömiä ja niiden kaikki kertoimet ovat parillisia.

Lauseen 2.11 perusteella lokalisaatiot 𝑆−1(⟨2⟩ + ⟨𝑥⟩) ja 𝑆−1⟨2⟩ + 𝑆−1⟨𝑥⟩ ovat
samat. Myös lokalisaatiot 𝑆−1(⟨2⟩ · ⟨𝑥⟩) ja 𝑆−1⟨2⟩ · 𝑆−1⟨𝑥⟩ ovat samat. Näin on
riippumatta siitä, mikä multiplikatiivinen systeemi 𝑆 valitaan.
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