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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa tarkastellaan kommutatiivisen algebran tyokalua, lokalisaatiota,
rajoitettuna kokonaisalueisiin. Aluksi mééritellddn lokalisaatio ja multiplikatiiviset
systeemit, joiden suhteen lokalisaatio tehddin. Lokalisaation avulla syntyy algebral-
linen rakenne, jossa on enemmaén kidntyvid alkioita kuin alkuperdisessid. Osa niista
alkioista on kuitenkin samoja keskenéén, joten ndiden samastamiseksi mairitellddn
ekvivalenssirelaatio. Tamin jdlkeen osoitetaan, ettd kokonaisalueen lokalisaation tu-
loksena syntyvi algebrallinen rakenne on itsekin kokonaisalue.

Seuraavaksi tarkastellaan lokalisaation erityistapauksia, jakokuntia, ja todiste-
taan, ettd kokonaisalueen jakokunta on isomorfiaa vaille yksikasitteinen. Tamén jal-
keen siirrytddn tarkastelemaan kokonaisalueiden muita lokalisaatioita, ja todetaan,
ettd ne ovat kyseisen kokonaisalueen jakokunnan alirenkaita. Lisdksi multiplikatiivis-
ten systeemien sulkeumia tutkimalla havaitaan, ettd eri multiplikatiivisten systeemien
suhteen tehdyt lokalisaatiot voivat olla samat.

Lopuksi tarkastellaan ideaaleja ja lokalisaatiota ideaalien suhteen. Ideaaleille
maiiritellddn summa ja tulo ja todistetaan, ettd ideaalien summa ja tulo ovat itse-
kin ideaaleja. Tamén jidlkeen todetaan, ettd lokalisaatio kiyttidytyy hyvin ideaalien
yhteen- ja kertolaskun suhteen.

Lukijan odotetaan tuntevan algebran perusteet. Erityisesti kokonaisalueiden, kun-
tien, rengashomomorfismien ja ideaalien késitteiden tuntemus on tarpeen. Piéasialli-
sina ldhteinid ovat toimineet Judsonin teos Abstract Algebra: Theory and Applications
[4], Blandin teos The Basics of Abstract Algebra 2], Aitkenin artikkeli Localization

in Integral Domains [1] ja Gathmannin luentomateriaali Commutative Algebra [3].



2 Lokalisaatio

Tdmén luvun lidhteind ovat toimineet Andreas Gathmannin luentomateriaali Com-
mutative Algebra [3] sekd Judsonin teos Abstract Algebra: Theory and Applications
[4].

Lokalisaatio on tirked tyokalu kommutatiivisessa algebrassa. Sen avulla on mah-
dollista muuttaa rengasta koskeva ongelma joukoksi helpommin ratkaistavia ongel-
mia. Késiteltdessa rengasta, joka ei ole kunta, vaikeuksia saattaa aiheuttaa se, etteivit
kaikki alkiot ole kdéntyvid. Lokalisaation avulla voidaan tehdd useammista alkioista
kddntyvid luomalla niistd murtolukuja. Juuri télld tavalla kokonaislukujen renkaasta
saadaan muodostettua rationaalilukujen kunta.

Lokalisaatio voidaan médritelld yleisesti renkaille, mutta tdlloin murtolukujen
nimittdjain padtyvit nollantekijét aiheuttavat hankaluuksia. Tassa tyossi keskitytddn
yksinkertaisempaan tilanteeseen, jossa lokalisoidaan kokonaisalueita.

Jatkossa merkitddn kisiteltavad kokonaisaluetta merkinnilld R ja sen osajoukkoa,
jonka alkioista halutaan tehdi kédéantyvid, merkinnilld S. Lokalisaatio muodostetaan
yksinkertaisesti joukkona S~!R, joka sisiltds kaikki murtoluvut, joissa jokin koko-
naisalueen R alkio on osoittajassa ja jokin joukon § alkio nimittdjassa.

Jotta lokalisaatio S™!R olisi yhteen- ja kertolaskun suhteen suljettu, kun nimi
myohemmin mééritellddn lokalisaatioille, tdytyy joukon S olla kertolaskun suhteen

suljettu. Lisdksi halutaan, ettd 0 ¢ S, jotta nollalla jakoa ei pddse tapahtumaan.

Mairitelma 2.1. [1, s. 2] Kokonaisalueen R osajoukkoa S kutsutaan multiplikatii-

viseksi systeemiksi, jos 1 € S, 0 ¢ S ja S on suljettu kertolaskun suhteen.

Renkaan R osajoukko S = R \ {0} on multiplikatiivinen systeemi, silld se on
renkaan miiritelmin nojalla kertolaskun suhteen suljettu, 0 ¢ S ja 1 € S. Muita
multiplikatiivisia systeemeji kasitellddan myohemmin tissi tutkielmassa.

Lokalisaatiossa muodostuu usein alkioita, jotka halutaan samastaa keskenddn.
Esimerkiksi rationaalilukuja muodostettaessa halutaan lukujen % ja % olevan samoja.

Samastamista varten tarvitaan seuraava relaatio.

Maaritelma 2.2. [4, s. 225] Olkoon R kokonaisalue ja S sen multiplikatiivinen

systeemi. Olkoot r,7’ € R jas, s € S. Talloin

(r,s) ~(r',s") ers =sr.



Huomautus. Koska kokonaisalueissa kertolasku on liitinnédinen, voidaan kokonais-

alueen R alkioiden ay, a»,...,a, tulo ajas ... a, kirjoittaa ilman sulkuja.
Lause 2.1. [4, s. 225] Mddritelmdn 2.2 mukainen relaatio on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Vrt. [4, s. 226]. Olkoon r € R ja s € S. Kokonaisalueen R kertolas-
kun vaihdannaisuuden perusteella rs = sr, joten (r,s) ~ (r,s). Téten relaatio on
refleksiivinen.

Olkoot r,ry € R ja s1, sy € S. Oletetaan, ettd (ry,s1) ~ (r2, 52), jolloin rys; =
s17rp. Kokonaisalueen R kertolaskun vaihdannaisuuden perusteella 51 = sprq, joten
(r2,82) ~ (r1,s1). Titen relaatio on symmetrinen.

Olkoot ry,rp,r3 € R ja s1,s2,53 € S. Oletetaan, ettd (ry,s1) ~ (r2,52) ja
(r2, 82) ~ (r3,53),jolloin rysy = s1ry jarysy = spr3. Kertomalla ndistd ensimméainen
puolittain alkiolla s3 saadaan s1rps3 = r1sy53. Sijoittamalla tahidn 53 = s,r3 saadaan
§182r3 = r15253, Mistd supistussaannon nojalla seuraa rys3 = sr3. Talloin (ry, s1) ~
(r3, s3). Téten relaatio on transitiivinen.

Koska relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, se on ekvivalens-

sirelaatio. O

Miaéritelma 2.3. Merkitidin alkion (r, s) mééritelmén 2.2 mukaisen ekvivalenssire-

laation ekvivalenssiluokkaa r/s ja ndiden muodostamaa joukkoa
ST'R={r/s|reR,seS}.

Joukkoa S™'R kutsutaan renkaan R lokalisaatioksi multiplikatiivisen systeemin §

suhteen.

Varustetaan nyt joukko S~!'R yhteen- ja kertolaskulla. Miiritelmi on tuttu jo

peruskoulun matematiikan tunneilta.

Mairitelméa 2.4. [4, s. 226] Olkoon R kokonaisalue ja S sen multiplikatiivinen

systeemi. Kun 7 /s1,72/s2 € S”'R, niin
ri/s1+ra/sy = (risy+s1r2)/s1s2
ja
(r1/s1) - (ra/s2) =rira2/sis2.

Lause 2.2. [4, s. 226] Mddritelmdin 2.4 mukaiset yhteen- ja kertolasku ovat hyvin

maddiritellyt.



Todistus. Vrt. [4, s. 226]. Olkoon r/s =r'/s’ € ST'Rjat/u =t /u’ € SR, jolloin
rs’ = sr’ jatu’ = ut’. Kertomalla néistd ensimmaéinen puolittain alkiolla uu’ saadaan
rs'uu’ = sr'uu’ ja toinen puolittain alkiolla ss’ saadaan ru’ss’ = ut’ss’. Kun nima
lasketaan puolittain yhteen, on tuloksena rs’uu’ + tu’ss’ = ut’ss’ + sr'uu’, mista
yhteen- ja kertolaskun vaihdannaisuuden nojalla seuraa rus’u’ + sts’u’ = r'u’su +
s’t'su. Osittelulakeja kdyttden saadaan (ru + st)s’u’ = (r’u’ + s’t’)su. Soveltamalla
tahdn madritelmaa 2.2 saadaan (ru + st)/su = (r'u’ + s't’)/s’u’, mistd maaritelmin
2.4 mukaan seuraa r/s +1t/u = r’/s’ + ¢’ /u’. Yhteenlasku on siis hyvin mééritelty.
Kertomalla rs” = sr’ puolittain alkiolla ru” saadaan rs’tu’ = sr’tu’. Kun tdhin
sijoitetaan oikealle puolelle tu’ = ut’, on tuloksena rs’tu’ = sr’ut’. Talloin kokonais-
alueen R kertolaskun vaihdannaisuuden perusteella rts’u’ = sur’t’, mistd méaéritel-
méin 2.2 nojalla seuraa rt/su = r't’/s’u’. Miiritelmén 2.4 mukaan (r/s) - (t/u) =

(r'/s") - (t'/u’), joten myOs kertolasku on hyvin miiritelty. O
Todistetaan seuraavaksi, ettd kokonaisalueen lokalisaatio on itsekin kokonaisalue.

Lause 2.3. [4, s. 226] Olkoon R kokonaisalue ja S sen multiplikatiivinen systeemi.

Talloin (S™'R, +, -) on kokonaisalue.

Todistus. Vrt.[4,s.227]. Olkootr/s1,72/s2,73/s3 € S™'R. Miéritelmin 2.4 nojalla
ri/s1+ry/sy = (risa+ras1)/s1s2. Renkaan R yhteen- ja kertolaskun vaihdannaisuu-
den perusteella saadaan (rps; + r1s2)/s2s) ja tistd jilleen madritelméan 2.4 nojalla
r2/s> +r1/s1. Titen (S~!'R, +) on vaihdannainen.

Koska kokonaisalueen R kertolaskun liitdnniisyyden ja osittelulakien perusteella

ri/si+ (ra/sa+r3/s3) =ri/s1+ (ras3 + s2r3)/s2s3
= (r1(s253) + s1(r253 + 52r3)) /51 (5253)
= (115283 + 517283 + 51527'3) /515253
= ((ris2 + s1r2)s3 + (s152)r3)/(5152) 83
= (ris2 +s1r2)/s152 +713/53
= (r1/s1+1r2/s2) +r3/53,
niin (S~'R, +) on liitinndinen.
Maiiritelmén 2.4 nojalla0/1+r/s = (0-s+1-r)/1-s = r/s. Koska yhteenlaskun
vaihdannaisuus on jo todistettu, niin /s + 0/1 = r/s. Tdten 0/1 on yhteenlaskun

neutraalialkio. Lisdksi médritelmén 2.4 nojalla r/s + (—r)/s = (rs + s(-r))/ss, ja

koska kokonaisalueessa R alkion rs vasta-alkio on —rs = s(—r), saadaan 0/ss. Koska



0-1 =0 = ss-0, niin maaritelmén 2.2 mukaan 0/1 ~ 0/ss. Tatenr/s+(—r)/s = 0/1.
Yhteenlaskun vaihdannaisuuden vuoksi (=) /s +r/s = 0/1. Téten alkion r /s vasta-
alkio on (—r)/s.

Maéiritelmén 2.4 nojalla (r1/s1) - (r2/s2) = rir2/s1s2. Kokonaisalueen R kerto-
laskun vaihdannaisuuden perusteella saadaan rpry/sys; ja tasta jalleen madritelmén
2.4 nojalla (r2/s2) - (r1/s1). Taten (SR, -) on vaihdannainen.

Koska mééritelmin 2.4 ja kokonaisalueen R kertolaskun liitinndisyyden perus-

teella

((r1/s1) - (r2/s2)) - (r3/s3) = (rir2/s1s2) - (r3/s3)
= (r1r2)r3/(s152) 53
=r1(rar3)/si(s2s3)
= (r1/s1) - (rar3/s2s3)
= (r1/s1) - ((r2/s2) - (r3/53)),
niin (S~'R, -) on liitdnniinen.
Koska (r/s) - (1/1) = (r-1)/(s - 1) = r/s ja vaihdannaisuuden perusteella

(1/1) - (r/s) = r/s, niin 1/1 on kertolaskun neutraalialkio.

Madiritelmén 2.4 ja kokonaisalueen R osittelulakien perusteella

(ri/s1) - (r2/s2+r3/s3) = (ri/s1) - (r2s3 + s2r3/s253)
= (r1(r2s3 + 5273)) /515253
= (r17r253 +r15273) /515253
= ((riras3 +risor3) - 1)/((s1s253) - 1)

= ((r1ras3 + risar3)/s1s2s3) - (1/1).
Koska 1 - s1 = 51 - 1, niin miéritelmén 2.2 nojalla 1/1 ~ s1/s1, joten
((r1r2s3 +r152r3)/s15283) - (1/1) = ((r1r283 + r152r3) /515283) - (51/51).

Mairitelmén 2.4 ja kokonaisalueen R osittelulakien ja kertolaskun vaihdannaisuuden

perusteella

((riras3 +ris2r3)/s15283) - (s1/51) = (rir2s153 + 5152r173) /51525183

=riry/s152 +r1r3/sis3

= (r1/s1) - (r2/s2) + (r1/s1) - (r3/s3).



Tidten vasemmanpuoleinen osittelulaki patee. Koska vaihdannaisuus on jo todistettu,
my0s oikeanpuoleinen osittelulaki pétee.

Olkoon (ry/sy) - (r2/s2) = 0, jolloin médritelmin 2.4 nojalla (r;rp)/(s1s2) = 0.
Tam4 toteutuu vain, kun rir, = 0. Koska ri,7> € R ja R on kokonaisalue, tulon
nollasddnto pitee, joten r; = 0 tai o, = 0. Nollantekijoiti ei siis ole.

Yll4 olevan perusteella (S ~IR, +, -) on kokonaisalue. O

Koska 1 € § kaikilla multiplikatiivisilla systeemeilld S, niin jokaista r € R
kohden on lokalisaatiossa S~ R alkio r /1. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus, joka

kuvaa alkion r alkiolle /1, on injektiivinen homomorfismi eli upotus.

Lause 2.4. [3, s. 53] Olkoon R kokonaisalue ja S™' R sen lokalisaatio. Télloin kuvaus
¢:R— SR, ¢@r)=r/1

on upotus.

Todistus. Vrt. [4, s. 227]. Osoitetaan ensin, ettd ¢ on hyvin miiritelty. Olkoot r, 7" €
R jaolkoon r = r'. Talloin ¢(r) =r/1 =r"/1 = ¢(¢’), joten ¢ on hyvin méadritelty.

Osoitetaan sitten, ettd ¢ on rengashomomorfismi. Olkoot r, s € R. Ensinndkin
¢(1) =1/1 = 1. Liséksi

o(r+s)=(r+s)/1=r/1+s/1=¢(r)+¢(s)
ja
¢(rs) =rs/1=(r/1)-(s/1) = ¢(r) - $(s).
Téten ¢ on rengashomomorfismi.
Osoitetaan vield, ettd ¢ on injektio. Olkoon ¢(r) = ¢(s). Talloinr/1 = s/1, joten
r = s. Taten ¢ on injektio.

Koska ¢ on rengashomomorfismi ja injektio, se on upotus. O

Koska kokonaisalue uppoaa lokalisaatioonsa, lokalisaatio sisiltda siitd isomorfi-

sen kopion.

Seuraus 2.1. [5, s. 202] Lokalisaatio S™'R sisdltdid isomorfisen kopion kokonaisa-

lueesta R.

Todistus. Vrt. [5, s. 202]. Olkoon S’ 'R = {r/1 € S'R}, ja olkoon ¢ : R —
S"7'R, ¢(r) = r/1. Lauseen 2.4 todistuksessa on jo osoitettu, etti ¢ on injektiivinen
homomorfismi. Kun sen maalijoukkona on S’~'R, se on my®s surjektio, joten se on
isomorfismi. Titen R = S""'R. Koska 'R € S™'R, niin S~! R sisiltd4 isomorfisen

kopion kokonaisalueesta R. O



2.1 Jakokunnat

Innoituksena jakokuntiin perehtymiselle ovat toimineet Ari Virtasen tehtivinannot
kurssilla Johdatus matemaattiseen piittelyyn ja lukuteoriaan. Tamin aliluvun 1ih-
teend on kiytetty Blandin teosta The Basics of Abstract Algebra [2].

Kun kokonaisalue R lokalisoidaan sen osajoukon R \ {0} suhteen, saadaan tulok-
seksi kyseisen kokonaisalueen jakokunta. Jakokunta on siis lokalisaatio, joka sisal-
tad kaikki murtoluvut muotoa /s, missda r, s € R ja s # 0. Téstd seuraa, ettd kaikki
jakokunnan alkiot ovat kdédntyvid, joten se on nimensa mukaisesti kunta.

Tutuin esimerkki jakokunnasta ovat rationaaliluvut, jotka ovat kokonaislukujen
jakokunta. Selvisti jokainen kokonaisluku a voidaan esittdd rationaalilukuna muo-
dossa a/1. Samaan tapaan voidaan minki tahansa kokonaisalueen alkiot yhdistéd nii-
td vastaaviin murtolukuihin kyseisen kokonaisalueen jakokunnassa. Kuten lauseessa
2.4 osoitettiin, tdllainen vastaavuus on injektiivinen, joten voidaan puhua kokonais-

alueen upottamisesta kuntaan.

Maaritelmia 2.5. [2, s. 178] Olkoon R kokonaisalue. Talloin kunta K on koko-
naisalueen R jakokunta, jos on olemassa upotus (eli injektiivinen homomorfismi)
¢ : R — K ja jokainen kunnan K alkio voidaan kirjoittaa muodossa ¢(r)/@(s)
joillakin r € Rja s € R\ {0}.

Y114 olevassa madritelmassa riittdd edellyttdd, ettd s # 0, koska tdlloin ¢(s) # 0.
Tamai johtuu siitd, ettd injektiivisend homomorfismina ¢ kuvaa nolla-alkiolle vain
nolla-alkion.

Seuraavaksi todetaan, ettd kokonaisalueen jakokunta on isomorfismia vaille yk-
sikdsitteinen. TAdmén takia voidaan minké tahansa kokonaisalueen kohdalla puhua

yksittédisestd jakokunnasta.

Lause 2.5. [2, s. 178] Kaikki saman kokonaisalueen jakokunnat ovat keskendin

isomorfisia.

Todistus. Vrt. [2, s. 178-179]. Olkoot K ja K’ kokonaisalueen R jakokuntia. M&a-
ritelmén 2.5 mukaan on olemassa upotus ¢ : R — K’ ja jokainen jakokunnan K’
alkio voidaan kirjoittaa muodossa ¢(r)/¢(s) joillakin » € R jas € R \ {0}. Samoin
on olemassa upotus w : R — K ja jokainen jakokunnan K alkio voidaan kirjoittaa
muodossa w(r)/w(s) joillakinr € Rjas € R\ {0}.

Olkoon ¢ : K — K, ¢y (w(r)/w(s)) = ¢(r)/¢(s). Osoitetaan ensin, ettd ¢
on hyvin maédritelty. Olkoot w(r)/w(s), w(r’)/w(s’) € K ja olkoon w(r)/w(s) =
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w(r’)/w(s’). Talloin mairitelméan 2.2 mukaan w(r)w(s’) = w(s)w(r’). Koska w
on homomorfismi, niin w(rs’) = w(sr’), ja koska w on injektio, niin rs’ = sr’.
Koska ¢ on hyvin madritelty, niin ¢(rs”) = ¢(sr’), ja koska ¢ on homomorfismi, niin
P(r)¢(s’) = ¢(s)¢(r'). Tastd seuraa Y (w(r)/w(s)) = ¢(r)/¢(s) = ¢(r')/p(s") =
Y(w(r')/w(s")), joten ¢ on hyvin méadritelty.

Osoitetaan sitten, ettd s on rengashomomorfismi. Koska w ja ¢ ovat homomor-

fismeja, niin ¢(1) = 1 ja w(1) = 1, joten ¢ (1) = ¢ (w(1)/w(1)) = ¢(1)/$(1) =

1/1 = 1. Homomorfismin ominaisuuksien ja mairitelmén 2.4 nojalla

Y(w(r)/w(s) +w)/w(u)) =y (w(r/s+1t/u))
=y (w(ru+st)/w(su))
= ¢(ru+st)/d(su)
= (¢(r)¢u) + ¢(s)¢(1))/($(s)p(u))
= ¢(r)/¢(s) + ¢(1)/$(u)
=¥ (w(r)/w(s)) + ¥ (w(r)/w(u))

ja

Y((w(r)/w(s)) - (w(n)/w(w)) =y (w((r/s) - (1/u)))
=y (w(rt)/w(su))
= ¢(r1)/¢(su)
= (9()¢(1))/($(s)¢(u))
= (6(r)/(s)) - (¢(1)/p(u))
=y (w(r)/w(s)) - ¥ (wt)/wu)).

Taten ¢ on rengashomomorfismi.

Osoitetaan vield, ettd ¢ on bijektio. Olkoot w(r)/w(s), w(t)/w(u) € K ja olkoon
Y(w(r)/w(s)) =Y (w(t)/w(u)). Talloin ¢(r)/¢(s) = ¢(t) /P (u), mistd madritelmén
2.2 nojalla seuraa ¢(r)op(u) = ¢(s)p(t). Tastd seuraa edelleen ¢(ru) = ¢(st), silld ¢
on homomorfismi. Talloin ru = st, koska ¢ on injektio. Koska w on hyvin miiritelty,
niin w(ru) = w(st), ja koska w on homomorfismi, niin w(r)w(u) = w(s)w(t). Ndin
ollen maéritelmén 2.2 nojalla w(r)/w(s) = w(t)/w(u). Titen ¢ on injektio. Olkoon
sitten ¢(r)/p(s) € K'. Talloin ¢ (w(r)/w(s)) = ¢(r)/P(s), joten ¥ on surjektio.

Koska ¢y on rengashomomorfismi ja bijektio, se on rengasisomorfismi. Ndin ollen

K = K’, joten kaikki kokonaisalueen R jakokunnat ovat keskendin isomorfisia. O
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Esimerkki 2.1. Vrt. [4, s. 236, tehtivi 11]. Olkoon Z[V2] = {a +bV2 | a,b € z}.
Miiritetddn sen jakokunta.

Ensin on osoitettava, ettd Z [\/i] on kokonaisalue. Tdmai voidaan tehdi toteamalla,
etti Z[V2] on reaalilukujen kunnan R alirengas. Olkoot a + bV2, ¢ +dV?2 € Z[V2].
Koska a + b¥2 € R, niin Z[V2] C R. Koska

a+bV2 - (c+dV2)=(a-c)+(b-d)V2 e Z[V2]
ja
2
(a+ b\/z)(c + d\/z) = ac +adV2 + beV2 + bdV2
= (ac +2bd) + (ad + be)V2 € Z[V2],

niin Z[V2] on suljettu yhteenlaskun, vasta-alkioiden ja kertolaskun suhteen. Liséksi
1 =1+0-V2 e Z[V2]. Titen Z[V2] on reaalilukujen kunnan R alirengas. Kos-
ka R on kokonaisalue, myds sen alirenkaat ovat kokonaisalueita, joten Z[V2] on
kokonaisalue.

Miiritetdzin nyt kokonaisalueen Z[V2] jakokunta K. Jakokunnan K alkiot ovat
muotoa (a + bV2)/(c + dV2). Titen

((a+bV2)/(c+dV2)) - (1/1)
= ((a+bV2)/(c+dV2)) - ((c — dV2)/(c — dV2))
= (ac - 2bd + (ad + bc)V2) /(c? + 2d%)
= (ac - 2bd)/(c* +2d%) + ((ad + bc) [ (* +2d*)V2.

Koska (ac —2bd)/(c?+2d%) € Qja (ad+bc)/(c?+2d%) € Q, niin (a +bV2)/(c+
dV2) € Q[V2]. Niin ollen K € Q[V2] = {a+bV2 | a,b € Q.

Olkoon a+bV2 € Q[V?2]. Tilloin se voidaan kirjoittaa muodossa p /g+(r/s) V2 =
(ps+rqV2)/gsjoillakin p, ¢, r, s € Z.Koska ps+rqV2 € Z[V2]jags = gs+0-V2 €
Z[V?2], niin jokainen muotoa a + b¥2 oleva alkio voidaan kirjoittaa kokonaisalueen
Z[V?2] kahden alkion osaméirini. Titen a + bV2 € K, ja tisti seuraa, ettd Q[ V2] C
K.

Y14 olevan perusteella K = Q [\/5].

2.2 Multiplikatiiviset systeemit

Tamén aliluvun ldhteend on kiytetty Wayne Aitkenin artikkelia Localization in Inte-

gral Domains [1].
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Jakokuntien tarkastelun jilkeen siirrytdén tarkastelemaan sellaisia lokalisaatioita
S7IR, joissa § # R\ {0}. Jo aiemmin miiritelmissd 2.2 joukkoa S kuitenkin
rajoitettiin niin, ettd sen on oltava multiplikatiivinen systeemi. Muussa tapauksessa
lokalisaatio S™'R ei olisi yhteen- eikii kertolaskun suhteen suljettu eiki siis edes
rengas, jolloin se ei olisi rakenteena kovin kdyttokelpoinen.

Todistetaan seuraavaksi, ettd kokonaisalueen kaikki lokalisaatiot ovat sen jako-

kunnan alirenkaita.

Lause 2.6. [1, s. 2] Olkoon R kokonaisalue ja K sen jakokunta. Olkoon S kokonais-

alueen R multiplikatiivinen systeemi. Téllin S~'R on jakokunnan K alirengas.

Todistus. Olkoon r/s,t/u € S™'R. Midritelmén 2.4 perusteella
ris—tlu=r/s+ (—t/u) = (ru+ (-ts))/su.

Koska R on rengas, niin ru + (—ts) € R, ja koska S on multiplikatiivinen systeemi,
niin su € S. Titen (ru + (—ts))/su € S™'R.

Mairitelmén 2.4 nojalla (r/s)(t/u) = rt/su, ja koska rt € R ja su € S, niin
rt/su € S~'R. Médritelmdn 2.1 mukaan 1z € S, ja koska myos 1 € R, niin

g = 1g/1g € S~'R. Tdten S™!'R on jakokunnan K alirengas. O

Esimerkki 2.2. [1, s. 3] Tarkastellaan kokonaisalueen R osajoukkoa S = {a" | n € N}
missi a € R on nollasta poikkeava. Koska a® = 1, niin 1 € S. Koska R on kokonaisa-
lue, niin a” # 0, kun a # 0. Tdstd seuraa, etti 0 ¢ S. Olkoot sitten a”, a* € S. Koska
R on liitdnndinen, niin (a”)(a¥) = a™** € S, eli S on kertolaskun suhteen suljettu.
Téten S on multiplikatiivinen systeemi.

Tissd tapauksessa lokalisaatio S~! R siséltia kaikki murtoluvut, joissa osoittajassa
on jokin kokonaisalueen R alkio ja nimittdjdssé jokin alkion a potenssi. Voidaankin

puhua kokonaisalueen R lokalisaatiosta alkion a suhteen.

Esimerkki 2.3. [3, s. 53] Tarkastellaan kokonaislukujen renkaan Z lokalisaatiota al-
kion 5 suhteen. Olkoon siis S = {5" | n € N} . Talloin S™'Z = {r/5" | r € Z,n € N} .
Tami lokalisaatio sisdltdd kaikki kokonaisluvut, koska 5° = 1, ja lisdksi luvut
1/5,2/5,3/5,4/5,6/5 sekd 1/25,2/25 ja niin edelleen.

Lisidksi havaitaan, ettd tosiaan nyt vain joukon S alkioilla (ja ndiden kiinteis-
alkioilla) on kaanteisalkiot. Esimerkiksi 5 - (1/5) = 1 ja 25 - (1/25) = 1, mutta
5/2¢S8 -1z, joten alkiolla 2/5 ei ole kdinteisalkiota, kuten ei myoskaén alkiolla 2,
silla 1/2 ¢ S717.
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Tarkastellaan seuraavaksi, voidaanko lokalisoimalla sama kokonaisalue kahden

eri multiplikatiivisen systeemin suhteen saada molemmissa tapauksissa tulokseksi

sama lokalisaatio. Tatéd tarkastelua varten madritelldin multiplikatiivisen systeemin

S sulkeuma, joka on joukko, joka koostuu systeemin S alkioiden tekijoista.

Mairitelmi 2.6. [1, s. 4] Olkoon S kokonaisalueen R multiplikatiivinen systeemi.

Talloin sen sulkeuma on

< def

S={d € R |de e Sjollakin e € R} .

Todistetaan seuraavaksi joitakin sulkeumien perusominaisuuksia, joita tarvitaan

myOhempien lauseiden todistuksissa.

Lause 2.7. [1, s. 4] Olkoon S kokonaisalueen R multiplikatiivinen systeemi. Tdlloin

1) Scs,

2) sulkeuma S on myos kokonaisalueen R multiplikatiivinen systeemi,

3) §=3,

4) ST'R=5"Rja

5) kun Sy ja S> ovat multiplikatiivisia systeemejdi ja S1 C S», niin Sy C 8o
Todistus.

1) Olkoon s € S. Koska médritelmén 2.1 nojalla 1z € S, niin 1 - s € S. Téten

2)

3)

miiritelmin 2.6 perusteella s € S, misti seuraa, ettid S C S.

Koska S C Sja 1z € S, niin 1z € S. Médritelmin 2.1 nojalla 0 ¢ S. Tillsin
0-e =0 ¢ S kaikilla e € R, joten 0 ¢ S. Olkoot sitten 51, 5o € S. Tilloin
maiiritelmin 2.6 nojalla on olemassa sellaiset e, e2 € R, ettd sjeq, spep € S.
Koska S on suljettu kertolaskun suhteen ja koska kokonaisalueen R kertolasku
on liitdnndinen ja vaihdannainen, niin (s1e1)(s2e2) = (s152)(eje2) € S. Koska

e1es € R, niin 5155 € S, ja S on titen kertolaskun suhteen suljettu.

Y114 olevan perusteella S on kokonaisalueen R multiplikatiivinen systeemi.

Olkoon ensin d € S. Kohdan 1 perusteella d € S , mistd seuraa, etti S C S.

Olkoon sitten d € S. Kohdan 2 perusteella S on kokonaisalueen R multiplika-

tiivinen systeemi, joten d € R ja de € S jollakin e € R. Koska de € S, niin
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de € Rjadef € Sjollakin f € R. Koska R on rengas, niin e f € R. Merkitidin
ef = g. Koska dg € S jollakin g € R, niin d € S. Titen Scs.

C S, niin S = S.

Al

Koska S C g”ja

4) Olkoonensinx € S™'R, jolloin voidaan kirjoittaax = /s, missir € Rjas € S.

Tilloin kohdan 1 perusteella s € S, joten x € S7'R. Titen S™'R - 57'R.

Olkoon sitten x € S‘_IR, jolloin voidaan Kirjoittaa x = ¢/d, missd ¢ € R ja
d € S. Midritelmiin 2.6 mukaan de € S jollakin e € R, ja koska R on rengas,
niin ce € R, joten x = ¢/d = ce/de € S"'R. Titen S'R C S'R.

Koska STTRC 5 'Rja§S 'R c S7'R, niin S"'R=5"'R.

5) Olkoond € S;. Tilloin médritelmén 2.6 mukaan de € S, jollakin e € R. Koska

Sy C S,, niin de € S5, jolloin kohdan 1 perusteella d € S,. Titen S; C S».
O

Seuraavaksi todistetaan, ettd saman kokonaisalueen lokalisaatiot kahden eri mul-
tiplikatiivisen systeemin suhteen ovat samat, jos ja vain jos ndiden systeemien sul-

keumat ovat samat. Tdtd varten tarvitaan vield seuraava apulause.

Apulause 2.1. [1, s. 4] Olkoon S kokonaisalueen R multiplikatiivinen systeemi.
Tillsin § = (S7'R)* N R, missd (S™'R)* on niiden lokalisaation S~!'R alkioiden

joukko, joilla on kiinteisalkio lokalisaatiossa S™'R.

Todistus. Olkoon d € S, jolloin 1z/d € 5'R. Lauseen 2.7 kohdan 4 mukaan
SR = §7'R. Titen 15 /d € S7'R, joten alkiolla d on kiinteisalkio lokalisaatiossa
S7'R. Titen d € (ST'R)*. Koska lisiksi d € S C R, niin d € (ST'R)* N R. Niin
ollen S € (ST'R)*NR.

Olkoon sitten » € (ST'R)* N R. Tillin r € (S"'R)* jar € R, joten 1/r €
S~1R = §7'R. Tiistii seuraa, ettii r € S, joten (ST'TR*NR CS.

Koska S € (ST'R)*NRja(ST'R*NR C S, niin S = (ST'R)*NR. O

Lause 2.8. [1, s. 4] Olkoot S| ja S» kokonaisalueen R multiplikatiivisia systeemejdi.
Tiélloin Sl_lR C SglR, jos ja vain jos S| C S5. Tiiten Sl_lR = S;lR, jos ja vain jos
S =S

Todistus. Oletetaan, ettid Sl_lR cs, 'R. Olkoon x € Si. Apulauseen 2.1 nojalla

Sy = (Sl‘lR)>< N R, joten alkiolla x on kéanteisalkio lokalisaatiossa Sl‘lR jax € R.
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Koska S7'R € S;'R, niin alkiolla x on kanteisalkio myds lokalisaatiossa S'R.
Titen x € (SEIR)>< N R = S5, mistd seuraa, ettd $; C S».

Oletetaan sitten, ettd S; C S,. Olkoon x € SI_IR, jolloin se voidaan kirjoittaa
muodossa r/s, missd r € R ja s € Sy. Tdlloin lauseen 2.7 kohdan 1 perusteella
s € Si, joten oletusten nojalla s € S,. Titen x € S, 'R, mistii lauseen 2.7 kohdan 4
nojalla seuraa, ettd x € SEIR. Niin ollen Sl_lR C SEIR.

Yl1l4 olevan perusteella SIIR c S IR, jos ja vain jos S| C S,. Kaintimilld
systeemien S ja S, roolit todistuksessa toisin péin todetaan, ettd S, 'R c SIlR, jos

ja vain jos S» C S;. Titen S;'R = S;'R, jos ja vain jos S| = $. O

Esimerkki 2.4. Olkoon § = {2 | m e N} ja §’ = {4" | n € N}. Esimerkin 2.2
perusteella S ja S” ovat kokonaisalueen Z multiplikatiivisia systeemeji. Maaritelman
2.6 nojalla sulkeuma S sisltii sellaiset a € Z, joille pitee ab = 2™ jollakin b € Z
jam € N. Sulkeuma S’ taas sisiltia sellaiset ¢ € Z, joille pitee cd = 4" = (2-2)" =
2" . 2" jollakin d € Z jan € N. Koska aina voidaan valita d = 2" - b tai m = 2n, niin

S = §. Titen lauseen 2.8 mukaan lokalisaatiot S~ Z ja $"~'Z ovat samat.

2.3 Ideaalit

Tarkastellaan lopuksi vield lokalisaatiota ideaalien suhteen. Madritellddn ensin al-
kuideaali ja todetaan esimerkkien avulla, ettd alkuideaalien avulla on helppo 10ytaa

halutulle renkaalle multiplikatiivisia systeemeja.

Miaéritelma 2.7. [2, s. 146] Vaihdannaisen renkaan aito ideaali / on alkuideaali, jos
kaikillaab € I jokoa € I tai b € I.

Esimerkki 2.5. Tarkastellaan kokonaislukujen rengasta Z seké sen osajoukkoa pZ =
{pa|a € Z},missia p € N.Koska p-0=0 € pZ,niin pZ # 0. Olkoot pa, pb € pZ.
Talloin pa—pb = p(a—b) € pZ.Olkoonr € Z.Talloin (pa)r = p(ar) € pZ. Titen
pZ on kokonaisalueen Z ideaali, joten esimerkiksi 27, 37 ja 4Z ovat kokonaisalueen
Z ideaaleja.

Oletetaan nyt, ettd p on alkuluku. Olkoon c¢d € pZ. Télloin cd = pk jollakin
k € Z, joten p | cd. Koska p on alkuluku, niin tilldin p | ¢ tai p | d, joten pZ on

alkuideaali. Esimerkiksi 27 ja 3Z ovat kokonaisalueen Z alkuideaaleja.

Esimerkki 2.6. [1, s. 3] Olkoon p kokonaisalueen R alkuideaali. Tarkastellaan jouk-
koa § = R\ p. Koska alkuideaalit ovat aitoja ideaaleja, niin 1 ¢ p, jolloin 1 € R\ p.
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Koska 0 kuuluu kaikkiin ideaaleihin, niin O ¢ R \ p. Olkoot sitten a,b € R\ p.
Talloin a,b € R jaa,b ¢ p. Koska p on alkuideaali, niin ab ¢ p, mutta koska R
on rengas, niin ab € R. Tistd seuraa, ettd ab € R \ p, jolloin R \ p on kertolaskun
suhteen suljettu. Tédten R \ p on multiplikatiivinen systeemi.

Esimerkin 2.5 perusteella parillisten kokonaislukujen joukko 2Z on kokonaislu-
kujen joukon alkuideaali. Téaten Z \ 2Z eli parittomien kokonaislukujen joukko on

multiplikatiivinen systeemi.

Lokalisaatio alkuideaalin suhteen on lokalisaation tarked kdyttokohde, koska tél-
lainen lokalisaatio on lokaali rengas. Lokaalit renkaat ovat timén tutkielman aihera-
jauksen ulkopuolella.

Koska aidot ideaalit eivit sisilld ykkosalkiota, ne eivit ole renkaita eivitka siten
my0skiddn kokonaisalueita. Kokonaisalueen R ideaaleja voidaan kuitenkin lokalisoi-

da kokonaisalueen R multiplikatiivisten systeemien suhteen.

Miiritelma 2.8. [1, s. 3] Olkoon S kokonaisalueen R multiplikatiivinen systeemi,
ja olkoon I kokonaisalueen R ideaali. Tillin S~'7 sisiltid ne (ja vain ne) joukon

S~!R alkiot, jotka voidaan kirjoittaa muodossa a/s, missia € I jas € S.

Ideaalien lokalisaatiolla on monia hyodyllisid ominaisuuksia. Kun lokalisoidaan
kokonaisalueen R ideaali / kokonaisalueen R multiplikatiivisen systeemin § suhteen,
kiy ilmi, ettd lokalisaatio S~'7 on lokalisaation S~'R ideaali. Jos I ja S sisiltivit

saman alkion s, lokalisaatiot S~'7 jas ~1 R ovat samat, koska till6in s /s=1€8 -1,

Lause 2.9. [1, s. 3] Olkoon R kokonaisalue. Olkoon S kokonaisalueen R multipli-
katiivinen systeemi, ja olkoon I kokonaisalueen R ideaali. Tilloin S™'I on koko-
naisalueen S™'R ideaali. Ideaali S™'I on aito ideaali, jos ja vain jos I ja S ovat

erilliset.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd S~!7 on kokonaisalueen SR ideaali. Koska I on
ideaali, niin I # 0, ja koska S on multiplikatiivinen systeemi, niin S # (. Niin ollen
S~'I # 0. Olkoot sitten /s, t/u € S~'I, missd r,t € I jas,u € S. Médritelmin 2.4
nojallar/s—t/u = (ru —ts)/su. Koska I on kokonaisalueen R ideaali ja S C R, niin
ru—ts € I. Koskamyos su € S, niinr/s —t/u = (ru —ts)/su € S~'1. Olkoon sitten
v/w € S~'R. Miiritelmin 2.4 nojalla (r/s) - (v/w) = rv/sw. Koska I on ideaali,
r € [ jav € R, niin rv € I. Koska S on kertolaskun suhteen suljettu ja s, w € S, niin
sw € S. Titen (r/s) - (v/w) =rv/sw e S7'I.

Y1l olevan perusteella S~ on kokonaisalueen S~!R ideaali.
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Osoitetaan sitten, etti S~!7 on aito ideaali, jos ja vain jos I ja S ovat erilliset.
Oletetaan ensin, ettid S~ 7 on aito ideaali, jolloin 1 ¢ S~1I. Oletetaan, etti I N S # 0.
T&ll6in on olemassa sellainen alkio a, ettd a € I ja a € S. Télloin kuitenkin a/a =
1 € S7'1, miki on ristiriita, joten I ja S ovat erilliset. Oletetaan sitten, etti I ja S ovat

erilliset. Koska 2.1 mukaan 1 € S, tdlloin 1 ¢ /. Taten I on aito ideaali. m]

Esimerkki 2.7. Esimerkin 2.6 perusteella parittomien lukujen joukko P on kokonais-
lukujen multiplikatiivinen systeemi, ja esimerkin 2.5 perusteella parillisten lukujen
joukko 2Z on kokonaislukujen joukon ideaali. Lauseen 2.9 perusteella lokalisaatio
P~1(2Z) on lokalisaation P~'Z aito ideaali.

Mairitelladn seuraavaksi ideaaleille yhteen- ja kertolasku. Laskettaessa saman
renkaan ideaalit /; ja I, yhteen muodostuu joukko, joka sisdltdd kaikki summat,

joissa toinen summattava on ideaalista /| ja toinen ideaalista /5.

Mairitelma 2.9. [1, s. 4] Ideaalien yhteenlasku. Olkoot I; ja I, vaihdannaisen

renkaan R ideaaleja. Madritelldin
L+, = {a1 + aj | ay € 11,a; € 12}.

Kerrottaessa saman renkaan ideaalit /] ja I keskendin muodostuu joukko, joka
sisdltdd kaikki tulot, joissa toinen tulon tekijda on ideaalista /; ja toinen ideaalista
I>. Jotta tdstd joukosta saataisiin yhteenlaskun suhteen suljettu, sithen on lisdksi

siséllytettdava kaikki nédiden tulojen dérelliset summat.

Mairitelma 2.10. [1, s. 4] Ideaalien kertolasku. Olkoot I; ja I, vaihdannaisen

renkaan R ideaaleja. Madritelldin
L1, = {lel + s XYk | X; € Il,yl' S 12} .

Kun saman renkaan ideaaleja lasketaan yhteen tai kerrotaan keskenéén, saadaan

tulokseksi aina ideaali.

Lause 2.10. [1, s. 4] Olkoot I, ja I vaihdannaisen renkaan R ideaaleja. Tdlloin

myos 11 + I ja 111, ovat renkaan R ideaaleja.

Todistus. Olkoot a,b € I + I. Tilloin méadritelméan 2.9 perusteella ne voidaan
kirjoittaa muodossa @ = a; +ay ja b = by + by, missd ay, by € 11 ja ap, by € I.
Talloina — b = a; + ar — (b] + bz) = (a1 — b]) + (az - bz), ja koska I ja I, ovat

ideaaleja, niina; — by € Iy jaay — by € I,. Tatena — b € I + I5.
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Olkoon sitten r € R. Koska renkaassa R pitevit osittelulait, niinra = r(a;+az) =
ray + rap. Koska Iy ja I, ovat ideaaleja, niin ra; € Iy ja rap € I,. Niin ollen
ra € I1+1,. Koska I ja I, ovat ideaaleja, niin O € 11 ja0 € I,. Tilloin 0+0 € I} + 15,
joten Iy + I, # (. Téten I; + I, on renkaan R ideaali.

Olkoot a, b € I1,. Télloin mairitelmin 2.10 perusteella ne voidaan kirjoittaa

/

muodossa a = X1y +- - -+x;yijab = x|y +-- ~+x;y;,misséix,-,x} € Iljayf,y} € I,
kuni € {1,2,....k}jaj € {1,2,...,1}. Tilldin

a—b=x1yr+-+xpyr — (X[y] + o+ x)
=x1y1+ s+ xeyk + (=X e+ (=X
Koska /1 on ideaali jax;. € Iy, niin —x;. € [1.Nidinollena—b € I,1,. Koskarenkaassa
R pitevit osittelulait ja liitdnndisyys, niin
ra=r(xiyy+---+xpyr) = (rxp)yr +- -+ (rxe) v

Koska 77 on ideaali, niin rx; € Iy, joten ra € I11,. Koska I ja I, ovat ideaaleja, niin

0-0=0 € I11,joten I1I, # (. Téiten I;1, on renkaan R ideaali. O

Lokalisaatio kayttdytyy hyvin ideaalien yhteen- ja kertolaskun suhteen. Ei siis
ole merkitysti, lasketaanko ensin ideaalit yhteen ja lokalisoidaan sen jilkeen, vai lo-
kalisoidaanko ensin molemmat ideaalit ja lasketaan sitten yhteen ndma lokalisaatiot.

Sama pitee ideaalien kertolaskulle.

Lause 2.11. [1, s. 4] Olkoot 1, I, kokonaisalueen R ideaaleja. Olkoon S kokonais-

alueen R multiplikatiivinen systeemi. Tiilloin lokalisaatiossa S™'R
ST h+h)=(S"1)+(S'h)
ja
STHID) = (ST H)(S7 D).

Todistus. Todistetaan ensin yhteenlasku. Olkoon a € S~'(I; + I»). Tilloin voidaan
kirjoittaa a = r/s, missd r € I} + I, ja s € S. Koska I; ja I, ovat ideaaleja, voidaan
madritelmén 2.9 perusteella kirjoittaa r = a; + ap, missd a; € Iy ja ay € I,. Tilloin

kokonaisalueen R osittelulakien ja kertolaskun vaihdannaisuuden sekid mééritelmin
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2.4 nojalla
a=(ay+ay)/s
= ((a1+az)/s) - (1/1)
= ((a1+a2)/s) - (s/s)

= (ais+say)/ss
= (ai/s) + (az/s),

jotena € (S™'1I)) + (S7'1). Ndin ollen S~'(I; + I,) € (S7'1}) + (S7'Db).

Olkoon sitten a € (S~'1;) + (S~'I,). Nyt lauseen 2.9 mukaan S~'1; ja S~ I, ovat
lokalisaation S~!R ideaaleja, joten voidaan kirjoittaa a = a; + a,, missi a; € S~'I,
jaay € S~11,. Médritelmén 2.9 perusteella taas voidaan kirjoittaa a; = ri/s; ja
ay = ry/sy, missa ry € I, rp € I ja s1,sp € S. Médritelmidn 2.4 mukaan a =
(r1/s1) + (ra/s2) = (r1s2 + ras1/s152). Koska I ja I, ovat ideaaleja, niin rys, € I
jarysy € I, jakoska S on kertolaskun suhteen suljettu, niin sys, € S. Tasti seuraa,
ettid (riso +r2s1/s152) € SN + Ip). Titen (S7'I) + (S7'L) € S7(1) + Ib).

Y1li olevan perusteella S™' (1} + ) = (S7'I) + (S7'Ip).

Todistetaan sitten kertolasku. Olkoon a € S~!(I11,). Tilloin voidaan kirjoittaa
a=r/s,missir € I11; jas € S. Koska /] ja I, ovat ideaaleja, voidaan méaritelmén
2.10 perusteella kirjoittaa r = rit; + roty + -+ - + rity, missi r; € Iy jat; € I, kun
i€{l,2,...,k}. Talloin

a= (r1t1 +r2t2+---+rktk)/s
= (r1/s)(t1/1) + (r2/s)(t2/1) + - - -+ (ric/s) (2x/1).

Miiritelmén 2.9 mukaan S~'7; ja S~'I, ovat ideaaleja, ja lauseen 2.10 mukaan
kahden ideaalin tulo on ideaali, joten (S™'7;)(S~'I,) on ideaali. Titen se on yh-
teenlaskun suhteen suljettu. Koska lisiksi (r;/s)(t1/1) € (S7'I})(S™'I), niin a €
(S7'1)(S7'D). Titen S™H(I1 L) € (S7'1)(S7'1).

Olkoon sitten a € (S~'17)(S™'I,). Tillsin voidaan kirjoittaa a = (r1/s1)(r2/52),
missd ry € I, rp € I ja s1, 50 € S. Médritelmin 2.4 perusteella (r1/s1)(r2/s2) =
(r1r2)/(s1s2). Mééritelmén 2.10 nojalla r1r, € 111, ja koska S on kertolaskun suh-
teen suljettu, niin 515, € S. Tésti seuraa, etti a € S~ (I1 1), joten (S~'11)(S~'1») C
SN (L 1).

Y14 olevan perusteella S~ (11 15) = (S™11)(S7' D). O

Esimerkki 2.8. Esimerkissd 2.5 todettiin 2Z ja 3Z kokonaisalueen Z ideaaleiksi.

Koska lauseen 2.10 mukaan kahden ideaalin summa on ideaali, voidaan maarittad
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ideaali 27 +37. Mairitelméan 2.9 mukaan 2Z+3Z ={a+b |a € 2Z,b € 37Z}. Sen
alkiot ovat siis muotoa 2¢ + 3d joillakin ¢, d € Z. Koska syt(2, 3) = 1, niin Bézout’n
lemman nojalla on olemassa sellaiset k,l € Z, ettd 2k + 3]/ = 1 [6, s. 96]. Téten
1 €27 +37,jolloin2Z +37 = 7.

Koska lauseen 2.5 mukaan myos ideaalien tulo on ideaali, voidaan miirittaa

ideaali 27 - 3Z. Miiritelmin 2.10 nojalla sen alkiot ovat muotoa

{a1b1 + --~+akbk | a; € ZZ,bi S 3Z}
= {2C13d1 + - +2Ck3dk | C,',d,' S Z}
={6(c1di +---+cidy) | cind; € Z},

joten 27 - 37 C 6Z. Olkoon sitten 6¢ € 6Z. Koska6¢c = (2-1)-(3-¢) € 2Z - 3Z,
niin 6Z € 27 -3Z. Tiaten 27 - 37 = 6Z.

Koska esimerkin 2.6 nojalla parittomien lukujen joukko P on kokonaislukujen
multiplikatiivinen systeemi, niin lauseen 2.11 perusteella lokalisaatiot P~!(2Z +
3Z) = P~'Z ja P~'2Z + P~'3Z ovat samat. Samoin perusteluin myos lokalisaatiot
P 127 -37) = P7'6Z ja P~'27Z - P7'3Z ovat samat.

Esimerkki 2.9. Kokonaislukukertoimisten polynomien rengas

2

Z[x] ={ao+aix+ax*+---+ax" | a; € Z,n € N}

on kokonaisalue, koska Z on kokonaisalue. Merkitdian alkion 2 virittimé&a ideaalia
(2) = {2-r|reZ[x]} ja alkion x virittimdd ideaalia (x) = {x-r|r € Z[x]}.
Ideaali (2) siséltidd sellaiset polynomit, joissa kaikki kertoimet ovat parillisia, ja
ideaali (x) puolestaan vakiotermittomét polynomit.

Madritetddn ideaali (2) + (x). Mairitelmén 2.9 nojalla sen alkiot ovat muotoa
{p+q|pe2),qe{x)}. Koska ideaalin (2) alkiot voidaan kirjoittaa muodossa
p = 2a0 + 2a1x + 2a>x> + -+ + 2a,x™ € (2) ja ideaalin (x) alkiot muodossa

g =bix+byx?+---+b,x" € (x), niin

p+gq =2ag +2a1x + 2a5x> + -+ - + 2amx™ + b1x + box* + - - + bpx"
=2ap + (2611 + b])x + (2612 + bz)Xz +---+ (Zak + bk)xk,
kun k = max {m,n} jaa; = 0, kuni > m, ja b; = 0, kun j > n. Titen kaikkien
ideaalin (2) + (x) siséltamien polynomien vakiotermi on parillinen.

Merkitaan kaikkien sellaisten polynomien, joiden vakiotermi on parillinen, jouk-

koa merkinnilld P. Olkoon r = 2co + 2cix + --- + 2¢cx' € P. Koska 2co € (2)
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ja 2cix + --- + 2cxt € {x), niin r € (2) + (x). Titen P C (2) + {(x). Niin ollen
P =2)+ (x).
Mairitetddn sitten ideaali (2) - (x). Médritelmidn 2.10 nojalla sen alkiot ovat

muotoa
{P1ig1+---+piqi | pi €2),q;: € (x)}.

Koska polynomien p; kaikki kertoimet ovat parillisia, myos kaikkien polynomien
piqi kaikki kertoimet ovat parillisia. Talloin my0s kaikkien téllaisten polynomien
adrellisten summien kaikki kertoimet ovat parillisia. Koska mikddn polynomi g;
ei sisélld vakiotermid, ei myoskddan mikidén tulo p;q; sisdlld vakiotermii, kuten ei
myoskddn mikddn ndiden ddrellinen summa. Ideaalin (2) - (x) polynomit ovat siis
vakiotermittomid ja niiden kaikki kertoimet ovat parillisia.

Lauseen 2.11 perusteella lokalisaatiot S~'((2) + (x)) ja S~1(2) + S~!(x) ovat
samat. Myos lokalisaatiot S~1((2) - (x)) ja S~!(2) - S~!(x) ovat samat. Niin on

riippumatta siitd, mikd multiplikatiivinen systeemi S valitaan.
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