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Tamén tutkielman aiheena on Cayley-Hamiltonin lause, joka on yksi lineaarial-
gebran keskeisimmisti lauseista. Lauseen mukaan jokainen ddrellisulotteisten vekto-
riavaruuksien vilille médritelty lineaarikuvaus ja sitd vastaava neliomatriisi toteuttaa
oman karakteristisen polynominsa. Kyseiselle lauseelle on esitetty useita eri todistuk-
sia hyodyntden matematiikan eri osa-alueita. Tdssid tutkielmassa esitettiava todistus
on esitetty kiyttden lineaarikuvauksen ominaisarvojen ja karakteristisen polynomin
ominaisuuksia.

Tutkielman aluksi esitelldédn lauseen todistusta varten tarvittavia algebran ja line-
aarialgebran peruskisitteitd. Tadman jdlkeen tutkielmassa esitelldén lineaarikuvauk-
siin ja matriiseihin liittyvié tuloksia, joiden avulla Cayley-Hamiltonin lauseen todis-
tukseen tarvittavat ominaisarvoihin ja karakteristiseen polynomiin liittyvét tulokset
ovat ymmarrettivissi ja todistettavissa.

Tdmaén jalkeen tutkielmassa syvennytddn tarkemmin lineaarikuvauksen ominais-
arvoihin sekd niitd vastaaviin ominaisvektoreihin ja -avaruuksiin. Ndit4 tarvitaan li-
neaarikuvauksen ja sitd vastaavan matriisin karakteristisen polynomin maérittelemi-
sessd. Lineaarikuvauksen karakteristiselle polynomille sekd sen minimipolynomille
esitetddn tamin jilkeen tuloksia, joiden avulla pystytdin osoittamaan, ettd nelio-
matriisin minimipolynomi on sellainen pienintd mahdollista astetta oleva polynomi,
jonka ratkaisu kyseinen neliOmatriisi itse on.

Seuraavaksi tutkielmassa osoitetaan, ettd jokainen algebrallisesti suljetun kerroin-
kunnan K suhteen méiriteltyjen vektoriavaruuksien vélinen lineaarikuvaus on kol-
mioituva. Tamin tuloksen seurauksena jokaista K-vektoriavaruuksien vilille mééri-
teltyd lineaarikuvausta vastaa ylikolmiomatriisiesitys. Tama puolestaan mahdollistaa
lineaarikuvauksen karakteristisen polynomin esittdimisen sen lineaaristen tekijoiden
tulona, minki avulla osoitetaan, ettd minimipolynomi jakaa karakteristisen polyno-
min. Niiden tutkielmassa aikaisemmin osoitettujen tulosten avulla lopuksi esitetddn
todistus Cayley-Hamiltonin lauseelle seka tutustaan sithen, kuinka sitd voidaan kayt-
tdd matriisien potenssien laskemisessa.

Avainsanat: Lineaarialgebra, lineaarikuvaus, nelidmatriisi, ominaisarvo,
karakteristinen polynomi, Cayley-Hamiltonin lause

Tamaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Téssa tutkielmassa tutustutaan Cayley-Hamiltonin lauseeseen, joka on yksi lineaa-
rialgebran keskeisimmistd lauseista. Kyseisen lauseen mukaan jokainen aarellisu-
loitteisten vektoriavaruuksien vilille mééritelty lineaarikuvaus sekd sitd vastaava
nelidmatriisiesitys toteuttavat oman karakteristisen yhtdlonsa.

Luvussa 2 esitetdin algebran ja lineaarialgebran osa-alueisiin liittyvid esitieto-
ja. Namai esiteltdvit asiat ovat padosin tuttuja yliopiston algebran ja lineaarialgebran
kursseilta, mutta niiden mainitseminen tutkielmassa auttaa seuraavissa luvuissa esi-
teltdvien késitteiden ja tulosten ymmartimisessa.

Luvussa 3 esitelldédn aluksi lineaarikuvauksen méiritelmé sekid muita siihen liit-
tyvid madaritelmid. Lisdksi luvussa esitelldin lineaarikuvauksiin liittyvid lauseita,
joiden tulokset ovat osana myohemmin esitettidvid todistuksia. Lineaarikuvausten
jélkeen esitelldin matriiseihin liittyvid méaéritelmid seki lauseita, joista osa on jo tut-
tuja yliopiston lineaarialgebran kursseilta. Kyseisid tuloksia tullaan hyodyntimiin
seuraavissa kappaleissa.

Luvussa 4 tutustutaan aluksi lineaarikuvauksien ja matriisien ominaisarvoihin se-
ki niitd vastaaviin ominaisvektoreihin ja -avaruuksiin. Luvussa esitelldin myos méa-
ritelmé lineaarikuvauksen ominaisarvoja vastaaville yleistetyille ominaisvektoreille
seki yleistetyille ominaisavaruuksille. Seuraavaksi tutustutaan ominaisavaruuksien
ominaisuuksiin ja todistetaan esimerkiksi, ettd lineaarikuvauksen eri ominaisarvoja
vastaavat ominaisvektorit ovat keskendidn lineaarisesti riippumattomia. Ominaisar-
vojen jilkeen luvussa esitelldin lineaarikuvausta vastaavan matriisin karakteristinen
polynomi, jonka nollakohtia ovat kyseisen lineaarikuvauksen ominaisarvot. Tamin
jalkeen todistetaan, ettd similaarisilla matriiseilla on sama karakteristinen polyno-
mi, mikd on myohemmin Cayley-Hamiltonin lauseen todistamisen yhteydesséd hyo-
dynnetty tulos. Karakteristisen polynomin jéilkeen esitellddn minimipolynomi ja sen
ominaisuuksia.

Luvussa 5 tutkitaan matriisien ja lineaarikuvausten kolmioituvuutta. Kolmioi-
tuvuus on isossa roolissa tutkielman pidaiheen eli Cayley-Hamiltonin lauseen to-
distamisessa. Tarkeimpéna tuloksena saadaan, ettd mikéli lineaarikuvauksen karak-
teristinen polynomi voidaan esittdd sen lineaaristen tekijoiden tulona, niin tdlloin
karakteristisella polynomilla on samat lineaariset tekijdt kuin minimipolynomilla, ja
talloin minimipolynomi jakaa karakteristisen polynomin.

Luvun 6 aluksi esitellddn matemaatikot Arthur Cayley sekd William Rowan Ha-
milton, joiden mukaan tutkielman aiheena oleva lause on nimetty. Lisdksi samassa
yhteydessd kerrotaan hieman kyseisen lauseen kehittdmiseen ja todistamiseen liit-
tyvistd historiasta. Luvun toisessa osassa esitetddn todistus lauseelle sekid lauset-
ta havainnollistava yksinkertainen esimerkki. Tutkielman lopuksi esitetddn, kuinka
Cayley-Hamiltonin lausetta voidaan hyodyntidd matriisien potenssien laskemisessa,
mikid on matriisituloa kayttimalla kasin laskiessa hyvinkin tyoldsta.

Tutkielman lukijalta edellytetidin algebran ja lineaarialgebran perustulosten tun-
temusta esimerkiksi yliopiston kurssien pohjalta. Tutkielmassa on kéytetty pddosin



lahteend Steven H. Weintraubin kirjaa Guide to Advanced Linear Algebra [13] seka
Sheldon Axlerin kirjaa Linear Algebra Done Right. [1]



2 Esitietoja

Esitellddn tutkielman aluksi muutamia tutkielman tulosten ymmartimistd helpotta-
via esitietoja, joita tullaan tarvitsemaan myohemmin mééritelmien sekd lauseiden
esittimisessi ja todistamisessa.

2.1 Kunnat ja kuntalaajennukset

Kunta on algebrallinen rakenne, jossa kaksi joukon alkiota voidaan yhdistdd yhteen-
tai kertolaskulla kolmanneksi joukon alkioksi. Jotta kyseinen rakenne on kunta, sen
laskutoimituksien tulee tayttdd seuraavat ehdot:

Miaéritelmé 2.1. Rakenne (K, +, ) on kunta, jos sen laskutoimitukset toteuttavat
seuraavat ehdot:

l. KunaeKjabeK,niina+beKjaa-beKk.

2. On olemassa neutraalialkiot, 0, 1 € K molempien laskutoimitusten suhteen:
kaikillaa € K piteea+0=ajaa-1=a.

3. Kaikillaa € K on olemassa yhteenlaskun suhteen vasta-alkiov € K: a+v = 0.

4. Kaikilla a € K\{0} on olemassa kertolaskun suhteen kaénteisalkio w € K:
a-w=1.

5. Laskutoimitukset ovat vaihdannaisia, eli kun a,b € K, niina+b = b +a ja
a-b=>b-a.

6. Laskutoimitukset ovat liitdnnéisid, eli kun a,b,c € K, niin a + (b + ¢) =
(a+b)+cjaa-(b-c)=(a-b)-c.

7. Laskutoimitukset toteuttavat osittelulait, eli kun a, b, ¢ € K, niina - (b + ¢)
a-b+a-c.

Esimerkki 2.2. Merkitidin kokonaislukujen joukkoa Z:1la, rationaalilukujen joukkoa
Q:lla ja kompleksilukujen joukkoa C:lla. Edellisen mééritelman mukaan (Q, +, -) ja
(C, +, -) ovat kuntia, mutta (Z, +, -) ei ole.

Mairitelmi 2.3. Olkoot K = (K, +, ) jalL = (L,+, -) kuntia, ja L C K. Tall6in L on
kunnan K alikunta, jos se toteuttaa samoilla laskutoimituksilla edellisen mééritelmén
ehdot. Voidaan my0s sanoa, ettd K on kunnan L kuntalaajennus, jota voidaan merkita
/L.

Miaéritelméi 2.4. Kunnan K = (K, +,-) sanotaan olevan algebrallisesti suljettu,
mikdli jokaisella sen polynomirenkaan K [x] polynomilla, joka ei ole vakiopolynomi,
on nollakohtana jokin joukon K alkio.



Esimerkki 2.5. Kunta C=(C, +, -) on algebrallisesti suljettu, mutta R=(R, +, -) ei
ole. Ratkaistaan polynomin x> + 1 nollakohdat, jotka ovat x = i ja x = —i. Koska
1 ¢ R, kyseiselld polynomilla ei ole nollakohtia reaalilukujen kunnassa, joten R ei
ole algebrallisesti suljettu.

2.2 Polynomit

Polynomit ja niiden ominaisuudet tulevat olemaan tirkedssd roolissa tidssd tutkiel-
massa. Esittelemme tdssd alaluvussa muutamia polynomiin liittyvid késitteitd se-
ki polynomien ominaisuuksia, joita tulemme hyddyntdméan myohemmin erindisten
lauseiden todistusten yhteydessid. Olkoon K kunta. Tarkastelemme tdssd alaluvussa
[K-kertoimisten polynomien p(x) muodostamaa polynomirengasta K [x] = (R, +, -).
Siis

R={awx"+an1x" '+ - +ax+ag|a; € K,n>0}.

Maaritelma 2.6. Olkoon p = a,x" + An_1x" Y+ +a1x +ag, missd a, £ 0. Poly-

nomin p aste eli deg(p) = n, n > 0. Toisin sanoen polynomin aste on sen korkein-
ta potenssia olevan termin eksponentin arvo. Huomiona todettakoon, ettd nollasta
eroavan vakiopolynomin aste miiritellddn yleensi nollaksi. Lisdksi vakiopolynomin
p = 0 aste voidaan méiiritelld olemaan —co.

Mairitelma 2.7. Mooninen polynomi on polynomi, jonka korkeinta astetta olevan
termin kerroin on 1. Siis jos p = a,x" +- - -+ a1x +ag, niin p on mooninen polynomi,
josa, = 1.

Polynomien jaollisuutta tutkittaessa voidaan hyodyntda samaa ideaa kuin koko-
naislukujen jaollisuutta tutkittaessa, eli etsitdéin suurinta yhteistd tekijada sekd mah-
dollista jaannoslukua.

Lause 2.8. (Eukleideen algoritmi polynomeille)
Olkoot p ja q polynomirenkaan R polynomeja, joille deg(q) < deg(p). Tdlloin on
olemassa sellaiset polynomit a ja b, ettd deg(b) < deg(q), ja p = ga + b.

Todistus. [7, kts. s.115] |

Mairitelma 2.9. Polynomirenkaan R epityhjad joukkoa 7 kutsutaan sen ideaaliksi,
jos seuraavat ehdot tayttyvit:

1. Jos p(x), g(x) € I, niin téllin p(x) — g(x) € 1.
2. Jos p(x) € I jar(x) € R, niin tdlloin p(x)r(x) € I.

Lause 2.10. Olkoon I nollasta eroava polynomirenkaan R epditriviaali ideaali. Tiil-
l6in ideaalissa I on olemassa yksikdsitteinen pienintd mahdollista astetta oleva
mooninen polynomi.

Todistus. [13, kts. s.232] O



2.3 Vektoriavaruudet

Vektoriavaruudet ovat lineaarialgebran tirkein késite. Matematiikassa vektoriavaruu-
della tarkoitetaan joukkoa, jonka alkiot ovat vektoreita ja jolle on méadritelty skalaa-
rilla kertominen jonkin kunnan suhteen ja alkioiden summa sen laskutoimituksina.
Tissd tutkielmassa tarkastellaan ldhtokohtaisesti vain direllisulotteisia vektoriava-
ruuksia.

Mairitelma 2.11. [7, vrt. s.8] Jostakin vektoreita sisdltavistd joukosta V seké josta-
kin kerroinkunnasta K koostuvaa rakennetta kutsutaan K-vektoriavaruudeksi, mikali
seuraavat ehdot tiyttyvit, kun v,u,w € Vjaa, g € K.
1. Joukko V on vektorien yhteenlaskun suhteen suljettu:
Josv,u € V,niintalloinv+u € V.
2. Joukon V alkioita eli vektoreita voidaan kertoa kunnan K alkioilla, skalaareilla,
jolloin vastaukseksi saadaan joukon V' vektori:

Josae KjaaeV,niinav € V.

3. Vektorien yhteenlasku nollavektorin O suhteen:

Kaikillav € V pitee O +v = v.

4. Vastavektorit:

Kaikilla v € V on olemassa vastavektori —v, v + (—=v) = 0.

5. Yksikkoskalaarilla kertominen:

Kaikilla v € V pitee 1v = v.

6. Vektorien yhteenlasku on vaihdannainen:

Kaikilla v,u € V pitee v+u = u +v.
7. Vektorien yhteenlasku sekd skalaareilla kertominen ovat liitdnnaisii:

v+ (u+w)=W+u)+w

a(Bv) = (aB)v
kaikilla v, u, w € V jakaikilla a, B8, € K.

8. Osittelulait patevit:

a(v+u) =av+au,
(@+pB)v=av+pv
kaikilla v, u € V jakaikilla a, 8 € K.

Miaritelmi 2.12. Olkoon joukko B = {by, b3, ..., b, } vektoriavaruuden V osajouk-
ko, eli B € V. Jos kaikki b; € B ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia vekto-
reita ja jokainen vektoriavaruuden V alkio v voidaan muodostaa ndiden vektoreiden
lineaarikombinaationa, niin tdlloin joukko B on vektoriavaruuden V kanta.



Vektoriavaruuksien suhteen on tidrkedd huomata, ettd jonkin joukon vektorien
lineaarikombinaationa voidaan muodostaa jokainen vektoriavaruuden alkio, mutta
kyseinen joukko ei vilttimadtti ole kyseisen vektoriavaruuden kanta. Mikali kyseinen
joukko {b1, by, - -+ , b,} ei ole lineaarisesti riippumaton, mutta sen alkioiden lineaa-
rikombinaatioina voidaan muodostaa jokainen vektoriavaruuden alkio, niin tilloin
joukkoa kutsutaan vektoriavaruuden virittdjistoksi eli span(by, by, - - ,b,) = V. Jo-
kainen virittdjisto voidaan kuitenkin kutistaa kannaksi yksinkertaisesti poistamalla
joukosta sellaiset alkiot, jotka voidaan esittdd muiden joukon alkioiden lineaarikom-
binaationa. Vastaavasti, mikéli joukon alkiot ovat jonkin vektoriavaruuden, esimer-
kiksi R"”, kanta niin joukko voidaan laajentaa suurempaa dimensiota olevan vektoria-
varuuden kannaksi lisddmailld joukkoon jokin muihin joukon alkioihin lineaarisesti
riippumaton vektoriavaruuden alkio. Yksinkertaisin esimerkki on, ettd vektoriava-
ruuden R” kanta voidaan laajentaa vektoriavaruuden R™*! kannaksi liittimilld siihen
luonnollinen vektori e,4; = (0,0, -- -, l)T, missa siis ensimmaiset n koordinaattia
ovat nollia.

Miiritelma 2.13. Vektoriavaruuden V dimensio eli uloitteisuusluku, dim(V), on
jonkin sen kannan B alkioiden lukuméiri eli dim(V) = |B|.

Huomionarvoista on todeta se, ettia vektoriavaruuden eri kannoissa on aina sama
midrd vektoreita, eli jos B ja D ovat vektoriavaruuden V, jonka dimensio on n,
toisistaan eroavia kantoja, niin tilloin |B| = n = |D|. [1, kts. s.44]

Miiritelma 2.14. Vektoriavaruus on ddrellisulotteinen, mikili sen kannan alkioiden
lukumaira on &didrellinen. Mikili vektoriavaruudella ei ole darellistd kantaa, niin
talloin se on ddretonulotteinen ja sen dimensio on déareton.

EsimerkKi 2.15. Vektoriavaruuden R” erds kanta on {ej, e2,- - , e, }, missd
1 0 0
1 0
el = €2 =1 .1, s€n=
0 0 1

Tata kantaa kutsutaan vektoriavaruuden R” luonnolliseksi kannaksi.

Mairitelma 2.16. Vektoriavaruuden V epityhji osajoukko U on sen vektorialiava-
ruus, mikéli U on vektoriavaruus vektoriavaruuden V laskutoimitusten vektoriyh-
teenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen.

Lause 2.17. (Aliavaruuskriteeri)
Olkoon V K-vektoriavaruus ja U sen epdtyhji osajoukko. Tdlloin U on vektoriava-
ruuden V vektorialiavaruus, jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Kaikilla vektoreilla u,v € U pdtee u +v € U.

2. Kaikilla skalaareilla a € K ja kaikilla vektoreilla u € U pditee au € U.



Todistus. Oletetaan aluksi, ettd U on vektoriavaruuden V vektorialiavaruus. Talloin
U on vektoriavaruus ja madritelmastéd seuraa, ettd kaikille u,v € U pitee u + v € U
ja kaikilla @ € K pitee au € U.

Oletetaan, ettd vektoriavaruuden V osajoukolle U pitevit ehdot 1 ja 2. Nyt, koska
U C V, niin sen alkiot toteuttavat madritelman 2.11 ehdot 1, 2 seka 5-8. Olkoon 0
kunnan K nolla-alkio ja olkoon 0 vektoriavaruuden V nollavektori. Ehdosta 2 seuraa,
etti 0 = 0w € U, missd u on jokin joukon U vektori. Josu € U, niin —u = (-1)u € U
ehdon 2 perusteella. Tdten siis madritelmén 2.11 ehdot 3 ja 4 pitevit joukossa U,
joten U on vektoriavaruuden V vektorialiavaruus. O

Miiritelméa 2.18. Olkoon V' vektoriavaruus ja Wi ja W, sen aliavaruuksia. Jos
V =W+ W, ja Wy N W, = {0}, niin sanotaan, ettd V on aliavaruuksien W, ja W,
suora summa. Tastd kdytetddn merkintid

V=W e&W,.

10



3 Matriisit ja lineaarikuvaukset

Tédssd luvussa madritellddn peruskasitteitd sekd todistetaan ominaisuuksia lineaa-
rikuvauksiin ja matriiseihin liittyen, mitkd ovat tarpeellisia tutkielman seuraavissa
luvuissa esitettidvien lauseiden ja midritelmien ymmairtamisessa.

Miiritelmi 3.1. Olkoot V ja W K-vektoriavaruuksia ja 7 : V. — W. Kuvaus 7 on
lineaarikuvaus, jos kaikilla u, v € V ja kaikilla @, 8 € K seuraava ehto pitee:

T(au + Bv) = at(u) + Br(v).

Lineaarikuvausta 7 : V — W kutsutaan myo0s lineaarioperaattoriksi ja lineaariku-
vausta 7 : V — K kutsutaan lineaarifunktioksi.

Lause 3.2. Olkoot U,V ja W K-vektoriavaruuksia ja t: U — V sekd
0:V — W lineaarikuvauksia. Tdlloin yhdistetty kuvaus, 6 o 7: U — W, on myos
lineaarikuvaus.

Todistus. Osoitetaan, ettd edelld olleen madritelmidn mukainen sdinto toteutuu myos
yhdistettyjen kuvauksien tapauksessa. Kaikille u, v € U ja @ € K pitee:

1. (Bo1)(u+v)
=0(t(u+v))
=0(7(u) +7(v))
=0(t(u) +0(r(v)) = (@o1)(u) + (0 oT1)(v).

2. (8o71)(au)
= 0(7(au))
=0(at(u)
= af(7(u))
=a(foT)(u).

O

Mairitelmi 3.3. Olkoon 7 : V — W lineaarikuvaus. Kuvauksen 7 ytimeksi kutsu-
taan joukkoa
ker(t) ={veV:t(v) =0},

ja kuva-avaruudeksi joukkoa
ran(t) ={weW |IveV:t(v) =w}

Lause 3.4. Olkoot V ja W ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia, joille dim(V) =
dim(W). Olkoon v : V. — W lineaarikuvaus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitd-
vid:

1. 7 on kddntyvd.

2. T on injektio.

11



3. T on surjektio.

Todistus. Oletetaan, ettd T on kdédntyva. Téalloin on olemassa sen kidénteiskuvaus 1.
W — V,jolle pitee 7! (7(v)) = vkaikillav € V javastaavasti 7(7~! (w) = w kaikilla
w € W. Oletetaan, etti joillekin v, v, € V pitee 7(v) = 7(v;). Lineaarikuvauksen
7 ollessa kidntyvi saadaan, ettd 77! (t(v1)) = 7(t71(v2), eli vi = v,. Titen siis
lineaarikuvaus 7 on injektio.

Oletetaan nyt puolestaan, ettd 7 on injektio, eli 7(vy) = 7(v3), jos ja vain jos
v1 = vy. Koska dim(V) = dim(W), niin ran(7) = W. Tilloin lineaarikuvaus 7 on
kéddntyva, koska jokaisella w € W on olemassa vain yksi v € V, jolla 7(v) = w.

Oletetaan, ettdi 7 on kééntyvi. Tdlloin jokaisella w € W on olemassa sitd vastaava
v € V,jolle 7(v) = w, eli T on surjektio.

Oletetaan nyt, ettd T on surjektio, jolloin siis jokaiselle w € W on olemassav € V
siten, ettd 7(v) = w. Koska dim(V) = dim(W), niin lineaarikuvauksen 7 ollessa
surjektio, se on myos injektio. Edellisessd kohdassa osoitimme, ettd lineaarikuvaus
on injektio, jos ja vain jos se on kddntyvd. Titen siis lineaarikuvauksen 7 olessa
surjektio, niin sen on oltava myos kéaantyva.

O

Muotoa m X n oleva matriisi on

aip aiz -+ Qaip

az| (25 azy
A= | . s

aAml Am2 - Amn

missd matriisin alkiot ;7,1 < i < m,1 < j < n ovat kunnan K alkioita. Usein
merkitdéin A = (a;;). Esitellddn seuraavaksi erilaisia matriiseja seki niihin liittyvid
ominaisuuksia ja tuloksia.

Mairitelma 3.5. Identiteettimatriisi on matriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat
1 ja muut alkiot ovat 0. Esimerkiksi 3 X 3-identiteettimatriisi on

1 00
I3x3 = O 1 O .
0 01

Maaritelma 3.6. Kolmiomatriisit ovat neliomatriiseja, joiden diagonaalin yli- tai
alapuolella olevat alkiot ovat kaikki nollia. Matriisi U on yldkolmiomatriisi, silld sen
kaikki alkiot ovat diagonaalin alapuolella nollia. Puolestaan matriisi L on alakolmio-
matriisi, silld sen diagonaalin yldpuolella olevat alkiot ovat kaikki nollia.

apl ap as ai;p 0 0
U= 0 ary anj L= arr an O
0 0 a3 as; azx ass

Jotta matriiseja voidaan laskea yhteen tai kertoa keskendédn, niin niiden muo-
doille on olemassa tietyt rajoittavat tekijat. Matriisien yhteenlasku onnistuu vain, jos
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yhteenlaskettavat matriisit ovat saman muotoisia, eli niiden rivien ja sarakkeiden lu-
kumaéérat ovat samat. Yhteenlasku tapahtuu laskemalla yhteen matriisien vastaavat
alkiot.

Esimerkki 3.7. Lasketaan seuraavien matriisien A ja B summa.

10 -2 3 -2 2
12 2 41
4=13 2 o B=1_1 0 4
0 2 2 0 -2 1
143 0-2 242\ (4 -2 0
3.2 —1+4 241 1 3 3
AYB=l 51 240 044 |74 2 4
040 2-2 2+1 0 0 3

Matriisien kertolasku puolestaan ei tapahdu suoraan kertomalla matriisien vas-
taavat alkiot toisillaan. Lisdksi, jotta matriisit voitaisiin kertoa keskendén, niin niiden
tulee olla sopivan muotoisia toisiinsa ndhden. Jotta matriisit A ja B voidaan kertoa
keskenidin, niin matriisin A sarakkeiden lukumaéiri tulee olla sama kuin matriisin B
rivien lukumaéra. Eli siis matriisin A tulisi olla muotoa n X m ja matriisin B muotoa
m X p, jotta ndma voitaisiin kertoa keskendén. Télloin ndiden matriisien matriisitulon
vastauksena saatava matriisi olisi muotoa n X p.

Mairitelmia 3.8. Olkoon matriisi A muotoa n X m ja matriisi B muotoa m X p.
Tilldin ndiden matriisien tulon AB = (¢;;) alkiot voidaan laskea kaavalla

m

(cij) = Z ajrbyj,

k=1

missé alkiot a;; ovat matriisin A alkioita ja alkiot b;; matriisin B alkioita.

1 22 1 2
Esimerkki 3.9. Lasketaan matriisien A = (-2 1 3| jaB=|-2 3| matriisitulo.
0 1 2 2 1

1-14+2-(-2)+2-2 1-2+2-3+2-1 1
AB=|-2-1+1-(-2)+3-2 -2-2+1-3+3-1|=[2 2
0-1+1-(-2)+2-2 0-24+1-3+2-1 2

air an

Maiaritelma 3.10. Olkoon A 2 X 2-matriisi (
azy axy

) . Talloin matriisin A deter-
minantti on

ap; apn
det(A) = | = @192~ @12021.

azi

Esimerkki 3.11. Lasketaan matriisin A = (; ;) determinantti.
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det(A)=5-2-3-2=10-6=4.

Madritelmé 3.12. [2, vrt. s.137] Olkoon A n X n-matriisi. Matriisin minori A;; on
matriisista A muodostetun (n—1)X (n—1)-matriisin determinantti, missd matriisista A
on poistettu rivi i sekd sarake j. Matriisin alkiota vastaava kofaktori eli komplementti
on luku C;; = (=1)"* A;;.

Maaritelma 3.13. Muotoa n X n olevan matriisin A determinantti, missd n > 2, on

n

det(A) = Z a,-jC,-j,

J=1
missd a;; on matriisin alkio ja C;; sitd vastaava kofaktori.

Determinantti on siis rekursiivisesti madrdytyvi skalaari ja sen laskeminen voi-
daan palauttaa aina vain pienempien matriisien determinantin laskemiseksi. Madritel-
méssd determinantti on kehitetty matriisin ensimméisen sarakkeen suhteen. Laplacen
laajennuslauseen mukaisesti neliomatriisin determinantti voidaan kehittda minka ta-
hansa rivin i tai sarakkeen j suhteen. [8, kts. s.266]

2 1 3
Esimerkki 3.14. Lasketeaan matriisin A =|—-1 1 1 | determinantti.
3 -2 1

Hyodynnetiddn edelld esitettyd determinantin laskukaavaa ja lasketaan aluksi matrii-
sin A kofaktorit ensimmadisen rivin alkioiden suhteen.

1

I 1 -1
3 2

-1 1
(1) 4 _(_1])
Cu=0D7 5 3 1' 4jaCiz=(-1)

‘ =3,Cpp = (-1)3

-1

Lasketaan nyt ndiden komplementtien ja niitd vastaavien matriisin alkioiden tulon
summa:

det(A) =a1Ci1+apCip+ai3sCiz=2-3+4-1+(-1)-3="17.

Mairitelma 3.15. Matriisin A transpoosi on matriisi AT, joka saadaan muuttamalla
alkuperiisen matriisin A rivit matriisin A7 sarakkeiksi ja sarakkeet puolestaan ri-
veiksi. Siis, jos A on n X m-matriisi, niin sen transpoosi AT on m x n-matriisi, ja
jos matriisin A alkio on rivilld i sarakkeessa j, niin sen transpoosissa sama alkio on
rivilld j sarakkeessai, kun1 <i<mjal < j < n.

a b c a d g
Esimerkki 3.16. Matriisin A =|d e f |transpoosi on matriisi AT =1b e h|,
g h i c f i
a d
. e . a b C . cs o pT
Jja matriisin B = ( d e f) transpoosi on matriisi B =|b e
c f

Lause 3.17. Neliomatriisin A transpoosin AT determinantti det(AT) = det(A).
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Todistus. Jos matriisin A determinantti kehitettdisiin matriisin ensimmaisen rivin
suhteen, niin tdlloin tima vastaisi sitd, ettd sen transpoosin AT determinantti kehitet-
taisiin sen ensimmaisen sarakkeen suhteen. O

Lause 3.18. Olkoon A muotoa n X n oleva neliomatriisi. Mikdli A on kolmio- tai dia-
gonaalimatriisi, niin sen determinantti saadaan laskemalla sen diagonaalialkioiden
tulo.

a2

an
yldkolmiomatriisin tapauksessa. Talloin det(A) = ajjas; eli matriisin determinantti

on sen diagonaalialkioiden tulo.

Todistus. Lahdetdan tutkimaan viitettd, kun A = ( 1 ) eli muotoa 2 X 2 olevan

aip an aps
Tutkitaan seuraavaksi matriisia A = | 0 az> a»3 | ja kehitetdén determinantti

0 0 ass
matriisin ensimmadisen sarakkeen suhteen.

det(A) = aji-(=1)*(aznas3)+0-(=1)*(a12a33)+0-(=1)*((a12a23)—(amnaiz)) = ajjanass.

Tutkitaan nyt tapausta n X n ja kehitetdin yldkolmiomatriisin determinantti sen
ensimmaisen sarakkeen kofaktorien suhteen.

ayipy aip - din ayy dz3 - Al

0 ax - axn 0 a3 - amy
det(A) =| . , | =aun| . . |4+0+---40

: 0 P : 0 AP

0 0 0 Apn 0 0 0 Ann
assy a4 -+ Az A44 Q45 -+ ddp
0 a4 - ag 0 ass -+ asy

=ajan| . - . | =anaxnas;| .

0 0 0 au 0 0 0 au

=4aiiaz - dp—1n-149nn-

Tieddmme, ettd yldkolmiomatriisin transpoosi on alakolmiomatriisi, ja edellisen
lauseen 3.17 nojalla det(A”) = det(A), joten viite pitee alakolmiomatriiseillekkin.
Diagonaalimatriisit puolestaan ovat seki ala- ettd ylikolmiomatriiseja, joten viite
patee niille.

O

Mairitelma 3.19. Matriisin A kofaktorimatriisin transpoosia kutsutaan matriisin A
liittomatriisiksi, ja siitd kdytetdan merkintdd adj(A).

Miaritelma 3.20. Olkoon A muotoa »n X n oleva neliomatriisi. Matriisin A kdcdinteis-
matriisi on matriisi A~!, joka tiyttis ehdon:

AA = A"TA =T

Matriisi A on kddintyvd, jos on olemassa matriisi A~!, joka tiyttii edelld mainitun
ehdon.
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Lause 3.21. Olkoon A n X n-matriisi. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdivid.:
1. A on kddntyvd matriisi.
2. det(A) # 0.

Matriisin A kéiinteismatriisi voidaan myds laskea jakamalla sen liittomatriisi adj(A)
sen determinantilla det(A), eli A™! = zgjtgﬁ;.

Todistus. Todistukset ovat samanlaisia matriisin A alkioiden ollessa mielivaltaisen
kunnan alkioita kuin tapauksessa, jossa matriisin A alkiot ovat reaali- tai komplek-
silukujen kunnan alkioita. Kohdat 1 ja 2 ovat yhtépitavid [13, kts. s.68] ja kdinteis-
matriisille esitetty kaava saadaan johdettua sen avulla. [13, kts. 5.72] O

Mairitelméa 3.22. Olkoon A nelidmatriisi, jonka alkiot a;; ovat kompleksilukuja.
Matriisin A konjugaattinen transpoosi A* on matriisin A transpoosin kompleksikon-
jugaatti. Mikéli matriisien A ja A* alkiot noudattavat sdéntod a;; = a;; eli A = A™,
niin matriisia A kutsutaan hermiittiseksi matriisiksi. Jos matriisi A toteuttaa ehdon
AA* = A*A = I, niin sitd kutsutaan unitaariseksi matriisiksi.

. . 2 3+ i U
Esimerkki 3.23. Matriisi A = ( Ao 4 ) on hermiittinen matriisi, silld sen paa-
diagonaalialkiot ovat reaalilukuja, eli niiden kompleksikonjugaatit ovat luvut itse, ja
alkiot aj;p = 3 +ija ap; = 3 — i ovat toistensa kompleksikonjugaatteja. Matriisi A ei
kuitenkaan ole unitaarinen matriisi, silla

L (2 3+i\[ 2 3+i\ [ 14  18+6i
AA_(3—i 4)(3—1‘ 4)_(18—61' 26 )*“‘

Esimerkki 3.24. Matriisi B = ((1) 3) on unitaarinen matriisi, silla

=y %) )-(o 9

mutta se ei ole hermiittinen matriisi, koska B # B*.

Mairitelmi 3.25. Olkoot A ja B molemmat n X n-matriiseja. Matriisit A ja B ovat
similaarisia, mikidli on olemassa sellainen kididntyvd matriisi P, ettd A = P~ 'BP.
Similaarisuus on ekvivalenssirelaatio, joten matriisien similaarisuus voidaan myos
ilmaista A ~ B.

Mairitelméa 3.26. Matriisia A kutsutaan diagonalisoituvaksi, mikéli on olemassa
jokin diagonaalimatriisi D ja kidntyvi matriisi P, joille pitee D = P~'AP.
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4 Ominaisarvot ja karakteristinen polynomi

Seuraavaksi esitellddn lineaarikuvauksien ja niitd vastaavien matriisien ominaisarvoi-
hin liittyvid késitteitd ja tuloksia. Timén jdlkeen siirrytdédn karakteristisen polynomin
sekd minimipolynomin tutkimiseen. Huomiona vield, etti tistd luvusta eteenpiin vek-
toriavaruudet ja matriisit on médritelty mielivaltaisen algebrallisesti suljetun kunnan
K = (K, +, -) suhteen. Tdlld kunnan ominaisuudella on merkittiava rooli esimerkiksi
ominaisarvojen l0ytymisen suhteen, joka huomataan esimerkissi 4.21.

4.1 Ominaisarvot, -vektorit ja yleistetyt ominaisvektorit

Miiritelma 4.1. Olkoon A muotoa n X n oleva matriisi. Tdlloin lukua 1 € K
kutsutaan matriisin A ominaisarvoksi, mikili on olemassa sellainen vektori v € K",
v # 0, ettd

Av = Av.

Vastaavasti tidllaista vektoria v kutsutaan matriisin A ominaisarvoa A vastaavaksi
ominaisvektoriksi.

Ominaisarvoja ja -vektoreita tarkasteltaessa on tdarkedd huomioida, ettd ominais-
vektoriksi ei haluta nollavektoria. Mikaili hyviksyisimme nollavektorin tarkastellun
matriisin ominaisvektoriksi, niin tdlloin kaikki vektoriavaruuden alkiot olisivat mat-
riisin ominaisarvoja, silli AQ = A0, kaikilla A € K. Kuitenkin matriisin ominaisarvo
voi olla 0.

Tarkastellaan seuraavaksi edellisessd mééritelmissé olevaa yhtidlod Av = Av. Hyo-
dyntamalla identiteettimatriisia huomaamme, etti

Av=Alv & (A-Al)v =0.

Téstd voimme johtaa seuraavan aputuloksen mukaisia ominaisuuksia ominaisarvolle,
joita tullaan tarvitsemaan jatkossa.

Apulause 4.2. (Ominaisarvojen ominaisuuksia)
Seuraavat viitteet ovat yhtapitivid: [1, vrt. s.135]

1. Luku A € K on matriisin A € K" ominaisarvo.

2. Matriisia A — Al vastaava lineaarikuvaus ei ole injektiivinen.
3. Matriisia A — A/ vastaava lineaarikuvaus ei ole surjektiivinen.
4. Matriisi A — Al ei ole kdédntyva.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ensimmadinen ja toinen kohta ovat yhtédpitavia:

Jos A on matriisin A ominaisarvo, niin on olemassa sitia vastaava ominaisvektori v,
jolle piatee Av = Av. Siirretddn yhtdlon tekijat kaikki vasemmalle puolelle, jolloin
se saadaan muotoon (A — A1)v = 0. Voimme kertoa luvun A identiteettimatriisilla 7,
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jolloin olemme saaneet yhtdlon muotoon (A — Id)v = 0. Selvisti matriisia A — 11
vastaava lineaarikuvaus ei ole injektio.

Kohdat kaksi, kolme ja neljd ovat puolestaan yhtépitivid aikaisemman lauseen 3.4
perusteella. O

Edellisen apulauseen mukainen tulos voidaan johtaa determinantin avulla seu-
raavaanlaiseksi lauseeksi.

Lause 4.3. Luku A € K on matriisin A € K™" ominaisarvo, jos ja vain jos
det(A — Al) =0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on matriisin A ominaisarvo. Talloin edellisen apu-
lauseen 4.2 nojalla matriisi A — Al ei ole kdadntyvd. Taten lauseen 3.21 nojalla
det(A —Al) =0.

Oletetaan vastaavasti, ettd det(A — AI) = 0. Tilloin puolestaan lauseen 3.21 nojalla
matriisi A — A/ ei ole kidintyvi, ja apulauseen 4.2 nojalla A on titen matriisin A
ominaisarvo. O

Saamiemme tulosten avulla pystymme nyt laskemaan pienten nelidmatriisien
ominaisarvot kétevasti kasin.

ominaisarvot.

—_— NI
N 2\ 2\

1
Esimerkki 4.4. Lasketaan matriisin A = | 2
2

Voimme hyodyntii edellisessi lauseessa annettua kaavaa det(A — A7) = 0.

1 2 2 A 00 1-4 2 2
A-Al=[2 1 2]-10 4 0|=] 2 1-4 2
21 2 0 0 A4 2 1 2-4
1-4 2 2
det(A —/U) = 2 1-A4 2 |=a1Ci1+apCip+aizCiz = —/7.3 +4/7.2 +54.
2 1 2-A1

Nyt kun matriisin A — A/ determinantti on ratkaistu, niin ratkaistaan sen nollakoh-
dat. Lauseke saadaan muotoon —A3 + 412 + 51 = —/l(/12 — 44 - 5), josta ndemme,
ettd 0 on yksi determinantin nollakohdista, eli yksi matriisin A ominaisarvo. Loput
ominaisarvot saadaan ratkaisemalla toisen asteen yhtidlon A% — 42 - 5 nollakohdat,
jotka ovat -1 ja 5. Taten matriisin A ominaisarvot ovat 4; =0, A, = —1ja A3 =5.

Selvitetddn seuraavassa esimerkissi vield matriisin ominaisarvot seki niitd vas-
taavat ominaisvektorit.

Esimerkki 4.5. Ratkaistaan matriisin A = (_ 4

4 ominaisarvot seki niitd vastaavat

ominaisvektorit.

-5-1 2

det(A—/U):‘ 4 4-

':(—5—/1)(4—/1)—(—4-2):/12+/1—12.
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Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavasta saamme ominaisarvoiksi 47 = —4 ja Ay =
3. Ratkaistaan nyt nditd ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit. Ideana on 16ytida
kaikki sellaiset vektorit v;, joilla Av; = A;v;. Ratkaistaan ensimmaiseksi ominaisarvoa
A1 = —4 vastaava ominaisvektori.

(A —/111)\/1 = (A +4I)V1 =0.

Avataan tdmé matriisimuotoon ja ratkaistaan yhtdloryhmi hyodyntiméalla Gaussin
eliminointimenetelméaa

-5 2 N 4 0\ \(x\ (-1 2\(x\ (O
-4 4 0 4)/\y] \-4 8J\y/ \0)°
Gaussin eliminointimenetelmaélld saamme yhtdléryhmén muotoon
Ix -2y} (O
0o o/ \o
Yldriviltd saamme ratkaistua x = 2y, joten erds ominaisarvoa 4; = —4 vastaava

. ) 2
ominaisvektori v; on |

S [ M L e T

1
Vastaavasti ominaisarvoa A, = 3 vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan v, = (4).

). Tuloksen oikeellisuus voidaan tarkistaa vield laskemalla:

1

Maaritelmi 4.6. Olkoon A; K-vektoriavaruuden W lineaarikuvausta vastaavan mat-
riisin A ominaisarvo. TAtd ominaisarvoa vastaava ominaisavaruus on sitd vastaavien
ominaisvektorien joukko

E) ={veW]|Ay =Av}.

Mairitelma 4.7. [13, vrt. s.92] Olkoon A € K matriisin A € K™ ominaisarvo.
Ominaisarvoa vastaava yleistetty ominaisavaruus on vektoriavaruuden K" osajoukko

{v ] (A—-AD*(v) =0, jollakin k € N}.

Jos v on nollasta eroava vektori tdssi yleistetyssd ominaisavaruudessa, niin silloin
sitd kutsutaan ominaisavoa vastaavaksi yleistetyksi ominaisvektoriksi, ja pieninti
mahdollista k, jolla (A — AI)*(v) = 0 kutsutaan ominaisvektorin v indeksiksi.

Lineaarikuvausta vastaavalle matriisille A ja sen ominaisarvolle A olemme maa-
ritelleet ominaisavaruuden £, = Ker(A — A/). Ominaisarvoa A vastaavan ominais-
vektorin indeksin ollessa k, sen ominaisavaruuden E; aliavaruuksia ovat E /’1‘ =
Ker(A — AI)X. Merkitdzn nyt E:1la ominaisarvoa A vastaavaa yleistettyd ominaisa-
varuutta. Tastd ndemme, ettd Eﬂ1 C E% - -+, joten ndiden aliavaruuksien unioni

OE;:E;"’.

i=1
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Lause 4.8. Olkoot V KK-vektoriavaruus ja T : V — V lineaarikuvaus. Tdlloin jokai-
nen lineaarikuvauksen t eri ominaisarvoa vastaavien ominaisvektorien joukko on
lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Olkoot A1, >, ..., n kappaletta keskenéén erisuuria lineaarikuvauksen
7 ominaisarvoja. Olkoon j € Z, suurin indeksi, jolle ominaisarvoja A1, 4z, ..., 4;
vastaavat ominaisvektorit vi, v, . .., v; ovat keskendin lineaarisesti riippumattomia.
Tilloin on olemassa sellaiset @; € K, 1 <i < j, ettd

j
Z a;v; = Vj+1.
i=1

Lineaarikuvaukselle 7 pitee

J J J
Z @Ay = Z a;T(vi) =7(vjs1) = Aj41 Z @;v;.
i=1 i=1 i=1

Niinpa
J
Z (Ai = Aj11)av; = 0.
i=1
Tdma on kuitenkin ristiriita, koska oletuksen mukaan A; # A, kaikilla1 <7 < j ja
koska vy, ..., v; ovat lineaarisesti riippumattomia.
O

Apulause 4.9. [1, vrt. s.302] Olkoon V [K-vektoriavaruus. Jokaista lineaarikuvauk-
sen T : V — V yleistettyd ominaisvektoria v vastaa vain yksi lineaarikuvauksen
ominaisarvo A.

Todistus. Olkoon v lineaarikuvauksen 7 : V. — V,dim(V) = n, yleistetty omi-
naisvektori ja A1 sekd A, sitd vastaavia lineaarikuvauksen ominaisarvoja. Olkoon m
pienin sellainen luku, jolle

(1t — 2id)"v =0.

Binomikaavaa hyodyntdmélld saamme yhtdlon
0= (r—2id)"v
= ((T - /lzid) + (/12 — /ll)id)"v

n
= D bl = )" (r = bid)y,
k=0
missd by on binomikerroin ja bg = 1. Muilla binomikertoimilla by ei ole merkitysta
tulokseen. Sovelletaan kuvausta (7 — A,id)”~! yhtdlon molemmille puolille, josta
saamme
0= (1= 2)"(r = Lid)" lv.
Koska
(t — id)" v # 0,

taytyy olla A, = 4. Niinpé jokaista lineaarikuvauksen yleistettyd ominaisvektoria
vastaa vain yksi ominaisarvo. O
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Lause 4.10. /1, vrt. s.303] Olkoot V K-vektoriavaruus ja v : V — V lineaariku-
vaus. Tdlloin jokainen lineaarikuvauksen T eri ominaisarvoja vastaavien yleistettyjen
ominaisvektorien joukko on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Tehddin vastaoletus ja oletetaan, ettei lauseen viite pade. Talloin on ole-
massa pienin m € Z,, jota vastaa joukko {vi,..., v, } lincaarisesti riippuvia vekto-
reita, missd v; on lineaarikuvauksen 7 ominaisarvoa A; vastaava yleistetty ominais-
vektori ja kaikille 7, j € {1,...,m} pitee A; # A;, josi # j. Niinpd on olemassa
nollasta eroavat luvut a1, ..., @, € K, joille pitee

aivi+---+a,v, =0.

Olkoon n = dim(V). Sovelletaan lineaarikuvausta (7 — A,,id)" ylld olevan yhtidlon
molempiin puoliin, mistd saadaan

a1 (1t — Apid)"vi + -+ @1 (t — Aid)*'v,,21 =0,

koska
(1 = Apid)" @y vy = @ (1 — Aid)" vy, = 0.

Olkoon k € {1,...,m — 1}. Talloin
(T = Apid)"vy # 0,

koska muussa tapauksessa vektori vy olisi lineaarikuvauksen 7 ominaisarvoa A,
vastaava yleistetty ominaisvektori, mikd on mahdotonta apulauseen 4.9 perusteella.
Kuitenkin

(1 — 4dd)" ((7 = Apid)"vi) = (7 = Apid)" ((7 = Akid)"vi) = 0,
koska

(1 — 24dd) (7 = Apid) = 72 = AT = A7 + LA pid
= (1t = Apid) (1 — Aid).

Siis (7 — A,,id)"v; on ominaisarvoa A; vastaava yleistetty ominaisvektori. Niinpa
yleistetyt ominaisvektorit

(1 = Apid)™vq, ..., (T = Apid)" v,

ovat lineaarisesti riippuvia, niitd on m — 1 kappaletta ja ne vastaavat eri ominaisarvoja.
Téstd seuraa, ettd vastaoletus on védrin ja lauseen viite pitee.
O

Lause 4.11. Olkoon A € K™" kolmiomatriisi. Tcilloin sen ominaisarvot ovat sen
diagonaalialkiot ay1,an, . .., ay,.

21



Todistus. Olkoon A yldkolmiomatriisi

ann a2 ... dip
0 axyn ... ay
A=
: 0 R
0O ... 0 au
ja A sen ominaisarvo. Télloin lauseen 4.3 nojalla saamme, etta
ajp —A4 ap cee aln
0 an)y — A ... aj
det(A-Al)=| | . ” |=o.
: 0 " :
0 . 0 am-—-A1

Determinantin laskusddntdjen mukaisesti kolmiomatriisin determinantti on sen dia-
gonaalialkioiden tulo, joten

det(A _/11) = (all _/1)(022 _/1) e (ann _/l) = 0.

Téten diagonaalialkiot a1, as; . . ., a,, ovat ylikolmiomatriisin A ominaisarvot. Li-
siksi tiedimme, etti det(A) = det(A”) ja ylikolmiomatriisin transpoosi on alakol-
miomatriisi, joten viite patee kaikille kolmiomatriiseille. O

Esimerkki 4.12. Olkoot 11, A3, ...,4, muotoa n X n olevan diagonaalimatriisin A
lavistdjdalkiot, eli

A 0 - 0
A= (_) 42
: . . 0

Jokaiselle i = 1,2,...,n,4; on matriisin A ominaisarvo, jonka vastaavan ominai-
sarvaruuden E,, kanta on {e;}. Siis dim(E,,) = 1, jos ominaisarvot ovat toisistaan
eroavia.

Esimerkki 4.13. Olkoon A muotoa n X n oleva matriisi, jonka kaikki muut alkiot ovat
0 paitsi, ettid sen diagonaalialkiot ovat samat eli A seki juuri diagonaalin yldpuolella
olevat alkiot 1, eli

0 --- 0

A= 0 2 1 al
: .. . o1
0O O 0o --- A

Matriisilla A on tilloin vain yksi ominaisarvo eli tidssd tapauksessa A. Lasketaan
seuraavaksi titd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori v ratkaisemalla yhtdlo (A —
Al)v = 0. Huomaamme, ettd

0 --- 0
A=Al = 0 1

:

0 0 O 0
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Edelld lasketun matriisin alkio a;; = 0, joten yksi ominaisarvoa A vastaavista omi-

T
naisvektoreista on v| = (1 o --- 0) . Tarkistetaan tama viela laskemalla:
L0 - 0\/1 0-1+1-0+0-0+---+0-0
.. +{fo 0-1+0-0+1-0+---4+0-0
(A-Al)v, = 00 1 .= . =0.
I | :
o o0 0o --- 0/\O 0-0+0-0+---4+1-0+0-0
Ominaisarvoa A vastaaviksi yleistetyiksi ominaisvektoreiksi saamme laskemalla:
1 0 0 0 0
0 1 0 : 0
0 0 1 1 0
V1= 05‘}2: 0,V3: O""vk: 09""‘}}’1: -l
: : : : 0
0 0 0 0 1

Siis jokaisella vy, missd k = 1,2, ..., n, pitee (A — AD*v; = 0, kaikillai = 1,. .., k.
Esimerkiksi kun k£ = 2, saadaan

o0oo1 0 --- 0 0\/0
000 1 O 0]]1
(A—/U)ZVZZ Do 1 [0 =0.

000 0O O 1 0]]:

000 O O 0 0/\0
Matriisilla A on siis vain yksi ominaisarvo A ja jokaisella k = 1,2,...,n, v
on indeksid k oleva yleistetty ominaisvektori. Ominaisavaruuden E /’{ virittdd kan-
ta {vi,va,..., Vi }. Titen siis dim(E/’{) = k.

Lause 4.14. Olkoon A kdidintyvin matriisin A ominaisarvo ja v sitd vastaava omi-
naisvektori. Tilloin matriisin A kdcdnteismatriisin A~' ominaisarvo on % ja sitd
vastaava ominaisvektori on v. Toisin sanoen matriisin A kdicinteismatriisin ominai-
sarvot ovat sen ominaisarvojen kédnteislukuja. Edelleen matriisin A transpoosin AT
ominaisarvo on A.

Todistus. Olkoon A matriisin A ominaisarvo ja v sitd vastaava ominaisvektori. Talloin
madritelmén 4.1 mukaan

Av = Av.
Tiedimme, ettdi A~'A = AA~! = I, joten laskemalla saadaan, etti
A Ay = A"
S Iv=A1a
& v=A(A")
= }IV =Aly
e Aly= lv.
A
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Titen méiritelmin 4.1 mukaisesti matriisin A kii#nteismatriisin A~' ominaisarvot
ovat muotoa % ja niitd vastaavat ominaisvektorit ovat samat kuin matriisilla A.
Olkoon AT matriisin A transpoosi. Transpoosin ja sen determinantin ominaisuuk-
sista tiedimme, ettd AT — AIT = (A — A1) ja det(AT) = det(A), joten transpoosin
ominaisarvoja etsiessimme huomaamme, etti det(A” — AJ) = det(A — AI). Niinpi
matriisilla ja sen transpoosilla on samat ominaisarvot. O

4.2 Karakteristiset polynomit

Mairitelma 4.15. Olkoon A € K™ muotoa n X n oleva matriisi. Matriisin A
karakteristinen polynomi c4(x) = det(A — xI) on astetta n oleva polynomi, jonka
nollakohtia ovat matriisin A ominaisarvot A;.

Edellisessid luvussa johtamamme yhtélo det(A — A7) = 0 on karakteristisen po-
lynomin yhtélo, jonka avulla tutkittavan matriisin ominaisarvot ovat yhtdlon nolla-
kohdat. Karakteristinen polynomi onkin oiva tyokalu yksinkertaisten nelidmatriisien
ominaisarvojen laskemiseen.

Neliomatriisin determinantin laskusdintdjd voidaan myos hyodyntdd matriisin
karakteristista polynomia etsittdessd. Yksi hyodyllinen ominaisuus on se, ettd kol-
miomatriisin determinantti on sen diagonaalialkioiden tulo. TallGin jos esimerkiksi
matriisi A on kolmioituva, niin sen karakteristinen polynomi saadaan muuttamalla
matriisi A — A/ yldkolmiomatriisiksi rivioperaatioiden avulla, mistd voimme ratkais-
ta matriisin A karakteristisen polynomin vain laskemalla matriisin A — A/ diago-
naalialkioiden tulo. Osoitamme tdmén sekd tutustumme tarkemmin siithen liittyviin
tuloksiin luvussa 5.

Lause 4.16. Olkoot A ja B similaarisia n X n-matriiseja. Tdlloin c s (x) = cp(x).

Todistus. Matriisien A ja B ollessa similaarisia, on olemassa sellainen neliomatriisi
P ja sen kiiinteismatriisi P!, etti A = P~! BP. Matriisin A karakteristinen polynomi
¢4 on muotoa det(A — A7). Koska matriisi A voidaan simalarisuuden johdosta esittda
muodossa A = P! BP, niin sen karakteristinen polynomi saadaan muotoon:

ca(A) = det(P~'BP — AI).

Determinantin laskusddntojd hyddyntdamailld voimme johtaa karakteristisen polyno-
min c 4 lausekkeen seuraavasti:

ca(d) = det(P~'BP — AI)
= det(P"'(B - AI)P)
= det(P~") det(B — AI) det(P)
= det(P") det(P) det(B — AI)
= det(B — AI) = cp(A).
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Miaritelmé 4.17. Ominaisarvon A algebrallinen kertaluku, alg(21), on se, kuinka
monta kertaa kyseinen ominaisarvo esiintyy vastaavan karakteristisen polynomin nol-
lakohtana. Ominaisarvon geometrinen kertaluku, geom(A) on puolestaan sama kuin
sitd vastaavan ominaisavaruuden E, dimensio. Toisin sanoen geom(A1) = dim(E),) =
dim(ker(A — Al)).

Ominaisarvon algebrallisen kertaluvun nikee helposti jakamalla karakteristisen

Esimerkki 4.18. Muodostetaan matriisin A = ((2) ;) karakteristinen polynomi, joka

on muotoa
2-A1 1
0 2-1

Karakteristisella polynomilla on ainoastaan yksi juuri. Taten matriisin ominaisarvon
A = 2 algebrallinen kertaluku on 2. Ominaisarvoa A = 2 vastaava ominaisvektori

ca(d) = det(A—Al) = ( ) =(2-2)>

on puolestaan V) = ( . Vektorin v A virittaman ominaisavaruuden geometrinen

0
kertaluku on siis 1.

Lause 4.19. [13, vrt. 5.95] Olkoot V KK-vektoriavaruus, T : V — V lineaarikuvaus
ja A sen ominaisarvo. Tdlloin 1 < geom(A) < alg(A).

Todistus. Koska A on lineaarikuvauksen 7 ominaisarvo, niin maaritelman 4.1 mu-
kaan on olemassa nollasta eroava ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Tdten omi-
naisarvoa A vastaavalle ominaisavaruudelle E, pitee dim(E,) > 1. Oletetaan, etti
dim(E),) = k ja, ettd ominaisavaruuden E virittda jokin kanta By = {v,va,...,vi}.
Tadma kanta voidaan laajentaa vektoriavaruuden V kannaksi

BV = {VI’VZ,---’VkaVk+1,---’Vn}-

Talloin lineaarikuvausta 7 vastaavaksi matriisiksi viritettynd yli kannan By saadaan
lohkomatriisi
Al B
[7]s, = (0 D) = A,

missd A/ on muotoa k X k, B on muotoa k X (n— k) ja D on muotoa (n—k) X (n—k).
Muodostetaan seuraavaksi saadun matriisin A karakteristinen polynomi c 4 (x):
Al —xI B

0 D —xI
=det((Al —xI)(D —xI))
= det(Al — xI) det(D — xI)
= (1= x)kdet(D - xI).

ca(x) =det(A—-xI) = '

Mairitelmén 4.17 mukaisesti alg(1) > k, joten 1 < geom(2) < alg(4). O

Edellisestd lauseesta saadaan johdettua helposti seuraava seuraus, joka avaa omi-
naisarvojen ja niitd vastaavien ominaisvektoreiden yhteytta.
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Seuraus 4.20. Olkoon A lineaarikuvausta vastaavan matriisin A ominaisarvo. Tdl-
loin, jos alg(A) = 1, niin geom(A) = 1.

Ominaisarvojen sekd niitd vastaavien ominaisvektoreiden olemassaoloa tutkit-
taessa on tirkedd ottaa huomioon minké kunnan yli tutkittava matriisi on méaritelty.
Jos matriisi on madritelty algebrallisesti suljetun kunnan yli, niin siind tapauksessa
ominaisarvot ja -vektorit ovat aina olemassa. Jos alkiot kuuluvat kuntaan, joka ei ole
algebrallisesti suljettu, niin kaikissa tapauksissa ominaisarvot eivit valttamitta 10y-
dy kunnasta. Havainnollistetaan titid seuraavaksi yksinkertaisella esimerkilld, jossa
tutkitaan saman matriisin ominaisarvojen ja -vektoreiden olemassaoloa, kun matriisi
on madritelty eri kuntien yli.

Esimerkki 4.21. [13, vrt. s.96] Tutkitaan matriisin

01

x 0
ominaisarvoja, kun x € Q ja x > (. Lasketaan matriisin A toinen potenssi, jolloin
pystymme ratkaisemaan sen ominaisarvot helposti karakteristisen polynomin avulla.

Siis
2 X O
A _(0 )

Huomataan, etti matriisin toinen potenssi on muotoa A?> = xI. Miiritelmin 4.1
mukaisesti, kun merkitsemme matriisin ominainaisarvoa A A:lla, on olemassa siti
vastaava ominaisvektori v, jolle

A%(v) = A(A(v)) = A(Wv) = AA(v) = 2Pv.
Toisaalta, koska A% = xI, niin voimme kirjoittaa edellisen yhtilon myds muotooon
A%(v) = xI(v) = xv,

mistd huomaamme, etti 12 = x.
Tutkitaan nyt matriisin ominaisarvoja ja niitd vastaavia ominaisvektoreita, kun x € Q
ja matriisi on madritelty yli eri kuntien:

1. Olkoon x = 1. T4ll6in siis A2 = 1, eli matriisin A ominaisarvotovat1; = 1 € Q
ja A2 = =1 € Q. Ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat muotoa

I . 1
Vi, = (1) Javy, = (_1) .

2. Olkoon x = 2. Huomataan, etti jos matriisi A on méiritelty rationaalilukujen
kunnan yli, niin télloin matriisilla ei ole ominaisarvoja tdssd kunnassa, silld
A= +V2 ¢ Q. Jos A on miiritelty reaalilukujen kunnassa, niin matriisilla A
on ominaisarvot 1; = V2 ja A, = —V?2, silli +V2 € R. Niiti ominaisarvoja
vastaavat ominaisvektorit ovat

el
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3. Jos x = —1 ja matriisi A olisi mééritelty reaalilukujen kunnan yli, niin silld
ei olisi ominaisarvoja, koska 1 = V-1 = +i ¢ R. Jos matriisi olisi médritelty
kompleksilukujen kunnan yli, niin sille 16ytyisi ominaisarvot 4 =1ija Ay = —i,
sekd niitd vastaavat ominaisvektorit

4.3 Minimipolynomi

Karakteristiseen polynomiin ldheisesti liittyvd kédsite on minimipolynomi, joka on
aina loydettavissid ddrellisuloitteisille neliomatriiseille. Lahdetédédn tarkastelemaan té-
min polynomin olemassaoloa.

Apulause 4.22. [13, vrt. 5.96] Olkoon A n X n-matriisi. Tdlloin on olemassa sellainen
nollasta eroava polynomi p(x), ettd p(A) = 0.

Todistus. Joukko {I, A, .. .A”Z} on dimensiota n? olevan matriisien vektoriavaruu-
den M, (IK) matriiseista koostuva osajoukko, jossa on n” + 1 alkiota. Till6in joukko
on selvasti lineaarisesti riippuva, jolloin on mahdollista muodostaa lineaarikombi-
naatio col +c1A+- - -+cnzA”2 = 0, jossa jotkin skalaareista c, cy, . . . ¢, ovat nollasta
eroavia. Talloin p(A) =0jap(x) =co+cix+---+ cnzx”’z. O

Lause 4.23. Olkoon A n X n-matriisi. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen pienintd
mahdollista astetta oleva mooninen polynomi m 4, jolle ma(A) = 0.

Todistus. Olkoon m4 pienintd mahdollista astetta oleva polynomi, jolle edellisen
apulauseen 4.22 nojalla m4(A) = 0. Oletetaan, ettd p4 on samaa astetta oleva
polynomi, jolle myos pitee ps(A) = 0. Talloin siis deg(my) < deg(p,), joten
lauseen 2.8 mukaisesti olisi olemassa saman polynomirenkaan polynomit a seki b,
joille pitee deg(b) < deg(my),ja pa = ama + b. Télloin b(A) = 0. Jos deg(b) > 0,
paddymme ristiriitaan, ettd m4 olisi pienintd mahdollista astetta oleva polynomi,
joka toteuttaisi ehdon. Niinpd deg(b) = —oo, joten b on nollapolynomi. Téten siis on
olemassa yksikisitteinen mooninen polynomi m 4, jolle m4(A) = 0. O

Miaritelmi 4.24. Edellisen lauseen polynomia m 4 (x) kutsutaan n X n-matriisin A
minimipolynomiksi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd matriisin ominaisarvot ovat kyseisen matriisin mini-
mipolynomin juuria. Tdtd ominaisuutta tullaan myohemmin tarvitsemaan luvussa 5
lausetta 5.9 todistettaessa. Tdman jilkeen voimme esittdd minimipolynomille yksin-
kertaisen yhtdlon sen lineaaristen tekijoiden tulona.

Lause 4.25. Olkoon A € K™ neliomatriisi ja m, sen minimipolynomi. Tdlloin
A € K on matriisin ominaisarvo, jos ja vain jos my(A) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd A on matriisin A ominaisarvo. Talloin on siis méiaritelman
4.1 mukaan olemassa nollasta eroava vektori v, jolla

Av = Av.
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Polynomin m,4 ollessa matriisin A minimipolynomi tieddimme, ettd m4(A) = 0.
Hyodynnetiddn madritelmén 4.1 yhtdlod Av = Av, josta saamme

m(A)y = m()v.

Koska v # 0 ja ma(A) = 0, niin oltava m4(A) = 0. Matriisin A ominaisarvo A on
siis minimipolynomin m 4 juuri.

Oletetaan, ettd A € K on minimipolynomin m 4 juuri ja ettd deg(m4) = d. Esite-
tddn minimipolynomi muodossa m4(x) = (x — A1) p(x), missd p on polynomi, jonka
aste on d — 1. Sijoitetaan seuraavaksi matriisi A edelld olevaan minimipolynomin
esitykseen, jolloin pddsemme muotoon m4(A) = (A — AI)p(A). Olkoon v vektori,
jolle p(A)v # 0. Koska m4 on minimipolynomi, niin on oltava p(A) # 0. Koska
my(A)v =0, niin myos (A — Al)p(A)v = 0. Téten siis A on matriisin A ominaisarvo
ja p(A)v on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. O
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5 Kolmioituvista matriiseista

Téssd luvussa tutustumme lineaarikuvauksien ja niitd vastaavien matriisien kolmioi-
tuvuuteen. Tdmi ominaisuus ja siihen liittyvit tulokset tarjoavat tarvittavat tyokalut
luvussa 6 esitettdville Cayley-Hamiltonin lauseen todistukselle.

Miiéritelmi 5.1. Adrellisulotteisen vektoriavaruuden V lineaarikuvaus 7 : V. —
V on kolmioituva, jos on on olemassa vektoriavaruuden V jirjestetty kanta B =
{v1,...,v,}, missid lineaarikuvausta T vastaava matriisi A on kannan B virittimini
ylikolmiomatriisi.

Lause 5.2. Olkoon'V ddrellisuloitteinen kerroinkunnan K vektoriavaruusjat : V —
V sen lineaarikuvaus. Tdlloin T on kolmioituva, jos ja vain jos sen karakteristinen
polynomi on hajoitettavissa lineaaritekijoiden tuloksi. Erityisesti jos kerroinkunta
on algebrallisesti suljettu, niin jokainen sen lineaarikuvausta vastaava matriisi on
kolmioituva.

Todistus. Oletetaan, etta lineaarikuvaus 7 : V. — V on kolmioituva. Talloin on
olemassa kanta B, jossa lineaarikuvausta vastaava matriisi [7]p = U on yldkolmio-
matriisi. Tieddmme, ettd ylakolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot,
joten

e (x) = ep(x) = det(U = A1) = [ | e = 2) = (s = )2 = 2) -+ (st = D),
i=1

missd uyy, Uz, ..., Uy, ovat matriisin U diagonaalialkioita. Siis mikili lineaariku-
vaus on kolmioituva, niin sen karakteristinen polynomi on hajoitettavissa lineaarite-

Todistetaan induktiolla vektorivaruuden V dimension dim(V) suhteen, ettd mikéli
cz(x) hajoaa sen lineaaritekijoiden tuloksi, niin télloin lineaarikuvaus on kolmioi-
tuva. Jos dim(V) = 1, niin [7]g on 1 X 1-matriisi ja siis kolmioituva. Asetetaan
induktio-oletukseksi, ettd tima pitee aina, kun dim(V) < n. Asetetaan dim(V) = n,
ja osoitetaan, ettd 7 on kolmioituva myos tilloin:

Karakteristinen polynomi c.(x) voidaan oletuksen perusteella esittdd sen lineaarite-
kijoiden tulona, joten on olemassa ominaisarvo A, missd x — A; on yksi polynomin
¢ (x) tekija. Merkitddn nyt v;:114 tdtd ominaisarvoa vastaavaa ominaisvektoria ja ol-
koon V| = {av;|a € K} ominaisvektorin virittimd ominaisavaruus, jonka kanta on
B = {v1}. Ominaisavaruus V| on dimensiota 1 oleva vektoriavaruuden V aliavaruus.
Olkoon V* = V/V; dimensiota n — 1 oleva vektoriavaruuden V tekijdavaruus. Til-
16in 7 indusoi lineaarikuvauksen 7* : V* — V*, jonka karakteristinen polynomi on
cr(x) = (x = A2)(x = A3) - -+ (x = Ap), missid ¢ (x) = (x = A1) (x —A2) -+ (x = ).
Talloin induktio-oletuksen perusteella vektoriavaruudella V* on olemassa kanta
B* = {v},v;...v,}, jonka suhteen [7"]p- = A on ylikolmiomatriisi. Olkoon

29



7.V >V =V/Vi,v v+ V. Kaikillai € {2,...,n} olkoon v; € V sellai-
nen, ettd (v;) = v;. Nytkun B = {v{,v2,...,v,}, niin lineaarikuvausta 7 vastaava
matriisi voidaan esittda lohkomatriisina

Fle= {5 S

B — 0 A ’

missd C on muotoa 1 X (n — 1) oleva matriisi ja A on yldkolmiomatriisi. Téaten
matriisin C alkioiden ollessa mitd tahansa matriisi [7] g on ylikolmiomatriisi. O

Seuraus 5.3. Jokaisella ddrellisulotteisen kompleksisen vektoriavaruuden lineaari-
kuvauksella on olemassa yldkolmiomatriisiesitys.

Lause 5.2 ja sen seuraus 5.3 voidaan myos esittdd tunnetun Schurin hajotelman
mukaan [10, s.192]. Tamén hajotelman mukaisesti jokaista kompleksista neliomat-
riisia A kohti on olemassa samaa muotoa oleva ylikolmiomatriisi 7 sekd unitaa-
rinenmatriisi U, joille pitee, A = UTU", missi U” on matriisin U hermiittinen
transpoosi, eli U7 = U~!. Toisin sanoen jokainen kompleksinen nelidmatriisi on
similaarinen jonkin kompleksisen yldkolmiomatriisin kanssa.

Lause 5.4. Olkoon K algebrallisesti suljettu. Neliomatriisin A € K"™" determinantti
on sen ominaisarvojen tulo.

Todistus. Lauseen 5.2 seurauksena A on kolmioituva. Nyt lauseen 3.18 mukaan
kolmiomatriisin determinantti on sen diagonaalialkioiden tulo, ja tiedimme, ettad
kolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot. Siis

n
det(A) = ]_[ A,
i=1

missd A; ovat matriisin A ominaisarvot. O

Lause 5.5. Olkoon K algebrallisesti suljettu. Neliomatriisi A € K™" on kddntyvd,
Jjos ja vain jos sen yksikddn ominaisarvo ei ole 0.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd A on kddntyva. Talloin det(A) # 0. Edellisen lauseen
5.4 nojalla det(A) = []’_, A;. Jos jokin matriisin A ominaisarvo A; = 0, niin tilldin
det(A) = 0, mikd on ristiriidassa kéddntyvian matriisin determinantin suhteen. Siis
kaikkien ominaisarvojen on oltava nollasta eroavia.

Oletetaan puolestaan, ettd mikdan matriisin A ominaisarvoista ei ole nolla. Talloin
det(A) = [;L; 4; # 0. Niinpad matriisi A on kaintyva. m|

Apulause 5.6. [13, vrt. s.98] Olkoot V iirellisulotteinen K—vektoriavaruus ja v
lineaarikuvauksen 7 : V — V jotakin ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori, ja
p(x) € K[x]. Talloin p(7)(v) = p(A)v. Jos p(2) # 0, niin myds p(7)(v) # 0.
Todistus. Koska p(x) € K[x], voimme kirjoittaa sen seuraavasti:

n

px) = Zai(x D) =a,(x =) +---+a(x — ) +ay.
i=0
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Sijoitetaan x = A, jolloin saamme p (A1) = ay.
Jos v on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori ja A lineaarikuvausta 7 vastaava
matriisiesitys, niin saamme

p(A)(v) = (Z ai(A =AD" (V) = (an(A =AD" + -+ a1 (A = AI) + ag) (v).
=0

Koska Av = Av, saamme
A" = AA Y = AT Ay = 24P AY = PA Ry = = Q0
Tiéten kaikki muut paitsi termi ag = p(A) supistuvat pois, joten

p(A)(v) = p()(v).
Erityisesti, jos p(4) # 0, niin p(7)(v) # 0. m|

Edellisen apulauseen voidaan my0s osoittaa patevin yleistettyjen ominaisvekto-
rien tapauksessa.

Apulause 5.7. [13, vrt. s.99] Olkoot V K-vektoriavaruus ja 7 : V — V, missa
dim(V) = n, lineaarikuvaus ja

cr(x) =ca(x) = (x =AD" (x = A2) -+ (x = )™

sen karakteristinen polynomi, missd ominaisarvot 4;,i = 1,2, ..., k, ovat toisistaan
eroavia ja e; = alg(4;). Talloin ominaisarvoa A; vastaava yleistetty ominaisavaruus
W; = E7’ on dimensiota e; oleva vektoriavaruuden V aliavaruus.

L

Todistus. Karakteristinen polynomi ¢, (x) on oletuksen mukaan muotoa (x—A1;)¢! (x—
A2)¢? -+ - (x—Ax)°k. Se on siis jaollinen kaikilla polynomeilla (x — ;)¢ , joten voimme
valita minki tahansa sen ominaisarvon A; ¢; kertaa, minka suhteen alamme kolmioi-
maan kuvausta. Ndin 10yddamme lineaarikuvaukselle 7 lohkomatriisiesityksen jonkin
vektoriavaruuden V kannan B ylitse, mikd on lauseen 5.2 mukaisesti muotoa
A C
[7]p = (0 D) :

Matriisi A on muotoa e; X e; oleva yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat A;.
Matriisi D puolestaan on (n — e;) X (n — e;)-matriisi, jonka diagonaalialkiot eroavat
ominaisarvosta A;. Matriisi C puolestaan voi olla lauseen 5.2 mukaisesti mika tahansa
e; X (n — e;) matriisi. Vektoriavaruuden V kanta on B = B; | J B!, missd ensimmiiset
e; alkiota muodostavat kannan B; = {vy,v2,...,v,,} vektoriavaruudelle V;. Nyt on

siis osoitettava, ettd joukon B; virittdimi avaruus V; on yleistetty ominaisavaruus W;.
Ominaisarvoa A; vastaava yleistetty ominaisavaruus on

E;i = {v,- eV | (T - /ll'id)eivi = 0}
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Jotta voimme osoittaa lauseen viitteen todeksi, meiddn on tarkasteltava tarkemmin
edelld olevaa matriisiesitystd ominaisavaruuden suhteen. Téhdn mennessd olemme
saaneet, etta
A—- A1 C

T —Aid]p = ' ,

[ i ]B ( 0 D — /li [)
joten

e [(A=AD)E C
[T—/l,'ld];' = ( ! ) e |
0 (D = A; D)

jollakin matriisilla C”.

Nyt A — A;I on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat nollia, silli A on
yldkolmiomatriisi ja A; on sen ominaisarvo, sekd (A —A;1)¢ = 0. Puolestaan D — ;1
on (n —e;) X (n — e;)-yldkolmiomatriisi, ja sen diagonaalialkiot ovat nollasta eroavia
lauseen oletusten seurauksena. Kaikille e > e; pitee, ettd

0 o} )

[T _/l[id]% = (O (D —/ll)e

Téten B; virittdd yleistetyn ominaisavaruuden W;, joka on vektoriavaruuden V di-
mensiota ¢; oleva aliavaruus. O

Edellistd apulausetta vastaavan tilanteen suhteen voimme todistaa apulauseen liit-
tyen vektoriavaruuden aliavaruuksien suoraan summaan, joka on hyddyllinen apu-
tulos tarkastellessa karakteristisen polynomin jaollisuutta minimipolynomin suh-
teen. Kun olemme saaneet osoitettua, etti lineaarikuvauksen minimipolynomi jakaa
sen karakteristisen polynomin, niin sen hyddyntdminen tarjoaa pohjan itse Cayley-
Hamiltonin lauseen todistamiselle.

Apulause 5.8. Olkoot V ddrellisulotteinen K-vektoriavaruus ja 7 : V. — V line-
aarikuvaus, jonka eri ominaisarvot ovat Ay, Ay, ..., d,. Mikili lineaarikuvauksen
karakteristinen polynomi c,(x) on muotoa

(x =) (x =) - (x = 2) "

niin tilloin nditd ominaisarvoja vastaavien yleistettyjen ominaisavaruuksien
Wi, W,, ..., W, suorana summana saadaan vektorivaruus V eli

V=W eW,d---&oW,.

Todistus. KoskaV = Wi +Wj+- - -+W,, riittdd osoittaa, ettd jos wi+wa+- - -+w, =0,
missd w; € W; kaikilla 7, niin tdlléin w; = 0, kaikilla ;. Lauseen 4.10 mukaisesti
toisistaan eroavia ominaisarvoja vastaavat yleistetyt ominaisvektorit ovat keskeniin
lineaarisesti riippumattomia, joten on oltava w; = 0, kaikilla 1 < i < n. Téll6in

N W ={0}. Siis V=W e W, @ & W,. o

Lause5.9. [13, vrt. s. 100] Olkoot V K-vektoriavaruus jat : V — V lineaarikuvaus,
jonka karakteristinen polynomi c.(x) voidaan esittdd sen lineaaristen tekijoiden
tulona. Tdlloin lineaarikuvauksen minimipolynomilla m(x) on samat lineaariset
tekijdt ja se jakaa karakteristisen polynomin.
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Todistus. Aloitetaan viitteiden todistaminen tekemalld seuraavat huomiot aikaisem-
mista lauseista ja maaritelmista:

1. Lauseen 4.25. perusteella A on lineaarikuvauksen T ominaisarvo, jos m;(4) =
0.

2. Madritelmén 4.15 mukaan jos A on lineaarikuvauksen 7 ominaisarvo, niin
talldin ¢, (A2) = 0.

Oletetaan nyt, ettd x — A; on yksi minimipolynomin m.(x) lineaarisista tekijoista
ja A; yksi lineaarikuvauksen 7 ominaisarvoista. Talloin m.(4;) = 0, mutta myos
¢z (4;) = 0 huomion 2 mukaisesti. Taten polynomin m.(x) lineaariset tekijit ovat
my0s polynomin ¢, (x) lineaarisia tekijoita.

Oletetaan puolestaan, etti x — A; on polynomin c(x) tekijd, mutta ei ole po-
lynomin m(x) tekijd. Talloin m,(4;) # 0. Nyt mééritelmén 4.15 mukaan A; on
yksi lineaarikuvauksen ominaisarvoista. Merkitdan v :114d sitd vastaavaa ominaisvek-
toria. Apulauseen 5.6 mukaisesti mille tahansa kerroinkunnan K polynomirenkaan
polynomille pitee, ettd p(7)(v;) = p(4;)v,;. Minimpolynomin méiritelmén mukai-
sesti m(7) = 0, joten myds m-(7)(v,;) = 0. Kuitenkin, koska m.(4;) # 0, niin
m.(7)(v;) # mz(4;)(v;), mikd on ristiriidassa apulauseen 5.6 kanssa. Tdten poly-
nomeilla c;(x) ja m;(x) on oltava samat lineaariset tekijat.

Todistetaan vield se, ettd m.(x) tosiaan jakaa polynomin c.(x). Hyodynnetdin
tdtd todistettaessa minimipolynomin madritelméd, eli ettd m,(7) = 0 ja minimipoly-
nomi on pienintd mahdollista astetta oleva polynomi, jolle timé pitee.

Tiedimme edellisen apulauseen 5.8 perusteella, ettd vektoriavaruus V' voidaan
esittdd lineaarikuvausta 7 vastaavien yeistettyjen ominaisvektoreiden virittimien
yleistettyjen ominaisavaruuksien W; = EZ suorana summana,

V= éw
i=1

Tilloin jokainen vektori v € V voidaan esittdd muodossa
v=wi+wa+--+w,,w €W
Niinpa
(D)) =ce(D) (Wi +wa+ - +wy).

Koska karakteristinen polynomi voidaan esittdd sen tekijoiden tulona, se on jaollinen
jokaisella tekijdlld (x — A;)¢ ja yleistetyn ominaisavaruuden madritelmian mukaan
(1t — A;id)%w; = 0. Lineaarikuvauksen ominaisuuksien mukaan saadaan

co(T)(v) =ce(r)(wi) +co(T)(w2) + -+ co(T) (W) =0+ 0 +--- +0.

Minimipolynomi méiritelmaillisesti on pienintd mahdollista astetta oleva polynomi p,
jolle p(7) = 0, joten minimipolynomi m.(x) jakaa myos karakteristisen polynomin
cr(x). O
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Lauseiden 4.25 sekd 5.9 mukaan lineaarikuvauksen 7 ominaisarvot ovat sen mini-
mipolynomin m, juuria ja minimipolynomi jakaa lineaarikuvauksen 7 karakteristisen
polynomin. Talloin minimipolynomi voidaan esittdd muodossa

me(x) = (x — A1) 8@ (x — 2)@8() L (x — 2;)@l8(D)]

missd A1, Ap, . .., A; ovat lineaarikuvauksen T ominaisarvot.
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6 Cayley-Hamiltonin lause ja sen todistus

6.1 Historiaa

Cayley-Hamiltonin lause on yksi lineaarialgebran keskeisisté tuloksista ja sen historia
juontaa juurensa 1800-luvun puoliviliin. Lauseen kehittdmisessi keskeisid henkilGita
olivatirlantilainen matemaatikko ja astronomi William Rowan Hamilton (1805-1865)
sekd englantilainen matemaatikko ja lakimies Arthur Cayley (1821-1895), joiden
mukaan lause on tullut tunnetuksi.

William Rowan Hamilton syntyi 4.8.1805 Dublinissa Irlannissa. Hamiltonin kiin-
nostus matematiikkaan herdsi 12-vuotiaana ja 15-vuotiaana hin alkoi opiskella Isaac
Newtonin ja Pierre-Simon Laplacen teoksia. Hinen lahjakkuudestaan kertoo se, etta
jo vuonna 1822 hin 10ysi virheen Laplacen teoksesta Mécanique céleste. Hamilton
aloitti opintonsa Trinity Collegessa Dublinissa 18-vuotiaana, missd hidn menestyi
erinomaisesti heti alkuvuosista ldhtien ja ensimmaisen artikkelinsa ”On Caustics”
hin julkaisi Royal Irish Academylle ennen vuoden 1824 paittymistd. Vuonna 1827
hénet nimitettiin Trinity Collegen astronomian professoriksi hdnen ollessaan vas-
ta 21-vuotias. Urallaan hén julkaisi useita tirkeitd artikkeleita, joilla on ollut suuri
merkitys niin matematiikan kuin fysiikankin aloilla. [5]

Arthur Cayley syntyi 16.6.1821 Richmondissa Surreyn kreivikunnassa Lontoon
eteldpuolella. Elimédnsd ensimmaiset seitsemén vuotta hin vietti Pietarissa Vengjalla.
Hinen palattuaan perheensi kanssa Englantiin Lontooseen hin osoitti suurta lahjak-
kuutta laskennassa jo nuorella idlli. Vuonna 1835 hén aloittikin vain 14-vuotiaana
opintonsa King’s College Schoolissa, missa hinen lahjakkuutensa edistyneessd ma-
tematiikassa nousi vahvasti esiin. Matematiikan liséksi hin erottui edukseen lahjak-
kuutensa puolesta monissa muissakin oppiaineissa. Cayley aloitti opintonsa Cam-
bridgen yliopiston Trinity Collegessa vuonna 1838, missd hidnen mielenkiintonsa
kohteiksi osoittautuivat lineaarikuvaukset sekd analyyttinen geometria. Hin julkai-
sikin jo opiskeluaikanaan kolme artikkelia Cambridge Mathematical Journalissa.
Opintojensa jidlkeen hén toimi opettajana Cambridgessa ja julkaisi 28 artikkelia se-
ki tyoskenteli laaja-alaisesti eri matematiikan osa-alueiden parissa. Cayley siirtyi
kuitenkin lakialalle vuonna 1846, mutta siitd huolimatta jatkoi aktiivisesti mate-
matiikan parissa julkaissen tuona aikana noin 250 artikkelia. Vuonna 1863 hénet
valittiin matematiikan professorin virkaan Cambridgen yliopistoon. Uransa aikana
hén julkaisi yli 900 artikkelia ja muistiota, jotka kisittelivit lahes kaikkia nykyaikai-
sen matematiikan osa-alueita. Tarkeimpiné hédnen julkaisuistaan ja saavutuksistaan
olivat matriisialgebran ja geometrian parissa. [6]

Arthur Cayleyn ja William Rowan Hamiltonin tiet kohtasivat vuonna 1846, kun
Cayley osallistui lakiopintojensa aikana Hamiltonin kvaternioista pitimélle luennol-
le. Cayley-Hamiltonin lauseeseen liittyen Hamiltonin ty6lld kvaternioiden saralla on
suuri merkitys, silld vuonna 1853 julkaisemassaan kirjassaan Lectures on Quater-
nions, Hamilton osoitti, ettd lineaarisen operaattorin kddnteisarvo voidaan esittaa
polynomina operaattorissa, mikéd on yksi Cayley-Hamiltonin lauseen erikoistapauk-
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sista. Arthur Cayley osoitti puolestaan vuonna 1857 lauseen pitevin 2x2- ja 3x3-
matriiseille. Kumpikaan heisti ei esittdnyt lauseen yleisen muodon todistusta kaikille
nXn-matriiseille. Lauseen todistuksen yleisessa tapauksessa esitti ensimmaisend sak-
salainen matemaatikko Ferdinand Georg Frobenius tutkimuksessaan vuonna 1878.
[6], [12,s.6ja 7]

Forbeniuksen esittimén todistuksen jédlkeen lauseelle on esitetty useita erilaisia
todistuksia, joissa hydodynnetdidn eri matematiikan osa-alueita. Padasiallisesti todis-
tukset ovat painottuneet luontaisesti algebran alalle, mutta esimerkisi Jeffery A. Ro-
soff on esittinyt lauseelle topologisen todistuksen Missouri Journal of Mathematical
Sciences lehden julkaisussa vuonna 1995.[11]

6.2 Lauseen todistus

Esitetddn seuraavaksi Cayley-Hamiltonin lauseelle todistus hyodyntamalla tdssi tut-
kielmassa esitettyjd lineaarikuvauksen ja sitd vastaavan matriisin ominaisuuksia.
Todistus mukailee Steven H. Weintraubin todistusta, jonka hédn on esittanyt timin
tutkielman péailidhteend kiytetyssd teoksessaan Guide to Advanced Linear Algebra.

Lause 6.1. Olkoon V ddrellisuloitteinen K-vektoriavaruus ja v : V. — V lineaari-
kuvaus. Tdlloin, kun lineaarikuvaus t sijoitetaan sen karakteristiseen polynomiin c,
niin

c(1)=0.

Todistus. [13, vrt. s.101] Lauseessa 5.9 osoitimme, ettd mikili lineaarikuvauksen
7 : V — V karakteristinen polynomi c,(x) voidaan esittdd sen tekijoiden tulona, eli

cr(x) = (x =D (x = A2)? -+ (x = Ap)°",

niin tilldin lineaarikuvauksen minimipolynomilla m.(x) ja karakteristisella poly-
nomilla on samat lineaariset tekijit sekd m,(x) | c¢;(x). Koska m.(7) = 0, niin
c:(1) =0.

Todistetaan viite myOs yleisessd tapauksessa. Valitaan lauseen 5.2 mukaisesti
jokin vektoriavaruuden V kanta B ja merkitddn [7]p = A. Talloin lineaarikuvausta
T vastaavan matriisin A alkiot ovat lineaarikuvauksen kerroinkunnan alkioita, eli
esimerkiksi, jos 7 : E” — E”", niin téilldin a; € E, missd E on kunta, joka ei ole
algebrallisesti suljettu. Koska E ei ole algebrallisesti suljettu, niin sen yli mééritellyn
vektoriavaruuden lineaarikuvausella ei vilttdmittd ole ominaisarvoja kunnassa E.
Voimme kuitenkin laajentaa kunnan E algebrallisesti suljetuksi kunnaksi K, jonka
alikunta E on. [13, kts. s.101]

Maidritelldan 7% : K" — K”, missd 7%(v) = A(v). Tilldin

cx(x) =ca(x) =det(A —xI) = c(x).

eli se voidaan kirjoittaa muodossa

Cpe(x) = (x = A (x = A2) -+ (x = A) "
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Siis ¢ (1) = 0.
|

Lauseen viittimi voidaan my0s osoittaa paikkaansa pitdaviksi suoraan matrii-
sien avulla hyodyntden Schurin hajotelmaa [10, s.192] ja similaaristen matriisien
ominaisuuksia. Tarkastellaan tétd reaaliarvoisten matriisien tapauksessa.

Olkoon V n-ulotteinen R-vektoriavaruus, 7 lineaarikuvaus V — V ja A lineaari-
kuvausta 7 vastaava n X n-matriisi. Siis A C R" xR" c C" x C". Schurin hajotelman
mukaisesti matriisi A voidaan esittda unitaarisen matriisin U, sen hermiittisen trans-
poosin U seki ylidkolmiomatriisin D avulla, A = UDU". Tiedimme myos, etti
vt =y, joten A on similaarinen ylikolmiomatriisin D kanssa, vertaa mairitelma
3.25. Lauseen 4.16 mukaisesti ¢4 (x) = ¢p(x), joten

ca(A) = cp(A) = cp(UDUM) = Uep(D)UH = 0.

EsimerkKki 6.2. Selvitetdan matriisin A = (2

| 4) karakteristinen polynomi ja sijoi-

tetaan matriisi itse siihen:

2-1 3

cqg =det(A—-2Aal) = 1 4-

=Q2-D)@-2)-3=22-61+5.

Sijoitetaan A sen karakteristiseen polynomiin.

2 3\(2 3\ [6-2 6:-3) (5 0
A2 _ _ _
ca(A) = A%-6A+51 (1 4)(1 4) (6-1 6-4)+(0 5)

_ (7 18)_ (12 18} (5 0} _(7-12+5 18-18+0) _(0 0
“\6 19) {6 24/7\0 5) "\6-6+0 19-24+5/" {0 0
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7 Matriisin potenssien laskeminen

Matriisien potenssien laskeminen voi olla tyolisté erityisesti matriisin sarakkeiden ja
rivien lukumédrdn kasvaessa. Talloin matriisin alkioiden méérédn lisddntyessd mer-
kittavasti laskentatehtévista tulee monimutkaisempia. Perinteiset menetelmat, kuten
toistuva kertominen, voivat olla hyvin aikaa vievid ja vaativat paljon laskentate-
hoa. Lisidksi suuret matriisit voivat johtaa numeeristen virheiden kertymiseen, mika
vaikeuttaa tarkkojen tulosten saamista. Yksi Cayley-Hamiltonin lauseen tuomista
laskennallisista hyodyista liittyykin juuri matriisien potenssien laskemiseen. Tutus-
tutaan vield tutkielman lopuksi siihen, kuinka Cayley-Hamiltonin lausetta voidaan
hyodyntidd matriisien potenssien laskemisessa.

7.1 Positiiviset eksponentit

2 4
Esimerkki 7.1. Lasketaan matriisin A = (1 3) toinen, kolmas ja neljds potenssi

hyodyntiden Cayley-Hamiltonin lausetta sekd "normaalisti"matriisien tulona.
Lasketaan ensiksi potenssit normaalina matriisitulona.

(2 4)(2 4 (22441 2444.3) (8 20
A3\ 3/ T 2431 14433/ 7 (5 13

A3 = A24 = 8 20} (2 4\ (8-2+20-1 8-4+20-3) (36 92
B ~\5 13)\1 3) \5-2+13-1 5-4+13-3] \23 59
A = ABA = 36 92} (2 4\ (36-2+92-1 36-4+92-3) (164 420
- 123 59/\1 3) \23-2+459-1 23-4+59-3) 1105 269

Huomataan, ettd jo yksinkertaisen 2 X 2 matalien potenssien laskeminen vaa-
tii paljon laskuty6td. Tarkastellaan seuraavaksi, miten vastaavat potenssit saadaan
laskettua Cayley-Hamiltonin lausetta hyodyntamailla.

Aloitetaan muodostamalla matriisin A karakteristinen polynomi:

2-1 4

CA:det(A—/U):' 1 3_

‘:(2—1)(3—1)—(1-4):42—5“2.

Cayley-Hamiltonin lauseen mukaisesti c4(A) = 0 eli
ca(A) = A>—=5A+21=0.

Niinpa
A?=5A-2I.

Tarkistetaan vield, ettd saamme saman vastauksen kuin matriisituloa kdyttamalla.

5-2 5-4 2 0 8 20
2_cA _n7— _ -
w=sacar=(37 140 5= (5 )
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Hyodyntamalld tétéd tietoa voimme laskea myos kolmannen ja neljannen potenssin
helposti késin:

A3:(SA—ZI)A:5A2—2A:5(5A_21)_2A:23A_1OI:(36 92)

23 59

A* = A3A = (23A-101)A = 234>~10A = 23(5A-21)~10A = 105A~46] = (164 420) _

105 269

Edellisestd esimerkistd huomataan, etta jo yksinkertaisen 2 X 2-matriisin matalien
potenssien laskeminen matriisituloa kidyttdaen vaatii paljon laskemista, kun puolestaan
Cayley-Hamiltonin lausetta hyodyntimalld laskeminen vaatii paljon vihemman ty6ta
jaon paljon vaivattomampaa. Tarkastellaan vield potenssien laskemista 3x3-matriisin
tapauksessa, jossa Cayley-Hamiltonin lauseen hyodyntimisen tehokkuus korostuu
entisestdén.

[N NI
—_— W N

3
Esimerkki 7.2. Lasketaan matriisin A = ( 4) kolmas ja neljds potenssi.
1

Aloitetaan laskemalla potenssit matriisitulon avulla.

1 2 3\/1 2 3
A2z(2 3 4 (2 3 4
21 1/\2 11
1-14+2-2+3-2 1-2+2-3+3-1 1-3+2-4+3-1 11 11 14
=(2-1+3-2+4-2 2.243-3+4-1 2-3+3-4+4-1)=(16 17 22).
2.14+1-241-2 2:2+1-3+1-1 2-3+1-4+1-1 6 8 11

11 11 14\/1 2 3
Ad=[16 17 22]|[2 3 4
6 8 11/\2 1 1

11-1+11-2+14-2 11-2+11-3+14-1 11-3+11-4+4+14-1 61 69 Ol
=(16-1+17-2+22-2 16-2+17-3+22-1 16-3+17-4+22-1|=194 105 138]|.
6-1+8-2+11-2 6-2+8-3+11-1 6-3+8-4+11-1 44 47 61

61 69 91\/1 2 3
A*=[94 105 138]|2 3 4
44 47 e61)J\2 1 1

61-14+69-2+91-2 61-24+69-3+91-1 61-34+69-4+91-1 381 420 550
=[(94-1+105-2+138-2 94-2+105-3+138-1 94-3+105-4+138-1|=[580 641 840].
44 -1+47-2+61-2 44 .2 +47-3+61-1 44 -3+47-4+61-1 260 290 381

Lasketaan seuraavaksi samat potenssit hyodyntden Cayley-Hamiltonin lausetta.
Muodostetaan aluksi matriisin karakteristinen polynomi.

-1 2 3
ca) =det(A-AD=| 2 3-2 4 |=-2+52+72-1.
2 1 1-2
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Cayley-Hamiltonin lauseen mukaan c4(A) = 0, joten
~A*+5A7+7A-1=0.

Nyt kun siirrimme termin A3 yhtilon toiselle puolelle, saamme matriisin kolmannen
potenssin ratkaisuksi:
AP =5A+TA- 1.

Tarkistetaan tima vield laskemalla:

55 55 70 7 14 21 1 00 61 69 091
A®=180 85 110|+|14 21 28|-|0 1 0|=[94 105 138].
30 40 55 14 7 7 0 01 44 47 61

Nyt pystymme ratkaisemaan matriisin A* helposti seuraavasti:
A*=A3A = (5A’+7A-DA =543 +7A - A.
Tarkistetaan myos tdma laskemalla.

305 345 455 77 77 98 1 2
At =1470 525 690|+[112 119 154|-|2 3
220 235 305 42 56 77 21

3 381 420 550
41=[580 641 840].
1 260 290 381

Edellisissé esimerkeissd huomasimme, etté jo kokonaislukujen tapauksessa mat-
riisien potenssien laskeminen kédsin matriisitulon avulla alkaa olla tyollésti verrattuna
Cayley-Hamiltonin lauseen hyodyntamiseen. Mikili matriisin alkiot ovat monimut-
kaisempia lukuja, niin tdlloin matriisitulon laskeminen kisin ei ole tehokasta, jolloin
Cayley-Hamiltonin lause tekee laskemisesta tehokkaampaa. Seuraavaksi tutustumme
Cayley-Hamiltonin lauseen hyodyntdmiseen kddnteismatriisin etsimisessa.

7.2 Negatiiviset eksponentit

Kédnteismatriisin laskeminen voi matriisin koosta riippuen olla hyvinkin tyolista
laskea késin. Cayley-Hamiltonin lauseen soveltaminen onkin kitevi tapa kiénteis-
matriisin I6ytdmiseen verrattuna muihin keinoihin, kuten esimerkiksi liittomatriisin
tai Gaussin-eliminointimenetelmén hyodyntamiseen.

Cayley-Hamiltonin lause on myds oiva tyokalu matriisin negatiivisten potenssien
laskemisessa, silld se ei vaadi paljoa matriisitulojen laskemista, minki seurauksena
mahdollisten laskuvirheiden tapahtuminen on helposti viltettiavissd. Havainnolliste-
taan seuraavaksi Cayley-Hamiltonin lauseen tehokkuutta kdinteismatriisin etsimi-
sessd esimerkkien avulla.

13
Hamiltonin lausetta. Ratkaistaan ensimmaiiseksi matriisin karakteristinen polynomi

. 2 4 . -
Esimerkki 7.3. Lasketaan matriisin A = ( ) kadnteismatriisi hydodyntden Cayley-

CA.

caD) =det(A—AN=2-DB-) —-4=2-51+2.
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Sijoitetaan A polynomiin c 4, jolloin saamme Cayley-Hamiltonin lauseen mukaan
A?—5A+21=0.

Tunnetusti AA~! = I, joten ratkaistaan edelld saamastamme yhtilosti I ja kerrotaan
yhtilon molemmat puolet matriisilla A=, jolloin saamme kizinteismatriisin yhtilon.

21 = —-A?+54A
1
& I= 5(—A2 +5A)
1
& Al= 5(—A +5I)
(245 -4\ (3 -2
T2\ -1 =345) T\ 1)
Jos haluamme selvittdd matriisin A2, niin saamme sen helposti ratkaistua edelld
ratkaistusta kdanteismatriisin kaavasta seuraavasti:

1
A2=A"1A7""= Z(A2 — 10A +251)

((5A —2I) — 104 +251))

Bl— ]

(-5A +231)

3

Il
—_——
Bz
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