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Tämän tutkielman aiheena on Cayley-Hamiltonin lause, joka on yksi lineaarial-
gebran keskeisimmistä lauseista. Lauseen mukaan jokainen äärellisulotteisten vekto-
riavaruuksien välille määritelty lineaarikuvaus ja sitä vastaava neliömatriisi toteuttaa
oman karakteristisen polynominsa. Kyseiselle lauseelle on esitetty useita eri todistuk-
sia hyödyntäen matematiikan eri osa-alueita. Tässä tutkielmassa esitettävä todistus
on esitetty käyttäen lineaarikuvauksen ominaisarvojen ja karakteristisen polynomin
ominaisuuksia.

Tutkielman aluksi esitellään lauseen todistusta varten tarvittavia algebran ja line-
aarialgebran peruskäsitteitä. Tämän jälkeen tutkielmassa esitellään lineaarikuvauk-
siin ja matriiseihin liittyviä tuloksia, joiden avulla Cayley-Hamiltonin lauseen todis-
tukseen tarvittavat ominaisarvoihin ja karakteristiseen polynomiin liittyvät tulokset
ovat ymmärrettävissä ja todistettavissa.

Tämän jälkeen tutkielmassa syvennytään tarkemmin lineaarikuvauksen ominais-
arvoihin sekä niitä vastaaviin ominaisvektoreihin ja -avaruuksiin. Näitä tarvitaan li-
neaarikuvauksen ja sitä vastaavan matriisin karakteristisen polynomin määrittelemi-
sessä. Lineaarikuvauksen karakteristiselle polynomille sekä sen minimipolynomille
esitetään tämän jälkeen tuloksia, joiden avulla pystytään osoittamaan, että neliö-
matriisin minimipolynomi on sellainen pienintä mahdollista astetta oleva polynomi,
jonka ratkaisu kyseinen neliömatriisi itse on.

Seuraavaksi tutkielmassa osoitetaan, että jokainen algebrallisesti suljetun kerroin-
kunnan 𝕂 suhteen määriteltyjen vektoriavaruuksien välinen lineaarikuvaus on kol-
mioituva. Tämän tuloksen seurauksena jokaista 𝕂-vektoriavaruuksien välille määri-
teltyä lineaarikuvausta vastaa yläkolmiomatriisiesitys. Tämä puolestaan mahdollistaa
lineaarikuvauksen karakteristisen polynomin esittämisen sen lineaaristen tekĳöiden
tulona, minkä avulla osoitetaan, että minimipolynomi jakaa karakteristisen polyno-
min. Näiden tutkielmassa aikaisemmin osoitettujen tulosten avulla lopuksi esitetään
todistus Cayley-Hamiltonin lauseelle sekä tutustaan siihen, kuinka sitä voidaan käyt-
tää matriisien potenssien laskemisessa.

Avainsanat: Lineaarialgebra, lineaarikuvaus, neliömatriisi, ominaisarvo,
karakteristinen polynomi, Cayley-Hamiltonin lause

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Tässä tutkielmassa tutustutaan Cayley-Hamiltonin lauseeseen, joka on yksi lineaa-
rialgebran keskeisimmistä lauseista. Kyseisen lauseen mukaan jokainen äärellisu-
loitteisten vektoriavaruuksien välille määritelty lineaarikuvaus sekä sitä vastaava
neliömatriisiesitys toteuttavat oman karakteristisen yhtälönsä.

Luvussa 2 esitetään algebran ja lineaarialgebran osa-alueisiin liittyviä esitieto-
ja. Nämä esiteltävät asiat ovat pääosin tuttuja yliopiston algebran ja lineaarialgebran
kursseilta, mutta niiden mainitseminen tutkielmassa auttaa seuraavissa luvuissa esi-
teltävien käsitteiden ja tulosten ymmärtämisessä.

Luvussa 3 esitellään aluksi lineaarikuvauksen määritelmä sekä muita siihen liit-
tyviä määritelmiä. Lisäksi luvussa esitellään lineaarikuvauksiin liittyviä lauseita,
joiden tulokset ovat osana myöhemmin esitettäviä todistuksia. Lineaarikuvausten
jälkeen esitellään matriiseihin liittyviä määritelmiä sekä lauseita, joista osa on jo tut-
tuja yliopiston lineaarialgebran kursseilta. Kyseisiä tuloksia tullaan hyödyntämään
seuraavissa kappaleissa.

Luvussa 4 tutustutaan aluksi lineaarikuvauksien ja matriisien ominaisarvoihin se-
kä niitä vastaaviin ominaisvektoreihin ja -avaruuksiin. Luvussa esitellään myös mää-
ritelmä lineaarikuvauksen ominaisarvoja vastaaville yleistetyille ominaisvektoreille
sekä yleistetyille ominaisavaruuksille. Seuraavaksi tutustutaan ominaisavaruuksien
ominaisuuksiin ja todistetaan esimerkiksi, että lineaarikuvauksen eri ominaisarvoja
vastaavat ominaisvektorit ovat keskenään lineaarisesti riippumattomia. Ominaisar-
vojen jälkeen luvussa esitellään lineaarikuvausta vastaavan matriisin karakteristinen
polynomi, jonka nollakohtia ovat kyseisen lineaarikuvauksen ominaisarvot. Tämän
jälkeen todistetaan, että similaarisilla matriiseilla on sama karakteristinen polyno-
mi, mikä on myöhemmin Cayley-Hamiltonin lauseen todistamisen yhteydessä hyö-
dynnetty tulos. Karakteristisen polynomin jälkeen esitellään minimipolynomi ja sen
ominaisuuksia.

Luvussa 5 tutkitaan matriisien ja lineaarikuvausten kolmioituvuutta. Kolmioi-
tuvuus on isossa roolissa tutkielman pääaiheen eli Cayley-Hamiltonin lauseen to-
distamisessa. Tärkeimpänä tuloksena saadaan, että mikäli lineaarikuvauksen karak-
teristinen polynomi voidaan esittää sen lineaaristen tekĳöiden tulona, niin tällöin
karakteristisella polynomilla on samat lineaariset tekĳät kuin minimipolynomilla, ja
tällöin minimipolynomi jakaa karakteristisen polynomin.

Luvun 6 aluksi esitellään matemaatikot Arthur Cayley sekä William Rowan Ha-
milton, joiden mukaan tutkielman aiheena oleva lause on nimetty. Lisäksi samassa
yhteydessä kerrotaan hieman kyseisen lauseen kehittämiseen ja todistamiseen liit-
tyvästä historiasta. Luvun toisessa osassa esitetään todistus lauseelle sekä lauset-
ta havainnollistava yksinkertainen esimerkki. Tutkielman lopuksi esitetään, kuinka
Cayley-Hamiltonin lausetta voidaan hyödyntää matriisien potenssien laskemisessa,
mikä on matriisituloa käyttämällä käsin laskiessa hyvinkin työlästä.

Tutkielman lukĳalta edellytetään algebran ja lineaarialgebran perustulosten tun-
temusta esimerkiksi yliopiston kurssien pohjalta. Tutkielmassa on käytetty pääosin
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lähteenä Steven H. Weintraubin kirjaa Guide to Advanced Linear Algebra [13] sekä
Sheldon Axlerin kirjaa Linear Algebra Done Right. [1]
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2 Esitietoja

Esitellään tutkielman aluksi muutamia tutkielman tulosten ymmärtämistä helpotta-
via esitietoja, joita tullaan tarvitsemaan myöhemmin määritelmien sekä lauseiden
esittämisessä ja todistamisessa.

2.1 Kunnat ja kuntalaajennukset

Kunta on algebrallinen rakenne, jossa kaksi joukon alkiota voidaan yhdistää yhteen-
tai kertolaskulla kolmanneksi joukon alkioksi. Jotta kyseinen rakenne on kunta, sen
laskutoimituksien tulee täyttää seuraavat ehdot:

Määritelmä 2.1. Rakenne (𝐾, +, ·) on kunta, jos sen laskutoimitukset toteuttavat
seuraavat ehdot:

1. Kun 𝑎 ∈ 𝐾 ja 𝑏 ∈ 𝐾 , niin 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐾 ja 𝑎 · 𝑏 ∈ 𝐾.

2. On olemassa neutraalialkiot, 0, 1 ∈ 𝐾 molempien laskutoimitusten suhteen:
kaikilla 𝑎 ∈ 𝐾 pätee 𝑎 + 0 = 𝑎 ja 𝑎 · 1 = 𝑎.

3. Kaikilla 𝑎 ∈ 𝐾 on olemassa yhteenlaskun suhteen vasta-alkio 𝑣 ∈ 𝐾: 𝑎+𝑣 = 0.

4. Kaikilla 𝑎 ∈ 𝐾\{0} on olemassa kertolaskun suhteen käänteisalkio 𝑤 ∈ 𝐾:
𝑎 · 𝑤 = 1.

5. Laskutoimitukset ovat vaihdannaisia, eli kun 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 , niin 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 ja
𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎.

6. Laskutoimitukset ovat liitännäisiä, eli kun 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 , niin 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) =

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 ja 𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎 · 𝑏) · 𝑐.

7. Laskutoimitukset toteuttavat osittelulait, eli kun 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 , niin 𝑎 · (𝑏 + 𝑐) =
𝑎 · 𝑏 + 𝑎 · 𝑐.

Esimerkki 2.2. Merkitään kokonaislukujen joukkoaℤ:lla, rationaalilukujen joukkoa
ℚ:lla ja kompleksilukujen joukkoa ℂ:lla. Edellisen määritelmän mukaan (ℚ, +, ·) ja
(ℂ, +, ·) ovat kuntia, mutta (ℤ, +, ·) ei ole.

Määritelmä 2.3. Olkoot 𝕂 = (𝐾, +, ·) ja 𝕃 = (𝐿, +, ·) kuntia, ja 𝐿 ⊆ 𝐾 . Tällöin 𝕃 on
kunnan𝕂 alikunta, jos se toteuttaa samoilla laskutoimituksilla edellisen määritelmän
ehdot. Voidaan myös sanoa, että𝕂 on kunnan𝕃 kuntalaajennus, jota voidaan merkitä
𝕂/𝕃.

Määritelmä 2.4. Kunnan 𝕂 = (𝐾, +, ·) sanotaan olevan algebrallisesti suljettu,
mikäli jokaisella sen polynomirenkaan 𝐾 [𝑥] polynomilla, joka ei ole vakiopolynomi,
on nollakohtana jokin joukon 𝐾 alkio.
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Esimerkki 2.5. Kunta C=(ℂ, +, ·) on algebrallisesti suljettu, mutta R=(ℝ, +, ·) ei
ole. Ratkaistaan polynomin 𝑥2 + 1 nollakohdat, jotka ovat 𝑥 = i ja 𝑥 = −i. Koska
i ∉ ℝ, kyseisellä polynomilla ei ole nollakohtia reaalilukujen kunnassa, joten R ei
ole algebrallisesti suljettu.

2.2 Polynomit

Polynomit ja niiden ominaisuudet tulevat olemaan tärkeässä roolissa tässä tutkiel-
massa. Esittelemme tässä alaluvussa muutamia polynomiin liittyviä käsitteitä se-
kä polynomien ominaisuuksia, joita tulemme hyödyntämään myöhemmin erinäisten
lauseiden todistusten yhteydessä. Olkoon 𝕂 kunta. Tarkastelemme tässä alaluvussa
𝕂-kertoimisten polynomien 𝑝(𝑥) muodostamaa polynomirengasta 𝕂 [𝑥] = (𝑅, +, ·).
Siis

𝑅 = {𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 | 𝑎𝑖 ∈ 𝕂, 𝑛 ≥ 0}.

Määritelmä 2.6. Olkoon 𝑝 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥 + 𝑎0, missä 𝑎𝑛 ≠ 0. Poly-
nomin 𝑝 aste eli deg(𝑝) = 𝑛, 𝑛 > 0. Toisin sanoen polynomin aste on sen korkein-
ta potenssia olevan termin eksponentin arvo. Huomiona todettakoon, että nollasta
eroavan vakiopolynomin aste määritellään yleensä nollaksi. Lisäksi vakiopolynomin
𝑝 = 0 aste voidaan määritellä olemaan −∞.

Määritelmä 2.7. Mooninen polynomi on polynomi, jonka korkeinta astetta olevan
termin kerroin on 1. Siis jos 𝑝 = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + · · · +𝑎1𝑥 +𝑎0, niin 𝑝 on mooninen polynomi,
jos 𝑎𝑛 = 1.

Polynomien jaollisuutta tutkittaessa voidaan hyödyntää samaa ideaa kuin koko-
naislukujen jaollisuutta tutkittaessa, eli etsitään suurinta yhteistä tekĳää sekä mah-
dollista jäännöslukua.

Lause 2.8. (Eukleideen algoritmi polynomeille)
Olkoot 𝑝 ja 𝑞 polynomirenkaan 𝑅 polynomeja, joille deg(𝑞) ≤ deg(𝑝). Tällöin on
olemassa sellaiset polynomit 𝑎 ja 𝑏, että deg(𝑏) < deg(𝑞), ja 𝑝 = 𝑞𝑎 + 𝑏.

Todistus. [7, kts. s.115] □

Määritelmä 2.9. Polynomirenkaan 𝑅 epätyhjää joukkoa 𝐼 kutsutaan sen ideaaliksi,
jos seuraavat ehdot täyttyvät:

1. Jos 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝐼, niin tällöin 𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥) ∈ 𝐼.

2. Jos 𝑝(𝑥) ∈ 𝐼 ja 𝑟 (𝑥) ∈ 𝑅, niin tällöin 𝑝(𝑥)𝑟 (𝑥) ∈ 𝐼.

Lause 2.10. Olkoon 𝐼 nollasta eroava polynomirenkaan 𝑅 epätriviaali ideaali. Täl-
löin ideaalissa 𝐼 on olemassa yksikäsitteinen pienintä mahdollista astetta oleva
mooninen polynomi.

Todistus. [13, kts. s.232] □
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2.3 Vektoriavaruudet

Vektoriavaruudet ovat lineaarialgebran tärkein käsite. Matematiikassa vektoriavaruu-
della tarkoitetaan joukkoa, jonka alkiot ovat vektoreita ja jolle on määritelty skalaa-
rilla kertominen jonkin kunnan suhteen ja alkioiden summa sen laskutoimituksina.
Tässä tutkielmassa tarkastellaan lähtökohtaisesti vain äärellisulotteisia vektoriava-
ruuksia.

Määritelmä 2.11. [7, vrt. s.8] Jostakin vektoreita sisältävästä joukosta 𝑉 sekä josta-
kin kerroinkunnasta 𝕂 koostuvaa rakennetta kutsutaan 𝕂-vektoriavaruudeksi, mikäli
seuraavat ehdot täyttyvät, kun 𝑣, 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑉 ja 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂.

1. Joukko 𝑉 on vektorien yhteenlaskun suhteen suljettu:

Jos 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 , niin tällöin 𝑣 + 𝑢 ∈ 𝑉.

2. Joukon𝑉 alkioita eli vektoreita voidaan kertoa kunnan𝕂 alkioilla, skalaareilla,
jolloin vastaukseksi saadaan joukon 𝑉 vektori:

Jos 𝛼 ∈ 𝕂 ja 𝑎 ∈ 𝑉 , niin 𝛼𝑣 ∈ 𝑉 .

3. Vektorien yhteenlasku nollavektorin 0 suhteen:

Kaikilla 𝑣 ∈ 𝑉 pätee 0 + 𝑣 = 𝑣.

4. Vastavektorit:

Kaikilla 𝑣 ∈ 𝑉 on olemassa vastavektori −𝑣, 𝑣 + (−𝑣) = 0.

5. Yksikköskalaarilla kertominen:

Kaikilla 𝑣 ∈ 𝑉 pätee 1𝑣 = 𝑣.

6. Vektorien yhteenlasku on vaihdannainen:

Kaikilla 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 pätee 𝑣 + 𝑢 = 𝑢 + 𝑣.

7. Vektorien yhteenlasku sekä skalaareilla kertominen ovat liitännäisiä:

𝑣 + (𝑢 + 𝑤) = (𝑣 + 𝑢) + 𝑤
𝛼(𝛽𝑣) = (𝛼𝛽)𝑣
kaikilla 𝑣, 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑉 ja kaikilla 𝛼, 𝛽, ∈ 𝕂.

8. Osittelulait pätevät:

𝛼(𝑣 + 𝑢) = 𝛼𝑣 + 𝛼𝑢,
(𝛼 + 𝛽)𝑣 = 𝛼𝑣 + 𝛽𝑣
kaikilla 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 ja kaikilla 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂.

Määritelmä 2.12. Olkoon joukko 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛} vektoriavaruuden 𝑉 osajouk-
ko, eli 𝐵 ⊆ 𝑉 . Jos kaikki 𝑏𝑖 ∈ 𝐵 ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia vekto-
reita ja jokainen vektoriavaruuden 𝑉 alkio 𝑣 voidaan muodostaa näiden vektoreiden
lineaarikombinaationa, niin tällöin joukko 𝐵 on vektoriavaruuden 𝑉 kanta.
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Vektoriavaruuksien suhteen on tärkeää huomata, että jonkin joukon vektorien
lineaarikombinaationa voidaan muodostaa jokainen vektoriavaruuden alkio, mutta
kyseinen joukko ei välttämättä ole kyseisen vektoriavaruuden kanta. Mikäli kyseinen
joukko {𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑛} ei ole lineaarisesti riippumaton, mutta sen alkioiden lineaa-
rikombinaatioina voidaan muodostaa jokainen vektoriavaruuden alkio, niin tällöin
joukkoa kutsutaan vektoriavaruuden virittäjistöksi eli 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑛) = 𝑉 . Jo-
kainen virittäjistö voidaan kuitenkin kutistaa kannaksi yksinkertaisesti poistamalla
joukosta sellaiset alkiot, jotka voidaan esittää muiden joukon alkioiden lineaarikom-
binaationa. Vastaavasti, mikäli joukon alkiot ovat jonkin vektoriavaruuden, esimer-
kiksi ℝ𝑛, kanta niin joukko voidaan laajentaa suurempaa dimensiota olevan vektoria-
varuuden kannaksi lisäämällä joukkoon jokin muihin joukon alkioihin lineaarisesti
riippumaton vektoriavaruuden alkio. Yksinkertaisin esimerkki on, että vektoriava-
ruudenℝ𝑛 kanta voidaan laajentaa vektoriavaruudenℝ𝑛+1 kannaksi liittämällä siihen
luonnollinen vektori 𝑒𝑛+1 = (0, 0, · · · , 1)𝑇 , missä siis ensimmäiset n koordinaattia
ovat nollia.

Määritelmä 2.13. Vektoriavaruuden 𝑉 dimensio eli uloitteisuusluku, dim(𝑉), on
jonkin sen kannan 𝐵 alkioiden lukumäärä eli dim(𝑉) = |𝐵 |.

Huomionarvoista on todeta se, että vektoriavaruuden eri kannoissa on aina sama
määrä vektoreita, eli jos 𝐵 ja 𝐷 ovat vektoriavaruuden 𝑉 , jonka dimensio on 𝑛,
toisistaan eroavia kantoja, niin tällöin |𝐵 | = 𝑛 = |𝐷 |. [1, kts. s.44]

Määritelmä 2.14. Vektoriavaruus on äärellisulotteinen, mikäli sen kannan alkioiden
lukumäärä on äärellinen. Mikäli vektoriavaruudella ei ole äärellistä kantaa, niin
tällöin se on ääretönulotteinen ja sen dimensio on ääretön.

Esimerkki 2.15. Vektoriavaruuden ℝ𝑛 eräs kanta on {𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛}, missä

𝑒1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
1
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
, · · · , 𝑒𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
...

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.

Tätä kantaa kutsutaan vektoriavaruuden ℝ𝑛 luonnolliseksi kannaksi.

Määritelmä 2.16. Vektoriavaruuden 𝑉 epätyhjä osajoukko 𝑈 on sen vektorialiava-
ruus, mikäli 𝑈 on vektoriavaruus vektoriavaruuden 𝑉 laskutoimitusten vektoriyh-
teenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen.

Lause 2.17. (Aliavaruuskriteeri)
Olkoon 𝑉 𝕂-vektoriavaruus ja 𝑈 sen epätyhjä osajoukko. Tällöin 𝑈 on vektoriava-
ruuden 𝑉 vektorialiavaruus, jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Kaikilla vektoreilla 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 pätee 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑈.

2. Kaikilla skalaareilla 𝛼 ∈ 𝕂 ja kaikilla vektoreilla 𝑢 ∈ 𝑈 pätee 𝛼𝑢 ∈ 𝑈.
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Todistus. Oletetaan aluksi, että 𝑈 on vektoriavaruuden 𝑉 vektorialiavaruus. Tällöin
𝑈 on vektoriavaruus ja määritelmästä seuraa, että kaikille 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 pätee 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑈
ja kaikilla 𝛼 ∈ 𝕂 pätee 𝛼𝑢 ∈ 𝑈.
Oletetaan, että vektoriavaruuden 𝑉 osajoukolle 𝑈 pätevät ehdot 1 ja 2. Nyt, koska
𝑈 ⊆ 𝑉 , niin sen alkiot toteuttavat määritelmän 2.11 ehdot 1, 2 sekä 5-8. Olkoon 0
kunnan 𝕂 nolla-alkio ja olkoon 0 vektoriavaruuden𝑉 nollavektori. Ehdosta 2 seuraa,
että 0 = 0𝑢 ∈ 𝑈,missä 𝑢 on jokin joukon𝑈 vektori. Jos 𝑢 ∈ 𝑈, niin −𝑢 = (−1)𝑢 ∈ 𝑈
ehdon 2 perusteella. Täten siis määritelmän 2.11 ehdot 3 ja 4 pätevät joukossa 𝑈,
joten𝑈 on vektoriavaruuden 𝑉 vektorialiavaruus. □

Määritelmä 2.18. Olkoon 𝑉 vektoriavaruus ja 𝑊1 ja 𝑊2 sen aliavaruuksia. Jos
𝑉 = 𝑊1 +𝑊2 ja 𝑊1 ∩𝑊2 = {0}, niin sanotaan, että 𝑉 on aliavaruuksien 𝑊1 ja 𝑊2
suora summa. Tästä käytetään merkintää

𝑉 = 𝑊1 ⊕𝑊2.
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3 Matriisit ja lineaarikuvaukset

Tässä luvussa määritellään peruskäsitteitä sekä todistetaan ominaisuuksia lineaa-
rikuvauksiin ja matriiseihin liittyen, mitkä ovat tarpeellisia tutkielman seuraavissa
luvuissa esitettävien lauseiden ja määritelmien ymmärtämisessä.

Määritelmä 3.1. Olkoot 𝑉 ja 𝑊 𝕂-vektoriavaruuksia ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑊 . Kuvaus 𝜏 on
lineaarikuvaus, jos kaikilla 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ja kaikilla 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂 seuraava ehto pätee:

𝜏(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝜏(𝑢) + 𝛽𝜏(𝑣).

Lineaarikuvausta 𝜏 : 𝑉 → 𝑊 kutsutaan myös lineaarioperaattoriksi ja lineaariku-
vausta 𝜏 : 𝑉 → 𝕂 kutsutaan lineaarifunktioksi.

Lause 3.2. Olkoot𝑈,𝑉 ja𝑊 𝕂-vektoriavaruuksia ja 𝜏 : 𝑈 → 𝑉 sekä
𝜃 : 𝑉 → 𝑊 lineaarikuvauksia. Tällöin yhdistetty kuvaus, 𝜃 ◦ 𝜏 : 𝑈 → 𝑊 , on myös
lineaarikuvaus.

Todistus. Osoitetaan, että edellä olleen määritelmän mukainen sääntö toteutuu myös
yhdistettyjen kuvauksien tapauksessa. Kaikille 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 ja 𝛼 ∈ 𝕂 pätee:

1. (𝜃 ◦ 𝜏) (𝑢 + 𝑣)
= 𝜃 (𝜏(𝑢 + 𝑣))
= 𝜃 (𝜏(𝑢) + 𝜏(𝑣))
= 𝜃 (𝜏(𝑢)) + 𝜃 (𝜏(𝑣)) = (𝜃 ◦ 𝜏) (𝑢) + (𝜃 ◦ 𝜏) (𝑣).

2. (𝜃 ◦ 𝜏) (𝛼𝑢)
= 𝜃 (𝜏(𝛼𝑢))
= 𝜃 (𝛼𝜏(𝑢)
= 𝛼𝜃 (𝜏(𝑢))
= 𝛼(𝜃 ◦ 𝜏) (𝑢).

□

Määritelmä 3.3. Olkoon 𝜏 : 𝑉 → 𝑊 lineaarikuvaus. Kuvauksen 𝜏 ytimeksi kutsu-
taan joukkoa

ker(𝜏) = {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝜏(𝑣) = 0},

ja kuva-avaruudeksi joukkoa

ran(𝜏) = {𝑤 ∈ 𝑊 | ∃𝑣 ∈ 𝑉 : 𝜏(𝑣) = 𝑤}.

Lause 3.4. Olkoot 𝑉 ja 𝑊 äärellisulotteisia vektoriavaruuksia, joille dim(𝑉) =

dim(𝑊). Olkoon 𝜏 : 𝑉 → 𝑊 lineaarikuvaus. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitä-
viä:

1. 𝜏 on kääntyvä.

2. 𝜏 on injektio.
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3. 𝜏 on surjektio.

Todistus. Oletetaan, että 𝜏 on kääntyvä. Tällöin on olemassa sen käänteiskuvaus 𝜏−1 :
𝑊 → 𝑉 , jolle pätee 𝜏−1(𝜏(𝑣)) = 𝑣 kaikilla 𝑣 ∈ 𝑉 ja vastaavasti 𝜏(𝜏−1(𝑤) = 𝑤 kaikilla
𝑤 ∈ 𝑊. Oletetaan, että joillekin 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 pätee 𝜏(𝑣1) = 𝜏(𝑣2). Lineaarikuvauksen
𝜏 ollessa kääntyvä saadaan, että 𝜏−1(𝜏(𝑣1)) = 𝜏(𝜏−1(𝑣2), eli 𝑣1 = 𝑣2. Täten siis
lineaarikuvaus 𝜏 on injektio.

Oletetaan nyt puolestaan, että 𝜏 on injektio, eli 𝜏(𝑣1) = 𝜏(𝑣2), jos ja vain jos
𝑣1 = 𝑣2. Koska dim(𝑉) = dim(𝑊), niin ran(𝜏) = 𝑊. Tällöin lineaarikuvaus 𝜏 on
kääntyvä, koska jokaisella 𝑤 ∈ 𝑊 on olemassa vain yksi 𝑣 ∈ 𝑉 , jolla 𝜏(𝑣) = 𝑤.

Oletetaan, että 𝜏 on kääntyvä. Tällöin jokaisella 𝑤 ∈ 𝑊 on olemassa sitä vastaava
𝑣 ∈ 𝑉, jolle 𝜏(𝑣) = 𝑤, eli 𝜏 on surjektio.

Oletetaan nyt, että 𝜏 on surjektio, jolloin siis jokaiselle 𝑤 ∈ 𝑊 on olemassa 𝑣 ∈ 𝑉
siten, että 𝜏(𝑣) = 𝑤. Koska dim(𝑉) = dim(𝑊), niin lineaarikuvauksen 𝜏 ollessa
surjektio, se on myös injektio. Edellisessä kohdassa osoitimme, että lineaarikuvaus
on injektio, jos ja vain jos se on kääntyvä. Täten siis lineaarikuvauksen 𝜏 olessa
surjektio, niin sen on oltava myös kääntyvä.

□

Muotoa 𝑚 × 𝑛 oleva matriisi on

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,

missä matriisin alkiot 𝑎𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 ovat kunnan 𝕂 alkioita. Usein
merkitään 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 ). Esitellään seuraavaksi erilaisia matriiseja sekä niihin liittyviä
ominaisuuksia ja tuloksia.

Määritelmä 3.5. Identiteettimatriisi on matriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat
1 ja muut alkiot ovat 0. Esimerkiksi 3 × 3-identiteettimatriisi on

𝐼3×3 =
⎛⎜⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎠ .
Määritelmä 3.6. Kolmiomatriisit ovat neliömatriiseja, joiden diagonaalin ylä- tai
alapuolella olevat alkiot ovat kaikki nollia. Matriisi𝑈 on yläkolmiomatriisi, sillä sen
kaikki alkiot ovat diagonaalin alapuolella nollia. Puolestaan matriisi 𝐿 on alakolmio-
matriisi, sillä sen diagonaalin yläpuolella olevat alkiot ovat kaikki nollia.

𝑈 =
⎛⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13
0 𝑎22 𝑎23
0 0 𝑎33

⎞⎟⎠ 𝐿 =
⎛⎜⎝
𝑎11 0 0
𝑎21 𝑎22 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞⎟⎠ .
Jotta matriiseja voidaan laskea yhteen tai kertoa keskenään, niin niiden muo-

doille on olemassa tietyt rajoittavat tekĳät. Matriisien yhteenlasku onnistuu vain, jos
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yhteenlaskettavat matriisit ovat saman muotoisia, eli niiden rivien ja sarakkeiden lu-
kumäärät ovat samat. Yhteenlasku tapahtuu laskemalla yhteen matriisien vastaavat
alkiot.

Esimerkki 3.7. Lasketaan seuraavien matriisien 𝐴 ja 𝐵 summa.

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 −2
3 −1 2
−3 2 0
0 2 2

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
3 −2 2
−2 4 1
−1 0 4
0 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠
𝐴 + 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 + 3 0 − 2 −2 + 2
3 − 2 −1 + 4 2 + 1
−3 − 1 2 + 0 0 + 4
0 + 0 2 − 2 2 + 1

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝

4 −2 0
1 3 3
−4 2 4
0 0 3

⎞⎟⎟⎟⎠
Matriisien kertolasku puolestaan ei tapahdu suoraan kertomalla matriisien vas-

taavat alkiot toisillaan. Lisäksi, jotta matriisit voitaisiin kertoa keskenään, niin niiden
tulee olla sopivan muotoisia toisiinsa nähden. Jotta matriisit A ja B voidaan kertoa
keskenään, niin matriisin A sarakkeiden lukumäärä tulee olla sama kuin matriisin B
rivien lukumäärä. Eli siis matriisin A tulisi olla muotoa 𝑛 ×𝑚 ja matriisin B muotoa
𝑚× 𝑝, jotta nämä voitaisiin kertoa keskenään. Tällöin näiden matriisien matriisitulon
vastauksena saatava matriisi olisi muotoa 𝑛 × 𝑝.

Määritelmä 3.8. Olkoon matriisi 𝐴 muotoa 𝑛 × 𝑚 ja matriisi 𝐵 muotoa 𝑚 × 𝑝.
Tällöin näiden matriisien tulon 𝐴𝐵 = (𝑐𝑖 𝑗 ) alkiot voidaan laskea kaavalla

(𝑐𝑖 𝑗 ) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘 𝑗 ,

missä alkiot 𝑎𝑖 𝑗 ovat matriisin 𝐴 alkioita ja alkiot 𝑏𝑖 𝑗 matriisin 𝐵 alkioita.

Esimerkki 3.9. Lasketaan matriisien 𝐴 =
⎛⎜⎝

1 2 2
−2 1 3
0 1 2

⎞⎟⎠ ja 𝐵 =
⎛⎜⎝

1 2
−2 3
2 1

⎞⎟⎠ matriisitulo.

𝐴𝐵 =
⎛⎜⎝

1 · 1 + 2 · (−2) + 2 · 2 1 · 2 + 2 · 3 + 2 · 1
−2 · 1 + 1 · (−2) + 3 · 2 −2 · 2 + 1 · 3 + 3 · 1
0 · 1 + 1 · (−2) + 2 · 2 0 · 2 + 1 · 3 + 2 · 1

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
1 10
2 2
2 5

⎞⎟⎠ .
Määritelmä 3.10. Olkoon 𝐴 2 × 2-matriisi

(︃
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)︃
. Tällöin matriisin A deter-

minantti on

det(𝐴) =
|︁|︁|︁|︁𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

|︁|︁|︁|︁ = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21.

Esimerkki 3.11. Lasketaan matriisin 𝐴 =

(︃
5 3
2 2

)︃
determinantti.
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det(𝐴) = 5 · 2 − 3 · 2 = 10 − 6 = 4.

Määritelmä 3.12. [2, vrt. s.137] Olkoon A 𝑛 × 𝑛-matriisi. Matriisin minori 𝐴𝑖 𝑗 on
matriisista 𝐴muodostetun (𝑛−1)×(𝑛−1)-matriisin determinantti, missä matriisista 𝐴
on poistettu rivi 𝑖 sekä sarake 𝑗 . Matriisin alkiota vastaava kofaktori eli komplementti
on luku 𝐶𝑖 𝑗 = (−1)𝑖+ 𝑗 𝐴𝑖 𝑗 .

Määritelmä 3.13. Muotoa 𝑛 × 𝑛 olevan matriisin A determinantti, missä 𝑛 > 2, on

det(𝐴) =
𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎𝑖 𝑗𝐶𝑖 𝑗 ,

missä 𝑎𝑖 𝑗 on matriisin alkio ja 𝐶𝑖 𝑗 sitä vastaava kofaktori.

Determinantti on siis rekursiivisesti määräytyvä skalaari ja sen laskeminen voi-
daan palauttaa aina vain pienempien matriisien determinantin laskemiseksi. Määritel-
mässä determinantti on kehitetty matriisin ensimmäisen sarakkeen suhteen. Laplacen
laajennuslauseen mukaisesti neliömatriisin determinantti voidaan kehittää minkä ta-
hansa rivin 𝑖 tai sarakkeen 𝑗 suhteen. [8, kts. s.266]

Esimerkki 3.14. Lasketeaan matriisin 𝐴 =
⎛⎜⎝

2 1 3
−1 1 1
3 −2 1

⎞⎟⎠ determinantti.

Hyödynnetään edellä esitettyä determinantin laskukaavaa ja lasketaan aluksi matrii-
sin A kofaktorit ensimmäisen rivin alkioiden suhteen.

𝐶11 = (−1)2
|︁|︁|︁|︁ 1 1
−2 1

|︁|︁|︁|︁ = 3, 𝐶12 = (−1)3
|︁|︁|︁|︁−1 1
3 1

|︁|︁|︁|︁ = 4 ja 𝐶13 = (−1)4
|︁|︁|︁|︁−1 1
3 −2

|︁|︁|︁|︁ = −1.

Lasketaan nyt näiden komplementtien ja niitä vastaavien matriisin alkioiden tulon
summa:

det(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13 = 2 · 3 + 4 · 1 + (−1) · 3 = 7.

Määritelmä 3.15. Matriisin 𝐴 transpoosi on matriisi 𝐴𝑇 , joka saadaan muuttamalla
alkuperäisen matriisin 𝐴 rivit matriisin 𝐴𝑇 sarakkeiksi ja sarakkeet puolestaan ri-
veiksi. Siis, jos 𝐴 on 𝑛 × 𝑚-matriisi, niin sen transpoosi 𝐴𝑇 on 𝑚 × 𝑛-matriisi, ja
jos matriisin 𝐴 alkio on rivillä i sarakkeessa j, niin sen transpoosissa sama alkio on
rivillä j sarakkeessa i, kun 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ja 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

Esimerkki 3.16. Matriisin 𝐴 =
⎛⎜⎝
𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎞⎟⎠ transpoosi on matriisi 𝐴𝑇 =
⎛⎜⎝
𝑎 𝑑 𝑔

𝑏 𝑒 ℎ

𝑐 𝑓 𝑖

⎞⎟⎠,
ja matriisin 𝐵 =

(︃
𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

)︃
transpoosi on matriisi 𝐵𝑇 =

⎛⎜⎝
𝑎 𝑑

𝑏 𝑒

𝑐 𝑓

⎞⎟⎠ .
Lause 3.17. Neliömatriisin 𝐴 transpoosin 𝐴𝑇 determinantti det(𝐴𝑇 ) = det(𝐴).
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Todistus. Jos matriisin 𝐴 determinantti kehitettäisiin matriisin ensimmäisen rivin
suhteen, niin tällöin tämä vastaisi sitä, että sen transpoosin 𝐴𝑇 determinantti kehitet-
täisiin sen ensimmäisen sarakkeen suhteen. □

Lause 3.18. Olkoon 𝐴muotoa 𝑛×𝑛 oleva neliömatriisi. Mikäli 𝐴 on kolmio- tai dia-
gonaalimatriisi, niin sen determinantti saadaan laskemalla sen diagonaalialkioiden
tulo.

Todistus. Lähdetään tutkimaan väitettä, kun 𝐴 =

(︃
𝑎11 𝑎12
0 𝑎22

)︃
eli muotoa 2×2 olevan

yläkolmiomatriisin tapauksessa. Tällöin det(𝐴) = 𝑎11𝑎22 eli matriisin determinantti
on sen diagonaalialkioiden tulo.

Tutkitaan seuraavaksi matriisia 𝐴 =
⎛⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13
0 𝑎22 𝑎23
0 0 𝑎33

⎞⎟⎠ ja kehitetään determinantti

matriisin ensimmäisen sarakkeen suhteen.

det(𝐴) = 𝑎11·(−1)2(𝑎22𝑎33)+0·(−1)3(𝑎12𝑎33)+0·(−1)4((𝑎12𝑎23)−(𝑎22𝑎13)) = 𝑎11𝑎22𝑎33.

Tutkitaan nyt tapausta 𝑛 × 𝑛 ja kehitetään yläkolmiomatriisin determinantti sen
ensimmäisen sarakkeen kofaktorien suhteen.

det(𝐴) =

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛
0 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
... 0 . . .

...

0 0 0 𝑎𝑛𝑛

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁ = 𝑎11

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁
𝑎22 𝑎23 · · · 𝑎2𝑛
0 𝑎33 · · · 𝑎3𝑛
... 0 . . .

...

0 0 0 𝑎𝑛𝑛

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁ + 0 + · · · + 0

= 𝑎11𝑎22

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁
𝑎33 𝑎34 · · · 𝑎3𝑛
0 𝑎44 · · · 𝑎4𝑛
... 0 . . .

...

0 0 0 𝑎𝑛𝑛

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁ = 𝑎11𝑎22𝑎33

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁
𝑎44 𝑎45 · · · 𝑎4𝑛
0 𝑎55 · · · 𝑎5𝑛
... 0 . . .

...

0 0 0 𝑎𝑛𝑛

|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁|︁
...

= 𝑎11𝑎22 · · · 𝑎𝑛−1𝑛−1𝑎𝑛𝑛.

Tiedämme, että yläkolmiomatriisin transpoosi on alakolmiomatriisi, ja edellisen
lauseen 3.17 nojalla det(𝐴𝑇 ) = det(𝐴), joten väite pätee alakolmiomatriiseillekkin.
Diagonaalimatriisit puolestaan ovat sekä ala- että yläkolmiomatriiseja, joten väite
pätee niille.

□

Määritelmä 3.19. Matriisin 𝐴 kofaktorimatriisin transpoosia kutsutaan matriisin 𝐴
liittomatriisiksi, ja siitä käytetään merkintää adj(𝐴).
Määritelmä 3.20. Olkoon 𝐴muotoa 𝑛×𝑛 oleva neliömatriisi. Matriisin 𝐴 käänteis-
matriisi on matriisi 𝐴−1, joka täyttää ehdon:

𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼 .

Matriisi 𝐴 on kääntyvä, jos on olemassa matriisi 𝐴−1, joka täyttää edellä mainitun
ehdon.
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Lause 3.21. Olkoon 𝐴 𝑛 × 𝑛-matriisi. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:

1. 𝐴 on kääntyvä matriisi.

2. det(𝐴) ≠ 0.

Matriisin 𝐴 käänteismatriisi voidaan myös laskea jakamalla sen liittomatriisi adj(𝐴)
sen determinantilla det(𝐴), eli 𝐴−1 =

adj(𝐴)
det(𝐴) .

Todistus. Todistukset ovat samanlaisia matriisin 𝐴 alkioiden ollessa mielivaltaisen
kunnan alkioita kuin tapauksessa, jossa matriisin 𝐴 alkiot ovat reaali- tai komplek-
silukujen kunnan alkioita. Kohdat 1 ja 2 ovat yhtäpitäviä [13, kts. s.68] ja käänteis-
matriisille esitetty kaava saadaan johdettua sen avulla. [13, kts. s.72] □

Määritelmä 3.22. Olkoon 𝐴 neliömatriisi, jonka alkiot 𝑎𝑖 𝑗 ovat kompleksilukuja.
Matriisin 𝐴 konjugaattinen transpoosi 𝐴∗ on matriisin 𝐴 transpoosin kompleksikon-
jugaatti. Mikäli matriisien 𝐴 ja 𝐴∗ alkiot noudattavat sääntöä 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑖 eli 𝐴 = 𝐴∗,
niin matriisia 𝐴 kutsutaan hermiittiseksi matriisiksi. Jos matriisi 𝐴 toteuttaa ehdon
𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 = 𝐼, niin sitä kutsutaan unitaariseksi matriisiksi.

Esimerkki 3.23. Matriisi 𝐴 =

(︃
2 3 + 𝑖

3 − 𝑖 4

)︃
on hermiittinen matriisi, sillä sen pää-

diagonaalialkiot ovat reaalilukuja, eli niiden kompleksikonjugaatit ovat luvut itse, ja
alkiot 𝑎12 = 3 + 𝑖 ja 𝑎21 = 3 − 𝑖 ovat toistensa kompleksikonjugaatteja. Matriisi 𝐴 ei
kuitenkaan ole unitaarinen matriisi, sillä

𝐴𝐴∗ =

(︃
2 3 + 𝑖

3 − 𝑖 4

)︃ (︃
2 3 + 𝑖

3 − 𝑖 4

)︃
=

(︃
14 18 + 6𝑖

18 − 6𝑖 26

)︃
≠ 𝐼 .

Esimerkki 3.24. Matriisi 𝐵 =

(︃
1 0
0 −𝑖

)︃
on unitaarinen matriisi, sillä

𝐵𝐵∗ =

(︃
1 0
0 −𝑖

)︃ (︃
1 0
0 𝑖

)︃
=

(︃
1 0
0 1

)︃
= 𝐼,

mutta se ei ole hermiittinen matriisi, koska 𝐵 ≠ 𝐵∗.

Määritelmä 3.25. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 molemmat 𝑛 × 𝑛-matriiseja. Matriisit 𝐴 ja 𝐵 ovat
similaarisia, mikäli on olemassa sellainen kääntyvä matriisi 𝑃, että 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃.
Similaarisuus on ekvivalenssirelaatio, joten matriisien similaarisuus voidaan myös
ilmaista 𝐴 ∼ 𝐵.

Määritelmä 3.26. Matriisia 𝐴 kutsutaan diagonalisoituvaksi, mikäli on olemassa
jokin diagonaalimatriisi 𝐷 ja kääntyvä matriisi 𝑃, joille pätee 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃.
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4 Ominaisarvot ja karakteristinen polynomi

Seuraavaksi esitellään lineaarikuvauksien ja niitä vastaavien matriisien ominaisarvoi-
hin liittyviä käsitteitä ja tuloksia. Tämän jälkeen siirrytään karakteristisen polynomin
sekä minimipolynomin tutkimiseen. Huomiona vielä, että tästä luvusta eteenpäin vek-
toriavaruudet ja matriisit on määritelty mielivaltaisen algebrallisesti suljetun kunnan
𝕂 = (𝐾, +, ·) suhteen. Tällä kunnan ominaisuudella on merkittävä rooli esimerkiksi
ominaisarvojen löytymisen suhteen, joka huomataan esimerkissä 4.21.

4.1 Ominaisarvot, -vektorit ja yleistetyt ominaisvektorit

Määritelmä 4.1. Olkoon 𝐴 muotoa 𝑛 × 𝑛 oleva matriisi. Tällöin lukua 𝜆 ∈ 𝕂

kutsutaan matriisin 𝐴 ominaisarvoksi, mikäli on olemassa sellainen vektori 𝑣 ∈ 𝕂𝑛,
𝑣 ≠ 0, että

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣.

Vastaavasti tällaista vektoria 𝑣 kutsutaan matriisin 𝐴 ominaisarvoa 𝜆 vastaavaksi
ominaisvektoriksi.

Ominaisarvoja ja -vektoreita tarkasteltaessa on tärkeää huomioida, että ominais-
vektoriksi ei haluta nollavektoria. Mikäli hyväksyisimme nollavektorin tarkastellun
matriisin ominaisvektoriksi, niin tällöin kaikki vektoriavaruuden alkiot olisivat mat-
riisin ominaisarvoja, sillä 𝐴0 = 𝜆0, kaikilla 𝜆 ∈ 𝕂. Kuitenkin matriisin ominaisarvo
voi olla 0.
Tarkastellaan seuraavaksi edellisessä määritelmässä olevaa yhtälöä 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣. Hyö-
dyntämällä identiteettimatriisia huomaamme, että

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 ⇔ (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0.

Tästä voimme johtaa seuraavan aputuloksen mukaisia ominaisuuksia ominaisarvolle,
joita tullaan tarvitsemaan jatkossa.

Apulause 4.2. (Ominaisarvojen ominaisuuksia)
Seuraavat väitteet ovat yhtäpitäviä: [1, vrt. s.135]

1. Luku 𝜆 ∈ 𝕂 on matriisin 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 ominaisarvo.

2. Matriisia 𝐴 − 𝜆𝐼 vastaava lineaarikuvaus ei ole injektiivinen.

3. Matriisia 𝐴 − 𝜆𝐼 vastaava lineaarikuvaus ei ole surjektiivinen.

4. Matriisi 𝐴 − 𝜆𝐼 ei ole kääntyvä.

Todistus. Osoitetaan ensin, että ensimmäinen ja toinen kohta ovat yhtäpitäviä:
Jos 𝜆 on matriisin 𝐴 ominaisarvo, niin on olemassa sitä vastaava ominaisvektori 𝑣,
jolle pätee 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣. Siirretään yhtälön tekĳät kaikki vasemmalle puolelle, jolloin
se saadaan muotoon (𝐴 − 𝜆)𝑣 = 0. Voimme kertoa luvun 𝜆 identiteettimatriisilla 𝐼,
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jolloin olemme saaneet yhtälön muotoon (𝐴 − 𝐼𝜆)𝑣 = 0. Selvästi matriisia 𝐴 − 𝐼𝜆
vastaava lineaarikuvaus ei ole injektio.
Kohdat kaksi, kolme ja neljä ovat puolestaan yhtäpitäviä aikaisemman lauseen 3.4
perusteella. □

Edellisen apulauseen mukainen tulos voidaan johtaa determinantin avulla seu-
raavaanlaiseksi lauseeksi.

Lause 4.3. Luku 𝜆 ∈ 𝕂 on matriisin 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 ominaisarvo, jos ja vain jos

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, että 𝜆 on matriisin 𝐴 ominaisarvo. Tällöin edellisen apu-
lauseen 4.2 nojalla matriisi 𝐴 − 𝜆𝐼 ei ole kääntyvä. Täten lauseen 3.21 nojalla
det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0.
Oletetaan vastaavasti, että det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0. Tällöin puolestaan lauseen 3.21 nojalla
matriisi 𝐴 − 𝜆𝐼 ei ole kääntyvä, ja apulauseen 4.2 nojalla 𝜆 on täten matriisin 𝐴

ominaisarvo. □

Saamiemme tulosten avulla pystymme nyt laskemaan pienten neliömatriisien
ominaisarvot kätevästi käsin.

Esimerkki 4.4. Lasketaan matriisin 𝐴 =
⎛⎜⎝
1 2 2
2 1 2
2 1 2

⎞⎟⎠ ominaisarvot.

Voimme hyödyntää edellisessä lauseessa annettua kaavaa det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0.

𝐴 − 𝜆𝐼 = ⎛⎜⎝
1 2 2
2 1 2
2 1 2

⎞⎟⎠ − ⎛⎜⎝
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
1 − 𝜆 2 2

2 1 − 𝜆 2
2 1 2 − 𝜆

⎞⎟⎠
det(𝐴 − 𝜆𝐼) =

|︁|︁|︁|︁|︁|︁
1 − 𝜆 2 2

2 1 − 𝜆 2
2 1 2 − 𝜆

|︁|︁|︁|︁|︁|︁ = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13 = −𝜆3 + 4𝜆2 + 5𝜆.

Nyt kun matriisin 𝐴 − 𝜆𝐼 determinantti on ratkaistu, niin ratkaistaan sen nollakoh-
dat. Lauseke saadaan muotoon −𝜆3 + 4𝜆2 + 5𝜆 = −𝜆(𝜆2 − 4𝜆 − 5), josta näemme,
että 0 on yksi determinantin nollakohdista, eli yksi matriisin 𝐴 ominaisarvo. Loput
ominaisarvot saadaan ratkaisemalla toisen asteen yhtälön 𝜆2 − 4𝜆 − 5 nollakohdat,
jotka ovat -1 ja 5. Täten matriisin 𝐴 ominaisarvot ovat 𝜆1 = 0, 𝜆2 = −1 ja 𝜆3 = 5.

Selvitetään seuraavassa esimerkissä vielä matriisin ominaisarvot sekä niitä vas-
taavat ominaisvektorit.

Esimerkki 4.5. Ratkaistaan matriisin 𝐴 =

(︃
−5 2
−4 4

)︃
ominaisarvot sekä niitä vastaavat

ominaisvektorit.

det(𝐴 − 𝜆𝐼) =
|︁|︁|︁|︁−5 − 𝜆 2

−4 4 − 𝜆

|︁|︁|︁|︁ = (−5 − 𝜆) (4 − 𝜆) − (−4 · 2) = 𝜆2 + 𝜆 − 12.
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Toisen asteen yhtälön ratkaisukaavasta saamme ominaisarvoiksi 𝜆1 = −4 ja 𝜆2 =

3. Ratkaistaan nyt näitä ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit. Ideana on löytää
kaikki sellaiset vektorit 𝑣𝑖, joilla 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖. Ratkaistaan ensimmäiseksi ominaisarvoa
𝜆1 = −4 vastaava ominaisvektori.

(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑣1 = (𝐴 + 4𝐼)𝑣1 = 0.

Avataan tämä matriisimuotoon ja ratkaistaan yhtälöryhmä hyödyntämällä Gaussin
eliminointimenetelmää(︃(︃

−5 2
−4 4

)︃
+
(︃
4 0
0 4

)︃ )︃ (︃
𝑥

𝑦

)︃
=

(︃
−1 2
−4 8

)︃ (︃
𝑥

𝑦

)︃
=

(︃
0
0

)︃
.

Gaussin eliminointimenetelmällä saamme yhtälöryhmän muotoon(︃
1𝑥 −2𝑦
0 0

)︃
=

(︃
0
0

)︃
.

Yläriviltä saamme ratkaistua 𝑥 = 2𝑦, joten eräs ominaisarvoa 𝜆1 = −4 vastaava

ominaisvektori 𝑣1 on
(︃
2
1

)︃
. Tuloksen oikeellisuus voidaan tarkistaa vielä laskemalla:

𝐴𝑣1 =

(︃
−5 2
−4 4

)︃ (︃
2
1

)︃
=

(︃
−10 + 2
−8 + 4

)︃
=

(︃
−8
−4

)︃
= −4

(︃
2
1

)︃
= 𝜆1𝑣1.

Vastaavasti ominaisarvoa 𝜆2 = 3 vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan 𝑣2 =

(︃ 1
4
1

)︃
.

Määritelmä 4.6. Olkoon 𝜆𝑖 𝕂-vektoriavaruuden𝑊 lineaarikuvausta vastaavan mat-
riisin 𝐴 ominaisarvo. Tätä ominaisarvoa vastaava ominaisavaruus on sitä vastaavien
ominaisvektorien joukko

𝐸𝜆𝑖 = {𝑣 ∈ 𝑊 | 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣}.

Määritelmä 4.7. [13, vrt. s.92] Olkoon 𝜆 ∈ 𝕂 matriisin 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 ominaisarvo.
Ominaisarvoa vastaava yleistetty ominaisavaruus on vektoriavaruuden 𝕂𝑛 osajoukko

{𝑣 | (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑘 (𝑣) = 0, jollakin 𝑘 ∈ ℕ}.

Jos 𝑣 on nollasta eroava vektori tässä yleistetyssä ominaisavaruudessa, niin silloin
sitä kutsutaan ominaisavoa vastaavaksi yleistetyksi ominaisvektoriksi, ja pienintä
mahdollista 𝑘 , jolla (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑘 (𝑣) = 0 kutsutaan ominaisvektorin 𝑣 indeksiksi.

Lineaarikuvausta vastaavalle matriisille 𝐴 ja sen ominaisarvolle 𝜆 olemme mää-
ritelleet ominaisavaruuden 𝐸𝜆 = Ker(𝐴 − 𝜆𝐼). Ominaisarvoa 𝜆 vastaavan ominais-
vektorin indeksin ollessa 𝑘 , sen ominaisavaruuden 𝐸𝜆 aliavaruuksia ovat 𝐸 𝑘

𝜆
=

Ker(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑘 . Merkitään nyt 𝐸∞
𝜆

:lla ominaisarvoa 𝜆 vastaavaa yleistettyä ominaisa-
varuutta. Tästä näemme, että 𝐸1

𝜆
⊆ 𝐸2

𝜆
· · · , joten näiden aliavaruuksien unioni

∞⋃︂
𝑖=1

𝐸 𝑖𝜆 = 𝐸
∞
𝜆 .
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Lause 4.8. Olkoot 𝑉 𝕂-vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 lineaarikuvaus. Tällöin jokai-
nen lineaarikuvauksen 𝜏 eri ominaisarvoa vastaavien ominaisvektorien joukko on
lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Olkoot 𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛 𝑛 kappaletta keskenään erisuuria lineaarikuvauksen
𝜏 ominaisarvoja. Olkoon 𝑗 ∈ ℤ+ suurin indeksi, jolle ominaisarvoja 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆 𝑗
vastaavat ominaisvektorit 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣 𝑗 ovat keskenään lineaarisesti riippumattomia.
Tällöin on olemassa sellaiset 𝛼𝑖 ∈ 𝕂, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 , että

𝑗∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖 = 𝑣 𝑗+1.

Lineaarikuvaukselle 𝜏 pätee
𝑗∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑣𝑖 =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜏(𝑣𝑖) = 𝜏(𝑣 𝑗+1) = 𝜆 𝑗+1

𝑗∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖 .

Niinpä
𝑗∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖 − 𝜆 𝑗+1)𝛼𝑖𝑣𝑖 = 0.

Tämä on kuitenkin ristiriita, koska oletuksen mukaan 𝜆𝑖 ≠ 𝜆 𝑗+1 kaikilla 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ja
koska 𝑣1, . . . , 𝑣 𝑗 ovat lineaarisesti riippumattomia.

□

Apulause 4.9. [1, vrt. s.302] Olkoon 𝑉 𝕂-vektoriavaruus. Jokaista lineaarikuvauk-
sen 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 yleistettyä ominaisvektoria 𝑣 vastaa vain yksi lineaarikuvauksen
ominaisarvo 𝜆.

Todistus. Olkoon 𝑣 lineaarikuvauksen 𝜏 : 𝑉 → 𝑉, dim(𝑉) = 𝑛, yleistetty omi-
naisvektori ja 𝜆1 sekä 𝜆2 sitä vastaavia lineaarikuvauksen ominaisarvoja. Olkoon 𝑚
pienin sellainen luku, jolle

(𝜏 − 𝜆2𝑖𝑑)𝑚𝑣 = 0.
Binomikaavaa hyödyntämällä saamme yhtälön

0 = (𝜏 − 𝜆1id)𝑛𝑣
= ((𝜏 − 𝜆2id) + (𝜆2 − 𝜆1)id)𝑛𝑣

=

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 (𝜆2 − 𝜆1)𝑛−𝑘 (𝜏 − 𝜆2id)𝑘𝑣,

missä 𝑏𝑘 on binomikerroin ja 𝑏0 = 1. Muilla binomikertoimilla 𝑏𝑘 ei ole merkitystä
tulokseen. Sovelletaan kuvausta (𝜏 − 𝜆2id)𝑚−1 yhtälön molemmille puolille, josta
saamme

0 = (𝜆2 − 𝜆1)𝑛 (𝜏 − 𝜆2id)𝑚−1𝑣.

Koska
(𝜏 − 𝜆2id)𝑚−1𝑣 ≠ 0,

täytyy olla 𝜆2 = 𝜆1. Niinpä jokaista lineaarikuvauksen yleistettyä ominaisvektoria
vastaa vain yksi ominaisarvo. □
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Lause 4.10. [1, vrt. s.303] Olkoot 𝑉 𝕂-vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 lineaariku-
vaus. Tällöin jokainen lineaarikuvauksen 𝜏 eri ominaisarvoja vastaavien yleistettyjen
ominaisvektorien joukko on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Tehdään vastaoletus ja oletetaan, ettei lauseen väite päde. Tällöin on ole-
massa pienin 𝑚 ∈ ℤ+, jota vastaa joukko {𝑣1, . . . , 𝑣𝑚} lineaarisesti riippuvia vekto-
reita, missä 𝑣𝑖 on lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvoa 𝜆𝑖 vastaava yleistetty ominais-
vektori ja kaikille 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚} pätee 𝜆𝑖 ≠ 𝜆 𝑗 , jos 𝑖 ≠ 𝑗 . Niinpä on olemassa
nollasta eroavat luvut 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 ∈ 𝕂, joille pätee

𝛼1𝑣1 + · · · + 𝛼𝑚𝑣𝑚 = 0.

Olkoon 𝑛 = dim(𝑉). Sovelletaan lineaarikuvausta (𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛 yllä olevan yhtälön
molempiin puoliin, mistä saadaan

𝛼1(𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣1 + · · · + 𝛼𝑚−1(𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣𝑚−1 = 0,

koska
(𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝛼𝑚𝑣𝑚 = 𝛼𝑚 (𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣𝑚 = 0.

Olkoon 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑚 − 1}. Tällöin

(𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣𝑘 ≠ 0,

koska muussa tapauksessa vektori 𝑣𝑘 olisi lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvoa 𝜆𝑚
vastaava yleistetty ominaisvektori, mikä on mahdotonta apulauseen 4.9 perusteella.
Kuitenkin

(𝜏 − 𝜆𝑘 id)𝑛
(︁
(𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣𝑘

)︁
= (𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛

(︁
(𝜏 − 𝜆𝑘 id)𝑛𝑣𝑘

)︁
= 0,

koska

(𝜏 − 𝜆𝑘 id) (𝜏 − 𝜆𝑚id) = 𝜏2 − 𝜆𝑘𝜏 − 𝜆𝑚𝜏 + 𝜆𝑘𝜆𝑚id
= (𝜏 − 𝜆𝑚id) (𝜏 − 𝜆𝑘 id).

Siis (𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣𝑘 on ominaisarvoa 𝜆𝑘 vastaava yleistetty ominaisvektori. Niinpä
yleistetyt ominaisvektorit

(𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣1, . . . , (𝜏 − 𝜆𝑚id)𝑛𝑣𝑚−1

ovat lineaarisesti riippuvia, niitä on𝑚−1 kappaletta ja ne vastaavat eri ominaisarvoja.
Tästä seuraa, että vastaoletus on väärin ja lauseen väite pätee.

□

Lause 4.11. Olkoon 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 kolmiomatriisi. Tällöin sen ominaisarvot ovat sen
diagonaalialkiot 𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑛𝑛.
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Todistus. Olkoon 𝐴 yläkolmiomatriisi

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
0 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... 0 . . .

...

0 . . . 0 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ja 𝜆 sen ominaisarvo. Tällöin lauseen 4.3 nojalla saamme, että

det(𝐴 − 𝜆𝐼) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 − 𝜆 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

0 𝑎22 − 𝜆 . . . 𝑎2𝑛
... 0 . . .

...

0 . . . 0 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
= 0.

Determinantin laskusääntöjen mukaisesti kolmiomatriisin determinantti on sen dia-
gonaalialkioiden tulo, joten

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = (𝑎11 − 𝜆) (𝑎22 − 𝜆) · · · (𝑎𝑛𝑛 − 𝜆) = 0.

Täten diagonaalialkiot 𝑎11, 𝑎22 . . . , 𝑎𝑛𝑛 ovat yläkolmiomatriisin 𝐴 ominaisarvot. Li-
säksi tiedämme, että det(𝐴) = det(𝐴𝑇 ) ja yläkolmiomatriisin transpoosi on alakol-
miomatriisi, joten väite pätee kaikille kolmiomatriiseille. □

Esimerkki 4.12. Olkoot 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 muotoa 𝑛 × 𝑛 olevan diagonaalimatriisin 𝐴
lävistäjäalkiot, eli

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆1 0 · · · 0
0 𝜆2

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Jokaiselle 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝜆𝑖 on matriisin 𝐴 ominaisarvo, jonka vastaavan ominai-
sarvaruuden 𝐸𝜆𝑖 kanta on {𝑒𝑖}. Siis dim(𝐸𝜆𝑖 ) = 1, jos ominaisarvot ovat toisistaan
eroavia.

Esimerkki 4.13. Olkoon 𝐴muotoa 𝑛×𝑛 oleva matriisi, jonka kaikki muut alkiot ovat
0 paitsi, että sen diagonaalialkiot ovat samat eli 𝜆 sekä juuri diagonaalin yläpuolella
olevat alkiot 1, eli

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 · · · 0
0 𝜆 1 · · · ...
...
. . .

. . .
. . . 1

0 0 0 · · · 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Matriisilla 𝐴 on tällöin vain yksi ominaisarvo eli tässä tapauksessa 𝜆. Lasketaan
seuraavaksi tätä ominaisarvoa vastaava ominaisvektori 𝑣 ratkaisemalla yhtälö (𝐴 −
𝜆𝐼)𝑣 = 0. Huomaamme, että

𝐴 − 𝜆𝐼 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · ...
...
. . .

. . .
. . . 1

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Edellä lasketun matriisin alkio 𝑎11 = 0, joten yksi ominaisarvoa 𝜆 vastaavista omi-
naisvektoreista on 𝑣1 =

(︂
1 0 · · · 0

)︂𝑇
. Tarkistetaan tämä vielä laskemalla:

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · ...
...
. . .

. . .
. . . 1

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 0 + · · · + 0 · 0
0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 0 + · · · + 0 · 0

...

0 · 0 + 0 · 0 + · · · + 1 · 0 + 0 · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
= 0.

Ominaisarvoa 𝜆 vastaaviksi yleistetyiksi ominaisvektoreiksi saamme laskemalla:

𝑣1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
0
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑣2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
1
0
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑣3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
1
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, · · · 𝑣𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...

1
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, · · · , 𝑣𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
...

0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Siis jokaisella 𝑣𝑘 , missä 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, pätee (𝐴−𝜆𝐼)𝑘𝑣𝑖 = 0, kaikilla 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .
Esimerkiksi kun 𝑘 = 2, saadaan

(𝐴 − 𝜆𝐼)2𝑣2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 1 0 · · · 0
...
...
...
. . .

. . .
...

...

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
1
0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0.

Matriisilla 𝐴 on siis vain yksi ominaisarvo 𝜆 ja jokaisella 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑣𝑘
on indeksiä 𝑘 oleva yleistetty ominaisvektori. Ominaisavaruuden 𝐸 𝑘

𝜆
virittää kan-

ta {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘 }. Täten siis dim(𝐸 𝑘
𝜆
) = 𝑘.

Lause 4.14. Olkoon 𝜆 kääntyvän matriisin 𝐴 ominaisarvo ja 𝑣 sitä vastaava omi-
naisvektori. Tällöin matriisin 𝐴 käänteismatriisin 𝐴−1 ominaisarvo on 1

𝜆
ja sitä

vastaava ominaisvektori on 𝑣. Toisin sanoen matriisin 𝐴 käänteismatriisin ominai-
sarvot ovat sen ominaisarvojen käänteislukuja. Edelleen matriisin 𝐴 transpoosin 𝐴𝑇
ominaisarvo on 𝜆.

Todistus. Olkoon𝜆matriisin 𝐴 ominaisarvo ja 𝑣 sitä vastaava ominaisvektori. Tällöin
määritelmän 4.1 mukaan

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣.

Tiedämme, että 𝐴−1𝐴 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼, joten laskemalla saadaan, että

𝐴−1𝐴𝑣 = 𝐴−1𝜆𝑣

⇔ 𝐼𝑣 = 𝐴−1𝜆𝑣

⇔ 𝑣 = 𝜆(𝐴−1𝑣)

⇔ 1
𝜆
𝑣 = 𝐴−1𝑣

⇔ 𝐴−1𝑣 =
1
𝜆
𝑣.
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Täten määritelmän 4.1 mukaisesti matriisin 𝐴 käänteismatriisin 𝐴−1 ominaisarvot
ovat muotoa 1

𝜆
ja niitä vastaavat ominaisvektorit ovat samat kuin matriisilla 𝐴.

Olkoon 𝐴𝑇 matriisin 𝐴 transpoosi. Transpoosin ja sen determinantin ominaisuuk-
sista tiedämme, että 𝐴𝑇 − 𝜆𝐼𝑇 = (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑇 ja det(𝐴𝑇 ) = det(𝐴), joten transpoosin
ominaisarvoja etsiessämme huomaamme, että det(𝐴𝑇 − 𝜆𝐼) = det(𝐴 − 𝜆𝐼). Niinpä
matriisilla ja sen transpoosilla on samat ominaisarvot. □

4.2 Karakteristiset polynomit

Määritelmä 4.15. Olkoon 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 muotoa 𝑛 × 𝑛 oleva matriisi. Matriisin 𝐴

karakteristinen polynomi 𝑐𝐴 (𝑥) = det(𝐴 − 𝑥𝐼) on astetta 𝑛 oleva polynomi, jonka
nollakohtia ovat matriisin 𝐴 ominaisarvot 𝜆𝑖.

Edellisessä luvussa johtamamme yhtälö det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 on karakteristisen po-
lynomin yhtälö, jonka avulla tutkittavan matriisin ominaisarvot ovat yhtälön nolla-
kohdat. Karakteristinen polynomi onkin oiva työkalu yksinkertaisten neliömatriisien
ominaisarvojen laskemiseen.

Neliömatriisin determinantin laskusääntöjä voidaan myös hyödyntää matriisin
karakteristista polynomia etsittäessä. Yksi hyödyllinen ominaisuus on se, että kol-
miomatriisin determinantti on sen diagonaalialkioiden tulo. Tällöin jos esimerkiksi
matriisi 𝐴 on kolmioituva, niin sen karakteristinen polynomi saadaan muuttamalla
matriisi 𝐴−𝜆𝐼 yläkolmiomatriisiksi rivioperaatioiden avulla, mistä voimme ratkais-
ta matriisin 𝐴 karakteristisen polynomin vain laskemalla matriisin 𝐴 − 𝜆𝐼 diago-
naalialkioiden tulo. Osoitamme tämän sekä tutustumme tarkemmin siihen liittyviin
tuloksiin luvussa 5.

Lause 4.16. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 similaarisia 𝑛 × 𝑛-matriiseja. Tällöin 𝑐𝐴 (𝑥) = 𝑐𝐵 (𝑥).

Todistus. Matriisien 𝐴 ja 𝐵 ollessa similaarisia, on olemassa sellainen neliömatriisi
𝑃 ja sen käänteismatriisi 𝑃−1, että 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃. Matriisin 𝐴 karakteristinen polynomi
𝑐𝐴 on muotoa det(𝐴−𝜆𝐼). Koska matriisi 𝐴 voidaan simalarisuuden johdosta esittää
muodossa 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃, niin sen karakteristinen polynomi saadaan muotoon:

𝑐𝐴 (𝜆) = det(𝑃−1𝐵𝑃 − 𝜆𝐼).

Determinantin laskusääntöjä hyödyntämällä voimme johtaa karakteristisen polyno-
min 𝑐𝐴 lausekkeen seuraavasti:

𝑐𝐴 (𝜆) = det(𝑃−1𝐵𝑃 − 𝜆𝐼)
= det(𝑃−1(𝐵 − 𝜆𝐼)𝑃)
= det(𝑃−1) det(𝐵 − 𝜆𝐼) det(𝑃)
= det(𝑃−1) det(𝑃) det(𝐵 − 𝜆𝐼)
= det(𝐵 − 𝜆𝐼) = 𝑐𝐵 (𝜆).

□
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Määritelmä 4.17. Ominaisarvon 𝜆 algebrallinen kertaluku, alg(𝜆), on se, kuinka
monta kertaa kyseinen ominaisarvo esiintyy vastaavan karakteristisen polynomin nol-
lakohtana. Ominaisarvon geometrinen kertaluku, geom(𝜆) on puolestaan sama kuin
sitä vastaavan ominaisavaruuden 𝐸𝜆 dimensio. Toisin sanoen geom(𝜆) = dim(𝐸𝜆) =
dim(ker(𝐴 − 𝜆𝐼)).

Ominaisarvon algebrallisen kertaluvun näkee helposti jakamalla karakteristisen
polynomin tekĳöihin. Havainnollistetaan tätä yksinkertaisen esimerkin avulla.

Esimerkki 4.18. Muodostetaan matriisin 𝐴 =

(︃
2 1
0 2

)︃
karakteristinen polynomi, joka

on muotoa
𝑐𝐴 (𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) =

(︃
2 − 𝜆 1

0 2 − 𝜆

)︃
= (2 − 𝜆)2.

Karakteristisella polynomilla on ainoastaan yksi juuri. Täten matriisin ominaisarvon
𝜆 = 2 algebrallinen kertaluku on 2. Ominaisarvoa 𝜆 = 2 vastaava ominaisvektori

on puolestaan 𝑣𝜆 =

(︃
1
0

)︃
. Vektorin 𝑣𝜆 virittämän ominaisavaruuden geometrinen

kertaluku on siis 1.

Lause 4.19. [13, vrt. s.95] Olkoot 𝑉 𝕂-vektoriavaruus, 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 lineaarikuvaus
ja 𝜆 sen ominaisarvo. Tällöin 1 ≤ geom(𝜆) ≤ alg(𝜆).

Todistus. Koska 𝜆 on lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvo, niin määritelmän 4.1 mu-
kaan on olemassa nollasta eroava ominaisarvoa𝜆 vastaava ominaisvektori. Täten omi-
naisarvoa 𝜆 vastaavalle ominaisavaruudelle 𝐸𝜆 pätee dim(𝐸𝜆) ≥ 1. Oletetaan, että
dim(𝐸𝜆) = 𝑘 ja, että ominaisavaruuden 𝐸𝜆 virittää jokin kanta 𝐵1 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘 }.
Tämä kanta voidaan laajentaa vektoriavaruuden 𝑉 kannaksi

𝐵𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+1, . . . , 𝑣𝑛}.

Tällöin lineaarikuvausta 𝜏 vastaavaksi matriisiksi viritettynä yli kannan 𝐵𝑉 saadaan
lohkomatriisi

[𝜏]𝐵𝑉 =

(︃
𝜆𝐼 𝐵

0 𝐷

)︃
= 𝐴,

missä 𝜆𝐼 on muotoa 𝑘 × 𝑘 , 𝐵 on muotoa 𝑘 × (𝑛− 𝑘) ja 𝐷 on muotoa (𝑛− 𝑘) × (𝑛− 𝑘).
Muodostetaan seuraavaksi saadun matriisin 𝐴 karakteristinen polynomi 𝑐𝐴 (𝑥):

𝑐𝐴 (𝑥) = det(𝐴 − 𝑥𝐼) =
|︁|︁|︁|︁𝜆𝐼 − 𝑥𝐼 𝐵

0 𝐷 − 𝑥𝐼

|︁|︁|︁|︁
= det((𝜆𝐼 − 𝑥𝐼) (𝐷 − 𝑥𝐼))
= det(𝜆𝐼 − 𝑥𝐼) det(𝐷 − 𝑥𝐼)
= (𝜆 − 𝑥)𝑘 det(𝐷 − 𝑥𝐼).

Määritelmän 4.17 mukaisesti alg(𝜆) ≥ 𝑘 , joten 1 ≤ geom(𝜆) ≤ alg(𝜆). □

Edellisestä lauseesta saadaan johdettua helposti seuraava seuraus, joka avaa omi-
naisarvojen ja niitä vastaavien ominaisvektoreiden yhteyttä.
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Seuraus 4.20. Olkoon 𝜆 lineaarikuvausta vastaavan matriisin 𝐴 ominaisarvo. Täl-
löin, jos alg(𝜆) = 1, niin geom(𝜆) = 1.

Ominaisarvojen sekä niitä vastaavien ominaisvektoreiden olemassaoloa tutkit-
taessa on tärkeää ottaa huomioon minkä kunnan yli tutkittava matriisi on määritelty.
Jos matriisi on määritelty algebrallisesti suljetun kunnan yli, niin siinä tapauksessa
ominaisarvot ja -vektorit ovat aina olemassa. Jos alkiot kuuluvat kuntaan, joka ei ole
algebrallisesti suljettu, niin kaikissa tapauksissa ominaisarvot eivät välttämättä löy-
dy kunnasta. Havainnollistetaan tätä seuraavaksi yksinkertaisella esimerkillä, jossa
tutkitaan saman matriisin ominaisarvojen ja -vektoreiden olemassaoloa, kun matriisi
on määritelty eri kuntien yli.

Esimerkki 4.21. [13, vrt. s.96] Tutkitaan matriisin

𝐴 =

(︃
0 1
𝑥 0

)︃
ominaisarvoja, kun 𝑥 ∈ ℚ ja 𝑥 > 0. Lasketaan matriisin 𝐴 toinen potenssi, jolloin
pystymme ratkaisemaan sen ominaisarvot helposti karakteristisen polynomin avulla.
Siis

𝐴2 =

(︃
𝑥 0
0 𝑥

)︃
.

Huomataan, että matriisin toinen potenssi on muotoa 𝐴2 = 𝑥𝐼. Määritelmän 4.1
mukaisesti, kun merkitsemme matriisin ominainaisarvoa 𝐴 𝜆:lla, on olemassa sitä
vastaava ominaisvektori 𝑣, jolle

𝐴2(𝑣) = 𝐴(𝐴(𝑣)) = 𝐴(𝜆𝑣) = 𝜆𝐴(𝑣) = 𝜆2𝑣.

Toisaalta, koska 𝐴2 = 𝑥𝐼, niin voimme kirjoittaa edellisen yhtälön myös muotooon

𝐴2(𝑣) = 𝑥𝐼 (𝑣) = 𝑥𝑣,

mistä huomaamme, että 𝜆2 = 𝑥.

Tutkitaan nyt matriisin ominaisarvoja ja niitä vastaavia ominaisvektoreita, kun 𝑥 ∈ ℚ

ja matriisi on määritelty yli eri kuntien:

1. Olkoon 𝑥 = 1. Tällöin siis 𝜆2 = 1, eli matriisin 𝐴 ominaisarvot ovat 𝜆1 = 1 ∈ ℚ

ja 𝜆2 = −1 ∈ ℚ. Ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat muotoa

𝑣𝜆1 =

(︃
1
1

)︃
ja 𝑣𝜆2 =

(︃
1
−1

)︃
.

2. Olkoon 𝑥 = 2. Huomataan, että jos matriisi 𝐴 on määritelty rationaalilukujen
kunnan yli, niin tällöin matriisilla ei ole ominaisarvoja tässä kunnassa, sillä
𝜆 = ±

√
2 ∉ ℚ. Jos 𝐴 on määritelty reaalilukujen kunnassa, niin matriisilla 𝐴

on ominaisarvot 𝜆1 =
√

2 ja 𝜆2 = −
√

2, sillä ±
√

2 ∈ ℝ. Näitä ominaisarvoja
vastaavat ominaisvektorit ovat

𝑣𝜆1 =

(︃
1√
2

)︃
ja 𝑣𝜆2 =

(︃
1

−
√

2

)︃
.
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3. Jos 𝑥 = −1 ja matriisi 𝐴 olisi määritelty reaalilukujen kunnan yli, niin sillä
ei olisi ominaisarvoja, koska 𝜆 =

√
−1 = ±i ∉ ℝ. Jos matriisi olisi määritelty

kompleksilukujen kunnan yli, niin sille löytyisi ominaisarvot 𝜆1 = i ja 𝜆2 = −i,
sekä niitä vastaavat ominaisvektorit

𝑣𝜆1 =

(︃
1
i

)︃
ja 𝑣𝜆2 =

(︃
1
−i

)︃
.

4.3 Minimipolynomi

Karakteristiseen polynomiin läheisesti liittyvä käsite on minimipolynomi, joka on
aina löydettävissä äärellisuloitteisille neliömatriiseille. Lähdetään tarkastelemaan tä-
män polynomin olemassaoloa.

Apulause 4.22. [13, vrt. s.96] Olkoon 𝐴 𝑛×𝑛-matriisi. Tällöin on olemassa sellainen
nollasta eroava polynomi 𝑝(𝑥), että 𝑝(𝐴) = 0.

Todistus. Joukko {𝐼, 𝐴, . . . 𝐴𝑛2} on dimensiota 𝑛2 olevan matriisien vektoriavaruu-
den 𝑀𝑛 (𝕂) matriiseista koostuva osajoukko, jossa on 𝑛2 + 1 alkiota. Tällöin joukko
on selvästi lineaarisesti riippuva, jolloin on mahdollista muodostaa lineaarikombi-
naatio 𝑐0𝐼 +𝑐1𝐴+· · ·+𝑐𝑛2𝐴𝑛

2
= 0, jossa jotkin skalaareista 𝑐0, 𝑐1, . . . 𝑐𝑛 ovat nollasta

eroavia. Tällöin 𝑝(𝐴) = 0 ja 𝑝(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + · · · + 𝑐𝑛2𝑥𝑛
2 . □

Lause 4.23. Olkoon 𝐴 𝑛 × 𝑛-matriisi. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen pienintä
mahdollista astetta oleva mooninen polynomi 𝑚𝐴, jolle 𝑚𝐴 (𝐴) = 0.

Todistus. Olkoon 𝑚𝐴 pienintä mahdollista astetta oleva polynomi, jolle edellisen
apulauseen 4.22 nojalla 𝑚𝐴 (𝐴) = 0. Oletetaan, että 𝑝𝐴 on samaa astetta oleva
polynomi, jolle myös pätee 𝑝𝐴 (𝐴) = 0. Tällöin siis deg(𝑚𝐴) ≤ deg(𝑝𝑎), joten
lauseen 2.8 mukaisesti olisi olemassa saman polynomirenkaan polynomit 𝑎 sekä 𝑏,
joille pätee deg(𝑏) < deg(𝑚𝐴), ja 𝑝𝐴 = 𝑎𝑚𝐴 + 𝑏. Tällöin 𝑏(𝐴) = 0. Jos deg(𝑏) > 0,
päädymme ristiriitaan, että 𝑚𝐴 olisi pienintä mahdollista astetta oleva polynomi,
joka toteuttaisi ehdon. Niinpä deg(𝑏) = −∞, joten 𝑏 on nollapolynomi. Täten siis on
olemassa yksikäsitteinen mooninen polynomi 𝑚𝐴, jolle 𝑚𝐴 (𝐴) = 0. □

Määritelmä 4.24. Edellisen lauseen polynomia 𝑚𝐴 (𝑥) kutsutaan 𝑛 × 𝑛-matriisin 𝐴
minimipolynomiksi.

Osoitetaan seuraavaksi, että matriisin ominaisarvot ovat kyseisen matriisin mini-
mipolynomin juuria. Tätä ominaisuutta tullaan myöhemmin tarvitsemaan luvussa 5
lausetta 5.9 todistettaessa. Tämän jälkeen voimme esittää minimipolynomille yksin-
kertaisen yhtälön sen lineaaristen tekĳöiden tulona.

Lause 4.25. Olkoon 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 neliömatriisi ja 𝑚𝐴 sen minimipolynomi. Tällöin
𝜆 ∈ 𝕂 on matriisin ominaisarvo, jos ja vain jos 𝑚𝐴 (𝜆) = 0.

Todistus. Oletetaan, että 𝜆 on matriisin 𝐴 ominaisarvo. Tällöin on siis määritelmän
4.1 mukaan olemassa nollasta eroava vektori 𝑣, jolla

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣.
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Polynomin 𝑚𝐴 ollessa matriisin 𝐴 minimipolynomi tiedämme, että 𝑚𝐴 (𝐴) = 0.
Hyödynnetään määritelmän 4.1 yhtälöä 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, josta saamme

𝑚(𝐴)𝑣 = 𝑚(𝜆)𝑣.

Koska 𝑣 ≠ 0 ja 𝑚𝐴 (𝐴) = 0, niin oltava 𝑚𝐴 (𝜆) = 0. Matriisin 𝐴 ominaisarvo 𝜆 on
siis minimipolynomin 𝑚𝐴 juuri.

Oletetaan, että 𝜆 ∈ 𝕂 on minimipolynomin 𝑚𝐴 juuri ja että deg(𝑚𝐴) = 𝑑. Esite-
tään minimipolynomi muodossa 𝑚𝐴 (𝑥) = (𝑥 − 𝜆)𝑝(𝑥), missä 𝑝 on polynomi, jonka
aste on 𝑑 − 1. Sĳoitetaan seuraavaksi matriisi 𝐴 edellä olevaan minimipolynomin
esitykseen, jolloin pääsemme muotoon 𝑚𝐴 (𝐴) = (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑝(𝐴). Olkoon 𝑣 vektori,
jolle 𝑝(𝐴)𝑣 ≠ 0. Koska 𝑚𝐴 on minimipolynomi, niin on oltava 𝑝(𝐴) ≠ 0. Koska
𝑚𝐴 (𝐴)𝑣 = 0, niin myös (𝐴−𝜆𝐼)𝑝(𝐴)𝑣 = 0. Täten siis 𝜆 on matriisin 𝐴 ominaisarvo
ja 𝑝(𝐴)𝑣 on ominaisarvoa 𝜆 vastaava ominaisvektori. □
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5 Kolmioituvista matriiseista

Tässä luvussa tutustumme lineaarikuvauksien ja niitä vastaavien matriisien kolmioi-
tuvuuteen. Tämä ominaisuus ja siihen liittyvät tulokset tarjoavat tarvittavat työkalut
luvussa 6 esitettävälle Cayley-Hamiltonin lauseen todistukselle.

Määritelmä 5.1. Äärellisulotteisen vektoriavaruuden 𝑉 lineaarikuvaus 𝜏 : 𝑉 →
𝑉 on kolmioituva, jos on on olemassa vektoriavaruuden 𝑉 järjestetty kanta 𝐵 =

{𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}, missä lineaarikuvausta 𝜏 vastaava matriisi 𝐴 on kannan 𝐵 virittämänä
yläkolmiomatriisi.

Lause 5.2. Olkoon𝑉 äärellisuloitteinen kerroinkunnan𝕂 vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 →
𝑉 sen lineaarikuvaus. Tällöin 𝜏 on kolmioituva, jos ja vain jos sen karakteristinen
polynomi on hajoitettavissa lineaaritekĳöiden tuloksi. Erityisesti jos kerroinkunta
on algebrallisesti suljettu, niin jokainen sen lineaarikuvausta vastaava matriisi on
kolmioituva.

Todistus. Oletetaan, että lineaarikuvaus 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 on kolmioituva. Tällöin on
olemassa kanta 𝐵, jossa lineaarikuvausta vastaava matriisi [𝜏]𝐵 = 𝑈 on yläkolmio-
matriisi. Tiedämme, että yläkolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot,
joten

𝑐𝜏 (𝑥) = 𝑐𝑈 (𝑥) = det(𝑈 − 𝜆𝐼) =
𝑛∏︂
𝑖=1

(𝑢𝑖𝑖 − 𝜆) = (𝑢11 − 𝜆) (𝑢22 − 𝜆) · · · (𝑢𝑛𝑛 − 𝜆),

missä 𝑢11, 𝑢22, . . . , 𝑢𝑛𝑛 ovat matriisin 𝑈 diagonaalialkioita. Siis mikäli lineaariku-
vaus on kolmioituva, niin sen karakteristinen polynomi on hajoitettavissa lineaarite-
kĳöihin.

Todistetaan induktiolla vektorivaruuden 𝑉 dimension dim(𝑉) suhteen, että mikäli
𝑐𝜏 (𝑥) hajoaa sen lineaaritekĳöiden tuloksi, niin tällöin lineaarikuvaus on kolmioi-
tuva. Jos dim(𝑉) = 1, niin [𝜏]𝐵 on 1 × 1-matriisi ja siis kolmioituva. Asetetaan
induktio-oletukseksi, että tämä pätee aina, kun dim(𝑉) < 𝑛. Asetetaan dim(𝑉) = 𝑛,
ja osoitetaan, että 𝜏 on kolmioituva myös tällöin:
Karakteristinen polynomi 𝑐𝜏 (𝑥) voidaan oletuksen perusteella esittää sen lineaarite-
kĳöiden tulona, joten on olemassa ominaisarvo 𝜆1, missä 𝑥 − 𝜆1 on yksi polynomin
𝑐𝜏 (𝑥) tekĳä. Merkitään nyt 𝑣1:llä tätä ominaisarvoa vastaavaa ominaisvektoria ja ol-
koon 𝑉1 = {𝛼𝑣1 |𝛼 ∈ 𝕂} ominaisvektorin virittämä ominaisavaruus, jonka kanta on
𝐵1 = {𝑣1}. Ominaisavaruus𝑉1 on dimensiota 1 oleva vektoriavaruuden𝑉 aliavaruus.
Olkoon 𝑉∗ = 𝑉/𝑉1 dimensiota 𝑛 − 1 oleva vektoriavaruuden 𝑉 tekĳäavaruus. Täl-
löin 𝜏 indusoi lineaarikuvauksen 𝜏∗ : 𝑉∗ → 𝑉∗, jonka karakteristinen polynomi on
𝑐𝜏∗ (𝑥) = (𝑥 − 𝜆2) (𝑥 − 𝜆3) · · · (𝑥 − 𝜆𝑛), missä 𝑐𝜏 (𝑥) = (𝑥 − 𝜆1) (𝑥 − 𝜆2) · · · (𝑥 − 𝜆𝑛).
Tällöin induktio-oletuksen perusteella vektoriavaruudella 𝑉∗ on olemassa kanta
𝐵∗ = {𝑣∗2, 𝑣

∗
3 . . . 𝑣

∗
𝑛}, jonka suhteen [𝜏∗]𝐵∗ = 𝐴 on yläkolmiomatriisi. Olkoon
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𝜋 : 𝑉 → 𝑉∗ = 𝑉/𝑉1, 𝑣 ↦→ 𝑣 + 𝑉1. Kaikilla 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} olkoon 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 sellai-
nen, että 𝜋(𝑣𝑖) = 𝑣∗𝑖 . Nyt kun 𝐵 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛}, niin lineaarikuvausta 𝜏 vastaava
matriisi voidaan esittää lohkomatriisina

[𝜏]𝐵 =

(︃
𝜆1 𝐶

0 𝐴

)︃
,

missä 𝐶 on muotoa 1 × (𝑛 − 1) oleva matriisi ja 𝐴 on yläkolmiomatriisi. Täten
matriisin 𝐶 alkioiden ollessa mitä tahansa matriisi [𝜏]𝐵 on yläkolmiomatriisi. □

Seuraus 5.3. Jokaisella äärellisulotteisen kompleksisen vektoriavaruuden lineaari-
kuvauksella on olemassa yläkolmiomatriisiesitys.

Lause 5.2 ja sen seuraus 5.3 voidaan myös esittää tunnetun Schurin hajotelman
mukaan [10, s.192]. Tämän hajotelman mukaisesti jokaista kompleksista neliömat-
riisia 𝐴 kohti on olemassa samaa muotoa oleva yläkolmiomatriisi 𝑇 sekä unitaa-
rinenmatriisi 𝑈, joille pätee, 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈𝐻 , missä 𝑈𝐻 on matriisin 𝑈 hermiittinen
transpoosi, eli 𝑈𝐻 = 𝑈−1. Toisin sanoen jokainen kompleksinen neliömatriisi on
similaarinen jonkin kompleksisen yläkolmiomatriisin kanssa.

Lause 5.4. Olkoon 𝕂 algebrallisesti suljettu. Neliömatriisin 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 determinantti
on sen ominaisarvojen tulo.

Todistus. Lauseen 5.2 seurauksena 𝐴 on kolmioituva. Nyt lauseen 3.18 mukaan
kolmiomatriisin determinantti on sen diagonaalialkioiden tulo, ja tiedämme, että
kolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot. Siis

det(𝐴) =
𝑛∏︂
𝑖=1

𝜆𝑖,

missä 𝜆𝑖 ovat matriisin 𝐴 ominaisarvot. □

Lause 5.5. Olkoon 𝕂 algebrallisesti suljettu. Neliömatriisi 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 on kääntyvä,
jos ja vain jos sen yksikään ominaisarvo ei ole 0.

Todistus. Oletetaan aluksi, että 𝐴 on kääntyvä. Tällöin det(𝐴) ≠ 0. Edellisen lauseen
5.4 nojalla det(𝐴) = ∏︁𝑛

𝑖=1 𝜆𝑖. Jos jokin matriisin 𝐴 ominaisarvo 𝜆𝑖 = 0, niin tällöin
det(𝐴) = 0, mikä on ristiriidassa kääntyvän matriisin determinantin suhteen. Siis
kaikkien ominaisarvojen on oltava nollasta eroavia.

Oletetaan puolestaan, että mikään matriisin 𝐴 ominaisarvoista ei ole nolla. Tällöin
det(𝐴) = ∏︁𝑛

𝑖=1 𝜆𝑖 ≠ 0. Niinpä matriisi 𝐴 on kääntyvä. □

Apulause 5.6. [13, vrt. s.98] Olkoot 𝑉 äärellisulotteinen 𝕂−vektoriavaruus ja 𝑣
lineaarikuvauksen 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 jotakin ominaisarvoa 𝜆 vastaava ominaisvektori, ja
𝑝(𝑥) ∈ 𝕂 [𝑥]. Tällöin 𝑝(𝜏) (𝑣) = 𝑝(𝜆)𝑣. Jos 𝑝(𝜆) ≠ 0, niin myös 𝑝(𝜏) (𝑣) ≠ 0.

Todistus. Koska 𝑝(𝑥) ∈ 𝕂 [𝑥], voimme kirjoittaa sen seuraavasti:

𝑝(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 (𝑥 − 𝜆)𝑖 = 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝜆)𝑛 + · · · + 𝑎1(𝑥 − 𝜆) + 𝑎0.
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Sĳoitetaan 𝑥 = 𝜆, jolloin saamme 𝑝(𝜆) = 𝑎0.

Jos 𝑣 on ominaisarvoa 𝜆 vastaava ominaisvektori ja 𝐴 lineaarikuvausta 𝜏 vastaava
matriisiesitys, niin saamme

𝑝(𝐴) (𝑣) = (
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑖) (𝑣) = (𝑎𝑛 (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑛 + · · · + 𝑎1(𝐴 − 𝜆𝐼) + 𝑎0) (𝑣).

Koska 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, saamme

𝐴𝑛𝑣 = 𝐴𝐴𝑛−1𝑣 = 𝐴𝑛−1𝜆𝑣 = 𝜆𝐴𝑛−2𝐴𝑣 = 𝜆2𝐴𝑛−2𝑣 = · · · = 𝜆𝑛𝑣.

Täten kaikki muut paitsi termi 𝑎0 = 𝑝(𝜆) supistuvat pois, joten

𝑝(𝐴) (𝑣) = 𝑝(𝜆) (𝑣).

Erityisesti, jos 𝑝(𝜆) ≠ 0, niin 𝑝(𝜏) (𝑣) ≠ 0. □

Edellisen apulauseen voidaan myös osoittaa pätevän yleistettyjen ominaisvekto-
rien tapauksessa.

Apulause 5.7. [13, vrt. s.99] Olkoot 𝑉 𝕂-vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑉, missä
dim(𝑉) = 𝑛, lineaarikuvaus ja

𝑐𝜏 (𝑥) = 𝑐𝐴 (𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)𝑒1 (𝑥 − 𝜆2)𝑒2 · · · (𝑥 − 𝜆𝑘 )𝑒𝑘

sen karakteristinen polynomi, missä ominaisarvot 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, ovat toisistaan
eroavia ja 𝑒𝑖 = alg(𝜆𝑖). Tällöin ominaisarvoa 𝜆𝑖 vastaava yleistetty ominaisavaruus
𝑊𝑖 = 𝐸

∞
𝜆𝑖

on dimensiota 𝑒𝑖 oleva vektoriavaruuden 𝑉 aliavaruus.

Todistus. Karakteristinen polynomi 𝑐𝜏 (𝑥) on oletuksen mukaan muotoa (𝑥−𝜆1)𝑒1 (𝑥−
𝜆2)𝑒2 · · · (𝑥−𝜆𝑘 )𝑒𝑘 . Se on siis jaollinen kaikilla polynomeilla (𝑥−𝜆𝑖)𝑒𝑖 , joten voimme
valita minkä tahansa sen ominaisarvon 𝜆𝑖 𝑒𝑖 kertaa, minkä suhteen alamme kolmioi-
maan kuvausta. Näin löydämme lineaarikuvaukselle 𝜏 lohkomatriisiesityksen jonkin
vektoriavaruuden 𝑉 kannan 𝐵 ylitse, mikä on lauseen 5.2 mukaisesti muotoa

[𝜏]𝐵 =

(︃
𝐴 𝐶

0 𝐷

)︃
.

Matriisi 𝐴 on muotoa 𝑒𝑖 × 𝑒𝑖 oleva yläkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat 𝜆𝑖 .
Matriisi 𝐷 puolestaan on (𝑛 − 𝑒𝑖) × (𝑛 − 𝑒𝑖)-matriisi, jonka diagonaalialkiot eroavat
ominaisarvosta 𝜆𝑖. Matriisi𝐶 puolestaan voi olla lauseen 5.2 mukaisesti mikä tahansa
𝑒𝑖 × (𝑛− 𝑒𝑖) matriisi. Vektoriavaruuden 𝑉 kanta on 𝐵 = 𝐵𝑖

⋃︁
𝐵∗
𝑖
, missä ensimmäiset

𝑒𝑖 alkiota muodostavat kannan 𝐵𝑖 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑒𝑖 } vektoriavaruudelle 𝑉𝑖. Nyt on
siis osoitettava, että joukon 𝐵𝑖 virittämä avaruus 𝑉𝑖 on yleistetty ominaisavaruus𝑊𝑖.

Ominaisarvoa 𝜆𝑖 vastaava yleistetty ominaisavaruus on

𝐸
𝑒𝑖
𝜆𝑖
= {𝑣𝑖 ∈ 𝑉 | (𝜏 − 𝜆𝑖id)𝑒𝑖𝑣𝑖 = 0}.
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Jotta voimme osoittaa lauseen väitteen todeksi, meidän on tarkasteltava tarkemmin
edellä olevaa matriisiesitystä ominaisavaruuden suhteen. Tähän mennessä olemme
saaneet, että

[𝜏 − 𝜆𝑖id]𝐵 =

(︃
𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼 𝐶

0 𝐷 − 𝜆𝑖 𝐼

)︃
,

joten

[𝜏 − 𝜆𝑖id]𝑒𝑖𝐵 =

(︃
(𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼)𝑒𝑖 𝐶

′

0 (𝐷 − 𝜆𝑖 𝐼)𝑒𝑖

)︃
,

jollakin matriisilla 𝐶 ′
.

Nyt 𝐴 − 𝜆𝑖 𝐼 on yläkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat nollia, sillä 𝐴 on
yläkolmiomatriisi ja 𝜆𝑖 on sen ominaisarvo, sekä (𝐴−𝜆𝑖 𝐼)𝑒𝑖 = 0. Puolestaan 𝐷 −𝜆𝑖 𝐼
on (𝑛− 𝑒𝑖) × (𝑛− 𝑒𝑖)-yläkolmiomatriisi, ja sen diagonaalialkiot ovat nollasta eroavia
lauseen oletusten seurauksena. Kaikille 𝑒 ≥ 𝑒𝑖 pätee, että

[𝜏 − 𝜆𝑖id]𝑒𝐵 =

(︃
0 𝐶

′

0 (𝐷 − 𝜆𝐼)𝑒
)︃
.

Täten 𝐵𝑖 virittää yleistetyn ominaisavaruuden 𝑊𝑖, joka on vektoriavaruuden 𝑉 di-
mensiota 𝑒𝑖 oleva aliavaruus. □

Edellistä apulausetta vastaavan tilanteen suhteen voimme todistaa apulauseen liit-
tyen vektoriavaruuden aliavaruuksien suoraan summaan, joka on hyödyllinen apu-
tulos tarkastellessa karakteristisen polynomin jaollisuutta minimipolynomin suh-
teen. Kun olemme saaneet osoitettua, että lineaarikuvauksen minimipolynomi jakaa
sen karakteristisen polynomin, niin sen hyödyntäminen tarjoaa pohjan itse Cayley-
Hamiltonin lauseen todistamiselle.

Apulause 5.8. Olkoot 𝑉 äärellisulotteinen 𝕂-vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 line-
aarikuvaus, jonka eri ominaisarvot ovat 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛. Mikäli lineaarikuvauksen
karakteristinen polynomi 𝑐𝜏 (𝑥) on muotoa

(𝑥 − 𝜆1)𝑒1 (𝑥 − 𝜆2)𝑒2 · · · (𝑥 − 𝜆𝑛)𝑒𝑛

niin tällöin näitä ominaisarvoja vastaavien yleistettyjen ominaisavaruuksien
𝑊1,𝑊2, . . . ,𝑊𝑛 suorana summana saadaan vektorivaruus 𝑉 eli

𝑉 = 𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕ · · · ⊕𝑊𝑛.

Todistus. Koska𝑉 = 𝑊1+𝑊2+· · ·+𝑊𝑛, riittää osoittaa, että jos𝑤1+𝑤2+· · ·+𝑤𝑛 = 0,
missä 𝑤𝑖 ∈ 𝑊𝑖 kaikilla 𝑖, niin tällöin 𝑤𝑖 = 0, kaikilla 𝑖. Lauseen 4.10 mukaisesti
toisistaan eroavia ominaisarvoja vastaavat yleistetyt ominaisvektorit ovat keskenään
lineaarisesti riippumattomia, joten on oltava 𝑤𝑖 = 0, kaikilla 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Tällöin
∩𝑛
𝑖=1𝑊𝑖 = {0}. Siis 𝑉 = 𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕ · · · ⊕𝑊𝑛. □

Lause 5.9. [13, vrt. s. 100] Olkoot𝑉 𝕂-vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 lineaarikuvaus,
jonka karakteristinen polynomi 𝑐𝜏 (𝑥) voidaan esittää sen lineaaristen tekĳöiden
tulona. Tällöin lineaarikuvauksen minimipolynomilla 𝑚𝜏 (𝑥) on samat lineaariset
tekĳät ja se jakaa karakteristisen polynomin.
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Todistus. Aloitetaan väitteiden todistaminen tekemällä seuraavat huomiot aikaisem-
mista lauseista ja määritelmistä:

1. Lauseen 4.25. perusteella 𝜆 on lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvo, jos 𝑚𝜏 (𝜆) =
0.

2. Määritelmän 4.15 mukaan jos 𝜆 on lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvo, niin
tällöin 𝑐𝜏 (𝜆) = 0.

Oletetaan nyt, että 𝑥 − 𝜆𝑖 on yksi minimipolynomin 𝑚𝜏 (𝑥) lineaarisista tekĳöistä
ja 𝜆𝑖 yksi lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvoista. Tällöin 𝑚𝜏 (𝜆𝑖) = 0, mutta myös
𝑐𝜏 (𝜆𝑖) = 0 huomion 2 mukaisesti. Täten polynomin 𝑚𝜏 (𝑥) lineaariset tekĳät ovat
myös polynomin 𝑐𝜏 (𝑥) lineaarisia tekĳöitä.

Oletetaan puolestaan, että 𝑥 − 𝜆 𝑗 on polynomin 𝑐𝜏 (𝑥) tekĳä, mutta ei ole po-
lynomin 𝑚𝜏 (𝑥) tekĳä. Tällöin 𝑚𝜏 (𝜆 𝑗 ) ≠ 0. Nyt määritelmän 4.15 mukaan 𝜆 𝑗 on
yksi lineaarikuvauksen ominaisarvoista. Merkitään 𝑣 𝑗 :llä sitä vastaavaa ominaisvek-
toria. Apulauseen 5.6 mukaisesti mille tahansa kerroinkunnan 𝕂 polynomirenkaan
polynomille pätee, että 𝑝(𝜏) (𝑣 𝑗 ) = 𝑝(𝜆 𝑗 )𝑣 𝑗 . Minimpolynomin määritelmän mukai-
sesti 𝑚𝜏 (𝜏) = 0, joten myös 𝑚𝜏 (𝜏) (𝑣 𝑗 ) = 0. Kuitenkin, koska 𝑚𝜏 (𝜆 𝑗 ) ≠ 0, niin
𝑚𝜏 (𝜏) (𝑣 𝑗 ) ≠ 𝑚𝜏 (𝜆 𝑗 ) (𝑣 𝑗 ), mikä on ristiriidassa apulauseen 5.6 kanssa. Täten poly-
nomeilla 𝑐𝜏 (𝑥) ja 𝑚𝜏 (𝑥) on oltava samat lineaariset tekĳät.

Todistetaan vielä se, että 𝑚𝜏 (𝑥) tosiaan jakaa polynomin 𝑐𝜏 (𝑥). Hyödynnetään
tätä todistettaessa minimipolynomin määritelmää, eli että 𝑚𝜏 (𝜏) = 0 ja minimipoly-
nomi on pienintä mahdollista astetta oleva polynomi, jolle tämä pätee.

Tiedämme edellisen apulauseen 5.8 perusteella, että vektoriavaruus 𝑉 voidaan
esittää lineaarikuvausta 𝜏 vastaavien yeistettyjen ominaisvektoreiden virittämien
yleistettyjen ominaisavaruuksien𝑊𝑖 = 𝐸

𝑒𝑖
𝜆𝑖

suorana summana,

𝑉 =

𝑛⨁︂
𝑖=1

𝑊𝑖 .

Tällöin jokainen vektori 𝑣 ∈ 𝑉 voidaan esittää muodossa

𝑣 = 𝑤1 + 𝑤2 + · · · + 𝑤𝑛, 𝑤𝑖 ∈ 𝑊𝑖 .

Niinpä
𝑐𝜏 (𝜏) (𝑣) = 𝑐𝜏 (𝜏) (𝑤1 + 𝑤2 + · · · + 𝑤𝑛).

Koska karakteristinen polynomi voidaan esittää sen tekĳöiden tulona, se on jaollinen
jokaisella tekĳällä (𝑥 − 𝜆𝑖)𝑒𝑖 ja yleistetyn ominaisavaruuden määritelmän mukaan
(𝜏 − 𝜆𝑖𝑖𝑑)𝑒𝑖𝑤𝑖 = 0. Lineaarikuvauksen ominaisuuksien mukaan saadaan

𝑐𝜏 (𝜏) (𝑣) = 𝑐𝜏 (𝜏) (𝑤1) + 𝑐𝜏 (𝜏) (𝑤2) + · · · + 𝑐𝜏 (𝜏) (𝑤𝑛) = 0 + 0 + · · · + 0.

Minimipolynomi määritelmällisesti on pienintä mahdollista astetta oleva polynomi 𝑝,
jolle 𝑝(𝜏) = 0, joten minimipolynomi 𝑚𝜏 (𝑥) jakaa myös karakteristisen polynomin
𝑐𝜏 (𝑥). □
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Lauseiden 4.25 sekä 5.9 mukaan lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvot ovat sen mini-
mipolynomin𝑚𝜏 juuria ja minimipolynomi jakaa lineaarikuvauksen 𝜏 karakteristisen
polynomin. Tällöin minimipolynomi voidaan esittää muodossa

𝑚𝜏 (𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)𝑎𝑙𝑔(𝜆1) (𝑥 − 𝜆2)𝑎𝑙𝑔(𝜆2) · · · (𝑥 − 𝜆𝑖)𝑎𝑙𝑔(𝜆𝑖) ,

missä 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑖 ovat lineaarikuvauksen 𝜏 ominaisarvot.
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6 Cayley-Hamiltonin lause ja sen todistus

6.1 Historiaa

Cayley-Hamiltonin lause on yksi lineaarialgebran keskeisistä tuloksista ja sen historia
juontaa juurensa 1800-luvun puoliväliin. Lauseen kehittämisessä keskeisiä henkilöitä
olivat irlantilainen matemaatikko ja astronomi William Rowan Hamilton (1805-1865)
sekä englantilainen matemaatikko ja lakimies Arthur Cayley (1821-1895), joiden
mukaan lause on tullut tunnetuksi.

William Rowan Hamilton syntyi 4.8.1805 Dublinissa Irlannissa. Hamiltonin kiin-
nostus matematiikkaan heräsi 12-vuotiaana ja 15-vuotiaana hän alkoi opiskella Isaac
Newtonin ja Pierre-Simon Laplacen teoksia. Hänen lahjakkuudestaan kertoo se, että
jo vuonna 1822 hän löysi virheen Laplacen teoksesta Mécanique céleste. Hamilton
aloitti opintonsa Trinity Collegessa Dublinissa 18-vuotiaana, missä hän menestyi
erinomaisesti heti alkuvuosista lähtien ja ensimmäisen artikkelinsa ”On Caustics”
hän julkaisi Royal Irish Academylle ennen vuoden 1824 päättymistä. Vuonna 1827
hänet nimitettiin Trinity Collegen astronomian professoriksi hänen ollessaan vas-
ta 21-vuotias. Urallaan hän julkaisi useita tärkeitä artikkeleita, joilla on ollut suuri
merkitys niin matematiikan kuin fysiikankin aloilla. [5]

Arthur Cayley syntyi 16.6.1821 Richmondissa Surreyn kreivikunnassa Lontoon
eteläpuolella. Elämänsä ensimmäiset seitsemän vuotta hän vietti Pietarissa Venäjällä.
Hänen palattuaan perheensä kanssa Englantiin Lontooseen hän osoitti suurta lahjak-
kuutta laskennassa jo nuorella iällä. Vuonna 1835 hän aloittikin vain 14-vuotiaana
opintonsa King’s College Schoolissa, missä hänen lahjakkuutensa edistyneessä ma-
tematiikassa nousi vahvasti esiin. Matematiikan lisäksi hän erottui edukseen lahjak-
kuutensa puolesta monissa muissakin oppiaineissa. Cayley aloitti opintonsa Cam-
bridgen yliopiston Trinity Collegessa vuonna 1838, missä hänen mielenkiintonsa
kohteiksi osoittautuivat lineaarikuvaukset sekä analyyttinen geometria. Hän julkai-
sikin jo opiskeluaikanaan kolme artikkelia Cambridge Mathematical Journalissa.
Opintojensa jälkeen hän toimi opettajana Cambridgessä ja julkaisi 28 artikkelia se-
kä työskenteli laaja-alaisesti eri matematiikan osa-alueiden parissa. Cayley siirtyi
kuitenkin lakialalle vuonna 1846, mutta siitä huolimatta jatkoi aktiivisesti mate-
matiikan parissa julkaissen tuona aikana noin 250 artikkelia. Vuonna 1863 hänet
valittiin matematiikan professorin virkaan Cambridgen yliopistoon. Uransa aikana
hän julkaisi yli 900 artikkelia ja muistiota, jotka käsittelivät lähes kaikkia nykyaikai-
sen matematiikan osa-alueita. Tärkeimpänä hänen julkaisuistaan ja saavutuksistaan
olivat matriisialgebran ja geometrian parissa. [6]

Arthur Cayleyn ja William Rowan Hamiltonin tiet kohtasivat vuonna 1846, kun
Cayley osallistui lakiopintojensa aikana Hamiltonin kvaternioista pitämälle luennol-
le. Cayley-Hamiltonin lauseeseen liittyen Hamiltonin työllä kvaternioiden saralla on
suuri merkitys, sillä vuonna 1853 julkaisemassaan kirjassaan Lectures on Quater-
nions, Hamilton osoitti, että lineaarisen operaattorin käänteisarvo voidaan esittää
polynomina operaattorissa, mikä on yksi Cayley-Hamiltonin lauseen erikoistapauk-
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sista. Arthur Cayley osoitti puolestaan vuonna 1857 lauseen pätevän 2x2- ja 3x3-
matriiseille. Kumpikaan heistä ei esittänyt lauseen yleisen muodon todistusta kaikille
𝑛×𝑛-matriiseille. Lauseen todistuksen yleisessä tapauksessa esitti ensimmäisenä sak-
salainen matemaatikko Ferdinand Georg Frobenius tutkimuksessaan vuonna 1878.
[6], [12, s. 6 ja 7]

Forbeniuksen esittämän todistuksen jälkeen lauseelle on esitetty useita erilaisia
todistuksia, joissa hyödynnetään eri matematiikan osa-alueita. Pääasiallisesti todis-
tukset ovat painottuneet luontaisesti algebran alalle, mutta esimerkisi Jeffery A. Ro-
soff on esittänyt lauseelle topologisen todistuksen Missouri Journal of Mathematical
Sciences lehden julkaisussa vuonna 1995.[11]

6.2 Lauseen todistus

Esitetään seuraavaksi Cayley-Hamiltonin lauseelle todistus hyödyntämällä tässä tut-
kielmassa esitettyjä lineaarikuvauksen ja sitä vastaavan matriisin ominaisuuksia.
Todistus mukailee Steven H. Weintraubin todistusta, jonka hän on esittänyt tämän
tutkielman päälähteenä käytetyssä teoksessaan Guide to Advanced Linear Algebra.

Lause 6.1. Olkoon V äärellisuloitteinen 𝕂-vektoriavaruus ja 𝜏 : 𝑉 → 𝑉 lineaari-
kuvaus. Tällöin, kun lineaarikuvaus 𝜏 sĳoitetaan sen karakteristiseen polynomiin 𝑐,
niin

𝑐𝜏 (𝜏) = 0.

Todistus. [13, vrt. s.101] Lauseessa 5.9 osoitimme, että mikäli lineaarikuvauksen
𝜏 : 𝑉 → 𝑉 karakteristinen polynomi 𝑐𝜏 (𝑥) voidaan esittää sen tekĳöiden tulona, eli

𝑐𝜏 (𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)𝑒𝑖 (𝑥 − 𝜆2)𝑒2 · · · (𝑥 − 𝜆𝑛)𝑒𝑛 ,

niin tällöin lineaarikuvauksen minimipolynomilla 𝑚𝜏 (𝑥) ja karakteristisella poly-
nomilla on samat lineaariset tekĳät sekä 𝑚𝜏 (𝑥) | 𝑐𝜏 (𝑥). Koska 𝑚𝜏 (𝜏) = 0, niin
𝑐𝜏 (𝜏) = 0.

Todistetaan väite myös yleisessä tapauksessa. Valitaan lauseen 5.2 mukaisesti
jokin vektoriavaruuden 𝑉 kanta 𝐵 ja merkitään [𝜏]𝐵 = 𝐴. Tällöin lineaarikuvausta
𝜏 vastaavan matriisin 𝐴 alkiot ovat lineaarikuvauksen kerroinkunnan alkioita, eli
esimerkiksi, jos 𝜏 : 𝔼𝑛 → 𝔼𝑛, niin tällöin 𝑎𝑖𝑖 ∈ 𝔼, missä 𝔼 on kunta, joka ei ole
algebrallisesti suljettu. Koska 𝔼 ei ole algebrallisesti suljettu, niin sen yli määritellyn
vektoriavaruuden lineaarikuvausella ei välttämättä ole ominaisarvoja kunnassa 𝔼.
Voimme kuitenkin laajentaa kunnan 𝔼 algebrallisesti suljetuksi kunnaksi 𝕂, jonka
alikunta 𝔼 on. [13, kts. s.101]

Määritellään 𝜏𝕂 : 𝕂𝑛 → 𝕂𝑛, missä 𝜏𝕂 (𝑣) = 𝐴(𝑣). Tällöin

𝑐𝜏𝕂 (𝑥) = 𝑐𝐴 (𝑥) = det(𝐴 − 𝑥𝐼) = 𝑐𝜏 (𝑥).

Koska 𝑐𝜏𝕂 (𝑥) on määritelty algebrallisesti suljetun kunnan yli, se hajoaa tekĳöihin,
eli se voidaan kirjoittaa muodossa

𝑐𝜏𝕂 (𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)𝑒𝑖 (𝑥 − 𝜆2)𝑒2 · · · (𝑥 − 𝜆𝑛)𝑒𝑛 .
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Siis 𝑐𝜏 (𝜏) = 0.
□

Lauseen väittämä voidaan myös osoittaa paikkaansa pitäväksi suoraan matrii-
sien avulla hyödyntäen Schurin hajotelmaa [10, s.192] ja similaaristen matriisien
ominaisuuksia. Tarkastellaan tätä reaaliarvoisten matriisien tapauksessa.

Olkoon 𝑉 𝑛-ulotteinen ℝ-vektoriavaruus, 𝜏 lineaarikuvaus 𝑉 → 𝑉 ja 𝐴 lineaari-
kuvausta 𝜏 vastaava 𝑛×𝑛-matriisi. Siis 𝐴 ⊂ ℝ𝑛×ℝ𝑛 ⊂ ℂ𝑛×ℂ𝑛. Schurin hajotelman
mukaisesti matriisi 𝐴 voidaan esittää unitaarisen matriisin𝑈, sen hermiittisen trans-
poosin 𝑈𝐻 sekä yläkolmiomatriisin 𝐷 avulla, 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈𝐻 . Tiedämme myös, että
𝑈𝐻 = 𝑈−1, joten 𝐴 on similaarinen yläkolmiomatriisin 𝐷 kanssa, vertaa määritelmä
3.25. Lauseen 4.16 mukaisesti 𝑐𝐴 (𝑥) = 𝑐𝐷 (𝑥), joten

𝑐𝐴 (𝐴) = 𝑐𝐷 (𝐴) = 𝑐𝐷 (𝑈𝐷𝑈𝐻) = 𝑈𝑐𝐷 (𝐷)𝑈𝐻 = 0.

Esimerkki 6.2. Selvitetään matriisin 𝐴 =

(︃
2 3
1 4

)︃
karakteristinen polynomi ja sĳoi-

tetaan matriisi itse siihen:

𝑐𝐴 = det(𝐴 − 𝜆𝐼) =
|︁|︁|︁|︁2 − 𝜆 3

1 4 − 𝜆

|︁|︁|︁|︁ = (2 − 𝜆) (4 − 𝜆) − 3 = 𝜆2 − 6𝜆 + 5.

Sĳoitetaan 𝐴 sen karakteristiseen polynomiin.

𝑐𝐴 (𝐴) = 𝐴2 − 6𝐴 + 5𝐼 =
(︃
2 3
1 4

)︃ (︃
2 3
1 4

)︃
−
(︃
6 · 2 6 · 3
6 · 1 6 · 4

)︃
+
(︃
5 0
0 5

)︃
=

(︃
7 18
6 19

)︃
−
(︃
12 18
6 24

)︃
+
(︃
5 0
0 5

)︃
=

(︃
7 − 12 + 5 18 − 18 + 0
6 − 6 + 0 19 − 24 + 5

)︃
=

(︃
0 0
0 0

)︃
.
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7 Matriisin potenssien laskeminen

Matriisien potenssien laskeminen voi olla työlästä erityisesti matriisin sarakkeiden ja
rivien lukumäärän kasvaessa. Tällöin matriisin alkioiden määrän lisääntyessä mer-
kittävästi laskentatehtävistä tulee monimutkaisempia. Perinteiset menetelmät, kuten
toistuva kertominen, voivat olla hyvin aikaa vieviä ja vaativat paljon laskentate-
hoa. Lisäksi suuret matriisit voivat johtaa numeeristen virheiden kertymiseen, mikä
vaikeuttaa tarkkojen tulosten saamista. Yksi Cayley-Hamiltonin lauseen tuomista
laskennallisista hyödyistä liittyykin juuri matriisien potenssien laskemiseen. Tutus-
tutaan vielä tutkielman lopuksi siihen, kuinka Cayley-Hamiltonin lausetta voidaan
hyödyntää matriisien potenssien laskemisessa.

7.1 Positiiviset eksponentit

Esimerkki 7.1. Lasketaan matriisin 𝐴 =

(︃
2 4
1 3

)︃
toinen, kolmas ja neljäs potenssi

hyödyntäen Cayley-Hamiltonin lausetta sekä "normaalisti"matriisien tulona.
Lasketaan ensiksi potenssit normaalina matriisitulona.

𝐴2 =

(︃
2 4
1 3

)︃ (︃
2 4
1 3

)︃
=

(︃
2 · 2 + 4 · 1 2 · 4 + 4 · 3
1 · 2 + 3 · 1 1 · 4 + 3 · 3

)︃
=

(︃
8 20
5 13

)︃
𝐴3 = 𝐴2𝐴 =

(︃
8 20
5 13

)︃ (︃
2 4
1 3

)︃
=

(︃
8 · 2 + 20 · 1 8 · 4 + 20 · 3
5 · 2 + 13 · 1 5 · 4 + 13 · 3

)︃
=

(︃
36 92
23 59

)︃
𝐴4 = 𝐴3𝐴 =

(︃
36 92
23 59

)︃ (︃
2 4
1 3

)︃
=

(︃
36 · 2 + 92 · 1 36 · 4 + 92 · 3
23 · 2 + 59 · 1 23 · 4 + 59 · 3

)︃
=

(︃
164 420
105 269

)︃
Huomataan, että jo yksinkertaisen 2 × 2 matalien potenssien laskeminen vaa-

tii paljon laskutyötä. Tarkastellaan seuraavaksi, miten vastaavat potenssit saadaan
laskettua Cayley-Hamiltonin lausetta hyödyntämällä.

Aloitetaan muodostamalla matriisin 𝐴 karakteristinen polynomi:

𝑐𝐴 = det(𝐴 − 𝜆𝐼) =
|︁|︁|︁|︁2 − 𝜆 4

1 3 − 𝜆

|︁|︁|︁|︁ = (2 − 𝜆) (3 − 𝜆) − (1 · 4) = 𝜆2 − 5𝜆 + 2.

Cayley-Hamiltonin lauseen mukaisesti 𝑐𝐴 (𝐴) = 0 eli

𝑐𝐴 (𝐴) = 𝐴2 − 5𝐴 + 2𝐼 = 0.

Niinpä
𝐴2 = 5𝐴 − 2𝐼 .

Tarkistetaan vielä, että saamme saman vastauksen kuin matriisituloa käyttämällä.

𝐴2 = 5𝐴 − 2𝐼 =
(︃
5 · 2 5 · 4
5 · 1 5 · 3

)︃
−
(︃
2 0
0 2

)︃
=

(︃
8 20
5 13

)︃
.
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Hyödyntämällä tätä tietoa voimme laskea myös kolmannen ja neljännen potenssin
helposti käsin:

𝐴3 = (5𝐴 − 2𝐼)𝐴 = 5𝐴2 − 2𝐴 = 5(5𝐴 − 2𝐼) − 2𝐴 = 23𝐴 − 10𝐼 =
(︃
36 92
23 59

)︃
𝐴4 = 𝐴3𝐴 = (23𝐴−10𝐼)𝐴 = 23𝐴2−10𝐴 = 23(5𝐴−2𝐼)−10𝐴 = 105𝐴−46𝐼 =

(︃
164 420
105 269

)︃
.

Edellisestä esimerkistä huomataan, että jo yksinkertaisen 2×2-matriisin matalien
potenssien laskeminen matriisituloa käyttäen vaatii paljon laskemista, kun puolestaan
Cayley-Hamiltonin lausetta hyödyntämällä laskeminen vaatii paljon vähemmän työtä
ja on paljon vaivattomampaa. Tarkastellaan vielä potenssien laskemista 3×3-matriisin
tapauksessa, jossa Cayley-Hamiltonin lauseen hyödyntämisen tehokkuus korostuu
entisestään.

Esimerkki 7.2. Lasketaan matriisin 𝐴 =
⎛⎜⎝
1 2 3
2 3 4
2 1 1

⎞⎟⎠ kolmas ja neljäs potenssi.

Aloitetaan laskemalla potenssit matriisitulon avulla.

𝐴2 =
⎛⎜⎝
1 2 3
2 3 4
2 1 1

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝
1 2 3
2 3 4
2 1 1

⎞⎟⎠
=
⎛⎜⎝
1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 2 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 1 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 1
2 · 1 + 3 · 2 + 4 · 2 2 · 2 + 3 · 3 + 4 · 1 2 · 3 + 3 · 4 + 4 · 1
2 · 1 + 1 · 2 + 1 · 2 2 · 2 + 1 · 3 + 1 · 1 2 · 3 + 1 · 4 + 1 · 1

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
11 11 14
16 17 22
6 8 11

⎞⎟⎠ .
𝐴3 =

⎛⎜⎝
11 11 14
16 17 22
6 8 11

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝
1 2 3
2 3 4
2 1 1

⎞⎟⎠
=
⎛⎜⎝
11 · 1 + 11 · 2 + 14 · 2 11 · 2 + 11 · 3 + 14 · 1 11 · 3 + 11 · 4 + 14 · 1
16 · 1 + 17 · 2 + 22 · 2 16 · 2 + 17 · 3 + 22 · 1 16 · 3 + 17 · 4 + 22 · 1
6 · 1 + 8 · 2 + 11 · 2 6 · 2 + 8 · 3 + 11 · 1 6 · 3 + 8 · 4 + 11 · 1

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
61 69 91
94 105 138
44 47 61

⎞⎟⎠ .
𝐴4 =

⎛⎜⎝
61 69 91
94 105 138
44 47 61

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝
1 2 3
2 3 4
2 1 1

⎞⎟⎠
=
⎛⎜⎝

61 · 1 + 69 · 2 + 91 · 2 61 · 2 + 69 · 3 + 91 · 1 61 · 3 + 69 · 4 + 91 · 1
94 · 1 + 105 · 2 + 138 · 2 94 · 2 + 105 · 3 + 138 · 1 94 · 3 + 105 · 4 + 138 · 1
44 · 1 + 47 · 2 + 61 · 2 44 · 2 + 47 · 3 + 61 · 1 44 · 3 + 47 · 4 + 61 · 1

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
381 420 550
580 641 840
260 290 381

⎞⎟⎠ .
Lasketaan seuraavaksi samat potenssit hyödyntäen Cayley-Hamiltonin lausetta.

Muodostetaan aluksi matriisin karakteristinen polynomi.

𝑐𝐴 (𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) =

|︁|︁|︁|︁|︁|︁
1 − 𝜆 2 3

2 3 − 𝜆 4
2 1 1 − 𝜆

|︁|︁|︁|︁|︁|︁ = −𝜆3 + 5𝜆2 + 7𝜆 − 1.
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Cayley-Hamiltonin lauseen mukaan 𝑐𝐴 (𝐴) = 0, joten

−𝐴3 + 5𝐴2 + 7𝐴 − 𝐼 = 0.

Nyt kun siirrämme termin 𝐴3 yhtälön toiselle puolelle, saamme matriisin kolmannen
potenssin ratkaisuksi:

𝐴3 = 5𝐴2 + 7𝐴 − 𝐼 .
Tarkistetaan tämä vielä laskemalla:

𝐴3 =
⎛⎜⎝
55 55 70
80 85 110
30 40 55

⎞⎟⎠ + ⎛⎜⎝
7 14 21
14 21 28
14 7 7

⎞⎟⎠ − ⎛⎜⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
61 69 91
94 105 138
44 47 61

⎞⎟⎠ .
Nyt pystymme ratkaisemaan matriisin 𝐴4 helposti seuraavasti:

𝐴4 = 𝐴3𝐴 = (5𝐴2 + 7𝐴 − 𝐼)𝐴 = 5𝐴3 + 7𝐴2 − 𝐴.

Tarkistetaan myös tämä laskemalla.

𝐴4 =
⎛⎜⎝
305 345 455
470 525 690
220 235 305

⎞⎟⎠ + ⎛⎜⎝
77 77 98
112 119 154
42 56 77

⎞⎟⎠ − ⎛⎜⎝
1 2 3
2 3 4
2 1 1

⎞⎟⎠ = ⎛⎜⎝
381 420 550
580 641 840
260 290 381

⎞⎟⎠ .
Edellisissä esimerkeissä huomasimme, että jo kokonaislukujen tapauksessa mat-

riisien potenssien laskeminen käsin matriisitulon avulla alkaa olla työllästä verrattuna
Cayley-Hamiltonin lauseen hyödyntämiseen. Mikäli matriisin alkiot ovat monimut-
kaisempia lukuja, niin tällöin matriisitulon laskeminen käsin ei ole tehokasta, jolloin
Cayley-Hamiltonin lause tekee laskemisesta tehokkaampaa. Seuraavaksi tutustumme
Cayley-Hamiltonin lauseen hyödyntämiseen käänteismatriisin etsimisessä.

7.2 Negatiiviset eksponentit

Käänteismatriisin laskeminen voi matriisin koosta riippuen olla hyvinkin työlästä
laskea käsin. Cayley-Hamiltonin lauseen soveltaminen onkin kätevä tapa käänteis-
matriisin löytämiseen verrattuna muihin keinoihin, kuten esimerkiksi liittomatriisin
tai Gaussin-eliminointimenetelmän hyödyntämiseen.

Cayley-Hamiltonin lause on myös oiva työkalu matriisin negatiivisten potenssien
laskemisessa, sillä se ei vaadi paljoa matriisitulojen laskemista, minkä seurauksena
mahdollisten laskuvirheiden tapahtuminen on helposti vältettävissä. Havainnolliste-
taan seuraavaksi Cayley-Hamiltonin lauseen tehokkuutta käänteismatriisin etsimi-
sessä esimerkkien avulla.

Esimerkki 7.3. Lasketaan matriisin 𝐴 =

(︃
2 4
1 3

)︃
käänteismatriisi hyödyntäen Cayley-

Hamiltonin lausetta. Ratkaistaan ensimmäiseksi matriisin karakteristinen polynomi
𝑐𝐴.

𝑐𝐴 (𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) = (2 − 𝜆) (3 − 𝜆) − 4 = 𝜆2 − 5𝜆 + 2.
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Sĳoitetaan 𝐴 polynomiin 𝑐𝐴, jolloin saamme Cayley-Hamiltonin lauseen mukaan

𝐴2 − 5𝐴 + 2𝐼 = 0.

Tunnetusti 𝐴𝐴−1 = 𝐼, joten ratkaistaan edellä saamastamme yhtälöstä I ja kerrotaan
yhtälön molemmat puolet matriisilla 𝐴−1, jolloin saamme käänteismatriisin yhtälön.

2𝐼 = −𝐴2 + 5𝐴

⇔ 𝐼 =
1
2
(−𝐴2 + 5𝐴)

⇔ 𝐴−1 =
1
2
(−𝐴 + 5𝐼)

=
1
2

(︃
−2 + 5 −4
−1 −3 + 5

)︃
=

(︃ 3
2 −2
−1
2 1

)︃
.

Jos haluamme selvittää matriisin 𝐴−2, niin saamme sen helposti ratkaistua edellä
ratkaistusta käänteismatriisin kaavasta seuraavasti:

𝐴−2 = 𝐴−1𝐴−1 =
1
4
(𝐴2 − 10𝐴 + 25𝐼)

=
1
4
(︁
(5𝐴 − 2𝐼) − 10𝐴 + 25𝐼)

)︁
=

1
4
(−5𝐴 + 23𝐼)

=

(︃ 13
4 −5
−5
4 2

)︃
.
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