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Tässä työssä tarkastellaan lähdekirjallisuutta käyttäen topologisen avaruuden kom-
paktisointia. Topologisen avaruuden 𝑋 kompaktisoinnissa muodostetaan homeomor-
fismi avaruudelta 𝑋 jonkin kompaktin Hausdorffin avaruuden tiheälle aliavaruudelle.
Kompaktisoinnissa tarvittava tärkeä apuväline on Tihonovin lause, joka voidaan to-
distaa Zornin lemman avulla ja jonka mukaan jokainen kompaktien avaruuksien
tuloavaruus on kompakti.

Topologisen avaruuden tulee aina täyttää tietyt ehdot, jotta sille voidaan muodos-
taa kompaktisointi. Täysin säännöllisiä Hausdorffin avaruuksia kutsutaan Tihonovin
avaruuksiksi. Voidaan osoittaa, että Tihonovin avaruuksia ovat täsmälleen ne topolo-
giset avaruudet, jotka ovat homeomorfisia kompaktien Hausdorffien aliavaruuksien
kanssa. Tästä puolestaan seuraa, että Tihonovin avaruuksia ovat täsmälleen ne topo-
logiset avaruudet, joille on olemassa kompaktisointi.

Topologisia avaruuksia voidaan kompaktisoida eri tavoin. Topologisen avaruu-
den yhden pisteen kompaktisointi muodostetaan lisäämällä alkuperäiseen avaruuteen
yksi piste ja määrittelemällä tälle laajennetulle joukolle tietynlainen uusi topologia.
Topologiselle avaruudelle on olemassa yhden pisteen kompaktisointi, jos ja vain jos
se on lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Lisäksi topolo-
gisen avaruuden mitkä tahansa kaksi yhden pisteen kompaktisointia ovat keskenään
homeomorfisia.

Toinen erityinen tapa kompaktisoida topologinen avaruus on Stone–Čech-kom-
paktisointi, jolla on seuraava ominaisuus: Oletetaan, että 𝑋 on topologinen avaruus
ja 𝛽𝑋 avaruuden 𝑋 Stone–Čech-kompaktisoinnin muodostava kompakti Hausdorf-
fin avaruus. Tällöin mikä tahansa jatkuva kuvaus avaruudelta 𝑋 jollekin kompaktille
Hausdorffin avaruudelle 𝑌 "laajenee"yksikäsitteisellä tavalla jatkuvaksi kuvaukseksi
avaruudelta 𝛽𝑋 avaruudelle𝑌 . Tihonovin lauseen avulla voidaan osoittaa, että jokai-
selle Tihonovin avaruudelle on olemassa Stone–Čech-kompaktisointi. Lisäksi Tiho-
novin avaruuden mitkä tahansa kaksi Stone–Čech-kompaktisointia ovat keskenään
homeomorfisia.

Avainsanat: topologia, kompaktisuus, kompaktisointi

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Tässä tutkielmassa tarkastellaan topologisen avaruuden kompaktisointia ja niitä ava-
ruuksia, joilla on kompaktisointi. Luvussa 2 todistetaan Zornin lemman avulla Tiho-
novin lause, jota tarvitaan tutkielman myöhemmissä osioissa. Tihonovin lause sanoo,
että jokainen kompaktien avaruuksien tuloavaruus on kompakti.

Luvussa 3 tutustutaan Tihonovin avaruuksina tunnettuihin topologisiin avaruuk-
siin. Muun muassa osoitetaan, että mikä tahansa Tihonovin avaruuden aliavaruus ja
jokainen Tihonovin avaruuksien tuloavaruus ovat Tihonovin avaruuksia. Erityisesti
myös osoitetaan, että topologinen avaruus on Tihonovin avaruus, jos ja vain jos se
on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden aliavaruuden kanssa.

Luvussa 4 perehdytään itse kompaktisointiin. Aliluvussa 4.1 esitetään määritel-
mä kompaktisoinnille ja osoitetaan, että topologisella avaruudella on kompaktisointi,
jos ja vain jos se on Tihonovin avaruus. Aliluvuissa 4.2 ja 4.3 tarkastellaan lokaalisti
kompakteja avaruuksia ja yhden pisteen kompaktisointia. Osoitetaan, että topologi-
sella avaruudella on yhden pisteen kompaktisointi, jos ja vain jos se on lokaalisti
kompakti Hausdorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Lisäksi todistetaan joitakin lo-
kaalisti kompakteja avaruuksia koskevia perustuloksia. Aliluku 4.4 käsittelee Stone–
Čech-kompaktisointia. Erityisesti osoitetaan, että jokaisella Tihonovin avaruudella
on Stone–Čech-kompaktisointi.

Lukijan oletetaan tuntevan tietyt analyysin, joukko-opin ja topologian perusasiat.
Oletetaan varsinkin, että lukija hallitsee Tampereen yliopiston Topologia-opinto-
jaksolla käsiteltävät asiat. Tämä tarkoittaa, että monet joukko-opillisen topologian
käsitteet ja tulokset oletetaan tunnetuiksi. Tutkielman lähteinä käytetään joukko-
oppia ja topologiaa käsitteleviä teoksia.
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2 Tihonovin lause

2.1 Äärellisen leikkauksen ominaisuus

Tässä aliluvussa esitetään määritelmä äärellisen leikkauksen ominaisuudelle ja muo-
dostetaan sen avulla ehto topologisen avaruuden kompaktisuudelle. Kyseistä ehtoa
käytetään myöhemmin Tihonovin lauseen todistamiseen.

Määritelmä 2.1 (vrt. [2, s. 20]). Olkoon 𝑋 joukko ja F joukon 𝑋 osajoukkojen
kokoelma. Sanotaan, että kokoelmalla F on äärellisen leikkauksen ominaisuus, jos
𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ · · · ∩ 𝐹𝑛 ≠ ∅ aina, kun 𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛 ∈ F (𝑛 ∈ ℤ+).

Lause 2.1. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Tällöin 𝑋 on kompakti, jos ja vain jos
jokainen avaruuden 𝑋 suljettujen osajoukkojen kokoelma F , jolla on äärellisen
leikkauksen ominaisuus, toteuttaa ehdon

⋂︁
𝐹∈F 𝐹 ≠ ∅.

Todistus (vrt. [2, s. 20–21]). Oletetaan ensin, että 𝑋 on kompakti. Olkoon F ava-
ruuden 𝑋 suljettujen osajoukkojen kokoelma, jolla on äärellisen leikkauksen ominai-
suus. Tehdään vastaoletus, että

⋂︁
𝐹∈F 𝐹 = ∅. Määritellään U = { 𝑋 \ 𝐹 | 𝐹 ∈ F }.

Koska jokainen 𝐹 ∈ F on suljettu avaruudessa 𝑋 , niin jokainen 𝑈 ∈ U on avoin
avaruudessa 𝑋 . Lisäksi De Morganin lain ja vastaoletuksen nojalla⋃︂

𝑈∈U
𝑈 =

⋃︂
𝐹∈F

(𝑋 \ 𝐹) = 𝑋 \
⋂︂
𝐹∈F

𝐹 = 𝑋 \ ∅ = 𝑋.

Siis U on avaruuden X avoin peite. Koska X on kompakti, peitteellä U on
äärellinen osapeite. Siis on olemassa sellaiset 𝑈1,𝑈2, . . . ,𝑈𝑛 ∈ U (𝑛 ∈ ℤ+), että
𝑈1 ∪ 𝑈2 ∪ · · · ∪ 𝑈𝑛 = 𝑋 . Lisäksi jokaista 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} kohti voidaan valita
sellainen 𝐹𝑖 ∈ F , että 𝑈𝑖 = 𝑋 \ 𝐹𝑖.

Koska De Morganin lain nojalla

𝑋 \ (𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ · · · ∩ 𝐹𝑛) = (𝑋 \ 𝐹1) ∪ (𝑋 \ 𝐹2) ∪ · · · ∪ (𝑋 \ 𝐹𝑛)
= 𝑈1 ∪𝑈2 ∪ · · · ∪𝑈𝑛

= 𝑋,

niin 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ · · · ∩ 𝐹𝑛 = ∅. Tämä on ristiriita, sillä kokoelmalla F on äärellisen
leikkauksen ominaisuus. Siis vastaoletus on väärä, ja

⋂︁
𝐹∈F 𝐹 ≠ ∅.

Todistetaan sitten käänteinen väite. Oletetaan, että jokainen avaruuden 𝑋 suljettu-
jen osajoukkojen kokoelma F , jolla on äärellisen leikkauksen ominaisuus, toteuttaa
ehdon

⋂︁
𝐹∈F 𝐹 ≠ ∅. Osoitetaan, että 𝑋 on kompakti. Olkoon U avaruuden 𝑋 avoin

peite. Tällöin
⋃︁

𝑈∈U𝑈 = 𝑋 . Määritellään F = { 𝑋 \𝑈 | 𝑈 ∈ U }. Koska jokainen
𝑈 ∈ U on avoin avaruudessa 𝑋 , niin jokainen 𝐹 ∈ F on suljettu avaruudessa 𝑋 .
Lisäksi De Morganin lain nojalla⋂︂

𝐹∈F
𝐹 =

⋂︂
𝑈∈U

(𝑋 \𝑈) = 𝑋 \
⋃︂
𝑈∈U

𝑈 = 𝑋 \ 𝑋 = ∅.
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Siispä oletuksen nojalla avaruuden 𝑋 suljettujen osajoukkojen kokoelmalla F ei
ole äärellisen leikkauksen ominaisuutta. Täten on olemassa sellaiset 𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛 ∈
F (𝑛 ∈ ℤ+), että 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ · · · ∩ 𝐹𝑛 = ∅. Lisäksi jokaista 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} kohti
voidaan valita sellainen 𝑈𝑖 ∈ U, että 𝐹𝑖 = 𝑋 \𝑈𝑖.

Koska De Morganin lain nojalla

𝑋 \ (𝑈1 ∪𝑈2 ∪ · · · ∪𝑈𝑛) = (𝑋 \𝑈1) ∩ (𝑋 \𝑈2) ∩ · · · ∩ (𝑋 \𝑈𝑛)
= 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ · · · ∩ 𝐹𝑛

= ∅,

niin 𝑈1 ∪ 𝑈2 ∪ · · · ∪ 𝑈𝑛 = 𝑋 . Siis joukot 𝑈1,𝑈2, . . . ,𝑈𝑛 muodostavat peitteen U
äärellisen osapeitteen, joten 𝑋 on kompakti. □

2.2 Tihonovin lauseen todistus

Tihonovin lauseen todistamista varten esitetään Zornin lemmana tunnettu joukko-
opin aksiooma, joka on yhtäpitävä valinta-aksiooman kanssa [3, s. 270].

Aksiooma 2.1 (Zornin lemma, vrt. [3, s. 270]). Olkoon 𝑋 epätyhjä osittain järjestetty
joukko. Jos joukon 𝑋 jokaisella lineaarijärjestetyllä osajoukolla on yläraja, niin
joukossa 𝑋 on maksimaalinen alkio.

Apulause 2.1 (vrt. [4, s. 233]). Olkoon 𝑋 joukko ja F joukon 𝑋 osajoukkojen
kokoelma, jolla on äärellisen leikkauksen ominaisuus. Tällöin on olemassa sellainen
joukon 𝑋 osajoukkojen kokoelma D, että seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) F ⊆ D.

(2) Kokoelmalla D on äärellisen leikkauksen ominaisuus.

(3) Jos C on joukon 𝑋 osajoukkojen kokoelma, jolla on äärellisen leikkauksen
ominaisuus, ja D ⊆ C, niin D = C.

Sanotaan, että kokoelma D on maksimaalinen äärellisen leikkauksen ominaisuuden
suhteen.

Todistus (vrt. [3, s. 273] ja [4, s. 233]). Olkoon Z joukko, joka koostuu kaikista jou-
kon 𝑋 osajoukkojen kokoelmista, joihin F sisältyy ja joilla on äärellisen leikkauksen
ominaisuus. Asetetaan osajoukkorelaatio (⊆) joukon Z osittaiseksi järjestykseksi.
Osoitetaan, että joukossa Z on maksimaalinen alkio.

Nyt F ∈ Z, joten Z ≠ ∅. Olkoon Y lineaarijärjestetty joukon Z osajoukko. Jotta
voidaan käyttää Zornin lemmaa, osoitetaan, että joukolla Y on yläraja. Jos Y = ∅,
niin F on joukon Y yläraja. Oletetaan sitten, että Y ≠ ∅. Osoitetaan, että joukon 𝑋

osajoukkojen kokoelma
S =

⋃︂
Y∈Y

Y
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on joukon Y on yläraja. Ensinnäkin Y ⊆ S kaikilla Y ∈ Y. Toiseksi täytyy osoittaa,
että S ∈ Z.

Osoitetaan siis, että F ⊆ S ja että kokoelmalla S on äärellisen leikkauksen
ominaisuus. Koska Y ≠ ∅, niin on olemassa Y ′ ∈ Y ⊆ Z, ja F ⊆ Y′ ⊆ S.
Olkoot sitten 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛 ∈ S (𝑛 ∈ ℤ+). Tällöin jokaista 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} kohti
voidaan valita sellainen Y𝑖 ∈ Y, että 𝑆𝑖 ∈ Y𝑖. Koska Y on lineaarijärjestetty, niin
joukko {Y1,Y2, . . . ,Y𝑛} ⊆ Y on lineaarijärjestetty. Täten on olemassa sellainen
𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, että Y1,Y2, . . . ,Y𝑛 ⊆ Y𝑘 . Siispä 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛 ∈ Y𝑘 . Lisäksi
koskaY𝑘 ∈ Y ⊆ Z, niin kokoelmallaY𝑘 on äärellisen leikkauksen ominaisuus. Siispä
𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑛 ≠ ∅, joten kokoelmalla S on äärellisen leikkauksen ominaisuus.

Siis S ∈ Z, joten S on joukon Y yläraja. Tällöin Zornin lemman nojalla joukossa
Z on maksimaalinen alkio D. Koska D ∈ Z, niin D on joukon 𝑋 osajoukkojen
kokoelma, joka toteuttaa ehdot (1) ja (2). Ehtoa (3) varten oletetaan, että C on joukon
𝑋 osajoukkojen kokoelma, jolla on äärellisen leikkauksen ominaisuus, ja D ⊆ C.
Tällöin F ⊆ D ⊆ C, joten C ∈ Z. Koska D on maksimaalinen joukossa Z ja D ⊆ C,
niin D = C. Siis D toteuttaa myös ehdon (3). □

Apulause 2.2. Olkoon 𝑋 joukko ja D joukon 𝑋 osajoukkojen kokoelma, joka on
maksimaalinen äärellisen leikkauksen ominaisuuden suhteen. Tällöin:

(a) Jos 𝐴 on kokoelman D äärellisen monen jäsenen leikkaus, niin 𝐴 ∈ D.

(b) Jos 𝐵 ⊆ 𝑋 ja 𝐵 ∩ 𝐷 ≠ ∅ kaikilla 𝐷 ∈ D, niin 𝐵 ∈ D.

Todistus (vrt. [4, s. 234]). (a) Olkoon 𝐴 kokoelman D äärellisen monen jäsenen
leikkaus. Määritellään joukon 𝑋 osajoukkojen kokoelma S = D ∪ {𝐴}. Osoitetaan,
että kokoelmalla S on äärellisen leikkauksen ominaisuus.

Olkoon 𝑆 kokoelman S = D ∪ {𝐴} äärellisen monen jäsenen leikkaus. Jos
yksikään kyseisistä jäsenistä ei ole joukko 𝐴, niin jokainen niistä kuuluu kokoelmaan
D ja 𝑆 ≠ ∅, sillä kokoelmalla D on äärellisen leikkauksen ominaisuus. Muutoin
leikkaus 𝑆 on muotoa

𝑆 = 𝐴 ∩ 𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ · · · ∩ 𝐷𝑛, missä 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑛 ∈ D (𝑛 ∈ ℤ+).

Tässäkin tapauksessa 𝑆 ≠ ∅, koska 𝐴 (ja täten 𝑆) on kokoelman D äärellisen monen
jäsenen leikkaus ja kokoelmalla D on äärellisen leikkauksen ominaisuus.

Siis 𝑆 ≠ ∅, joten kokoelmalla S on äärellisen leikkauksen ominaisuus. Lisäksi
D ⊆ S, joten kokoelman D maksimaalisuudesta seuraa, että D = S. Siis 𝐴 ∈ S =

D.
(b) Oletetaan, että 𝐵 ⊆ 𝑋 ja 𝐵 ∩ 𝐷 ≠ ∅ kaikilla 𝐷 ∈ D. Määritellään joukon 𝑋

osajoukkojen kokoelma S = D ∪ {𝐵}. Kuten kohdan (a) todistuksessa, osoitetaan,
että kokoelmalla S on äärellisen leikkauksen ominaisuus.

Olkoon 𝑆 kokoelman S = D ∪ {𝐵} äärellisen monen jäsenen leikkaus. Jos
yksikään kyseisistä jäsenistä ei ole joukko 𝐵, niin jokainen niistä kuuluu kokoelmaan
D ja 𝑆 ≠ ∅, sillä kokoelmalla D on äärellisen leikkauksen ominaisuus. Muutoin
leikkaus 𝑆 on muotoa

𝑆 = 𝐵 ∩ 𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ · · · ∩ 𝐷𝑛, missä 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑛 ∈ D (𝑛 ∈ ℤ+).
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Tässä tapauksessa kohdan (a) perusteella 𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ · · · ∩ 𝐷𝑛 ∈ D, joten oletuksen
nojalla 𝑆 = 𝐵 ∩ (𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ · · · ∩ 𝐷𝑛) ≠ ∅.

Siis 𝑆 ≠ ∅, joten kokoelmalla S on äärellisen leikkauksen ominaisuus. Lisäksi
D ⊆ S, joten kokoelman D maksimaalisuudesta seuraa, että D = S. Siis 𝐵 ∈ S =

D. □

Seuraavan lauseen todistuksessa ja yleisestikin tässä tutkielmassa topologisen
avaruuden 𝑋 osajoukon 𝐴 sulkeumalle käytetään merkintää 𝐴 tai cl𝑋 (𝐴). Lisäksi
topologisen avaruuden 𝑋 pisteen 𝑥 ympäristöllä tarkoitetaan avaruuden 𝑋 avointa
osajoukkoa, joka sisältää pisteen 𝑥.

Lause 2.2 (Tihonovin lause). Olkoon (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 perhe topologisia avaruuksia. Jos
jokainen 𝑋𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) on kompakti, niin tuloavaruus

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 on kompakti.

Todistus (vrt. [3, s. 274]). Oletetaan, että jokainen 𝑋𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) on kompakti. Osoitetaan
lauseen 2.1 avulla, että tuloavaruus 𝑋 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 on kompakti. Olkoon F avaruuden

𝑋 suljettujen osajoukkojen kokoelma, jolla on äärellisen leikkauksen ominaisuus.
Täytyy osoittaa, että

⋂︁
𝐹∈F 𝐹 ≠ ∅.

Apulauseen 2.1 nojalla on olemassa avaruuden 𝑋 osajoukkojen kokoelma D,
johon F sisältyy ja joka on maksimaalinen äärellisen leikkauksen ominaisuuden
suhteen. Seuraavaksi tavoitteena on löytää sellainen 𝑥 ∈ 𝑋 , että 𝑥 ∈ ⋂︁

𝐷∈D 𝐷.
Olkoon jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 kohti 𝑝𝑖 : 𝑋 → 𝑋𝑖 projektio, jolle siis pätee 𝑝𝑖 (𝑥) = 𝑥𝑖

kaikilla 𝑥 =
(︁
𝑥 𝑗

)︁
𝑗∈𝐼 ∈ 𝑋 . Olkoon sitten 𝑖 ∈ 𝐼. Määritellään avaruuden 𝑋𝑖 suljettujen

osajoukkojen kokoelma
C =

{︂
𝑝𝑖 (𝐷) | 𝐷 ∈ D

}︂
.

Osoitetaan, että kokoelmalla C on äärellisen leikkauksen ominaisuus.
Olkoon 𝑆 kokoelman C äärellisen monen jäsenen leikkaus. Tällöin se on muotoa

𝑆 = 𝑝𝑖 (𝐷1) ∩ 𝑝𝑖 (𝐷2) ∩ · · · ∩ 𝑝𝑖 (𝐷𝑛), missä 𝐷1, 𝐷2, . . . 𝐷𝑛 ∈ D (𝑛 ∈ ℤ+).

Koska kokoelmalla D on äärellisen leikkauksen ominaisuus, niin on olemassa 𝑥 ∈
𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ · · · ∩ 𝐷𝑛. Siispä 𝑝𝑖 (𝑥) ∈ 𝑝𝑖 (𝐷 𝑗 ) ⊆ 𝑝𝑖 (𝐷 𝑗 ) kaikilla 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛},
joten 𝑝𝑖 (𝑥) ∈ 𝑆 ≠ ∅. Siispä kokoelmalla C on äärellisen leikkauksen ominaisuus.

Koska 𝑋𝑖 on kompakti ja kokoelmalla C on äärellisen leikkauksen ominaisuus,
niin lauseen 2.1 nojalla ⋂︂

𝐷∈D
𝑝𝑖 (𝐷) =

⋂︂
𝐶∈C

𝐶 ≠ ∅.

Siispä jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 ja siihen liittyvää projektiota 𝑝𝑖 kohti voidaan valita sellainen
𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, että 𝑥𝑖 ∈ 𝑝𝑖 (𝐷) kaikilla 𝐷 ∈ D. Asetetaan 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 . Tällöin 𝑥 ∈ 𝑋 .
Osoitetaan, että 𝑥 ∈ ⋂︁

𝐷∈D 𝐷.
Olkoon 𝐷 ∈ D. Olkoon sitten 𝑈 pisteen 𝑥 ympäristö avaruudessa 𝑋 . Tällöin on

olemassa sellainen avaruuden 𝑋 topologian kannan jäsen 𝐵, että 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈. Koska
𝐵 kuuluu avaruuden 𝑋 tulotopologian kantaan, niin 𝐵 on muotoa

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑈𝑖, missä

𝑈𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 on avoin kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼. Lisäksi on olemassa sellainen äärellinen 𝐽 ⊆ 𝐼, että
𝑈𝑖 = 𝑋𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽.
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Havaitaan, että kaikilla 𝑦 = (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋 on voimassa

𝑦 ∈ 𝐵 ⇔ 𝑦 ∈
∏︂
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖

⇔ 𝑦𝑖 ∈ 𝑈𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼

⇔ 𝑦𝑖 ∈ 𝑋𝑖 = 𝑈𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽, ja 𝑝𝑖 (𝑦) = 𝑦𝑖 ∈ 𝑈𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐽

⇔ 𝑦 ∈ 𝑝𝑖
−1(𝑈𝑖) kaikilla 𝑖 ∈ 𝐽.

Siispä 𝐵 =
⋂︁

𝑖∈𝐽 𝑝𝑖
−1(𝑈𝑖). Osoitetaan apulauseen 2.2 avulla, että 𝑝𝑖

−1(𝑈𝑖) ∈ D
kaikilla 𝑖 ∈ 𝐽.

Olkoon 𝑖 ∈ 𝐽 ⊆ 𝐼. Koska 𝑥 ∈ 𝐵, niin 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑖. Siis 𝑈𝑖 on pisteen 𝑥𝑖 ympäristö.
Olkoon sitten 𝐺 ∈ D. Aiemmin 𝑥𝑖 valittiin niin, että 𝑥𝑖 ∈ 𝑝𝑖 (𝐺). Koska𝑈𝑖 on pisteen
𝑥𝑖 ympäristö ja 𝑥𝑖 ∈ 𝑝𝑖 (𝐺), niin tunnetun sulkeuman ominaisuuden perusteella
𝑈𝑖 ∩ 𝑝𝑖 (𝐺) ≠ ∅. Siis on olemassa 𝑡 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑝𝑖 (𝐺). Koska 𝑡 ∈ 𝑝𝑖 (𝐺), niin on olemassa
sellainen 𝑦 ∈ 𝐺, että 𝑝𝑖 (𝑦) = 𝑡. Lisäksi koska 𝑝𝑖 (𝑦) = 𝑡 ∈ 𝑈𝑖, niin 𝑦 ∈ 𝑝𝑖

−1(𝑈𝑖). Siis
𝑦 ∈ 𝑝𝑖

−1(𝑈𝑖) ∩ 𝐺. Siispä 𝑝𝑖
−1(𝑈𝑖) ∩ 𝐺 ≠ ∅ kaikilla 𝐺 ∈ D, joten apulauseen 2.2

kohdan (b) nojalla 𝑝𝑖
−1(𝑈𝑖) ∈ D. Siispä 𝑝𝑖

−1(𝑈𝑖) ∈ D kaikilla 𝑖 ∈ 𝐽.
Koska kokoelmalla D on äärellisen leikkauksen ominaisuus ja 𝐽 on äärellinen,

niin
𝐵 ∩ 𝐷 =

⋂︂
𝑖∈𝐽

𝑝𝑖
−1(𝑈𝑖) ∩ 𝐷 ≠ ∅.

Lisäksi 𝐵 ⊆ 𝑈 ja 𝐵 ∩ 𝐷 ⊆ 𝑈 ∩ 𝐷, joten 𝑈 ∩ 𝐷 ≠ ∅. Siispä 𝑈 ∩ 𝐷 ≠ ∅ kaikilla
pisteen 𝑥 ympäristöillä 𝑈, joten 𝑥 ∈ 𝐷.

Siispä 𝑥 ∈ 𝐷 kaikilla 𝐷 ∈ D. Näin ollen kaikilla 𝐹 ∈ F ⊆ D joukko 𝐹 on
suljettu ja 𝑥 ∈ 𝐹 = 𝐹. Siispä 𝑥 ∈ ⋂︁

𝐹∈F 𝐹 ≠ ∅, joten lauseen 2.1 nojalla tuloavaruus
𝑋 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 on kompakti. □
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3 Tihonovin avaruudet

3.1 Homeomorfismin muodostamista koskeva lause

Tässä aliluvussa esitetään ja todistetaan lause, jonka avulla muodostetaan myöhem-
min homeomorfismi topologiselta avaruudelta tietylle tuloavaruuden aliavaruudelle.

Lause 3.1. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus ja (𝑌𝑖)𝑖∈𝐼 perhe topologisia avaruuksia.
Jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 kohti olkoon 𝑓𝑖 : 𝑋 → 𝑌𝑖 jatkuva kuvaus. Tarkastellaan tuloavaruutta
𝑌 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑌𝑖. Määritellään kuvaus

𝑒 : 𝑋 → 𝑌 : 𝑥 ↦→ ( 𝑓𝑖 (𝑥))𝑖∈𝐼 .

Määritellään sitten kuvaus

𝑒′ : 𝑋 → 𝑒(𝑋) : 𝑥 ↦→ 𝑒(𝑥).

Tällöin kuvaus 𝑒′ on homeomorfismi avaruudelta 𝑋 avaruuden 𝑌 aliavaruudelle
𝑒(𝑋), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Jos 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 ja 𝑥1 ≠ 𝑥2, niin on olemassa sellainen 𝑖 ∈ 𝐼, että 𝑓𝑖 (𝑥1) ≠ 𝑓𝑖 (𝑥2).

(2) Jos 𝑥 ∈ 𝑋 ja 𝐴 on avaruuden 𝑋 suljettu osajoukko, joka ei sisällä pistettä 𝑥,
niin on olemassa sellainen 𝑖 ∈ 𝐼, että 𝑓𝑖 (𝑥) ∉ 𝑓𝑖 (𝐴).

Todistus (vrt. [3, s. 239 ja s. 263]). Oletetaan, että ehdot (1) ja (2) ovat voimassa.
Selvästi ehdosta (1) seuraa, että kuvaus 𝑒 : 𝑋 → 𝑌 on injektio. Siispä kuvaus 𝑒′ : 𝑋 →
𝑒(𝑋) on injektio. Kuvaus 𝑒′ on myös surjektio, joten se on bijektio.

Osoitetaan, että 𝑒′ on jatkuva. Jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 kohti olkoon 𝑝𝑖 : 𝑌 → 𝑌𝑖 projektio.
Jos tällöin 𝑖 ∈ 𝐼 ja 𝑥 ∈ 𝑋 , niin

(𝑝𝑖 ◦ 𝑒) (𝑥) = 𝑝𝑖 (𝑒(𝑥)) = 𝑝𝑖 (
(︁
𝑓 𝑗 (𝑥)

)︁
𝑗∈𝐼) = 𝑓𝑖 (𝑥).

Siispä 𝑝𝑖 ◦ 𝑒 = 𝑓𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼. Koska kuvauksen 𝑒 jokainen komponentti 𝑝𝑖 ◦ 𝑒 = 𝑓𝑖

(𝑖 ∈ 𝐼) on jatkuva, niin kuvaus 𝑒 : 𝑋 → 𝑌 on jatkuva. Tunnetusti tästä seuraa, että
myös kuvaus 𝑒′ : 𝑋 → 𝑒(𝑋) on jatkuva.

Osoitetaan sitten, että bijektio 𝑒′ on avoin kuvaus, minkä seurauksena sen kään-
teiskuvaus on jatkuva. Olkoon 𝑈 avaruuden 𝑋 avoin osajoukko ja 𝑥 ∈ 𝑈. Tällöin
𝑋 \ 𝑈 on suljettu avaruudessa 𝑋 , ja 𝑥 ∉ 𝑋 \ 𝑈. Siispä ehdon (2) perusteella on
olemassa sellainen 𝑘 ∈ 𝐼, että 𝑓𝑘 (𝑥) ∉ 𝑓𝑘 (𝑋 \𝑈). Määritellään

𝑊𝑥 =
∏︂
𝑖∈𝐼

𝑉𝑖, missä 𝑉𝑘 = 𝑌𝑘 \ 𝑓𝑘 (𝑋 \𝑈) ja 𝑉𝑖 = 𝑌𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ {𝑘} .

Tällöin 𝑉𝑖 ⊆ 𝑌𝑖 on avoin kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼. Koska lisäksi 𝑉𝑖 = 𝑌𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ {𝑘}, niin
𝑊𝑥 kuuluu avaruuden 𝑌 tulotopologian kantaan. Merkitään 𝑊′

𝑥 = 𝑊𝑥 ∩ 𝑒(𝑋). Koska
𝑊𝑥 on avoin avaruudessa 𝑌 , niin 𝑊′

𝑥 on avoin avaruudessa 𝑒(𝑋).
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Osoitetaan, että 𝑒′(𝑥) ∈ 𝑊′
𝑥 . Huomioidaan, että 𝑓𝑘 (𝑥) ∈ 𝑌𝑘 \ 𝑓𝑘 (𝑋 \𝑈) = 𝑉𝑘 ja

𝑓𝑖 (𝑥) ∈ 𝑌𝑖 = 𝑉𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ {𝑘}. Siispä 𝑓𝑖 (𝑥) ∈ 𝑉𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼, joten

𝑒′(𝑥) = ( 𝑓𝑖 (𝑥))𝑖∈𝐼 ∈
∏︂
𝑖∈𝐼

𝑉𝑖 ∩ 𝑒(𝑋) = 𝑊𝑥 ∩ 𝑒(𝑋) = 𝑊′
𝑥 .

Osoitetaan vielä, että 𝑊′
𝑥 ⊆ 𝑒′(𝑈). Olkoon 𝑤 ∈ 𝑊′

𝑥 = 𝑊𝑥 ∩ 𝑒(𝑋). Koska 𝑤 ∈
𝑒(𝑋), niin on olemassa sellainen 𝑡 ∈ 𝑋 , että 𝑤 = 𝑒(𝑡) = 𝑒′(𝑡) = ( 𝑓𝑖 (𝑡))𝑖∈𝐼 . Koska
lisäksi 𝑤 ∈ 𝑊𝑥 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑉𝑖, niin

𝑓𝑘 (𝑡) ∈ 𝑉𝑘

⇒ 𝑓𝑘 (𝑡) ∈ 𝑌𝑘 \ 𝑓𝑘 (𝑋 \𝑈)
⇒ 𝑓𝑘 (𝑡) ∉ 𝑓𝑘 (𝑋 \𝑈)
⇒ 𝑓𝑘 (𝑡) ∉ 𝑓𝑘 (𝑋 \𝑈)
⇒ 𝑡 ∉ 𝑋 \𝑈
⇒ 𝑡 ∈ 𝑈.

Siispä 𝑤 = 𝑒′(𝑡) ∈ 𝑒′(𝑈), joten 𝑊′
𝑥 ⊆ 𝑒′(𝑈).

Jokaista 𝑥 ∈ 𝑈 kohti voidaan muodostaa edellä kuvattu joukko 𝑊′
𝑥 . Merkitään

𝑊 =
⋃︁

𝑥∈𝑈 𝑊′
𝑥 . Tällöin 𝑊 on avoin avaruudessa 𝑒(𝑋), sillä se on avointen joukkojen

yhdiste. Koska 𝑒′(𝑥) ∈ 𝑊′
𝑥 ⊆ 𝑊 kaikilla 𝑥 ∈ 𝑈, niin 𝑒′(𝑈) ⊆ 𝑊 . Lisäksi 𝑊 ⊆ 𝑒′(𝑈),

sillä 𝑊′
𝑥 ⊆ 𝑒′(𝑈) kaikilla 𝑥 ∈ 𝑈. Siispä 𝑒′(𝑈) = 𝑊 on avoin avaruudessa 𝑒(𝑋), joten

𝑒′ on avoin kuvaus.
Siis 𝑒′ on jatkuva bijektio, jonka käänteiskuvaus on jatkuva. Toisin sanoen 𝑒′ on

homeomorfismi. □

Seuraus 3.1. Tehdään samat oletukset ja määrittelyt kuin lauseessa 3.1. Oletetaan
lisäksi, että kaikilla 𝑥 ∈ 𝑋 joukko {𝑥} on suljettu avaruudessa 𝑋 . Tällöin kuvaus 𝑒′

on homeomorfismi avaruudelta 𝑋 avaruuden 𝑌 aliavaruudelle 𝑒(𝑋), jos lauseen 3.1
ehto (2) on voimassa.

Todistus (vrt. [3, s. 240 ja s. 263]). Oletetaan, että lauseen 3.1 ehto (2) on voimassa.
Kyseisen lauseen nojalla riittää osoittaa, että myös ehto (1) on voimassa. Oletetaan,
että 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 ja 𝑥1 ≠ 𝑥2. Tällöin joukko {𝑥2} on suljettu avaruudessa 𝑋 ja 𝑥1 ∉ {𝑥2}.
Siispä ehdon (2) perusteella on olemassa sellainen 𝑖 ∈ 𝐼, että

𝑓𝑖 (𝑥1) ∉ 𝑓𝑖 ({𝑥2}) = { 𝑓𝑖 (𝑥2)}.

Siispä 𝑓𝑖 (𝑥1) ∉ { 𝑓𝑖 (𝑥2)}, joten 𝑓𝑖 (𝑥1) ≠ 𝑓𝑖 (𝑥2). □

3.2 Tihonovin avaruuksien ominaisuuksia

Määritelmä 3.1 (vrt. [3, s. 275] ja [4, s. 211]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus.
Avaruuden 𝑋 sanotaan olevan täysin säännöllinen, jos jokaista pistettä 𝑥 ∈ 𝑋 ja
pisteen 𝑥 ympäristöä 𝑈 kohti on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1],
että 𝑓 (𝑥) = 1 ja 𝑓 (𝑦) = 0 kaikilla 𝑦 ∈ 𝑋 \𝑈.
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Määritelmä 3.2 (vrt. [3, s. 275]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Avaruuden 𝑋 sa-
notaan olevan Tihonovin avaruus, jos 𝑋 on täysin säännöllinen Hausdorffin avaruus.

Voidaan osoittaa, että Tihonovin avaruuden aliavaruus ja Tihonovin avaruuksien
tuloavaruus ovat Tihonovin avaruuksia. Ensin kuitenkin osoitetaan, että Hausdorffin
avaruuksilla on vastaavat ominaisuudet.

Lause 3.2.

(a) Hausdorffin avaruuden aliavaruus on Hausdorffin avaruus.

(b) Hausdorffin avaruuksien tuloavaruus on Hausdorffin avaruus.

Todistus (vrt. [4, s. 196–197]). (a) Olkoon 𝑋 Hausdorffin avaruus ja 𝐴 sen aliava-
ruus. Oletetaan, että 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ja 𝑥 ≠ 𝑦. Koska 𝑋 on Hausdorffin avaruus, niin on
olemassa sellaiset avaruuden 𝑋 avoimet osajoukot 𝑈 ja 𝑉 , että 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 ja
𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. Nyt 𝑈 ∩ 𝐴 ja 𝑉 ∩ 𝐴 ovat avoimia avaruudessa 𝐴. Lisäksi 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐴,
𝑦 ∈ 𝑉 ∩ 𝐴 ja

(𝑈 ∩ 𝐴) ∩ (𝑉 ∩ 𝐴) = (𝑈 ∩𝑉) ∩ 𝐴 = ∅ ∩ 𝐴 = ∅.

Siispä 𝐴 on Hausdorffin avaruus.
(b) Olkoon (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 perhe Hausdorffin avaruuksia ja 𝑋 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 tuloavaruus.

Olkoon 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋 ja 𝑦 = (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋 . Oletetaan, että 𝑥 ≠ 𝑦. Tällöin on olemassa
sellainen 𝑘 ∈ 𝐼, että 𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘 . Lisäksi 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑋𝑘 . Koska 𝑋𝑘 on Hausdorffin avaruus,
niin on olemassa sellainen pisteen 𝑥𝑘 ympäristö 𝑈 ja sellainen pisteen 𝑦𝑘 ympäristö
𝑉 , että 𝑈 ∩𝑉 = ∅.

Tiedetään, että projektio 𝑝𝑘 : 𝑋 → 𝑋𝑘 on jatkuva, joten 𝑝−1
𝑘
(𝑈) ja 𝑝−1

𝑘
(𝑉)

ovat avoimia avaruudessa 𝑋 . Koska 𝑝𝑘 (𝑥) = 𝑥𝑘 ∈ 𝑈 ja 𝑝𝑘 (𝑦) = 𝑦𝑘 ∈ 𝑉 , niin
𝑥 ∈ 𝑝−1

𝑘
(𝑈) ja 𝑦 ∈ 𝑝−1

𝑘
(𝑉). Siis 𝑝−1

𝑘
(𝑈) on pisteen 𝑥 ympäristö ja 𝑝−1

𝑘
(𝑉) on pisteen

𝑦 ympäristö. Lisäksi 𝑝−1
𝑘
(𝑈) ∩ 𝑝−1

𝑘
(𝑉) = ∅, sillä muuten olisi olemassa sellainen

𝑧 ∈ 𝑝−1
𝑘
(𝑈) ∩ 𝑝−1

𝑘
(𝑉), että 𝑝𝑘 (𝑧) ∈ 𝑈 ∩𝑉 = ∅. Siispä 𝑋 on Hausdorffin avaruus. □

Lause 3.3.

(a) Tihonovin avaruuden aliavaruus on Tihonovin avaruus.

(b) Tihonovin avaruuksien tuloavaruus on Tihonovin avaruus.

Todistus (vrt. [4, s. 211–212]). (a) Olkoon 𝑋 Tihonovin avaruus ja 𝐴 sen aliavaruus.
Koska 𝑋 on Hausdorffin avaruus, niin 𝐴 on Hausdorffin avaruus. Täytyy osoittaa,
että 𝐴 on täysin säännöllinen.

Olkoon 𝑥 ∈ 𝐴 ja 𝑈 pisteen 𝑥 ympäristö. Koska 𝑈 on avoin avaruuden 𝑋 ali-
avaruudessa 𝐴, niin on olemassa sellainen avaruuden 𝑋 avoin osajoukko 𝑉 , että
𝑈 = 𝑉 ∩ 𝐴. Nyt 𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑉 , joten 𝑉 on pisteen 𝑥 ympäristö avaruudessa 𝑋 . Koska
𝑋 on täysin säännöllinen, niin on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1],
että 𝑓 (𝑥) = 1 ja 𝑓 (𝑦) = 0 kaikilla 𝑦 ∈ 𝑋 \𝑉 .
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Kuvauksen 𝑓 jatkuvuudesta seuraa, että sen rajoittuma 𝑓 ↾𝐴 : 𝐴 → [0, 1] on
jatkuva. Nyt 𝑓 ↾𝐴 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) = 1. Havaitaan sitten, että jos 𝑦 ∈ 𝐴 ja 𝑦 ∉ 𝑈 = 𝑉 ∩ 𝐴,
niin 𝑦 ∉ 𝑉 . Siispä kaikilla 𝑦 ∈ 𝐴 \ 𝑈 pätee 𝑦 ∈ 𝑋 \ 𝑉 ja 𝑓 ↾𝐴 (𝑦) = 𝑓 (𝑦) = 0.
Kuvauksen 𝑓 ↾𝐴 ominaisuuksien perusteella 𝐴 on täysin säännöllinen.

(b) Olkoon (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 perhe Tihonovin avaruuksia ja 𝑋 =
∏︁

𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 tuloavaruus.
Koska jokainen 𝑋𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) on Hausdorffin avaruus, niin 𝑋 on Hausdorffin avaruus.
Täytyy osoittaa, että 𝑋 on täysin säännöllinen.

Olkoon 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋 ja 𝑈 pisteen 𝑥 ympäristö. Tällöin on olemassa sellainen
avaruuden 𝑋 tulotopologian kannan jäsen 𝐵, että 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈. Nyt 𝐵 on muotoa∏︁

𝑖∈𝐼 𝑈𝑖, missä 𝑈𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 on avoin kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼. Lisäksi on olemassa sellainen
äärellinen 𝐽 ⊆ 𝐼, että 𝑈𝑖 = 𝑋𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽.

Seuraavaksi muodostetaan jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 kohti tietynlainen kuvaus 𝑔𝑖 : 𝑋 →
[0, 1]. Olkoon 𝑗 ∈ 𝐼. Koska

(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 = 𝑥 ∈ 𝐵 =
∏︂
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖,

niin 𝑥 𝑗 ∈ 𝑈 𝑗 . Siis 𝑈 𝑗 on pisteen 𝑥 𝑗 ympäristö. Koska 𝑋 𝑗 on täysin säännöllinen, niin
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 𝑗 : 𝑋 𝑗 → [0, 1], että 𝑓 𝑗 (𝑥 𝑗 ) = 1 ja 𝑓 𝑗 (𝑧) = 0
kaikilla 𝑧 ∈ 𝑋 𝑗 \𝑈 𝑗 . Olkoon 𝑝 𝑗 : 𝑋 → 𝑋 𝑗 projektio. Kuvaukset 𝑝 𝑗 ja 𝑓 𝑗 ovat jatkuvia,
joten yhdistetty kuvaus 𝑓 𝑗 ◦ 𝑝 𝑗 : 𝑋 → [0, 1] on jatkuva. Asetetaan 𝑔 𝑗 = 𝑓 𝑗 ◦ 𝑝 𝑗 .
Huomioidaan, että

𝑔 𝑗 (𝑥) = ( 𝑓 𝑗 ◦ 𝑝 𝑗 ) (𝑥) = 𝑓 𝑗 (𝑝 𝑗 (𝑥)) = 𝑓 𝑗 (𝑥 𝑗 ) = 1.

Muodostetaan sitten tavoiteltu jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1]. Jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 kohti
voidaan muodostaa edellä määritellyt jatkuvat kuvaukset 𝑓𝑖, 𝑝𝑖 ja erityisesti kuvaus
𝑔𝑖 : 𝑋 → [0, 1]. Koska 𝐽 ⊆ 𝐼 on äärellinen ja kertolasku on laskutoimituksena
suljettu joukossa [0, 1], niin voidaan määritellä kuvaus

𝑓 : 𝑋 → [0, 1] : 𝑦 ↦→
∏︂
𝑖∈𝐽

𝑔𝑖 (𝑦).

Osoitetaan, että 𝑓 on jatkuva. Jokainen 𝑔𝑖 (𝑖 ∈ 𝐽) on siis avaruudessa 𝑋 määritelty
reaaliarvoinen jatkuva kuvaus. Myös 𝑓 on avaruudessa 𝑋 määritelty kuvaus, ja sen
arvo jokaisessa pisteessä 𝑦 ∈ 𝑋 on jatkuvien kuvausten 𝑔𝑖 (𝑖 ∈ 𝐽) pisteessä 𝑦

saamien arvojen tulo. Reaaliarvoisten kuvausten ominaisuuksiin kuuluu, että tässä
tapauksessa myös 𝑓 on jatkuva.

Osoitetaan vielä, että 𝑓 (𝑥) = 1 ja 𝑓 (𝑦) = 0 kaikilla 𝑦 ∈ 𝑋\𝑈. Aiemman huomion
perusteella 𝑔𝑖 (𝑥) = 1 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼, joten 𝑓 (𝑥) = ∏︁

𝑖∈𝐽 𝑔𝑖 (𝑥) = 1.
Olkoon sitten 𝑦 = (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋 \𝑈. Tällöin 𝑦 ∉ 𝑈 ja 𝐵 ⊆ 𝑈, joten 𝑦 ∉ 𝐵 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑈𝑖.

Täten on olemassa sellainen 𝑘 ∈ 𝐼, että 𝑦𝑘 ∉ 𝑈𝑘 . Siis 𝑦𝑘 ∈ 𝑋𝑘 \𝑈𝑘 . Lisäksi 𝑓𝑘 (𝑧) = 0
kaikilla 𝑧 ∈ 𝑋𝑘 \𝑈𝑘 , joten

𝑔𝑘 (𝑦) = ( 𝑓𝑘 ◦ 𝑝𝑘 ) (𝑦) = 𝑓𝑘 (𝑝𝑘 (𝑦)) = 𝑓𝑘 (𝑦𝑘 ) = 0.

Koska 𝑦𝑘 ∉ 𝑈𝑘 ja 𝑦𝑖 ∈ 𝑋𝑖 = 𝑈𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽, niin täytyy päteä 𝑘 ∈ 𝐽. Siispä

𝑓 (𝑦) =
∏︂
𝑖∈𝐽

𝑔𝑖 (𝑦) = 𝑔𝑘 (𝑦) ·
∏︂

𝑖∈𝐽\{𝑘}
𝑔𝑖 (𝑦) = 0 ·

∏︂
𝑖∈𝐽\{𝑘}

𝑔𝑖 (𝑦) = 0.
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Siis 𝑓 (𝑦) = 0 kaikilla 𝑦 ∈ 𝑋 \ 𝑈. Kuvauksen 𝑓 ominaisuuksien perusteella 𝑋 on
täysin säännöllinen. □

Osoitetaan seuraavaksi, että jos topologinen avaruus on homeomorfinen jonkin
Tihonovin avaruuden kanssa, niin se on myös Tihonovin avaruus.

Lause 3.4. Olkoot 𝑋 ja 𝑌 homeomorfisia topologisia avaruuksia. Tällöin 𝑋 on
Tihonovin avaruus, jos ja vain jos 𝑌 on Tihonovin avaruus.

Todistus (vrt. [5, s. 108]). Symmetrian vuoksi riittää osoittaa, että jos 𝑋 on Tihono-
vin avaruus, niin 𝑌 on Tihonovin avaruus. Oletetaan, että 𝑋 on Tihonovin avaruus.
Huomioidaan, että on olemassa homeomorfismi ℎ : 𝑋 → 𝑌 , jonka käänteiskuvaus
𝑔 : 𝑌 → 𝑋 on jatkuva bijektio.

Osoitetaan, että𝑌 on täysin säännöllinen. Olkoon 𝑦 ∈ 𝑌 ja𝑉 pisteen 𝑦 ympäristö.
Tällöin 𝑔(𝑦) ∈ 𝑔(𝑉) ⊆ 𝑋 . Lisäksi 𝑔(𝑉) on avoin avaruudessa 𝑋 , sillä 𝑔 on jatkuva.
Siis 𝑈 = 𝑔(𝑉) on pisteen 𝑥 = 𝑔(𝑦) ympäristö. Koska 𝑋 on täysin säännöllinen, niin
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1], että 𝑓 (𝑥) = 1 ja 𝑓 (𝑥′) = 0
kaikilla 𝑥′ ∈ 𝑋 \𝑈.

Kuvaukset 𝑔 ja 𝑓 ovat siis jatkuvia, joten yhdistetty kuvaus 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝑌 → [0, 1] on
jatkuva. Todetaan, että ( 𝑓 ◦ 𝑔) (𝑦) = 𝑓 (𝑔(𝑦)) = 𝑓 (𝑥) = 1. Kuvauksen 𝑔 bijektiivi-
syydestä seuraa, että jos 𝑦′ ∈ 𝑌 \𝑉 , niin

𝑔(𝑦′) ∈ 𝑔(𝑌 \𝑉) = 𝑔(𝑌 ) \ 𝑔(𝑉) = 𝑋 \𝑈.

Siispä kaikilla 𝑦′ ∈ 𝑌 \ 𝑉 pätee 𝑔(𝑦′) ∈ 𝑋 \ 𝑈 ja ( 𝑓 ◦ 𝑔) (𝑦′) = 𝑓 (𝑔(𝑦′)) = 0.
Kuvauksen 𝑓 ◦ 𝑔 ominaisuuksien perusteella 𝑌 on täysin säännöllinen.

Täytyy vielä osoittaa, että 𝑌 on Hausdorffin avaruus. Oletetaan, että 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 ja
𝑦1 ≠ 𝑦2. Koska ℎ on surjektio, niin on olemassa sellaiset 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 , että ℎ(𝑥1) = 𝑦1
ja ℎ(𝑥2) = 𝑦2. Siis ℎ(𝑥1) = 𝑦1 ≠ 𝑦2 = ℎ(𝑥2) ja lisäksi kuvaus ℎ on injektio, joten
𝑥1 ≠ 𝑥2. Koska 𝑋 on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa sellainen pisteen 𝑥1
ympäristö 𝑈1 ja sellainen pisteen 𝑥2 ympäristö 𝑈2, että 𝑈1 ∩𝑈2 = ∅.

Kuvaus ℎ on homeomorfismina avoin kuvaus, joten ℎ(𝑈1) ja ℎ(𝑈2) ovat avoimia
avaruudessa 𝑌 . Koska 𝑥1 ∈ 𝑈1 ja 𝑥2 ∈ 𝑈2, niin 𝑦1 = ℎ(𝑥1) ∈ ℎ(𝑈1) ja 𝑦2 = ℎ(𝑥2) ∈
ℎ(𝑈2). Siis ℎ(𝑈1) on pisteen 𝑦1 ympäristö ja ℎ(𝑈2) on pisteen 𝑦2 ympäristö. Lisäksi
ℎ(𝑈1) ∩ ℎ(𝑈2) = ∅, sillä ℎ on injektio ja 𝑈1 ∩ 𝑈2 = ∅. Siispä 𝑌 on Hausdorffin
avaruus. □

Esitetään vielä yksi Tihonovien avaruuksien luonnetta kuvaava tulos, joka on
jatkossa hyödyllinen.

Lause 3.5. Olkoon 𝑋 Tihonovin avaruus. Tällöin on olemassa sellainen joukko 𝐽,
että 𝑋 on homeomorfinen tuloavaruuden [0, 1]𝐽 aliavaruuden kanssa.

Todistus (vrt. [3, s. 278]). Koska 𝑋 on Hausdorffin avaruus, niin tunnetusti kaikilla
𝑥 ∈ 𝑋 joukko {𝑥} on suljettu avaruudessa 𝑋 . Käytetään seurausta 3.1. Olkoon F
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kaikkien jatkuvien kuvausten 𝑓 : 𝑋 → [0, 1] kokoelma. Tarkastellaan tuloavaruutta
[0, 1]F . Määritellään kuvaus

𝑒 : 𝑋 → [0, 1]F : 𝑥 ↦→ ( 𝑓 (𝑥)) 𝑓 ∈F .

Tällöin kuvaus 𝑒 : 𝑋 → [0, 1]F vastaa lauseessa 3.1 määriteltyä kuvausta. Osoite-
taan, että tässä tapauksessa lauseen 3.1 ehto (2) on voimassa.

Olkoon 𝑥 ∈ 𝑋 ja 𝐴 avaruuden 𝑋 suljettu osajoukko, joka ei sisällä pistettä 𝑥.
Täytyy osoittaa, että on olemassa sellainen 𝑓 ∈ F , että 𝑓 (𝑥) ∉ 𝑓 (𝐴). Koska 𝐴 on
suljettu ja 𝑥 ∉ 𝐴, niin 𝑋 \ 𝐴 on pisteen 𝑥 ympäristö. Lisäksi 𝑋 on täysin säännöllinen,
joten on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1], että 𝑓 (𝑥) = 1 ja 𝑓 (𝑦) = 0
kaikilla 𝑦 ∈ 𝑋 \ (𝑋 \ 𝐴) = 𝐴. Todetaan, että 𝑓 ∈ F . Koska joukko {0} on suljettu
avaruudessa [0, 1], niin 𝑓 (𝐴) = {0} = {0}. Näin ollen 𝑓 (𝑥) = 1 ∉ {0} = 𝑓 (𝐴).

Seurauksen 3.1 nojalla kuvaus

𝑒′ : 𝑋 → 𝑒(𝑋) : 𝑥 ↦→ 𝑒(𝑥)

on homeomorfismi avaruudelta 𝑋 tuloavaruuden [0, 1]F aliavaruudelle 𝑒(𝑋). □

3.3 Normaalit avaruudet

Tässä aliluvussa esitetään normaalin avaruuden määritelmä ja erityisesti osoitetaan,
että jokainen normaali Hausdorffin avaruus on Tihonovin avaruus.

Määritelmä 3.3 (vrt. [3, s. 278]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Avaruuden 𝑋

sanotaan olevan normaali, jos sen kaikilla erillisillä suljetuilla osajoukoilla 𝐴 ja 𝐵

on olemassa sellaiset avaruuden 𝑋 avoimet osajoukot 𝑈 ja 𝑉 , että 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉 ja
𝑈 ∩𝑉 = ∅.

Apulause 3.1. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpi-
täviä:

(1) Avaruus X on normaali.

(2) Jos 𝐴 ⊆ 𝑋 on suljettu, 𝑈 ⊆ 𝑋 on avoin ja 𝐴 ⊆ 𝑈, niin on olemassa sellainen
avoin 𝑉 ⊆ 𝑋 , että 𝐴 ⊆ 𝑉 ja 𝑉 ⊆ 𝑈.

Todistus (vrt. [4, s. 196]). Oletetaan, että ehto (1) on voimassa. Oletetaan sitten, että
𝐴 ⊆ 𝑋 on suljettu, 𝑈 ⊆ 𝑋 on avoin ja 𝐴 ⊆ 𝑈. Merkitään 𝐵 = 𝑋 \𝑈. Koska 𝐴 ⊆ 𝑈,
niin 𝐵 = 𝑋 \ 𝑈 ⊆ 𝑋 \ 𝐴. Siispä 𝐴 ja 𝐵 ovat erillisiä ja suljettuja. Koska 𝑋 on
normaali, niin on olemassa sellaiset avaruuden 𝑋 avoimet osajoukot 𝑉 ja 𝑊 , että
𝐴 ⊆ 𝑉 , 𝐵 ⊆ 𝑊 ja 𝑉 ∩𝑊 = ∅.

Osoitetaan, että 𝑉 ⊆ 𝑈. Olkoon 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑋 . Jos 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑊 , niin 𝑊 olisi pisteen
𝑥 ympäristö ja sulkeuman ominaisuuden perusteella 𝑉 ∩𝑊 ≠ ∅, mikä on ristiriita.
Täytyy siis päteä 𝑥 ∉ 𝐵 = 𝑋 \𝑈, joten 𝑥 ∈ 𝑈. Siispä 𝐴 ⊆ 𝑉 ja 𝑉 ⊆ 𝑈, ja ehto (2) on
voimassa.
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Oletetaan sitten, että ehto (2) on voimassa. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 avaruuden 𝑋 erillisiä
suljettuja osajoukkoja. Merkitään 𝑈 = 𝑋 \ 𝐵. Tällöin 𝑈 on avoin ja 𝐴 ⊆ 𝑈. Ehdon
(2) nojalla on olemassa sellainen avoin 𝑉 ⊆ 𝑋 , että 𝐴 ⊆ 𝑉 ja 𝑉 ⊆ 𝑈. Koska
𝑉 ⊆ 𝑈 = 𝑋 \𝐵, niin 𝐵 ⊆ 𝑋 \𝑉 . Näin ollen𝑉 ja 𝑋 \𝑉 ovat avoimia, 𝐴 ⊆ 𝑉 , 𝐵 ⊆ 𝑋 \𝑉
ja selvästi 𝑉 ∩ (𝑋 \𝑉) = ∅. Siis 𝑋 on normaali, ja ehto (1) on voimassa. □

Lause 3.6 (Urysonin lemma, vrt. [4, s. 207]). Olkoon 𝑋 normaali avaruus, ja olkoot
𝐴 ja 𝐵 avaruuden 𝑋 erillisiä suljettuja osajoukkoja. Tällöin on olemassa sellainen
jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1], että 𝑓 (𝑎) = 0 kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑓 (𝑏) = 1 kaikilla
𝑏 ∈ 𝐵.

Todistus (vrt. [4, s. 207–210] ja [1, s. 305–306]). Jatkuvan kuvauksen 𝑓 määrittelyä
varten muodostetaan jokaista rationaalilukua 𝑟 ∈ ℚ kohti tietynlainen avaruuden 𝑋

avoin osajoukko 𝑈𝑟 . Edetään vaiheittain.
Vaihe 1. Tarkastellaan aluksi vain välin [0, 1] rationaalilukuja. Koska joukko

ℚ ∩ [0, 1] on numeroituvasti ääretön, sen kaikki luvut voidaan järjestää jonoksi 𝑟1,
𝑟2, 𝑟3, . . . niin, että jono alkaa luvuilla 𝑟1 = 1 ja 𝑟2 = 0. Loput jonon luvuista kuuluvat
avoimelle välille ]0, 1[. Tavoitteena on määritellä avaruuden 𝑋 avoimet osajoukot
𝑈𝑟1 , 𝑈𝑟2 , 𝑈𝑟3 , . . . niin, että kaikilla 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ+ on voimassa seuraava ehto:

(∗) jos 𝑟𝑖 < 𝑟 𝑗 , niin 𝑈𝑟𝑖 ⊆ 𝑈𝑟 𝑗 .

Määritellään ensin𝑈𝑟1 = 𝑈1 = 𝑋 \𝐵. Hyödynnetään sitten avaruuden 𝑋 normaa-
liutta joukon 𝑈𝑟2 = 𝑈0 määrittelyssä. Koska 𝐴 ja 𝐵 ovat suljettuja ja erillisiä, niin
𝑈𝑟1 on avoin ja 𝐴 ⊆ 𝑋 \ 𝐵 = 𝑈𝑟1 . Apulauseen 3.1 nojalla voidaan valita sellainen
avaruuden 𝑋 avoin osajoukko 𝑈𝑟2 , että

𝐴 ⊆ 𝑈𝑟2 ja 𝑈𝑟2 ⊆ 𝑈𝑟1 .

Siis 𝑟2 = 0 < 1 = 𝑟1 ja 𝑈𝑟2 ⊆ 𝑈𝑟1 , joten ehto (∗) on voimassa kaikilla 𝑖, 𝑗 ≤ 2.
Jatketaan induktiolla. Oletetaan, että 𝑛 ≥ 2 ja että ollaan määritelty avoimet joukot
𝑈𝑟1 , 𝑈𝑟2 , . . . , 𝑈𝑟𝑛 niin, että ehto (∗) on voimassa kaikilla 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛. Täytyy määritellä
𝑈𝑟𝑛+1 niin, että ehto (∗) on voimassa kaikilla 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 + 1.

Merkitään 𝑃𝑛 = {𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛}. Koska 𝑛 ≥ 2, niin 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑃𝑛. Jaetaan joukon
𝑃𝑛 luvut lukua 𝑟𝑛+1 pienempiin ja suurempiin lukuihin seuraavasti:

𝑆1 = { 𝑟 ∈ 𝑃𝑛 | 𝑟 > 𝑟𝑛+1 } ja 𝑆2 = { 𝑟 ∈ 𝑃𝑛 | 𝑟 < 𝑟𝑛+1 } .

Koska 𝑟1 = 1 > 𝑟𝑛+1 ja 𝑟2 = 0 < 𝑟𝑛+1, niin 𝑟1 ∈ 𝑆1 ja 𝑟2 ∈ 𝑆2. Siis 𝑆1 ≠ ∅ ja
𝑆2 ≠ ∅. Lisäksi epätyhjät joukot 𝑆1 ja 𝑆2 ovat äärellisiä, joten niissä on pienimmät ja
suurimmat alkiot. Tällöin min(𝑆1) = 𝑟𝑚 ja max(𝑆2) = 𝑟𝑘 joillain 𝑚, 𝑘 ≤ 𝑛.

Koska 𝑟𝑘 ∈ 𝑆2 ja 𝑟𝑚 ∈ 𝑆1, niin 𝑟𝑘 < 𝑟𝑛+1 < 𝑟𝑚. Siispä induktio-oletuksen nojalla
𝑈𝑟𝑘 ⊆ 𝑈𝑟𝑚 . Lisäksi 𝑈𝑟𝑘 on suljettu ja 𝑈𝑟𝑚 on avoin, joten apulauseen 3.1 nojalla
voidaan valita sellainen avaruuden 𝑋 avoin osajoukko 𝑈𝑟𝑛+1 , että

𝑈𝑟𝑘 ⊆ 𝑈𝑟𝑛+1 ja 𝑈𝑟𝑛+1 ⊆ 𝑈𝑟𝑚 .
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Osoitetaan, että nyt ehto (∗) on voimassa kaikilla 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛+ 1. Olkoot 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛+ 1.
Jos 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, niin induktio-oletuksen nojalla ehto (∗) on voimassa. Täytyy vielä
käsitellä tapaukset, joissa toinen luvuista 𝑖 ja 𝑗 on 𝑛 + 1 ja toinen on pienempi tai
yhtä suuri kuin 𝑛.

Oletetaan ensin, että 𝑖 = 𝑛 + 1 ja 𝑗 ≤ 𝑛. Jos 𝑟𝑛+1 = 𝑟𝑖 < 𝑟 𝑗 , niin

𝑟 𝑗 ∈ 𝑆1

⇒ 𝑟 𝑗 ≥ min(𝑆1) = 𝑟𝑚

⇒ 𝑟𝑚 = 𝑟 𝑗 tai 𝑟𝑚 < 𝑟 𝑗

⇒𝑈𝑟𝑛+1 ⊆ 𝑈𝑟𝑚 = 𝑈𝑟 𝑗 tai 𝑈𝑟𝑛+1 ⊆ 𝑈𝑟𝑚 ⊆ 𝑈𝑟𝑚 ⊆ 𝑈𝑟 𝑗 (käytetty induktio-oletusta)

⇒𝑈𝑟𝑖 = 𝑈𝑟𝑛+1 ⊆ 𝑈𝑟 𝑗 .

Siis ehto (∗) on voimassa.
Oletetaan sitten, että 𝑖 ≤ 𝑛 ja 𝑗 = 𝑛 + 1. Jos 𝑟𝑖 < 𝑟 𝑗 = 𝑟𝑛+1, niin

𝑟𝑖 ∈ 𝑆2

⇒ 𝑟𝑖 ≤ max(𝑆2) = 𝑟𝑘

⇒ 𝑟𝑖 = 𝑟𝑘 tai 𝑟𝑖 < 𝑟𝑘

⇒𝑈𝑟𝑖 = 𝑈𝑟𝑘 ⊆ 𝑈𝑟𝑛+1 tai 𝑈𝑟𝑖 ⊆ 𝑈𝑟𝑘 ⊆ 𝑈𝑟𝑘 ⊆ 𝑈𝑟𝑛+1 (käytetty induktio-oletusta)

⇒𝑈𝑟𝑖 ⊆ 𝑈𝑟𝑛+1 = 𝑈𝑟 𝑗 .

Siis tässäkin tapauksessa ehto (∗) on voimassa. Näin ollaan induktion avulla määri-
telty halutut joukot 𝑈𝑟1 , 𝑈𝑟2 , 𝑈𝑟3 , . . .

Vaihe 2. Käsitellään vielä rationaaliluvut, jotka eivät kuulu välille [0, 1]. Kun
𝑟 ∈ ℚ, määritellään 𝑈𝑟 = ∅, jos 𝑟 < 0, ja 𝑈𝑟 = 𝑋 , jos 𝑟 > 1. Nyt ollaan määri-
telty 𝑈𝑟 jokaiselle rationaaliluvulle 𝑟. Seuraavaksi todistetaan tulos, jota tarvitaan
myöhemmissä vaiheissa. Osoitetaan, että

jos 𝑟, 𝑠 ∈ ℚ ja 𝑟 < 𝑠, niin 𝑈𝑟 ⊆ 𝑈𝑠.

Oletetaan, että 𝑟, 𝑠 ∈ ℚ ja 𝑟 < 𝑠. Tällöin on kolme mahdollista tapausta: En-
simmäisessä tapauksessa kumpikin luvuista 𝑟 ja 𝑠 on välillä [0, 1], jolloin edellisen
vaiheen perusteella𝑈𝑟 ⊆ 𝑈𝑠. Toisessa tapauksessa vähintään toinen luvuista 𝑟 ja 𝑠 on
pienempi kuin 0, jolloin 𝑟 < 0 ja 𝑈𝑟 = ∅ ⊆ 𝑈𝑠. Kolmannessa tapauksessa vähintään
toinen luvuista 𝑟 ja 𝑠 on suurempi kuin 1, jolloin 𝑠 > 1 ja 𝑈𝑟 ⊆ 𝑋 = 𝑈𝑠.

Vaihe 3. Määritellään jokaista 𝑥 ∈ 𝑋 kohti vain rationaalilukuja sisältävä joukon
ℝ osajoukko

ℚ(𝑥) = { 𝑟 ∈ ℝ | 𝑟 ∈ ℚ ja 𝑥 ∈ 𝑈𝑟 } .

Olkoon nyt 𝑥 ∈ 𝑋 . Osoitetaan, että joukolla ℚ(𝑥) on suurin alaraja. Jokainen lukua
1 suurempi rationaaliluku kuuluu joukkoon ℚ(𝑥), sillä jos 𝑟 ∈ ℚ ja 𝑟 > 1, niin
𝑥 ∈ 𝑋 = 𝑈𝑟 . Siispä ℚ(𝑥) ≠ ∅. Lisäksi mikään lukua 0 pienempi rationaaliluku ei
kuulu joukkoon ℚ(𝑥), sillä jos 𝑟 ∈ ℚ ja 𝑟 < 0, niin 𝑥 ∉ ∅ = 𝑈𝑟 . Siispä luku 0 on
joukon ℚ(𝑥) alaraja.
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Siis joukko ℚ(𝑥) on epätyhjä ja alhaalta rajoitettu. Tiedetään, että täydellisyysak-
siooman seurauksena jokaisella epätyhjällä ja alhaalta rajoitetulla joukon ℝ osajou-
kolla on suurin alaraja, joten joukolla ℚ(𝑥) on suurin alaraja inf ℚ(𝑥). Tämä suurin
alaraja on välillä [0, 1], sillä luku 0 on joukon ℚ(𝑥) alaraja ja jokainen lukua 1
suurempi rationaaliluku kuuluu joukkoon ℚ(𝑥). Voidaan siis määritellä kuvaus

𝑓 : 𝑋 → [0, 1] : 𝑥 ↦→ inf ℚ(𝑥).

Vaihe 4. Osoitetaan, että 𝑓 on haluttu kuvaus. Osoitetaan ensin, että 𝑓 (𝑎) = 0
kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑓 (𝑏) = 1 kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵. Olkoon 𝑎 ∈ 𝐴. Koska 𝑎 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑈𝑟2 = 𝑈0,
niin 0 ∈ ℚ(𝑎). Siispä mikään lukua 0 suurempi luku ei voi olla joukon ℚ(𝑎) alaraja,
ja 𝑓 (𝑎) = inf ℚ(𝑎) = 0.

Olkoon sitten 𝑏 ∈ 𝐵. Koska 𝑏 ∈ 𝐵, niin 𝑏 ∉ 𝑋 \ 𝐵 = 𝑈1. Siispä jos 𝑟 ∈ ℚ ja
𝑟 < 1, niin 𝑟 ∉ ℚ(𝑏), sillä muuten 𝑟 ∈ ℚ(𝑏) ja 𝑏 ∈ 𝑈𝑟 ⊆ 𝑈𝑟 ⊆ 𝑈1. Siispä luku 1 on
joukon ℚ(𝑏) alaraja, ja 𝑓 (𝑏) = inf ℚ(𝑏) = 1.

Täytyy vielä osoittaa, että kuvaus 𝑓 on jatkuva. Tätä varten osoitetaan ensin, että
kaikilla 𝑥 ∈ 𝑋 ja 𝑟 ∈ ℚ on voimassa seuraavat ehdot:

(a) Jos 𝑥 ∈ 𝑈𝑟 , niin 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑟.

(b) Jos 𝑥 ∉ 𝑈𝑟 , niin 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑟.

Olkoon 𝑥 ∈ 𝑋 ja 𝑟 ∈ ℚ. Oletetaan ensin, että 𝑥 ∈ 𝑈𝑟 . Tällöin kaikilla lukua
𝑟 suuremmilla rationaaliluvuilla 𝑠 pätee 𝑥 ∈ 𝑈𝑟 ⊆ 𝑈𝑠. Siispä jokainen lukua 𝑟

suurempi rationaaliluku 𝑠 kuuluu joukkoon ℚ(𝑥), joten 𝑓 (𝑥) = inf ℚ(𝑥) ≤ 𝑟. Näin
ehto (a) on todistettu.

Oletetaan sitten, että 𝑥 ∉ 𝑈𝑟 . Tällöin kaikilla lukua 𝑟 pienemmillä rationaali-
luvuilla 𝑠 pätee 𝑥 ∉ 𝑈𝑠, sillä muuten 𝑥 ∈ 𝑈𝑠 ⊆ 𝑈𝑠 ⊆ 𝑈𝑟 . Siispä mikään lukua 𝑟

pienempi rationaaliluku 𝑠 ei kuulu joukkoon ℚ(𝑥), joten 𝑓 (𝑥) = inf ℚ(𝑥) ≥ 𝑟 . Näin
ehto (b) on todistettu.

Osoitetaan sitten, että kuvaus 𝑓 on jatkuva. Olkoon 𝑉 avaruuden [0, 1] avoin
osajoukko ja 𝑥 ∈ 𝑓 −1(𝑉). Tällöin 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑉 , joten on olemassa sellaiset 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ,
että 𝑓 (𝑥) ∈ ]𝑐, 𝑑 [ ∩ [0, 1] ⊆ 𝑉 . Koska 𝑐 < 𝑓 (𝑥) < 𝑑, niin voidaan valita sellaiset
𝑟, 𝑠 ∈ ℚ, että

𝑐 < 𝑟 < 𝑓 (𝑥) < 𝑠 < 𝑑.

Merkitään 𝑈𝑥 = 𝑈𝑠 \𝑈𝑟 = 𝑈𝑠 ∩ (𝑋 \𝑈𝑟). Nyt 𝑈𝑥 on avoin avaruudessa 𝑋 , sillä 𝑈𝑠

ja 𝑋 \𝑈𝑟 ovat avoimia.
Osoitetaan, että 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 . Koska 𝑓 (𝑥) < 𝑠, niin ehdon (b) perusteella 𝑥 ∈ 𝑈𝑠.

Lisäksi koska 𝑓 (𝑥) > 𝑟, niin ehdon (a) perusteella 𝑥 ∉ 𝑈𝑟 . Siispä 𝑥 ∈ 𝑈𝑠 \𝑈𝑟 = 𝑈𝑥 .
Osoitetaan vielä, että 𝑈𝑥 ⊆ 𝑓 −1(𝑉). Olkoon 𝑦 ∈ 𝑈𝑥 = 𝑈𝑠 \𝑈𝑟 . Tällöin 𝑦 ∈ 𝑈𝑠 ⊆

𝑈𝑠, joten ehdon (a) perusteella 𝑓 (𝑦) ≤ 𝑠. Lisäksi 𝑦 ∉ 𝑈𝑟 , joten 𝑦 ∉ 𝑈𝑟 ja ehdon (b)
perusteella 𝑓 (𝑦) ≥ 𝑟. Koska

𝑐 < 𝑟 ≤ 𝑓 (𝑦) ≤ 𝑠 < 𝑑,

niin 𝑓 (𝑦) ∈ ]𝑐, 𝑑 [ ∩ [0, 1] ⊆ 𝑉 . Siispä 𝑦 ∈ 𝑓 −1(𝑉), ja 𝑈𝑥 ⊆ 𝑓 −1(𝑉).
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Jokaista 𝑥 ∈ 𝑓 −1(𝑉) kohti voidaan muodostaa edellä kuvattu joukko 𝑈𝑥 . Mer-
kitään 𝑈 =

⋃︁
𝑥∈ 𝑓 −1 (𝑉)𝑈𝑥 . Tällöin 𝑈 on avoin avaruudessa 𝑋 , sillä se on avointen

joukkojen yhdiste. Koska 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ⊆ 𝑈 kaikilla 𝑥 ∈ 𝑓 −1(𝑉), niin 𝑓 −1(𝑉) ⊆ 𝑈. Lisäk-
si 𝑈 ⊆ 𝑓 −1(𝑉), sillä 𝑈𝑥 ⊆ 𝑓 −1(𝑉) kaikilla 𝑥 ∈ 𝑓 −1(𝑉). Siispä 𝑓 −1(𝑉) = 𝑈 on avoin
avaruudessa 𝑋 , joten 𝑓 on jatkuva. □

Seuraus 3.2 (vrt. [3, s. 280]). Jokainen normaali Hausdorffin avaruus on Tihonovin
avaruus.

Todistus. Olkoon 𝑋 normaali Hausdorffin avaruus. Osoitetaan, että avaruus 𝑋 on
täysin säännöllinen. Olkoon 𝑥 ∈ 𝑋 ja𝑈 pisteen 𝑥 ympäristö. Koska 𝑋 on Hausdorffin
avaruus, niin joukko {𝑥} on suljettu avaruudessa 𝑋 . Siispä 𝑋\𝑈 ja {𝑥} ovat avaruuden
𝑋 erillisiä suljettuja osajoukkoja. Koska 𝑋 on normaali, niin Urysonin lemman nojalla
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑋 → [0, 1], että 𝑓 (𝑎) = 0 kaikilla 𝑎 ∈ 𝑋\𝑈
ja 𝑓 (𝑏) = 1 kaikilla 𝑏 ∈ {𝑥}. Siis 𝑓 (𝑥) = 1, ja avaruus 𝑋 on täysin säännöllinen.
Koska 𝑋 on myös Hausdorffin avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. □

3.4 Yhteys kompakteihin Hausdorffin avaruuksiin

Lause 3.7 (vrt. [5, s. 183]). Olkoon 𝑋 Hausdorffin avaruus. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 avaruu-
den 𝑋 erillisiä kompakteja osajoukkoja. Tällöin on olemassa sellaiset avaruuden 𝑋

avoimet osajoukot 𝑈 ja 𝑉 , että 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉 ja 𝑈 ∩𝑉 = ∅.

Todistus (vrt. [3, s. 280]). Aluksi tavoitteena on muodostaa jokaista 𝑏 ∈ 𝐵 kohti
tietynlaiset avaruuden 𝑋 avoimet osajoukot 𝑈𝑏 ja 𝑉𝑏.

Olkoon 𝑏 ∈ 𝐵. Koska 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, niin 𝑎 ≠ 𝑏 kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴. Lisäksi 𝑋 on
Hausdorffin avaruus, joten jokaista 𝑎 ∈ 𝐴 kohti on olemassa sellaiset avaruuden 𝑋

avoimet osajoukot 𝑈𝑎 ja 𝑉𝑎, että 𝑎 ∈ 𝑈𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉𝑎 ja 𝑈𝑎 ∩𝑉𝑎 = ∅. Siis 𝑎 ∈ 𝑈𝑎 kaikilla
𝑎 ∈ 𝐴, joten {𝑈𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴 } on joukon 𝐴 avoin peite. Koska 𝐴 on kompakti, niin
kyseisellä peitteellä on äärellinen osapeite. Siis on olemassa sellaiset 𝑎1, 𝑎2, . . . ,
𝑎𝑛 ∈ 𝐴 (𝑛 ∈ ℤ+), että 𝐴 ⊆ 𝑈𝑎1 ∪𝑈𝑎2 ∪ · · · ∪𝑈𝑎𝑛 .

Merkitään

𝑈𝑏 = 𝑈𝑎1 ∪𝑈𝑎2 ∪ · · · ∪𝑈𝑎𝑛 ja 𝑉𝑏 = 𝑉𝑎1 ∩𝑉𝑎2 ∩ · · · ∩𝑉𝑎𝑛 .

Tällöin 𝑈𝑏 (avointen joukkojen yhdiste) ja 𝑉𝑏 (äärellisen monen avoimen joukon
leikkaus) ovat avoimia avaruudessa 𝑋 . Huomioidaan, että 𝐴 ⊆ 𝑈𝑏. Lisäksi koska
𝑏 ∈ 𝑉𝑎 kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴, niin 𝑏 ∈ 𝑉𝑏.

Osoitetaan sitten, että 𝑈𝑏 ∩ 𝑉𝑏 = ∅. Tehdään vastaoletus, että on olemassa 𝑥 ∈
𝑈𝑏 ∩𝑉𝑏. Koska 𝑥 ∈ 𝑈𝑏, niin on olemassa sellainen 𝑐 ∈ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛}, että 𝑥 ∈ 𝑉𝑐.
Lisäksi koska 𝑥 ∈ 𝑉𝑏, niin 𝑥 ∈ 𝑉𝑐. Siis 𝑥 ∈ 𝑈𝑐∩𝑉𝑐. Toisaalta 𝑐 ∈ 𝐴, joten𝑈𝑐∩𝑉𝑐 = ∅,
mikä on ristiriita. Siis vastaoletus on väärä, ja 𝑈𝑏 ∩𝑉𝑏 = ∅.

Jokaista 𝑏 ∈ 𝐵 kohti voidaan muodostaa edellä kuvatut avoimet joukot 𝑈𝑏 ja 𝑉𝑏.
Nyt 𝑏 ∈ 𝑉𝑏 kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵, joten {𝑉𝑏 | 𝑏 ∈ 𝐵 } on joukon 𝐵 avoin peite. Koska 𝐵 on
kompakti, niin kyseisellä peitteellä on äärellinen osapeite. Siis on olemassa sellaiset
𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚 ∈ 𝐵 (𝑚 ∈ ℤ+), että 𝐵 ⊆ 𝑉𝑏1 ∪𝑉𝑏2 ∪ · · · ∪𝑉𝑏𝑚 .
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Merkitään

𝑉 = 𝑉𝑏1 ∪𝑉𝑏2 ∪ · · · ∪𝑉𝑏𝑚 ja 𝑈 = 𝑈𝑏1 ∩𝑈𝑏2 ∩ · · · ∩𝑈𝑏𝑚 .

Tällöin 𝑉 (avointen joukkojen yhdiste) ja 𝑈 (äärellisen monen avoimen joukon leik-
kaus) ovat avoimia avaruudessa 𝑋 . Koska 𝐴 ⊆ 𝑈𝑏 kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵, niin 𝐴 ⊆ 𝑈.
Lisäksi 𝐵 ⊆ 𝑉 .

Osoitetaan vielä, että𝑈∩𝑉 = ∅. Tehdään vastaoletus, että on olemassa 𝑥 ∈ 𝑈∩𝑉 .
Koska 𝑥 ∈ 𝑉 , niin on olemassa sellainen 𝑑 ∈ {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚}, että 𝑥 ∈ 𝑉𝑑 . Lisäksi
koska 𝑥 ∈ 𝑈, niin 𝑥 ∈ 𝑈𝑑 . Siis 𝑥 ∈ 𝑈𝑑 ∩ 𝑉𝑑 . Toisaalta 𝑑 ∈ 𝐵, joten 𝑈𝑑 ∩ 𝑉𝑑 = ∅,
mikä on ristiriita. Siis vastaoletus on väärä, ja 𝑈 ∩𝑉 = ∅. □

Seuraus 3.3. Jokainen kompakti Hausdorffin avaruus on normaali.

Todistus (vrt. [5, s. 184]). Olkoon 𝑋 kompakti Hausdorffin avaruus. Olkoot 𝐴 ja 𝐵

avaruuden 𝑋 erillisiä suljettuja osajoukkoja. Tiedetään, että minkä tahansa kompaktin
avaruuden jokainen suljettu osajoukko on kompakti. Näin ollen 𝐴 ja 𝐵 ovat kompak-
teja. Lauseen 3.7 nojalla on olemassa sellaiset avaruuden 𝑋 avoimet osajoukot 𝑈 ja
𝑉 , että 𝐴 ⊆ 𝑈, 𝐵 ⊆ 𝑉 ja 𝑈 ∩𝑉 = ∅. Siispä avaruus 𝑋 on normaali. □

Yhdistämällä seuraus 3.3 ja seuraus 3.2 nähdään, että jokainen kompakti Haus-
dorffin avaruus on Tihonovin avaruus. Lisäksi aiemmin osoitettiin, että mikä tahansa
Tihonovin avaruus on homeomorfinen tuloavaruuden [0, 1]𝐽 aliavaruuden kanssa
jollain joukolla 𝐽. Nämä seikat yhdessä Tihonovin lauseen kanssa johtavat seuraa-
vaan tulokseen, jonka mukaan Tihonovin avaruudet voidaan samaistaa kompaktien
Hausdorffien avaruuksien aliavaruuksiin.

Lause 3.8. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Tällöin 𝑋 on Tihonovin avaruus, jos
ja vain jos se on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden aliavaruuden
kanssa.

Todistus (vrt. [1, s. 407]). Oletetaan ensin, että 𝑋 on Tihonovin avaruus. Tällöin lau-
seen 3.5 nojalla on olemassa sellainen joukko 𝐽, että 𝑋 on homeomorfinen tuloava-
ruuden [0, 1]𝐽 aliavaruuden kanssa. Tiedetään, että [0, 1] on Hausdorffin avaruus.
Lisäksi Heine-Borelin lauseen nojalla se on kompakti. Siispä tuloavaruus [0, 1]𝐽 on
Hausdorffin avaruus, ja Tihonovin lauseen nojalla se on myös kompakti.

Todistetaan sitten käänteinen väite. Oletetaan, että 𝑋 homeomorfinen kompaktin
Hausdorffin avaruuden 𝑌 aliavaruuden 𝐴 kanssa. Koska 𝑌 on kompakti Hausdorffin
avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. Siis 𝐴 on Tihonovin avaruuden aliavaruus,
joten se on myös Tihonovin avaruus. Lopuksi todetaan, että koska 𝑋 ja 𝐴 ovat
homeomorfisia, niin 𝑋 on Tihonovin avaruus. □
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4 Kompaktisointi

4.1 Kompaktisoinnin olemassaolo

Määritelmä 4.1 (vrt. [1, s. 418]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus,𝑌 kompakti Haus-
dorffin avaruus ja ℎ : 𝑋 → 𝑌 jatkuva kuvaus. Jos ℎ(𝑋) on avaruuden 𝑌 tiheä ali-
avaruus ja kuvaus ℎ′ : 𝑋 → ℎ(𝑋) : 𝑥 ↦→ ℎ(𝑥) on homeomorfismi, niin paria (𝑌, ℎ)
kutsutaan avaruuden X kompaktisoinniksi.

Huomautus. Jos 𝑋 on kompaktin Hausdorffin avaruuden 𝑌 tiheä aliavaruus, niin
kuvaus ℎ : 𝑋 → 𝑌 : 𝑥 ↦→ 𝑥 on avaruuden 𝑋 kompaktisointiin vaadittu jatkuva
kuvaus, sillä ℎ(𝑋) = 𝑋 ja joukon 𝑋 identtinen kuvaus on homeomorfismi. Kun
kompaktisointi on muodostettu tällä tavalla, kuvaus ℎ voidaan jättää mainitsematta
ja avaruutta 𝑌 kutsutaan sellaisenaan avaruuden 𝑋 kompaktisoinniksi.

Esimerkki 4.1. Oletetaan, että 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ja 𝑎 < 𝑏. Tällöin [𝑎, 𝑏] on kompakti
Hausdorffin avaruus. Koska avaruudessa ℝ pätee ]𝑎, 𝑏[ = [𝑎, 𝑏], niin ]𝑎, 𝑏[ on
avaruuden [𝑎, 𝑏] tiheä aliavaruus. Siispä [𝑎, 𝑏] on avaruuden ]𝑎, 𝑏[ kompaktisointi.

Edellisessä luvussa osoitettiin, että Tihonovin avaruuksia ovat täsmälleen ne ava-
ruudet, jotka ovat homeomorfisia kompaktien Hausdorffien avaruuksien aliavaruuk-
sien kanssa. Seuraava lause kertoo, että Tihonovin avaruuksia ovat täsmälleen ne
avaruudet, joilla on kompaktisointi.

Lause 4.1. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Tällöin on olemassa avaruuden 𝑋 kom-
paktisointi, jos ja vain jos 𝑋 on Tihonovin avaruus.

Todistus (vrt. [1, s. 407 ja s. 418]). Oletetaan ensin, että on olemassa avaruuden 𝑋

kompaktisointi. Tällöin 𝑋 on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden
aliavaruuden kanssa. Siispä lauseen 3.8 nojalla 𝑋 on Tihonovin avaruus.

Todistetaan sitten käänteinen väite. Oletetaan, että 𝑋 on Tihonovin avaruus.
Tällöin lauseen 3.8 nojalla on olemassa homeomorfismi ℎ′ : 𝑋 → 𝐴, missä 𝐴 on
kompaktin Hausdorffin avaruuden 𝑌 aliavaruus. Olkoon 𝐵 = 𝐴 joukon 𝐴 sulkeuma
avaruudessa 𝑌 .

Nyt 𝐵 on suljettu kompaktissa Hausdorffin avaruudessa 𝑌 , joten 𝐵 on avaruuden
𝑌 aliavaruutena kompakti Hausdorffin avaruus. Koska ℎ′(𝑋) = 𝐴 ⊆ 𝐴 = 𝐵, niin
voidaan määritellä kuvaus

ℎ : 𝑋 → 𝐵 : 𝑥 ↦→ ℎ′(𝑥).

Koska ℎ′ on jatkuva, niin ℎ on jatkuva. Lisäksi ℎ(𝑋) = ℎ′(𝑋) = 𝐴 on avaruuden
𝐵 = 𝐴 tiheä aliavaruus, joten kuvauksen ℎ′ homeomorfisuuden perusteella pari
(𝐵, ℎ) on avaruuden 𝑋 kompaktisointi. □
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4.2 Lokaali kompaktisuus ja yhden pisteen kompaktisointi

Määritelmä 4.2 (vrt. [4, s. 182]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus 𝑥 ∈ 𝑋 . Avaruuden
𝑋 sanotaan olevan lokaalisti kompakti pisteessä 𝑥, jos on olemassa sellainen pisteen 𝑥
ympäristö𝑈 ja sellainen avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus𝐶, että𝑈 ⊆ 𝐶. Avaruuden
𝑋 sanotaan olevan lokaalisti kompakti, jos se on lokaalisti kompakti sen jokaisessa
pisteessä.

Esimerkki 4.2. Avaruus ℝ on lokaalisti kompakti. Nimittäin jos 𝑥 ∈ ℝ, niin 𝑈 =

]𝑥 − 1, 𝑥 + 1[ on pisteen 𝑥 ympäristö, 𝐶 = [𝑥 − 1, 𝑥 + 1] on avaruuden ℝ kompakti
aliavaruus ja 𝑈 ⊆ 𝐶.

Määritelmä 4.3 (vrt. [4, s. 185]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus ja 𝑌 sen kompak-
tisointi (siis 𝑋 on kompaktin Hausdorffin avaruuden 𝑌 tiheä aliavaruus). Jos joukko
𝑌 \𝑋 sisältää täsmälleen yhden alkion, niin avaruutta𝑌 kutsutaan avaruuden 𝑋 yhden
pisteen kompaktisoinniksi.

Lokaalin kompaktisuuden määritelmän avulla muodostetaan seuraava ehto yhden
pisteen kompaktisoinnin olemassaololle.

Lause 4.2 (vrt. [1, s. 420]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Tällöin avaruudella 𝑋

on yhden pisteen kompaktisointi, jos ja vain jos 𝑋 on lokaalisti kompakti Hausdorffin
avaruus, joka ei ole kompakti.

Todistus (vrt. [1, s. 418–421] ja [4, s. 183–184]). Oletetaan aluksi, että avaruudella
𝑋 on yhden pisteen kompaktisointi 𝑌 . Siis 𝑋 on kompaktin Hausdorffin avaruuden
𝑌 tiheä aliavaruus, ja on olemassa sellainen 𝑦 ∈ 𝑌 , että 𝑌 \ 𝑋 = {𝑦}. Tällöin
𝑌 = 𝑋 ∪ {𝑦}. Todetaan, että 𝑋 on Hausdorffin avaruus, sillä se on Hausdorffin
avaruuden aliavaruus.

Osoitetaan sitten, että 𝑋 ei ole kompakti. Olkoon 𝑋 joukon 𝑋 sulkeuma avaruu-
dessa 𝑌 . Koska 𝑋 on tiheä avaruudessa 𝑌 , niin 𝑋 = 𝑌 . Tehdään vastaoletus, että 𝑋

on kompakti. Tiedetään, että minkä tahansa Hausdorffin avaruuden jokainen kom-
pakti osajoukko on suljettu. Koska 𝑌 on Hausdorffin avaruus ja 𝑋 on avaruuden 𝑌

kompakti aliavaruus, niin 𝑋 on suljettu avaruudessa 𝑌 . Näin ollen 𝑋 = 𝑋 = 𝑌 ja
𝑌 \ 𝑋 = ∅, mikä on ristiriita. Siispä vastaoletus on väärä, ja 𝑋 ei ole kompakti.

Osoitetaan vielä, että 𝑋 on lokaalisti kompakti. Olkoon 𝑥 ∈ 𝑋 . Siis 𝑥 ∈ 𝑌 , ja
koska 𝑦 ∉ 𝑋 , niin 𝑥 ≠ 𝑦. Koska 𝑌 on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa sellaiset
avaruuden𝑌 avoimet osajoukot𝑈 ja𝑉 , että 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 ja𝑈 ∩𝑉 = ∅. Siispä 𝑦 ∉ 𝑈,
joten 𝑈 ⊆ 𝑋 . Lisäksi 𝑋 on avaruuden 𝑌 aliavaruus, joten 𝑈 = 𝑈 ∩ 𝑋 on avoin ja
pisteen 𝑥 ympäristö avaruudessa 𝑋 .

Koska𝑉 on avoin avaruudessa 𝑌 , niin 𝐶 = 𝑌 \𝑉 on suljettu kompaktissa avaruu-
dessa 𝑌 . Siispä 𝐶 on avaruuden 𝑌 kompakti aliavaruus. Koska 𝑦 ∈ 𝑉 , niin

𝐶 = 𝑌 \𝑉 = (𝑋 ∪ {𝑦}) \𝑉 = 𝑋 \𝑉.

Siispä 𝐶 = 𝑋 \ 𝑉 ⊆ 𝑋 , joten 𝐶 on myös avaruuden 𝑌 aliavaruuden 𝑋 kompakti
aliavaruus. Lisäksi koska 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅, niin 𝑈 ⊆ 𝑌 \ 𝑉 = 𝐶. Siis 𝑈 on pisteen 𝑥 ∈ 𝑋
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ympäristö, 𝐶 on avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus ja 𝑈 ⊆ 𝐶. Näin ollen avaruus 𝑋

on lokaalisti kompakti sen jokaisessa pisteessä 𝑥.
Todistetaan sitten käänteinen väite. Oletetaan, että 𝑋 on lokaalisti kompakti Haus-

dorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Olkoon T avaruuden 𝑋 topologia. Tavoitteena
on muodostaa avaruuden 𝑋 yhden pisteen kompaktisointi 𝑋∗. Edetään vaiheittain.

Vaihe 1. Muodostetaan sellainen topologinen avaruus 𝑋∗, että 𝑋 ⊂ 𝑋∗ ja joukko
𝑋∗ \ 𝑋 sisältää täsmälleen yhden alkion. Olkoon ∞ alkio, joka ei kuulu joukkoon 𝑋 ,
ja 𝑋∗ = 𝑋 ∪ {∞}. Määritellään joukon 𝑋∗ osajoukkojen kokoelma

T ∗ = T ∪ { 𝑋∗ \ 𝐶 | 𝐶 on avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko }.

Osoitetaan, että T ∗ on joukon 𝑋∗ topologia. Koska ∅ ∈ T , niin ∅ ∈ T ∗. Toisaalta
joukko ∅ on avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko, joten 𝑋∗ = 𝑋∗ \ ∅ ∈ T ∗.

Osoitetaan sitten, että 𝑈1 ∩ 𝑈2 ∈ T ∗ kaikilla 𝑈1,𝑈2 ∈ T ∗, minkä seurauksena
mikä tahansa kokoelman T ∗ äärellisen monen jäsenen leikkaus kuuluu kokoelmaan
T ∗. Olkoot 𝑈1,𝑈2 ∈ T ∗. Täytyy käsitellä kolme mahdollista tapausta. Ensinnäkin
jos 𝑈1 ∈ T ja 𝑈2 ∈ T , niin 𝑈1 ∩𝑈2 ∈ T ⊆ T ∗.

Toisessa tapauksessa 𝑈1 ∉ T ja 𝑈2 ∉ T , jolloin on olemassa sellaiset avaruuden
𝑋 suljetut ja kompaktit osajoukot 𝐶1 ja 𝐶2, että 𝑈1 = 𝑋∗ \𝐶1 ja 𝑈2 = 𝑋∗ \𝐶2. Tässä
tapauksessa De Morganin lain nojalla

𝑈1 ∩𝑈2 = (𝑋∗ \ 𝐶1) ∩ (𝑋∗ \ 𝐶2) = 𝑋∗ \ (𝐶1 ∪ 𝐶2) ∈ T ∗,

sillä 𝐶1 ∪ 𝐶2 on kahden suljetun ja kompaktin osajoukon yhdiste ja täten avaruuden
𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko.

Kolmanneksi käsitellään tapaus, jossa 𝑈1 ∈ T ja 𝑈2 ∉ T , jolloin on olemassa
sellainen avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko 𝐶, että 𝑈2 = 𝑋∗ \ 𝐶. Tässä
tapauksessa

𝑈1 ∩𝑈2 = (𝑈1 ∩ 𝑋) ∩ (𝑋∗ \𝐶) = 𝑈1 ∩ ((𝑋 ∩ 𝑋∗) \𝐶) = 𝑈1 ∩ (𝑋 \𝐶) ∈ T ⊆ T ∗,

sillä 𝐶 on suljettu avaruudessa 𝑋 , ja täten 𝑋 \ 𝐶 ∈ T .
Osoitetaan vielä, että mikä tahansa kokoelman T ∗ jäsenten yhdiste kuuluu ko-

koelmaan T ∗. Olkoon 𝐼 joukko, ja olkoon jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 kohti 𝑈𝑖 ∈ T ∗. Jos 𝑈𝑖 ∈ T
kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼, niin

⋃︁
𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 ∈ T ⊆ T ∗.

Oletetaan sitten, että𝑈 𝑗 ∉ T jollain 𝑗 ∈ 𝐼. Tällöin on olemassa sellainen epätyhjä
𝐽 ⊆ 𝐼, että 𝑈 𝑗 ∉ T kaikilla 𝑗 ∈ 𝐽 ja 𝑈𝑖 ∈ T kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽. Siispä jokaista 𝑗 ∈ 𝐽

kohti on olemassa sellainen avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko 𝐶 𝑗 , että
𝑈 𝑗 = 𝑋∗ \ 𝐶 𝑗 .

Merkitään𝑈 =
⋃︁

𝑖∈𝐼\𝐽 𝑈𝑖. Koska𝑈𝑖 ∈ T kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \𝐽, niin𝑈 ∈ T . Merkitään
sitten 𝐶 =

⋂︁
𝑗∈𝐽 𝐶 𝑗 . Koska 𝐶 𝑗 ⊆ 𝑋 on suljettu kaikilla 𝑗 ∈ 𝐽, niin 𝐶 on suljettu

avaruudessa 𝑋 . Joukko 𝐽 on epätyhjä, joten voidaan valita sellainen 𝑘 ∈ 𝐽, että 𝐶𝑘

on avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko. Koska 𝐶 on suljettu avaruudessa 𝑋 ,
niin

𝐶 =
⋂︂
𝑗∈𝐽

𝐶 𝑗 = 𝐶 ∩ 𝐶𝑘
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on suljettu avaruuden 𝑋 kompaktissa aliavaruudessa 𝐶𝑘 . Siispä 𝐶 on avaruuden 𝑋

kompakti aliavaruus.
De Morganin lain nojalla⋃︂
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖 =
⋃︂
𝑖∈𝐼\𝐽

𝑈𝑖 ∪
⋃︂
𝑗∈𝐽

𝑈 𝑗

= 𝑈 ∪
⋃︂
𝑗∈𝐽

(︁
𝑋∗ \ 𝐶 𝑗

)︁
= 𝑈 ∪

(︄
𝑋∗ \

⋂︂
𝑗∈𝐽

𝐶 𝑗

)︄
= 𝑈 ∪ (𝑋∗ \ 𝐶)
= (𝑋∗ \ (𝑋∗ \𝑈)) ∪ (𝑋∗ \ 𝐶) [𝑈 = 𝑋∗ \ (𝑋∗ \𝑈), sillä 𝑈 ⊆ 𝑋∗]
= 𝑋∗ \ ((𝑋∗ \𝑈) ∩ 𝐶)
= 𝑋∗ \ ((𝐶 ∩ 𝑋∗) \𝑈)
= 𝑋∗ \ (𝐶 \𝑈).

Koska 𝑈 ∈ T , niin 𝑋 \𝑈 on suljettu avaruudessa 𝑋 . Siispä joukko

𝐶 \𝑈 = (𝐶 ∩ 𝑋) \𝑈 = 𝐶 ∩ (𝑋 \𝑈)

on suljettu avaruuden 𝑋 kompaktissa aliavaruudessa 𝐶, joten 𝐶 \𝑈 on avaruuden 𝑋

kompakti aliavaruus. Koska 𝑋 on Hausdorffin avaruus ja 𝐶 \ 𝑈 on kompakti, niin
𝐶 \𝑈 on myös suljettu avaruudessa 𝑋 . Näin ollen⋃︂

𝑖∈𝐼
𝑈𝑖 = 𝑋∗ \ (𝐶 \𝑈) ∈ T ∗.

Siispä T ∗ on joukon 𝑋∗ topologia.
Vaihe 2. Osoitetaan, että 𝑋 on avaruuden 𝑋∗ aliavaruus. Todetaan ensin, että jos

𝑈 ∈ T , niin 𝑈 = 𝑈 ∩ 𝑋 , missä 𝑈 ∈ T ∗. Täytyy vielä osoittaa, että jos 𝑈 ∈ T ∗, niin
𝑈 ∩ 𝑋 ∈ T .

Olkoon 𝑈 ∈ T ∗. Jos 𝑈 ∈ T , niin 𝑈 ∩ 𝑋 = 𝑈 ∈ T . Oletetaan sitten, että 𝑈 ∉ T .
Tällöin on olemassa sellainen avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti osajoukko 𝐶, että
𝑈 = 𝑋∗ \ 𝐶. Siispä

𝑈 ∩ 𝑋 = (𝑋∗ \ 𝐶) ∩ 𝑋 = (𝑋 ∩ 𝑋∗) \ 𝐶 = 𝑋 \ 𝐶 ∈ T ,

sillä 𝐶 on suljettu avaruudessa 𝑋 .
Vaihe 3. Osoitetaan, että 𝑋 on tiheä avaruudessa 𝑋∗ = 𝑋 ∪ {∞}. Olkoon 𝑋

joukon 𝑋 sulkeuma avaruudessa 𝑋∗ ja 𝑈 pisteen ∞ ∈ 𝑋∗ ympäristö. Koska ∞ ∈ 𝑈,
niin 𝑈 ∉ T . Kuitenkin 𝑈 ∈ T ∗, joten on olemassa sellainen avaruuden 𝑋 suljettu ja
kompakti osajoukko 𝐶, että𝑈 = 𝑋∗ \𝐶. Koska 𝑋 ei ole kompakti, niin 𝐶 ≠ 𝑋 . Täten
on olemassa sellainen 𝑥 ∈ 𝑋 , että 𝑥 ∉ 𝐶. Siis 𝑥 ∈ (𝑋∗ \ 𝐶) ∩ 𝑋 = 𝑈 ∩ 𝑋 . Siispä
𝑈 ∩ 𝑋 ≠ ∅ kaikilla pisteen ∞ ympäristöillä 𝑈, joten ∞ ∈ 𝑋 . Näin ollen 𝑋 = 𝑋∗.
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Vaihe 4. Osoitetaan, että avaruus 𝑋∗ on kompakti. Olkoon U avaruuden 𝑋∗ avoin
peite. Koska ∞ ∈ 𝑋∗ =

⋃︁
𝑈∈U𝑈, niin on olemassa sellainen 𝑉 ∈ U ⊆ T ∗, että

∞ ∈ 𝑉 . Siispä 𝑉 ∉ T , joten on olemassa sellainen avaruuden 𝑋 suljettu ja kompakti
osajoukko 𝐶, että 𝑉 = 𝑋∗ \ 𝐶.

Koska 𝑋 on avaruuden 𝑋∗ aliavaruus, niin 𝐶 on myös avaruuden 𝑋∗ kompakti
aliavaruus. Lisäksi U on joukon 𝐶 avoin peite. Koska 𝐶 on kompakti, niin on
olemassa sellaiset 𝑈1,𝑈2, . . . 𝑈𝑛 ∈ U (𝑛 ∈ ℤ+), että 𝐶 ⊆ 𝑈1 ∪𝑈2 ∪ · · · ∪𝑈𝑛. Näin
ollen

𝑉 ∪ 𝐶 ⊆ 𝑉 ∪ (𝑈1 ∪𝑈2 ∪ · · · ∪𝑈𝑛)
⇒ (𝑋∗ \ 𝐶) ∪ 𝐶 ⊆ 𝑉 ∪𝑈1 ∪𝑈2 ∪ · · · ∪𝑈𝑛

⇒ 𝑋∗ ⊆ 𝑉 ∪𝑈1 ∪𝑈2 ∪ · · · ∪𝑈𝑛.

Siispä joukot 𝑉,𝑈1,𝑈2, . . . ,𝑈𝑛 muodostavat avaruuden 𝑋∗ avoimen peitteen U ää-
rellisen osapeitteen. Siispä avaruus 𝑋∗ on kompakti.

Vaihe 5. Osoitetaan, että 𝑋∗ on Hausdorffin avaruus. Oletetaan, että 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋∗ =

𝑋 ∪ {∞} ja 𝑥 ≠ 𝑦. Tällöin vähintään toinen pisteistä 𝑥 ja 𝑦 kuuluu joukkoon 𝑋 .
Oletetaan ensin, että 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . Koska 𝑋 on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa
sellaiset 𝑈 ∈ T ⊆ T ∗ ja 𝑌 ∈ T ⊆ T ∗, että 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 ja 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. Siispä myös
𝑋∗ on Hausdorffin avaruus.

Oletetaan sitten, että 𝑥 ∈ 𝑋 ja 𝑦 ∉ 𝑋 . Tällöin 𝑦 = ∞. Koska 𝑋 on lokaalisti
kompakti ja 𝑥 ∈ 𝑋 , niin on olemassa sellainen 𝑈 ∈ T ⊆ T ∗ ja sellainen avaruuden
𝑋 kompakti aliavaruus 𝐶, että 𝑥 ∈ 𝑈 ja 𝑈 ⊆ 𝐶. Siis 𝐶 on Hausdorffin avaruuden 𝑋

kompakti aliavaruus, joten 𝐶 on myös suljettu avaruudessa 𝑋 . Siispä 𝑋∗ \𝐶 ∈ T ∗ ja
𝑦 = ∞ ∈ 𝑋∗ \ 𝐶. Lisäksi

𝑈 ∩ (𝑋∗ \ 𝐶) = (𝑈 ∩ 𝑋∗) \ 𝐶 = 𝑈 \ 𝐶 = ∅,

sillä 𝑈 ⊆ 𝐶. Siis 𝑈 ja 𝑋∗ \ 𝐶 ovat pisteiden 𝑥 ja 𝑦 erilliset ympäristöt avaruudessa
𝑋∗, joten 𝑋∗ on Hausdorffin avaruus.

Vaiheiden 1–5 perusteella 𝑋 on kompaktin Hausdorffin avaruuden 𝑋∗ tiheä ali-
avaruus, ja 𝑋∗ \𝑋 = {∞}. Siis 𝑋∗ on avaruuden 𝑋 yhden pisteen kompaktisointi. □

Seuraus 4.1. Jokainen lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus on Tihonovin ava-
ruus.

Todistus (vrt. [1, s. 421]. Olkoon 𝑋 lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus. Jos 𝑋

on kompakti Hausdorffin avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. Oletetaan sitten,
että 𝑋 ei ole kompakti. Lauseen 4.2 nojalla avaruudella 𝑋 on tällöin yhden pis-
teen kompaktisointi. Koska avaruudella 𝑋 on kompaktisointi, niin se on Tihonovin
avaruus. □

Minkä tahansa avaruuden yhden pisteen kompaktisoinnit ovat keskenään homeo-
morfisia seuraavassa lauseessa ilmenevällä tavalla.

Lause 4.3. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus. Olkoot 𝑌1 ja 𝑌2 avaruuden 𝑋 yhden
pisteen kompaktisointeja. Tällöin on olemassa sellainen homeomorfismi ℎ : 𝑌1 → 𝑌2,
että ℎ(𝑥) = 𝑥 kaikilla 𝑥 ∈ 𝑋 .
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Todistus (vrt. [4, s. 183]. Nyt on olemassa sellaiset 𝑦1 ∈ 𝑌1 ja 𝑦2 ∈ 𝑌2, että 𝑌1 \ 𝑋 =

{𝑦1} ja 𝑌2 \ 𝑋 = {𝑦2}. Lisäksi 𝑌1 = 𝑋 ∪ {𝑦1} ja 𝑌2 = 𝑋 ∪ {𝑦2}. Määritellään kuvaus

ℎ : 𝑌1 → 𝑌2, ℎ(𝑥) =
{︄
𝑥, kun 𝑥 ∈ 𝑋 ,
𝑦2, kun 𝑥 = 𝑦1.

Selvästi ℎ on bijektio. Osoitetaan, että ℎ on homeomorfismi. Symmetrian vuoksi
riittää osoittaa, että ℎ on avoin kuvaus.

Olkoon 𝑈 avaruuden 𝑌1 avoin osajoukko. Täytyy osoittaa, että ℎ(𝑈) on avoin
avaruudessa 𝑌2. Oletetaan ensin, että 𝑦1 ∉ 𝑈. Tällöin 𝑈 ⊆ 𝑋 ja ℎ(𝑈) = 𝑈. Koska 𝑈
on avoin avaruudessa 𝑌1 ja 𝑋 on avaruuden 𝑌1 aliavaruus, niin 𝑈 = 𝑈 ∩ 𝑋 on avoin
avaruudessa 𝑋 . Huomioidaan sitten, että𝑌2 on Hausdorffin avaruus, joten yksiö {𝑦2}
on suljettu avaruudessa 𝑌2. Siispä 𝑋 = 𝑌2 \ {𝑦2} on avoin avaruudessa 𝑌2. Lisäksi 𝑈
on avoin avaruuden𝑌2 aliavaruudessa 𝑋 , joten ℎ(𝑈) = 𝑈 on avoin myös avaruudessa
𝑌2.

Oletetaan sitten, että 𝑦1 ∈ 𝑈. Koska𝑈 on avoin avaruudessa𝑌1, niin𝐶 = 𝑌1\𝑈 on
suljettu kompaktissa avaruudessa 𝑌1. Siispä 𝐶 on avaruuden 𝑌1 kompakti osajoukko.
Koska 𝑦1 ∈ 𝑈, niin

𝐶 = 𝑌1 \𝑈 = (𝑋 ∪ {𝑦1}) \𝑈 = 𝑋 \𝑈.

Siispä 𝐶 = 𝑋 \ 𝑈 ⊆ 𝑋 , joten 𝐶 on myös avaruuden 𝑌1 aliavaruuden 𝑋 kompakti
osajoukko. Toisaalta 𝑋 on avaruuden𝑌2 aliavaruus, joten𝐶 on avaruuden𝑌2 kompakti
osajoukko. Koska lisäksi 𝑌2 on Hausdorffin avaruus, niin 𝐶 on suljettu avaruudessa
𝑌2.

Koska 𝑈 ⊆ 𝑌1 ja 𝐶 = 𝑌1 \𝑈, niin 𝑈 = 𝑌1 \ 𝐶. Lisäksi ℎ(𝐶) = 𝐶, sillä 𝐶 ⊆ 𝑋 .
Näin ollen kuvauksen ℎ bijektiivisyyden perusteella

ℎ(𝑈) = ℎ(𝑌1 \ 𝐶) = ℎ(𝑌1) \ ℎ(𝐶) = 𝑌2 \ 𝐶.

Koska𝐶 on suljettu avaruudessa𝑌2, niin ℎ(𝑈) = 𝑌2 \𝐶 on avoin avaruudessa𝑌2. □

4.3 Lokaalisti kompaktien avaruuksien ominaisuuksia

Edellisessä aliluvussa nähtiin, että vain lokaalisti kompakteilla avaruuksilla voi olla
yhden pisteen kompaktisointi. Tutustutaan vielä tarkemmin lokaalisti kompaktien
avaruuksien ominaisuuksiin, joista osa pätee vain Hausdorffin avaruuksille.

Lause 4.4. Olkoon 𝑋 Hausdorffin avaruus. Tällöin 𝑋 on lokaalisti kompakti, jos ja
vain jos jokaista pistettä 𝑥 ∈ 𝑋 ja pisteen 𝑥 ympäristöä𝑈 kohti on olemassa sellainen
pisteen 𝑥 ympäristö 𝑉 , että 𝑉 on avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus ja 𝑉 ⊆ 𝑈.

Todistus (vrt. [4, s. 185]. Selvästi mainitusta ehdosta seuraa, että 𝑋 on lokaalisti
kompakti. Nimittäin jos mielivaltaista pistettä 𝑥 ∈ 𝑋 kohti on olemassa sellainen
pisteen 𝑥 ympäristö 𝑉 , että 𝑉 on avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus, niin 𝑉 ⊆ 𝑉 ja
täten 𝑋 on lokaalisti kompakti.
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Todistetaan sitten käänteinen väite. Oletetaan, että 𝑋 on lokaalisti kompakti.
Olkoon 𝑥 ∈ 𝑋 ja 𝑈 pisteen 𝑥 ympäristö. Määritellään avaruus 𝑌 seuraavasti: Jos
𝑋 on kompakti, niin 𝑌 on avaruus 𝑋 . Jos 𝑋 ei ole kompakti, niin 𝑌 on lauseen
4.2 todistuksessa muodostettu lokaalisti kompaktin Hausdorffin avaruuden 𝑋 yhden
pisteen kompaktisointi. Joka tapauksessa 𝑌 on kompakti Hausdorffin avaruus, 𝑋 on
avaruuden 𝑌 aliavaruus ja 𝑈 on avoin avaruudessa 𝑌 .

Merkitään 𝐶 = 𝑌 \ 𝑈. Tällöin 𝐶 on suljettu kompaktissa avaruudessa 𝑌 , joten
𝐶 on avaruuden 𝑌 kompakti osajoukko. Koska 𝑥 ∈ 𝑈, niin 𝑥 ∉ 𝐶. Lisäksi yksiö
{𝑥} on avaruuden 𝑌 kompakti osajoukko. Lauseen 3.7 nojalla on olemassa sellaiset
avaruuden 𝑌 avoimet osajoukot 𝑉 ja 𝑊 , että {𝑥} ⊆ 𝑉 , 𝐶 ⊆ 𝑊 ja 𝑉 ∩𝑊 = ∅. Siispä
𝑥 ∈ 𝑉 .

Olkoon cl𝑌 (𝑉) joukon𝑉 sulkeuma avaruudessa𝑌 . Koska cl𝑌 (𝑉) on suljettu kom-
paktissa avaruudessa𝑌 , niin cl𝑌 (𝑉) on avaruuden𝑌 kompakti aliavaruus. Osoitetaan
sitten, että cl𝑌 (𝑉) ⊆ 𝑈. Olkoon 𝑦 ∈ cl𝑌 (𝑉). Tehdään vastaoletus, että 𝑦 ∉ 𝑈. Tällöin
𝑦 ∈ 𝑌 \𝑈 = 𝐶 ⊆ 𝑊 . Koska 𝑦 ∈ cl𝑌 (𝑉) ja𝑊 on pisteen 𝑦 ympäristö, niin𝑉 ∩𝑊 ≠ ∅,
mikä on ristiriita. Siis vastaoletus on väärä, ja 𝑦 ∈ 𝑈. Siispä cl𝑌 (𝑉) ⊆ 𝑈.

Osoitetaan, että 𝑉 on haluttu joukko. Muistetaan, että 𝑋 on avaruuden 𝑌 aliava-
ruus. Koska 𝑉 ⊆ cl𝑌 (𝑉) ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑋 ja 𝑉 on pisteen 𝑥 ympäristö avaruudessa 𝑌 ,
niin 𝑉 = 𝑉 ∩ 𝑋 on pisteen 𝑥 ympäristö avaruudessa 𝑋 . Olkoon sitten 𝑉 joukon 𝑉

sulkeuma avaruudessa 𝑋 . Tällöin

𝑉 = cl𝑌 (𝑉) ∩ 𝑋 = cl𝑌 (𝑉)

on avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus, sillä cl𝑌 (𝑉) on avaruuden 𝑌 kompakti aliava-
ruus. Lisäksi 𝑉 = cl𝑌 (𝑉) ⊆ 𝑈. □

Seuraus 4.2. Olkoon 𝑋 lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus ja 𝐴 avaruuden 𝑋

aliavaruus. Jos 𝐴 on suljettu tai avoin avaruudessa 𝑋 , niin 𝐴 on lokaalisti kompakti.

Todistus (vrt. [4, s. 185]. Oletetaan ensin, että 𝐴 on suljettu avaruudessa 𝑋 . Olkoon
𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑋 . Koska 𝑋 on lokaalisti kompakti, niin on olemassa sellainen avaruuden
𝑋 avoin osajoukko 𝑈 ja sellainen avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus 𝐶, että 𝑥 ∈ 𝑈 ja
𝑈 ⊆ 𝐶. Tällöin 𝑈 ∩ 𝐴 on pisteen 𝑥 ympäristö avaruudessa 𝐴. Koska 𝐴 on suljettu
avaruudessa 𝑋 , niin 𝐶 ∩ 𝐴 on suljettu avaruuden 𝑋 kompaktissa aliavaruudessa 𝐶.
Siispä 𝐶 ∩ 𝐴 on avaruuden 𝑋 aliavaruuden 𝐴 kompakti aliavaruus. Lisäksi koska
𝑈 ⊆ 𝐶, niin 𝑈 ∩ 𝐴 ⊆ 𝐶 ∩ 𝐴. Näin ollen 𝐴 on lokaalisti kompakti sen jokaisessa
pisteessä 𝑥.

Oletetaan sitten, että 𝐴 on avoin avaruudessa 𝑋 . Olkoon 𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑋 . Koska 𝑋

on lokaalisti kompakti, niin lauseen 4.4 nojalla on olemassa sellainen avaruuden 𝑋

avoin osajoukko𝑉 , että 𝑥 ∈ 𝑉 , sulkeuma cl𝑋 (𝑉) on avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus
ja cl𝑋 (𝑉) ⊆ 𝐴. Siispä 𝑉 ⊆ cl𝑋 (𝑉) ⊆ 𝐴, joten 𝑉 = 𝑉 ∩ 𝐴 on pisteen 𝑥 ympäristö
avaruudessa 𝐴. Olkoon 𝑉 joukon 𝑉 sulkeuma avaruudessa 𝐴. Tällöin

𝑉 = cl𝑋 (𝑉) ∩ 𝐴 = cl𝑋 (𝑉)

on avaruuden 𝑋 aliavaruuden 𝐴 kompakti aliavaruus. Lisäksi 𝑉 ⊆ cl𝑋 (𝑉) = 𝑉 . Näin
ollen 𝐴 on lokaalisti kompakti sen jokaisessa pisteessä 𝑥. □
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Lause 4.5. Olkoot 𝑋 ja 𝑌 topologisia avaruuksia. Olkoon 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 jatkuva ja
avoin surjektio. Jos 𝑋 on lokaalisti kompakti, niin 𝑌 on lokaalisti kompakti.

Todistus (vrt. [5, s. 193]. Oletetaan, että 𝑋 on lokaalisti kompakti. Olkoon 𝑦 ∈ 𝑌 .
Kuvaus 𝑓 on surjektio, joten on olemassa sellainen 𝑥 ∈ 𝑋 , että 𝑓 (𝑥) = 𝑦. Koska 𝑋

on lokaalisti kompakti, niin on olemassa sellainen pisteen 𝑥 ympäristö𝑈 ja sellainen
avaruuden 𝑋 kompakti aliavaruus 𝐶, että𝑈 ⊆ 𝐶. Koska 𝑓 on avoin kuvaus ja 𝑥 ∈ 𝑈,
niin 𝑓 (𝑈) on pisteen 𝑦 = 𝑓 (𝑥) ympäristö. Tiedetään, että kompaktin avaruuden kuva
jatkuvassa kuvauksessa on kompakti. Koska 𝑓 on jatkuva ja 𝐶 on kompakti, niin
𝑓 (𝐶) on avaruuden𝑌 kompakti aliavaruus. Lisäksi koska𝑈 ⊆ 𝐶, niin 𝑓 (𝑈) ⊆ 𝑓 (𝐶).
Siispä 𝑌 on lokaalisti kompakti sen jokaisessa pisteessä 𝑦. □

Apulause 4.1. Olkoon (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 perhe topologisia avaruuksia. Olkoon jokaista 𝑖 ∈ 𝐼

kohti 𝐴𝑖 avaruuden 𝑋𝑖 aliavaruus. Tällöin tuloavaruus 𝐴 =
∏︁

𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 on tuloavaruuden
𝑋 =

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 aliavaruus.

Todistus (vrt. [4, s. 89–90 ja s. 116]. Selvästi 𝐴 ⊆ 𝑋 . Olkoon

B𝑋 avaruuden 𝑋 tulotopologian kanta,
B1 avaruuden 𝐴 tulotopologian kanta ja
B2 sen topologian kanta, jonka avaruuden 𝑋 topologia indusoi joukolle 𝐴.

Täytyy osoittaa, että B1 = B2.
Osoitetaan, että B1 ⊆ B2. Olkoon 𝐵 ∈ B1. Tällöin 𝐵 on muotoa

∏︁
𝑖∈𝐼 𝑈𝑖, missä

𝑈𝑖 ⊆ 𝐴𝑖 on avoin kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼. Lisäksi on olemassa sellainen äärellinen 𝐽 ⊆ 𝐼,
että 𝑈𝑖 = 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 ∩ 𝑋𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽. Koska jokainen 𝐴𝑖 on avaruuden 𝑋𝑖

aliavaruus (𝑖 ∈ 𝐼), niin jokaista 𝑖 ∈ 𝐽 kohti voidaan valita sellainen avaruuden 𝑋𝑖

avoin osajoukko𝑉𝑖, että𝑈𝑖 = 𝐴𝑖 ∩𝑉𝑖. Jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽 kohti puolestaan määritellään
𝑉𝑖 = 𝑋𝑖.

Merkitään 𝑉 =
∏︁

𝑖∈𝐼 𝑉𝑖. Nyt 𝑉𝑖 ⊆ 𝑋𝑖 on avoin kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼. Lisäksi 𝑉𝑖 = 𝑋𝑖

kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽 ja 𝐽 on äärellinen, joten 𝑉 ∈ B𝑋 . Saadaan

𝐵 =
∏︂
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖

=
∏︂
𝑖∈𝐽

𝑈𝑖 ×
∏︂
𝑖∈𝐼\𝐽

𝑈𝑖

=
∏︂
𝑖∈𝐽

(𝐴𝑖 ∩𝑉𝑖) ×
∏︂
𝑖∈𝐼\𝐽

(𝐴𝑖 ∩ 𝑋𝑖)

=
∏︂
𝑖∈𝐼

(𝐴𝑖 ∩𝑉𝑖)

=
∏︂
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ∩
∏︂
𝑖∈𝐼

𝑉𝑖

= 𝐴 ∩𝑉.

Koska 𝑉 ∈ B𝑋 , niin 𝐵 = 𝐴 ∩𝑉 ∈ B2. Siispä B1 ⊆ B2.
Väitteen B2 ⊆ B1 todistus vastaa väitteen B1 ⊆ B2 todistusta käänteisessä

järjestyksessä. Siispä B1 = B2. □
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Lause 4.6. Olkoon (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 perhe topologisia avaruuksia ja 𝑋 =
∏︁

𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 tuloavaruus.
Tällöin 𝑋 on lokaalisti kompakti, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Jokainen 𝑋𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) on lokaalisti kompakti.

(2) On olemassa sellainen äärellinen 𝐽 ⊆ 𝐼, että 𝑋𝑖 on kompakti kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽.

Todistus (vrt. [5, s. 195–196]. Oletetaan, että ehdot (1) ja (2) ovat voimassa. Olkoon
𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋 . Tällöin on olemassa sellainen äärellinen 𝐽 ⊆ 𝐼, että 𝑋𝑖 on kompakti
kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽. Koska jokainen 𝑋𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) on lokaalisti kompakti, niin jokaista
𝑖 ∈ 𝐽 kohti voidaan valita sellainen pisteen 𝑥𝑖 ympäristö 𝑈𝑖 ja sellainen avaruuden
𝑋𝑖 kompakti aliavaruus 𝐶𝑖, että 𝑈𝑖 ⊆ 𝐶𝑖. Määritellään lisäksi jokaista 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽 kohti
𝑈𝑖 = 𝐶𝑖 = 𝑋𝑖.

Merkitään sitten
𝑈 =

∏︂
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖 .

Tällöin 𝑈𝑖 on pisteen 𝑥𝑖 ympäristö kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼, joten 𝑥 ∈ 𝑈. Koska lisäksi 𝑈𝑖 = 𝑋𝑖

kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝐽 ja 𝐽 on äärellinen, niin 𝑈 kuuluu avaruuden 𝑋 tulotopologian
kantaan. Siis 𝑈 on pisteen 𝑥 ympäristö.

Määritellään tuloavaruus
𝐶 =

∏︂
𝑖∈𝐼

𝐶𝑖 .

Tällöin 𝐶𝑖 on avaruuden 𝑋𝑖 kompakti aliavaruus kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼, joten Tihonovin
lauseen nojalla 𝐶 on kompakti. Apulauseen 4.1 nojalla 𝐶 on avaruuden 𝑋 kompakti
aliavaruus. Lisäksi koska 𝑈𝑖 ⊆ 𝐶𝑖 kaikilla 𝑖 ∈ 𝐼, niin 𝑈 ⊆ 𝐶. Siispä 𝑋 on lokaalisti
kompakti sen jokaisessa pisteessä 𝑥. □

Esimerkki 4.3. Lauseen 4.6 nojalla äärellinen tuloavaruus ℝ𝑛 (𝑛 ∈ ℤ+) on lokaalisti
kompakti. Lisäksi ℝ𝑛 on Hausdorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Siispä avaruu-
delle ℝ𝑛 voidaan muodostaa lauseen 4.2 mukainen yhden pisteen kompaktisointi.

4.4 Stone–Čech-kompaktisointi

Määritelmä 4.4 (vrt. [1, s. 431] ja [3, s. 327]). Olkoon 𝑋 topologinen avaruus ja
(𝛽𝑋, 𝛽) avaruuden 𝑋 kompaktisointi. Jos jokaista kompaktia Hausdorffin avaruutta𝑌
ja jatkuvaa kuvausta 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 kohti on olemassa sellainen yksikäsitteinen jatkuva
kuvaus 𝑓 𝛽 : 𝛽𝑋 → 𝑌 , että 𝑓 𝛽 ◦ 𝛽 = 𝑓 , niin paria (𝛽𝑋, 𝛽) kutsutaan avaruuden X
Stone–Čech-kompaktisoinniksi. Seuraava kaavio havainnollistaa tilannetta.

𝑋 𝛽𝑋

𝑌

𝛽

𝑓
𝑓 𝛽
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Kun edellisen määritelmän kuvaus 𝑓 𝛽 : 𝛽𝑋 → 𝑌 on olemassa, sen voidaan ajatel-
la laajentavan kuvausta 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 . Tässä tapauksessa 𝛽 on nimittäin homeomorfismi
avaruudelta 𝑋 avaruuden 𝛽𝑋 aliavaruudelle, ja 𝑓 𝛽 (𝛽(𝑥)) = 𝑓 (𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ 𝑋 .

Huomattavaa on, että jokaisella Tihonovin avaruudella on Stone–Čech-kompak-
tisointi. Tämän osoittaminen vaatii jonkin verran valmisteluita.

Apulause 4.2 (vrt. [3, s. 328]). Olkoot 𝑋 ja 𝑌 topologisia avaruuksia. Olkoon
𝐼 = [0, 1] ja F (𝑋) kaikkien jatkuvien kuvausten 𝑓 : 𝑋 → 𝐼 kokoelma. Vastaa-
vasti olkoon F (𝑌 ) kaikkien jatkuvien kuvausten 𝑔 : 𝑌 → 𝐼 kokoelma. Tarkastellaan
tuloavaruuksia 𝐼F (𝑋) ja 𝐼F (𝑌 ) . Määritellään kuvaukset

𝑒𝑋 : 𝑋 → 𝐼F (𝑋) : 𝑥 ↦→ ( 𝑓 (𝑥)) 𝑓 ∈F (𝑋) ja

𝑒𝑌 : 𝑌 → 𝐼F (𝑌 ) : 𝑦 ↦→ (𝑔(𝑦))𝑔∈F (𝑌 ) .

Jos tällöin ℎ : 𝑋 → 𝑌 on jatkuva kuvaus, niin on olemassa sellainen jatkuva kuvaus
𝐻 : 𝐼F (𝑋) → 𝐼F (𝑌 ) , että 𝐻 ◦ 𝑒𝑋 = 𝑒𝑌 ◦ ℎ ja 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ). Seuraava kaavio
havainnollistaa tilannetta.

𝑋 𝑌

𝐼F (𝑋) 𝐼F (𝑌 )

ℎ

𝑒𝑋 𝑒𝑌

𝐻

Todistus (vrt. [3, s. 328] ja [6, s. 137]). Olkoon ℎ : 𝑋 → 𝑌 on jatkuva kuvaus. Jos
𝑔 ∈ F (𝑌 ), niin jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus 𝑔 ◦ ℎ : 𝑋 → 𝐼 on jatkuva, ja
se kuuluu joukkoon F (𝑋). Siispä voidaan määritellä kuvaus

𝐹 : F (𝑌 ) → F (𝑋) : 𝑔 ↦→ 𝑔 ◦ ℎ.

Määritellään sitten kuvaus 𝐻 : 𝐼F (𝑋) → 𝐼F (𝑌 ) seuraavalla säännöllä:

kun 𝑥 = (𝑥 𝑓 ) 𝑓 ∈F (𝑋) ∈ 𝐼F (𝑋) , niin 𝐻 (𝑥) = (𝑥𝐹 (𝑔))𝑔∈F (𝑌 ) .

Osoitetaan, että kuvaus𝐻 on jatkuva. Jokaista 𝑔 ∈ F (𝑌 ) kohti olkoon 𝑝𝑔 : 𝐼F (𝑌 ) →
𝐼 projektio. Vastaavasti jokaista 𝑓 ∈ F (𝑋) kohti olkoon 𝑃 𝑓 : 𝐼F (𝑋) → 𝐼 projektio.
Olkoon 𝑔′ ∈ F (𝑌 ) ja 𝑥 = (𝑥 𝑓 ) 𝑓 ∈F (𝑋) ∈ 𝐼F (𝑌 ) . Tällöin 𝐻 (𝑥) = (𝑥𝐹 (𝑔))𝑔∈F (𝑌 ) . Näin
ollen

(𝑝𝑔′ ◦ 𝐻) (𝑥) = 𝑝𝑔′ (𝐻 (𝑥)) = 𝑥𝐹 (𝑔′) = 𝑃𝐹 (𝑔′) (𝑥).

Siispä 𝑝𝑔′ ◦𝐻 = 𝑃𝐹 (𝑔′) , missä 𝑃𝐹 (𝑔′) on projektiona jatkuva. Siispä yhdistettu kuvaus
𝑝𝑔 ◦ 𝐻 on jatkuva kaikilla 𝑔 ∈ F (𝑌 ). Siis kuvauksen 𝐻 kaikki komponentit ovat
jatkuvia, joten 𝐻 on jatkuva.
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Osoitetaan sitten, että 𝐻 ◦ 𝑒𝑋 = 𝑒𝑌 ◦ ℎ. Olkoon 𝑡 ∈ 𝑋 . Tällöin 𝑒𝑋 (𝑡) =

( 𝑓 (𝑡)) 𝑓 ∈F (𝑋) ja 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑡)) = (𝐹 (𝑔) (𝑡))𝑔∈F (𝑌 ) . Näin ollen

(𝐻 ◦ 𝑒𝑋) (𝑡) = 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑡))
= (𝐹 (𝑔) (𝑡))𝑔∈F (𝑌 )

= ((𝑔 ◦ ℎ) (𝑡))𝑔∈F (𝑌 )

= (𝑔(ℎ(𝑡)))𝑔∈F (𝑌 )

= 𝑒𝑌 (ℎ(𝑡))
= (𝑒𝑌 ◦ ℎ) (𝑡).

Siispä𝐻◦𝑒𝑋 = 𝑒𝑌 ◦ℎ. Huomioidaan lisäksi, että koska𝐻 (𝑒𝑋 (𝑡)) = 𝑒𝑌 (ℎ(𝑡)) ∈ 𝑒𝑌 (𝑌 )
kaikilla 𝑡 ∈ 𝑋 , niin 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ).

Osoitetaan vielä, että 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ). Merkitään 𝐴 = 𝑒𝑋 (𝑋). Olkoon 𝑦 ∈
𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) = 𝐻 (𝐴). Tällöin on olemassa sellainen 𝑥 ∈ 𝐴, että 𝐻 (𝑥) = 𝑦. Olkoon
𝑉 pisteen 𝑦 ympäristö. Koska 𝐻 (𝑥) = 𝑦 ∈ 𝑉 , niin 𝑥 ∈ 𝐻−1(𝑉). Lisäksi 𝐻−1(𝑉)
on avoin, sillä 𝐻 on jatkuva. Siis 𝐻−1(𝑉) on pisteen 𝑥 ympäristö ja 𝑥 ∈ 𝐴, joten
𝐻−1(𝑉) ∩ 𝐴 ≠ ∅. Siis on olemassa 𝑦′ ∈ 𝐻−1(𝑉) ∩ 𝐴, ja 𝐻 (𝑦′) ∈ 𝑉 ∩ 𝐻 (𝐴). Siispä
𝑉 ∩ 𝐻 (𝐴) ≠ ∅ kaikilla pisteen 𝑦 ympäristöillä 𝑉 , joten 𝑦 ∈ 𝐻 (𝐴). Näin ollen

𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝐻 (𝐴) = 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)).

Aiemman huomion perusteella 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ). Koska 𝑒𝑌 (𝑌 ) on
suljettu ja 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ), niin 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ). Siispä

𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ). □

Apulause 4.3. Olkoon 𝑋 topologinen avaruus ja 𝑌 Hausdorffin avaruus. Olkoot
𝑓1 : 𝑋 → 𝑌 ja 𝑓2 : 𝑋 → 𝑌 jatkuvia kuvauksia. Jos 𝐴 on avaruuden 𝑋 tiheä osajoukko
ja 𝑓1(𝑎) = 𝑓2(𝑎) kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴, niin 𝑓1 = 𝑓2.

Todistus (vrt. [3, s. 329]). Oletetaan, että 𝐴 on avaruuden 𝑋 tiheä osajoukko ja
𝑓1(𝑎) = 𝑓2(𝑎) kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴. Tehdään vastaoletus, että on olemassa sellainen
𝑥 ∈ 𝑋 , että 𝑓1(𝑥) ≠ 𝑓2(𝑥). Koska 𝑌 on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa
sellaiset avaruuden 𝑌 avoimet osajoukot 𝑉1 ja 𝑉2, että 𝑓1(𝑥) ∈ 𝑉1, 𝑓2(𝑥) ∈ 𝑉2 ja
𝑉1 ∩𝑉2 = ∅.

Kuvaukset 𝑓1 ja 𝑓2 ovat jatkuvia, joten 𝑓 −1
1 (𝑉1) ja 𝑓 −1

2 (𝑉2) ovat avoimia avaruu-
dessa 𝑋 . Merkitään

𝑈 = 𝑓 −1
1 (𝑉1) ∩ 𝑓 −1

2 (𝑉2).
Tällöin 𝑈 on avoin avaruudessa 𝑋 . Koska 𝑓1(𝑥) ∈ 𝑉1 ja 𝑓2(𝑥) ∈ 𝑉2, niin 𝑥 ∈
𝑓 −1
1 (𝑉1) ∩ 𝑓 −1

2 (𝑉2) = 𝑈. Siis 𝑈 on pisteen 𝑥 ympäristö.
Koska 𝐴 on tiheä avaruudessa 𝑋 , niin 𝑥 ∈ 𝑋 = 𝐴. Lisäksi 𝑈 on pisteen 𝑥

ympäristö, joten 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅. Siis on olemassa 𝑎 ∈ 𝑈 ∩ 𝐴. Koska 𝑎 ∈ 𝐴, niin
oletuksen nojalla 𝑓1(𝑎) = 𝑓2(𝑎). Lisäksi koska 𝑎 ∈ 𝑈 = 𝑓 −1

1 (𝑉1) ∩ 𝑓 −1
2 (𝑉2), niin

𝑓1(𝑎) ∈ 𝑉1 ja 𝑓1(𝑎) = 𝑓2(𝑎) ∈ 𝑉2. Siispä 𝑓1(𝑎) ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2, joten 𝑉1 ∩ 𝑉2 ≠ ∅, mikä
on ristiriita. Siis vastaoletus on väärä, ja 𝑓1 = 𝑓2. □
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Lause 4.7. Olkoon 𝑋 Tihonovin avaruus, 𝐼 = [0, 1] ja F (𝑋) kaikkien jatkuvien
kuvausten 𝑓 : 𝑋 → 𝐼 kokoelma. Tarkastellaan tuloavaruutta 𝐼F (𝑋) . Määritellään
kuvaus

𝑒𝑋 : 𝑋 → 𝐼F (𝑋) : 𝑥 ↦→ ( 𝑓 (𝑥)) 𝑓 ∈F (𝑋) .

Olkoon 𝛽𝑋 aliavaruus 𝑒𝑋 (𝑋) ⊆ 𝐼F (𝑋) . Siis 𝑒𝑋 (𝑋) ⊆ 𝛽𝑋 , joten voidaan määritellä
kuvaus

𝛽 : 𝑋 → 𝛽𝑋 : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑋 (𝑥).

Tällöin pari (𝛽𝑋, 𝛽) on avaruuden 𝑋 Stone–Čech-kompaktisointi.

Todistus (vrt. [3, s. 330]). Osoitetaan aluksi, että pari (𝛽𝑋, 𝛽) on avaruuden 𝑋 kom-
paktisointi. Tuloavaruus 𝐼F (𝑋) = [0, 1]F (𝑋) on Hausdorffin avaruus, ja Tihonovin
lauseen nojalla se on myös kompakti. Koska 𝛽𝑋 = 𝑒𝑋 (𝑋) on suljettu kompaktissa
Hausdorffin avaruudessa 𝐼F (𝑋) , niin 𝛽𝑋 on avaruuden 𝐼F (𝑋) aliavaruutena kompakti
Hausdorffin avaruus.

Huomioidaan sitten, että 𝛽(𝑋) = 𝑒𝑋 (𝑋) on avaruuden 𝛽𝑋 = 𝑒𝑋 (𝑋) tiheä aliava-
ruus. Lisäksi lauseen 3.5 todistuksessa osoitettiin, että kuvaus

𝑒′𝑋 : 𝑋 → 𝑒𝑋 (𝑋) : 𝑥 ↦→ 𝑒𝑋 (𝑥)

on homeomorfismi Tihonovin avaruudelta 𝑋 tuloavaruuden 𝐼F (𝑋) aliavaruudelle
𝑒𝑋 (𝑋) = 𝛽(𝑋). Koska kuvaus 𝑒′

𝑋
on jatkuva, niin kuvaus 𝛽 on jatkuva. Näin ollen

kuvauksen 𝑒′
𝑋

homeomorfisuuden perusteella pari (𝛽𝑋, 𝛽) on avaruuden 𝑋 kompak-
tisointi.

Olkoon sitten 𝑌 kompakti Hausdorffin avaruus ja ℎ : 𝑋 → 𝑌 jatkuva kuvaus.
Täytyy osoittaa, että olemassa sellainen yksikäsitteinen jatkuva kuvaus ℎ𝛽 : 𝛽𝑋 → 𝑌 ,
että ℎ𝛽 ◦ 𝛽 = ℎ.

Olkoon F (𝑌 ) kaikkien jatkuvien kuvausten 𝑔 : 𝑌 → 𝐼 kokoelma. Tarkastellaan
tuloavaruutta 𝐼F (𝑌 ) . Määritellään kuvaus

𝑒𝑌 : 𝑌 → 𝐼F (𝑌 ) : 𝑦 ↦→ (𝑔(𝑦))𝑔∈F (𝑌 ) .

Koska 𝑌 on kompakti Hausdorffin avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. Siispä
mainitun lauseen 3.5 tuloksen perusteella kuvaus

𝑒′𝑌 : 𝑌 → 𝑒𝑌 (𝑌 ) : 𝑦 ↦→ 𝑒𝑌 (𝑦)

on homeomorfismi avaruudelta 𝑌 avaruuden 𝐼F (𝑌 ) aliavaruudelle 𝑒𝑌 (𝑌 ). Näin ollen
kuvauksen 𝑒′

𝑌
käänteiskuvaus 𝑒′

𝑌
−1 : 𝑒𝑌 (𝑌 ) → 𝑌 on jatkuva.

Apulauseen 4.2 nojalla on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝐻 : 𝐼F (𝑋) → 𝐼F (𝑌 ) ,
että 𝐻 ◦ 𝑒𝑋 = 𝑒𝑌 ◦ ℎ ja 𝐻 (𝛽𝑋) = 𝐻 (𝑒𝑋 (𝑋)) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ). Koska 𝑌 on kompakti ja 𝑒′

𝑌

on jatkuva kuvaus, niin 𝑒𝑌 (𝑌 ) = 𝑒′
𝑌
(𝑌 ) on avaruuden 𝐼F (𝑌 ) kompakti aliavaruus.

Lisäksi 𝐼F (𝑌 ) on Hausdorffin avaruus, joten 𝑒𝑌 (𝑌 ) on suljettu avaruudessa 𝐼F (𝑌 ) .
Siispä 𝐻 (𝛽𝑋) ⊆ 𝑒𝑌 (𝑌 ) = 𝑒𝑌 (𝑌 ). Näin ollen voidaan määritellä kuvaus

𝐻′ : 𝛽𝑋 → 𝑒𝑌 (𝑌 ) : 𝑥 ↦→ 𝐻 (𝑥).
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Koska kuvaus 𝐻 on jatkuva, niin myös kuvaus 𝐻′ on jatkuva.
Nyt jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus 𝑒′

𝑌
−1 ◦ 𝐻′ : 𝛽𝑋 → 𝑌 on jatkuva.

Asetetaan ℎ𝛽 = 𝑒′
𝑌
−1 ◦ 𝐻′. Muistetaan, että 𝐻 ◦ 𝑒𝑋 = 𝑒𝑌 ◦ ℎ. Jos 𝑡 ∈ 𝑋 , niin

(ℎ𝛽 ◦ 𝛽) (𝑡) = ℎ𝛽 (𝛽(𝑡))
= (𝑒′𝑌

−1 ◦ 𝐻′) (𝑒𝑋 (𝑡))
= 𝑒′𝑌

−1((𝐻 ◦ 𝑒𝑋) (𝑡))
= 𝑒′𝑌

−1((𝑒𝑌 ◦ ℎ) (𝑡))
= 𝑒′𝑌

−1(𝑒′𝑌 (ℎ(𝑡)))
= ℎ(𝑡).

Siispä ℎ𝛽 ◦ 𝛽 = ℎ.
Osoitetaan vielä apulauseen 4.3 avulla, että kuvaus ℎ𝛽 on yksikäsitteinen. Ole-

tetaan, että on olemassa sellaiset jatkuvat kuvaukset ℎ1 : 𝛽𝑋 → 𝑌 ja ℎ2 : 𝛽𝑋 → 𝑌 ,
että ℎ1 ◦ 𝛽 = ℎ ja ℎ2 ◦ 𝛽 = ℎ. Aiemmin todettiin, että 𝛽(𝑋) on tiheä avaruudessa 𝛽𝑋 .
Olkoon sitten 𝑥 ∈ 𝛽(𝑋). Tällöin on olemassa sellainen 𝑡 ∈ 𝑋 , että 𝑥 = 𝛽(𝑡). Siispä

ℎ1(𝑥) = ℎ1(𝛽(𝑡))
= (ℎ1 ◦ 𝛽) (𝑡)
= ℎ(𝑡)
= (ℎ2 ◦ 𝛽) (𝑡)
= ℎ2(𝛽(𝑡))
= ℎ2(𝑥).

Näin ollen ℎ1(𝑥) = ℎ2(𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ 𝛽(𝑋), joten apulauseen 4.3 nojalla ℎ1 = ℎ2. □

Edellisen lauseen nojalla jokaisella Tihonovin avaruudella on Stone–Čech-kom-
paktisointi. Minkä tahansa avaruuden Stone–Čech-kompaktisoinnit ovat lisäksi kes-
kenään homeomorfisia seuraavassa lauseessa ilmenevällä tavalla.

Lause 4.8. Olkoon 𝑋 Tihonovin avaruus, ja olkoot (𝑌1, 𝛽1) ja (𝑌2, 𝛽2) avaruu-
den 𝑋 Stone–Čech-kompaktisointeja. Tällöin on olemassa sellainen homeomorfismi
ℎ : 𝑌1 → 𝑌2, että ℎ ◦ 𝛽1 = 𝛽2. Seuraava kaavio havainnollistaa tilannetta.

𝑋 𝑌1

𝑌2

𝛽1

𝛽2
ℎ

Todistus (vrt. [3, s. 332]). Koska (𝑌1, 𝛽1) on avaruuden 𝑋 Stone–Čech-kompakti-
sointi ja 𝛽2 on jatkuva kuvaus avaruudelta 𝑋 kompaktille Hausdorffin avaruudelle
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𝑌2, niin on olemassa sellainen jatkuva kuvaus ℎ : 𝑌1 → 𝑌2, että ℎ◦𝛽1 = 𝛽2. Vastaavasti
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus 𝑓 : 𝑌2 → 𝑌1, että 𝑓 ◦ 𝛽2 = 𝛽1. Osoitetaan vielä
apulauseen 4.3 avulla, että ℎ on homeomorfismi.

Huomioidaan, että jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus 𝑓 ◦ ℎ : 𝑌1 → 𝑌1 ja
identtinen kuvaus id𝑌1 : 𝑌1 → 𝑌1 ovat jatkuvia. Koska pari (𝑌1, 𝛽1) on avaruuden 𝑋

kompaktisointi, niin 𝑌1 on Hausdorffin avaruus ja 𝛽1(𝑋) on tiheä avaruudessa 𝑌1.
Olkoon sitten 𝑦 ∈ 𝛽1(𝑋). Tällöin on olemassa sellainen 𝑥 ∈ 𝑋 , että 𝑦 = 𝛽1(𝑥).

Siispä

( 𝑓 ◦ ℎ) (𝑦) = ( 𝑓 ◦ ℎ) (𝛽1(𝑥))
= 𝑓 ((ℎ ◦ 𝛽1) (𝑥))
= 𝑓 (𝛽2(𝑥))
= ( 𝑓 ◦ 𝛽2) (𝑥)
= 𝛽1(𝑥)
= id𝑌1 (𝛽1(𝑥))
= id𝑌1 (𝑦).

Näin ollen ( 𝑓 ◦ ℎ) (𝑦) = id𝑌1 (𝑦) kaikilla 𝑦 ∈ 𝛽1(𝑋), joten apulauseen 4.3 nojalla
𝑓 ◦ ℎ = id𝑌1 . Samalla tavalla voidaan osoittaa, että ℎ ◦ 𝑓 = id𝑌2 , missä id𝑌2 : 𝑌2 → 𝑌2
on identtinen kuvaus.

Koska 𝑓 ◦ ℎ = id𝑌1 ja ℎ ◦ 𝑓 = id𝑌2 ovat bijektioita, niin ℎ ja 𝑓 ovat bijektioita ja
toistensa käänteiskuvauksia. Siis ℎ on jatkuva bijektio, jonka käänteiskuvaus 𝑓 on
jatkuva. Toisin sanoen ℎ on homeomorfismi. □
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