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Tissd tyossid tarkastellaan lahdekirjallisuutta kdyttden topologisen avaruuden kom-
paktisointia. Topologisen avaruuden X kompaktisoinnissa muodostetaan homeomor-
fismi avaruudelta X jonkin kompaktin Hausdorffin avaruuden tiheélle aliavaruudelle.
Kompaktisoinnissa tarvittava tarked apuviline on Tihonovin lause, joka voidaan to-
distaa Zornin lemman avulla ja jonka mukaan jokainen kompaktien avaruuksien
tuloavaruus on kompakti.

Topologisen avaruuden tulee aina tiyttda tietyt ehdot, jotta sille voidaan muodos-
taa kompaktisointi. Taysin sddnnollisia Hausdorffin avaruuksia kutsutaan Tihonovin
avaruuksiksi. Voidaan osoittaa, ettd Tihonovin avaruuksia ovat tismilleen ne topolo-
giset avaruudet, jotka ovat homeomorfisia kompaktien Hausdorffien aliavaruuksien
kanssa. Tasti puolestaan seuraa, ettd Tihonovin avaruuksia ovat tismaélleen ne topo-
logiset avaruudet, joille on olemassa kompaktisointi.

Topologisia avaruuksia voidaan kompaktisoida eri tavoin. Topologisen avaruu-
den yhden pisteen kompaktisointi muodostetaan lisdamalld alkuperdiseen avaruuteen
yksi piste ja médrittelemalld télle laajennetulle joukolle tietynlainen uusi topologia.
Topologiselle avaruudelle on olemassa yhden pisteen kompaktisointi, jos ja vain jos
se on lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Liséksi topolo-
gisen avaruuden mitka tahansa kaksi yhden pisteen kompaktisointia ovat keskenédén
homeomorfisia.

Toinen erityinen tapa kompaktisoida topologinen avaruus on Stone—Cech-kom-
paktisointi, jolla on seuraava ominaisuus: Oletetaan, ettdi X on topologinen avaruus
ja BX avaruuden X Stone—Cech-kompaktisoinnin muodostava kompakti Hausdorf-
fin avaruus. T4lloin miki tahansa jatkuva kuvaus avaruudelta X jollekin kompaktille
Hausdorffin avaruudelle Y "laajenee"yksikdsitteiselld tavalla jatkuvaksi kuvaukseksi
avaruudelta SX avaruudelle Y. Tihonovin lauseen avulla voidaan osoittaa, ettéd jokai-
selle Tihonovin avaruudelle on olemassa Stone—Cech-kompaktisointi. Lisiksi Tiho-
novin avaruuden mitki tahansa kaksi Stone—Cech-kompaktisointia ovat keskeniin
homeomorfisia.
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1 Johdanto

Tassé tutkielmassa tarkastellaan topologisen avaruuden kompaktisointia ja niitid ava-
ruuksia, joilla on kompaktisointi. Luvussa 2 todistetaan Zornin lemman avulla Tiho-
novin lause, jota tarvitaan tutkielman myohemmissé osioissa. Tihonovin lause sanoo,
ettd jokainen kompaktien avaruuksien tuloavaruus on kompakti.

Luvussa 3 tutustutaan Tihonovin avaruuksina tunnettuihin topologisiin avaruuk-
siin. Muun muassa osoitetaan, ettd mika tahansa Tihonovin avaruuden aliavaruus ja
jokainen Tihonovin avaruuksien tuloavaruus ovat Tihonovin avaruuksia. Erityisesti
my0Os osoitetaan, ettd topologinen avaruus on Tihonovin avaruus, jos ja vain jos se
on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden aliavaruuden kanssa.

Luvussa 4 perehdytédin itse kompaktisointiin. Aliluvussa 4.1 esitetdan mairitel-
ma kompaktisoinnille ja osoitetaan, ettd topologisella avaruudella on kompaktisointi,
Jjos ja vain jos se on Tihonovin avaruus. Aliluvuissa 4.2 ja 4.3 tarkastellaan lokaalisti
kompakteja avaruuksia ja yhden pisteen kompaktisointia. Osoitetaan, ettd topologi-
sella avaruudella on yhden pisteen kompaktisointi, jos ja vain jos se on lokaalisti
kompakti Hausdorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Lisiksi todistetaan joitakin lo-
kaalisti kompakteja avaruuksia koskevia perustuloksia. Aliluku 4.4 kisittelee Stone—
Cech-kompaktisointia. Erityisesti osoitetaan, ettii jokaisella Tihonovin avaruudella
on Stone-Cech-kompaktisointi.

Lukijan oletetaan tuntevan tietyt analyysin, joukko-opin ja topologian perusasiat.
Oletetaan varsinkin, ettd lukija hallitsee Tampereen yliopiston Topologia-opinto-
jaksolla kisiteltavat asiat. Tama tarkoittaa, ettd monet joukko-opillisen topologian
késitteet ja tulokset oletetaan tunnetuiksi. Tutkielman ldhteind kdytetddn joukko-
oppia ja topologiaa kisittelevid teoksia.



2 Tihonovin lause

2.1 Adirellisen leikkauksen ominaisuus

Tassd aliluvussa esitetddn madritelmai ddrellisen leikkauksen ominaisuudelle ja muo-
dostetaan sen avulla ehto topologisen avaruuden kompaktisuudelle. Kyseistd ehtoa
kiytetddn myohemmin Tihonovin lauseen todistamiseen.

Mairitelma 2.1 (vrt. [2, s. 20]). Olkoon X joukko ja F joukon X osajoukkojen
kokoelma. Sanotaan, ettd kokoelmalla ¥ on ddrellisen leikkauksen ominaisuus, jos
FinFN---NF,#0aina,kun F|, F>, ..., F, € ¥ (n€ Z,).

Lause 2.1. Olkoon X topologinen avaruus. Tdilloin X on kompakti, jos ja vain jos
Jjokainen avaruuden X suljettujen osajoukkojen kokoelma ¥, jolla on ddrellisen
leikkauksen ominaisuus, toteuttaa ehdon (\peg F # 0.

Todistus (vrt. [2, s. 20-21]). Oletetaan ensin, ettd X on kompakti. Olkoon ¥ ava-
ruuden X suljettujen osajoukkojen kokoelma, jolla on dérellisen leikkauksen ominai-
suus. Tehdién vastaoletus, ettd (\pcr F = 0. Midritelldin U = { X\ F | F € ¥ }.
Koska jokainen F € ¥ on suljettu avaruudessa X, niin jokainen U € U on avoin
avaruudessa X. Lisdksi De Morganin lain ja vastaoletuksen nojalla

UU: U(X\F):X\ﬂF:X\@:X.

UelU FeF FeF

Siis U on avaruuden X avoin peite. Koska X on kompakti, peitteelld U on
adrellinen osapeite. Siis on olemassa sellaiset Uy, Us, ..., U, € U (n € Z,), etti
U UUyU---UU, = X. Lisdksi jokaista i € {1,2,...,n} kohti voidaan valita
sellainen F; € F,etta U; = X \ F;.

Koska De Morganin lain nojalla

X\(Flszm"'an):(X\FI)U(X\FZ)U"'U(X\Fn)
=UuvlUuU---uUU,
=X,

niin F1 N FHpN---NF, = 0. Timi on ristiriita, silld kokoelmalla ¥ on &irellisen
leikkauksen ominaisuus. Siis vastaoletus on viiri, ja (\peq F # 0.

Todistetaan sitten kidinteinen véite. Oletetaan, ettd jokainen avaruuden X suljettu-
jen osajoukkojen kokoelma ¥, jolla on didrellisen leikkauksen ominaisuus, toteuttaa
ehdon (pcr F # 0. Osoitetaan, ettd X on kompakti. Olkoon U avaruuden X avoin
peite. Talloin (Jyeq U = X. Maédritellddn F = { X \ U | U € U }. Koska jokainen
U € U on avoin avaruudessa X, niin jokainen F € ¥ on suljettu avaruudessa X.
Lisédksi De Morganin lain nojalla

ﬂF: ﬂ (X\U) =X\ UU:X\X:(Z).

FeF Uel Uel



Siispé oletuksen nojalla avaruuden X suljettujen osajoukkojen kokoelmalla 7 ei
ole ddrellisen leikkauksen ominaisuutta. TAten on olemassa sellaiset Fy, F>, ..., F, €
F(neZy,etti FfNF,N---NF, = 0. Lisaksi jokaista i € {1,2,...,n} kohti
voidaan valita sellainen U; € U, ettd F; = X \ U;.

Koska De Morganin lain nojalla

X\ (U100 U---0U,) = (X\U)N(X\U2) NN (X \Uy)
=FNnFkHnNn---NF,
=0,

niin Uy WU U --- U U, = X. Siis joukot Uy, Us, ..., U, muodostavat peitteen U
adrellisen osapeitteen, joten X on kompakti. O

2.2 Tihonovin lauseen todistus

Tihonovin lauseen todistamista varten esitetdan Zornin lemmana tunnettu joukko-
opin aksiooma, joka on yhtdpitdava valinta-aksiooman kanssa [3, s. 270].

Aksiooma 2.1 (Zornin lemma, vrt. [3, s. 270]). Olkoon X epdityhjd osittain jéirjestetty
Joukko. Jos joukon X jokaisella lineaarijdrjestetylld osajoukolla on yldraja, niin
Jjoukossa X on maksimaalinen alkio.

Apulause 2.1 (vrt. [4, s. 233]). Olkoon X joukko ja ¥ joukon X osajoukkojen
kokoelma, jolla on direllisen leikkauksen ominaisuus. Télloin on olemassa sellainen
joukon X osajoukkojen kokoelma D, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) F €D
(2) Kokoelmalla D on direllisen leikkauksen ominaisuus.

(3) Jos C on joukon X osajoukkojen kokoelma, jolla on direllisen leikkauksen
ominaisuus, ja 9D C C, niin D = C.

Sanotaan, ettd kokoelma 9 on maksimaalinen direllisen leikkauksen ominaisuuden
suhteen.

Todistus (vrt. [3, s. 273] ja [4, s. 233]). Olkoon Z joukko, joka koostuu kaikista jou-
kon X osajoukkojen kokoelmista, joihin ¥ sisiltyy ja joilla on ddrellisen leikkauksen
ominaisuus. Asetetaan osajoukkorelaatio (C) joukon Z osittaiseksi jarjestykseksi.
Osoitetaan, ettd joukossa Z on maksimaalinen alkio.

Nyt F € Z, joten Z # 0. Olkoon Y lineaarijérjestetty joukon Z osajoukko. Jotta
voidaan kiyttdd Zornin lemmaa, osoitetaan, ettid joukolla Y on ylédraja. Jos Y = 0,
niin # on joukon Y yldraja. Oletetaan sitten, ettd Y # 0. Osoitetaan, ettd joukon X
osajoukkojen kokoelma

s=|Jv

YeY



on joukon Y on ylédraja. Ensinnikin Y/ C S kaikilla Y € Y. Toiseksi tdytyy osoittaa,
ettd S € Z.

Osoitetaan siis, ettd ¥ C S ja ettd kokoelmalla S on &drellisen leikkauksen
ominaisuus. Koska Y # 0, niin on olemassa Y € Y C Z, ja¥F c Y cC S.
Olkoot sitten Sy, S, ..., S, € S (n € Z,). Tilloin jokaistai € {1,2,...,n} kohti
voidaan valita sellainen Y; € Y, ettd S; € ;. Koska Y on lineaarijdrjestetty, niin
joukko {M1, M, ..., Y,} C Y on lineaarijirjestetty. Tdten on olemassa sellainen
ke {1,2,...,n}, ettd Y, M>,..., Y, C Y. Siispa Sy, S2, ..., S, € Y. Lisdksi
koska Y € Y C Z, niin kokoelmalla Y on édarellisen leikkauksen ominaisuus. Siispa
SiNnS;N---NS, #0, joten kokoelmalla S on didrellisen leikkauksen ominaisuus.

Siis S € Z, joten S on joukon Y yldraja. Tdlloin Zornin lemman nojalla joukossa
Z. on maksimaalinen alkio D. Koska D € Z, niin D on joukon X osajoukkojen
kokoelma, joka toteuttaa ehdot (1) ja (2). Ehtoa (3) varten oletetaan, ettd C on joukon
X osajoukkojen kokoelma, jolla on &drellisen leikkauksen ominaisuus, ja D C C.
Talloin 7 € D C C,joten C € Z. Koska D on maksimaalinen joukossaZja D C C,
niin O = C. Siis D toteuttaa myos ehdon (3). O

Apulause 2.2. Olkoon X joukko ja D joukon X osajoukkojen kokoelma, joka on
maksimaalinen darellisen leikkauksen ominaisuuden suhteen. Talloin:

(a) Jos A on kokoelman P &irellisen monen jdsenen leikkaus, niin A € D.

(b) Jos BC XjaBND # 0kaikilla D € O, niin B € D.

Todistus (vrt. [4, s. 234]). (a) Olkoon A kokoelman P idirellisen monen jdsenen
leikkaus. Médritellddn joukon X osajoukkojen kokoelma S = D U {A}. Osoitetaan,
ettd kokoelmalla S on déarellisen leikkauksen ominaisuus.

Olkoon S kokoelman & = D U {A} &drellisen monen jidsenen leikkaus. Jos
yksikidin kyseisistd jasenisti ei ole joukko A, niin jokainen niistd kuuluu kokoelmaan
D ja S # 0, silld kokoelmalla D on direllisen leikkauksen ominaisuus. Muutoin
leikkaus S on muotoa

S=AND NDyN---ND,, missi Dy, Ds,...,D, €D (n€Z).

Téssdkin tapauksessa S # 0, koska A (ja titen S) on kokoelman P ddrellisen monen
jasenen leikkaus ja kokoelmalla D on ddrellisen leikkauksen ominaisuus.

Siis § # 0, joten kokoelmalla S on direllisen leikkauksen ominaisuus. Liséksi
D C S, joten kokoelman D maksimaalisuudesta seuraa, etti D = S. Siis A € § =
D.

(b) Oletetaan, ettd B € X ja BN D # 0 kaikilla D € . Miiritelldén joukon X
osajoukkojen kokoelma S = D U {B}. Kuten kohdan (a) todistuksessa, osoitetaan,
ettd kokoelmalla S on déarellisen leikkauksen ominaisuus.

Olkoon S kokoelman & = D U {B} direllisen monen jisenen leikkaus. Jos
yksikddn kyseisistd jasenistd ei ole joukko B, niin jokainen niistd kuuluu kokoelmaan
D ja S # 0, silld kokoelmalla D on direllisen leikkauksen ominaisuus. Muutoin
leikkaus S on muotoa

S=BND;iNDyN---ND,,missa Dy, D,,...,D,eD(ne,.



Tassé tapauksessa kohdan (a) perusteella D; N D, N --- N D, € D, joten oletuksen
nojallaS = BN (D;NDyN---NDy,) #0.

Siis § # 0, joten kokoelmalla S on dérellisen leikkauksen ominaisuus. Lisdksi
D C 8, joten kokoelman P maksimaalisuudesta seuraa, ettd D = S. Siis Be S =
D. O

Seuraavan lauseen todistuksessa ja yleisestikin téssd tutkielmassa topologisen
avaruuden X osajoukon A sulkeumalle kiytetdin merkintdd A tai cly(A). Lisiksi
topologisen avaruuden X pisteen x ympdiristolld tarkoitetaan avaruuden X avointa
osajoukkoa, joka sisdltdd pisteen x.

Lause 2.2 (Tihonovin lause). Olkoon (X;),c; perhe topologisia avaruuksia. Jos
Jokainen X; (i € I) on kompakti, niin tuloavaruus [ ,c; X; on kompakti.

Todistus (vrt. [3, s. 274]). Oletetaan, ettd jokainen X; (i € I) on kompakti. Osoitetaan
lauseen 2.1 avulla, ettd tuloavaruus X = [];c; X; on kompakti. Olkoon # avaruuden
X suljettujen osajoukkojen kokoelma, jolla on &direllisen leikkauksen ominaisuus.
Taytyy osoittaa, ettd (\pcr F # 0.

Apulauseen 2.1 nojalla on olemassa avaruuden X osajoukkojen kokoelma D,
johon ¥ sisiltyy ja joka on maksimaalinen direllisen leikkauksen ominaisuuden
suhteen. Seuraavaksi tavoitteena on 16yt sellainen x € X, etti x € (\pep D.

Olkoon jokaista i € I kohti p;: X — X; projektio, jolle siis pitee p;(x) = x;
kaikilla x = (x j)j <; € X. Olkoon sitten i € I. Madritelldén avaruuden X; suljettujen
osajoukkojen kokoelma

C:{W|DGD}.

Osoitetaan, ettd kokoelmalla C on dédrellisen leikkauksen ominaisuus.
Olkoon S kokoelman C &érellisen monen jdsenen leikkaus. Télldin se on muotoa

S =pi(D1) Npi(D2)N---Npi(D,), missi D1,D>,...D, € D (n€Zy,).

Koska kokoelmalla D on airellisen leikkauksen ominaisuus, niin on olemassa x €

DiNDyN---ND,. Siispid p;(x) € p;(D;) € pi(D;) kaikilla j € {1,2,...,n},

joten p;(x) € S # 0. Siispé kokoelmalla C on &érellisen leikkauksen ominaisuus.
Koska X; on kompakti ja kokoelmalla C on &édrellisen leikkauksen ominaisuus,

niin lauseen 2.1 nojalla
ﬂp,-(D): ﬂc;ea).
DeD CeC

Siispi jokaista i € [ ja sithen liittyvad projektiota p; kohti voidaan valita sellainen
x; € X;, ettd x; € p;(D) kaikilla D € D. Asetetaan x = (x;);;. Talloin x € X.
Osoitetaan, ettid x € (\pep D.

Olkoon D € P. Olkoon sitten U pisteen x ymparistd avaruudessa X. Télloin on
olemassa sellainen avaruuden X topologian kannan jdsen B, etti x € B C U. Koska
B kuuluu avaruuden X tulotopologian kantaan, niin B on muotoa [];c; U;, missa
U; C X; on avoin kaikilla i € I. Lisiksi on olemassa sellainen direllinen J C I, ettd
U; = X; kaikillai € I\ J.




Havaitaan, ettd kaikilla y = (y;),c; € X on voimassa

yEB&® yE€ 1—[ Ui
iel
& y; € Ui kaikillai € I
& y; € X; = Uy kaikillai € I\ J, ja pi(y) = y; € U; kaikillai € J
& y e pi N(U;) kaikilla i € J.

Siispd B = (N;c; pi~' (U;). Osoitetaan apulauseen 2.2 avulla, etti p,~'(U;) € D
kaikillai € J.

Olkoon i € J C I. Koska x € B, niin x; € U;. Siis U; on pisteen x; ymparisto.
Olkoon sitten G € D. Aiemmin x; valittiin niin, etti x; € m Koska U; on pisteen
Xx; ymparistd ja x; € p;(G), niin tunnetun sulkeuman ominaisuuden perusteella
U;Np;(G) # 0. Siisonolemassat € U;Np;(G). Koska t € p;(G), niin on olemassa
sellainen y € G, etti p;(y) = t. Lisiksi koska p;(y) = t € U;, niin y € p,~'(U;). Siis
y € pi N (U;) N G. Siispi p; "' (U;) N G # 0 kaikilla G € D, joten apulauseen 2.2
kohdan (b) nojalla p;,~'(U;) € D. Siispi p;~'(U;) € D kaikillai € J.

Koska kokoelmalla D on direllisen leikkauksen ominaisuus ja J on direllinen,

niin
BND = ﬂpi_l(Ul-)ﬁD £ 0.
ieJ
Lisiksi BC UjaBND Cc UN D, joten UN D # 0. Siispd U N D # 0 kaikilla
pisteen x ympiristoilld U, joten x € D.
Siispa x € D kaikilla D € 9. Niin ollen kaikilla F € ¥ C D joukko F on
suljettu jax € F = F. Siispid x € (reg F # 0, joten lauseen 2.1 nojalla tuloavaruus
X = [];e; Xi on kompakti. O
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3 Tihonovin avaruudet

3.1 Homeomorfismin muodostamista koskeva lause

Tassé aliluvussa esitetdén ja todistetaan lause, jonka avulla muodostetaan myohem-
min homeomorfismi topologiselta avaruudelta tietylle tuloavaruuden aliavaruudelle.

Lause 3.1. Olkoon X topologinen avaruus ja (Y;),c; perhe topologisia avaruuksia.
Jokaista i € I kohti olkoon f;: X — Y; jatkuva kuvaus. Tarkastellaan tuloavaruutta
Y = [l;e1 Yoo Mdidritellddin kuvaus

e: X > Yix (i)
Mididritelldidin sitten kuvaus
e X —e(X): x> e(x).

Talloin kuvaus e’ on homeomorfismi avaruudelta X avaruuden Y aliavaruudelle
e(X), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Josx1, x, € X jaxy # xp, niin on olemassa sellaineni € I, ettd f;(x1) # fi(x2).

(2) Jos x € X ja A on avaruuden X suljettu osajoukko, joka ei sisdlld pistettd x,
niin on olemassa sellainen i € I, ettd f;(x) ¢ fi(A).

Todistus (vrt. [3, s. 239 jas. 263]). Oletetaan, ettd ehdot (1) ja (2) ovat voimassa.
Selvisti ehdosta (1) seuraa, ettd kuvaus e: X — Y oninjektio. Siispd kuvause’: X —
e(X) on injektio. Kuvaus ¢’ on myds surjektio, joten se on bijektio.

Osoitetaan, ettd ¢’ on jatkuva. Jokaista i € I kohti olkoon p;: Y — Y; projektio.
Jos tédlloin i € I jax € X, niin

(pi o e)(x) = pi(e(x)) = pi((f;(x)) ;) = filx).

Siispd p; o e = f; kaikillai € I. Koska kuvauksen e jokainen komponentti p;oe = f;
(i € I) on jatkuva, niin kuvaus e: X — Y on jatkuva. Tunnetusti tistd seuraa, etti
my0s kuvaus e’: X — e(X) on jatkuva.

Osoitetaan sitten, ettd bijektio e’ on avoin kuvaus, minki seurauksena sen kiin-
teiskuvaus on jatkuva. Olkoon U avaruuden X avoin osajoukko ja x € U. Talloin
X \ U on suljettu avaruudessa X, ja x ¢ X \ U. Siispd ehdon (2) perusteella on
olemassa sellainen k € I, ettd fi(x) ¢ fx (X \ U). Midritelldaan

Wy = [ | Vi, missi Vi = Yo \ fe(X \U) ja Vi = ¥; kaikilla i € I'\ {k}.
iel

Tlloin V; C Y; on avoin kaikilla i € 1. Koska lisdksi V; = Y; kaikillai € I\ {k}, niin
W, kuuluu avaruuden Y tulotopologian kantaan. Merkitiddan W, = W, N e(X). Koska
W, on avoin avaruudessa Y, niin W} on avoin avaruudessa e(X).

11



Osoitetaan, ettd e’(x) € W;. Huomioidaan, ettd fi(x) € Y \ fx(X \U) = Vi ja
fi(x) € Y; = V; kaikillai € I \ {k}. Siispa f;(x) € V; kaikillai € I, joten

(%) = () € [ [Vine(X) =Wy ne(x) =w,.
iel
Osoitetaan vield, ettd W, C ¢’(U). Olkoon w € W, = W, N e(X). Koska w €
e(X), niin on olemassa sellainen ¢t € X, ettd w = e(t) = €'(¢) = (fi(?));c;- Koska
lisaksi w € Wy = [];¢; Vi, niin

Je(2) € Vi
= fi(t) €Y\ it (X \ U)
= fi(1) & fi(X\U)
= fi(1) & fi(X\U)
=tr¢X\U

=rel.

Siispa w = €’(¢) € €’(U), joten W, C €’(U).

Jokaista x € U kohti voidaan muodostaa edelld kuvattu joukko W;. Merkitdén
W = U,ey W;. Tilloin W on avoin avaruudessa e(X), silld se on avointen joukkojen
yhdiste. Koska e¢’(x) € W, C W kaikillax € U, niin ¢’(U) C W. Lisidksi W C ¢’(U),
silld W, C ¢’ (U) kaikillax € U. Siispéd ¢’(U) = W on avoin avaruudessa e(X), joten
e’ on avoin kuvaus.

Siis e’ on jatkuva bijektio, jonka kédédnteiskuvaus on jatkuva. Toisin sanoen e’ on
homeomorfismi. O

Seuraus 3.1. Tehdddn samat oletukset ja mddrittelyt kuin lauseessa 3.1. Oletetaan
lisdksi, ettd kaikilla x € X joukko {x} on suljettu avaruudessa X. Tdlloin kuvaus e’
on homeomorfismi avaruudelta X avaruuden Y aliavaruudelle e(X), jos lauseen 3.1
ehto (2) on voimassa.

Todistus (vrt. [3, s. 240 ja s. 263]). Oletetaan, ettéd lauseen 3.1 ehto (2) on voimassa.
Kyseisen lauseen nojalla riittdd osoittaa, ettd myds ehto (1) on voimassa. Oletetaan,
ettd x1, xp € X jax; # xp. Télloin joukko {x,} on suljettu avaruudessa X jax; ¢ {x»}.
Siispéd ehdon (2) perusteella on olemassa sellainen i € I, ettd

fitx1) € fit{xa}) = {fi(x2)}.
Siispd fi(x1) ¢ {fi(x2)}, joten fi(x1) # fi(x2). O

3.2 Tihonovin avaruuksien ominaisuuksia

Mairitelma 3.1 (vrt. [3, s. 275] ja [4, s. 211]). Olkoon X topologinen avaruus.
Avaruuden X sanotaan olevan fdysin sddnnollinen, jos jokaista pistettdi x € X ja
pisteen x ympéristod U kohti on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f: X — [0, 1],
ettd f(x) = 1ja f(y) =O0kaikillay € X \ U.
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Mairitelma 3.2 (vrt. [3, s. 275]). Olkoon X topologinen avaruus. Avaruuden X sa-
notaan olevan Tihonovin avaruus, jos X on taysin sddannollinen Hausdorffin avaruus.

Voidaan osoittaa, ettd Tihonovin avaruuden aliavaruus ja Tihonovin avaruuksien
tuloavaruus ovat Tihonovin avaruuksia. Ensin kuitenkin osoitetaan, ettd Hausdorflin
avaruuksilla on vastaavat ominaisuudet.

Lause 3.2.
(a) Hausdorffin avaruuden aliavaruus on Hausdorffin avaruus.
(b) Hausdorffin avaruuksien tuloavaruus on Hausdorffin avaruus.

Todistus (vrt. [4, s. 196-197]). (a) Olkoon X Hausdorffin avaruus ja A sen aliava-
ruus. Oletetaan, etti x, y € A jax # y. Koska X on Hausdorffin avaruus, niin on
olemassa sellaiset avaruuden X avoimet osajoukot U ja V, etti x € U,y € V ja
UNV =0.NytUnNAjaV N A ovat avoimia avaruudessa A. Lisdksi x € U N A,
yeVNAja

(UNANVNA)=UNV)NA=0NA =0,

Siispda A on Hausdorffin avaruus.

(b) Olkoon (X;),c; perhe Hausdorffin avaruuksia ja X = [],c; X; tuloavaruus.
Olkoon x = (x;);c; € Xjay = (yi);e; € X. Oletetaan, ettd x # y. Tdlloin on olemassa
sellainen k € I, ettd x; # yy. Lisdksi xg, yx € Xi. Koska X; on Hausdorffin avaruus,
niin on olemassa sellainen pisteen x; ymparistd U ja sellainen pisteen y; ympéristo
VietiUNV = 0.

Tiedetddn, ettd projektio pr: X — Xj on jatkuva, joten p;l(U) ja p;l(V)
ovat avoimia avaruudessa X. Koska py(x) = xx € U ja pi(y) = yx € V, niin
X € p;l(U) jaye p;l(V). Siis p;l(U) on pisteen x ympdristo ja p;l(V) on pisteen
y ympdristo. Lisdksi p;l(U) N p;l(V) = (, sillda muuten olisi olemassa sellainen
Z € p;l(U) ﬂp;l(V), ettd py(z) € UNV = (. Siispa X on Hausdorffin avaruus. 0O

Lause 3.3.
(a) Tihonovin avaruuden aliavaruus on Tihonovin avaruus.
(b) Tihonovin avaruuksien tuloavaruus on Tihonovin avaruus.

Todistus (vrt. [4, s. 211-212]). (a) Olkoon X Tihonovin avaruus ja A sen aliavaruus.
Koska X on Hausdorffin avaruus, niin A on Hausdorffin avaruus. Taytyy osoittaa,
ettd A on tdysin sddnnollinen.

Olkoon x € A ja U pisteen x ympdristd. Koska U on avoin avaruuden X ali-
avaruudessa A, niin on olemassa sellainen avaruuden X avoin osajoukko V, ettad
U=VNA. Nytx € UCV,jotenV on pisteen x ympiristo avaruudessa X. Koska
X on tdysin sd@dnndllinen, niin on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f: X — [0, 1],
ettd f(x) = 1ja f(y) =0kaikillay € X \ V.
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Kuvauksen f jatkuvuudesta seuraa, ettd sen rajoittuma f [4: A — [0,1] on
jatkuva. Nyt f 4 (x) = f(x) = 1. Havaitaan sitten, ettdjosy € Ajay ¢ U = VNA,
niin y ¢ V. Siispd kaikillay € A\ U pidtee y € X\ Vija f T4 (y) = f(y) = 0.
Kuvauksen f 4 ominaisuuksien perusteella A on tdysin sddnnollinen.

(b) Olkoon (X;);c; perhe Tihonovin avaruuksia ja X = [];c; X; tuloavaruus.
Koska jokainen X; (i € I) on Hausdorffin avaruus, niin X on Hausdorffin avaruus.
Téytyy osoittaa, ettd X on tdysin sddnnollinen.

Olkoon x = (x;);c; € X ja U pisteen x ympéristo. Télloin on olemassa sellainen
avaruuden X tulotopologian kannan jasen B, ettd x € B C U. Nyt B on muotoa
[1;c; Ui, missd U; € X; on avoin kaikilla i € [. Lisdksi on olemassa sellainen
adrellinen J C I, ettd U; = X; kaikillai € I\ J.

Seuraavaksi muodostetaan jokaista i € I kohti tietynlainen kuvaus g;: X —
[0, 1]. Olkoon j € I. Koska

(Xi)ier =x € B = n Ui,
i€l
niin x; € U;. Siis U, on pisteen x; ympiristd. Koska X; on tdysin sadnnollinen, niin
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f;: X; — [0, 1], ettd f;(x;) = 1 ja f;j(z) =0
kaikillaz € X;\U;. Olkoon p;: X — X; projektio. Kuvaukset p; ja f; ovat jatkuvia,
joten yhdistetty kuvaus fj o p;: X — [0, 1] on jatkuva. Asetetaan g; = f; o p;.
Huomioidaan, etta

gj(x) = (fiop)x) = fi(p;j(x)) = fi(x;) = L.

Muodostetaan sitten tavoiteltu jatkuva kuvaus f: X — [0, 1]. Jokaistai € I kohti
voidaan muodostaa edelld mairitellyt jatkuvat kuvaukset f;, p; ja erityisesti kuvaus
gi: X — [0,1]. Koska J C [ on é&irellinen ja kertolasku on laskutoimituksena
suljettu joukossa [0, 1], niin voidaan médritelld kuvaus

Fix =011y [ ]e).
ieJ

Osoitetaan, ettd f on jatkuva. Jokainen g; (i € J) on siis avaruudessa X médritelty
reaaliarvoinen jatkuva kuvaus. My0s f on avaruudessa X mairitelty kuvaus, ja sen
arvo jokaisessa pisteessi y € X on jatkuvien kuvausten g; (i € J) pisteessd y
saamien arvojen tulo. Reaaliarvoisten kuvausten ominaisuuksiin kuuluu, ettd tassi
tapauksessa myos f on jatkuva.

Osoitetaan vield, ettd f(x) = 1ja f(y) = Okaikillay € X\U. Aiemman huomion
perusteella g;(x) = 1 kaikillai € I, joten f(x) = [[;c; gi(x) = 1.

Olkoonsitteny = (y;);c; € X\U.Télloiny ¢ UjaB C U, joteny ¢ B = [];c; Ui.
Taten on olemassa sellainen k € I, ettd y; ¢ Uy. Siis y; € X \ Uy. Liséksi fx(z) =0
kaikilla z € X \ Uy, joten

gk(y) = (fk o p)(y) = fi(pi () = fx(yx) = 0.
Koska y; ¢ Uy jay; € X; = U; kaikillai € I\ J, niin tiytyy pated k € J. Siispa

fm=]]am=am- [ am=0-[] st =0

ieJ ieJ\{k} ieJ\{k}
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Siis f(y) = 0 kaikilla y € X \ U. Kuvauksen f ominaisuuksien perusteella X on
taysin sddnnollinen. O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos topologinen avaruus on homeomorfinen jonkin
Tihonovin avaruuden kanssa, niin se on myos Tihonovin avaruus.

Lause 3.4. Olkoot X ja Y homeomorfisia topologisia avaruuksia. Tdilloin X on
Tihonovin avaruus, jos ja vain jos Y on Tihonovin avaruus.

Todistus (vrt. [5, s. 108]). Symmetrian vuoksi riittda osoittaa, ettd jos X on Tihono-
vin avaruus, niin Y on Tihonovin avaruus. Oletetaan, ettd X on Tihonovin avaruus.
Huomioidaan, ettd on olemassa homeomorfismi 4: X — Y, jonka kiinteiskuvaus
g: Y — X on jatkuva bijektio.

Osoitetaan, ettd Y on tdysin sddnnollinen. Olkoon y € Y ja V pisteen y ympéristo.
Tilloin g(y) € g(V) € X. Lisdksi g(V) on avoin avaruudessa X, silld g on jatkuva.
Siis U = g(V) on pisteen x = g(y) ympdristd. Koska X on tdysin sddnnollinen, niin
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f: X — [0,1], ettd f(x) = 1ja f(x') =0
kaikillax” € X \ U.

Kuvaukset g ja f ovat siis jatkuvia, joten yhdistetty kuvaus fog: Y — [0, 1] on
jatkuva. Todetaan, ettd (f o g)(y) = f(g(y)) = f(x) = 1. Kuvauksen g bijektiivi-
syydestd seuraa, ettd jos y’ € Y \ V, niin

g(y)eg(¥\V)=¢g(¥)\g(V)=X\U.

Siispa kaikilla y* € Y \ V pitee g(y') € X\ U ja (fog)y) = f(g(y)) = 0.
Kuvauksen f o g ominaisuuksien perusteella Y on tdysin sddnnollinen.

Téytyy vield osoittaa, ettd Y on Hausdorffin avaruus. Oletetaan, ettd y;, y, € Y ja
y1 # y2. Koska & on surjektio, niin on olemassa sellaiset x, xo € X, ettd h(x;) = y;
ja h(xp) = yp. Siis h(x1) = y1 # y2 = h(xp) ja lisdksi kuvaus & on injektio, joten
x1 # x3. Koska X on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa sellainen pisteen x
ympdristd U ja sellainen pisteen x, ympdristd U,, ettd Uy N Uy = 0.

Kuvaus # on homeomorfismina avoin kuvaus, joten 4(U)) ja h(U,) ovat avoimia
avaruudessa Y. Koska x| € Uy jax; € Up, niin y; = h(xy) € h(Uy) ja ys = h(xp) €
h(U,). Siis h(U}) on pisteen y| ympdristo ja £(U;) on pisteen y, ymparisto. Lisaksi
h(Uy) N h(Uy) = 0, silla h on injektio ja Uy N U = 0. Siispd Y on Hausdorffin
avaruus. O

Esitetddn vield yksi Tihonovien avaruuksien luonnetta kuvaava tulos, joka on
jatkossa hyodyllinen.

Lause 3.5. Olkoon X Tihonovin avaruus. Tdlloin on olemassa sellainen joukko J,
ettd X on homeomorfinen tuloavaruuden [0, 11’ aliavaruuden kanssa.

Todistus (vrt. [3, s. 278]). Koska X on Hausdorffin avaruus, niin tunnetusti kaikilla
x € X joukko {x} on suljettu avaruudessa X. Kiytetddn seurausta 3.1. Olkoon #
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kaikkien jatkuvien kuvausten f: X — [0, 1] kokoelma. Tarkastellaan tuloavaruutta
[0, 117 . Méiritellddn kuvaus

e: X - [0,1]7 x> (f(x)) e -

Tillsin kuvaus e: X — [0, 1]7 vastaa lauseessa 3.1 midriteltyd kuvausta. Osoite-
taan, ettd tdssd tapauksessa lauseen 3.1 ehto (2) on voimassa.

Olkoon x € X ja A avaruuden X suljettu osajoukko, joka ei sisélld pistettd x.
Téytyy osoittaa, ettd on olemassa sellainen f € 7, ettd f(x) ¢ F(A). Koska A on
suljettujax ¢ A, niin X \ A on pisteen x ympéristo. Lisdksi X on tdysin sdédnnollinen,
joten on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f: X — [0, 1],ettd f(x) = 1jaf(y) =0
kaikilla y € X \ (X \ A) = A. Todetaan, ettd f € F. Koska joukko {0} on suljettu
avaruudessa [0, 1], niin f(A) = {0} = {0}. Néin ollen f(x) = 1 ¢ {0} = f(A).

Seurauksen 3.1 nojalla kuvaus

e X —>e(X): x> e(x)

on homeomorfismi avaruudelta X tuloavaruuden [0, 1]7 aliavaruudelle e(X ). O

3.3 Normaalit avaruudet

Tassé aliluvussa esitetdan normaalin avaruuden miiritelma ja erityisesti osoitetaan,
ettd jokainen normaali Hausdorffin avaruus on Tihonovin avaruus.

Mairitelma 3.3 (vrt. [3, s. 278]). Olkoon X topologinen avaruus. Avaruuden X
sanotaan olevan normaali, jos sen kaikilla erillisilld suljetuilla osajoukoilla A ja B
on olemassa sellaiset avaruuden X avoimet osajoukot U jaV,etti A C U, B C V ja
unv=20.

Apulause 3.1. Olkoon X topologinen avaruus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtépi-
tavia:

(1) Avaruus X on normaali.

(2) Jos A € X on suljettu, U C X on avoin ja A C U, niin on olemassa sellainen
avoinV C X, ettd A C VjaV cUvU.

Todistus (vrt. [4, s. 196]). Oletetaan, ettd ehto (1) on voimassa. Oletetaan sitten, ettd
A C X on suljettu, U € X on avoin ja A C U. Merkitiddn B = X \ U. Koska A C U,
niin B = X\ U C X \ A. Siispd A ja B ovat erillisid ja suljettuja. Koska X on
normaali, niin on olemassa sellaiset avaruuden X avoimet osajoukot V ja W, ettd
ACV,BCWjVnWw=0.

Osoitetaan, etti V € U. Olkoonx € V C X. Jos x € B € W, niin W olisi pisteen
x ymparist0 ja sulkeuman ominaisuuden perusteella V. N W # 0, mikd on ristiriita.
Tiytyy siis pited x ¢ B = X \ U, joten x € U. Siispi A C VjaV C U, ja ehto (2) on
voimassa.
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Oletetaan sitten, ettd ehto (2) on voimassa. Olkoot A ja B avaruuden X erillisid
suljettuja osajoukkoja. Merkitdan U = X \ B. Tilloin U on avoin ja A C U. Ehdon
(2) nojalla on olemassa sellainen avoin V C X, etti A C V ja V C U. Koska
V C U = X\B,niin B C X\ V. Niinollen V ja X\V ovat avoimia, A C V,B C X\V
ja selvisti V N (X \ V) = 0. Siis X on normaali, ja ehto (1) on voimassa. O

Lause 3.6 (Urysonin lemma, vrt. [4, s. 207]). Olkoon X normaali avaruus, ja olkoot
A ja B avaruuden X erillisid suljettuja osajoukkoja. Tdlloin on olemassa sellainen
jatkuva kuvaus f: X — [0, 1], ettd f(a) = 0 kaikilla a € A ja f(b) = 1 kaikilla
b € B.

Todistus (vrt. [4, s. 207-210] ja [1, s. 305-306]). Jatkuvan kuvauksen f mairittelyd
varten muodostetaan jokaista rationaalilukua r € Q kohti tietynlainen avaruuden X
avoin osajoukko U,. Edetddn vaiheittain.

Vaihe 1. Tarkastellaan aluksi vain vélin [0, 1] rationaalilukuja. Koska joukko
Q N [0, 1] on numeroituvasti dédretdn, sen kaikki luvut voidaan jérjestdd jonoksi 1,
r, I3, ... niin, ettd jono alkaa luvuillar; = 1jar, = 0. Loput jonon luvuista kuuluvat
avoimelle vilille ]0, 1[. Tavoitteena on mééritelld avaruuden X avoimet osajoukot
Uy, Uy, Uy, ... niin, ettd kaikilla i, j € Z, on voimassa seuraava ehto:

(%) jos ri < rj,niin Uy, C Uy,

Miiritelldédn ensin U,, = U; = X \ B. Hyddynnetdin sitten avaruuden X normaa-
liutta joukon U,, = Uy mdirittelyssd. Koska A ja B ovat suljettuja ja erillisid, niin
U, on avoin ja A € X \ B = U,,. Apulauseen 3.1 nojalla voidaan valita sellainen
avaruuden X avoin osajoukko U,,, ettd

ACU,jaU, CU,,.

Siisry=0<1=rjja ﬁrz C U,,, joten ehto (*) on voimassa kaikilla 7, j < 2.
Jatketaan induktiolla. Oletetaan, ettd n > 2 ja ettd ollaan maaéritelty avoimet joukot

U, U,,, ..., U,, niin, ettd ehto (*) on voimassa kaikilla i, j < n. Taytyy mééritella
U,,., niin, ettd ehto (*) on voimassa kaikilla i, j <n + 1.
Merkitdan P, = {ry,r2,...,r,}. Koskan > 2, niin r,r, € P,. Jaetaan joukon

P, luvut lukua r,,+ pienempiin ja suurempiin lukuihin seuraavasti:
Si={rePylr>rmutjaSa={repP,|r<rpi}.

Koskary =1 > rpp1jary =0 < rpyp, niin 7y € Sy jary € S5, Siis S1 # 0 ja
Sy # 0. Liséksi epatyhjdt joukot S; ja S, ovat dédrellisid, joten niissd on pienimmit ja
suurimmat alkiot. Talloin min(S|) = r,, ja max(S,) = ry joillain m, k < n.

Koska ry € Sy jar, € S1, niin ry < ry41 < ry. Siispd induktio-oletuksen nojalla
ﬁrk Cc U,, . Lisiksi ﬁrk on suljettu ja U, on avoin, joten apulauseen 3.1 nojalla
voidaan valita sellainen avaruuden X avoin osajoukko U, _, ettd

n+1?

Urk c Urn+l Ja Urn+l c Urm'
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Osoitetaan, ettd nyt ehto (x) on voimassa kaikillai, j < n+ 1. Olkooti, j <n+1.
Jos i, j < n, niin induktio-oletuksen nojalla ehto () on voimassa. Tdytyy vield
kisitelld tapaukset, joissa toinen luvuista i ja j on n + 1 ja toinen on pienempi tai
yhté suuri kuin n.

Oletetaan ensin, ettd i =n + 1 ja j < n.Jos r,y1 = r; <rj,niin

rj € S1
= r; >min(S;) =71y
=rm=rjtair, <r;
= U, €Uy, =U;, taiU

= U, =U,,, €U,

. cU, cU, C U;, (kiytetty induktio-oletusta)

"n+

Siis ehto (*) on voimassa.
Oletetaan sitten, ettd i <nja j=n+1.Jos r; <r; = ry41, niin

r; € S2
= r; <max(Sy) =rg
Sr=rtair <rg
=U,=U, CU,

= Uy, € Up,,, =U,,.

n+l

tai U,, € U,, € U,, C U,,,, (kiytetty induktio-oletusta)

n+1

Siis tdssdkin tapauksessa ehto () on voimassa. Ndin ollaan induktion avulla méaéri-
telty halutut joukot U,,, U,,, U,, ...

Vaihe 2. Kasitellddn vield rationaaliluvut, jotka eivit kuulu vilille [0, 1]. Kun
r € Q, madritellddn U, = 0, josr < 0, ja U, = X, jos r > 1. Nyt ollaan mééri-
telty U, jokaiselle rationaaliluvulle r. Seuraavaksi todistetaan tulos, jota tarvitaan
myOhemmissa vaiheissa. Osoitetaan, ettd

josr,s€Qijar <s,niinU, C U,.

Oletetaan, ettd r, s € Q ja r < s. Télloin on kolme mahdollista tapausta: En-
simmadisessd tapauksessa kumpikin luvuista r ja s on vililld [0, 1], jolloin edellisen
vaiheen perusteella U, C Uj. Toisessa tapauksessa vihintizn toinen luvuista r ja s on
pienempi kuin 0, jolloin r < 0 ja U, = @ C Uy. Kolmannessa tapauksessa vihintizin
toinen luvuista r ja s on suurempi kuin 1, jolloin s > 1ja U, C X = Uj.

Vaihe 3. Mairitellddn jokaista x € X kohti vain rationaalilukuja sisdltavd joukon
R osajoukko

Qx)={reR|reQjaxelU,}.

Olkoon nyt x € X. Osoitetaan, ettd joukolla Q(x) on suurin alaraja. Jokainen lukua
1 suurempi rationaaliluku kuuluu joukkoon Q(x), silld jos r € Q ja r > 1, niin
x € X = U,. Siispd Q(x) # 0. Lisdksi mikddn lukua O pienempi rationaaliluku ei
kuulu joukkoon Q(x), silld jos r € Q jar < 0, niin x ¢ @ = U,. Siispé luku 0 on
joukon Q(x) alaraja.
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Siis joukko Q(x) on epityhjd ja alhaalta rajoitettu. Tiedetéddn, ettd tiydellisyysak-
siooman seurauksena jokaisella epityhjilld ja alhaalta rajoitetulla joukon R osajou-
kolla on suurin alaraja, joten joukolla Q(x) on suurin alaraja inf Q(x). Tami suurin
alaraja on vililld [0, 1], silla luku O on joukon Q(x) alaraja ja jokainen lukua 1
suurempi rationaaliluku kuuluu joukkoon Q(x). Voidaan siis mairitella kuvaus

f: X —>[0,1] : x > inf Q(x).

Vaihe 4. Osoitetaan, ettd f on haluttu kuvaus. Osoitetaan ensin, ettd f(a) = 0
kaikillaa € A ja f(b) = 1 kaikilla b € B. Olkoon a € A. Koskaa € A C U,, = U,
niin 0 € Q(a). Siispa mikéén lukua O suurempi luku ei voi olla joukon Q(a) alaraja,
ja f(a) =infQ(a) = 0.

Olkoon sitten b € B. Koska b € B, niin b ¢ X \ B = U,. Siispd jos r € Q ja
r < 1, niin r ¢ Q(b), silld muuten r € Q(b) jab € U, C U, C Uy. Siispd luku 1 on
joukon Q(b) alaraja, ja f(b) = inf Q(b) = 1.

Taytyy vield osoittaa, ettd kuvaus f on jatkuva. Titd varten osoitetaan ensin, etti
kaikilla x € X jar € QQ on voimassa seuraavat ehdot:

(a) Jos x € U, niin f(x) <r.
(b) Josx ¢ U,, niin f(x) >r.

Olkoon x € X ja r € Q. Oletetaan ensin, ettd x € U,. Talldin kaikilla lukua
r suuremmilla rationaaliluvuilla s pitee x € U, C U,. Siispi jokainen lukua r
suurempi rationaaliluku s kuuluu joukkoon Q(x), joten f(x) = inf Q(x) < r. Ndin
ehto (a) on todistettu.

Oletetaan sitten, ettd x ¢ U,. Talloin kaikilla lukua r pienemmilld rationaali-
luvuilla s pitee x ¢ Us, silli muuten x € U C U, C U,. Siispd mikddn lukua r
pienempi rationaaliluku s ei kuulu joukkoon Q(x), joten f(x) = inf Q(x) > r. Ndin
ehto (b) on todistettu.

Osoitetaan sitten, ettd kuvaus f on jatkuva. Olkoon V avaruuden [0, 1] avoin
osajoukko ja x € f~1(V). Tilloin f(x) € V, joten on olemassa sellaiset ¢,d € R,
ettd f(x) € Je,d[ N [0,1] € V. Koska ¢ < f(x) < d, niin voidaan valita sellaiset
r,s € Q, ettd

c<r<fx)<s<d.

Merkitdin U, = Uy \ U, = Uy N (X \ U,). Nyt U, on avoin avaruudessa X, silld U,
ja X \ U, ovat avoimia.
Osoitetaan, ettd x € U,. Koska f(x) < s, niin ehdon (b) perusteella x € Us.
Lisdksi koska f(x) > r, niin ehdon (a) perusteella x ¢ U,. Siispd x € Uy \ U, =U,.
Osoitetaan vield, etti Uy, € f~!(V). Olkoon y € Uy = U, \ U,.. Tilloin y € Uy C
U,, joten ehdon (a) perusteella f(y) < s. Lisiksi y ¢ U,, joten y ¢ U, ja ehdon (b)
perusteella f(y) > r. Koska

c<r<f(y) <s<d,

niin f(y) € Je,d[ N [0,1] C V. Siispdy € f~1(V),jaU, C f~1(V).
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Jokaista x € f~!(V) kohti voidaan muodostaa edelld kuvattu joukko U,. Mer-
kitddn U = Uyes-1(y) Uy Télloin U on avoin avaruudessa X, silld se on avointen
joukkojen yhdiste. Koska x € U, C U kaikillax € f~!(V), niin f~1(V) C U. Lisik-
siU C f~1(V),silld U, € f~1(V) kaikillax € f~1(V). Siispa f~'(V) = U on avoin
avaruudessa X, joten f on jatkuva. O

Seuraus 3.2 (vrt. [3, s. 280]). Jokainen normaali Hausdorffin avaruus on Tihonovin
avaruus.

Todistus. Olkoon X normaali Hausdorffin avaruus. Osoitetaan, ettd avaruus X on
taysin saannollinen. Olkoon x € X ja U pisteen x ymparisto. Koska X on Hausdorffin
avaruus, niin joukko {x} on suljettu avaruudessa X. Siispd X \ U ja {x} ovat avaruuden
X erillisia suljettuja osajoukkoja. Koska X on normaali, niin Urysonin lemman nojalla
on olemassa sellainen jatkuvakuvaus f: X — [0, 1], ettd f(a) = Okaikillaa € X\U
ja f(b) = 1 kaikilla b € {x}. Siis f(x) = 1, ja avaruus X on tdysin sddnndllinen.
Koska X on myos Hausdorffin avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. m]

3.4 Yhteys kompakteihin Hausdorffin avaruuksiin

Lause 3.7 (vrt. [5, s. 183]). Olkoon X Hausdorffin avaruus. Olkoot A ja B avaruu-
den X erillisiii kompakteja osajoukkoja. Télloin on olemassa sellaiset avaruuden X
avoimet osajoukot U jaV, ettd A CU, BCVjaUNV =0.

Todistus (vrt. [3, s. 280]). Aluksi tavoitteena on muodostaa jokaista b € B kohti
tietynlaiset avaruuden X avoimet osajoukot Uy, ja V.

Olkoon b € B. Koska AN B = 0, niin a # b kaikilla a € A. Lisdksi X on
Hausdorffin avaruus, joten jokaista a € A kohti on olemassa sellaiset avaruuden X
avoimet osajoukot U, jaV,, ettia € Uy, b € V, jaU, NV, = 0. Siis a € U, kaikilla
a € A, joten {U, | a € A} on joukon A avoin peite. Koska A on kompakti, niin
kyseiselld peitteelld on ddrellinen osapeite. Siis on olemassa sellaiset aj, as, ...,
an€ AneZy),ettaAcU, VU, U---UU,,.

Merkitiddn

Up=Uy UUgyU---UU,, ja Ve=VynVyn---nV,.

Télloin U, (avointen joukkojen yhdiste) ja V), (ddrellisen monen avoimen joukon
leikkaus) ovat avoimia avaruudessa X. Huomioidaan, etti A C Uj. Lisiksi koska
b eV, kaikillaa € A, niin b € V},.

Osoitetaan sitten, ettd U, NV, = (. Tehdddn vastaoletus, ettd on olemassa x €
Uy NV,. Koska x € Uy, niin on olemassa sellainen ¢ € {ay, ay,...,a,},ettix € V.
Lisidksi koskax € V,, niinx € V.. Siisx € U.NV,. Toisaaltac € A, joten U. NV, = 0,
miki on ristiriita. Siis vastaoletus on vaard, ja U, NV}, = 0.

Jokaista b € B kohti voidaan muodostaa edelld kuvatut avoimet joukot Uy, ja V.
Nyt b € V), kaikilla b € B, joten {V,, | b € B} on joukon B avoin peite. Koska B on
kompakti, niin kyseiselld peitteelld on ddrellinen osapeite. Siis on olemassa sellaiset
bi,by,...,b, € B(m €Zy),ettaBCV, UV, U---UV, .
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Merkitdian

V=V, UVp,U---UV, ja U=Up NUp,N---NUp,.

m m

Talloin V (avointen joukkojen yhdiste) ja U (ddrellisen monen avoimen joukon leik-
kaus) ovat avoimia avaruudessa X. Koska A C U, kaikilla » € B, niin A C U.
Lisaksi BC V.

Osoitetaan vield, ettd UNV = (. Tehdain vastaoletus, ettd on olemassax € UNV.

Koska x € V, niin on olemassa sellainen d € {by, ba, ..., b, }, ettd x € V. Lisiksi
koska x € U, niin x € Uy. Siis x € Uy N'V,. Toisaalta d € B, joten Ug N V; = 0,
mika on ristiriita. Siis vastaoletus on vddrd, jaU NV = 0. O

Seuraus 3.3. Jokainen kompakti Hausdorffin avaruus on normaali.

Todistus (vrt. [5, s. 184]). Olkoon X kompakti Hausdorffin avaruus. Olkoot A ja B
avaruuden X erillisid suljettuja osajoukkoja. Tiedetddn, ettd minkd tahansa kompaktin
avaruuden jokainen suljettu osajoukko on kompakti. Ndin ollen A ja B ovat kompak-
teja. Lauseen 3.7 nojalla on olemassa sellaiset avaruuden X avoimet osajoukot U ja
Viettd A C U, B CVjaUnNV =0. Siispd avaruus X on normaali. O

Yhdistdmilld seuraus 3.3 ja seuraus 3.2 nidhddin, ettd jokainen kompakti Haus-
dorffin avaruus on Tihonovin avaruus. Lisidksi aiemmin osoitettiin, ettd mika tahansa
Tihonovin avaruus on homeomorfinen tuloavaruuden [0, 1]/ aliavaruuden kanssa
jollain joukolla J. Ndami seikat yhdessd Tihonovin lauseen kanssa johtavat seuraa-
vaan tulokseen, jonka mukaan Tihonovin avaruudet voidaan samaistaa kompaktien
Hausdorffien avaruuksien aliavaruuksiin.

Lause 3.8. Olkoon X topologinen avaruus. Tdlloin X on Tihonovin avaruus, jos
ja vain jos se on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden aliavaruuden
kanssa.

Todistus (vrt. [1, s. 407]). Oletetaan ensin, ettd X on Tihonovin avaruus. Talloin lau-
seen 3.5 nojalla on olemassa sellainen joukko J, ettd X on homeomorfinen tuloava-
ruuden [0, 1]/ aliavaruuden kanssa. Tiedetiin, ettid [0, 1] on Hausdorffin avaruus.
Lisiksi Heine-Borelin lauseen nojalla se on kompakti. Siispi tuloavaruus [0, 1]/ on
Hausdorffin avaruus, ja Tihonovin lauseen nojalla se on myos kompakti.
Todistetaan sitten kddnteinen viite. Oletetaan, ettd X homeomorfinen kompaktin
Hausdorffin avaruuden Y aliavaruuden A kanssa. Koska Y on kompakti Hausdorffin
avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. Siis A on Tihonovin avaruuden aliavaruus,
joten se on myos Tihonovin avaruus. Lopuksi todetaan, ettd koska X ja A ovat
homeomorfisia, niin X on Tihonovin avaruus. m]
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4 Kompaktisointi

4.1 Kompaktisoinnin olemassaolo

Mairitelmi 4.1 (vrt. [1, s. 418]). Olkoon X topologinen avaruus, Y kompakti Haus-
dorffin avaruus ja h: X — Y jatkuva kuvaus. Jos #(X) on avaruuden Y tihed ali-
avaruus ja kuvaus 4’: X — h(X): x — h(x) on homeomorfismi, niin paria (Y, h)
kutsutaan avaruuden X kompaktisoinniksi.

Huomautus. Jos X on kompaktin Hausdorffin avaruuden Y tihed aliavaruus, niin
kuvaus h: X — Y:x +— x on avaruuden X kompaktisointiin vaadittu jatkuva
kuvaus, silld #(X) = X ja joukon X identtinen kuvaus on homeomorfismi. Kun
kompaktisointi on muodostettu téilld tavalla, kuvaus 4 voidaan jattdd mainitsematta
ja avaruutta Y kutsutaan sellaisenaan avaruuden X kompaktisoinniksi.

Esimerkki 4.1. Oletetaan, etti a,b € R ja a < b. Talloin [a, b] on kompakti
Hausdorffin avaruus. Koska avaruudessa R pitee |a,b[ = [a, b], niin |a, b[ on
avaruuden [a, b] tihed aliavaruus. Siispa [a, b] on avaruuden |a, b[ kompaktisointi.

Edellisessa luvussa osoitettiin, ettd Tihonovin avaruuksia ovat tismalleen ne ava-
ruudet, jotka ovat homeomorfisia kompaktien Hausdorffien avaruuksien aliavaruuk-
sien kanssa. Seuraava lause kertoo, ettd Tihonovin avaruuksia ovat tismalleen ne
avaruudet, joilla on kompaktisointi.

Lause 4.1. Olkoon X topologinen avaruus. Tdlloin on olemassa avaruuden X kom-
paktisointi, jos ja vain jos X on Tihonovin avaruus.

Todistus (vrt. [1, s. 407 jas. 418]). Oletetaan ensin, ettd on olemassa avaruuden X
kompaktisointi. Talloin X on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden
aliavaruuden kanssa. Siispd lauseen 3.8 nojalla X on Tihonovin avaruus.

Todistetaan sitten kéidnteinen viite. Oletetaan, ettd X on Tihonovin avaruus.
Télloin lauseen 3.8 nojalla on olemassa homeomorfismi #': X — A, missd A on
kompaktin Hausdorffin avaruuden Y aliavaruus. Olkoon B = A joukon A sulkeuma
avaruudessa Y.

Nyt B on suljettu kompaktissa Hausdorflin avaruudessa Y, joten B on avaruuden
Y aliavaruutena kompakti Hausdorffin avaruus. Koska #'(X) = A C A = B, niin
voidaan miiritelld kuvaus

h: X — B:x+— I (x).

Koska &’ on jatkuva, niin & on jatkuva. Lisdksi 2(X) = h’(X) = A on avaruuden
B = A tihed aliavaruus, joten kuvauksen 4’ homeomorfisuuden perusteella pari
(B, h) on avaruuden X kompaktisointi. O
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4.2 Lokaali kompaktisuus ja yhden pisteen kompaktisointi

Mairitelma 4.2 (vrt. [4, s. 182]). Olkoon X topologinen avaruus x € X. Avaruuden
X sanotaan olevan lokaalisti kompakti pisteessd x, jos on olemassa sellainen pisteen x
ympdristod U ja sellainen avaruuden X kompakti aliavaruus C, etta U C C. Avaruuden
X sanotaan olevan lokaalisti kompakti, jos se on lokaalisti kompakti sen jokaisessa
pisteessa.

Esimerkki 4.2. Avaruus R on lokaalisti kompakti. Nimittdin jos x € R, niin U =
]x = 1,x + 1] on pisteen x ympdristd, C = [x — 1,x + 1] on avaruuden R kompakti
aliavaruus ja U C C.

Mairitelma 4.3 (vrt. [4, s. 185]). Olkoon X topologinen avaruus ja Y sen kompak-
tisointi (siis X on kompaktin Hausdorffin avaruuden Y tihed aliavaruus). Jos joukko
Y\ X sisdltdd tismélleen yhden alkion, niin avaruutta Y kutsutaan avaruuden X yhden
pisteen kompaktisoinniksi.

Lokaalin kompaktisuuden mééritelmén avulla muodostetaan seuraava ehto yhden
pisteen kompaktisoinnin olemassaololle.

Lause 4.2 (vrt. [1, s. 420]). Olkoon X topologinen avaruus. Tdlloin avaruudella X
on yhden pisteen kompaktisointi, jos ja vain jos X on lokaalisti kompakti Hausdorffin
avaruus, joka ei ole kompakti.

Todistus (vrt. [1,s. 418—421] ja [4, s. 183—184]). Oletetaan aluksi, ettd avaruudella
X on yhden pisteen kompaktisointi Y. Siis X on kompaktin Hausdorffin avaruuden
Y tihed aliavaruus, ja on olemassa sellainen y € Y, ettd Y \ X = {y}. Tilloin
Y = X U {y}. Todetaan, ettd X on Hausdorffin avaruus, silld se on Hausdorffin
avaruuden aliavaruus.

Osoitetaan sitten, ettd X ei ole kompakti. Olkoon X joukon X sulkeuma avaruu-
dessa Y. Koska X on tiheid avaruudessa Y, niin X = Y. Tehdiiin vastaoletus, etti X
on kompakti. Tiedetddn, ettd minkd tahansa Hausdorflin avaruuden jokainen kom-
pakti osajoukko on suljettu. Koska ¥ on Hausdorffin avaruus ja X on avaruuden Y
kompakti aliavaruus, niin X on suljettu avaruudessa Y. Niin ollen X = X = Y ja
Y \ X = 0, miki on ristiriita. Siispd vastaoletus on viéri, ja X ei ole kompakti.

Osoitetaan vield, ettd X on lokaalisti kompakti. Olkoon x € X. Siis x € Y, ja
koska y ¢ X, niin x # y. Koska Y on Hausdorflin avaruus, niin on olemassa sellaiset
avaruuden Y avoimet osajoukot U ja V,ettax e U,y e VjaUNV = (. Siispd y ¢ U,
joten U C X. Lisdksi X on avaruuden Y aliavaruus, joten U = U N X on avoin ja
pisteen x ympadristo avaruudessa X.

Koska V on avoin avaruudessa Y, niin C = Y \ V on suljettu kompaktissa avaruu-
dessa Y. Siispd C on avaruuden Y kompakti aliavaruus. Koska y € V, niin

C=Y\V=(XU{p)\V=xXx\V.

Siispd C = X \ V C X, joten C on my0s avaruuden Y aliavaruuden X kompakti
aliavaruus. Lisdksi koska U NV =0, niin U C Y \ V = C. Siis U on pisteen x € X
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ympiristo, C on avaruuden X kompakti aliavaruus ja U € C. Niin ollen avaruus X
on lokaalisti kompakti sen jokaisessa pisteessi x.

Todistetaan sitten kdédnteinen viite. Oletetaan, ettd X on lokaalisti kompakti Haus-
dorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Olkoon 7 avaruuden X topologia. Tavoitteena
on muodostaa avaruuden X yhden pisteen kompaktisointi X*. Edetdén vaiheittain.

Vaihe 1. Muodostetaan sellainen topologinen avaruus X*, ettd X C X ja joukko
X*\ X sisdltdad tismélleen yhden alkion. Olkoon oo alkio, joka ei kuulu joukkoon X,
ja X* = X U {oo}. Méiritellddn joukon X* osajoukkojen kokoelma

T*=97 U{X"\C | C onavaruuden X suljettu ja kompakti osajoukko }.

Osoitetaan, ettd 7 on joukon X* topologia. Koska ) € 7, niin @ € 7 *. Toisaalta
joukko 0 on avaruuden X suljettu ja kompakti osajoukko, joten X* = X*\ 0 € 7.

Osoitetaan sitten, ettd U; N U, € 7 * kaikilla Uy, Uy € 7, minkd seurauksena
miki tahansa kokoelman 7 * dérellisen monen jisenen leikkaus kuuluu kokoelmaan
7*. Olkoot U, U, € 7. Taytyy késitelld kolme mahdollista tapausta. Ensinnikin
josUy e T jalUy, e T,niinU NU,eT CT".

Toisessa tapauksessa Uy ¢ 7 ja U, ¢ 7, jolloin on olemassa sellaiset avaruuden
X suljetut ja kompaktit osajoukot Cy ja Cp, ettd U = X*\ Cy jaU, = X*\ C,. Tissi
tapauksessa De Morganin lain nojalla

UynlU;=(X"\CHNX"\C) =X"\(CLUCy) €T,

silla C1 U C; on kahden suljetun ja kompaktin osajoukon yhdiste ja tidten avaruuden
X suljettu ja kompakti osajoukko.

Kolmanneksi kisitelladn tapaus, jossa Uy € 7 ja U, ¢ 7, jolloin on olemassa
sellainen avaruuden X suljettu ja kompakti osajoukko C, ettd U, = X* \ C. Tassa
tapauksessa

UnU=(UinX)Nn(X*\CO)=Uin(XNXH \O)=UNn(X\C)eT CcT7,

silld C on suljettu avaruudessa X, ja titen X \ C € 7.

Osoitetaan vield, ettd mikd tahansa kokoelman 7 * jdsenten yhdiste kuuluu ko-
koelmaan 7*. Olkoon [ joukko, ja olkoon jokaista i € I kohti U; € T*.Jos U; € T
kaikillai € I, niin (J;c; U; € T € T*.

Oletetaan sitten, ettd U; ¢ 7 jollain j € I. Télloin on olemassa sellainen epityhji
JCl ettilU; ¢ 7 kaikilla j € J jaU; € 7 kaikillai € I'\ J. Siispd jokaista j € J
kohti on olemassa sellainen avaruuden X suljettu ja kompakti osajoukko C;, ettd
Uj=X"\C;.

Merkitddn U = U,y Ui. Koska U; € 7 kaikillai € I\ J,niin U € 7. Merkitédn
sitten C = (;¢; C;. Koska C; C X on suljettu kaikilla j € J, niin C on suljettu
avaruudessa X. Joukko J on epityhjd, joten voidaan valita sellainen k € J, ettd Cy
on avaruuden X suljettu ja kompakti osajoukko. Koska C on suljettu avaruudessa X,
niin

c=(¢=Ccnc
jeJ
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on suljettu avaruuden X kompaktissa aliavaruudessa Ci. Siispd C on avaruuden X
kompakti aliavaruus.
De Morganin lain nojalla

UU,-: U U,-uUU,-

iel iel\J jeJ

=vul J(x\¢)

jeJ

X\ (¢
jeJ

=UU((X"\O)

= (X*\(X*\U)U(X*\C) [U=X"\(X*\U),silliU C X*]

=X\ ((X*\U)nC)

=X"\((CNX)\U)

= X*\ (C\U).

=Uu

Koska U € 77, niin X \ U on suljettu avaruudessa X. Siispd joukko
C\U=(CnX)\U=Cn((X\U)

on suljettu avaruuden X kompaktissa aliavaruudessa C, joten C \ U on avaruuden X
kompakti aliavaruus. Koska X on Hausdorffin avaruus ja C \ U on kompakti, niin
C \ U on myos suljettu avaruudessa X. Néin ollen

UU,-:X*\(C\U)ET*.

iel

Siispd 7 * on joukon X* topologia.

Vaihe 2. Osoitetaan, ettd X on avaruuden X™ aliavaruus. Todetaan ensin, ettd jos
Ue7,ninU =UnN X, missd U € 7 *. Taytyy vield osoittaa, ettd jos U € 7 *, niin
UNnXeT.

Olkoon U € T*.JosU € 7,niin U N X = U € 7. Oletetaan sitten, ettd U ¢ 7.
Talloin on olemassa sellainen avaruuden X suljettu ja kompakti osajoukko C, ettad
U= X"\C.Siispi

UNnX=(X"\CO)NnX=XNXH) \C=X\CeT,

silld C on suljettu avaruudessa X.

Vaihe 3. Osoitetaan, ettd X on tihed avaruudessa X* = X U {co}. Olkoon X
joukon X sulkeuma avaruudessa X* ja U pisteen co € X* ympéristd. Koska co € U,
niin U ¢ 7. Kuitenkin U € 7%, joten on olemassa sellainen avaruuden X suljettu ja
kompakti osajoukko C, ettd U = X*\ C. Koska X ei ole kompakti, niin C # X. Téten
on olemassa sellainen x € X, etti x ¢ C. Siisx € (X*\ C)N X = U n X. Siispa
U N X # 0 kaikilla pisteen co ympiristéillid U, joten co € X. Niin ollen X = X*.
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Vaihe 4. Osoitetaan, ettd avaruus X* on kompakti. Olkoon U avaruuden X* avoin
peite. Koska co € X* = |Jyeqq U, niin on olemassa sellainen V. € U C 77, ettéd
oo € V. Siispd V ¢ 7, joten on olemassa sellainen avaruuden X suljettu ja kompakti
osajoukko C,ettd V = X*\ C.

Koska X on avaruuden X* aliavaruus, niin C on my0s avaruuden X* kompakti
aliavaruus. Lisdksi U on joukon C avoin peite. Koska C on kompakti, niin on
olemassa sellaiset Uy, Us, ... U, e U (n € Z,),etta C C U3 UU, U --- U U,. Niin
ollen

VuCc cVuUu(U,vUU---UU,)
= (X*\OOuCcVulU,UlUU---UU,
= X*CcvuU,uU,U---UU,.

Siispd joukot V, Uy, U, . . ., U, muodostavat avaruuden X* avoimen peitteen U 4a-
rellisen osapeitteen. Siispd avaruus X* on kompakti.

Vaihe 5. Osoitetaan, ettd X ™ on Hausdorffin avaruus. Oletetaan, ettd x,y € X* =
X U {o0} ja x # y. Talloin vihintddn toinen pisteistd x ja y kuuluu joukkoon X.
Oletetaan ensin, ettd x, y € X. Koska X on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa
sellaiset U € T C T jaY e T Cc T ettixe U,y e VjaUNV = 0. Siispd myos
X* on Hausdorffin avaruus.

Oletetaan sitten, ettd x € X jay ¢ X. Talloin y = co. Koska X on lokaalisti
kompakti ja x € X, niin on olemassa sellainen U € 7~ C 7 * ja sellainen avaruuden
X kompakti aliavaruus C, ettd x € U jaU C C. Siis C on Hausdorffin avaruuden X
kompakti aliavaruus, joten C on myos suljettu avaruudessa X. Siispd X*\ C € 7 ja
y =00 € X*\ C. Liséksi

UNnX*\C)=UnXH \C=U\C=0,

silla U C C. Siis U ja X* \ C ovat pisteiden x ja y erilliset ympiristot avaruudessa
X*, joten X* on Hausdorffin avaruus.

Vaiheiden 1-5 perusteella X on kompaktin Hausdorffin avaruuden X* tihed ali-
avaruus, ja X*\ X = {oo}. Siis X* on avaruuden X yhden pisteen kompaktisointi. O

Seuraus 4.1. Jokainen lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus on Tihonovin ava-
ruus.

Todistus (vrt. [1, s. 421]. Olkoon X lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus. Jos X
on kompakti Hausdorffin avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. Oletetaan sitten,
ettd X ei ole kompakti. Lauseen 4.2 nojalla avaruudella X on tédlléin yhden pis-
teen kompaktisointi. Koska avaruudella X on kompaktisointi, niin se on Tihonovin
avaruus. m]

Minké tahansa avaruuden yhden pisteen kompaktisoinnit ovat keskendan homeo-
morfisia seuraavassa lauseessa ilmenevilla tavalla.

Lause 4.3. Olkoon X topologinen avaruus. Olkoot Y| ja Y» avaruuden X yhden
pisteen kompaktisointeja. Tdlloin on olemassa sellainen homeomorfismi h: Y| — Y5,
ettd h(x) = x kaikilla x € X.

26



Todistus (vrt. [4, s. 183]. Nyt on olemassa sellaiset y; € Y; jay, € Yo, ettd Yy \ X =
{yi}jaYo\ X = {y2}. Lisdksi Y| = X U{y }jaY, = X U{y,}. Médritelldan kuvaus

x, kunxelX,
h: Y - Y, h(x) =
y2, kunx =y;y.

Selvésti & on bijektio. Osoitetaan, ettd & on homeomorfismi. Symmetrian vuoksi
riittdd osoittaa, ettd # on avoin kuvaus.

Olkoon U avaruuden Y; avoin osajoukko. Taytyy osoittaa, ettd #(U) on avoin
avaruudessa Y;. Oletetaan ensin, ettd y; ¢ U. Talloin U C X ja h(U) = U. Koska U
on avoin avaruudessa Y ja X on avaruuden Y; aliavaruus, niin U = U N X on avoin
avaruudessa X. Huomioidaan sitten, ettd ¥, on Hausdorffin avaruus, joten yksio {y,}
on suljettu avaruudessa Y,. Siispd X =Y, \ {y»} on avoin avaruudessa Y;. Liséksi U
on avoin avaruuden Y, aliavaruudessa X, joten 2(U) = U on avoin my0s avaruudessa
Ys.

Oletetaan sitten, ettd y; € U. Koska U on avoin avaruudessa Y, niin C = Y, \U on
suljettu kompaktissa avaruudessa Y. Siispd C on avaruuden Y| kompakti osajoukko.
Koska y; € U, niin

C=r\U=XUu{nh\U=X\U.

Siispd C = X \ U C X, joten C on my0s avaruuden Y; aliavaruuden X kompakti
osajoukko. Toisaalta X on avaruuden Y aliavaruus, joten C on avaruuden Y, kompakti
osajoukko. Koska lisidksi ¥» on Hausdorffin avaruus, niin C on suljettu avaruudessa
Ys.

KoskaU C Yy jaC =Y, \U,niinU =Y \ C. Liséksi h(C) = C, silld C C X.
Niin ollen kuvauksen # bijektiivisyyden perusteella

h(U) =h(Y1\ C) = h(Y1) \ h(C) = Y2\ C.

Koska C on suljettu avaruudessa Y;, niin 2(U) = Y, \ C on avoin avaruudessa ¥,. O

4.3 Lokaalisti kompaktien avaruuksien ominaisuuksia

Edellisessa aliluvussa néhtiin, ettd vain lokaalisti kompakteilla avaruuksilla voi olla
yhden pisteen kompaktisointi. Tutustutaan vield tarkemmin lokaalisti kompaktien
avaruuksien ominaisuuksiin, joista osa pitee vain Hausdorffin avaruuksille.

Lause 4.4. Olkoon X Hausdorffin avaruus. Tdilloin X on lokaalisti kompakti, jos ja
vain jos jokaista pistettdi x € X ja pisteen x ympdiristod U kohti on olemassa sellainen
pisteen x ympdristo V, ettd V on avaruuden X kompakti aliavaruus jaV C U.

Todistus (vrt. [4, s. 185]. Selvisti mainitusta ehdosta seuraa, ettd X on lokaalisti
kompakti. Nimittdin jos mielivaltaista pistettd x € X kohti on olemassa sellainen
pisteen x ympiristo V, ettid V on avaruuden X kompakti aliavaruus, niin V C V ja
taten X on lokaalisti kompakti.
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Todistetaan sitten kédédnteinen viite. Oletetaan, ettd X on lokaalisti kompakti.
Olkoon x € X ja U pisteen x ympdristd. Miiritellddn avaruus Y seuraavasti: Jos
X on kompakti, niin ¥ on avaruus X. Jos X ei ole kompakti, niin ¥ on lauseen
4.2 todistuksessa muodostettu lokaalisti kompaktin Hausdorffin avaruuden X yhden
pisteen kompaktisointi. Joka tapauksessa Y on kompakti Hausdorffin avaruus, X on
avaruuden Y aliavaruus ja U on avoin avaruudessa Y.

Merkitdan C = Y \ U. Tilléin C on suljettu kompaktissa avaruudessa Y, joten
C on avaruuden Y kompakti osajoukko. Koska x € U, niin x ¢ C. Lisédksi yksio
{x} on avaruuden Y kompakti osajoukko. Lauseen 3.7 nojalla on olemassa sellaiset
avaruuden Y avoimet osajoukot V ja W,ettd {x} CV,C C WjaV N W = 0. Siispa
xeV.

Olkoon cly (V) joukon V sulkeuma avaruudessa Y. Koska cly (V') on suljettu kom-
paktissa avaruudessa Y, niin cly (V) on avaruuden Y kompakti aliavaruus. Osoitetaan
sitten, ettéd cly (V) C U. Olkoon y € cly (V). Tehddin vastaoletus, ettd y ¢ U. Talldin
yeY\U=C C W.Koskay € cly(V) jaW on pisteen y ympéristo, niin VNW # 0,
miké on ristiriita. Siis vastaoletus on viird, jay € U. Siispd cly (V) C U.

Osoitetaan, ettd V on haluttu joukko. Muistetaan, ettd X on avaruuden Y aliava-
ruus. Koska V C cly(V) € U C X ja V on pisteen x ympiristo avaruudessa Y,
niin V = V N X on pisteen x ympiristd avaruudessa X. Olkoon sitten V joukon V
sulkeuma avaruudessa X. Talloin

V=cly(V)NX =cly(V)

on avaruuden X kompakti aliavaruus, silld cly (V) on avaruuden Y kompakti aliava-
ruus. Lisiksi V = cly(V) C U. m|

Seuraus 4.2. Olkoon X lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus ja A avaruuden X
aliavaruus. Jos A on suljettu tai avoin avaruudessa X, niin A on lokaalisti kompakti.

Todistus (vrt. [4, s. 185]. Oletetaan ensin, ettd A on suljettu avaruudessa X. Olkoon
x € A C X. Koska X on lokaalisti kompakti, niin on olemassa sellainen avaruuden
X avoin osajoukko U ja sellainen avaruuden X kompakti aliavaruus C, etti x € U ja
U ¢ C. Tilléin U N A on pisteen x ympéristd avaruudessa A. Koska A on suljettu
avaruudessa X, niin C N A on suljettu avaruuden X kompaktissa aliavaruudessa C.
Siispd C N A on avaruuden X aliavaruuden A kompakti aliavaruus. Lisdksi koska
UcCC,ninUNA C CnN A. Niin ollen A on lokaalisti kompakti sen jokaisessa
pisteessd x.

Oletetaan sitten, ettd A on avoin avaruudessa X. Olkoon x € A € X. Koska X
on lokaalisti kompakti, niin lauseen 4.4 nojalla on olemassa sellainen avaruuden X
avoin osajoukko V, ettd x € V, sulkeuma cly (V) on avaruuden X kompakti aliavaruus
jaclx(V) € A. Siispd V C clx(V) C A, joten V = V N A on pisteen x ymparistd
avaruudessa A. Olkoon V joukon V sulkeuma avaruudessa A. Tillgin

V =clx (V) N A = clx(V)

on avaruuden X aliavaruuden A kompakti aliavaruus. Lisiksi V C cly (V) = V. Niin
ollen A on lokaalisti kompakti sen jokaisessa pisteessi x. O
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Lause 4.5. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Olkoon f: X — Y jatkuva ja
avoin surjektio. Jos X on lokaalisti kompakti, niin Y on lokaalisti kompakti.

Todistus (vrt. [5, s. 193]. Oletetaan, ettd X on lokaalisti kompakti. Olkoon y € Y.
Kuvaus f on surjektio, joten on olemassa sellainen x € X, ettd f(x) = y. Koska X
on lokaalisti kompakti, niin on olemassa sellainen pisteen x ympiristo U ja sellainen
avaruuden X kompakti aliavaruus C, ettd U C C. Koska f on avoin kuvaus jax € U,
niin f(U) on pisteen y = f(x) ympiristo. Tiedetdin, ettd kompaktin avaruuden kuva
jatkuvassa kuvauksessa on kompakti. Koska f on jatkuva ja C on kompakti, niin
f(C) on avaruuden Y kompakti aliavaruus. Lisdksi koska U C C, niin f(U) C f(C).
Siispd Y on lokaalisti kompakti sen jokaisessa pisteessd y. |

Apulause 4.1. Olkoon (X;),.; perhe topologisia avaruuksia. Olkoon jokaista i € /
kohti A; avaruuden X; aliavaruus. Téll6in tuloavaruus A = [];; A; on tuloavaruuden
X = [];¢; X; aliavaruus.

Todistus (vrt. [4,s. 89-90jas. 116]. Selvisti A € X. Olkoon

Bx avaruuden X tulotopologian kanta,
B, avaruuden A tulotopologian kanta ja

B, sen topologian kanta, jonka avaruuden X topologia indusoi joukolle A.

Taytyy osoittaa, ettd B| = B;.

Osoitetaan, ettd B C B,. Olkoon B € B;. Tilloin B on muotoa [[;; U;, missd
U; C A; on avoin kaikilla i € . Lisidksi on olemassa sellainen direllinen J C 1,
ettd U; = A; = A; N X; kaikilla i € I\ J. Koska jokainen A; on avaruuden X;
aliavaruus (i € I), niin jokaista i € J kohti voidaan valita sellainen avaruuden X;
avoin osajoukko V;, ettd U; = A; N'V;. Jokaista i € I\ J kohti puolestaan miaritellddn
Vi = X;.

Merkitddan V = [];; Vi. Nyt V; € X; on avoin kaikilla i € I. Lisdksi V; = X;
kaikillai € I\ J ja J on direllinen, joten V € Bx. Saadaan

B=|]u

=[ [CAinvyx [ | (ainx)
ieJ iel\J

=ANV.

Koska V € By, niin B= ANV € B,. Siispd B; C B,.
Viitteen B, C B, todistus vastaa viitteen B; C B, todistusta kddnteisessa
jarjestyksessa. Siispd B = B,. O
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Lause 4.6. Olkoon (X;);c; perhe topologisia avaruuksia ja X = [],c; X; tuloavaruus.
Tdlloin X on lokaalisti kompakti, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Jokainen X; (i € 1) on lokaalisti kompakti.
(2) On olemassa sellainen ddrellinen J C 1, ettd X; on kompakti kaikillai € I\ J.

Todistus (vrt. [5, s. 195-196]. Oletetaan, ettd ehdot (1) ja (2) ovat voimassa. Olkoon
x = (x;);¢; € X. Télloin on olemassa sellainen dérellinen J C 1, ettd X; on kompakti
kaikilla i € I\ J. Koska jokainen X; (i € I) on lokaalisti kompakti, niin jokaista
i € J kohti voidaan valita sellainen pisteen x; ympiristd U; ja sellainen avaruuden
X; kompakti aliavaruus C;, ettd U; C C;. Madritellddn lisdksi jokaistai € [\ J kohti
U, i = Ci = X,'.
Merkitéan sitten
u=||u.
iel
Talloin U; on pisteen x; ympdristo kaikilla i € 1, joten x € U. Koska lisdksi U; = X;
kaikilla i € I\ J ja J on ddrellinen, niin U kuuluu avaruuden X tulotopologian
kantaan. Siis U on pisteen x ymparisto.
Mairitelladn tuloavaruus
c=|]ec.

i€l
Talloin C; on avaruuden X; kompakti aliavaruus kaikilla i € I, joten Tihonovin
lauseen nojalla C on kompakti. Apulauseen 4.1 nojalla C on avaruuden X kompakti
aliavaruus. Lisdksi koska U; € C; kaikillai € I, niin U C C. Siispd X on lokaalisti
kompakti sen jokaisessa pisteessi x. O

Esimerkki 4.3. Lauseen 4.6 nojalla ddrellinen tuloavaruus R” (n € Z,) on lokaalisti
kompakti. Lisdksi R” on Hausdorffin avaruus, joka ei ole kompakti. Siispa avaruu-
delle R" voidaan muodostaa lauseen 4.2 mukainen yhden pisteen kompaktisointi.

4.4 Stone—Cech-kompaktisointi

Mairitelma 4.4 (vrt. [1, s. 431] ja [3, s. 327]). Olkoon X topologinen avaruus ja
(BX, B) avaruuden X kompaktisointi. Jos jokaista kompaktia Hausdorffin avaruutta Y
ja jatkuvaa kuvausta f: X — Y kohti on olemassa sellainen yksikisitteinen jatkuva
kuvaus fP: BX — Y, etti f8 o B = f, niin paria (8X, B) kutsutaan avaruuden X
Stone—Cech-kompaktisoinniksi. Seuraava kaavio havainnollistaa tilannetta.

X p BX

fﬁ

Y
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Kun edellisen méiritelmin kuvaus f#: BX — Y on olemassa, sen voidaan ajatel-
la laajentavan kuvausta f: X — Y. Téssd tapauksessa S on nimittdin homeomorfismi
avaruudelta X avaruuden SX aliavaruudelle, ja f8(8(x)) = f(x) kaikilla x € X.

Huomattavaa on, etti jokaisella Tihonovin avaruudella on Stone—éech-kompak-
tisointi. TAmén osoittaminen vaatii jonkin verran valmisteluita.

Apulause 4.2 (vrt. [3, s. 328]). Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Olkoon
I = [0,1] ja F(X) kaikkien jatkuvien kuvausten f: X — [ kokoelma. Vastaa-
vasti olkoon F (Y) kaikkien jatkuvien kuvausten g: ¥ — I kokoelma. Tarkastellaan
tuloavaruuksia /7 %) ja 17 (Y) Mairitelldin kuvaukset

ex: X > 7% x5 (f(0)) ferix) ja
ey: Y > "My 5 (8(0)ger ) -

Jos tdlloin A: X — Y on jatkuva kuvaus, niin on olemassa sellainen jatkuva kuvaus
H: 17X - [T etti Hoex = ey o hja H(ex(X)) C ey(Y). Seuraava kaavio
havainnollistaa tilannetta.

X

Todistus (vrt. [3, s. 328] ja [6, s. 137]). Olkoon h: X — Y on jatkuva kuvaus. Jos
g € ¥(Y), niin jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus g o 4: X — [ on jatkuva, ja
se kuuluu joukkoon 7 (X). Siispd voidaan midritelld kuvaus

F:7Y)—>F(X):g—goh.
Miiritelldin sitten kuvaus H: I7X) — [7(Y) geuraavalla siannolli:

kun x = (Xf)f€¢(x) € IT(X), niin H(x) = (xF(g))geT(Y)-

Osoitetaan, ettd kuvaus H on jatkuva. Jokaista g € # (Y) kohti olkoon pg: 1 7
I projektio. Vastaavasti jokaista f € ¥ (X) kohti olkoon P : 17X — [ projektio.
Olkoon g’ € F(Y) jax = (x7)perx) € I Y. Tilloin H(x) = (xp(g))ges(v)- Ndin
ollen
(py ©H)(x) = pr(H(x)) = xF(gry = Pr(g)(x).

Siispéd pgr o H = Pp(4r), missid Pr(,r) on projektiona jatkuva. Siispd yhdistettu kuvaus
pg © H on jatkuva kaikilla g € ¥ (Y). Siis kuvauksen H kaikki komponentit ovat
jatkuvia, joten H on jatkuva.
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Osoitetaan sitten, ettd H o ex = ey o h. Olkoon ¢t € X. Tilloin ex(t) =
(F(0)) pexy i H(ex (1)) = (F(8)(1)) ger(y)- Nitin ollen

(Hoex)(t) = H(ex(1))

= (F(8) () ger(v)

= ((g o 1) (1)) ger(v)

= (8(h(1))) ger(r)

= ey (h(1))

= (ey o h)(1).
Siispd Hoex = eyoh. Huomioidaan liséksi, ettd koska H(ex (7)) = ey (h(z)) € ey (Y)
kaikilla z € X, niin H(ex (X)) C ey(Y).

Osoitetaan vield, ettd H(ex(X)) C ey(Y). Merkitdan A = ex(X). Olkoon y €
H(ex(X)) = H(A). Tilloin on olemassa sellainen x € A, ettd H(x) = y. Olkoon
V pisteen y ympiristd. Koska H(x) = y € V, niin x € H~'(V). Lisiksi H (V)
on avoin, silli H on jatkuva. Siis H~'(V) on pisteen x ympiristd ja x € A, joten
H= (V)N A # 0. Siis on olemassa y’ € H-'(V) N A, ja H(y") € VN H(A). Siispi
VN H(A) # 0 kaikilla pisteen y ympdristoilld V, joten y € H(A). Niin ollen

H(ex(X)) € H(A) = H(ex(X)).

Aiemman huomion perusteella H(ex (X)) C ey(Y) C ey(Y). Koska ey(Y) on

suljettu ja H(ex (X)) C ey(Y), niin H(ex(X)) C ey(Y). Siispa

H(ex (X)) € H(ex(X)) € ey(Y). O

Apulause 4.3. Olkoon X topologinen avaruus ja Y Hausdorffin avaruus. Olkoot
fi: X = Yjaf: X — Y jatkuvia kuvauksia. Jos A on avaruuden X tihed osajoukko
ja fi(a) = f2(a) kaikilla a € A, niin f] = f,.

Todistus (vrt. [3, s. 329]). Oletetaan, etti A on avaruuden X tihed osajoukko ja
fila) = f>(a) kaikilla a € A. Tehdddn vastaoletus, ettd on olemassa sellainen
x € X, ettd fi(x) # fo(x). Koska Y on Hausdorffin avaruus, niin on olemassa
sellaiset avaruuden Y avoimet osajoukot V| ja V;, ettd fi(x) € Vi, fr(x) € V5 ja
VinV, =0.

Kuvaukset f] ja f> ovat jatkuvia, joten f;'(V}) ja f5' (V) ovat avoimia avaruu-
dessa X. Merkitdan

U= fl_l(vl) N fz_l(v2)~
Talloin U on avoin avaruudessa X. Koska fi(x) € V| ja fo(x) € V,, niin x €
fl_l(Vl) N fz_l(Vz) = U. Siis U on pisteen x ympéristo.

Koska A on tihed avaruudessa X, niin x € X = A. Lisiksi U on pisteen x
ympdristd, joten U N A # (. Siis on olemassa a € U N A. Koska a € A, niin
oletuksen nojalla f1(a) = f>(a). Lisédksi koska a € U = fl‘l(Vl) N fz‘l(VZ), niin
fila) € Vija fi(a) = fo(a) € V,. Siispd fi(a) € V1 N V,, joten Vi NV, # 0, mikd
on ristiriita. Siis vastaoletus on viird, ja f| = f5. |
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Lause 4.7. Olkoon X Tihonovin avaruus, 1 = [0, 1] ja F(X) kaikkien jatkuvien
kuvausten f: X — I kokoelma. Tarkastellaan tuloavaruutta 17X, Méidritellidn
kuvaus

17X,

ex: X — x = (f(X) rer(x) -

Olkoon BX aliavaruus ex(X) € 17X, Siis ex(X) C BX, joten voidaan miidiritelli
kuvaus
B: X — BX: x> ex(x).

Télloin pari (BX, B) on avaruuden X Stone—Cech-kompaktisointi.

Todistus (vrt. [3, s. 330]). Osoitetaan aluksi, ettd pari (8X, 8) on avaruuden X kom-
paktisointi. Tuloavaruus 17X = [0, I]GU(X) on Hausdorffin avaruus, ja Tihonovin
lauseen nojalla se on myos kompakti. Koska SX = ex(X) on suljettu kompaktissa
Hausdorffin avaruudessa I” (X, niin X on avaruuden /7 X) aliavaruutena kompakti
Hausdorffin avaruus.

Huomioidaan sitten, ettd 8(X) = ex(X) on avaruuden SX = ex(X) tihed aliava-
ruus. Lisdksi lauseen 3.5 todistuksessa osoitettiin, ettd kuvaus

ey: X = ex(X): x> ex(x)

on homeomorfismi Tihonovin avaruudelta X tuloavaruuden /7 X) aliavaruudelle
ex(X) = B(X). Koska kuvaus e’; on jatkuva, niin kuvaus $ on jatkuva. Niin ollen
kuvauksen e’, homeomorfisuuden perusteella pari (58X, §) on avaruuden X kompak-
tisointi.

Olkoon sitten Y kompakti Hausdorffin avaruus ja h: X — Y jatkuva kuvaus.
Tiytyy osoittaa, etti olemassa sellainen yksikisitteinen jatkuva kuvaus h#: X — Y,
ettdi hP o B = h.

Olkoon ¥ (Y) kaikkien jatkuvien kuvausten g: ¥ — [ kokoelma. Tarkastellaan
tuloavaruutta /7 Y) . Médritelldzn kuvaus

ey:Y — 7. yrP (g()’))ge?(y) .

Koska Y on kompakti Hausdorffin avaruus, niin se on Tihonovin avaruus. Siispa
mainitun lauseen 3.5 tuloksen perusteella kuvaus

ey Y > ey(Y):y ey(y)

on homeomorfismi avaruudelta ¥ avaruuden I”(Y) aliavaruudelle ey (Y). Niin ollen
kuvauksen e}, kidnteiskuvaus eg,_l : ey(Y) — Y on jatkuva.

Apulauseen 4.2 nojalla on olemassa sellainen jatkuva kuvaus H: 17X — (),
etti Hoey = ey o hja H(BX) = H(ex(X)) C ey(Y). Koska Y on kompakti ja e},
on jatkuva kuvaus, niin ey(Y) = e} (Y) on avaruuden 17 ) kompakti aliavaruus.
Lisiksi 7 (Y) on Hausdorffin avaruus, joten ey(Y) on suljettu avaruudessa 7 (),
Siispd H(BX) C ey (Y) = ey(Y). Niin ollen voidaan méiritellid kuvaus

H': BX — ey(Y): x — H(x).
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Koska kuvaus H on jatkuva, niin myos kuvaus H’ on jatkuva.
Nyt jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus e;,_l o H: X — Y on jatkuva.
Asetetaan hf = e;_l o H’. Muistetaan, ettdi H o ex = ey o h. Jos t € X, niin

(h¥ 0 B)(1) = WP (B(1))

(e~ o H')(ex(1))
¢y ((H o ex)(1))
= ¢}, ((ey o h)(1))
= e}, (e} (h(1)))

= h(t).

Siispd hP o B = h.

Osoitetaan vield apulauseen 4.3 avulla, ettd kuvaus KB on yksikésitteinen. Ole-
tetaan, ettid on olemassa sellaiset jatkuvat kuvaukset h1: BX — Y jahy: X — Y,
ettd hy o B = hja hy o = h. Aiemmin todettiin, ettd 8(X) on tihed avaruudessa 5X.
Olkoon sitten x € S(X). Tdlloin on olemassa sellainen ¢ € X, ettd x = 5(¢). Siispa

hi(x) = hy(B(2))
= (h1 0 B)(2)
= h(1)
= (hy o B)(1)
= ha(B(1))
= ha(x).

Niinollen /1 (x) = hy(x) kaikillax € B(X), joten apulauseen4.3nojallah; = h,. O

Edellisen lauseen nojalla jokaisella Tihonovin avaruudella on Stone—Cech-kom-
paktisointi. Minki tahansa avaruuden Stone-Cech-kompaktisoinnit ovat lisiksi kes-
kendin homeomorfisia seuraavassa lauseessa ilmenevilld tavalla.

Lause 4.8. Olkoon X Tihonovin avaruus, ja olkoot (Y1,B1) ja (Y2, B2) avaruu-
den X Stone—Cech-kompaktisointeja. Tilloin on olemassa sellainen homeomorfismi
h: Yy — Y, ettd h o B = B>. Seuraava kaavio havainnollistaa tilannetta.

X

B>

Todistus (vrt. [3, s. 332]). Koska (Y;,81) on avaruuden X Stone—Cech—kornpakti—
sointi ja 5, on jatkuva kuvaus avaruudelta X kompaktille Hausdorffin avaruudelle
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Y>, niin on olemassa sellainen jatkuva kuvaus /: Y| — Y,,ettd ho; = [B>. Vastaavasti
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus f: Y, — Y, ettd f o 8, = B;. Osoitetaan vield
apulauseen 4.3 avulla, ettd 4 on homeomorfismi.

Huomioidaan, ettd jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus f o h: Y — Y ja
identtinen kuvaus idy, : Y1 — Y| ovat jatkuvia. Koska pari (Y7, 81) on avaruuden X
kompaktisointi, niin ¥; on Hausdorffin avaruus ja 8 (X) on tihed avaruudessa Y.

Olkoon sitten y € B1(X). Télloin on olemassa sellainen x € X, ettd y = B (x).
Siispa

(foh)(y) = (foh)(Bi(x))
= f((hopB1)(x))
= f(B2(x))
= (foB2)(x)
= p1(x)
= idy, (B1(x))
= idy, (¥).

Niin ollen (f o h)(y) = idy,(y) kaikilla y € §;(X), joten apulauseen 4.3 nojalla
f o h =1idy,. Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd h o f = idy,, missdidy,: Y» — Y>
on identtinen kuvaus.

Koska f o h =idy, ja h o f = idy, ovat bijektioita, niin / ja f ovat bijektioita ja
toistensa kiinteiskuvauksia. Siis & on jatkuva bijektio, jonka kiinteiskuvaus f on
jatkuva. Toisin sanoen /# on homeomorfismi. O
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