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Kvanttilaskennan eräs ongelma on kvanttisysteemien herkkyys ulkopuolisille vai-
kutuksille, eli dekoherenssille. Tämä tekee systeemin koherenssista resurssin, jota
voidaan käyttää suorittamaan haluttuja toimintoja.

Tutkielma alkaa johdannolla lineaarialgebraan ja kvanttimekaniikan perusteisiin,
jotta kvanttilaskentaa voidaan mallintaa.

Tätä seuraava osuus käsittelee kvanttilaskentaa ja alkaa esittelemällä kubitit, ko-
rostaen näiden ja klassisten bittien eroavaisuuksia. Lisäksi esitellään intuitiivinen ta-
pa ajatella yksittäisiä kubitteja, Blochin pallo. Osio jatkuu esittelemällä kvanttiportit
jälleen korostaen näiden eroavaisuuksia klassisisiin portteihin. Tämän jälkeen käsi-
tellään kvanttilaskennan erittäin oleellinen eroavaisuus klassisen laskennan välillä,
nimittäin mittaus, joka muuttaa alla olevan kvanttisysteemin tilaa ja täten vaikuttaa
kvanttilaskennan tulokseen, mikäli mittaus tehdään kesken laskennan. Osuus pääte-
tään esittelemällä yleisesti käytetty tapa mallintaa kvanttilaskentaa, kvanttipiirit.

Kolmannessa osiossa kehitellään kvanttilaskennalle universaalien kvanttiporttien
käsite. Tarkastelu aloitetaan kaksitasoisilla matriiseilla, jotka myöhemmin samaiste-
taan kvanttiportteihin. Osiossa myös kehitellään Blochin pallosta intuitiota kvantti-
portteja vastaaviin kiertoihin. Tämän jälkeen esitetään tapa luoda mikä tahansa yhden
kubitin portti kahdella kierrolla. Seuraavaksi osoitetaan, että tällaisella porttĳoukol-
la ja kontrolloidulla NOT-portilla voidaan luoda mikä tahansa kvanttiportti. Lopuksi
osoitetaan, että kontrolloitu NOT-, Hadamard-Walsh -, 𝜋8 - ja vaiheportti muodostavat
universaalin porttĳoukon.

Lopuksi käydään koherenssin resurssiteoriaa. Ensiksi käydään vaaditut valmis-
telut kvanttioperaattoreista ja kvanttisysteemin entropiasta, jota varten esitellään von
Neumannin entropia. Tämän jälkeen erotellaan kvanttisysteemin epäkoherentit tilat
ja operaatiot koherenteista tiloista ja operaatioista sekä osoitetaan, että epäkoheren-
teilla operaatioilla ja yhdellä maksimaalisesti koherentilla kubitilla voidaan luoda
mikä tahansa kvanttiportti. Lopuksi todistetaan, että systeemin tiheysmatriisin ja
tiheysmatriisin diagonaalin välinen suhteellinen entropia on koherenssimitta.

Avainsanat: Kvanttilaskenta, koherenssi, koherenssimitta, koherenssin
resurssiteoria, kvanttipiirit, relatiivinen entropia, resurssiteoria.
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1 Johdanto

Vektorit ja matriisit ovat erittäin keskeisessä osassa kvanttilaskennassa. Luonnol-
lisesti myös kvanttimekaniikan perusteita tullaan tarvitsemaan ja niille omistetaan
johdannosta oma kappale. Jotta johdanto pysyy tiiviinä, tiettyjen lauseiden todis-
taminen jätetään valitettavasti esittämättä. Tällöin todistukseen on merkitty lähde,
jossa todistus esitetään.

Matriisit ja näiden laskusäännöt oletetaan olevan lukĳalle tuttuja. Lisäksi ole-
tetaan, että lukĳalle ovat tuttuja sekä reaalilukujen kunta ℝ että kompleksilukujen
kunta ℂ. Lisäksi on syytä selventää, että merkintä 𝕂𝑚×𝑛 viittaa kunnan 𝕂 matriisien
joukkoon, joissa on 𝑚 riviä ja 𝑛 saraketta. Identiteettimatriisia merkitään 𝐼:llä. Kun
𝑧 ∈ ℂ, niin tämän kompleksista konjugaattia merkitään 𝑧̄:lla. Matriiseista puhuttaes-
sa tullaan käyttämään varsinkin fysiikassa usein käytettyä "tikaria" merkitsemään
matriisin transpoosin kompleksista konjugaattia, eli 𝐴𝑇 = 𝐴† [12, s.8]. Kun tekstissä
puhutaan operaattorista, tarkoitetaan kuvausta vektoriavaruudelta itselleen. Tekstissä
ℕ koostuu kaikista ei-negatiivisista kokonaisluvuista, eli 0, 1, . . . .

1.1 Lineaarialgebraa

Aloitetaan käymällä läpi vektoriavaruuden määritelmä.

Määritelmä 1.1. [15, s.34] Kunnan 𝕂 vektoriavaruus 𝑉 on joukko (𝑉, +, ·) , missä
vektoriyhteenlasku + : 𝑉×𝑉 → 𝑉 ja skalaaritulo · : 𝕂×𝑉 → 𝑉 toteuttavat seuraavat
ehdot.

1. + on liitännäinen ja vaihdannainen, sillä on neutraalialkio 0𝑉 ∈ 𝑉 ja jokaisella
alkiolla 𝑣 ∈ 𝑉 on olemassa sellainen käänteisalkio −𝑣 ∈ 𝑉 , että 𝑣 + (−𝑣) = 0𝑉 .

2. Skalaaritulolla kaikilla 𝑘 , 𝑙 ∈ 𝕂, 𝑣 ∈ 𝑉 pätee 𝑘 · (𝑙 · 𝑣) = (𝑘 · 𝑙) · 𝑣 ja kaikilla
𝑣 ∈ 𝑉 pätee 1𝕂 · 𝑣 = 𝑣 .

3. Olkoot 𝑘 ∈ 𝕂, 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 . Tällöin 𝑘 (𝑣 + 𝑢) = 𝑘𝑣 + 𝑘𝑢.

4. Olkoot 𝑘 , 𝑙 ∈ 𝕂, 𝑣 ∈ 𝑉 . Tällöin (𝑘 + 𝑙) 𝑣 = 𝑘𝑣 + 𝑙𝑣.

Vektoriavaruuden 𝑉 alkiota 𝑣 kutsutaan vektoriksi.

Jatkossa vektoriavaruuksia tullaan pääasiassa merkitsemään kirjaimilla 𝑈, 𝑉 tai
𝑊 ja näiden alkioita vastaavilla pienillä kirjaimilla. Kun puhutaan vektoriavaruuden
nollavektorista, mikäli sekaantumisen vaaraa ei ole, käytetään vain merkintää 0.
Lisäksi vektorin 𝑣 komponenttia indeksillä 𝑖 merkitään 𝑣𝑖. Mikäli vektorilla oli jo
indeksi, esimerkiksi vektorilla 𝑣𝑖 ∈ {𝑣0, 𝑣1 . . . 𝑣𝑛}, erotetaan indeksit pilkulla, siten
että ensimmäisenä tulee vektorin indeksi, ja toisena vektorin komponentin indeksi.
Esimerkiksi vektorin 𝑣𝑖 komponenttia indeksillä 𝑗 merkitään 𝑣𝑖, 𝑗 .
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Esimerkki 1.2. Olkoon 𝑉 = {𝑣 = (𝑣0, 𝑣1) | 𝑣0, 𝑣1 ∈ ℂ}. Tällöin joukko 𝑉 varustet-
tuna vektoriyhteenlaskulla 𝑣+𝑢 = (𝑣0+𝑢0, 𝑣1+𝑢1) ja skalaaritulolla 𝑘𝑢 = (𝑘𝑣0, 𝑘𝑣1)
on kunnan ℂ vektoriavaruus.

Tästä herää luonnollisesti kysymys, voisiko vektoriavaruuden jokaisen vektorin
määrittää jollakin vektoriavaruuden osajoukolla. Aloitetaan kysymykseen vastaami-
nen määrittelemällä virittävät ja lineaarisesti riippumattomat joukot.

Määritelmä 1.3. [22, s44-45] Kunnan 𝕂 vektoriavaruuden 𝑉 epätyhjä osajoukko
𝑈 virittää avaruuden 𝑉 , jos jokainen 𝑣 ∈ 𝑉 voidaan esittää joukon 𝑈 vektoreiden
lineaarisena kombinaationa.

Määritelmä 1.4. [22, s.45] Kunnan 𝕂 vektoriavaruuden𝑉 epätyhjä osajoukko𝑈 on
lineaarisesti riippumaton, jos

𝑎0𝑢0 + 𝑎1𝑢0 + · · · = 0𝑉

vain kun 𝑎𝑖 = 0 jokaisella indeksillä 𝑖 ∈ ℕ ja 𝑢𝑖 ≠ 𝑢 𝑗 , kun 𝑖 ≠ 𝑗 .

Esimerkki 1.5. Tarkastellaan esimerkissä 1.2 mainittua kunnan ℂ vektoriavaruutta
𝑉 . Olkoon nyt 𝑈 = {(1, 0) (0, 1)}. Nyt selvästi jokaisella 𝑣 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑉 pätee
𝑣 = 𝑎 (1, 0)+𝑏 (0, 1), eli𝑈 virittää𝑉 :n. Toisaalta selvästi myös 𝑎 (1, 0)+𝑏 (0, 1) = 0𝑉
vain, jos 𝑎 = 𝑏 = 0, eli𝑈 on lineaarisesti riippumaton.

Määritelmästä voi huomata, että virittävä joukko ei suinkaan ole välttämättä pie-
nin mahdollinen. Nimittäin joukossa voi olla vektoreita, jotka voitaisiin määritellä
muilla joukossa olevilla vektoreilla. Toisaalta huomataan myös, että lineaarisesti riip-
pumaton joukko ei ole välttämättä suurin mahdollinen. Esimerkiksi esimerkissä 1.5
joukko𝑈 voitaisiin korvata joukolla {(0, 1)}, joka on selvästi lineaarisesti riippuma-
ton. Toisin sanoen lineaarisesti riippumattomassa joukon vektoreilla ei tarvitse kyetä
ilmaisemaan kaikkia vektoriavaruuden ulottuvuuksia. On siis luonnollista määritellä
erityinen joukko, joka on sekä virittävä että lineaarisesti riippumaton joukko.

Määritelmä 1.6. [22, s.47] Kunnan 𝕂 vektoriavaruuden 𝑉 osajoukko 𝑈 on eräs
tämän kanta, jos𝑈 virittää vektoriavaruuden 𝑉 ja𝑈 on lineaarisesti riippumaton.

Esimerkki 1.7. Olkoon 𝑉 määritelty kuten esimerkissä 1.2. Esimerkin 1.5 nojalla
joukko {(1, 0),(0, 1)} on eräs kunnan ℂ vektoriavaruuden 𝑉 kanta.

Tästä herää luonnollinen kysymys, kuinka monta alkiota kannassa on. Aloitetaan
tarkastelemalla ensin lineaarisesti riippumattomien osajoukkojen kokoa.

Lause 1.8. [15, s.37] Olkoon 𝑉 kunnan 𝕂 vektoriavaruus ja olkoon 𝑈 eräs tämän
äärellinen virittävä osajoukko, jossa on 𝑛 alkiota. Tällöin jokaisella𝑉:n lineaarisesti
riippumattomalla osajoukolla on korkeintaan 𝑛 alkiota.

Todistus. [23, vrt s.20-21] Olkoon 𝑈 avaruuden 𝑉 virittävä osajoukko, jossa on 𝑛
jäsentä. Väitteen mukaan jokainen joukko, jossa on 𝑚 > 𝑛 jäsentä on lineaarisesti
riippuvainen. Riittää siis todistaa, että kun avaruuden 𝑉 osajoukossa 𝑊 on 𝑛 + 1
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jäsentä, niin se on lineaarisesti riippuvainen. Todistetaan väite induktiolla luvun 𝑛
suhteen. Kun 𝑛 = 1, niin tällöin 𝑈 = {𝑢}, ja 𝑊 = {𝑤0, 𝑤1}. Koska 𝑈 virittää
avaruuden, 𝑤0 = 𝑎𝑢 ja 𝑤1 = 𝑏𝑢. Voidaan olettaa, että 𝑤0 ≠ 0 ja 𝑤1 ≠ 0, sillä
muutoinhan 𝑊 on lineaarisesti riippuvainen. Siis myös 𝑎 ≠ 0 ja 𝑏 ≠ 0. Nyt on
olemassa sellainen skalaari 𝑐 ≠ 0, että 𝑎 = 𝑏𝑐, joten 𝑐𝑤0 = 𝑤1.

Oletetaan, että väite pätee kun 𝑛 = 𝑘 . Olkoon 𝑛 = 𝑘 + 1. Merkitään𝑊 = {𝑤𝑖 | 𝑖 ∈
{0, 1, . . . , 𝑘 + 1}}, missä

𝑤𝑖 = 𝑎𝑖,0𝑢0 + 𝑎𝑖,1𝑢1 + · · · + 𝑎𝑖,𝑘𝑢𝑘 .

Voidaan olettaa, että jokaisella vektorilla 𝑤𝑖 vähintään yksi skalaareista 𝑎𝑖, 𝑗 poikkeaa
nollasta, muutoinhan kyseessä on nollavektori, joka kerrottuna millä tahansa skalaa-
rilla on edelleen nollavektori, joten 𝑊 olisi lineaarisesti riippuvainen.Valitaan 𝑠 ja 𝑡
siten, että 𝑎𝑠,𝑡 ≠ 0. Olkoon 𝑋 joukko vektoreita

𝑥𝑙 = 𝑤𝑙 −
𝑎𝑙,𝑡

𝑎𝑠,𝑡
𝑤𝑠 =

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑎𝑙,𝑖𝑢𝑖 −
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑎𝑙,𝑡𝑎𝑠, 𝑗

𝑎𝑠,𝑡
𝑢 𝑗 =

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑙,𝑖 −
𝑎𝑙,𝑡𝑎𝑠,𝑖

𝑎𝑠,𝑡
)𝑢𝑖,

missä 𝑙 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘} \ 𝑠 = 𝐿. Nyt huomataan, kun 𝑖 = 𝑡 saadaan

(𝑎𝑙,𝑡 −
𝑎𝑙,𝑡𝑎𝑠,𝑡

𝑎𝑠,𝑡
)𝑢𝑡 = (𝑎𝑙,𝑡 − 𝑎𝑙,𝑡)𝑢𝑡 = 0,

joten 𝑋 on joukon {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑡−1, 𝑢𝑡+1, . . . 𝑢𝑘 }, joka siis koostuu 𝑘 vektorista,
virittämän avaruuden osajoukko, joten se on induktio-oletuksen mukaan lineaarisesti
riippuvainen. Siis ∑︁

𝑖∈𝐿
𝑏𝑖𝑥𝑖 = 0,

missä kaikki skalaarit 𝑏𝑖 eivät ole nollia. Nyt sĳoittamalla tähän takaisin vektorit 𝑤𝑖
saadaan

0 =
∑︁
𝑖∈𝐿

𝑏𝑖 (𝑤𝑖 −
𝑎𝑖,𝑡

𝑎𝑠,𝑡
𝑤𝑠) =

∑︁
𝑖∈𝐿

𝑏𝑖𝑤𝑖 −
(︂∑︁
𝑖∈𝐿

𝑏𝑖𝑎𝑖,𝑡

𝑎𝑠,𝑡

)︂
𝑤𝑠,

missä siis vähintään yksi skalaareista poikkeaa nollasta, joten 𝑊 on lineaarisesti
riippuvainen.

□

Määritelmä 1.9. [15, s.37] Olkoon𝑉 vektoriavaruus ja olkoon𝑉𝐵 eräs tämän kanta.
Jos |𝑉𝐵 | on äärellinen, sanotaan, että𝑉 on äärellisulotteinen ja sen dimensio on |𝑉𝐵 |.
Muutoin 𝑉 on ääretönulotteinen.

Lause 1.10. [22, s.49] Olkoon 𝑉 vektoriavaruus ja olkoon𝑈 eräs tämän äärellinen
virittävä osajoukko. Tällöin jokaisella 𝑉:n kannalla 𝑉𝐵 pätee |𝑉𝐵 | ≤ |𝑈 |.

Todistus. Suora seuraus lauseesta 1.8 ja kannan määritelmästä. □

Seuraus 1.11. [22, s.49] Olkoon 𝑉 vektoriavaruus. Kaikilla vektoriavaruuden 𝑉
kannoilla 𝑉𝐵0, 𝑉𝐵1 pätee |𝑉𝐵0 | = |𝑉𝐵1 |.
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Todistus. Huomataan, että äärellisillä avaruuksilla lauseesta 1.10 saadaan |𝑉𝐵0 | ≤
|𝑉𝐵1 | ja |𝑉𝐵0 | ≥ |𝑉𝐵1 |, joten |𝑉𝐵0 | = |𝑉𝐵1 |.

Tämä voidaan myös yleistää ääretönulotteisille vektoriavaruuksille, mikä käydään
lähteessä [15, s.79]. □

Kanta on siis pienin mahdollinen virittävä joukko ja jokainen kanta on yhtä
mahtava. Tekstissä tullaan jatkossa kutsumaan vektoriavaruuden ℂ𝑛 kantoja, jotka
ovat muotoa {(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)}, luonnollisiksi kannoiksi [12, s.163].

Olkoon 𝐾 avaruuden 𝕂 1× 𝑛-matriisi. Tätä kutsutaan 𝑛-ulotteiseksi vaakavekto-
riksi. Vastaavasti 𝑚 × 1-matriisia kutsutaan 𝑚-ulotteiseksi pystyvektoriksi.

Vastaisuudessa puhuttaessa vektoriavaruudesta 𝕂𝑛 tällä tarkoitetaan 𝑛-ulottei-
sia vektoreita. Lisäksi selvyyden vuoksi on tärkeää, että ymmärretään puhutaanko
𝑛 × 1-vektoreista vai 1 × 𝑛-vektoreista. Tätä varten esitellään seuraavaksi fysiikas-
sa yleisesti käytetty notaatio, jota kutsutaan bra-ket-notaatioksi tai vaihtoehtoisesti
Diracin notaatioksi sen kehittäjän Paul Diracin mukaan [12, s.7].

Määritelmä 1.12. [20, s.5] Olkoon 𝑣 ∈ ℂ𝑛 vektori. Tämän pystyesitystä merkitään
|𝑣⟩. Tämän vaakaesitys merkitään ⟨𝑣 | ja määritellään

⟨𝑣 | = |𝑣⟩† .

Vektoria |𝑣⟩ kutsutaan ket-vektoriksi ja ⟨𝑣 | bra-vektoriksi (englannin sanasta bracket).

Tästä saadaan luonnollinen tapa kertoa vektori matriisilla.

Määritelmä 1.13. [15, vrt. s.26] Olkoon 𝐴 ∈ 𝕂𝑛×𝑚 matriisi ja olkoon 𝑣 ∈ 𝕂𝑛

vektori, jolla siis 𝑣 = (𝑣0, . . . , 𝑣𝑛−1). Tällöin

𝐴𝑣 = (𝑎0,0𝑣0 + · · · + 𝑎0,𝑛−1𝑣𝑛−1, . . . , 𝑎𝑚−1,0𝑣1 + · · · + 𝑎𝑚−1,𝑛−1𝑣𝑛−1).

On myös luonnollista määritellä lineaarisia kuvauksia vektoriavaruuksien välille.
Nämä voidaan määritellä matriisien avulla.

Lause 1.14. [15, s.42] Olkoon 𝑓 : 𝕂𝑛 → 𝕂𝑚 lineaarinen kuvaus ja olkoot 𝐵𝑎 ja 𝐵𝑏
kannanvaihtomatriiseja. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen 𝑚 × 𝑛 matriisi 𝐴, jolla
pätee kaikilla 𝑣 ∈ 𝕂𝑛, 𝑓 (𝑣) = 𝐵−1

𝑎 𝐴𝐵𝑛𝑣.

Todistus. Käydään lähteessä [15, s.42-43]. □

Huomataan nyt, että jos vektorit kuvattaisiin matriiseina 𝜓 ∈ ℂ𝑛×1, niin |𝜓⟩ ⟨𝜓 |
on neliömatriisi 𝑀𝑛×𝑛 ∈ ℂ𝑛×𝑛 ja toisaalta, että ⟨𝜓 |𝜓⟩ on neliömatriisi 𝑀1×1 ∈ ℂ1×1,
eli toisin sanoen näin voitaisiin määritellä kuvaus takaisin avaruuteenℂ. Nyt voidaan
määritellä vektoreiden sisätulo.

Määritelmä 1.15. [15, s.90] Olkoon𝑉 kompleksinen vektoriavaruus. Tämän komplek-
sinen sisätulo on kuvaus

𝑉 ×𝑉 → ℂ, (𝑥, 𝑦) ↦→ ⟨𝑥 |𝑦⟩ ,

joka täyttää seuraavat ehdot kaikilla skalaareilla 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ ja kaikilla vektoreilla 𝑠, 𝑡,
𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 :
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1. ⟨𝑢 + 𝑠 |𝑣 + 𝑡⟩ = ⟨𝑢 |𝑣⟩ + ⟨𝑢 |𝑡⟩ + ⟨𝑠 |𝑣⟩ + ⟨𝑠 |𝑡⟩.

2. ⟨𝑎𝑢 |𝑏𝑣⟩ = 𝑎̄𝑏 ⟨𝑢 |𝑣⟩.

3. ⟨𝑢 |𝑣⟩ = ⟨𝑣 |𝑢⟩.

4. ⟨𝑢 |𝑢⟩ ≥ 0.

5. ⟨𝑢 |𝑢⟩ = 0, jos ja vain jos 𝑢 = 0.

Paria (𝑉, ⟨·|·⟩) kutsutaan avaruuden 𝑉 sisätuloavaruudeksi.

Huomautus. Lienee hyvä huomauttaa, että kohdasta 4 seuraa, että ⟨𝑢 |𝑢⟩ ∈ ℝ.

Esimerkki 1.16. [12, vrt. s.164] Olkoon𝑉 vektoriavaruus ℂ𝑛. Tällöin pari (𝑉, ⟨·|·⟩),
missä ⟨·|·⟩ on kuvaus

𝑉 ×𝑉 → ℂ, (𝑥, 𝑦) ↦→
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖̄𝑦𝑖,

on sisätuloavaruus.

Todistus. Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ ja 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 . Käydään määritelmän kohdat läpi yksi
kerrallaan.

1. ⟨𝑢 + 𝑠 |𝑣 + 𝑡⟩ =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝑢𝑖 + 𝑠𝑖) (𝑣𝑖 + 𝑡𝑖)

=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖̄𝑣𝑖 + 𝑢𝑖̄𝑡𝑖 + 𝑠𝑖̄𝑣𝑖 + 𝑠𝑖̄𝑡𝑖

= ⟨𝑢 |𝑣⟩ + ⟨𝑢 |𝑡⟩ + ⟨𝑠 |𝑣⟩ + ⟨𝑠 |𝑡⟩ .

2. ⟨𝑎𝑢 |𝑏𝑣⟩ =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑢𝑖) (𝑏𝑣𝑖) = 𝑎̄𝑏
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖̄𝑣𝑖 = 𝑎̄𝑏 ⟨𝑢 |𝑣⟩.

3. ⟨𝑢 |𝑣⟩ =
𝑛−1∑︁
𝑖=0
𝑢𝑖̄𝑣𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0
𝑣𝑖̄𝑢𝑖 = ⟨𝑣 |𝑢⟩.

4. ⟨𝑢 |𝑢⟩ =
𝑛−1∑︁
𝑖=0
𝑢𝑖̄𝑢𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑢𝑖 |2 ≥ 0, kun 𝑢𝑖 ∈ ℂ.

5. Samoin ⟨𝑢 |𝑢⟩ = 0, jos ja vain jos 𝑢 = 0, nimittäin |𝑥 |2 > 0, kun 𝑥 ∈ ℂ \ {0} ja
|𝑥 |2 = 0, kun 𝑥 = 0.

□

Kun vastaisuudessa puhutaan vektoriavaruudestaℂ𝑛, tällä tarkoitetaan itse asiassa
esimerkin 1.16 määräämä sisätuloavaruutta.

Huomataan, että sisätulo antaa myöskin tavan arvoida kuinka kaukana vektorit
ovat toisistaan. Toisaalta sisätulo antaa myös tavan arvioida vektorin kokoa.
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Määritelmä 1.17. [15, s.91] Olkoon 𝑉 = ℂ𝑛 vektoriavaruus. Tällöin vektorin 𝑣 ∈ 𝑉
normi |𝑣 | on

√︁
⟨𝑣 |𝑣⟩. Mikäli |𝑣 | = 1, niin 𝑣 on yksikkövektori.

Huomautus. Vektorin normi on hyvin määritelty, sillä ⟨𝑣 |𝑣⟩ ≥ 0.

Määritelmä 1.18. [15, s.93] Olkoon𝑉 = ℂ𝑛 vektoriavaruus. Tällöin vektorit 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉
ovat kohtisuorat, eli ortogonaaliset, mikäli ⟨𝑣 |𝑢⟩ = 0. Mikäli 𝑈 ⊆ 𝑉 on kokoelma
keskenään ortogonaalisia yksikkövektoreita, kutsutaan joukkoa 𝑈 ortonormaaliksi
joukoksi.

Esimerkki 1.19. [15, vrt s.93] Olkoon 𝑈 vektoriavaruuden ℂ𝑛 luonnollinen kanta.
Tällöin 𝑈 on ortonormaali joukko. Nimittäin jokainen 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, missä 𝑢𝑖 on indeksiä
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 vastaava kantavektori, koostuu vain nolla-alkioista, sekä alkiosta 1
indeksillä 𝑖. Täten |𝑢𝑖 | =

√︁
⟨𝑢𝑖 |𝑢𝑖⟩ =

√
1̄ · 1 = 1. Lisäksi selvästi, jos 𝑖 ≠ 𝑗 , niin⟨︁

𝑢𝑖
|︁|︁𝑢 𝑗 ⟩︁ = 0, joten𝑈 on ortonormaali.

Toisaalta, jos on olemassa kaksi vektorĳonoa, jotka lähestyvät toisiaan, voidaanko
olla varmoja, että on tosiaan olemassa jokin vektori, jota kohti ne suppenevat? Toisin
sanoen, voidaanko olla varmoja, että avaruudessa ei ole ”reikää” jonojen välissä?

Määritelmä 1.20. [13, s.234] Olkoon 𝑉 sisätuloavaruus ja olkoon 𝑣0, 𝑣1, · · · ∈ 𝑉
jono tämän vektoreita. Jono on Cauchy-jono, jos jokaisella 𝜖 > 0 on olemassa 𝑁 ∈ ℕ,
jolla |𝑣𝑛 − 𝑣𝑚 | < 𝜖 , kun 𝑛, 𝑚 > 𝑁 .

Määritelmä 1.21. [13, s.234] Olkoon 𝑉 sisätuloavaruus. Avaruutta 𝑉 kutsutaan
täydelliseksi, mikäli jokaisella Cauchy-jonolla 𝑣0, 𝑣1, · · · ∈ 𝑉 on olemassa vektori
𝑣 ∈ 𝑉 jolla pätee

lim
𝑛→∞

|𝑣𝑛 − 𝑣 | = 0.

Määritelmä 1.22. [13, s.234] Olkoon 𝑉 sisätuloavaruus. Tällöin 𝑉 on Hilbertin
avaruus, mikäli se on täydellinen sisätulon indusoiman normin suhteen.

Esimerkki 1.23. [12, vrt. s.166] ℂ𝑘 on Hilbertin avaruus.

Todistus. Olkoon 𝑣0, 𝑣1, · · · ∈ ℂ𝑘 Cauchy-jono. Nyt siis jokaisella 𝜖 > 0 on olemassa
sellainen 𝑁 ∈ ℕ, että |𝑣𝑛 − 𝑣𝑚 | < 𝜖 , kun 𝑛, 𝑚 > 𝑁 . Toisaalta huomataan, että myös
𝑣0, 𝑗 , 𝑣1, 𝑗 , · · · ∈ ℂ on Cauchy-jono jokaisella indeksillä 𝑗 ∈ ℕ, 𝑗 < 𝑘 ja tiedetään,
että ℂ on täydellinen. Erityisesti jokaisella indeksillä 𝑗 on olemassa sellaiset 𝑐 𝑗 ∈ ℂ

ja 𝑁 𝑗 ∈ ℕ, että kaikilla 𝜖 > 0

|𝑣𝑛, 𝑗 − 𝑐 𝑗 | <
𝜖

𝑘
,

kun 𝑛 > 𝑁 𝑗 . Nyt luomalla vektori, jonka alkio indeksillä 𝑗 on 𝑐 𝑗 saadaan vektori
𝑣 = (𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘 ) ∈ ℂ𝑘 , jolla pätee

|𝑣𝑛 − 𝑣 | ≤ |𝑣𝑛,0 − 𝑐0 | + · · · + |𝑣𝑛,𝑘 − 𝑐𝑘 | <
𝜖

𝑘
+ · · · + 𝜖

𝑘
= 𝜖,

kun 𝑛 > max {𝑁0, 𝑁1 . . . , 𝑁𝑘−1}. Siis

lim
𝑛→∞

|𝑣𝑛 − 𝑣 | = 0,

joten ℂ𝑘 on Hilbertin avaruus. □
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On myös intuitiivista määritellä uusia kunnan 𝕂 vektoriavaruuksia jo tunnettujen
avaruuksien avulla. Tätä varten esitellään vektoriavaruuksien välinen tensoritulo.

Määritelmä 1.24. [22, vrt. s.363] Olkoot 𝑈, 𝑉 ja 𝑊 kunnan 𝕂 vektoriavaruuksia
sekä 𝑃 = {𝑝𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} avaruuden 𝑈 kanta ja 𝑄 = {𝑞 𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} avaruuden 𝑉
kanta. Tällöin avaruus𝑊 on avaruuksien𝑈 ja 𝑉 tensoritulo, jos on olemassa kuvaus
⊗ : 𝑈 ×𝑉 → 𝑊 , jolla on voimassa:

1. {𝑝𝑖 ⊗ 𝑞 𝑗 | 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽} on eräs avaruuden𝑊 kanta.

2. (∑︁𝑖∈𝐼 𝑎𝑖𝑝𝑖) ⊗ (∑︁ 𝑗∈𝐽 𝑏 𝑗𝑞 𝑗 ) =
∑︁
𝑖∈𝐼, 𝑗∈𝐽 𝑎𝑖𝑏 𝑗 𝑝𝑖 ⊗ 𝑞 𝑗 .

Huomautus. [15, s.270] Olkoot 𝑈 ja 𝑉 kaksi kunnan 𝕂 vektoriavaruutta, joiden
dimensiot ovat 𝑛 ≥ 1 ja 𝑚 ≥ 1. Tällöin näiden tensoritulon avaruuden 𝑊 dimensio
on 𝑛𝑚.

Jatkossa puhuttaessa vektoriavaruuksien𝑉 ja𝑈 tensoritulosta, merkitään tätä𝑈⊗
𝑉 . Toisaalta puhuttaessa kahden vektorin 𝑢 ∈ 𝑈 ja 𝑣 ∈ 𝑉 tensoritulosta tarkoitetaan
tällä vektoria 𝑢 ⊗ 𝑣 ∈ 𝑈 ⊗ 𝑉 .
Huomautus. Yleensä tensoritulo määritellään kuvauksen bilineaarisuuden ja univer-
saaliuden avulla, jonka yksikäsitteisyydestä saadaan johdettua edellisen määritelmän
ominaisuudet. Tämä tehdään, koska tällöin tensoritulo on helpommin yleistettävissä
moduleihin.

Esimerkki 1.25. Kahden kompleksisen vektoriavaruuden𝑈 = ℂ𝑛 ja 𝑉 = ℂ𝑚 tenso-
ritulo on𝑊 = ℂ𝑛𝑚.

Todistus. Olkoot 𝑃 = {𝑝𝑖 | 𝑝𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ ℕ, 𝑖 < 𝑛} avaruuden𝑈,𝑄 = {𝑞𝑖 | 𝑞 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑗 ∈
ℕ, 𝑗 < 𝑚} avaruuden 𝑉 ja 𝑅 = {𝑟𝑘 | 𝑟𝑘 ∈ 𝑊, 𝑘 ∈ ℕ, 𝑗 < 𝑚𝑛} avaruuden 𝑊 luon-
nolliset kannat, missä kantavektorin alaindeksi kertoo millä indeksillä komponentti
poikkeaa nollasta. Asetetaan

⊗ : 𝑈 ×𝑉 → 𝑊, 𝑓 (𝑢, 𝑣) = 𝑓 (
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑝1,

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑏𝑖𝑞𝑖) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖𝑏 𝑗𝑟𝑚+𝑛𝑖 .

Nyt 𝑃 ⊗ 𝑄 = 𝑅 ja 𝑢 ⊗ 𝑣 = ∑︁𝑛−1
𝑖=0

∑︁𝑚−1
𝑗=0 𝑎𝑖𝑏 𝑗𝑟𝑚+𝑛𝑖, joten𝑈 ⊗ 𝑉 = ℂ𝑛𝑚. □

Esimerkki 1.26. Olkoon 𝑉 = ℂ2 vektoriavaruus, 𝑣 = (1, 0) ∈ 𝑉 ja 𝑢 = (1, 1) ∈ 𝑉 .
Tällöin näiden tensoritulo on

𝑣 ⊗ 𝑢 = (1, 1, 1, 0).

Jatkossa vektoriavaruuden tensorituloa itsensä kanssa 𝑛-kertaa, eli siis tensoritu-
loa 𝑉 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑉 ⊗ · · · ⊗ 𝑉 , tullaan merkitsemään 𝑉⊗𝑛.
Huomautus. [13, vrt. s.3] ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 on Hilbertin avaruus.

Mutta entä jos halutaan kuvauksia tensoritulolta toiselle? Tiedetään, että vekto-
riavaruuksien välille voidaan luoda kuvauksia matriisien avulla. Voisiko tätä hyödyn-
tää myös tensorituloissa? Kysymykseen vastaamista varten esitellään ensin kahden
matriisin välinen Kroneckerin tuloksi kutsuttu laskutoimitus.
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Määritelmä 1.27. [20, s.3] Olkoon 𝕂 kunta ja olkoot 𝐴𝑛×𝑚 ∈ 𝕂𝑛×𝑚 ja 𝐵𝑖× 𝑗 ∈ 𝕂𝑖× 𝑗

kaksi tämän matriisia. Tällöin matriisien 𝐴 ja 𝐵 Kroneckerin tulo 𝐴 ⊗ 𝐵 on matriisi
𝐶 ∈ 𝕂𝑛𝑖×𝑚 𝑗 , joka määritellään asettamalla

𝐶 ≔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0,0𝑏0,0 . . . 𝑎0,0𝑏0, 𝑗−1 𝑎0,1𝑏0,0 . . . 𝑎0,𝑚−1𝑏0, 𝑗−1
...

. . .
...

...
. . .

...

𝑎0,0𝑏𝑖−1,0 . . . 𝑎0,0𝑏𝑖−1, 𝑗−1 𝑎0,1𝑏𝑖−1,0 . . . 𝑎0,𝑛−1𝑏𝑖−1, 𝑗−1
...

. . .
...

...
. . .

...

𝑎𝑛−1,0𝑏0,0 . . . 𝑎𝑛−1,0𝑏0,𝑖−1 𝑎𝑛−1,1𝑏0,0 . . . 𝑎𝑛−1,𝑚−1𝑏0, 𝑗−1
...

. . .
...

...
. . .

...

𝑎𝑛−1,0𝑏𝑖−1,0 . . . 𝑎𝑛−1,0𝑏𝑖−1, 𝑗−1 𝑎𝑛−1,1𝑏𝑖−1,0 . . . 𝑎𝑛−1,𝑚−1𝑏𝑖−1, 𝑗−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Esimerkki 1.28. Olkoon

𝐴 =

[︄
1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

−1
3

]︄
.

Nyt Kroneckerin tulo

𝐴 ⊗ 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(︂
1
3

)︂ (︂
1
3

)︂ (︂
1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂(︂
1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
1
3

)︂ (︂
−1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
−1
3

)︂(︂
2
√

2
3

)︂ (︂
1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
−1
3

)︂ (︂
1
3

)︂ (︂
−1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂(︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
−1
3

)︂ (︂
−1
3

)︂ (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
−1
3

)︂ (︂
−1
3

)︂
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
9

2
√

2
9

2
√

2
9

8
9

2
√

2
9 − 1

9
8
9 − 2

√
2

9
2
√

2
9

8
9 − 1

9 − 2
√

2
9

8
9 − 2

√
2

9 − 2
√

2
9

1
9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Edellisessä määritelmässä on tarkoituksella käytetty samaa merkintää kuin tenso-
ritulossa. Huomataan nimittäin, että Kroneckerin tulo on kahden tensoritulon välinen
lineaarinen kuvaus.

Lause 1.29. [20, s.3] Olkoot 𝑈, 𝑉 , 𝑆, 𝑇 sellaisia kunnan 𝕂 vektoriavaruuksia, että
avaruuden 𝑈 dimensio on 𝑚, avaruuden 𝑉 dimensio on 𝑛, avaruuden 𝑆 dimensio
on 𝑗 ja avaruuden 𝑇 dimensio on 𝑖. Olkoot lisäksi matriisi 𝐴 = 𝕂𝑛×𝑚, joka määrää
lineaarikuvauksen 𝑈 → 𝑉 ja matriisi 𝐵 = 𝕂𝑖× 𝑗 , joka määrää lineaarikuvauksen
𝑆 → 𝑇 . Tällöin

(𝐴 ⊗ 𝐵) (𝑢 ⊗ 𝑠) = (𝐴𝑢) ⊗ (𝐵𝑠)
Todistus. Olkoot 𝑢 ∈ 𝑈 ja 𝑠 ∈ 𝑆. Nyt

(𝐴 ⊗ 𝐵) (𝑢 ⊗ 𝑠) =(𝑎0,0𝑏0,0𝑢0𝑠0 + · · · + 𝑎0,𝑚−1𝑏0, 𝑗−1𝑢𝑚−1𝑠 𝑗−1,

. . . , 𝑎𝑛−1,0𝑏𝑖−1,0𝑢0𝑠0 + · · · + 𝑎𝑛−1,𝑚−1𝑏𝑖−1, 𝑗−1𝑢𝑚−1𝑠 𝑗−1)
= (𝑎0,0𝑢0𝑏0,0𝑠0 + · · · + 𝑎0,𝑚−1𝑢𝑚−1𝑏0, 𝑗−1𝑠 𝑗−1,

. . . , 𝑎𝑛−1,0𝑢0𝑏𝑖−1,0𝑠0 + · · · + 𝑎𝑛−1,𝑚−1𝑢𝑚−1𝑏𝑖−1, 𝑗−1𝑠 𝑗−1)
=(𝐴𝑢) ⊗ (𝐵𝑠)
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□

Seuraus 1.30. Olkoon 𝑈 kunnan 𝕂 vektoriavaruus jonka dimensio on 𝑛 ≥ 1 ja
𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 ∈ 𝑈 ja olkoot 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑚 ∈ 𝕂𝑛×𝑛 tämän matriiseja. Tällöin

(𝐴0 ⊗ 𝐴1 ⊗ · · · ⊗ 𝐴𝑚) (𝑢0 ⊗ 𝑢1 ⊗ · · · ⊗ 𝑢𝑚)
= (𝐴0𝑢0) ⊗ (𝐴1𝑢1) ⊗ · · · ⊗ (𝐴𝑚𝑢𝑚) .

Todistus. Huomataan, että

(𝐴0 ⊗ 𝐴1 ⊗ · · · ⊗ 𝐴𝑚) (𝑢0 ⊗ 𝑢1 ⊗ · · · ⊗ 𝑢𝑚)
= ((. . . (⏞ˉ⏟⏟ˉ⏞

𝑚

𝐴0 ⊗ 𝐴1) ⊗ . . . ) ⊗ 𝐴𝑚) ((. . . (⏞ˉ⏟⏟ˉ⏞
𝑚

𝑢0 ⊗ 𝑢1) ⊗ . . . ) ⊗ 𝑢𝑚)

ja käyttämällä edellistä lausetta tensorituloihin yksi kerrallaan, saadaan

(𝐴0𝑢0) ⊗ (𝐴1𝑢1) ⊗ · · · ⊗ (𝐴𝑚𝑢𝑚) .

□

Seuraavaksi käydään läpi unitaaristen matriisien määritelmä, sekä näihin liittyvä
hyödyllinen ominaisuus eli vektorin normin säilyminen.

Määritelmä 1.31. [15, s.103] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛. 𝐴 on unitaarinen, jos

𝐴𝐴† = 𝐴†𝐴 = 𝐼 .

Huomautus. [15, s.103] Kun 𝐴 on äärellinen, ehdot 𝐴𝐴† = 𝐼 ja 𝐴†𝐴 = 𝐼 ovat itse
asiassa yhtäpitäviä.

Esimerkki 1.32. Matriisi

𝐴 =

[︄
1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

−1
3

]︄
∈ ℂ2×2

on unitaarinen. Huomataan, että 𝐴 = 𝐴† joten

𝐴𝐴† =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(︂

1
3

)︂2
+

(︂
2
√

2
3

)︂2 (︂
2
√

2
3

)︂ (︂
1
3 − 1

3

)︂(︂
2
√

2
3

)︂ (︂
1
3 − 1

3

)︂ (︂
−1
3

)︂2
+

(︂
2
√

2
3

)︂2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐼 .

Lause 1.33. [20, s.11] Unitaariset matriisit säilyttävät vektorin normin, t.s. |𝐴𝑣 |=|𝑣 |.

Todistus. Olkoon 𝑉 sisätuloavaruus ja olkoon 𝐴 tämän unitaarinen matriisi. Tiede-
tään, että (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇 𝐴𝑇 , joten (𝐴 |𝑣⟩)† = |𝑣⟩𝑇 𝐴𝑇 = ⟨𝑣 | 𝐴†. Nyt jokaisella 𝑣 ∈ 𝑉
on voimassa |𝐴𝑣 |=

√︁
⟨𝑣 | 𝐴†𝐴 |𝑣⟩ =

√︁
⟨𝑣 |𝑣⟩ =|𝑣 |. □

Myöhemmin tullaan huomaamaan, että unitaariset matriisit ovat erittäin keskei-
sessä asemassa kvanttilaskennassa. Mutta miten käyttäytyy unitaaristen matriisien
Kroneckerin tulo?
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Lause 1.34. [12, vrt s.26] Unitaaristen matriisien Kroneckerin tulo on unitaarinen.

Todistus. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 unitaarisia matriiseja. Huomataan, että

(𝐴 ⊗ 𝐵) (𝐴 ⊗ 𝐵)† = (𝐴 ⊗ 𝐵) (𝐴† ⊗ 𝐵†) = (𝐴𝐴†) ⊗ (𝐵𝐵†) = 𝐼 .

Samoin

(𝐴 ⊗ 𝐵)†(𝐴 ⊗ 𝐵) = (𝐴† ⊗ 𝐵†) (𝐴 ⊗ 𝐵) = (𝐴†𝐴) ⊗ (𝐵†𝐵) = 𝐼 .

□

Määritelmä 1.35. [21, s.75] Olkoon 𝐴 𝑚 × 𝑚-neliömatriisi. Tällöin määritellään

Tr(𝐴) ≡
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑖

ja Tr(𝐴):ta kutsutaan 𝐴:n jäljeksi.

Hyvinkin erilaisilla matriiseilla voi olla sama jälki.

Esimerkki 1.36. Esimerkin 1.32 matriisin 𝐴 jälki on

Tr(𝐴) = 1
3
− 1

3
= 0.

Toisaalta matriisin
𝐵 =

[︃ 1
2

1
4

1
4

1
2

]︃
jälki on

Tr(𝐵) = 1
2
+ 1

2
= 1.

Positiiviset ja hermiittiset operaattorit ovat erittäin keskeisessä asemassa kvant-
tifysiikassa.

Määritelmä 1.37. [7, s.11] Olkoon 𝑉 sisätuloavaruus ja olkoon 𝐴 tämän matriisi.
Tällöin 𝐴 on positiivinen matriisi, jos jokaisella 𝑣 ∈ 𝑉 pätee ⟨𝐴𝑣 |𝑣⟩ ≥ 0.

Huomautus. Eräissä lähteissä positiivisilta matriiseilta vaaditaan, että jokaisella 𝑣 ∈
𝑉 pätee ⟨𝐴𝑣 |𝑣⟩ > 0.

Määritelmä 1.38. [15, s.101] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛. 𝐴 on hermiittinen, jos 𝐴† = 𝐴.

Esimerkki 1.39. Esimerkin 1.32 nojalla matriisi

𝐴 =

[︄
1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

−1
3

]︄
∈ ℂ2×2
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on hermiittinen. Toisaalta 𝐴 ei ole positiivinen, nimittäin olkoon 𝑣 =
(︂
− 1√

2
, 1

)︂
∈ ℂ2.

Nyt

𝐴𝑣 =

[︄
1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

−1
3

]︄ (︃
− 1
√

2
, 1

)︃
=

(︄
− 1

3
√

2
+ 2

√
2

3
,
−2

√
2

3
√

2
− 1

3

)︄
=

(︃
− 1

3
√

2
+ 4

3
√

2
,
−2
3

− 1
3

)︃
=

(︃
1
√

2
,−1

)︃
,

joten

⟨𝐴𝑣 |𝑣⟩ = −3
2
≱ 0.

Esimerkki 1.40. Olkoon
𝐴 =

[︃ 1
2

1
2

1
2

1
2

]︃
∈ ℂ2×2.

Nyt 𝐴 on hermiittinen positiivinen operaattori. Nimittäin olkoon 𝑣 = (𝑎, 𝑏) ∈ ℂ2.
Nyt 𝐴𝑣 =

(︂
𝑎+𝑏

2 , 𝑎+𝑏2

)︂
, joten

⟨𝐴𝑣 |𝑣⟩ =
(︃
|𝑎 + 𝑏 |2

2

)︃
≥ 0.

Aiemmista esimerkeistä on voinut huomata, että on olemassa vektoreita, joihin
matriisin vaikutus on vain skaalata vektoria jollakin skalaarilla. Esimerkiksi olkoon
𝐴 ∈ ℂ2×2 ja olkoon 𝑣 ∈ ℂ2 kuten esimerkissä 1.39. Nyt 𝐴𝑣 = −𝑣. Tällaista vektoria
kutsutaan matriisin ominaisvektoriksi ja vastaavaa skalaaria ominaisarvoksi.

Määritelmä 1.41. [15, s.73] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 ja olkoon vektori 𝑣 ≠ 0, 𝑣 ∈ ℂ𝑛. Jos
on olemassa sellainen 𝜆 ∈ ℂ että

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣,

kutsutaan vektoria 𝑣 matriisin 𝐴 ominaisvektoriksi ja arvoa 𝜆 ominaisarvoksi.

Huomautus. Voidaan olettaa ominaisvektoreiden olevan yksikkövektoreita. Olkoon
𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 ja olkoon vektori 𝑣 ≠ 0, 𝑣 ∈ ℂ𝑛 tämän ominaisvektori ja 𝜆 vektoria
vastaava ominaisarvo. Nyt

𝐴
𝑣

|𝑣 | =
1
|𝑣 | (𝐴𝑣) =

1
|𝑣 | (𝜆𝑣) = 𝜆

𝑣

|𝑣 | .

Herää luonnollisesti kysymys ominaisvektorien ja -arvojen määrästä.
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Lause 1.42. [15, s.75-76] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛. Tällöin matriisilla 𝐴 on korkeintaan 𝑛
eri ominaisarvoja vastaavaa ominaisvektoria ja nämä ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Jos matriisilla 𝐴 on 𝑛 eri ominaisarvoja vastaavaa ominaisvektoria, ominais-
vektoreista voidaan muodostaa avaruuden ℂ𝑛 kanta.

Todistus. Käydään lähteessä [15, s.75-76]. □

Esimerkki 1.43. Olkoon 𝐴 ∈ ℂ2×2 kuten esimerkissä 1.39. Tiedetään, että toinen
matriisin 𝐴 ominaisvektori on 𝑣0 =

(︂
− 1√

2
, 1

)︂
∈ ℂ2 ja tätä vastaava ominaisarvo on

𝜆0 = −1. Matriisin toinen ominaisvektori on 𝑣1 = (
√

2, 1) ∈ ℂ2 ja tätä vastaava
ominaisarvo 𝜆2 = 1, nimittäin

𝐴𝑣1 =

(︄√
2

3
+ 2

√
2

3
,

2
√

2
√

2
3

− 1
3

)︄
= (

√
2, 1).

Lause 1.44. [15, vrt s.105] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 hermiittinen matriisi. Tällöin 𝐴:n
ominaisarvot ovat reaalilukuja ja vastaavista ominaisvektoreista voidaan muodostaa
avaruuden ℂ𝑛 kanta.

Todistus. Käydään lähteessä [15, s.101, 105]. □

Lause 1.45. [15, s.105-106] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 hermiittinen matriisi. Tällöin on
olemassa unitaarinen matriisi𝑉 , siten että𝑉†𝐴𝑉 on diagonaalimatriisi, jonka kaikki
alkiot ovat reaalilukuja. Jos matriisin 𝐴 alkiot ovat reaalilukuja, voidaan matriisi 𝑉
valita siten, että 𝑉† = 𝑉𝑇 .

Todistus. Käydään lähteessä [15, s.106-107]. □

Esimerkki 1.46. Olkoon
𝐴 =

[︃ 1
2

1
2

1
2

1
2

]︃
∈ ℂ2×2.

Olkoon

𝑉 =

[︄ 1√
2

−1√
2

1√
2

1√
2

]︄
.

Nyt huomataan, että

𝑉𝑇 𝐴𝑉 =

[︃
1 0
0 0

]︃
,

joka on diagonaalimatriisi.

Seuraus 1.47. [15, s.107] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 hermiittinen matriisi. Tällöin 𝐴 on
positiivinen operaattori, jos ja vain jos jokainsella sen ominaisarvolla 𝜆 on voimassa
𝜆 ≥ 0.

Todistus. Käydään lähteessä [15, s.107-108]. □

Kun vastaisuudessa merkitään 𝐴 ≥ 0, missä 𝐴 on operaattori, tarkoitetaan, että
𝐴 on positiivinen operaattori.
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Lause 1.48. [15, vrt s.110] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 positiviinen hermiittinen matriisi.
Tällöin on olemassa unitaarinen matriisi 𝑉 , jonka sarake indeksillä 𝑖 ∈ ℕ vastaa
matriisin 𝐴 ominaisvektoria 𝑣𝑖 jokaisella 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1.

Todistus. Käydään lähteessä [15, s.110]. □

Lause 1.49. [15, vrt s. 110] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 positiviinen hermiittinen matriisi.
Tällöin on olemassa unitaarinen matriisi 𝑉 , jonka sarake indeksillä 𝑖 ∈ ℕ vastaa
matriisin 𝐴 ominaisvektoria 𝑣𝑖 jokaisella 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, ja diagonaalimatriisi 𝐷,
jonka alkio indeksillä 𝑖, 𝑖 vastaa matriisin 𝐴 ominaisarvoa 𝜆𝑖 jokaisella 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛−1,
siten että 𝑉†𝐴𝑉 = 𝐷.

Todistus. Lauseen 1.48 perusteella, tiedetään että tällainen unitaarinen𝑉 on olemas-
sa. Merkitään matriisin 𝑉 saraketta indeksillä 𝑖 𝑣𝑖. Nyt tiedetään, että

𝐴𝑉 =
[︁
𝐴𝑣0 𝐴𝑣1 . . . 𝐴𝑣𝑛−1

]︁
=

[︁
𝜆0𝑣0 𝜆1𝑣1 . . . 𝜆𝑛−1𝑣𝑛−1

]︁
= 𝑉𝐷,

joten
𝑉†𝐴𝑉 = 𝑉†𝑉𝐷 = 𝐼𝐷 = 𝐷.

□

Huomautus. Kertomalla𝑉†𝐴𝑉 = 𝐷 ensin oikealta matriisilla𝑉† ja sitten vasemmalta
matriisilla 𝑉 saadaan

𝑉†𝐴𝑉 = 𝐷(1.1)

=⇒ 𝑉†𝐴𝑉𝑉† = 𝐷𝑉†(1.2)

=⇒ 𝑉𝑉†𝐴𝑉𝑉† = 𝑉𝐷𝑉†(1.3)

=⇒ 𝐴 = 𝑉𝐷𝑉†.(1.4)

1.2 Hieman kvanttimekaniikkaa

Seuraavaksi käydään läpi hieman kvanttimekaniikan perusteita. Aloitetaan käymällä
läpi kvanttimekaniikan aksioomat.

Aksiooma 1. [21, s.80] Jokaista eristettyä fysikaalista systeemiä vastaa kompleksi-
nen sisätuloavaruus (Hilbertin avaruus), jota kutsutaan systeemin tila-avaruudeksi.
Systeemin tilaa kuvaa täydellisesti tämän tilavektori, joka on tila-avaruuden yksik-
kövektori.

Kun puhutaan fysikaalisesta systeemistä sekä tähän liitettävästä tila-avaruudesta
yhdessä, käytetään termiä kvanttimekaaninen systeemi. Lisäksi kun sanotaan, että
kvanttimekaaninen systeemi on tilassa |𝜙⟩, tarkoitetaan, että systeemin tilaa kuvaa
tilavektori |𝜙⟩. Lisäksi koska kyseessä on sisätuloavaruuden yksikkövektori, niin
⟨𝜙|𝜙⟩ = 1. Tässä tekstissä, ellei toisin mainita, puhuttaessa systeemin kannasta,
tarkoitetaan nimenomaan luonnollista kantaa. Systeemin vektoriavaruuden (valitun)
kannan kantavektoreita kutsutaan systeemin perustiloiksi.
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Aksiooma 2. [21, s.81] Suljetun kvanttimekaanisen systeemin kehitystä ajanhetkestä
𝑡0 ajanhetkeen 𝑡1 kuvaa unitaarinen operaattori𝑈.

Huomautus. [21, s.81] Jos siis kvanttimekaanista systeemiä kuvaa tilavektori |𝜙⟩
ajanhetkellä 𝑡0 ja |𝜓⟩ ajanhetkellä 𝑡1, niin on olemassa unitaarinen matriisi 𝑈, jolla
pätee |𝜓⟩ = 𝑈 |𝜙⟩.

On hyvä huomauttaa, että kyseessä on nimenomaan suljettu systeemi. Toisin sa-
noen systeemi, joka ei ole missään vuorovaikutuksessa minkään muun systeemin
kanssa. Tietenkään tällaisesta systeemistä ei voi saada minkäänlaista informaatiota
ulos paitsi vuorovaikuttamalla sen kanssa jollakin tavalla. Tällöin systeemi ei tieten-
kään enää ole suljettu, ja sen aikaevoluutiota ei enää välttämättä kuvaa unitaarinen
operaattori. Joten miten systeemiä kuvataan tällaisen vuorovaikutuksen, eli mittauk-
sen, jälkeen?

Aksiooma 3. [21, vrt s.84-85] Olkoon systeemiä vastaavan sisätuloavaruuden di-
mensio 𝑛. Mittauksia kuvaa kokoelma

{𝑀𝑚 ∈ ℂ𝑛×𝑛 |
∑︁
𝑚

𝑀†
𝑚𝑀𝑚 = 𝐼}.

Matriiseja 𝑀𝑚 kutsutaan mittausoperaattoreiksi ja 𝑚 viittaa mittausoperaattorin
mahdollisiin lopputuloksiin. Mikäli kvanttimekaaninen systeemi on tilassa |𝜙⟩ välit-
tömästi ennen mittausta, niin todennäköisyys että 𝑚 tapahtuu on

𝑝(𝑚) = ⟨𝜙 | 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜙⟩ ,

ja systeemin tila mittauksen jälkeen on

|𝜓⟩ = 𝑀𝑚 |𝜙⟩√︃
⟨𝜙 | 𝑀†

𝑚𝑀𝑚 |𝜙⟩
.

Huomautus. [21, s.85] Huomataan, että
√︃
⟨𝜙 | 𝑀†

𝑚𝑀𝑚 |𝜙⟩ on tilavektorin normi, joten

𝑀𝑚 |𝜙⟩√︃
⟨𝜙| 𝑀†

𝑚𝑀𝑚 |𝜙⟩

on yksikkövektori. Huomataan lisäksi, että koska
∑︁
𝑚 𝑀

†
𝑚𝑀𝑚 = 𝐼, niin

∑︁
𝑚 𝑝 (𝑚) =∑︁

𝑚 ⟨𝜙| 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜙⟩ = ⟨𝜙| 𝐼 |𝜙⟩ = 1.

Toisaalta tästä huomataan myös, että ei tarvitse välittää, mikäli systeemin tilavek-
tori eroaa toisesta jonkin globaalin vaiheen verran. Nimittäin mittauksista saadaan
samat tulokset ja systeemit käyttäytyvät samoin aikaevoluutiossa!

Lause 1.50. [21, s.94] Olkoon 𝐴 kvanttimekaaninen systeemi, joka on tilassa |𝜙⟩.
Olkoon 𝜃 ∈ ℝ. Tällöin jokainen tilavektori, joka on muotoa 𝑒𝑖𝜃 |𝜙⟩ antaa täsmäl-
leen samalla todennäköisyydellä saman mittaustuloksen ja jokaisella unitaarisella
matriisilla𝑈, jolla |𝜓⟩ = 𝑈 |𝜙⟩, pätee𝑈 (𝑒𝑖𝜃 |𝜙⟩) = 𝑒𝑖𝜃 |𝜓⟩.
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Todistus. Olkoon 𝑀𝑚 systeemin 𝐴 mittausoperaattori. Nyt

⟨𝜙| 𝑒−𝑖𝜃𝑀†
𝑚𝑀𝑚𝑒

𝑖𝜃 |𝜙⟩ = 𝑒𝑖𝜃−𝑖𝜃 ⟨𝜙| 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜙⟩ = 𝑝(𝑚).

Aikaevoluutio seuraa triviaalisti siitä, että matriisi kerrottuna skalaarilla on vaihdan-
nainen, joten

𝑈 (𝑒𝑖𝜃 |𝜙⟩) = 𝑒𝑖𝜃𝑈 |𝜙⟩ = 𝑒𝑖𝜃 |𝜓⟩ .

□

Mutta miten käyttäytyvät kaksi kvanttimekaanista systeemiä, jos ne yhdistetään?

Aksiooma 4. [21, vrt s.93] Olkoot 𝐴 ja 𝐵 kvanttimekaanisia systeemejä. Tällöin
näiden yhdistetyn systeemin tilavarauus on 𝐴 ⊗ 𝐵. Lisäksi jos 𝐴 on tilassa |𝜙⟩ ja 𝐵
on tilassa |𝜓⟩, niin yhdistetty systeemi on tilassa |𝜙⟩ ⊗ |𝜓⟩.

Huomautus. Voidaan itse asiassa osoittaa, että edeltävä yhdistettyjen systeemien
aksiooma voidaan johtaa ensimmäisestä ja toisesta aksioomasta. Lisää tästä löytyy
lähteestä [9].

Toisaalta joskus systeemin tilaa ei tiedetä tarkalleen, mutta mittauksilla voidaan
saada todennäköisyydet eri perustiloille. Kuitenkaan vain näiden avulla ei pystytä
rakentamaan systeemin todellista tilavektoria. Esimerkiksi olkoon 𝐴 kvanttimekaa-
ninen systeemi kaksiulotteisessa Hilbertin avaruudessa, jolla on kanta {|0⟩ , |1⟩}.
Tällöin molemmat tilavektorit |𝜓⟩ = 1√

2
|0⟩ + 1√

2
|1⟩ ja |𝜙⟩ = 1√

2
|0⟩ − 1√

2
|1⟩ antavat

mitattaessa perustilan |0⟩ todennäköisyydellä 1
2 ja samoin perustilan |1⟩ todennä-

köisyydellä 1
2 [21, vrt s.93]. Pelkillä mittauksilla ei siis pystytä määrittämään alku-

peräistä tilaa täydellisesti. Tätä varten määritellään systeemin tiheysoperaattori, jota
kuvataan tiheysmatriisina.

Määritelmä 1.51. [21, s.99] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus 𝑉 .
Olkoon {|𝜙𝑖⟩ | 𝜙𝑖 ∈ 𝑉, |𝜙𝑖 | = 1, 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}} joukko avaruuden 𝑉 yksikkövek-
toreita ja olkoon 𝑝𝑖 ∈ ℝ, 𝑝 ≥ 0 todennäköisyys havaita systeemi tilasta |𝜙𝑖⟩, missä
𝑝0 + · · · + 𝑝𝑛−1 = 1. Tällöin systeemin tiheysoperaattori määritellään asettamalla

𝜌 ≡
∑︁
𝑖

𝑝𝑖 |𝜙𝑖⟩ ⟨𝜙𝑖 | .

Huomautus. Täsmällisesti tiheysmatriisi on vain tapa ilmaista tiheysoperaattori, kun
tila-avaruuden kanta on kiinnitetty. Kirjallisuudessa, ja tässä tekstissä, näitä käytetään
lähes synonyymeinä, mikä käy järkeen, kunhan tila-avaruuden kanta pysyy samana.

Huomautus. Toisaalta jos systeemin tila tiedetään täydellisesti, toisin sanoen se on
tilassa |𝜙⟩ todennäköisyydellä 1, niin selvästi tällöin tämän tiheysmatriisi on |𝜙⟩ ⟨𝜙|.
Tällaista tilaa kutsutaan puhtaaksi tilaksi. Jos tila ei ole puhdas, sitä kutsutaan sekoi-
tetuksi tilaksi.

Yllä olevassa määritelmässä vektorien ei siis tarvitse olla kantavektoreita, kuten
seuraavasta esimerkistä huomataan.
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Esimerkki 1.52. Olkoon 𝑉 erään kaksiulotteisen systeemin tila-avaruus ja systeemi
havaitaan tilasta |0⟩ todennäköisyydellä 1

2 ja tilasta 1√
2
|0⟩+ 1√

2
|1⟩ todennäköisyydellä

1
2 . Merkitään |𝜙⟩ = 1√

2
|0⟩ + 1√

2
|1⟩. Tällöin systeemin tiheysmatriisi on

𝜌 =
1
2
|0⟩ ⟨0| + 1

2
|𝜙⟩ ⟨𝜙|

=

[︃ 3
4

1
4

1
4

1
4

]︃
.

Tiheysoperaattoreidenkin aikaevoluutiota voidaan kuvata unitaarisilla matriiseil-
la.

Lause 1.53. [21, s.102] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus 𝑉 tihey-
soperaattorin 𝜌 määräämässä tilassa ja olkoon 𝑈 unitaarinen matriisi joka kuvaa
systeemin aikakehitystä. Tällöin aikakehityksen jälkeen systeemi on tiheysmatriisin
𝑈𝜌𝑈† määräämässä tilassa.

Todistus. Tiedetään, että tiheysoperaattori 𝜌 voidaan esittää joukkona puhtaita tiloja
|𝜙𝑖⟩, ja niitä vastaavina todennäköisyyksinä 𝑝𝑖 muodossa∑︁

𝑖

(𝑝𝑖 |𝜙𝑖⟩ ⟨𝜙𝑖 |) .

Aksiooman 2 nojalla tiedetään, että nämä puhtaat tilat ovat aikakehityksen jälkeen
tilassa𝑈 |𝜙𝑖⟩. Systeemin tilaksi aikakehityksen jälkeen saadaan siis∑︁

𝑖

(︂
𝑝𝑖𝑈 |𝜙𝑖⟩ ⟨𝜙𝑖 |𝑈†

)︂
= 𝑈

∑︁
𝑖

(𝑝𝑖 |𝜙𝑖⟩ ⟨𝜙𝑖 |)𝑈† = 𝑈𝜌𝑈†.

□

Seuraava lause antaa helpon tavan varmistaa, onko operaattori kelvollinen tihe-
ysoperaattori.

Lause 1.54. [21, s.101] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus𝑉 . Olkoon
{|𝜙𝑖⟩ | 𝜙𝑖 ∈ 𝑉, |𝜙𝑖 | = 1, 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}} joukko avaruuden 𝑉 yksikkövektoreita ja
olkoon 𝑝𝑖 ∈ ℝ, 𝑝𝑖 ≥ 0 todennäköisyys havaita systeemi tilasta |𝜙𝑖⟩, missä 𝑝0 + · · · +
𝑝𝑛−1 = 1. Operaattori 𝜌 on tämän systeemin jotakin tilaa vastaava tiheysoperaattori,
jos ja vain jos

1. Tr (𝜌) = 1,

2. 𝜌 on positiivinen operaattori (⟨𝜙| 𝜌 |𝜙⟩ ≥ 0, kaikilla 𝜙 ∈ 𝑉).

Todistus. [21, s.101] □

Lause 1.55. [21, s.103] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus𝑉 . Olkoon
{|𝜙𝑖⟩ | 𝜙𝑖 ∈ 𝑉} joukko avaruuden 𝑉 yksikkövektoreita, missä siis 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 −
1}, ja olkoon 𝑝𝑖 ∈ ℝ, 𝑝𝑖 ≥ 0 todennäköisyys havaita systeemi tilasta |𝜙𝑖⟩, missä
𝑝0 + · · · + 𝑝𝑛−1 = 1 ja olkoon 𝜌 tämän systeemin tiheysoperaattori. Tällöin 𝜌 vastaa
puhdasta tilaa, jos ja vain jos Tr

(︁
𝜌2)︁ = 1.
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Todistus. Oletetaan, että 𝜌 kuvaa puhdasta tilaa. Tällöin on olemassa 𝜙 ∈ 𝑉 , jolla
pätee 𝜌 = |𝜙⟩ ⟨𝜙|. Nyt siis

Tr
(︂
𝜌2

)︂
= Tr ( |𝜙⟩ ⟨𝜙|𝜙⟩ ⟨𝜙 |)

= Tr (1 |𝜙⟩ ⟨𝜙|)
= Tr (𝜌)
= 1.

Oletetaan nyt, että Tr
(︁
𝜌2)︁ = 1. Nyt koska 𝜌 on positiivinen operaattori on olemassa

spektrihajotelma 𝜌 =
∑︁
𝑖 𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |, missä siis vektorit 𝑖 ovat keskenään kohtisuoria, eli

⟨𝑖 | 𝑗⟩ = 0, kun 𝑖 ≠ 𝑗 , ja
∑︁
𝑖 𝜆𝑖 = 1. Nyt siis

Tr
(︂
𝜌2

)︂
= Tr

(︄∑︁
𝑖

𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |
∑︁
𝑗

𝜆 𝑗 | 𝑗⟩ ⟨ 𝑗 |
)︄

= Tr

(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝜆𝑖𝜆 𝑗 ⟨𝑖 | 𝑗⟩ |𝑖⟩ ⟨ 𝑗 |
)︄

= Tr

(︄∑︁
𝑖

𝜆2
𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |

)︄
= 1

Toisaalta tiedetään, että 𝜌 on tiheysoperaattori, joten Tr(𝜌) = ∑︁
𝑖 𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 | = 1, joten

jollakin indeksillä 𝑖 saadaan 𝜆𝑖 = 1 ja muilla indekseillä 𝑗 saadaan 𝜆 𝑗 = 0, joten
𝜌 = |𝑖⟩ ⟨𝑖 |. □

Huomautus. Huomataan, että vastaavasti voidaan määritellä puhdas tila vaatimalla,
että vektorin alkioiden neliöiden summa on 1. Nimittäin olkoon systeemi tilassa
|𝜙⟩ = 𝑐0 |𝜙0⟩+𝑐1 |𝜙1⟩+· · ·+𝑐𝑛−1 |𝜙𝑛−1⟩, missä |𝜙0⟩ , |𝜙1⟩ , . . . , |𝜙𝑛−1⟩ ovat systeemin
kantavektoreita, ja 𝑐0, . . . 𝑐𝑛−1 ∈ ℂ ja olkoon 𝜌 tämän tiheysoperaattori, siten että
Tr

(︁
𝜌2)︁ = 1. Koska |𝜙⟩ on puhdas tila, 𝜌 = |𝜙⟩ ⟨𝜙 |. Nyt huomataan, että Tr

(︁
𝜌2)︁ =

|𝑐0 |2 + · · · + |𝑐𝑛−1 |2 = 1.

Toisaalta miten käy tiheysmatriisille, jos kaksi systeemiä erotetaan toisistaan?
Käydään ensin apulause usean systeemin mittauksista.

Lemma 1.56. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 kvanttimekaanisia systeemejä, missä systeemin 𝐴 di-
mensio on 𝑛 ja joukko {𝑀𝑚 ∈ ℂ𝑛×𝑛 | ∑︁𝑚 𝑀

†
𝑚𝑀𝑚 = 𝐼𝐴} on kokoelma mittausope-

raattoreita systeemille 𝐴. Tällöin jokaista mittausoperaattoria 𝑀𝑚 vastaava mittauso-
peraattori tila-avaruudessa 𝐴 ⊗ 𝐵 on 𝑁𝑚 = 𝑀𝑚 ⊗ 𝐼𝐵, jolla pätee 𝑝𝐴 (𝑚) = 𝑝𝐴⊗𝐵 (𝑚),
missä siis 𝐼𝐵 on tila-avaruuden 𝐵 kokoa vastaava identiteettimatriisi.

Todistus. [21, vrt s.107] Olkoon systeemi 𝐴 ⊗ 𝐵 tilassa

𝑛𝑚∑︁
𝑖

𝛼𝑖 |𝑎𝑖⟩ |𝑏𝑖⟩ ,
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missä siis 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵,
∑︁𝑛𝑚
𝑖 |𝛼𝑖 |2 = 1. Nyt

𝑝𝐴⊗𝐵 (𝑚) =
𝑛𝑚∑︁
𝑖

𝛼𝑖 ⟨𝑏𝑖 | ⟨𝑎𝑖 | 𝑁†
𝑚𝑁𝑚 |𝑎𝑖⟩ |𝑏𝑖⟩ 𝛼𝑖

=

𝑛𝑚∑︁
𝑖

𝛼𝑖 ⟨𝑏𝑖 | ⟨𝑎𝑖 | (𝑀𝑚 ⊗ 𝐼𝐵)† 𝑀𝑚 ⊗ 𝐼𝐵 |𝑎𝑖⟩ |𝑏𝑖⟩ 𝛼𝑖

=

𝑛𝑚∑︁
𝑖

|𝛼𝑖 |2 ⟨𝑏𝑖 | 𝐼†𝐵 ⟨𝑎𝑖 | 𝑀
†
𝑚𝑀𝑚 |𝑎𝑖⟩ 𝐼𝐵 |𝑏𝑖⟩

= 𝑝𝐴 (𝑚)
𝑛𝑚∑︁
𝑖

|𝛼𝑖 |2 ⟨𝑏𝑖 |𝑏𝑖⟩

= 𝑝𝐴 (𝑚) . □

Lause 1.57. [21, s.105] Olkoon 𝐴𝐵 sellainen kahden systeemin 𝐴 ja 𝐵 yhdistet-
ty systeemi, että systeemin 𝐴𝐵 tiheysoperaattori on 𝜌𝐴𝐵 ≡ ∑︁

𝑖 𝑝𝑖 |𝜙𝑖⟩⟨𝜙𝑖 |, missä siis
|𝜙𝑖⟩ =

∑︁
𝑗 𝛼 𝑗 |𝑎 𝑗 ⟩|𝑏 𝑗 ⟩, 𝑎 𝑗 ∈ 𝐴, 𝑏 𝑗 ∈ 𝐵,

∑︁
𝑗 |𝛼 𝑗 |2 = 1. Tällöin systeemin 𝐴 tiheysmat-

riisi on
𝜌𝐴 ≡

∑︁
𝑖

𝑝𝑖

∑︁
𝑘

∑︁
𝑙

|︁|︁𝜙𝐴𝑘 ⟩︁ ⟨︁
𝜙𝐴𝑙

|︁|︁ Tr
(︂|︁|︁𝜙𝐵𝑘 ⟩︁ ⟨︁

𝜙𝐵𝑙

|︁|︁)︂ .
Todistus. Käydään lähteessä [21, s.107]. □

Huomautus. Yllä olevaa tiheysmatriisia 𝜌𝐴 kutsutaan systeemin 𝐴 redusoiduksi ti-
heysmatriisiksi.

22



2 Kvanttilaskenta

Kvanttialgoritmien tutkimista varten tarvitaan sopiva kvanttimekaaninen systeemi.
Olkoon 𝜓 ∈ ℂ𝑛 ja {𝜓0, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛−1} avaruuden ℂ𝑛 eräs kanta. Olkoon systeemin
tilavektori |𝜓⟩ = 𝑐0 |𝜓0⟩ + 𝑐1 |𝜓1⟩ + · · · + 𝑐𝑛−1 |𝜓𝑛−1⟩, missä 𝑐0, . . . 𝑐𝑛−1 ∈ ℂ, missä
|𝑐0 |2 + · · · + |𝑐𝑛−1 |2 = 1 ja |𝑐 𝑗 |2, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 on todennäköisyys tarkasteltaes-
sa systeemiä löytää se tilasta

|︁|︁𝜓 𝑗 ⟩︁ [3, s.31-32]. Huomataan, että tämä on puhtaan
tilan määritelmä, ja kyseinen vektori on yksikkövektori, joten se sopii kuvaamaan
kvanttimekaanista systeemiä. Lukua 𝑐 𝑗 kutsutaan vastaavan tilan

|︁|︁𝜓 𝑗 ⟩︁ todennäköi-
syysamplitudiksi.

Muistutuksena mikäli |𝑐1 |2 + · · · + |𝑐𝑛 |2 ≠ 1, niin tila on sekoitettu. Sekoitettui-
hin tiloihin tullaan palaamaan myöhemmin, dekoherenssia käsiteltäessä. Ellei toisin
mainita, tilavektorista puhuttaessa tarkoitetaan puhdasta tilaa.

Nämä tiedot antavat luonnollisen tavan määritellä bitti kvanttimekaanisesti eli
kubitti.

2.1 Kubitit

Määritelmä 2.1. [3, s.45] Kubitti on kvanttimekaaninen systeemi, jolla on kaksi
ortogonaalista tilaa.

Esimerkki 2.2. [20, s.5] Merkitään avaruudenℂ2 luonnollisen kannan {(1, 0), (0, 1)}
vektoreita |0⟩ =

(︁ 1
0
)︁

ja |1⟩ =
(︁ 0

1
)︁
. Nyt näiden määräämä avaruus kelpaa kuvaamaan

kubittia.

Tästä lähtien tekstissä tullaan työskentelemään nimenomaan avaruuden ℂ2 ku-
bittien kanssa, jossa siis perustiloja kuvaa avaruuden luonnollisen kannan vektorit.

Seuraavaksi formalisoidaan kubitin tilavektorin määritelmän.

Määritelmä 2.3. [3, s.13] Kubitin tilavektori on |𝜙⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩, 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ ja
|𝛼 |2 + |𝛽 |2 = 1. Kubitti on perustilassa, mikäli 𝛼 = 1 tai 𝛽 = 1. Muutoin kubitti on
superpositiossa.

Nyt toisaalta koska |𝛼 |2 + |𝛽 |2 = 1 tiedetään, että on olemassa 𝜃 ∈ ℝ, jolla
|𝛼 | = sin(𝜃) ja |𝛽 | = cos(𝜃). Toisaalta 𝛼, 𝛽 ovat kompleksilukuja, joten

|𝜙⟩ = |𝛼 |𝑒𝑖𝛿 |0⟩ + |𝛽 |𝑒𝑖𝜔 |1⟩
= sin(𝜃)𝑒𝑖𝛿 |0⟩ + cos(𝜃)𝑒𝑖𝜔 |1⟩
= sin(𝜃)𝑒𝑖𝛿 |0⟩ + cos(𝜃)𝑒𝑖(𝛿+𝛾) |1⟩
= sin(𝜃)𝑒𝑖𝛿 |0⟩ + cos(𝜃)𝑒𝑖𝛿𝑒𝑖𝛾) |1⟩
= 𝑒𝑖𝛿 (sin(𝜃) |0⟩ + cos(𝜃)𝑒𝑖𝛾 |1⟩).

Lisäksi tiedetään, että globaali vaihe 𝑒𝑖𝛿 ei vaikuta mittaustuloksiin eikä aikaevo-
luutioon, joten kubitti voidaan kuvata pallona, missä kyseisen tilan koordinaatit ovat
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(cos(𝛾) cos(𝜃), sin(𝛾) cos(𝜃), sin(𝜃)). Tätä palloa kutsutaan Blochin palloksi, ja se
on hyödyllinen tapa visualisoida yksittäisen kubitin tilavektori ja sen muutokset.

y

z

x

|0⟩

|1⟩

|𝜙⟩

𝛾

𝜃

Kuva 2.1. Blochin pallo

Toisaalta tästä huomataan myös, että koska jokainen kubitin tilavektori vastaa
erästä tilavektoria Blochin pallossa, voitaisiin tilan muutosta tilasta toiseen kuvata
jollakin kierrolla pallossa. Tähän tutustutaan paremmin kvanttiportteja käsittelevässä
kappaleessa.

Työskentely vain yhden kubitin voimalla olisi sangen hidasta, joten on hyvä
määritellä myös kvanttirekisteri.

Määritelmä 2.4. [12, s.24] Olkoon avaruudessa ℂ2 𝑛 kappaletta kubitteja, joita
vastaavat tila-avaruudet 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1. Tällöin näiden tensorituloa

𝐴0 ⊗ 𝐴1 ⊗ · · · ⊗ 𝐴𝑛−1 = 𝑄𝑛

kutsutaan kvanttirekisteriksi, jonka koko on 𝑛.

Kvanttirekisteri 𝑄𝑛 on siis avaruudessa
(︁
ℂ2)︁⊗𝑛 [20, s.6]. Lisäksi vektorit

( |00⟩ ⊗ |01⟩ ⊗ · · · ⊗ |0𝑛−1⟩), ( |10⟩ ⊗ |01⟩ ⊗ · · · ⊗ |0𝑛−1⟩), . . . , ( |10⟩ ⊗ |10⟩ ⊗ · · · ⊗ |1𝑛−1⟩)

muodostavat rekisterin erään kannan. Toisin sanoen kvanttirekisterillä 𝑄𝑛 on 2𝑛

kantavektoria. Vastaisuudessa tensorituloa |𝑎0⟩ ⊗ · · · ⊗ |𝑎𝑛−1⟩ tullaan merkitsemään
|𝑎0 . . . 𝑎𝑛−1⟩.
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Huomataan, että jos 𝑎𝑖 on kubitin 𝑖 kantavektori |0⟩ tai |1⟩, niin rekisterin kubittien
kantavektoreiden tensoritulo |𝑎0 . . . 𝑎𝑛−1⟩ vastaa binäärilukua 𝑏. Jos 𝑏𝑖 on luvun
𝑖 binääriesitys, ilmaistaan rekisterin kantavektoria |𝑏𝑖⟩ merkinnällä |𝑖⟩, missä siis
0 ≤ 𝑖 < 2𝑛, 𝑖 ∈ ℕ. Puhuttaessa rekisterin luonnollisesta kannasta, tarkoitetaan näin
esitettyä rekisterin kantaa.

On hyvä painottaa, että kvanttirekisterin tila-avaruus on avaruudessa (ℂ2)⊗𝑛, toi-
sin kuin klassisten bittien binäärĳonot, jotka voitaisiin kuvata avaruudessa {0, 1}𝑛.
Lisäksi huomataan, että tarvitaan 2𝑛 kompleksilukua, jotta voidaan kuvata kokoa 𝑛
olevan kvanttirekisterin tilaa. Toisaalta, näihin kompleksilukuihin ei kuitenkaan pääs-
tä suoraan käsiksi, nimittäin tehtäessä mittaus rekisterin tilasta, saadaan mittauksen
tuloksena vain jokin rekisterin perustiloista. Tähän mittausten tuomaan vaikeuteen
palataan mittaukselle omistetussa kappaleessa.

Toisaalta kiintoisa ominaisuus on jo aikaisemmin esitelty superpositio. Siinä mis-
sä klassinen jono bittejä voi kuvata yhtäaikaisesti vain yhtä lukua, kvanttirekisteriin
voidaan luoda superposition osasta, tai jopa kaikista mahdollisista luvuista.

Esimerkki 2.5. Olkoon 𝑄2 kvanttirekisteri. Tällöin kvanttirekisteri voidaan alustaa
superpositiolla 1

2 |0⟩ + 1
2 |1⟩ + 1

2 |2⟩ + 1
2 |3⟩. Tässä selvästi

4
|︁|︁|︁|︁12 |︁|︁|︁|︁2 = 1

ja rekisteriä tarkasteltaessa useita kertoja, se havaitaan kussakin perustilassa 1
4 tarkas-

telukerroista. Selvästi vastaava ei olisi 2-bittisellä klassisella rekisterillä mahdollista.

Kubiteillä on vielä lomittuneisuudeksi kutsuttu mielenkiintoinen ominaisuus.

Määritelmä 2.6. [12, s.10] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja olkoon

|𝜙⟩ =
2𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖 |𝑖⟩

tämän tilavektori. Rekisteri on tulotilassa, mikäli sen tilavektori |𝜙⟩ voidaan esittää
muodossa

|𝜙⟩ =
𝑛−1⨂︂
𝑗=0

(︁
𝑎0 𝑗

|︁|︁0 𝑗 ⟩︁ + 𝑎1 𝑗
|︁|︁1 𝑗 ⟩︁)︁ ,

missä |𝑎0 𝑗 |2 + |𝑎1 𝑗 |2 = 1 jokaisella 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1. Muutoin rekisterin tila on
lomittunut.

Huomautus. [20, s.10] Yllä olevan määritelmän voi siis ymmärtää, että kvanttirekis-
teri ei ole lomittunut täsmälleen silloin, kun sen tilavektori voidaan esittää jokaisen
rekisterin yksittäisen kubittin tilavektorin tensoritulona.

Esimerkki 2.7. Olkoon esimerkin 2.5 kvanttirekisteri 𝑄2 superpositiotilassa 1
2 |0⟩ +

1
2 |1⟩ + 1

2 |2⟩ + 1
2 |3⟩. Huomataan, että tämä on tulotila, nimittäin

1
2
|0⟩ + 1

2
|1⟩ + 1

2
|2⟩ + 1

2
|3⟩ =

(︃
1
√

2
|00⟩ +

1
√

2
|10⟩

)︃
⊗

(︃
1
√

2
|01⟩ +

1
√

2
|11⟩

)︃
.
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Toisaalta olkoon kvanttirekisteri 𝑄3 superpositiotilassa 1√
2
|000⟩ + 1√

2
|101⟩. Tila on

lomittunut, nimittäin lauseke saadaan muotoon

1
√

2
|000⟩ + 1

√
2
|101⟩ = 𝑎𝑐 |000⟩ + 𝑏𝑑 |101⟩ = (𝑎 |00⟩ + 𝑏 |10⟩) ⊗ (𝑐 |0⟩ + 𝑑 |1⟩),

missä 𝑎𝑐 = 1√
2
, 𝑏𝑑 = 1√

2
, 𝑎𝑑 = 0 ja 𝑏𝑐 = 0, millä ei ole ratkaisuja.

Huomataan, että rekisterin koon kasvaessa lauseen 2.6 muodon löytäminen, ja
täten tilan lomittuneisuuden tarkastelu on sangen vaikeaa, mutta tätä voidaan helpot-
taa muotoilemalla kubitteja tiheysmatriiseilla tilavektorin sĳaan. Palautetaan mie-
leen, että systeemin tilaa kuvaava tiheysmatriisi esittää puhdasta tilaa jos ja vain jos
Tr(𝜌2) = 1. Jos siis yhdistetty systeemi 𝐴𝐵 voidaan jakaa kahdeksi erilliseksi systee-
miksi 𝐴 ja 𝐵, missä systeemin 𝐴 redusoidulla tiheysmatriisilla 𝜌𝐴 pätee Tr(𝜌2

𝐴
) ≠ 1,

niin tiedetään, että tämä redusoitu tiheysmatriisi ei voi olla puhtaassa tilassa. Toisin
sanoen, systeemiä 𝐴 ei voida kuvata käyttämällä pelkästään systeemin 𝐴 vektoreita!

Lause 2.8. [21, vrt. s.106] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja olkoon

|𝜓⟩ =
2𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖 |𝑖⟩

tämän tilavektori. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 osajoukkoja kubitteja siten että 𝐴⊗ 𝐵 = 𝑄𝑛. Tällöin
jos Tr(𝜌2

𝐴
) ≠ 1 tai Tr(𝜌2

𝐵
) ≠ 1, niin rekisteri on lomittunut.

Todistus. Tehdään vastaoletus: Olkoon Tr(𝜌2
𝐴
) ≠ 1 ja𝑄𝑛 on tulotilassa. Olkoon 𝐼𝑛𝑑𝐴

kokoelma, joka koostuu niiden kubittien indekseistä, jotka sisältyvät systeemiin 𝐴.
Nyt siis 𝐴 on tilassa |𝜙⟩ =

⨂︁
𝑗∈𝐼𝑛𝑑𝐴

(︁
𝑎0 𝑗

|︁|︁0 𝑗 ⟩︁ + 𝑎1 𝑗
|︁|︁1 𝑗 ⟩︁)︁ ja tämän tiheysmatriisi on

𝜌𝐴 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎00𝑎00 𝑎00𝑎10 𝑎00𝑎01 . . . 𝑎00𝑎1 𝑗
𝑎10𝑎00 𝑎10𝑎10 𝑎10𝑎01 . . . 𝑎10𝑎1 𝑗
𝑎01𝑎00 𝑎01𝑎10 𝑎01𝑎01 . . . 𝑎01𝑎1 𝑗
...

...
...

. . .
...

𝑎1 𝑗𝑎00 𝑎1 𝑗𝑎10 𝑎1 𝑗𝑎01 . . . 𝑎1 𝑗𝑎1 𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Merkitään 𝑗 (mod 2) = 𝑏 𝑗 . Nyt siis matriisin (𝜌𝐴)2 jokainen diagonaalilla oleva
alkio 𝑑 𝑗 , 𝑗 on muotoa

𝑑 𝑗 , 𝑗 = |𝑎𝑏 𝑗 , 𝑗 |2
(︁
𝑎00𝑎00 + 𝑎10𝑎10 + · · · + 𝑎1 𝑗𝑎1 𝑗

)︁
,

joten

Tr(𝜌2
𝐴) =(𝑎00𝑎00)2 + (𝑎10𝑎10)2 + . . . (𝑎1 𝑗𝑎1 𝑗 )2

+ 2(𝑎00𝑎10 + 𝑎00𝑎01 + · · · + 𝑎00𝑎1 𝑗 + 𝑎10𝑎00 + 𝑎10𝑎01 + . . . 𝑎1 𝑗𝑎0 𝑗 )

=

(︂
|𝑎00 |2 + |𝑎10 |2 + |𝑎01 |2 + |𝑎11 |2 . . . |𝑎0 𝑗 |2 + |𝑎1 𝑗 |2

)︂2
= 12 = 1,

missä on ristiriita nimittäin Tr(𝜌2
𝐴
) ≠ 1. Vastaava tarkastelu voidaan tehdä systeemille

𝐵, josta päädytään vastaavaan ristiriitaan. □
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2.2 Kvanttiportit

Tiedetään, että systeemin aikaevoluutiota kuvaa unitaarinen matriisi. Tästä saadaan
luonnollinen tapa määritellä portteja kubiteille.

Määritelmä 2.9. [12, s.22] Olkoon 𝐴 ∈ ℂ2𝑛×2𝑛 unitaarinen matriisi. Matriisia 𝐴
kutsutaan 𝑛:n kubitin kvanttiporttiksi.

Toisin sanoen siis kvanttiportti määrää lineaarisen kuvauksen

|0⟩ ↦→ 𝑎0,0 |0⟩ + · · · + 𝑎0,𝑛−1 |2𝑛 − 1⟩
...

|2𝑛 − 1⟩ ↦→ 𝑎𝑛−1,0 |0⟩ + · · · + 𝑎𝑛−1,𝑛−1 |2𝑛 − 1⟩ .

Huomataan tästä aiheutuva mielenkiintoinen kvanttilaskennan ominaisuus, ni-
mittäin määritelmän 1.31 nojalla jokainen kvanttiporteilla suoritettu laskenta on
reversiibeli. Toisin sanoen 𝐴 |𝜓⟩ 𝐴† = |𝜓⟩. Toisaalta määritelmän 1.33 nojalla käyt-
täessämme kvanttiporttia yksikkövektoriin |𝜓⟩ tuloksena on toinen yksikkövektori
|𝜙⟩.

Erityisen tärkeä porttityyppi on kontrolloitu portti. Tämä on siis portti, joka vai-
kuttaa kohdekubitteihin, eli kubitteihin, joihin portin määräämä unitaarinen matriisi
normaalisti vaikuttaisi, kun kontrollikubitit poikkeavat tilasta |0⟩.

Määritelmä 2.10. Olkoon 𝐴 𝑛:n kubitin kvanttiportti. Tällöin 𝐴𝐶𝑐 , jolla on c kont-
rollikubittia, on 𝑚:n kubitin kontrolloitu portti, missä 𝑚 = 𝑐 + 𝑛. Tällöin

𝐴𝐶𝑐 ≡
[︃
𝐼𝑐 0𝑛
0𝑛 𝐴

]︃
.

Yllä oleva määritelmä on hyödyllinen, kun rekisterissä, johon porttia käytetään,
kontrollikubittien ja kohdekubittien välissä ei ole muita kubitteja. Lähde [5] an-
taa tavan luoda oikea matriisi eräälle kontrolloidulle operaatiolle, mikä yleistetään
seuraavaan lemmaan.

Lemma 2.11. Olkoon𝑄𝑛 kvanttirekisteri, 𝐴 𝑙:n kubitin kvanttiportti, 𝐴𝐶𝑐 kontrolloitu
portti, jonka kohdekubitit alkavat indeksiltä 𝑡 ja kontrollikubitit ovat indekseillä
𝑘0, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑐−1. Merkitään 𝑑0 = 𝑘0 ja 𝑑𝑖 = 𝑘𝑖−1 − 𝑘𝑖 − 1, kun 0 < 𝑖 ≤ 𝑐 − 1.
Olkoon 𝐵 joukko binääriesityksiä, joiden pituus on 𝑐. Olkoon lisäksi 𝐺 = {𝑔 | 𝑔 ∈
𝐵 \ {11 . . . 1}}. Merkitään nyt, kun 𝑔 ∈ 𝐺, indeksillä 𝑖 olevaa bittiä 𝑔𝑖. Tällöin porttia
𝐴𝐶𝑐 , vastaava matriisi on

𝐴𝐶𝑐 =
∑︁
𝑔∈𝐺

(𝐼𝑑0 ⊗ |𝑔0⟩ ⟨𝑔0 | ⊗ 𝐼𝑑1 ⊗ |𝑔1⟩ ⟨𝑔1 | ⊗ · · · ⊗ 𝐼𝑑𝑐−1 ⊗ |𝑔𝑐−1⟩ ⟨𝑔𝑐−1 | ⊗ 𝐼𝑛−𝑘𝑐−1−1)

+ 𝐼𝑑0 ⊗ |1⟩ ⟨1| ⊗ · · · ⊗ 𝐼𝑑𝑐−1 ⊗ |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝐼𝑡−𝑘𝑐−1−1 ⊗ 𝐴 ⊗ 𝐼𝑛−(𝑡+𝑙)−1.

Todistus. Merkitään lemman laskun matriisia 𝑀 . Osoitetaan, että 𝑀 = 𝐴𝐶𝑐 , osoitta-
malla, että portti 𝑀 käyttäytyy kuten portti 𝐴𝐶𝑐 .
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Oletetaan, että vähintään yksi kontrollikubitti on tilassa |0⟩ ja merkitään tilavek-
toria |𝜙⟩. Tällöin seurauksen 1.30 nojalla(︁

𝐼𝑑0 ⊗ |1⟩ ⟨1| ⊗ · · · ⊗ 𝐼𝑑𝑐−1 ⊗ |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝐼𝑡−𝑘𝑐−1−1 ⊗ 𝐴 ⊗ 𝐼𝑛−(𝑡+𝑙)−1
)︁
|𝜙⟩ = 0,

nimittäin oletuksen nojalla vähintään yhdellä kontrollikubitilla pätee |1⟩ ⟨1| |0⟩ = 0.
Nyt siis

(2.1) 𝑀 |𝜙⟩ =
∑︁
𝑔∈𝐺

(𝐼𝑑0 ⊗ |𝑔0⟩ ⟨𝑔0 | ⊗ 𝐼𝑑1 ⊗ |𝑔1⟩ ⟨𝑔1 | ⊗ · · ·

· · · ⊗ 𝐼𝑑𝑐−1 ⊗ |𝑔𝑐−1⟩ ⟨𝑔𝑐−1 | ⊗ 𝐼𝑛−𝑘𝑐−1−1),

joten matriisi toimii identiteettikuvauksena, kun vähintään yksi kontrollikubitti on
tilassa |0⟩.

Toisaalta jos vähintään yksi kontrollikubitti poikkeaa tilasta |0⟩, niin seurauksen
1.30 ja edellisen oletuksen nojalla matriisin vaikutus niihin tiloihin, joissa kontrolli-
kubiteista vähintään yksi on tilassa |0⟩, on identiteettimatriisi. Toisaalta nyt tiloihin,
joissa kaikki kontrollikubitit ovat tilassa |1⟩ on

𝐼𝑑0 ⊗ |1⟩ ⟨1| ⊗ · · · ⊗ 𝐼𝑑𝑐−1 ⊗ |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝐼𝑡−𝑘𝑐−1−1 ⊗ 𝐴 ⊗ 𝐼𝑛−(𝑡+𝑙)−1,

eli identiteettimatriisi kaikkiin muihin kubitteihin paitsi kohdekubitteihin, ja portti
𝐴 kohdekubitteihin. Joten 𝑀 toimii kuten 𝐴𝐶𝑐 .

□

Huomautus. Lemman 2.11 perusteella voidaan aina muuntaa haluttu kontrolloitu
portti muodosta, jossa kontrollikubittien ja kohdekubittien välissä ei ole muita ku-
bitteja, oikeaan muotoon rekisteriä varten, joten riittää tarkastella porttia, joka on
määritelmän 2.10 antamassa muodossa.

Seuraavaksi esitellään kirjallisuudessa usein käytettyjä portteja, sekä portteja,
joita tullaan myöhemmin tarvitsemaan.

Esimerkki 2.12. [21, s.17, 174] Yksi tärkeimpiä portteja kvanttilaskennassa on Ha-
damard-Walsh -portti. Portti muuntaa kantavektorin superpositioksi kaikkia kanta-
vektoreita. Blochin-pallossa tämä vastaa 𝜋

2 radiaanin kiertoa 𝑦-akselilla ja 𝜋 radiaanin
kiertoa 𝑥-akselilla. Porttia merkitään symbolilla 𝐻 ja se määritellään

𝐻 ≡ 1
√

2

[︃
1 1
1 −1

]︃
.

Esimerkki 2.13. [21, s.174] Paulin matriisit ovat myös tärkeitä kvanttiportteja. Nämä
portit vastaavat 𝜋 kiertoa Blochin pallossa matriisin nimeä vastaavan akselin ympäri.

𝑋 ≡
[︃
0 1
1 0

]︃
, 𝑌 ≡

[︃
0 −𝑖
𝑖 0

]︃
ja 𝑍 ≡

[︃
1 0
0 −1

]︃
.

Esimerkki 2.14. [21, s.174] Vaiheportti, on portti joka vastaa Blochin-pallossa 𝜋
2

kiertoa 𝑧-akselin suhteen. Vaiheportti ei vaikuta mittaustuloksien todennäköisyyk-
siin. Porttia merkitään symbolilla 𝑆 ja se määritellään

𝑆 ≡
[︃
1 0
0 𝑖

]︃
.
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Esimerkki 2.15. [21, s.174] 𝜋8 -portti on portti joka vastaa Blochin-pallossa 𝜋
4 kiertoa

𝑧-akselin suhteen. Porttia merkitään symbolilla 𝑇 ja se määritellään

𝑇 ≡
[︃
1 0
0 𝑒

𝑖 𝜋
4

]︃
.

Historiallisista syistä porttia kutsutaan 𝜋
8 -portiksi sillä[︃

1 0
0 𝑒

𝑖 𝜋
4

]︃
= 𝑒

𝑖 𝜋
8

[︄
𝑒

−𝑖 𝜋
8 0

0 𝑒
𝑖 𝜋
8

]︄
.

Huomautus. Lisäksi huomataan, että 𝑇2 = 𝑆.

Esimerkki 2.16. [21, s.174] Kubitille voidaan määritellä kiertoportit 𝑅𝑥 (𝜃), 𝑅𝑦 (𝜃),
𝑅𝑧 (𝜃), jotka vastaavat 𝜃 radiaanin kiertoa vastaavalla akselilla Blochin pallossa.

𝑅𝑥 (𝜃) ≡
[︃

cos
(︁
𝜃
2
)︁

−𝑖 sin
(︁
𝜃
2
)︁

−𝑖 sin
(︁
𝜃
2
)︁

cos
(︁
𝜃
2
)︁ ]︃

= cos
(︃
𝜃

2

)︃
𝐼 − 𝑖 sin

(︃
𝜃

2

)︃
𝑋,

𝑅𝑦 (𝛼) ≡
[︃
cos

(︁
𝜃
2
)︁

− sin
(︁
𝜃
2
)︁

sin
(︁
𝜃
2
)︁

cos
(︁
𝜃
2
)︁ ]︃

= cos
(︃
𝜃

2

)︃
𝐼 − 𝑖 sin

(︃
𝜃

2

)︃
𝑌,

𝑅𝑧 (𝜃) ≡
[︄
𝑒

−𝑖 𝜃
2 0

0 𝑒
𝑖 𝜃
2

]︄
= cos

(︃
𝜃

2

)︃
𝐼 − 𝑖 sin

(︃
𝜃

2

)︃
𝑍.

Huomataan, että jokaisella kiertoportilla pätee 𝑅𝑎 (𝜃) 𝑅𝑎 (𝛾) = 𝑅𝑎 (𝜃 + 𝛾), missä
𝑎 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}.

Huomautus. [21, s.175] Vastaavasti voidaan määritellä 𝜃 radiaanin kierto Blochin
pallossa erään yksikkövektorin 𝑣 suhteen

𝑅𝑣 (𝜃) = cos
(︃
𝜃

2

)︃
𝐼 − 𝑖 sin

(︃
𝜃

2

)︃ (︁
𝑣𝑥𝑋 + 𝑣𝑦𝑌 + 𝑣𝑧𝑍

)︁
,

missä siis 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ja 𝑣𝑧 vastaavat vektorin 𝑥-, 𝑦-, ja 𝑧-komponentteja.

Seuraavaksi esitellään ensimmäinen kahden kubitin portti, kontrolloitu NOT-
portti eli CNOT-portti.

Esimerkki 2.17. [21, s.178] CNOT-portin määritellään olevan matriisi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Portti siis pitää ensimmäisen kubitin samassa tilassa, ja vaihtaa päittäin toisen kubitin
todennäköisyysamplitudit niissä tiloissa, joissa ensimmäinen kubitti on tilassa |1⟩.
Nimittäin olkoon eräs kvanttirekisteri𝑄2 tilassa |𝜙⟩ = 𝛼 |00⟩+𝛽 |01⟩+𝛾 |10⟩+𝛿 |11⟩.
Nyt (𝐶𝑁𝑂𝑇) |𝜙⟩ = 𝛼 |00⟩ + 𝛽 |01⟩ + 𝛿 |10⟩ + 𝛾 |11⟩. Vastaavaa porttia, joka toimii
kun ensimmäinen kubitti on tilassa |0⟩, kutsutaan negatiiviseksi CNOT-portiksi.
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2.3 Mittaus

Tähän mennessä on puhuttu paljon todennäköisyyksistä havaita kubitti tai kvanttire-
kisteri tietystä tilasta, ja seuraavaksi määritellään kubiteille sopiva mittausoperaatto-
ri.

Määritelmä 2.18. [19, s.56] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri, jolla on perustilat |0⟩,
. . . ,|2𝑛 − 1⟩ ja joka on tilassa |𝜓⟩ = 𝛼0 |0⟩ + · · · +𝛼2𝑛−1 |2𝑛 − 1⟩. Tällöin matriisi 𝑀𝑚

on rekisterin mittausoperaattori, jos pätee

1. 𝑝 (𝑚) = ⟨𝜓 | 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜓⟩,

2. |𝜙⟩ = 𝑀𝑚 |𝜓⟩√
𝑝(𝑚)

,

missä 𝑝 (𝑚) on todennäköisyys löytää rekisteri tilasta 𝑚 ja |𝜙⟩ on rekisterin tila
välittömästi mittauksen jälkeen.

Huomautus. Mikäli tilalle |𝑖⟩ pätee |𝛼𝑖 |2 = 0, mittauksen tilaa ei ole määritelty.
Tämä on mielekästä, sillä mikäli |𝛼𝑖 |2 = 0, kyseistä tilaa ei ole mahdollista saavuttaa.
Voidaan kuvitella intuitiivisesti mittausoperaation kysymykseksi: missä tilassa koko
systeemi on, kun sen osa 𝑖 on tilassa 𝑚. Tällöin on mielekästä ymmärtää, että mikäli
𝑖 ei koskaan voi olla tilassa 𝑚, systeemin tilasta ei tietenkään voida sanoa mitään.

Esimerkki 2.19. [20, s.13] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri, jolla on perustilat |0 . . . 0⟩,
|0 . . . 1⟩, . . . , |1 . . . 1⟩ ja joka on tilassa |𝜓⟩ = 𝛼0 |0 . . . 0⟩+· · ·+𝛼2𝑛−1 |1 . . . 1⟩. Merki-
tään 𝑛×𝑛-identiteettimatriisia 𝐼𝑛. Tällöin 𝐼2𝑚 ⊗ |0⟩ ⟨0| ⊗ 𝐼2𝑛−𝑚−1 on mittausoperaattori
𝑀0𝑚, joka mittaa onko indeksillä 𝑚 oleva kubitti tilassa |0⟩.

Todistus. Huomataan, että matriisi 𝑀0𝑚 on 2𝑛 × 2𝑛 neliömatriisi. Mutta mitä ovat
tämän matriisin alkiot? Huomataan, että ensinnäkin 𝐼2𝑚 ⊗ |0⟩ ⟨0| on matriisi 𝑁 , jonka
diagonaali on 𝑣 = (1, 0, . . . , 1, 0), jossa siis on 2𝑚 kappaletta pareja (1, 0) peräkkäin
(eli jonka dimensio on 2 · 2𝑚). Muut matriisin alkiot ovat nollia. Nyt 𝑁 ⊗ 𝐼2𝑛−𝑚−1

on matriisi 𝑀0𝑚, jonka diagonaali on 𝑤 = (1, 1, . . . , 1⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄⏞
2𝑛−𝑚−1

, 0, 0 . . . , 0⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏞
2𝑛−𝑚−1

, 1 . . . , 0), ja muut

alkiot ovat nollia. Nyt siis 𝑀0𝑚 on diagonaalimatriisi, jonka alkiot ovat joko 1 tai 0,
joten 𝑀†

0𝑚𝑀0𝑚 = 𝑀0𝑚 Nyt siis vektori ⟨𝜓 | 𝑀0𝑚 on

(𝛼0, . . . , 𝛼2𝑛−𝑚−1−1, 0 · 𝛼2𝑛−𝑚−1 , . . . , 0, 𝛼2·2𝑛−𝑚−1 , . . . , 𝛼3·2𝑛−𝑚−1−1, 0, . . . , 0) .

Huomataan, että näiden todennäköisyysamplitudien indeksit ovat juuri ne perustilat,
joilla indeksin 𝑚 kubitti on tilassa 0. Nyt ⟨𝜓 | 𝑀0𝑚 |𝜓⟩ = 𝛼0

2 + · · · + 𝛼2𝑛−𝑚−1−1
2 +

𝛼2·2𝑛−𝑚−1
2 + · · · + 𝛼𝑚·2𝑛−𝑚−1−1

2 on siis todennäköisyys löytää rekisteri tilasta, jossa
indeksin 𝑚 kubitti on tilassa |0⟩. Siis

𝑝(𝑚) = ⟨𝜓 | 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜓⟩ .

Nyt jos vähintään yhdellä rekisterin perustilalla, joilla kubitti 𝑚 on |0⟩, todennä-
köisyysamplitudi poikkeaa nollasta, niin 𝑀𝑚 |𝜓⟩ on nimennomaan ne tilat, joilla
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todennäköisyysamplitudi poikkeaa nollasta, eli joilla indeksillä 𝑚 oleva kubitti on
tilassa |0⟩. Toisaalta nyt kun indeksillä 𝑚 oleva kubitti on tilassa |0⟩, niin toden-
näköisyys havaita rekisteri jostain tilasta | 𝑗⟩ on 𝑎 𝑗

2

𝑝(𝑚) , ehdollisen todennäköisyyden
nojalla, joten todennäköisyys amplitudi on 𝑎 𝑗√

𝑝(𝑚)
, joten tilaksi mittauksen jälkeen

saadaan
|𝜙⟩ = 𝑀𝑚 |𝜓⟩√︁

𝑝(𝑚)
.

□

Huomautus. Samoin voitaisiin määritellä mittausoperaattori𝑀1𝑚, vaihtamalla |0⟩ ⟨0|
tilalle |1⟩ ⟨1|.

Voidaan myös määritellä saman aikainen mittausoperaatio usealle kubitillle, ni-
mittäin lopputulokseen ei vaikuta mittausjärjestys.

Lause 2.20. [20, s.14] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri, jonka kubiteilla on mittauso-
peraattorit, 𝑀0𝑚 ja 𝑀1𝑚 ja jolla on perustilat |0⟩ . . . |2𝑛 − 1⟩ ja jonka tilavektori
on |𝜓⟩ = 𝛼0 |0⟩ + · · · + 𝛼2𝑛−1 |2𝑛 − 1⟩. Tällöin peräkkäisten mittausoperaatioiden
järjestyksellä ei ole vaikutusta rekisterin tilaan kaikkien mittauksien jälkeen.

Todistus. Käydään lähteessä [20, s.14-15]. □

Nyt huomataan jälleen uusi eroavaisuus kvanttilaskennan ja klassisen laskennan
välillä, nimittäin laskennan tilan tarkistaminen kesken laskennan muuttaa olennaisesti
laskennan antaman syötteen.

Esimerkki 2.21. Olkoon kvanttirekisteri𝑄2 tilassa |00⟩, mittausportti 𝑀00, eli portti
joka mittaa onko rekisterin ensimmäinen kubitti tilassa |0⟩, ja kvanttiportti

𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

−1
2

1
2

−1
2

−1
2

1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Nyt huomataan, että 𝑀00𝑈𝑈 |00⟩ = |00⟩. Mutta entä jos mittaus tehdään kahden
portin välissä? Tällöin 𝑈𝑀00𝑈 |00⟩ = 𝑈 |𝜓⟩, missä |𝜓⟩ = 1√

2
|00⟩ + 1√

2
|01⟩. Nyt

𝑈 |𝜓⟩ = |𝜙⟩, missä |𝜙⟩ = 1√
2
|00⟩ + 1√

2
|10⟩ ≠ |00⟩. Eli mittaaminen kesken toimen-

piteen tarkoittaa että mahdollisena tulosteena on myös tila |10⟩.

Lisäksi huomataan toinen tärkeä asia: alkuperäistä tilaa ei kyetä saavuttamaan
mittauksen jälkeen vain suorittamalla mittaus takaperin, nimittäin mittausoperaattori
ei ole reversiibeli. Toisin sanoen mittaus tuhoaa alkuperäisen kvanttitilan, ja jotta
alkuperäinen tila voitaisiin saada takaisin, tarvitsee laskenta suorittaa uudelleen.
Tarkasti ottaen, mittaus ei ole reversiibeli täsmälleen silloin kun, mittausoperaatio
antaa mitään informaatiota systeemin tilasta [21, s.187].

Toisaalta tästä herää ajatus. Mikäli laskennan kesken otettava mittaus tuhoaa
kvanttitilan, voitaisiinko kvanttitila vain kopioida, ja ottaa mittaus kopiosta? Tällöin-
hän alkuperäinen tila olisi edelleen olemassa. Lisäksi koska mittauksesta on aina
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tietty todennäköisyys saada tietty tulos, näin voitaisiin ottaa useita kopioita kvantti-
tilasta ja rakentaa todennäköisyysjakauma usean mittauksen jälkeen, sen sĳaan, että
koko laskenta toistettaisiin useasti.

Valitettavasti vastaus on kielteinen.

Lause 2.22. [20, s.18] Olkoon𝑄𝑛 kvanttirekisteri, jolla on perustilat |0⟩ . . . |2𝑛 − 1⟩
ja joka on mielivaltaisessa tilassa |𝜓⟩. Ei ole olemassa unitaarista matriisia, joka
määrittäisi kuvauksen |𝜓⟩ ⊗ |0⟩ ↦→ |𝜓⟩ ⊗ |𝜓⟩ mille tahansa rekisterin tilalle |𝜓⟩.

Todistus. [20, vrt. s.18] Tehdään vastaoletus, että on olemassa unitaarinen matriisi
joka määräisi kuvauksen |𝜃⟩ ⊗ |0⟩ ↦→ |𝜃⟩ ⊗ |𝜃⟩ mille tahansa rekisterin tilalle |𝜃⟩.
Olkoot |𝜓⟩ ja |𝜙⟩ nyt kaksi rekisterin 𝑄𝑛 tilaa ja |𝜓⟩ ≠ |𝜙⟩. Tiedetään, että ⟨0|0⟩ = 1
ja toisaalta, jos 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ, niin 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑥𝑦. Nyt siis

⟨𝜙 |𝜓⟩ = ⟨𝜙 |𝜓⟩ ⊗ ⟨0|0⟩ = (⟨𝜙 | ⊗ ⟨0|) ( |𝜓⟩ ⊗ |0⟩).

Toisaalta koska𝑈 on unitaarinen, niin𝑈†𝑈 = 𝐼, joten

(⟨𝜙 |⊗⟨0| |) ( |𝜓⟩⊗|0⟩) = (⟨𝜙 |⊗⟨0|)𝑈†𝑈 ( |𝜓⟩⊗|0⟩) = (⟨𝜙 |⊗⟨𝜙 |) ( |𝜓⟩⊗|𝜓⟩) = ⟨𝜙|𝜓⟩2,

jokaiselle kvanttirekisterin tilalle |𝜓⟩, |𝜙⟩, mutta selvästi ⟨𝜙|𝜓⟩2 = ⟨𝜙 |𝜓⟩ vain, kun
⟨𝜙 |𝜓⟩ = 0 tai ⟨𝜙|𝜓⟩ = 1, joten vastaoletuksesta seuraa ristiriita. □

Huomautus. [20, s.18] On toki huomattava, että on mahdollista luoda kvanttiportti,
joka pystyy kopioimaan tietyn tilan, mikäli tila tiedetään etukäteen.

On hyvä korostaa, että mittauksen tekeminen on ainoa tapa saada laskennan tulos
selville. Tästä huomataan, että jos laskennan suorittamisen jälkeen rekisterin tilavek-
torilla on vähintään kaksi perustilaa, joiden todennäköisyysamplituudit poikkeavat
nollasta, kahdella eri laskennan suorituskerralla voidaan saada eri tulos! Tämä ai-
heuttaa tiettyjä vaikeuksia laskennan suunnittelulle: jos mittauksella voidaan saada
vastaukseksi perustila, joka on väärä vastaus, ei tietenkään voida olla varmoja yhden
mittauksen jälkeen, saatinko mittauksella väärä vai oikea vastaus.

Yhtenä vaihtoehtona tämän ratkaisuksi on korostaa oikean vastauksen antavien
perustilojen todennäköisyysamplitudeja ja pienentämällä väärien perustilojen toden-
näköisyysamplitudeja. Toistamalla tätä voitaisiin korostaa oikeiden vastauksien to-
dennäköisyydet tarpeeksi korkeiksi, jotta laskenta tarvitsisi toistaa vain muutaman
kerran, jotta saadaan luotettavasti oikea vastaus. Jos tavoitteena olisi esimerkiksi ja-
kaa luku alkutekĳöihin, voitaisiin korostaa niitä todennäköisyysamplitudeja, jotka
jakavat luvun ja pienentää niitä jotka eivät jaa lukua. Lisäksi jos käytettävissä olisi
useita rekistereitä, voitaisiin jakavat luvut lomittaa keskenään, joten kun tarkasteltai-
siin yhtä rekisteriä ja saataisiin oikea vastaus, voitaisiin olla varmoja, että muutkin
rekisterit sisältävät oikean vastauksen.

Toinen vaihtoehto on suunnitella laskenta sellaisella tavalla, että jokainen mittaus
antaa jotain tietoa, jolla ongelmaa voidaan pienentää ja suorittaa laskenta uudelleen
helpotetulla ongelmalla. Jos tavoitteena olisi jälleen jakaa luku alkutekĳöihin, voitai-
siin laskenta suunnitella siten, että jokainen perustila vastaa jotain lukua pienempää
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lukua, jolla on vähintään yksi sama alkutekĳä kuin alkuperäisellä luvulla. Näin mikä
tahansa mittauksen tulos antaa jotain informaatiota alkuperäisestä ongelmasta.

Toisaalta ongelmana on että eri tilat saattavat antaa täsmälleen samat mittaustu-
lokset. Esimerkiksi olkoon rekisteri tilassa |𝜙⟩ = 1√

2
|0⟩ + 1√

2
|1⟩. Nyt

𝑆 |𝜙⟩ = 1
√

2
|0⟩ + 𝑖

√
2
|1⟩ ,

josta saadaan mitattaessa kumpikin perustila |0⟩ tai |1⟩ todennäköisyydellä 1
2 , mi-

kä on täsmälleen sama kuin tehtäessä mittaus alkuperäiseen tilaan |𝜙⟩. Tilat eivät
kuitenkaan selvästi ole samat, ja erityisesti näistä saadaan eri tulokset käyttämällä
Hadamard-Walsh-porttia. Nimittäin

𝐻𝑆 |𝜙⟩ = 1 + 𝑖
2

|0⟩ + 1 − 𝑖
2

|1⟩ ,

mutta
𝐻 |𝜙⟩ = |0⟩ .

Kummatkin tilat siis antavat mitattaessa saman todennäköisyysjakauman, mutta käyt-
täytyvät laskennassa täysin eri tavalla!

2.4 Kvanttipiirit

Olkoot 𝐴 ja 𝐵 joukkoja ja 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 funktio. Miten voidaan laskea tämä funktio
tähän asti esitellyillä keinoilla? Ensiksi tarvitaan tapa muuttaa joukkojen 𝐴 ja 𝐵
alkiot käytettävään muotoon. Seuraavassa määritelmässä esitellään termejä, joita
tullaan tarvitsemaan tässä osiossa.

Määritelmä 2.23. [12, vrt. s.13] Olkoon 𝐴 joukko. Joukkoa 𝐴 kutsutaan aakkos-
toksi. Joukon 𝐴 alkiota 𝑎 kutsutaan kirjaimeksi. Olkoot 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴. Näiden
muodostamaa merkkĳonoa 𝑎0𝑎1 · · · 𝑎𝑛 = 𝑤 kutsutaan sanaksi. Tyhjää sanaa merki-
tään 𝜖 . Jos sana 𝑤 koostuu 𝑛:stä kirjaimesta, sanan pituus on 𝑛, ja tätä merkitään
|𝑤 | = 𝑛. Sanan 𝑤 kirjainta indeksillä 𝑖 merkitään 𝑤(𝑖) ja sanan alisanaa indeksiltä 𝑖
indeksille 𝑗 merkitään 𝑤(𝑖 : 𝑗) = 𝑎𝑖 · · · 𝑎 𝑗 . 𝐴𝑛 on joukko joka koostuu kaikista niistä
sanoista, joiden pituus on 𝑛, eli

𝐴𝑛 = {𝑎0𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1 | 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝐴}.

Asetetaan lisäksi 𝐴0 = {𝜖}. 𝐴∗ on joukko, joka sisältää jokaisen mahdollisen joukosta
𝐴 muodostettavissa olevan sanan, eli

𝐴∗ =
⋃︂
𝑖∈ℕ

𝐴𝑖 .

Aakkoston 𝐴 kieli L on joukko L ⊆ 𝐴∗.

Esimerkki 2.24. Olkoon 𝐴 = {⟨, ⟩, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}. Määritellään aakkoston 𝐴 kieli

L = {⟨𝑞0𝑞1 · · · 𝑞𝑚⟩ | 𝑚 ∈ ℕ \ {0}, 𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑚 ∈ 𝐴}.
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Nyt esimerkiksi sanat 𝑤0 = ⟨⟨𝑎𝑏𝑎𝑏⟩⟩ ja 𝑤1 = ⟨𝑎𝑏⟩ kuuluvat kieleen L. Toisaalta
sana ⟨𝑎⟩ ei kuulu kieleen L, nimittäin kielessä kirjainten ⟨ ja ⟩ välissä on oltava
vähintään 2 kirjainta, jotta sana kuuluu kieleen. Alisana 𝑤0(1 : 6) = ⟨𝑎𝑏𝑎𝑏⟩ kuuluu
kieleen. Toisaalta alisana 𝑤1(1 : 2) = 𝑎𝑏 ei kuulu kieleen, nimittäin kielen sanat
alkavat kirjaimella ⟨ ja päättyvät kirjaimella ⟩.

Määritelmä 2.25. Olkoon 𝐴 joukko ja olkoon 𝐵 aakkosto. Funktiota

𝑘 : 𝐴→ 𝐵

kutsutaan joukon 𝐴 koodaukseksi aakkostoon 𝐵.

Esimerkki 2.26. [12, vrt. s.38] Kubitteja käsittelevästä osiosta tiedetään, että kvant-
tirekisterin 𝑄𝑛 luonnollinen kanta voidaan esittää muodossa

𝐵 = {|𝑏0⟩ , |𝑏1⟩ , . . . , |𝑏2𝑛−1⟩},

missä 𝑏𝑖 on 𝑛:n pituinen luvun 𝑖 binääriesitys. Olkoon 𝐴 = {0, 1, . . . , 2𝑛 − 1}. Nyt
𝑘 : 𝐴→ 𝐵, 𝑘 (𝑎) = |𝑏𝑎⟩ on joukon 𝐴 koodaus aakkostoon 𝐵. Erityisesti 𝑘 on koodaus
rekisterin perustiloille.

Nyt on siis tapa koodata funktion määrittely- ja maalĳoukot kvanttirekisterille.
Mutta miten kuvataan itse funktio? Tässä kappaleessa, puhuttaessa kvanttirekisterin
𝑄𝑛 kubitista 𝑞𝑖, tarkoitetaan kubittia indeksillä 𝑖. Esimerkiksi siis 𝑞0 vastaa rekiste-
rin ensimmäistä kubittia ja 𝑞𝑛−1 rekisterin viimeistä kubittiä. Lisäksi, jos kahdella
kubitilla 𝑞𝑖 ja 𝑞 𝑗 pätee |𝑖 − 𝑗 | = 1 kubitit ovat vierekkäin rekisterissä. Lisäksi, jos
𝑔𝑚 on kvanttiportti, alaindeksi 𝑚 tarkoittaa portin operoimien kubittien määrää. Esi-
merkiksi Hadamard-Walsh -porttia merkittäisiin 𝐻1 ja CNOT-porttia 𝐶𝑁𝑂𝑇2.

Seuraavaksi määritellään kieli, jolla kvanttipiirit voidaan ilmaista. Määritelmässä
kubitit ovat rekisterillä vierekkäin, mikä vaaditaan vain myöhempien tensoritulojen
kirjoittamisen helpottamiseksi. On yksinkertaista määritellä kvanttiportti

𝑉 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
joka vaihtaa kaksi vierekkäistä kubittia keskenään. Käyttämällä tätä ja identiteet-
tiporttia, voidaan rekisterin kubitit saada haluttuun järjestykseen. Esimerkiksi jos
neljän kubitin rekisteri on tilassa |𝑞0𝑞1𝑞2𝑞3⟩, niin 𝑞0 ja 𝑞3 saadaan vierekkäin käyt-
tämällä jälkimmäiseen kahteen kubittiin porttia 𝑉 ja muihin identiteettiporttia, ja
tämän jälkeen keskellä oleviin kubitteihin porttia 𝑉 ja muihin identiteettiporttia.
Toistamalla lasku takaperin saadaan kubitit alkuperäisille paikoille.

Määritelmä 2.27. Olkoot𝐺 joukko kvanttiportteja,𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja merkitään
aakkoston ℕ ∪ 𝐺 kieltä

C(𝑄𝑛) = {𝑖 𝑗𝑚𝑔𝑚− 𝑗+1 | 𝑖, 𝑗 , 𝑚, ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 1, 𝑔𝑚− 𝑗+1 ∈ 𝐺}.
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Olkoon 𝐶 ⊆ C(𝑄𝑛). Jos kaikilla sanoilla 𝑤0, 𝑤1 ∈ 𝐶 pätee

𝑤0(0) = 𝑤1(0) =⇒ [𝑤0(1), 𝑤0(2)] ∩ [𝑤1(1), 𝑤1(2)] = ∅

ja on olemassa 𝑘 ∈ ℕ, siten että kaikilla 𝑤 ∈ 𝐶 pätee 𝑤(0) ≤ 𝑘 , kutsutaan kieltä 𝐶
rekisterin 𝑄𝑛 kvanttipiiriksi. Merkinnällä 𝐶𝑖 tarkoitetaan kvanttipiirin sanoja, joilla
pätee 𝑤(0) = 𝑖 ja tätä kutsutaan aika-askeleeksi.

Intuitiivisesti määritelmä voidaan ymmärtää seuraavasti: aakkonen 𝑖 kertoo, millä
aika-askeleella portin käyttö tapahtuu, aakkoset 𝑗 ja 𝑚 kertovat sen kvanttirekisterin
𝑄𝑛 välin, joihin aakkosen 𝑔 määräämää porttia käytetään, eli esimerkiksi sana 𝑤 =

002𝑈3 tarkoittaa, että ensimmäisellä aika-askeleella, rekisterin 𝑄𝑛 kubitteihin 𝑞0, 𝑞1
ja 𝑞2 käytetään porttia𝑈3. Lauseke

𝑤0(0) = 𝑤1(0) =⇒ [𝑤0(1), 𝑤0(2)] ∩ [𝑤1(1), 𝑤1(2)] = ∅

varmistaa, ettei aika-askeleella voida käyttää samaan kubittiin useaa porttia.
Määritelmästä voidaan huomata, että piirillä voi olla "tyhjiä" aika-askeleita, jol-

loin yhteenkään kubittiin ei käytetä mitään porttia. Tämä ei ole kuvatun laskennan
kannalta oleellista, mutta laskennan tehokkuuksia arvioitaessa nämä tyhjät aika-
askeleet voidaan poistaa piiristä, muuttamatta laskentaa mitenkään. Lisäksi määritel-
mässä ei vaadita, että jokaisella aika-askeleella jokaiseen kubittiin käytetään jotakin
porttia. Tämä on aika-askeleen kuvaaman tensoritulon kannalta ikävää. Toisaalta
se että kubittiin ei käytetä mitään porttia, vastaa sitä että kubittiin käytetään iden-
titeettiporttia. Lisäämällä siis aika-askeleelle 𝐶𝑖 sana 𝑤 = 𝑖 𝑗 𝑗 𝐼1, saadaan jokaisen
aika-askeleen tensoritulot samankokoisiksi matriiseiksi.

Jatkossa oletetaan, että jos piirissä 𝐶 ei aika-askeleella 𝐶𝑖 käytetä kubittiin 𝑞 𝑗
mitään porttia, piiristä löytyy aika-askeleella𝐶𝑖 sana 𝑤 = 𝑖 𝑗 𝑗 𝐼1. Tämä oletus tehdään
vain tensoritulojen esittämisen helpottamiseksi.

Jatkossa oletetaan, että kvanttipiirin 𝐶 sanat ovat leksikograafisessa järjestykses-
sä. Lisäksi koska piiri voidaan luontevasti jakaa aika-askeleiden perusteella osajouk-
koihin, on luentevaa käyttää tätä sanojen indeksöinnissä. Aika-askeleen 𝑖 sanaan
indeksillä 𝑗 viitataan merkinnällä 𝑤𝑖, 𝑗 , missä siis 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ja 0 ≤ 𝑗 ≤ |𝐶𝑖 | − 1. Li-
säksi oletetaan, että myös aika-askeleen sanat ovat leksikograafisessa järjestyksessä.
Siis joukko {𝑤𝑖,0, 𝑤𝑖,1, . . . , 𝑤𝑖,|𝐶𝑖 |−1} on leksikograafisessa järjestyksessä.

Määritellään seuraavaksi piirin määräämä kuvaus. Olkoon {𝐴0, . . . 𝐴𝑘 } joukko
matriiseja. Merkinnällä ∏︂

0≤𝑖≤𝑘
𝐴𝑖

tarkoitetaan tällöin matriisikertolaskua 𝐴𝑘𝐴𝑘−1 · · · 𝐴0.

Määritelmä 2.28. Olkoon 𝐶 ⊆ C(𝑄𝑛) rekisterin 𝑄𝑛 kvanttipiiri ja olkoon 𝑘 ∈ ℕ,
siten että kaikilla 𝑤 ∈ 𝐶 pätee 𝑤(0) ≤ 𝑘 . Tällöin 𝐶𝑖 määrää tensoritulon⨂︂

(𝐶𝑖) =
⨂︂

0≤ 𝑗≤|𝐶𝑖 |−1

𝑤𝑖, 𝑗 (3).

Tällöin kvanttipiiri määrää kuvauksen 𝑐𝑛 : 𝑄𝑛 → 𝑄𝑛, jota vastaa unitaarinen matriisi

𝑈 =
∏︂

0≤𝑖≤𝑘

⨂︂
(𝐶𝑖).
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Huomataan, että kvanttipiirin määräämä kuvaus on siis unitaarinen, eli erityisesti
bĳektio. Mutta eiväthän kaikki kuvaukset ole bĳektioita. Miten siis kvanttipiireillä
voitaisiin laskea mikä tahansa funktio? Haetaan ensin hieman apua Boolen piireistä.

Lause 2.29. Olkoon 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1} funktio. Tällöin 𝑓𝑛 voidaan laskea peräk-
käisillä 𝐴𝑁𝐷-, 𝑂𝑅- ja 𝑁𝑂𝑇-porteilla.

Todistus. Käydään lähteessä [12, s.35]. □

Mutta miten sama saataisiin aikaan kvanttipiireillä? Eiväthän 𝐴𝑁𝐷- ja𝑂𝑅-portit
ole kvanttiportteja.

Lause 2.30. [12, vrt s.39] Olkoon 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1} funktio. Tällöin on olemassa
kvanttipiiri 𝐶 ∈ C(𝑄𝑚) ja koodaukset 𝑘 : {0, 1}𝑛 → 𝑄𝑚 ja 𝑡 : 𝑄𝑚 → {0, 1}, siten
että jokaisella 𝑎 ∈ {0, 1}𝑛 pätee 𝑓𝑛 (𝑎) = 𝑡 (𝑐𝑚 (𝑘 (𝑎))).

Todistus. [12, vrt s.36, 37–38] Merkitään rekisterin 𝑄𝑛 luonnollista kantaa 𝐵𝑛 ja
2𝑖×2𝑖 identiteettimatriisia 𝐼𝑖. Palautetaan mieleen, että jokainen luonnollisen kannan
kantavektori voidaan esittää bittĳonona 𝑏. Olkoon 𝑘 : {0, 1}𝑛 → 𝑄𝑛, 𝑘 (𝑏) = |𝑏⟩.
Asetetaan nyt

𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑉 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Huomataan, että𝑈†𝑈 = 𝑈𝑈† = 𝐼3 ja 𝑉†𝑉 = 𝑉𝑉† = 𝐼2, joten𝑈 ja 𝑉 ovat unitaarisia,
joten ne ovat kvanttiportteja. Lisäksi huomataan, että 𝑉 |𝑞𝑖𝑞𝑖+1⟩ = |𝑞𝑖+1𝑞𝑖⟩.

Olkoon 𝑞𝑖 perustilalla oleva kubitti ja olkoon käytössä kaksi apukubittia, jotka
kummatkin ovat tilassa |1⟩. Nyt kun 𝑞𝑖 = 0, niin 𝑈 |11𝑞𝑖⟩ = |111⟩, ja kun 𝑞𝑖 = 1,
niin𝑈 |11𝑞𝑖⟩ = |110⟩, joten portti toimii kahden apukubitin avulla kuin 𝑁𝑂𝑇-portti.
Olkoot nyt 𝑞𝑖 ja 𝑞𝑖+1 perustiloilla olevia kubitteja ja käytössä yksi apukubitti tilassa
|0⟩. Tällöin 𝑈 |𝑞𝑖𝑞𝑖+10⟩ = |𝑞𝑖𝑞𝑖+11⟩, jos ja vain jos 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖+1 = 1. Siis portti toimii
kuten 𝐴𝑁𝐷-portti apukubittiin. Huomataan vielä, että jos 𝑞𝑖 ja 𝑞𝑖+1 ovat perustiloilla
olevia kubitteja ja käytössä on kolme apukubittia tilassa |1⟩, niin

(𝐼4 ⊗ 𝑈) (𝑈 ⊗ 𝐼4) (𝐼4 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝐼4) (𝑈 ⊗ 𝐼4) |11𝑞𝑖+1𝑞𝑖1⟩ = |11𝑞𝑖+1𝑞𝑖0⟩

jos ja vain jos 𝑞𝑖+1 = 𝑞𝑖 = 0 ja

(𝐼4 ⊗ 𝑈) (𝑈 ⊗ 𝐼4) (𝐼4 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝐼4) (𝑈 ⊗ 𝐼4) |11𝑞𝑖+1𝑞𝑖1⟩ = |11𝑞𝑖+1𝑞𝑖1⟩ ,

kun vähintään toinen kubiteista on 1, joten porteilla𝑉 ja𝑈 sekä kolmella apukubitilla
voidaan luoda 𝑂𝑅-portti.
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Lauseen 2.29 nojalla, mikä tahansa funktio 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → 0, 1 voidaan simuloida
porteilla 𝑈 ja 𝑉 ja käyttämällä 𝑙 apukubittia, siten että funktion tulos on kubitilla
indeksillä 𝑗 . Olkoon nyt𝑚 = 𝑛+ 𝑙 ja olkoon𝑄𝑚 rekisteri, joka koostuu alirekistereistä
𝑄𝑛 ja 𝑄𝑙 . Nyt laskutoimitus voidaan esittää joukkona sanoja

𝐶 ⊆ C(𝑄𝑚) = {𝑎𝑏𝑐𝑔𝑐−𝑏+1 | 𝑎, 𝑏, 𝑐, ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ≤ 𝑚 − 1, 𝑔𝑐−𝑏+1 ∈ {𝑈3, 𝑉2, 𝐼1}}.

Olkoon nyt 𝑡 : 𝑄𝑚 → {0, 1}, 𝑡 ( |𝑞0𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑚−1⟩) = 𝑞 𝑗 . Tällöin jokaisella 𝑎 ∈
{0, 1}𝑛 pätee 𝑓𝑛 (𝑎) = 𝑡 (𝐶𝑚 (𝑘 (𝑎))). □

Toisaalta tämä antaa keinon luoda vain funktioita 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}, eikä
esimerkiksi ℎ𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}𝑚, mutta huomataan, että funktio ℎ𝑛 : {0, 1}𝑛 →
{0, 1}𝑚 voidaan määritellä luomalla 𝑚 kappaletta funktioita 𝑔𝑛,𝑖 : {0, 1}𝑛 → {0, 1},
missä 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1.

Mutta miten tämä samaistetaan funktion 𝑓 käsitteeseen, jos funktion määrittely-
joukkoa ei ole rajoitettu? Lauseen piirihän ei voi laskea esimerkiksi funktiota 𝑓𝑛+1,
vaan tämä vaatisi uuden piirin.

Seuraavissa määritelmissä merkinnällä𝐶𝑛 tarkoitetaan piiriä rekisterille𝑄𝑛. Toi-
sin sanoen 𝐶𝑛 ⊆ C(𝑄𝑛).

Määritelmä 2.31. [21, vrt.s 134-135] Olkoon P = {𝐶𝑖 | 𝐶𝑖 ⊆ C(𝑄𝑖)} joukko
kvanttipiirejä. Tällöin P on uniforminen kvanttipiirĳoukko, jos on olemassa Turingin
kone, joka syötteellä 𝑛, tulostaa kielen 𝐶𝑛.

Määritelmä 2.32. [21, vrt.s 134-135] Olkoon P uniforminen kvanttipiirĳoukko,
siten että piiri 𝐶𝑛 ∈ P laskee funktion 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}. Tällöin sanotaan, että
kvanttipiirĳoukko laskee funktion 𝑓 : {0, 1}∗ → {0, 1}.

On hyvä vielä korostaa, että kvanttipiireillä voidaan laskea mikä tahansa Boolen
funktio käyttämällä lauseen 2.30 todistuksessa ollutta porttia 𝑈, mutta pelkästään
käyttämällä porttia𝑈, ei voida luoda mitä tahansa kvanttipiiriä. Esimerkiksi pelkäs-
tään portilla 𝑈 ei voida luoda porttia 𝐻⊗3. Tätä tullaan käsittelemään seuraavassa
luvussa.

Raskaiden matemaattisten merkintöjen välttämiseksi piirit kuvataan graafisestii.
Piirejä luetaan ylhäältä alas, ja vasemmalta oikealle, mikä on hyvä muistaa, sillä
laskuissa matriisit lasketaan oikealta vasemmalle. Jokaiseen kubittiin liittyy piirissä
sitä vastaava johto. Mikäli kubitin tilaan ennen piirin vaikutuksia halutaan kiinnittää
huomiota, merkitään sen tila vastaavan johdon vasemmalle puolelle, ja vastaavasti
oikealle merkitään tila piirin suorittaman laskennan jälkeen. Toisinaan piirissä tullaan
myös esittämään klassista informaatiota, millä siis tarkoitetaan informaatiota, jolla ei
ole kvanttimekaanisia ominaisuuksia. Klassista informaatiota, yleensä bittejä, tullaan
erityisesti tarvitsemaan mittausten jälkeen. Klassista bittiä merkitään kahdennetulla
johdolla.

Piirit ovat syklittömiä. Huomataan nimittäin, että jotta piiriin saataisiin sykli
ja jotta kyseisen johdon kubittia voitaisiin vielä laskennassa myöhemmin käyttää,
tarvittaisiin keino luoda kopio kubitin tilasta, minkä tiedetään olevan mahdotonta.

Portteja merkitään yleisesti laatikolla, jonka sisällä on porttia vastaava symbo-
li, mutta yleisesti käytettyjä lyhenteitä porteista tullaan myös esittelemään. Jokainen
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portti vaikuttaa niihin kubitteihin joiden yli sen laatikko kulkee. Tämä siis vas-
taa sitä, että portin kubittien tensorituloon käytetään porttia vastaavaa matriisia ja
loppuihin kubitteihin käytetään identiteettimatriisia. Koko systeemiä, jossa on 𝑛 ku-
bittia, tarkasteltaessa tämä siis vastaa 𝑚 kubittisella portilla 𝑈 matriisia 𝐼𝑛−𝑚 ⊗ 𝑈.
Kontrolloitujen porttien tapauksessa kontrollikubittejä merkitään mustalla pallolla,
kun kontrolloitu operaatio tehdään kontrollikubitin ollessa tilassa |1⟩, ja valkoisella
pallolla, kun kontrolloitu operaatio tehdään kontrollikubitin ollessa tilassa |0⟩. Mit-
tausoperaatiota merkitään mittarilla, mutta yleensä on tapana jättää se pois piirin
johtojen lopusta. Tällöin oletetaan, että johto päättyy mittaukseen.

Lisäksi piirissä voidaan esittää kontrolloituja ja usean kubitin portteja, joiden
kubitit eivät välttämättä ole vierekkäin. Tämä on mielekästä, sillä kyseiset kubitit
voitaisiin vaihtaa yksitellen olemaan vierekkäin tai mahdollisesti määritellä kielessä
erityinen portti kyseiselle aika-askeleelle.

Esimerkki 2.33. Olkoot 3 kubittia 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, tiloissa |1⟩ , |0⟩ ja |0⟩,𝑈 kahden kubitin
portti ja𝑉 yhden kubitin portti, jonka matriisi määritellään klassisella informaatiolla.
Tehdään näistä seuraavanlainen kvanttipiiri:

|1⟩ 𝐻

|0⟩ 𝐻

𝑈

|0⟩ 𝐻 𝑉

Piiri siis käyttää Hadamard-Walsh -porttia kaikkiin kubitteihin, porttia𝑈 muihin
paitsi ensimmäiseen kubittiin, CNOT-porttia viimeiseen kubittiin, jonka kontrolliku-
bittina on ensimmäinen kubitti. Tämän jälkeen ensimmäisen kubitin tila mitataan ja
mittaustulos toimii porttia 𝑉 kontrolloivana bittinä ja porttia 𝑉 käytetään viimeiseen
kubittiin.

Piirin kompleksisuutta kuvaa piirin porttien määrä, kun porttĳoukko𝐺 on kiinni-
tetty [12, s.37]. Nyt voidaan siis määritellä kompleksisuusluokkaa 𝑃 vastaavat luokat
𝐸𝑄𝑃 ja 𝐵𝑄𝑃 [12, s.31] seuraavasti.

Olkoon 𝑟 (𝑛) piirĳoukon P kompleksisuuden, eli porttien määrän, kasvua syöt-
teen koon 𝑛 suhteen kuvaava funktio. Piirĳoukon P määräämä funktio 𝑓 on luokassa
𝐸𝑄𝑃, jos on olemassa polynominen funktio ℎ(𝑛), jolla pätee 𝑟 (𝑛) ≤ ℎ(𝑛) ja tulos-
terekisteri on mitattaessa aina oikea tuloste [12, s.31]. Kirjallisuudessa yleisemmin
tarkastellaan luokkaa 𝐵𝑄𝑃, joka vastaa polynomisessa ajassa hyväksymistä rajatulla
virheen mahdollisuudella kvanttitietokoneella, eli mitattaessa tulosterekisteri, mit-
tauksen tulos on haluttu tuloste vähintään todennäköisyydellä 2

3 [12, s.19]. Kyseinen
vakio on vain yleisesti käytetty ja voidaan osoittaa, että sama luokka saataisiin millä
tahansa vakiolla 1

2 < 𝑝 < 1 [12, s.19].
Luokan 𝐵𝑄𝑃 voidaan ajatella koostuvan niistä piirĳoukoista, jotka kykenevät

laskemaan määräämänsä funktion tehokkaasti [12, s.20]. Toisaalta jos tämä ajatel-
laan kääntäen, 𝐵𝑄𝑃 koostuu niistä ongelmista, jotka voidaan ratkaista tehokkaasti
kvanttilaskennalla.
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Tästä herää luonnollinen kysymys, luokkien 𝑃 ja 𝐵𝑄𝑃 suhteista. Jos nimittäin
𝑃 ⊄ 𝐵𝑄𝑃, niin olisi olemassa ongelmia, joita ei voitaisi tehokkaasti suorittaa kvantti-
laskennalla, mutta voitaisiin suorittaa tehokkaasti perinteisellä laskennalla. Voidaan
kuitenkin osoittaa, että 𝑃 ⊆ 𝐵𝑄𝑃 [24, vrt. s.5, 13], joten kvanttilaskenta on vähintään
yhtä tehokas kuin perinteinen laskenta. Mutta entä toinen suunta? Se, että päteekö
𝐵𝑄𝑃 ⊆ 𝑃 on avoin kysymys [20, vrt. s.24]. Toisaalta on olemassa kvanttilaskennan
algoritmeja, jotka kykenevät ratkaisemaan polynomisessa ajassa ongelmia, joihin ei
toistaiseksi tunneta yhtä tehokasta klassista algortimia. Tunnettu tällainen ongelma
on kokonaisluvun tekĳöihin jako, mihin ei tunneta polynomisessa ajassa suoriutuvaa
klassista algoritmia, mutta on olemassa kvanttilaskennan algoritmi, Shorin algoritmi,
joka kykenee tähän polynomisessa ajassa [21, s.233].

Merkinnän nimi Merkintää vastaava piiri

Hadamard-Walsh -portti 𝐻

Kvantti-informaatiota kuljettava johto

Klassista informaatiota kuljettava johto

NOT-portti tai Pauli X 𝑋

Pauli Y 𝑌

Pauli Z 𝑍

Mittausportti

CNOT-portti Kontrollikubitti

Kohdekubitti

Negatiivinen CNOT-portti =
𝑋 𝑋

𝑈𝐶1 -portti, eli kontrolloitu U-portti
𝑈

Kuva 2.2. Yleisiä merkintojä kvanttipiireille

39



3 Universaalit kvanttiportit

Kuten klassisessa laskennassa, myös kvanttilaskennassa on universaalien porttien
käsite. Siinä missä klassisessa laskennassa tällä tarkoitetaan minkä tahansa funktion
laskemista, kvanttilaskennassa tällä tarkoitetaan minkä tahansa unitaarisen matriisin
simulointia tietyyn tarkkuuteen asti [21, s.188-189].

Universaali porttĳoukko rakennetaan CNOT-, Hadamard-Walsh-, 𝜋
8 - sekä vai-

heporteista. On hyvä huomauttaa, että tämä ei tietenkään ole ainoa mahdollinen
universaali joukko. Itse asiassa tästä joukosta voitaisiin jopa poistaa vaiheportti, kos-
ka esimerkin 2.15 nojalla tämä voitaisiin rakentaa kahdesta 𝜋

8 -portista. Vaiheportin
sisällyttäminen tähän joukkoon johtuu sen suuresta roolista vikasietoisessa kvantti-
laskennassa [21, s.189].

Matriisia𝑈, joka määrää kuvauksen, jossa kaikki paitsi maksimissaan 𝑛 kompo-
nenttia kuvautuvat itselleen, kutsutaan 𝑛-tasoiseksi matriisiksi. Osoitetaan ensiksi,
että voimme approksimoida mitä tahansa unitaarista matriisia kaksitasoisilla matrii-
seilla.

Lemma 3.1. Olkoon𝑈 ∈ ℂ𝑛×𝑛 unitaarinen kaksitasoinen matriisi. Tällöin matriisilla
on korkeintaan neljä alkiota, jotka poikkeavat arvoista 0 ja 1.

Todistus. Huomataan, että koska 𝑈 on unitaarinen, jokaisella matriisin sarakkeella
𝑐 ja rivillä 𝑟 pätee √︁

⟨𝑟 |𝑟⟩ =
√︁
⟨𝑐 |𝑐⟩ = 1.

Olkoon 𝑣 ∈ ℂ𝑛 vektori. Muistetaan nyt, että matriisin vaikutus indeksillä 𝑖 olevaan
vektorin alkioon on muuttaa alkio summaksi

𝑛−1∑︁
𝑗=0
𝑢𝑖, 𝑗𝑣 𝑗 .

Nyt jotta 𝑈 on kaksitasoinen ja unitaarinen huomataan, että kaikilla, paitsi korkein-
taan kahdella, matriisin sarakkeella jokainen alkio on 0, paitsi alkio 𝑢 𝑗 , 𝑗 = 1.Toisin
sanoen matriisi vastaa identiteettimatriisia 𝐼 kaikilla muilla sarakkeilla paitsi kor-
keintaan kahdella. Olkoot näiden sarakkeiden indeksit 𝑎 ja 𝑏.

Toisaalta, koska jokaisella matriisin sarakkeella 𝑐 ja rivillä 𝑟 pätee√︁
⟨𝑟 |𝑟⟩ =

√︁
⟨𝑐 |𝑐⟩ = 1,

huomataan, että sama pätee myös kaikilla paitsi korkeintaan kahdella rivillä, ja
koska diagonaalilla oleva alkio on 1 täytyy näiden kahden rivin indekseillä 𝑐 ja
𝑑 päteä 𝑎 = 𝑐 ja 𝑏 = 𝑑, muutoinhan olisi olemassa rivi (tai sarake), jolla olisi
diagonaalilla 1 ja jossain muualla toinen nollasta poikkeava alkio, joten tällä rivillä
ei voisi päteä

√︁
⟨𝑟 |𝑟⟩ = 1. Siis jäljelle jää neljä alkiota, joiden arvo voidaan valita

vapaasti (unitaarisuuden rajoissa). □
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Huomautus. Todistuksesta myös huomataan, että kahden neljästä alkiosta täytyy olla
diagonaalilla. Erityisesti, jos alkio 𝑎𝑖, 𝑗 ≠ 0, niin 𝑎 𝑗 , 𝑗 ≠ 1 ja 𝑎𝑖,𝑖 ≠ 1 , joten alkio
𝑎 𝑗 ,𝑖 ≠ 0. Kaksitasoisten matriisien voidaan siis ikään kuin ajatella muodostavan
neliön matriisin sisällä.

Lause 3.2 (vrt. [21, s.189-191]). Olkoon 𝑑 > 2, 𝑑 ∈ ℕ ja olkoon 𝑈 unitaari-
nen 𝑑 × 𝑑 -matriisi. Tällöin on olemassa unitaariset kaksitasoiset 𝑑 × 𝑑 -matriisit
𝑈0,𝑈1, . . . ,𝑈𝑚, joilla 𝑈0𝑈1 . . . 𝑈𝑚𝑈 on (unitaarinen) matriisi, jossa alkio 𝑎00 = 1
ja alkiot 𝑎0𝑛 = 𝑎𝑛0 = 0 kaikilla 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑑 − 1.

Todistus. (vrt. [21, s.189-191]). Olkoon 𝑑 = 3 ja

𝑈 ≡
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 𝑏 𝑐

𝑒 𝑓 𝑔

ℎ 𝑖 𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Nyt koska𝑈 on unitaarinen, tiedetään, että√︃

|𝑎 |2 + |𝑏 |2 + |𝑐 |2 =

√︃
|𝑎 |2 + |𝑒 |2 + |ℎ |2 = 1.

Asetetaan

𝑈0 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎̄√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
𝑏√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
0

𝑏̄√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

−𝑎√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Selvästi𝑈0 on kaksitasoinen matriisi, ja toisaalta

𝑈0𝑈
†
0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎̄√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
𝑏√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
0

𝑏̄√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

−𝑎√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

𝑏√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

0
𝑏̄√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
−𝑎√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
|𝑎 |2

|𝑎 |2+|𝑏 |2 +
|𝑏 |2

|𝑎 |2+|𝑏 |2
𝑎̄𝑏√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
− 𝑎̄𝑏√

|𝑎 |2+|𝑏 |2
0

𝑎𝑏̄√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

− 𝑎𝑏̄√
|𝑎 |2+|𝑏 |2

|𝑎 |2

|𝑎 |2+|𝑏 |2 +
|𝑏 |2

|𝑎 |2+|𝑏 |2 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
joten𝑈0 on unitaarinen. Lisäksi

𝑈0𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
√︃
|𝑎 |2 + |𝑏 |2 0 𝑐

𝑒′ 𝑓 ′ 𝑔

ℎ′ 𝑖′ 𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Asetetaan nyt

𝑈1 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
|𝑎 |2+|𝑏 |2√

|𝑎 |2+|𝑏 |2+|𝑐 |2
0 𝑐√

|𝑎 |2+|𝑏 |2+|𝑐 |2

0 1 0
𝑐̄√

|𝑎 |2+|𝑏 |2+|𝑐 |2
0

√
|𝑎 |2+|𝑏 |2√

|𝑎 |2+|𝑏 |2+|𝑐 |2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Tämäkin on unitaarinen kaksitasoinen matriisi. Lisäksi

𝑈1𝑈0𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
√︃
|𝑎 |2 + |𝑏 |2

√
|𝑎 |2+|𝑏 |2√

|𝑎 |2+|𝑏 |2+|𝑐 |2
+ 𝑐 𝑐̄√

|𝑎 |2+|𝑏 |2+|𝑐 |2
0 0

𝑒′ 𝑓 ′ 𝑔

ℎ′′ 𝑖′′ 𝑗 ′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
√︃
|𝑎 |2 + |𝑏 |2 + |𝑐 |2 0 0

𝑒′ 𝑓 ′ 𝑔

ℎ′′ 𝑖′′ 𝑗 ′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0
𝑒′ 𝑓 ′ 𝑔

ℎ′′ 𝑖′′ 𝑗 ′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Toisaalta koska 𝑈1𝑈0𝑈 on unitaaristen matriisien tulo, ja täten unitaarinen, niin
𝑒′ = ℎ′′ = 0, muutoinhan ensimmäisen sarakkeen normi ei olisi 1. Siis jokaisella
3 × 3 unitaarisella matriisilla on kaksitasoiset matriisit𝑈1 ja𝑈0 s.e.

𝑈1𝑈0𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 𝑓 ′ 𝑔

0 𝑖′′ 𝑗 ′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Oletetaan, että väite pätee 𝑛 × 𝑛 matriiseille. Olkoon 𝑈 (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) matriisi.
Suorittamalla samat laskut kuin 3 × 3 matriisin tapauksessa saadaan tulo

𝑈𝑘 . . . 𝑈0𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0
0 𝑎′ . . . 𝑐′

...
...

. . .
...

0 𝑏′ . . . 𝑑′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Mutta toisaalta tiedetään, että tämän alimatriisi

𝑈′ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎′ . . . 𝑐′

...
. . .

...

𝑏′ . . . 𝑑′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
voidaan esittää 𝑘′ kaksitasoisen 𝑛× 𝑛 matriisin tulona. Nyt lisäämällä näiden matrii-
sien "ulkoreunalle" rivin ja sarakkeen, jotka ovat muotoa (1, . . . , 0), saadaan nämä
esitettyä (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) matriiseina. Nyt siis induktio-oletuksen nojalla, matriisi
𝑈 voidaan esittää 𝑘 + 𝑘′ kaksitasoisen matriisin tulona □

Seuraus 3.3. [21, s.191] Jokainen unitaarinen 𝑑 × 𝑑 -matriisi 𝑈 voidaan esittää
𝑑 (𝑑−1)

2 kaksitasoisen matriisin tulona.

Todistus. Lauseen 3.2 induktiotodistuksesta huomataan, että jokainen 𝑑 × 𝑑 matriisi
voidaan esittää 𝑑 − 1 kaksitasoisen unitaarisen matriisin ja yhden (𝑑 − 1) × (𝑑 − 1)
matriisin, johon on lisätty ulkoreunalle muotoa (1, . . . , 0) oleva sarake ja rivi, tulona.
Toisaalta tämä (𝑑 − 1)×(𝑑 − 1) matriisi taas voidaan esittää (𝑑 − 1)−1 kaksitasoisen
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matriisin tulona ja niin edelleen. Jatkaen tätä päättelyä saadaan siis, että 𝑑×𝑑 matriisi
voidaan esittää

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑑 − 𝑖 = 𝑑 (𝑑 − 1)
2

kaksitasoisen matriisin tulona. □

Seuraava lause antaa motivaation sisällyttää tiettyjä usean kubitin portteja, joita
voitaisiin simuloida, porttĳoukkoon.

Lause 3.4. [21, s.191] Olkoon 𝑑 > 2, 𝑑 ∈ ℕ. On olemassa unitaarinen 𝑑×𝑑 -matriisi
𝑈, jota ei voida esittää alle 𝑑 − 1 kaksitasoisen matriisin tulona.

Todistus. Väite on triviaali, kun 𝑑 = 3, joten tarkastellaan tapausta, kun 𝑑 > 3.
Huomataan, että jokainen unitaarinen 𝑑 × 𝑑 -matriisi 𝑈 voidaan samaistaa 𝑑

solmuisen graafin 𝐺 painotettuun vierekkyysmatriisiin, missä 𝑢𝑖, 𝑗 kertoo solmusta 𝑖
solmuun 𝑗 olevan särmän painon [16, vrt. s.26-27]. Erityisesti jos matriisin𝑈 rivillä
indeksillä 𝑖 jokaisella alkiolla 𝑢𝑖, 𝑗 on voimassa 𝑢𝑖, 𝑗 ≠ 0, niin graafin 𝐺 solmusta 𝑖 on
särmä jokaiseen muuhuun graafin solmuun. Määritellään solmun asteeksi siitä läh-
tevien särmien määrä, pois lukien solmun särmä itseensä, jota kutsutaan triviaaliksi
särmäksi. Tällöin edellisen graafin solmun 𝑖 aste on 𝑑 − 1. Graafin maksimi aste on
suurin sen solmujen asteista.

Nyt huomataan, että kaksitasoinen matriisi määrää graafin kahden solmun 𝑖 ja 𝑗
väliin särmän 𝑖:stä 𝑗 :hin ja 𝑗 :stä 𝑖:hin, ja lisäksi jokaisella solmulla on triviaali sär-
mä, paitsi mahdollisesti solmuilla 𝑖 ja 𝑗 , joka ei vaikuta solmun asteeseen. Toisaalta
jos solmuilla 𝑖 ja 𝑗 ei ole triviaaleja särmiä, unitaarisuuden ja matriisien kaksitasoi-
suuden nojalla vierekkyysmatriisi voidaan esittää muodossa 𝑉𝐷, missä 𝐷 on dia-
gonaalimatriisi, eli vierekkyysmatriisi joka määrittää jokaiselle solmulle triviaalin
särmän, ja 𝑉 vaihtaa kaksi riviä keskenään, joka voidaan ymmärtää vaihtavan rivejä
vastaavien solmujen särmät keskenään. Erityisesti tällainen kaksitasoinen matriisi ei
vaikuta graafin maksimiasteeseen.

Lisäksi graafin 𝐺 vierekkyysmatriisien 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 tulo 𝐴0𝐴1 · · · 𝐴𝑛 kertoo,
mihin solmuihin on mahdollista päästä graafissa, kulkemalla ensin matriisin 𝐴0
määräämiä särmiä ja sitten matriisin 𝐴1 särmiä, sitten 𝐴2 särmiä ja niin edelleen,
kunnes kuljetaan matriisin 𝐴𝑛 särmiä.[16, s.33].

Olkoot 𝐾0, 𝐾1, . . . , 𝐾𝑑−3 kaksitasoisia unitaarisia matriiseja. Millaisia graafeja
näiden tuloilla voidaan määritellä? Todistetaan induktiolla kaksitasoisten matriisien
määrän 𝑛 suhteen, pitäen graafin dimensio 𝑑 vakiona, että tulon kuvaamassa graafissa
jokaisen solmun aste on korkeintaan 𝑛.

Voidaan olettaa, että jokaisessa matriisissa𝐾𝑖 on jokaisella solmulla särmä itseen-
sä, nimittäin muutoin matriisi vastaa kahden solmun särmien vaihtamista päittäin,
eikä vaikuta solmujen maksimiasteeseen.

Perusaskel: Olkoon 𝑛 = 2. Olkoon 𝐾0 kaksitasoinen unitaarinen matriisi, joka
määrää särmän solmujen 𝑎 ja 𝑏, 𝑎 ≠ 𝑏, välille, ja olkoon𝐾1 kaksitasoinen unitaarinen
matriisi, joka määrää särmän solmujen 𝑐 ja 𝑑, 𝑐 ≠ 𝑑, välille. Nyt, jos 𝑐 ≠ 𝑎, 𝑐 ≠ 𝑏,
𝑑 ≠ 𝑎 ja 𝑑 ≠ 𝑏, niin tulon 𝐾0𝐾1 määräämässä graafissa jokaisella solmulla on
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triviaalisärmä, ja solmujen 𝑎 ja 𝑏 välillä on kaksisuuntainen särmä, sekä solmujen 𝑐
ja 𝑑 välillä on kaksisuuntainen särmä, joten graafin maksimi aste on 1.

Jos 𝑐 = 𝑎 ja 𝑑 = 𝑏, niin ainoa epätriviaalinen särmä on särmä solmujen 𝑎 ja 𝑏
välissä, joten graafin maksimi aste on 1.

Jos nyt 𝑐 = 𝑎 ja 𝑑 ≠ 𝑏, niin tulon 𝐾0𝐾1 määräämässä graafissa on solmusta
𝑎 kaksi epätriviaalia särmää, särmä solmuun 𝑏 ja särmä solmuun 𝑑. Lisäksi koska
solmusta 𝑏 pääsee 𝐾0 särmiä pitkin solmuun 𝑎 ja solmusta 𝑎 pääsee 𝐾1 särmiä
pitkin solmuun 𝑑, on solmusta 𝑏 tulon määräämässä graafissa yksisuuntainen särmä
solmuun 𝑑, ja koska solmu 𝑎 = 𝑐, on solmusta 𝑎 särmä solmuun 𝑑. Joten graafin
maksimi aste on 2. Vastaavasti jos 𝑑 = 𝑎 ja 𝑐 ≠ 𝑏, 𝑐 = 𝑏 ja 𝑑 ≠ 𝑎 tai 𝑑 = 𝑏 ja 𝑐 ≠ 𝑎.
Joten väite pätee kun 𝑛 = 2.

Induktioaskel: Oletetaan, että väite pätee kaikilla 𝑛 ≤ 𝑚. Olkoon nyt 𝑛 = 𝑚 + 1.
Olkoot 𝐾0, 𝐾1, . . . , 𝐾𝑚−1, 𝐾𝑚 kaksitasoisia unitaarisia matriiseja. Oletuksen nojalla,
tulon 𝐾0𝐾1 · · ·𝐾𝑚−1 määräämässä graafissa solmujen maksimi aste on 𝑚. Oletetaan,
että 𝐾𝑚 määrää särmän solmujen 𝑥 ja 𝑦 välille. Jos solmujen 𝑥 ja 𝑦 välillä ei ollut
särmää, solmujen aste nousee yhdellä, muutoin solmujen aste pysyy samana. Lisäksi,
jokaisesta solmusta, josta matriisien tulo 𝐾0𝐾1 · · ·𝐾𝑚−1 määräsi särmän solmuun 𝑥,
määrätään särmä solmuun 𝑦, ja vastaavasti, niistä solmuista, joista oli särmä solmuun
𝑦, määrätään särmä solmuun 𝑥.

Nyt jos jollakin solmulla oli siis särmä vain toiseen solmuista 𝑥 tai 𝑦, nousee
kyseisen solmun aste yhdellä. Jos solmusta ei ollut särmää kumpaankaan solmuun,
ei solmu saa uusia särmiä, joten sen aste pysyy samana. Jos solmusta taas oli särmä
sekä solmuun 𝑥 että solmuun 𝑦, ei solmu saa uusia särmiä. Erityisesti solmuista 𝑥 ja
𝑦 ei määrätä uusia särmiä, muita kuin toisiinsa, joten jokaisen tulon 𝐾0𝐾1 · · ·𝐾𝑚−1
määräämän graafin solmun aste nousee korkeintaan yhdellä tulossa𝐾0𝐾1 · · ·𝐾𝑚𝐾𝑚−1
verrattuna tulon 𝐾0𝐾1 · · ·𝐾𝑚−1 määräämään graafiin. Siis tulon aste on korkeintaan
𝑚 + 1, joten induktioperiaatteen nojalla väite pitää paikkansa.

Erityisesti, 𝑑−2 kaksitasoisen unitaarisen matriisin tulossa, jokaisen solmun aste
on korkeintaan 𝑑 − 2, joten jokainen graafia vastaavan vierekkyysmatriisin alkio ei
voi poiketa nollasta.

Tiedetään, että on olemassa unitaarisia matriiseja, joiden yksikään alkio ei ole
nolla, joten todistuksen nojalla tällaisia matriiseja ei voida esittää alle 𝑑 − 1 kaksita-
soisen matriisin tulona. □

Oletetaan seuraavaksi, että on olemassa joukko yhden kubitin kvanttiportteja,
josta löytyy kvanttiportti jokaiselle mahdolliselle yhden kubitin operaatiolle. Osoite-
taan, että tälläinen joukko kvanttiportteja ja CNOT-portin kanssa kykenee esittämään
minkä tahansa kaksitasoisen unitaarisen matriisin.

Ensinnäkin huomataan, että kaksitasoinen matriisi vaikuttaa vain kahteen tilaan.
Nyt mikäli nämä tilat saataisiin "vierekkäin" eli poikkeamaan toisistaan vain yhdes-
sä kubitissa, voitaisiin poikkeavaan kubittiin käyttää kontrolloitua versiota sopivasta
porttĳoukossa olevasta yhden kubitin portista. Intuitiota tämän ymmärtämiseen voi
saada jo CNOT-portista, joka siis vaihtaa keskenään tilojen |10⟩ ja |11⟩ todennäköi-
syysamplitudit vaikuttamatta kuitenkaan tiloihin |00⟩ ja |01⟩. Lisäksi, mikäli tämä
saadaan tehtyä, tilat voidaan tietenkin "palauttaa" oikeisiin paikkoihin laskennan re-

44



versiibiliyden seurauksena. Toisaalta klassisesta laskennasta tunnetaan Gray-koodit,
joissa siis toisiaan seuraavat binääriesitykset eroavat toisistaan vain yhdessä bitissä.
Nyt siis luomalla Gray-koodin kahden tilan välille, saadaan tietää, mitkä kaksi kubit-
tia "vaihdetaan" keskenään. Yksittäinen vaihto voidaan suorittaa kaikkien kubittien,
paitsi kohteen, kontrolloimalla CNOT-portilla, jollaista ei porttĳoukosta löydy. Sa-
moin tarvitaan yhden kubitin portista usean kubitin kontrolloima version. Miten täl-
laiset portit rakennetaan? Aloitetaan hieman mystisesti toteamalla ensin, että kiertoa
pallossa jonkin akselin 𝑤 ympäri voidaan määrittää kahden ortogonaalisen akselin 𝑣
ja 𝑢 avulla.

Lause 3.5. [8, vrt s.3] Olkoon 𝐵 origokeskeinen yksikköpallo, olkoot 𝑣 ja 𝑢 kaksi
ortogonaalista yksikkövektoria ja olkoon 𝑤 yksikkövektori. Tällöin pallon 𝐵 𝜃 ra-
diaanin kiertoa vektorin 𝑤 määräämän akselin ympäri 𝑅𝑤 (𝜃) vastaa peräkkäisiä
rotaatioita 𝑅𝑣 (𝛼)𝑅𝑢 (𝛽)𝑅𝑣 (𝛾).

Todistus. Merkitään vektorin 𝑣 alkuperäistä suuntaa ennen kiertoa 𝑣0. Huomataan,
että 2𝜋 kierto vektorin 𝑣0 määräämän akselin ympäri luo pallolle isoympyrän. Kun
vektori 𝑢 osoittaa johonkin isoympyrän määräämään pisteeseen, niin on olemassa
jokin kierto vektorin 𝑢 määräämän akselin suunnassa, jolla 𝑣 saadaan osoittamaan
samaan suuntaan kuin 𝑣0. Vastaava pätee vektorille 𝑢.

Olkoon 𝑣𝜃 vektorin 𝑣 suunta kun palloa on rotatoitu vektorin 𝑤 määräämän
akselin ympäri 𝜃 radiaanin verran. Nyt ottamalla 𝑣𝜃 määrämän isoympyrän, saadaan
ne pisteet, joihin vektorin 𝑢 osoittaessa voidaan vektori 𝑣 siirtää osoittamaan suuntaan
𝑣𝜃 . Tiedetään, että ympyrän kahdella isoympyrällä on vähintään kaksi leikkauskohtaa.
Nyt siis ottamalla 𝑣0 määräämän isoympyrän ja 𝑣𝜃 määräämän isoympyrän toinen
leikkauspiste, saadaan piste johon vektorin 𝑢 tulee osoittaa, jotta 𝑣 voidan rotatoida
suuntaan 𝑣𝜃 . Koska leikkauspiste sĳaitsee vektorin 𝑣0 määräämällä isoympyrällä,
voidaan vektori 𝑢 siirtää oikeaan kohtaan kierrolla 𝑅𝑣 (𝛼). Nyt suorittamalla kierto
𝑅𝑢 (𝛽), saadaan 𝑣 osoittamaan suuntaan 𝑣𝜃 . Tämän jälkeen kierto 𝑅𝑣 (𝛾) saa vektorin
𝑢 osoittamaan oikeaan suuntaan. □

Seuraus 3.6. [21, s.175] Olkoon𝑈 unitaarinen operaattori yhdelle kubitille. Tällöin
on olemassa reaaliluvut 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 s.e 𝑈 = 𝑒𝑖𝛼𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦 (𝛾) 𝑅𝑧 (𝛿), missä 𝑅𝑧 (𝜃)
vastaa kiertoa 𝜃 Blochin pallossa 𝑧-akselin ympäri, ja vastaavasti 𝑅𝑦 (𝜃) vastaa
kiertoa 𝜃 Blochin pallossa 𝑦-akselin ympäri.

Todistus. [21, vrt. s.175] Koska jokainen unitaarinen portti 𝑈 vastaa kiertoa pal-
lossa johonkin globaaliin vaiheeseen saakka ja 𝑅𝑧 ja 𝑅𝑦 vastaavat kiertoa kahden
ortogonaalisen akselin välillä pallossa, todistus seuraa suoraan lauseesta 3.5. □

Lause 3.7. [21, vrt. s.176] Olkoon 𝑈 unitaarinen operaattori yksittäiselle kubitille.
Tällöin on olemassa unitaariset matriisit 𝐴, 𝐵, 𝐶 ja reaaliluku 𝛼 s.e𝑈 = 𝑒𝑖𝛼𝐴𝑋𝐵𝑋𝐶,
missä 𝑋 on Pauli 𝑋 -portti ja 𝐴𝐵𝐶 = 𝐼.

Todistus. vrt.[21, s.176] Olkoon

𝐴 ≡ 𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦
(︂𝛾

2

)︂
, 𝐵 ≡ 𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
ja 𝐶 ≡ 𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
.
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Nyt 𝐴𝐵𝐶 = 𝐼, nimittäin

𝐴𝐵𝐶 = 𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦
(︂𝛾

2

)︂
𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
= 𝑅𝑧 (𝛽) 𝐼𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
= 𝑅𝑧 (𝛽) 𝐼𝑅𝑧 (−𝛽)
= 𝐼 .

Lisäksi tiedetään, että 𝑋2 = 𝐼. Lisäksi 𝑋𝑅𝑦 (𝛿) 𝑋 = 𝑅𝑦 (−𝛿) ja 𝑋𝑅𝑧 (𝛿) 𝑋 = 𝑅𝑧 (−𝛿).
Nyt siis

𝑋𝐵𝑋 = 𝑋𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
𝑋

= 𝑋𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑋𝑋𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
𝑋

= 𝑅𝑦

(︂𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
𝛿 + 𝛽

2

)︃
.

Siis

𝐴𝑋𝐵𝑋𝐶 = 𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦
(︂𝛾

2

)︂
𝑅𝑦

(︂𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
𝛿 + 𝛽

2

)︃
𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
= 𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦 (𝛾) 𝑅𝑧 (𝛿) .

□

Seuraus 3.8. [21, vrt. s.180-181] Olkoon 𝑈 unitaarinen kontrolloitu operaattori
kahdelle kubitille ja olkoon

𝑃 (𝛼) ≡
[︃
1 0
0 𝑒𝑖𝛼

]︃
.

Tällöin on olemassa unitaariset matriisit 𝐴, 𝐵, 𝐶 s.e

𝑈 = (𝑃 (𝛼) ⊗ 𝐴) (𝐶𝑁𝑂𝑇) (𝐼2 ⊗ 𝐵) (𝐶𝑁𝑂𝑇) (𝐼2 ⊗ 𝐶)

ja 𝐴𝐵𝐶 = 𝐼.

Todistus. Olkoot portit 𝐴, 𝐵 ja𝐶 kuten lauseessa 3.7. Lasketaan ensin tensoritulojen
matriisit. Nämä matriisit tullaan lyhentämään matriiseiksi alimatriiseja.

𝐴2 ≡
[︃
1 0
0 𝑒𝑖𝛼

]︃
⊗

(︂
𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦

(︂𝛾
2

)︂)︂
=

[︃
𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦

(︁ 𝛾
2
)︁

0
0 𝑒𝑖𝛼𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦

(︁ 𝛾
2
)︁ ]︃ ,

𝐵2 ≡ 𝐼⊗
(︃
𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃)︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅𝑦

(︁ −𝛾
2

)︁
𝑅𝑧

(︂
−(𝛿+𝛽)

2

)︂
0

0 𝑅𝑦
(︁ −𝛾

2
)︁
𝑅𝑧

(︂
−(𝛿+𝛽)

2

)︂⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝐶2 ≡ 𝐼 ⊗ 𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅𝑧

(︂
(𝛿−𝛽)

2

)︂
0

0 𝑅𝑧

(︂
(𝛿−𝛽)

2

)︂⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Nyt saadaan

𝐴2 (𝐶𝑁𝑂𝑇) 𝐵2 (𝐶𝑁𝑂𝑇) 𝐶2 =

[︃
𝐷 0
0 𝐸

]︃
,

missä siis

𝐷 = 𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦
(︂𝛾

2

)︂
𝐼𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
𝐼𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
,

𝐸 = 𝑒𝑖𝛼𝑅𝑧 (𝛽) 𝑅𝑦
(︂𝛾

2

)︂
𝑋𝑅𝑦

(︂−𝛾
2

)︂
𝑅𝑧

(︃
− (𝛿 + 𝛽)

2

)︃
𝑋𝑅𝑧

(︃
(𝛿 − 𝛽)

2

)︃
.

Toisaalta lauseen 3.7 todistuksesta tiedetään, että 𝐷 = 𝐼 ja 𝐸 = 𝑈. Siis

𝐴2 (𝐶𝑁𝑂𝑇) 𝐵2 (𝐶𝑁𝑂𝑇) 𝐶2 =

[︃
𝐼 0
0 𝑈

]︃
,

joka siis vastaa kontrolloitua𝑈-porttia. □

Nyt kontrolloitu operaattori𝑈 voidaan siis esittää piirinä seuraavasti [21, s.181].

𝑃 (𝛼)

𝐶 𝐵 𝐴

Nyt tiedetään, miten luoda yhden kubitin kontrolloima portti 𝑈 käyttämällä
CNOT- ja yhden kubitin portteja. Tarvitaan kuitenkin vielä usean kontrollikubitin
versio sekä portista 𝑈 että CNOT-portista. Jatkossa tullaan merkitsemään CNOT-
porttia, jolla on 𝑛 kontrollikubittia, merkinnällä 𝐶𝑁𝑂𝑇𝑛.

Lause 3.9. [2, vrt. s.21] Olkoon 𝑈𝐶𝑛 kontrolloitu portti, jolla on yksi kohdekubitti.
Olkoon

√
𝑈
𝐶

𝑛−1 kontrolloitu portti, jolla on yksi kohdekubitti ja
√
𝑈
𝐶

𝑛−1
√
𝑈
𝐶

𝑛−1 = 𝑈𝐶
𝑛−1.

Tällöin piiri

...
...

...

√
𝑈

√
𝑈

† √
𝑈

vastaa porttia𝑈𝐶𝑛 .

Todistus. Todistetaan väite induktiolla kontrollikubitttien määrän 𝑛 suhteen. Olkoon
𝑛 = 2. Nyt piiri on
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√
𝑈

√
𝑈

† √
𝑈

ja tätä vastaava matriisien tulo on
(3.1)

( |0⟩ ⟨0| ⊗ 𝐼4+ |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝐼2 ⊗
√
𝑈) (𝐶𝑁𝑂𝑇 ⊗ 𝐼2) (𝐼2 ⊗

√︁
𝑈2

𝐶†
) (𝐶𝑁𝑂𝑇 ⊗ 𝐼2) (𝐼2 ⊗

√︁
𝑈2

𝐶
)

Esitetään nyt nämä erillisinä matriiseina, joiden alkiot ovat 2 × 2-alimatriiseja.

|0⟩ ⟨0| ⊗ 𝐼4 + |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝐼2 ⊗
√
𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0
0 𝐼 0 0
0 0

√
𝑈 0

0 0 0
√
𝑈

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶𝑁𝑂𝑇 ⊗ 𝐼2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0
0 𝐼 0 0
0 0 0 𝐼

0 0 𝐼 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐼2 ⊗
√︁
𝑈2

𝐶†
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0
0

√
𝑈

†
0 0

0 0 𝐼 0
0 0 0

√
𝑈

†

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐼2 ⊗
√︁
𝑈2

𝐶
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0
0

√
𝑈 0 0

0 0 𝐼 0
0 0 0

√
𝑈

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Nyt suorittamalla kertolaskun matriiseilla, saadaan matriisi⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐼 0 0 0
0

√
𝑈

†√
𝑈 0 0

0 0
√
𝑈

†√
𝑈 0

0 0 0
√
𝑈
√
𝑈

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0
0 𝐼 0 0
0 0 𝐼 0
0 0 0 𝑈

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
joka siis vastaa porttia𝑈𝐶2 .

Oletetaan, että väite pätee kaikilla 𝑛 ≤ 𝑚. Nyt kun 𝑛 = 𝑚 + 1 saadaan piiri
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|𝑐0⟩
|𝑐1⟩

...
...

...

|𝑐𝑚⟩
|𝑐𝑚+1⟩

√
𝑈

√
𝑈

† √
𝑈

Jaetaan portin vaikutuksen tarkastelu neljään osaan; tiloihin joissa kontrollikubitti
𝑐𝑚+1 on tilassa |0⟩ ja loput kontrollikubitit poikkeavat tilasta |0⟩, tiloihin joissa
kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 ja jokin toinen kontrollikubitti ovat tilassa |0⟩, tiloihin joissa
kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 on tilassa |1⟩ ja jokin toinen kontrollikubitti on tilassa |0⟩ ja
tiloihin joissa kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 ja kaikki muut kontrollikubitit ovat tilassa |1⟩.

1. Jos kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 on tilassa |0⟩ ja loput kontrollikubitit poikkeavat tilasta
|0⟩, ensimmäistä kontrolloitua

√
𝑈-porttia ei käytetä kohdekubittiin. Koska

yksikään muu kontrollikubitti ei ole tilassa |0⟩, induktio-oletuksen perusteella
vaikutus kontrollikubittiin 𝑐𝑚+1 on portti 𝑋 , joten kontrollikubitti on portin
jälkeen tilassa |1⟩.

Koska 𝑐𝑚+1 on tilassa |1⟩, käytetään kohdekubittiin kontrolloitua
√
𝑈

†
-porttia.

Seuraavaksi kontrollikubittiin 𝑐𝑚+1 käytetään jälleen muiden kontrollikubittien
kontrolloimaa𝐶𝑁𝑂𝑇-porttia, joten kubitin 𝑐𝑚+1 tila vaihtuu takaisin tilaan |0⟩.
Nyt kohdekubittiin käytetään kaikkien paitsi kontrollikubitin 𝑐𝑚+1 kontrolloi-
maa

√
𝑈-porttia, jonka vaikutus induktio-oletuksen perusteella on

√
𝑈. Nyt

siis piirin vaikutus kohdekubittiin on
√
𝑈

†√
𝑈 = 𝐼. Samoin kontrollikubittiin

𝑐𝑚+1 vaikutus on 𝑋𝑋 = 𝐼. Induktio-oletuksen perusteella vaikutus muihin
kontrollikubitteihin on 𝐼. Joten piiri toimi kuten𝑈𝐶

𝑚+1.

2. Jos kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 ja jokin toinen kontrollikubitti ovat tilassa |0⟩, niin
induktio-oletuksen perusteella piirin 𝐶𝑁𝑂𝑇- ja

√
𝑈
𝐶

𝑚-porttien vaikutus nii-
den kohdekubitteihin on 𝐼, joten kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 pysyy tilassa |0⟩, joten
kontrolloitua

√
𝑈

†
-porttia ei käytetä kohdekubittiin. Joten vaikutus kohdeku-

bittiin ja kontrollikubittiin 𝑐𝑚+1 on 𝐼. Induktio-oletuksen nojalla vaikutus myös
muihin kubitteihin on 𝐼, joten piiri vastaa porttia𝑈𝐶

𝑚+1.

3. Jos kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 on tilassa |1⟩ ja jokin toinen kontrollikubitti on ti-
lassa |0⟩, ensimmäistä kontrolloitua

√
𝑈-porttia käytetään kohdekubttiin, mut-

ta induktio-oletuksen nojalla piirin 𝐶𝑁𝑂𝑇- ja
√
𝑈
𝐶

𝑚-porttien vaikutus niiden
kohdekubitteihin on 𝐼.

Koska kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 pysyy tilassa |1⟩, käytetään kontrolloitua
√
𝑈

†
-

porttia kohdekubittiin. Siis piirin vaikutus kohdekubittiin on
√
𝑈
√
𝑈

†
= 𝐼 ja

induktio-oletuksen nojalla muihin kubitteihin 𝐼, mikä vastaa𝑈𝐶
𝑚+1-porttia.
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4. Jos kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 ja kaikki muut kontrollikubitit ovat tilassa |1⟩, ensim-
mäistä kontrolloitua

√
𝑈-porttia käytetään kohdekubttiin. Induktio-oletuksen

nojalla piirin𝐶𝑁𝑂𝑇- ja
√
𝑈
𝐶

𝑚-portit vaikuttavat niiden kohdekubitteihin, joten
kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 vaihtuu tilaan |0⟩, joten porttia

√
𝑈

†
ei käytetä kohde-

kubittiin. Tämän jälkeen kontrollikubitti 𝑐𝑚+1 palaa tilaan |1⟩ 𝐶𝑁𝑂𝑇-portin
vaikutuksesta.

Viimeiseksi kohdekubittiin vaikuttaa
√
𝑈
𝐶

𝑚-portti jonka vaikutus on induktio-
oletuksen nojalla

√
𝑈, joten kokonaisvaikutus kohdekubittiin on

√
𝑈
√
𝑈 = 𝑈

ja induktio-oletuksen nojalla vaikutus muihin kubitteihin on 𝐼, joten piiri toimi
kuten𝑈𝐶

𝑚+1.

Tarkastelun perusteella piiri toimii kuten portti 𝑈𝐶
𝑚+1 kaikilla kontrollikubittien

mahdollisilla tiloilla. □

Esimerkki 3.10. [21, vrt. s.182] Olkoon 𝐶𝑁𝑂𝑇2 CNOT-portti, jolla on 2 kontrol-
likubittia ja yksi kohdekubitti. Olkoon

√
𝑋 kontrolloitu unitaarinen matriisi, jolla√

𝑋
2
= 𝑋 . Tällöin piiri

√
𝑋

√
𝑋
† √

𝑋

vastaa 𝐶𝑁𝑂𝑇-porttia, jolla on kaksi kontrollikubittia.
Kertomalla portteja vastaavat matriisit toisillaan, saadaan operaatioita vastaava

matriisi

𝑀 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Huomautus. Kahden kontrollikubitin CNOT-porttia kutsutaan Toffolin portiksi.
Kuten kvanttilaskentaa käsittelevässä kappaleessa huomattiin, 𝐶𝑁𝑂𝑇2-portin

voidaan ajatella vastaavan klassista AND-porttia, kun sitä käytetään kolmen kubitin
systeemiin, jossa kohdekubitti on tilassa |0⟩. Toisaalta kontrollikubitit voivat myös
olla superpositiossa. Yleisesti, jos kontrollikubitin 𝑐0 tilavektori on 𝛼0 |0⟩+𝛼1 |1⟩ , 𝑐1
tilavektori on 𝛽0 |0⟩+𝛽1 |1⟩ ja kohdekubitin 𝑡0 tilavektori on 𝛾0 |0⟩+𝛾1 |1⟩, niin kohde-
kubitin tilavektori on operaation jälkeen ((𝛼0𝛽0 + 𝛼0𝛽1 + 𝛼1𝛽0) 𝛾0 + (𝛽1𝛼1) 𝛾1) |0⟩+
((𝛼0𝛽0 + 𝛼0𝛽1 + 𝛼1𝛽0) 𝛾1 + (𝛽1𝛼1) 𝛾0) |1⟩.

Tarkastelujen perusteella voidaan siis luoda mikä tahansa portti käyttämällä yh-
den kubitin portteja, sekä CNOT-portteja. Toisaalta tässä esityksessä käytössä oli
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jokainen mahdollinen yhden kubitin portti, toisin sanoen ääretön joukko portteja.
Tarvitaan siis vielä keino luoda mikä tahansa yhden kubitin portti jollakin äärellisel-
lä porttĳoukolla.

Määritelmä 3.11. [21, vrt. s.194] Olkoot𝑈,𝑉 eräät unitaariset operaattorit samalle
tila-avaruudelle 𝐴. Tällöin määritämme näiden välisen eron olevan

𝐸 (𝑈,𝑉) = max
|𝜙⟩∈𝐴

∥(𝑈 −𝑉) |𝜙⟩∥.

Lause 3.12. [21, s.194-195] Olkoot 𝑈,𝑉 unitaariset operaattorit samalle tila-ava-
ruudelle 𝐴, 𝜙 ∈ 𝐴 yksikkövektori ja olkoon 𝑀 mittausoperaattori, jolle pätee

𝑃𝑈 = ⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀𝑈 |𝜙⟩

ja
𝑃𝑉 = ⟨𝜙 |𝑉†𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩ .

Tällöin
|𝑃𝑈 − 𝑃𝑉 | ≤ 2𝐸 (𝑈,𝑉).

Todistus. Merkitään |𝛿⟩ = (𝑈 −𝑉) |𝜙⟩. Tästä saadaan𝑈 |𝜙⟩ = |𝛿⟩ +𝑉 |𝜙⟩ ja ⟨𝜙|𝑉† =
− ⟨𝛿 | + ⟨𝜙|𝑈†. Nyt siis

|𝑃𝑈 − 𝑃𝑉 | =|⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀𝑈 |𝜙⟩ − ⟨𝜙 |𝑉†𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩|
=|⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀 |𝛿⟩ + ⟨𝜙|𝑈†𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩
− (− ⟨𝛿 | 𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩ + ⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩) |

=|⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀 |𝛿⟩ + ⟨𝛿 | 𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩|
≤|⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀 |𝛿⟩| + |⟨𝛿 | 𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩|
≤∥⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀 ∥(∥ |𝛿⟩∥) + (∥⟨𝛿 |∥)∥𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩∥

Toisaalta koska ∥|𝜙⟩∥ = 1, niin ∥⟨𝜙|𝑈†𝑀†𝑀 ∥ ≤ 1. Nyt siis

∥⟨𝜙 |𝑈†𝑀†𝑀 ∥(∥ |𝛿⟩∥) + (∥⟨𝛿 |∥)∥𝑀†𝑀𝑉 |𝜙⟩∥ ≤ ∥|𝛿⟩∥ + ∥|𝛿⟩∥

≤ 2
(︃
max
|𝜙⟩∈𝐴

| (𝑈 −𝑉) |𝜙⟩|
)︃

= 2𝐸 (𝑈,𝑉). □

Intuitiivisesti tämä siis tarkoittaa, että kun kahden portin välinen ero on pieni,
niin mittaustulos tilasta, johon on käytetty porttia𝑈, on lähes sama kuin mittaustulos
tilasta, johon on käytetty porttia 𝑉 .

Lause 3.13. [21, s.194-195] Olkoot𝑈0,𝑈1, . . . 𝑈𝑛 ja 𝑉0, 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 joukot unitaari-
sia operaattoreita tila-avaruudessa 𝐴. Tällöin

𝐸 (𝑈𝑛𝑈𝑛−1 . . . 𝑈0, 𝑉𝑛𝑉𝑛−1 . . . 𝑉0) ≤
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐸 (𝑈𝑖, 𝑉𝑖).
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Todistus. Todistetaan väite induktiolla muuttujan 𝑛 suhteen. Olkoon 𝑛 = 1. Nyt on
olemassa 𝜙 ∈ 𝐴, jolla pätee

𝐸 (𝑈1𝑈0, 𝑉1𝑉0) = ∥(𝑈1𝑈0 −𝑉1𝑉0) |𝜙⟩∥.

Nyt

∥(𝑈1𝑈0 −𝑉1𝑉0) |𝜙⟩∥ = ∥(𝑈1𝑈0 −𝑉1𝑈0 +𝑉1𝑈0 −𝑉1𝑉0) |𝜙⟩∥
= ∥(𝑈1𝑈0 −𝑉1𝑈0) |𝜙⟩ + (𝑉1𝑈0 −𝑉1𝑉0) |𝜙⟩∥
≤ ∥(𝑈1 −𝑉1)𝑈0 |𝜙⟩∥ + ∥𝑉1(𝑈0 −𝑉0) |𝜙⟩∥.

Toisaalta𝑈𝑖 ja 𝑉𝑖 ovat unitaarisia, joten ∥𝑉𝑖 |𝜙⟩∥ = ∥𝑈𝑖 |𝜙⟩∥ = ∥|𝜙⟩∥, joten

∥(𝑈1 −𝑉1)𝑈0 |𝜙⟩∥ + ∥𝑉1(𝑈0 −𝑉0) |𝜙⟩∥ = ∥(𝑈1 −𝑉1) |𝜙⟩∥ + ∥(𝑈0 −𝑉0) |𝜙⟩∥
≤ 𝐸 (𝑈1, 𝑉1) + 𝐸 (𝑈0, 𝑉0).

Nyt oletetaan, että tämä pätee kun 𝑛 ≤ 𝑚. Nyt olkoon 𝑛 = 𝑚+1. Nyt on olemassa
𝜙 ∈ 𝐴, jolla pätee

𝐸 (𝑈𝑚+1𝑈𝑚 . . . 𝑈0, 𝑉𝑚+1𝑉𝑚 . . . 𝑉0) = ∥(𝑈𝑚+1𝑈𝑚 . . . 𝑈0 −𝑉𝑚+1𝑉𝑚 . . . 𝑉0) |𝜙⟩∥.

Merkitään𝑈𝑚𝑈𝑚−1 . . . 𝑈0 = 𝑈 ja 𝑉𝑚𝑉𝑚−1 . . . 𝑉0 = 𝑉 . Nyt

∥(𝑈𝑚+1𝑈 −𝑉𝑚+1𝑉) |𝜙⟩∥ = ∥(𝑈𝑚+1𝑈 −𝑈𝑚+1𝑉 +𝑈𝑚+1𝑉 −𝑉𝑚+1𝑉) |𝜙⟩∥
= ∥(𝑈𝑚+1𝑈 −𝑈𝑚+1𝑉) |𝜙⟩ + (𝑈𝑚+1𝑉 −𝑉𝑚+1𝑉) |𝜙⟩∥
≤ ∥𝑈𝑚+1(𝑈 −𝑉) |𝜙⟩∥ + ∥(𝑈𝑚+1 −𝑉𝑚+1)𝑉 |𝜙⟩∥

≤
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐸 (𝑈𝑖, 𝑉𝑖) + ∥(𝑈𝑚+1 −𝑉𝑚+1)𝑉 |𝜙⟩∥

≤
𝑚+1∑︁
𝑖=0

𝐸 (𝑈𝑖, 𝑉𝑖).

□

Määritelmä 3.14. [21, vrt s.194] Olkoon V = {𝑉0, 𝑉1, . . . 𝑉𝑛} äärellinen joukko
portteja ja U joukko joka sisältää jokaisen mahdollisen kvanttiportin. Joukkoa V
kutsutaan universaaliksi, mikäli jokaisella 𝑈 ∈ U ja jokaisella 𝜖 > 0 on olemassa
kvanttipiiri C𝜖

𝑈
, joka koostuu vain joukon𝑉 porteista ja määrää kuvauksen, jota vastaa

unitaarinen matriisi𝑊 , jolla pätee 𝐸 (𝑈,𝑊) < 𝜖 .

Huomautus. Määritelmässä 3.14 kvanttipiirit C𝜖
𝑈

koostuvat siis äärellisestä matriisi-
kertolaskusta äärellisiä tensorituloja, missä matriisit ovat joko identiteettimatriiseja,
tai joukon 𝑉 portteja vastaavia matriiseja.
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Seuraavaksi osoitetaan, että porteilla 𝐻 ja 𝑇 voidaan muodostaa mikä tahansa
yhden kubitin portin. Esimerkeistä 2.16 ja 2.15 tiedetään, että𝑇 = 𝑒

𝑖 𝜋
8 𝑅𝑧

(︁
𝜋
4
)︁
. Lisäksi

huomataan, että

𝐻𝑇𝐻 =
1
2

[︃
1 + cos 𝜋

4 + 𝑖 sin 𝜋
4 1 − cos 𝜋

4 − 𝑖 sin 𝜋
4

1 − cos 𝜋
4 − 𝑖 sin 𝜋

4 1 + cos 𝜋
4 + 𝑖 sin 𝜋

4

]︃
= 𝑒𝑖𝜂

[︃
cos 𝜋

8 −𝑖 sin 𝜋
8

−𝑖 sin 𝜋
8 cos 𝜋

8

]︃
= 𝑒𝑖𝜂𝑅𝑥

(︂ 𝜋
4

)︂
,

missä

𝜂 = 2𝜋 − 𝑖 ln

√︁
2 +

√
2

1 + 4√−1
.

Nyt 𝑇 vastaa kiertoa 𝜋
4 𝑧-akselin ympäri johonkin globaaliin vaiheeseen asti ja

𝐻𝑇𝐻 vastaa 𝜋
4 kiertoa 𝑥-akselin ympäri johonkin toiseen globaaliin vaiheeseen saak-

ka. Tiedetään, että kummallakaan vaiheella ei ole mittauksien tai matriisien käyttäy-
tymisen kannalta väliä, joten ne voidaan jättää merkitsemättä tulevissa laskuissa [21,
vrt s.196]. Nyt siis

𝑇𝐻𝑇𝐻 = 𝑅𝑥

(︂ 𝜋
4

)︂
𝑅𝑧

(︂ 𝜋
4

)︂
=

[︄
𝑒−

𝑖 𝜋
8 cos 𝜋

8 −𝑖𝑒− 𝑖 𝜋
8 sin 𝜋

8
−𝑖𝑒 𝑖 𝜋

8 sin 𝜋
8 𝑒

𝑖 𝜋
8 cos 𝜋

8

]︄
=

[︃
cos2 𝜋

8 − 𝑖
(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

− sin2 𝜋
8 − 𝑖

(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

sin2 𝜋
8 − 𝑖

(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

cos2 𝜋
8 + 𝑖

(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁ ]︃

= 𝑀.

Huomataan, että 𝑀 saadaan muotoon

cos2 𝜋

8

[︃
1 1
1 1

]︃
+ 𝑁,

missä

𝑁 =

[︃
−𝑖

(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

− cos2 𝜋
8 − sin2 𝜋

8 − 𝑖
(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

sin2 𝜋
8 − cos2 𝜋

8 − 𝑖
(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

+𝑖
(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁ ]︃

= −𝑖
[︄

cos 𝜋
8 sin 𝜋

8
cos2 𝜋

8 +sin2 𝜋
8

𝑖
+

(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

sin2 𝜋
8 −cos2 𝜋

8
−𝑖 +

(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁

−
(︁
cos 𝜋

8 sin 𝜋
8
)︁ ]︄

= −𝑖
(︄
cos

𝜋

8
sin

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) +

[︄
0 cos2 𝜋

8 +sin2 𝜋
8

𝑖
sin2 𝜋

8 −cos2 𝜋
8

−𝑖 0

]︄)︄
= −𝑖

(︃
cos

𝜋

8
sin

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin2 𝜋

8

[︃
0 −𝑖 − 𝑖 cot2 𝜋

8
𝑖 − 𝑖 cot2 𝜋

8 0

]︃ )︃
= −𝑖

(︃
cos

𝜋

8
sin

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin2 𝜋

8

(︃
𝑌 +

[︃
0 −𝑖 cot2 𝜋

8
−𝑖 cot2 𝜋

8 0

]︃ )︃)︃
,
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joten

𝑀 = cos2 𝜋

8

[︃
1 1
1 1

]︃
− 𝑖

(︃
cos

𝜋

8
sin

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin2 𝜋

8

(︃
𝑌 +

[︃
0 −𝑖 cot2 𝜋

8
−𝑖 cot2 𝜋

8 0

]︃ )︃)︃
= cos2 𝜋

8

[︃
1 1
1 1

]︃
− cos2 𝜋

8

[︃
0 1
1 0

]︃
− 𝑖

(︂
cos

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin

𝜋

8
𝑌

)︂
sin

𝜋

8

= cos2 𝜋

8
𝐼 − 𝑖 sin

𝜋

8

(︂
cos

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin

𝜋

8
𝑌

)︂
Nyt huomataan, että tämä muistuttaa kiertoa akselin

𝑣 =

(︂
cos

𝜋

8
, sin

𝜋

8
, cos

𝜋

8

)︂
suhteen. Normalisoimalla tämä saadaan yksikkövektori

𝑤 =
⎛⎜⎜⎝

cos 𝜋
8√︃

2 cos2 𝜋
8 + sin2 𝜋

8

,
sin 𝜋

8√︃
2 cos2 𝜋

8 + sin2 𝜋
8

,
cos 𝜋

8√︃
2 cos2 𝜋

8 + sin2 𝜋
8

⎞⎟⎟⎠
ja kierto tämän vektorin mukaan voidaan esittää muodossa

cos
𝜃

2
𝐼 − 𝑖 sin

𝜃

2
⎛⎜⎜⎝

cos 𝜋
8√︃

2 cos2 𝜋
8 + sin2 𝜋

8

(𝑋 + 𝑍) +
sin 𝜋

8√︃
2 cos2 𝜋

8 + sin2 𝜋
8

𝑌
⎞⎟⎟⎠

= cos
𝜃

2
𝐼 − 𝑖

sin 𝜃
2√︃

2 cos2 𝜋
8 + sin2 𝜋

8

(︂
cos

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin

𝜋

8
𝑌

)︂
Nyt voidaan määrittää porttien 𝑇𝐻𝑇𝐻 määräämä kierto vektorin 𝑢 suhteen ratkaise-
malla yhtälö

cos
𝜃

2
𝐼 − 𝑖

sin 𝜃
2√︃

2 cos2 𝜋
8 + sin2 𝜋

8

(︂
cos

𝜋

8
(𝑋 + 𝑍) + sin

𝜋

8
𝑌

)︂
≡ 𝑇𝐻𝑇𝐻.

Tästä saadaan

𝜃 = 2

(︄
𝜋𝑛 + cos−1

(︄
2 +

√
2

4

)︄)︄
,

joka on 2𝜋:n irrationaalinen monikerta (Todistus käydään lähteessä [8, s.4, 10]). Nyt
siis 𝑇𝐻𝑇𝐻 määrää 𝜃 radiaanin kierron akselin 𝑤 suhteen, jota merkitään 𝑅𝑤 (𝜃).
Osoitetaan seuraavaksi, että 𝑘 määrällä peräkkäisiä kiertoja 𝑅𝑤 (𝜃) voidaan aprok-
simoida mitä tahansa kiertoa 𝑅𝑛 (𝛼), siten että |𝛼 − 𝑘𝜃 (mod 2𝜋) | < 𝛿 [21, vrt.
s.196-197].

Olkoon 𝛿 > 0 ja olkoon 𝑁 > 2𝜋
𝛿
, 𝑁 ∈ ℕ. Selvästi jokaisella 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}

pätee 0 ≤ 𝑗𝜃 (mod 2𝜋) < 2𝜋. Lisäksi jokaisella 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} on olemassa
𝑙 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} \ { 𝑗}, jolla pätee | 𝑗𝜃 (mod 2𝜋) − 𝑙𝜃 (mod 2𝜋) | < 𝛿. Nimittäin
𝑁𝛿 > 2𝜋, joten | 𝑗𝜃 (mod 2𝜋) − 𝑙𝜃 (mod 2𝜋) | ≥ 𝛿 ei voi päteä jokaisella 𝑙 ∈
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{1, 2, . . . , 𝑁} \ { 𝑗}, ja koska 𝜃 on 2𝜋:n irrationaalinen monikerta, tiedetään, että
0 < | 𝑗𝜃 (mod 2𝜋) − 𝑙𝜃 (mod 2𝜋) |. Toisin sanoen siis jokaisella 0 ≤ 𝛽 < 2𝜋 on
olemassa 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}, jolla pätee |𝛽 − 𝑗𝜃 (mod 2𝜋) | ≤ 𝛿

2 < 𝛿. Olkoon nyt
𝛿 = 𝜖

3 . Tällöin

(3.2) 𝐸

(︂
𝑅𝑛 (𝛼) , 𝑅𝑛 (𝜃)ℎ

)︂
<
𝜖

3
.

Sama tarkastelu, kuin porteille𝑇𝐻𝑇𝐻 tehtiin, voidaan tehdä porteille𝐻 (𝑇𝐻𝑇𝐻)𝐻
ja huomata, että 𝐻 (𝑇𝐻𝑇𝐻)𝐻 = 𝑅𝑚 (𝜃), missä

𝑚 = 𝑛 =
⎛⎜⎜⎝

cos 𝜋
8√︃

2 cos2 𝜋
8 + sin2 𝜋

8

,
− sin 𝜋

8√︃
2 cos2 𝜋

8 + sin2 𝜋
8

,
cos 𝜋

8√︃
2 cos2 𝜋

8 + sin2 𝜋
8

⎞⎟⎟⎠ .
Nyt samoin saadaan

(3.3) 𝐸

(︂
𝑅𝑚 (𝛽) , 𝑅𝑚 (𝜃)𝑙

)︂
<
𝜖

3
.

Lisäksi koska vektorit 𝑚 ja 𝑛 ovat ortogonaaliset, lauseen 3.6 mukaan voidaan
määritellä mikä tahansa portti𝑈 = 𝑅𝑛 (𝛼) 𝑅𝑚 (𝛽) 𝑅𝑛 (𝛾) yhdelle kubitille ja voidaan
muodostaa portti 𝑉 = 𝑅𝑛 (𝜃)ℎ 𝑅𝑚 (𝜃)𝑙 𝑅𝑛 (𝜃) 𝑗 . Nyt lauseen 3.13 ja yhtälöiden 3.2 ja
3.3 nojalla

𝐸 (𝑈,𝑉) < 𝜖.

Ja koska portit 𝑅𝑛 (𝜃) ja 𝑅𝑚 (𝜃) voidaan muodostaa porteista 𝑇, 𝐻, ja koska jokainen
mahdollinen kvanttiportti voidaan muodostaa yhden kubitin porteista ja 𝐶𝑁𝑂𝑇-
portista, on porttĳoukko {𝐶𝑁𝑂𝑇,𝑇, 𝐻} universaali, ja täten myös porttĳoukko
{𝐶𝑁𝑂𝑇,𝑇, 𝐻, 𝑆}.
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4 Koherenssi

Tarkastelu on tähän asti keskittynyt vain puhtaisiin tiloihin. Lisäksi on oletettu, että
systeemi on suljettu. Käytännössä mikään todellinen systeemi ei ole suljettu [21,
s. 353], vaan systeemiin vaikuttaa jokin toinen systeemi. Yhtenä esimerkkinä tästä
voidaan ajatella tietokonetta huoneessa. Itse tietokoneen toiminnalla ei juurikaan ole
tekemistä huoneen kanssa, mutta koneen osat tuottavat lämpöä ja täten lämmittävät
huonetta.

Toisaalta samoin huoneen tila vaikuttaa tietokoneeseen. Mikäli huoneessa on
korkeampi lämpötia kuin koneen osilla, luonnollisesti koneen osat lämpenevät kunnes
ne ovat huoneen kanssa samassa lämpötilassa.

Luonnollisesti tällainen kahden systeemin välisen vuorovaikutuksen aiheuttama
virhe halutaan minimoida, mutta jotta näitä virheitä voidaan korjata, tarvitaan ensin
ylipäätänsä tapa, miten kuvata ulkoisen systeemin vaikutusta tarkasteltavaan systee-
miin. Tässä luvussa tullaan ensin esittelemään ulkoisen systeemin aiheuttama häiriö
kvanttilaskennan systeemiin. Tämän jälkeen tullaan määrittelemään informaation
entropia ja tämän avulla määritellään kvanttitilan koherenssi, ja kuinka koherenssia
voidaan käyttää resurssina kvanttilaskennassa.

4.1 Kvanttioperaattorit

Tiedetään, että kahden kvanttisysteemin yhdistetty systeemi saadaan tensoritulolla.
Lisäksi tiedetään, että yksittäistä systeemiä voidaan tarkastella ottamalla systeemiä
vastaava redusoitu tiheysmatriisi. Olkoon ulkoinen systeemi 𝐸 ja olkoon kvanttilas-
kennan systeemi 𝐴. Ulkoisen systeemin 𝐸 vaikutus systeemiin 𝐴 voidaan kuvata ot-
tamalla tensoritulo 𝐸 ⊗ 𝐴, jonka jälkeen voidaan luoda yhdistetyn systeemin tiheys-
matriisi 𝜌𝐸𝐴. Laskenta suoritetaan tällä tiheysmatriisilla, jonka jälkeen laskennan
tulos saadaan redusoidusta tiheysmatreiisista 𝜌𝐴 [21, s.357-358].

Tässä on toisaalta vielä kaksi ongelmaa. Miten rajataan ulkoisen systeemin di-
mensiot? Käytännössähän ulkoisella systeemillä olisi rajaton määrä ulottuvuuksia
[21, s.358]. Lisäksi tarvitaan tapa määrittää yhdistetyn systeemin käymä aikaevoluu-
tio, joka ei enää välttämättä ole unitaarinen [21, s.356].

Aloitetaan jälkimmäisestä ongelmasta määrittelemällä kvanttioperaatio. Ensin
tarvitaan kuitenkin hieman laajempi positiivisen operaattorin käsite, täysin positiivi-
nen operaattori. Lisää aiheesta löytyy esimerkiksi [7, s.125-130].

Määritelmä 4.1 ([21, vrt s.367],[7, s.125]). Olkoot𝑈,𝑉 ja𝑊 sisätuloavaruuksia ja 𝐴
joukko positiivisia operaattoreita avaruudelle𝑈, 𝐵 joukko positiivisia operaattoreita
avaruudelle 𝑉 ja 𝐼 identiteettioperaattori avaruudelle𝑊 . Tällöin positiivinen kuvaus
𝑓 : 𝐴 → 𝐵 on täysin positiivinen, jos jokaisella 𝑎 ∈ 𝐴 tensoritulo (𝐼 ⊗ 𝑓 ) (𝑎) on
positiivinen operaattori avaruudelle𝑊 ⊗ 𝑉 .

Huomautus. Olkoot 𝑓 ja 𝐼 kuten määritelmässä 4.1. Intuitio tästä on, että jos on
matriisi 𝑏 ⊗ 𝑎 = 𝑀, 𝑀 ∈ ℂ𝑖𝑛× 𝑗𝑚, joka on positiivinen operaattori ja jokaiseen
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tämän ℂ𝑛×𝑚 alimatriisiin käytetään operaattoria 𝑓 , niin tuloksena on positiivinen
operaattori. Toisin sanoen

(𝐼 ⊗ 𝑓 ) (𝑎) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓 (𝑀0,0) 𝑓 (𝑀0,1) . . . 𝑓 (𝑀0, 𝑗−1)
𝑓 (𝑀1,0)

. . .
. . . 𝑓 (𝑀1, 𝑗−1)

...
. . .

. . .
...

𝑓 (𝑀𝑖−1,0) . . . . . . 𝑓 (𝑀𝑖−1, 𝑗−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
on positiivinen operaattori.

Esimerkki 4.2. [21, vrt. s.369] Olkoon

𝑇 : ℂ2×2 → ℂ2×2, 𝑇

(︃ [︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︃ )︃
=

[︃
𝑎 𝑐

𝑏 𝑑

]︃
.

Selvästi tämä on positiivinen operaattori. Olkoon 𝜙 = 1√
3
|00⟩ + 1√

3
|10⟩ + 1√

3
|11⟩

ja olkoon kahden kubitin rekisteri 𝑄2 tilassa 𝜌 = |𝜙⟩ ⟨𝜙 |. Merkitään ensimmäistä
kubittia 𝐴 ja toista 𝐵. Nyt

(𝐼 ⊗ 𝑓 ) (𝜌𝐵) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑇

(︃ [︃ 1
3 0
0 0

]︃ )︃
𝑇

(︃ [︃ 1
3

1
3

0 0

]︃ )︃
𝑇

(︃ [︃ 1
3 0
1
3 0

]︃ )︃
𝑇

(︃ [︃ 1
3

1
3

1
3

1
3

]︃ )︃⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
3 0 1

3 0
0 0 1

3 0
1
3

1
3

1
3

1
3

0 0 1
3

1
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
jolla on ominaisarvona −1

3 , joten 𝑇 ei ole täysin positiivinen operaattori.

Määritelmä 4.3. [21, vrt s.367] Olkoot 𝐴 ja 𝐵 kvanttimekaanisia systeemejä. Olkoot
lisäksi D𝐴 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin 𝐴 tiheysmatriisi} ja D𝐵 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin 𝐵
tiheysmatriisi}. Tällöin operaattori 𝑓 : D𝐴 → D𝐵 on kvanttioperaattori jos

1. 0 ≤ Tr( 𝑓 (𝜌)) ≤ 1 kaikilla 𝜌 ∈ D𝐴.

2. Olkoon {𝜌0, 𝜌1, . . . 𝜌 𝑗 } joukko systeemin 𝐴 tiheysoperaattoreita ja 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1
todennäköisyys havaita systeemi 𝐴 tilasta, jota kuvaa tiheysmatriisi 𝜌𝑖. Tällöin

𝑓

(︄
𝑗∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖𝜌𝑖

)︄
=

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 𝑓 (𝜌𝑖).

3. 𝑓 on täysin positiivinen operaattori.

Toisaalta aikaisemmin on jo esitelty tapa määrittää kontrolloituja operaatioita
ikäänkuin kokoamalla ne kuvauksen osista. Voitaisiinko tätä hyödyntää yleisesti?

Lause 4.4. [21, vrt s.368] Olkoon 𝐴 kvanttimekaaninen systeemi. Olkoot lisäksi
D𝐴 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin 𝐴 tiheysmatriisi} joukko systeemin tiheysmatriiseja.
Tällöin 𝑓 : D𝐴 → D𝐴 on kvanttioperaattori, jos ja vain jos on olemassa äärellinen
joukko operattoreita 𝐸𝑖 : D𝐴 → D𝐴, siten että

𝑓 (𝜌) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐸𝑖𝜌𝐸
†
𝑖
,

kaikilla 𝜌 ∈ D𝐴 ja matriisi 𝐼 − ∑︁𝑛
𝑖=0 𝐸

†
𝑖
𝐸𝑖 on positiivinen. Sanotaan, että joukko

{𝐸0, . . . , 𝐸𝑛} määrää kvanttioperaation 𝑓 .
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Todistus. [21, vrt s.368-370] Oletetaan, että 𝑓 (𝜌) = ∑︁
𝑖 𝐸𝑖𝜌𝐸

†
𝑖

ja matriisi 𝐼−∑︁
𝑖 𝐸

†
𝑖
𝐸𝑖

on positiivinen. Lisäksi huomataan, että tällöin Tr(𝐼) ≥ Tr(∑︁𝑖 𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖) = Tr(∑︁𝑖 𝐸𝑖𝐸

†
𝑖
)

[7, s.41]. Nyt siis

𝐼 ≥
∑︁
𝑖

𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖 ≥ 0

𝐼𝜌 ≥
∑︁
𝑖

𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖𝜌 ≥ 0

Tr(𝜌) ≥ Tr

(︄∑︁
𝑖

𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖𝜌

)︄
= Tr

(︄∑︁
𝑖

𝐸
†
𝑖
𝜌𝐸

†
𝑖

)︄
= Tr

(︄∑︁
𝑖

𝐸𝑖𝜌𝐸
†
𝑖

)︄
≥ 0

1 ≥ Tr

(︄∑︁
𝑖

𝐸𝑖𝜌𝐸
†
𝑖

)︄
≥ 0.

Lisäksi selvästi

𝑓

(︄∑︁
𝑗

𝑝 𝑗 𝜌 𝑗

)︄
=

∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝐸𝑖𝑝 𝑗 𝜌 𝑗𝐸
†
𝑖
=

∑︁
𝑗

𝑝 𝑗

∑︁
𝑖

𝐸𝑖𝜌 𝑗𝐸
†
𝑖
=

∑︁
𝑗

𝑝 𝑗 𝑓
(︁
𝜌 𝑗

)︁
.

Olkoon 𝐵 kvanttimekaaninen systeemi ja olkoon D𝐵 = {𝜌 |𝜌 on systeemin 𝐵

tiheysmatriisi} joukko systeemin tiheysmatriiseja. Olkoon 𝜌𝐵𝐴 eräs systeemin 𝐵𝐴
positiivinen operaattori. Nyt siis ⟨𝜙 | 𝐴 |𝜙⟩ ≥ 0, kaikilla systeemin 𝐵𝐴 tilavektoreilla
|𝜙⟩. Erityisesti

∑︁
𝑖 (𝐼𝐵 ⊗ 𝐸†

𝑖
) |𝜙⟩ on systeemin 𝐵𝐴 tila. Joten

⟨𝜙| (𝐼𝐵 ⊗ 𝑓 ) (𝐴) |𝜙⟩ =
∑︁
𝑖

⟨𝜙 | (𝐼𝐵 ⊗ 𝐸𝑖)𝐴(𝐼𝐵 ⊗ 𝐸†
𝑖
) |𝜙⟩ ≥ 0.

Joten 𝑓 on kvanttioperaattori.
[21, s.369-370] Oletetaan seuraavaksi, että 𝑓 on kvanttioperaattori. Olkoon 𝐵𝐴

yhdistetty systeemi, missä systeemin 𝐵 dimensio 𝑑 on sama kuin systeemin 𝐴. Huo-
mataan, että oletuksen mukaan 𝐼𝐵 ⊗ 𝑓 on positiivinen operaattori systeemille 𝐵𝐴.
Lisäksi koska systeemeillä on sama dimensio, voidaan valita kummankin systee-
min kannaksi samankokoinen joukko, joten joukon kantavektorit voidaan indeksöidä
samalla indeksillä. Olkoon |𝜙⟩ =

∑︁
𝑖

1√
𝑑
|𝑖𝐵⟩ |𝑖𝐴⟩, joka siis vastaa maksimaalisesti

lomittunutta tilaa. Olkoon |𝜓⟩ = ∑︁
𝑗 𝑎

∗
𝑗
| 𝑗𝐵⟩ ja

|︁|︁𝜓̂⟩︁
=

∑︁
𝑗 𝑎 𝑗 | 𝑗𝐴⟩. Nyt

⟨𝜓 | (𝐼𝐵 ⊗ 𝑓 ) ( |𝜙⟩ ⟨𝜙|) |𝜓⟩ = ⟨𝜓 |
(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

|𝑖𝐵⟩ ⟨ 𝑗𝐵 | ⊗ 𝑓 ( |𝑖𝐴⟩ ⟨ 𝑗𝐴 |)
)︄
|𝜓⟩

= ⟨𝜓 |
(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

|𝑖𝐵⟩ ⟨ 𝑗𝐵 | ⊗ 𝑓 ( |𝑖𝐴⟩ ⟨ 𝑗𝐴 |)
)︄
|𝜓⟩

=

(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

⟨𝜓 | |𝑖𝐵⟩ ⟨ 𝑗𝐵 | |𝜓⟩ 𝑓 ( |𝑖𝐴⟩ ⟨ 𝑗𝐴 |)
)︄

=

(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝑎𝑖 ⟨𝜓𝑖 | |𝑖𝐵⟩ ⟨ 𝑗𝐵 | 𝑎∗𝑗
|︁|︁𝜓 𝑗 ⟩︁ 𝑓 ( |𝑖𝐴⟩ ⟨ 𝑗𝐴 |))︄
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=

(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝑎𝑖𝑎
∗
𝑗 𝑓 ( |𝑖𝐴⟩ ⟨ 𝑗𝐴 |)

)︄
=

(︄∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝑓 (𝑎𝑖 |𝑖𝐴⟩ ⟨ 𝑗𝐴 | 𝑎∗𝑗 )
)︄

= 𝑓 (
|︁|︁𝜓̂⟩︁ ⟨︁

𝜓̂
|︁|︁).

Olkoon
∑︁
𝑖 |𝑘𝑖⟩ ⟨𝑘𝑖 | operaattorin 𝐼𝐵⊗ 𝑓 dekompositio. Olkoon 𝐸𝑖 (

|︁|︁𝜓̂⟩︁
) ≡ ⟨𝜓 | |𝑘𝑖⟩.

Huomataan, että

𝐸𝑖 (
|︁|︁𝜓̂⟩︁

+ |𝛾̂⟩) = (⟨𝜓 | + ⟨𝛾 |) |𝑘𝑖⟩ = ⟨𝜓 | |𝑘𝑖⟩ + ⟨𝛾 | |𝑘𝑖⟩ = 𝐸𝑖 (
|︁|︁𝜓̂⟩︁

) + 𝐸𝑖 ( |𝛾̂⟩),

joten 𝐸𝑖 on systeemin 𝐴 lineaarinen operaattori. Nyt∑︁
𝑖

𝐸𝑖
|︁|︁𝜓̂⟩︁ ⟨︁

𝜓̂
|︁|︁ 𝐸†

𝑖
=

∑︁
𝑖

𝐸𝑖 ⟨𝜓 | |𝑘𝑖⟩ ⟨𝑘𝑖 | |𝜓⟩ 𝐸†
𝑖

= ⟨𝜓 | (𝐼𝐵 ⊗ 𝑓 ) ( |𝜙⟩ ⟨𝜙|) |𝜓⟩
= 𝑓 (

|︁|︁𝜓̂⟩︁ ⟨︁
𝜓̂
|︁|︁),

joten
𝑓 (𝜌) =

∑︁
𝑖

𝐸𝑖𝜌𝐸
†
𝑖
,

kaikilla systeemin 𝐴 puhtailla tiloilla 𝜌. Toisaalta sekoittunut tila vastaa kombinaa-
tiota puhtaista tiloista ja näiden todennäköisyyksistä ja 𝑓 (∑︁𝑖 𝑝𝑖𝜌𝑖) =

∑︁
𝑖 𝑝𝑖 𝑓 (𝜌𝑖),

missä 𝜌𝑖 on puhdas tila. Joten kaikilla 𝜌 ∈ D𝐴 pätee

𝑓 (𝜌) =
∑︁
𝑖

𝐸𝑖𝜌𝐸
†
𝑖
.

Lisäksi koska 0 ≤ Tr ( 𝑓 (𝜌)) ≤ 1, kaikilla 𝜌 ∈ D𝐴, 0 ≤ 𝐼 − ∑︁
𝑖 𝐸

†
𝑖
𝐸𝑖. □

Esimerkki 4.5. Mikä tahansa kvanttiportti on kvanttioperaatio.

Todistus. Jos𝑈 on unitaarinen matriisi ja 𝑢𝑖, 𝑗 tämän alkio vastaavilla indekseillä, niin
matriisia vastaa summa

∑︁
𝑖

∑︁
𝑗 𝑢𝑖, 𝑗 |𝑖⟩ ⟨ 𝑗 |. Nyt siis operaattoria 𝐸𝑘 , missä 𝑘 = 𝑛𝑑 +𝑚

vastaa operaattori 𝑢𝑛,𝑚 |𝑛⟩ ⟨𝑚 | Lisäksi, koska𝑈 on unitaarinen Tr(𝑈) ≤ Tr(𝐼), joten
0 ≤ 𝐼 − ∑︁

𝑖 𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖 [7, s.41]. □

On hyvä huomata että kvanttioperaatio ei siis ole välttämättä unitaarinen [21, vrt
s.356]. Esimerkiksi myös mittaukset ovat kvanttioperaatioita [21, vrt s.356]. Lisäksi
jos oletetaan, että 𝐴 ja 𝐵 ovat kvanttimekaanisia systeemejä ja kvanttioperaatio 𝑓 on
kuvaus yhdistetyn systeemin 𝐴𝐵 tiheysmatriisilta jollekin toiselle systeemin tiheys-
matriisille, voidaan ottaa systeemin 𝐴 redusoitu tiheysmatriisi ja saada operaation
vaikutus haluttuun tarkasteltavaan systeemiin [21, vrt s.358].

Seuraavasta esimerkistä huomataan, että näin määriteltynä kvanttioperaation esi-
tys ei ole uniikki, vaan kaksi hyvinkin erilaista esitystä saattavat vastata täysin samaa
operaatiota [21, s.371].
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Esimerkki 4.6. Olkoon 𝐴 kvanttimekaaninen systeemi, D𝐴 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin
𝐴 tiheysmatriisi} joukko systeemin tiheysmatriiseja ja 𝑓 : D𝐴 → D𝐴 kvanttiope-
raattori, jonka määräävät operaattorit

𝐸0 =

[︃ 1
2

−1
4

−1
4 0

]︃
, 𝐸1 =

[︃
0 1

4
1
4

1
2

]︃
, 𝐸2 =

[︃ −1
2

1
2

0 −1
2

]︃
.

Nyt

𝐼 −
∑︁
𝑖

𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖 =

[︃ 3
8 0
0 1

8

]︃
≥ 0.

Olkoon nyt 𝑔 : D𝐴 → D𝐴 kvanttioperaatio, jonka määräävät operaattorit

𝐺0 =

[︃ −1
4 0
0 −1

4

]︃
, 𝐺1 =

[︃ 1
4

−1
4

−1
4

−1
4

]︃
, 𝐺2 =

[︃ 1
4

−1
4

−1
4 0

]︃
, 𝐺3 =

[︃ −1
4

−1
8

−1
4

−1
2

]︃
.

Jälleen huomataan, että

𝐼 −
∑︁
𝑖

𝐺
†
𝑖
𝐺𝑖 =

[︃ 9
16

−1
32

−1
32

31
64

]︃
≥ 0.

Lisäksi huomataan, että

𝐺0 =
−𝐸0 − 𝐸2

2
, 𝐺1 =

𝐸0 − 𝐸2

2
, 𝐺2 =

−𝐸1 − 𝐸2

2
, 𝐺3 =

𝐸1 − 𝐸2

2
,

joten

𝑔(𝜌) =
∑︁
𝑖

𝐺𝑖𝜌𝐺
†
𝑖

=
−𝐸0 − 𝐸2

2
𝜌

(︃
−𝐸0 − 𝐸2

2

)︃†
+ 𝐸0 − 𝐸2

2
𝜌

(︃
𝐸0 − 𝐸2

2

)︃†
+ −𝐸1 − 𝐸2

2
𝜌

(︃
−𝐸1 − 𝐸2

2

)︃†
+ 𝐸1 − 𝐸2

2
𝜌

(︃
𝐸1 − 𝐸2

2

)︃†
=

2𝐸0𝜌𝐸
†
0 + 2𝐸1𝜌𝐸

†
1 + 2𝐸2𝜌𝐸

†
2

2
= 𝑓 (𝜌),

eli 𝑔 ja 𝑓 ovat samat kvanttioperaatiot.

Miten siis tiedetään, milloin eri kvanttioperaattorit määräävät saman operaation?

Lause 4.7. [21, vrt s.372] Olkoot 𝐴 ja 𝐵 kvanttimekaanisia systeemejä, joiden
dimensio on 𝑑. Olkoot lisäksi D𝐴 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin 𝐴 tiheysmatriisi} ja
D𝐵 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin 𝐵 tiheysmatriisi}. Olkoot {𝐸0, . . . , 𝐸𝑛} joukko operat-
toreita 𝐸𝑖 : D𝐴 → D𝐵, joka määrää kvanttioperaattorin 𝑓 ja {𝐺0, . . . , 𝐺𝑚} jouk-
ko operattoreita 𝐺𝑖 : D𝐴 → D𝐵, joka määrää kvanttioperaattorin ℎ. Lisäämällä
pienempään joukkoon 0-operaattoreita, eli operaattoreita jotka kuvaavat jokaisen
vektorin nollavektoriksi, saadaan joukot yhtä suuriksi, joten voidaan olettaa 𝑛 = 𝑚.
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Tällöin 𝑓 ja ℎ määräävät saman kvanttioperaation jos ja vain jos on olemassa uni-
taarinen matriisi𝑈 ∈ ℂ𝑛×𝑛, siten että

𝐸𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=0
𝑢𝑖, 𝑗𝐺 𝑗

jokaisella operaattorilla 𝐸𝑖 ∈ {𝐸0, . . . , 𝐸𝑛}.

Todistus. Käydään lähteessä [21, s.103-105, 372–373]. □

Lause 4.8. [21, s.373] Kaikki kvanttioperaattorit 𝑓 kvanttimekaanisessä systeemissä
𝐴, jonka dimensio on 𝑑, voidaan määrätä joukolla operaattoreita {𝐸0, 𝐸1, . . . ,
𝐸𝑚−1}, missä 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑑2.

Todistus. Huomataan, että nyt 𝐸𝑖 on tensoriavaruuden, jonka dimensio on 𝑑2 alkio.
Toisin sanoen joukossa {𝐸0, 𝐸1, . . . , 𝐸𝑚−1} on maksimissaan 𝑑2 lineaarisesti riippu-
matonta alkiota. Erityisesti on olemassa tämän tensoriavaruuden kanta {𝐹0, 𝐹1, . . . ,
𝐹𝑑2−1}, siten että 𝐸𝑖 =

∑︁𝑑2−1
𝑗=0 𝑢𝑖, 𝑗𝐹𝑗 , missä 𝑢𝑖, 𝑗 on 𝑑 × 𝑑 unitaarisen matriisin alkio.

Nyt lauseen 4.7 nojalla joukko {𝐹0, 𝐹1, . . . 𝐹𝑑2−1} määrää kuvauksen 𝑓 . □

Nyt on löydetty keinot esittää yhdistetyn systeemin käymä aikaevoluutio sekä,
miten rajata ulkoisen systeemin dimensiot. Seuraavaksi annetaan esimerkki kvant-
tioperaatiosta, joka kuvaa ulkoisen systeemin tuottamaa häiriötä tarkasteltavaan sys-
teemiin.

Esimerkki 4.9. Olkoon 𝑓 kvanttioperaatio, jonka määräävät operaattorit

𝐸0 =

[︃√
𝑝 0

0 √
𝑝

]︃
, 𝐸1 =

[︃√︁
1 − 𝑝 0
0 −

√︁
1 − 𝑝

]︃
,

missä 𝑝 ∈ [0, 1]. Näin määritettyä kvanttioperaatiota kutsutaan vaiheenkääntökana-
vaksi[21, s.376]. Olkoon kubitti tiheysmatriisin

𝜌 =

[︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︃
määräämässä tilassa. Nyt vaiheenkääntökanavan vaikutus on

𝑓 (𝜌) =
[︃
𝑎(1 − 𝑝) + 𝑎𝑝 −𝑏(1 − 𝑝) + 𝑏𝑝
−𝑐(1 − 𝑝) + 𝑐𝑝 𝑑 (1 − 𝑝) + 𝑑𝑝

]︃
=

[︃
𝑎 2𝑏𝑝 − 𝑏

2𝑐𝑝 − 𝑐 𝑑

]︃
.

Toisin sanoen kanava pitää diagonaalin alkiot samoina, ja vaikuttaa vain tilojen vä-
liseen superpositioon. Erityisesti, kun 𝑝 = 1

2 , tiheysmatriisi on diagonaalimatriisi.
Mutta miten käyttäytyy kahden kubitin systeemi, jossa toiseen vaikuttaa vaiheen-
kääntökanava? Olkoon rekisteri 𝑄2 tiheysmatriisin

𝜌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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tilassa, joka on puhdas tila. Oletetaan nyt, että ensimmäiseen kubittiin vaikuttaa vain
identiteettioperaattori, eli toisin sanoen se pysyy samassa tilassa, ja toiseen kubittiin
vaikuttaa vaiheenkääntö kanava, jolla 𝑝 = 1

4 . Nyt

(𝐼 ⊗ 𝑓 ) (𝜌𝐵) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓

(︃ [︃ 1
4

1
4

1
4

1
4

]︃ )︃
𝑓

(︃ [︃ 1
4

1
4

1
4

1
4

]︃ )︃
𝑓

(︃ [︃ 1
4

1
4

1
4

1
4

]︃ )︃
𝑓

(︃ [︃ 1
4

1
4

1
4

1
4

]︃ )︃⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

1
8

1
4

1
8

1
8

1
4

1
8

1
4

1
4

1
8

1
4

1
8

1
8

1
4

1
8

1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
joka ei ole puhdas tila, nimittäin Tr( 𝑓 (𝜌)2) = 5

8 ≠ 1. Lisäksi

𝑓 (𝜌) =
[︃ 1

2
1
2

1
2

1
2

]︃
⊗

[︃ 1
2

1
4

1
4

1
2

]︃
,

eli ensimmäinen kubitti on puhtaassa tilassa, mutta toisen kubitin tilojen superpositio
on vähentynyt ja tila ei enää ole puhdas.

4.2 Entropia

Nyt tiedetään miten kuvata häiriön vaikutusta kvanttilaskentaan. Mutta miten määri-
tetään aiheutuneen häiriön määrä? Tiedetään, että mikäli kvanttilaskennan systeemin
redusoitu tiheysmatriisi on laskennan jälkeen puhtaassa tilassa, se voidaan kuvata
ilman ulkoista systeemiä. Toisaalta jos matriisi kuvaa sekoitettua tilaa, niin tiedetään
että ulkoinen systeemi on vaikutuksessa kvanttilaskennan systeemiin.

Nyt tarvittaisiin jokin mittari kuvaamaan tämän vaikutuksen määrää. Haluttai-
siin, että kun tila olisi täysin sekoittunut ulkoisen tilan kanssa, niin mittari antaisi
korkeimman arvonsa, ja toisaalta kun kyseessä olisi puhdas tila, niin mittarin tulos
olisi 0.

Tiedetään, että

𝑒𝑧 =

∞∑︁
𝑖=0

𝑧𝑖

𝑖!
.

Palautetaan lisäksi mieleen, että positiivinen operaattori 𝐴 voidaan esittää muodossa
𝑉𝐷𝑉†, missä

𝐷 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |

ja matriisin 𝑉 kolumnit vastaavat matriisin 𝐴 ominaisvektoreita järjestyksessä. Li-

62



säksi

𝐴𝑘 =

(︂
𝑉𝐷𝑉†

)︂ 𝑘
= (𝑉𝐷𝑉†) (𝑉𝐷𝑉†) . . . (𝑉𝐷𝑉†)

= 𝑉

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑘𝑖 ( |𝑖⟩ ⟨𝑖 |)𝑘
)︂
𝑉†

= 𝑉

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑘𝑖 ( |𝑖⟩ ⟨𝑖 | |𝑖⟩ ⟨𝑖 | . . . |𝑖⟩ ⟨𝑖 |
)︂
𝑉†

= 𝑉

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑘𝑖 ( |𝑖⟩ ⟨𝑖 |)
)︂
𝑉†,

joten

∞∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖

𝑖!
= 𝑉

∞∑︁
𝑖=0

(︂∑︁𝑛−1
𝑗=0 𝜆 𝑗 | 𝑗⟩ ⟨ 𝑗 |

)︂ 𝑖
𝑖!

𝑉† = 𝑉
(︂ ∞∑︁
𝑖=0

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜆𝑖
𝑗

𝑖!
| 𝑗⟩ ⟨ 𝑗 |

)︂
𝑉†,

eli

𝑒𝐴 = 𝑉

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |
)︂
𝑉†.

Näin saadaan luonnollinen tapa määritellä logaritmi positiiviselle operaattorille.

Määritelmä 4.10. [11, s.18] Olkoon 𝐴 = 𝑉𝐷𝑉−1 positiivinen operaattori. Operaat-
torin eksponentiaali määritellään

𝑒𝐴 ≡= 𝑉
(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |
)︂
𝑉†.

Jos 𝑒𝐴 = 𝐵, niin merkitään ln(𝐵) = 𝐴.

Huomautus. Positiivisella operaattorilla eksponentiaali on yksikäsitteinen, nimittäin
tämän ominaisvektorit, jotka siis muodostavat matriisit 𝑉 ja 𝑉† ovat yksikäsitteiset,
ja jokaisella sen ominaisarvolla 𝜆𝑖 pätee 𝜆𝑖 ∈ ℝ\]0,∞[.

Palautetaan mieleen, että log 0𝑛𝑧 = ln 𝑧
ln 𝑛 , joten samoin positiivisille operaattoreil-

le voidaan määritellä muun kantaisia logaritmeja. Merkitään binääristä logaritmia
merkinnällä lb.

Määritelmä 4.11. [21, s.510] Olkoon 𝐴 kvanttimekaaninen systeemi joka on ti-
heysmatriisin 𝜌 määräämässä tilassa. Tällöin systeemin 𝐴 von Neumannin entropia
on

𝑆 (𝜌) = −Tr(𝜌 lb 𝜌) = −
∑︁
𝑖

𝜆𝑖 lb𝜆𝑖,

missä siis alkiot 𝜆𝑖 ovat matriisin 𝜌 ominaisarvoja.
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Vastaisuudessa tekstissä puhuttaessa entropiasta, tarkoitetaan nimenomaan von
Neumannin entropiaa. Lisäksi määritellään 𝑎 lb 0 = +∞, kun 𝑎 > 0 [21, s.504] ja
0 lb 0 = 0 [21, s.510].

Esimerkki 4.12. Olkoon kvanttimekaaninen systeemi 𝐴 tilassa

|𝜙⟩ =
√︂

1
3
|0⟩ −

√︂
2
3
|1⟩ .

Huomataan, että tämä on puhdas tila ja tätä vastaava tiheysmatriisi on

𝜌 ≡
[︄

1
3

−𝑖
√

2
3

𝑖
√

2
3

2
3

]︄
.

Tämän ominaisarvot ovat 1 ja 0, joten 𝑆 (𝜌) = − (1 lb 1 + 0 lb 0) = 0.

Esimerkki 4.13. Olkoon kvanttimekaaninen systeemi 𝐴 tilassa, jonka tiheysmatriisi
on

𝜌 ≡
[︃ 1

2 0
0 1

2

]︃
.

Huomataan tämän olevan sekoitettu tila, sillä 𝜌2 ≠ 𝜌. Tämän ominaisarvot ovat 1
2 ja

1
2 . Täten 𝑆 (𝜌) = −2

(︂
1
2 lb 1

2

)︂
= 1.

Mutta täyttääkö tämä tarvitut ehdot?

Lause 4.14. [21, vrt s.513] Olkoon 𝐴 𝑑-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi ti-
heysmatriisin 𝜌 määräämässä tilassa. Tällöin

1. 𝑆 (𝜌) ≥ 0.

2. 𝑆 (𝜌) = 0, jos ja vain jos 𝜌 on puhdas tila.

3. 𝑆 (𝜌) ≤ lb 𝑑.

Todistus. 1. Tiheysmatriisin ominaisarvot ovat välillä [0, 1], koska se on positii-
vinen operaattori, ja Tr(𝜌) = 1, joten

∑︁
𝑖 𝜆𝑖 = 1, eli 𝜆𝑖 lb𝜆𝑖 ≤ 0 kaikilla 𝑖, joten

−∑︁
𝑖 𝜆𝑖 lb𝜆𝑖 ≥ 0.

2. Oletetaan, että 𝑆 (𝜌) = 0. Tällöin edellisen nojalla 𝜆𝑖 lb𝜆𝑖 = 0 kaikilla 𝑖, joten
jokainen ominaisarvo on 0 tai 1. Toisaalta, koska kyseessä on tiheysmatriisi,
täytyy päteä Tr(𝜌) =

∑︁
𝑖 𝜆𝑖 = 1, joten yksi ominaisarvo saa arvon 1 ja loput

arvon 0, joten kyseessä on puhdas tila. Oletetaan seuraavaksi, että 𝜌 on puhdas
tila. Nyt, koska kyseessä on tiheysmatriisi, on yksi ominaisarvo 1 ja loput 0.
Tämän nojalla

∑︁
𝑖 𝜆𝑖 lb𝜆𝑖 = 0, eli 𝑆 (𝜌) = 0, jos ja vain jos 𝜌 on puhdas tila.

3. Huomataan, että −𝑥 lb 𝑥 on kovera, kun 𝑥 ∈ [0, 1], joten 𝑓 ((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≥
(1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥) + 𝑡 𝑓 (𝑦)[6, s.195]. Erityisesti

𝑛 𝑓

(︄∑︁𝑛−1
𝑖=0 𝑥𝑖

𝑛

)︄
≥

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓 (𝑥𝑖),
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toisin sanoen funktion arvo alkioiden keskiarvojen summasta on suurempi
kuin summa funktiosta alkioiden arvoilla. On myös hyvä huomata, että jos
𝑔 ja ℎ ovat koveria funktioita, niin samoin on ℎ + 𝑔. Nyt huomataan että,
koska ominaisarvojen summa on 1 ja ne ovat välillä [0, 1], voidaan jokainen
ominaisarvo ilmaista muodossa 𝜆𝑖 = 𝑎𝑖

𝑑
. Lisäksi, koska ominaisarvoja on 𝑑

kappaletta on näiden keskiarvo 1
𝑑
. Nyt yhdistämällä tämä kaikki, saadaan

−
𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖 lb𝜆𝑖 = −
𝑑−1∑︁
𝑖=0

(︂ 𝑎𝑖
𝑑

)︂
lb

(︂ 𝑎𝑖
𝑑

)︂
≤ −

𝑑−1∑︁
𝑖=0

(︃
1
𝑑

)︃
lb

(︃
1
𝑑

)︃
= − lb

(︃
1
𝑑

)︃
= lb 𝑑.

□

Huomautus. [21, s.510] Jos 𝑆 (𝜌) = lb (𝑑), kutsutaan tiheysmatriisin 𝜌 määräämää
tilaa maksimaalisesti sekoittuneeksi tilaksi.

Huomataan siis, että entropian voidaan ajatella kuvaavan epävarmuutta systeemin
täsmällisestä tilasta; mitä suurempi entropia, sitä epävarmemmin voidaan sanoa mikä
on systeemin tilavektori [21, s.500, 510].

Toisaalta tämä antaa myös kiinnostavan havainnon lomittuneisuudesta [21, s.514].
Nimittäin olkoon kvanttisysteemi esimerkin 2.7 tilassa, jonka tiedetään olevan lo-
mittunut tila. Toisaalta kyseessä on myöskin puhdas tila, joten systeemin entropia on
0. Mutta tiedetään, että erottamalla systeemi kahdeksi osaksi, osien tiheysmatriisit
eivät kuvaa puhtaita tiloja, joten niiden entropiat ovat suurempia kuin nolla! Koko
systeemin tila voidaan siis sanoa ilman epävarmuutta, mutta yksittäisen osan tilaa ei
voida sanoa ilman epävarmuutta.

Miten entropia käyttäytyy unitaaristen operaattoreiden kanssa?

Lause 4.15. [1, vrt s.3] Olkoon 𝐴 𝑑-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi tiheys-
matriisin 𝜌 määräämässä tilassa ja𝑈 unitaarinen operaattori systeemille 𝐴. Tällöin
𝑆(𝜌) = 𝑆(𝑈𝜌𝑈†).

Todistus. Huomataan, että

(𝑈𝜌𝑈†)𝑘 = 𝑈𝜌𝑈†𝑈𝜌𝑈† . . . 𝑈𝜌𝑈† = 𝑈𝜌𝑘𝑈†.

Nyt menettelemällä samoin kuin positiivisen operaattorin kanssa, saadaan

𝑒𝑈𝜌𝑈
†
= 𝑊

(︄
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒𝜆𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |
)︄
𝑊†,

missä𝑊 = 𝑈𝑉 . □
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Kuinka lähellä kahden tilan entropiat ovat toisiaan? Halutaan, että tämä tilojen
välinen entropia olisi 0, jos ja vain jos tilat ovat samat, mutta toisaalta kasvaisi mitä
enemmän tilat eroavat toisistaan.

Määritelmä 4.16. [21, s.511] Olkoot 𝐴 ja 𝐵 𝑑-ulotteisia kvanttimekaanisia sys-
teemejä tiheysmatriisien 𝜌𝐴 ja 𝜌𝐵 määräämissä tiloissa. Tällöin tilojen suhteellinen
entropia on

𝑆 (𝜌𝐴 ∥ 𝜌𝐵) = Tr(𝜌𝐴 lb 𝜌𝐴) − Tr(𝜌𝐴 lb 𝜌𝐵).

Huomautus. Koska matriisin jälki on lineaarinen [21, s.75], saadaan suhteellinen
entropia muotoon

𝑆 (𝜌𝐴 ∥ 𝜌𝐵) = Tr(𝜌𝐴 lb 𝜌𝐴 − 𝜌𝐴 lb 𝜌𝐵) = Tr(𝜌𝐴 (lb 𝜌𝐴 − lb 𝜌𝐵)).

Yhtälöstä huomataan, että tilojen suhteellinen entropia on 0, jos ja vain jos 𝜌𝐴 = 𝜌𝐵,
nimittäin kummatkin ovat positiivisia operaattoreita, joten niiden ominaisarvot ovat
nollaa suurempia reaalilukuja.

Lause 4.17. [4, vrt s. 3] Olkoon 𝐴 𝑑-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi ti-
heysmatriisin 𝜌 määräämässä tilassa. Merkitään tiheysmatriisin diagonaalia 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔
Tällöin

𝑆
(︁
𝜌 ∥ 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔

)︁
= 𝑆(𝜌) − 𝑆(𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔).

Todistus. Merkitään matriisin 𝜌 alkiota indeksillä 𝑖, 𝑗 merkinnällä 𝑎𝑖, 𝑗 . Huomataan,
että matriisin 𝜌 lb 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔 diagonaalin alkio indeksillä 𝑘, 𝑘 on alkio

𝑎0,𝑘0 + 𝑎1,𝑘0 + · · · + 𝑎𝑘−1,𝑘0 + 𝑎𝑘,𝑘 lb 𝑎𝑘,𝑘 + 𝑎𝑘+1,𝑘0 + · · · + 𝑎𝑘,𝑘0 = 𝑎𝑘,𝑘 lb 𝑎𝑘,𝑘 .

Nyt siis

Tr(𝜌 lb 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔) =
𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖,𝑖 lb 𝑎𝑖,𝑖 = Tr(𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔 lb 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔) = −𝑆(𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔).

Siis
𝑆

(︁
𝜌 ∥ 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔

)︁
= Tr(𝜌 lb 𝜌) − Tr(𝜌 lb 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔) = 𝑆(𝜌) − 𝑆(𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔).

□

Lause 4.18. [1, vrt s.3] Olkoon 𝐴 𝑑-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi ja olkoon
𝑝𝑖 ∈ ℝ+, siten että 𝑝𝑖 on mahdollisuus havaita systeemi 𝐴 tilasta 𝜌𝑖 ja∑︁

𝑖

𝑝𝑖 = 1.

Tällöin ∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝑆
(︁
𝜌𝑖 ∥ 𝜌𝑖,𝑑𝑖𝑎𝑔

)︁
≥ 𝑆

(︄∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝜌𝑖

∥︁∥︁∥︁∥︁∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝜌𝑖,𝑑𝑖𝑎𝑔

)︄
.

Todistus. Käydään lähteessä [18, s.113]. □
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4.3 Koherenssi resurssina

Nyt on esitelty tarvittavat työkalut rakentamaan resurssiteoriaa koherenssille, jonka
voidaan ajatella kuvaavan, kuinka hyvin kvanttitilojen vaihe-erot voidaan erottaa toi-
sistaan superpositiossa: mitä korkeampi tarkasteltavan systeemin koherenssi on, sitä
vähemmän se on sekoittunut ulkoisen systeemin kanssa, ja sitä helpommin super-
position vaihe-erot voidaan erottaa toisistaan. Mutta miten määritellään koherentti
tila? Aloitetaan luontevasti määrittelemällä tilat, jotka selvästi eivät ole koherentteja.
Luonnollinen kandidaatti näille ovat sekoittuneet tilat [4, s. 1].

Määritelmä 4.19. [4, vrt s. 1-2] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri. Tilaa, jota kuvaa tihe-
ysoperaattori, joka on muotoa

𝜌 =

2𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 | ,

kutsutaan epäkoherentiksi tilaksi. Rekisterin𝑄𝑛 epäkoherenttien tilojen joukkoa mer-
kitään I𝑛.

Huomautus. On hyvä huomata, että mikäli tiheysoperaattorin diagonaalilla yksi alkio
on 1 ja muut 0, niin tiheysmatriisi esittää jotakin rekisterin perustilaa. Toisin sanoen,
jos rekisteri on perustilassa, ja näin ollen ikään kuin vastaa klassista bittĳonoa,
lasketaan sen kuuluvan epäkoherentteihin tiloihin.

Esimerkki 4.20. Olkoon 𝐴 kahden kubitin järjestelmä. Nyt tiheysmatriisin

𝜌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
määräämä tila on selvästi puhdas, mutta myös diagonaalimatriisi, joten sitä vastaava
tila on epäkoherentti. Toisaalta

𝜌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
on myös puhdas tila, mutta selvästi ei epäkoherentti. Näistä huomataan, että puhdas
tila ei ole välttämättä koherentti, eikä epäkoherentti.

Esimerkki 4.21. Olkoon 𝐴 kahden kubitin järjestelmä. Nyt tiheysmatriisin

𝜌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4 0 0 0
0 1

4 0 0
0 0 1

4 0
0 0 0 1

4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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määräämä tila ei selvästi ole puhdas, mutta myös diagonaalimatriisi, joten sitä vas-
taava tila on epäkoherentti. Toisaalta

𝜌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

1
8 0 0

1
8

1
4

1
8 0

0 1
8

1
4

1
8

0 0 1
8

1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ei selvästi ole epäkoherentti tila ja lisäksi Tr(𝜌2) = 11

32 ≠ 1, joten kyseessä ei ole
puhdas tila. Näistä huomataan, että sekoittunut tila ei ole välttämättä epäkoherentti.

Yllä olevista esimerkeistä huomataan, että puhtaiden ja epäpuhtaiden sekä kohe-
renttien ja epäkoherenttien välillä ei ole suoraa yhteyttä.

Määritelmästä 4.19 voitaisiin päätellä koherenteiksi tiloiksi kaikki rekisterin puh-
taat tilat, joissa esiintyy superpositiota. Toisaalta resurssien näkökulmasta on parempi
määritellä "koherentein" tila, jota voitaisiin käyttää yhtenä yksikkönä koherenssia.

Määritelmä 4.22. [4, vrt s. 2] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri. Tilaa

|𝜔𝑛⟩ =
1

√
2𝑛

2𝑛−1∑︁
0

|𝑖⟩

kutsutaan maksimaalisesti koherentiksi tilaksi.

Mitä operaatioita voidaan tiloilla tehdä? Luonnollisesti halutaan, että epäkohe-
rentilla operaatiolla, jossa ei käytetä koherenttia tilaa, ei voida luoda koherenssia. Li-
säksi halutaan, että epäkoherentilla operaatiolla, jossa käytetään yksi maksimaalisen
koherentti tila, voidaan luoda mikä tahansa muu tila.

Määritelmä 4.23 ([4, vrt s. 2], [10, s. 2]). Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja olkoon
{𝐸0, . . . , 𝐸𝑚} joukko operattoreita 𝐸𝑖 : D𝑄𝑛

→ D𝑄𝑛
, joka määrää kvanttioperaatto-

rin 𝑓 , ja joilla pätee
𝐸𝑖𝜌𝐸

†
𝑖

Tr(𝐸𝑖𝜌𝐸†
𝑖
)
∈ I

jokaisella 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, kun 𝜌 ∈ I. Tällöin kvanttioperaattorin 𝑓 sanotaan olevan
epäkoherentti operaatio. Rekisterin kaikkia epäkoherenttejä operaatioita merkitään
E𝑄𝑛

.

Selvästi, näin määriteltynä epäkoherentilla operaatioilla ei voida luoda koherent-
tia tilaa epäkoherentista tilasta, nimittäin jokaisella epäkoherentin operaation mää-
rittävällä operaattorilla pätee 𝐸𝑖𝜌𝐸†

𝑖
∈ I jokaisella 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, kun 𝜌 ∈ I, joten

𝑓 (𝜌) ∈ I.
On myös hyvä huomata, että on olemassa unitaarisia operaatioita, jotka eivät ole

epäkoherentteja.

Esimerkki 4.24. Portti𝐻 ei ole epäkoherentti operaatio. Olkoon 𝐴 ∈ I tiheysmatriisi
rekisterille 𝑄2, eli

𝐴 =

[︃
𝑎 0
0 𝑏

]︃
.
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Tiedetään, että 𝐻 on unitaarinen, joten 𝐻𝐻† = 𝐼. Toisaalta

𝐻

[︃
𝑎 0
0 𝑏

]︃
𝐻† =

[︃
𝑎+𝑏

2
𝑎−𝑏

2
𝑎−𝑏

2
𝑎+𝑏

2

]︃
∉ I,

kun 𝑎 ≠ 𝑏.

Toisaalta on unitaarisia operaatioita, jotka ovat epäkoherentteja.

Esimerkki 4.25. Portti 𝐶𝑁𝑂𝑇 on epäkoherentti operaatio. Olkoon 𝐴 ∈ I tiheys-
matriisi rekisterille 𝑄4, eli

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 0 0 0
0 𝑏 0 0
0 0 𝑐 0
0 0 0 𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Tiedetään, että 𝐶𝑁𝑂𝑇 on unitaarinen, joten (𝐶𝑁𝑂𝑇) (𝐶𝑁𝑂𝑇)† = 𝐼. Toisaalta

𝐶𝑁𝑂𝑇

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 0 0 0
0 𝑏 0 0
0 0 𝑐 0
0 0 0 𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝐶𝑁𝑂𝑇
† =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 0 0 0
0 𝑏 0 0
0 0 𝑑 0
0 0 0 𝑐

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ I.

Onko mahdollista luoda mikä tahansa muu rekisterin tila yhdestä maksimaalisen
koherentista tilasta käyttämällä näin määriteltyjä epäkoherentteja operaatioita?

Lause 4.26. [4, s. 2, 5] Olkoon𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja olkoonD𝑄𝑛
joukko tämän tihey-

soperaattoreita. Tällöin jokaisella 𝜌 ∈ D𝑄𝑛
on olemassa rekisterin𝑄𝑛 epäkoherentti

operaatio 𝑓𝜌, jolla pätee
𝑓𝜌 ( |𝜔𝑛⟩ ⟨𝜔𝑛 |) = 𝜌.

Todistus. [4, s. 5-6] Olkoon {𝐸0, . . . , 𝐸𝑛} joukko epäkoherentteja operaattoreita

𝐸 𝑗 =

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 |𝑖⟩
⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁ ,
jotka määräävät kvanttioperaation 𝑓 , missä siis

|︁|︁𝑚𝑖+ 𝑗−1
⟩︁

on rekisterin luonnollisen
kannan kantavektori, jonka muut alkiot ovat nollia, paitsi indeksillä𝑚𝑘 = 𝑘 (mod 𝑑)
oleva alkio, joka on 1, ja 𝑎𝑖 ∈ ℂ,

∑︁𝑑−1
𝑖=0 |𝑎𝑖 |2 = 1. Nyt

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝐸
†
𝑖
𝐸𝑖 =

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑗=0

|𝑎 𝑗 |2
|︁|︁𝑚 𝑗+𝑖−1

⟩︁ ⟨︁
𝑚 𝑗+𝑖−1

|︁|︁ = 𝑑−1∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖 |2𝐼 = 𝐼 .

Olkoon 𝜌 ∈ I. Nyt

𝐸 𝑗 𝜌𝐸
†
𝑗
=

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 |𝑖⟩
⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁ 𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘 |
𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑎∗𝑙
|︁|︁𝑚𝑙+ 𝑗−1

⟩︁
⟨𝑙 |

=

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑏𝑘𝑎𝑖𝑎
∗
𝑙

⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁ |𝑘⟩ ⟨𝑘 | |︁|︁𝑚𝑙+ 𝑗−1
⟩︁
|𝑖⟩ ⟨𝑙 | ,
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mistä huomataan, että jos 𝑚𝑖+ 𝑗−1 ≠ 𝑘 tai 𝑚𝑙+ 𝑗−1 ≠ 𝑘 , niin näiden indeksien vektorei-
den sisätulo on 0. Lisäksi huomataan, että indeksit joilla kumpikaan ei ole nolla ovat
𝑚𝑖+ 𝑗−1 = 𝑚𝑙+ 𝑗−1 = 𝑘 , eli edellinen lauseke saadaan muotoon

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖+ 𝑗−1 |𝑎𝑖 |2 |𝑖⟩ ⟨𝑖 | ∈ I,

joten kyseessä on epäkoherentti kvanttioperaatio. Olkoon |𝜔𝑑⟩ rekisterin maksimaa-
lisen koherentti tila. Nyt

𝐸 𝑗 |𝜔𝑑⟩ =
𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 |𝑖⟩
⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁ 𝑑−1∑︁
𝑘=0

1
√
𝑑
|𝑘⟩ =

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖√
𝑑
|𝑖⟩ ,

joten

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑘
=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖√
𝑑
|𝑖⟩

𝑑−1∑︁
𝑗=0

𝑎∗
𝑗√
𝑑
⟨ 𝑗 |

=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖𝑎
∗
𝑗

𝑑
|𝑖⟩ ⟨ 𝑗 | .

Merkitään

𝜎 =

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖𝑎
∗
𝑗

𝑑
|𝑖⟩ ⟨ 𝑗 |

Nyt

Tr(𝜎) =
𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑎
∗
𝑖

𝑑
=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑎
∗
𝑘 = 1.

Lisäksi huomataan, että

𝜎2 =

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑘

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝐸𝑖 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑖

=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑘
𝐸𝑖 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†

𝑖

=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 |
𝑑−1∑︁
𝑗=0
𝑎 𝑗 | 𝑗⟩

⟨︁
𝑚 𝑗+𝑘−1

|︁|︁ 𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑎𝑙 |𝑚𝑙+𝑖−1⟩ ⟨𝑙 | |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑖

=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 |
𝑑−1∑︁
𝑗=0

|𝑎 𝑗 |2
|︁|︁𝑚 𝑗+𝑘−1

⟩︁ ⟨︁
𝑚 𝑗+𝑘−1

|︁|︁ |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑘

=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ 𝐼 ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑘

=

𝑑−1∑︁
𝑘=0

𝐸𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑘
,
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joten Tr(𝜎2) = 1, eli mikä tahansa puhdas tila voidaan luoda määrittelemällä sopivat
arvot muuttujille.

Olkoon nyt𝜎 =
∑︁
𝑘 𝑎𝑘 |𝜃𝑘⟩ ⟨𝜃𝑘 | , jokin rekisterin sekoitettu tila, missä siis 𝑎𝑘 ≥ 0,∑︁

𝑘 𝑎𝑘 = 1 ja |𝜃𝑘⟩ =
∑︁
𝑖 𝑏𝑖,𝑘 |𝑖⟩, 𝑏𝑖,𝑘 ∈ ℂ,

∑︁
𝑖 |𝑏𝑖,𝑘 |2 = 1. Asetetaan nyt

𝐸 𝑗 ,𝑘 =
√
𝑎𝑘

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖,𝑘 |𝑖⟩
⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁ .
Taas huomataan, että

𝑑−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑘

𝐸
†
𝑖,𝑘
𝐸𝑖,𝑘 =

𝑑−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑘

𝑎𝑘

𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑏∗𝑙,𝑘 |𝑚𝑙+𝑖−1⟩ ⟨𝑙 |
𝑑−1∑︁
𝑟=0

𝑏𝑟,𝑘 |𝑟⟩ ⟨𝑚𝑟+𝑖−1 |

=

𝑑−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑘

𝑎𝑘

𝑑−1∑︁
𝑙=0

|𝑏𝑙,𝑘 |2 |𝑚𝑙+𝑖−1⟩ ⟨𝑚𝑙+𝑖−1 |

=

𝑑−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑘

𝑎𝑘

𝑑−1∑︁
𝑙=0

|𝑏𝑙,𝑘 |2 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |

=

𝑑−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑘

𝑎𝑘 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |

=

𝑑−1∑︁
𝑖=0

|𝑖⟩ ⟨𝑖 |

= 𝐼 .

Samoin huomataan, että operaattorit 𝐸 𝑗 ,𝑘 ovat epäkoherentteja, nimittäin olkoon
𝜌 ∈ I, eli 𝜌 =

∑︁𝑑−1
𝑖=0 𝑐𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |. Nyt

𝐸 𝑗 ,𝑘𝜌𝐸
†
𝑗 ,𝑘

=
√
𝑎𝑘

𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑏𝑙,𝑘 |𝑙⟩
⟨︁
𝑚𝑙+ 𝑗−1

|︁|︁ 𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖 |
√
𝑎𝑘

∗
𝑑−1∑︁
𝑟=0

𝑏∗𝑟,𝑘
|︁|︁𝑚𝑟+ 𝑗−1

⟩︁
⟨𝑟 |

= |𝑎𝑘 |
𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑟=0

𝑐𝑖𝑏𝑙,𝑘𝑏
∗
𝑟,𝑘

⟨︁
𝑚𝑙+ 𝑗−1

|︁|︁ |𝑖⟩ ⟨𝑖 | |︁|︁𝑚𝑟+ 𝑗−1
⟩︁
|𝑙⟩ ⟨𝑟 |

= |𝑎𝑘 |
𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖 |𝑏𝑖,𝑘 |2 |𝑖⟩ ⟨𝑖 | ∈ I.

Lisäksi nyt∑︁
𝑘

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐸 𝑗 ,𝑘 |𝜔𝑑⟩ ⟨𝜔𝑑 | 𝐸†
𝑗 ,𝑘

=
∑︁
𝑘

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖,𝑘 |𝑖⟩
⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁ 𝑑−1∑︁
𝑟=0

√
𝑎𝑘√
𝑑

|𝑟⟩
𝑑−1∑︁
ℎ=0

⟨ℎ |
√
𝑎𝑘

∗

√
𝑑
∗

𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑏∗𝑙,𝑘 |𝑙⟩
⟨︁
𝑚𝑙+ 𝑗−1

|︁|︁
=
∑︁
𝑘

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑟=0

𝑑−1∑︁
ℎ=0

𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘

𝑑
𝑏𝑖,𝑘𝑏

∗
𝑙,𝑘

⟨︁
𝑚𝑖+ 𝑗−1

|︁|︁𝑟⟩︁ ⟨ℎ|𝑙⟩ |𝑖⟩ ⟨︁
𝑚𝑙+ 𝑗−1

|︁|︁
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=
∑︁
𝑘

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑘

𝑑

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑏𝑖,𝑘𝑏
∗
𝑙,𝑘 |𝑖⟩

⟨︁
𝑚𝑙+ 𝑗−1

|︁|︁
=
∑︁
𝑘

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑘

𝑑

𝑑−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖,𝑘 |𝑖⟩
𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝑏∗𝑙,𝑘 ⟨𝑙 |

=
∑︁
𝑘

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑘

𝑑
|𝜃𝑘⟩ ⟨𝜃𝑘 |

=
∑︁
𝑘

𝑎𝑘 |𝜃𝑘⟩ ⟨𝜃𝑘 |

=𝜎,

eli myös mikä tahansa sekoitettu tila voidaan luoda maksimaalisen koherentista ti-
lasta, joten mikä tahansa rekisterin tila voidaan luoda maksimaalisen koherentista
tilasta □

Mutta voidaanko näillä luoda mikä tahansa koherentti operaatio? Palautetaan
mieleen universaalien kvanttiporttien todistuksesta, että mikäli voidaan luoda mikä
tahansa yhden kubitin portti, voidaan luoda mikä tahansa kvanttiportti. Nimittäin
tiedetään, että 𝐶𝑁𝑂𝑇-portti ja joukko, jossa on jokainen yhden kubitin portti on
universaali ja 𝐶𝑁𝑂𝑇-portti on epäkoherentti.

Lause 4.27. [4, s. 2, 6] Olkoon 𝐴 = 𝑄2 kvanttirekisteri ja olkoonD𝑄2 tämän kaikkien
tiheysmatriisien joukko. Olkoon |𝜔⟩ = 1√

2
|0⟩ + 1√

2
|1⟩. Merkitään 𝐵 = 𝐴⊗𝜔. Tällöin

jokaisella unitaarisella operaattorilla 𝑈 : D𝑄2 → D𝑄2 on olemassa epäkoherentti
operaatio 𝑓 : D𝐵 → D𝐵, jolla pätee jokaisella 𝜌𝐵 ∈ D

𝑓 (𝜌𝐵)𝐴 = 𝑈𝜌𝑄2𝑈
†,

missä 𝜌𝑄2 ∈ D𝑄2 .

Todistus. [4, s.6] Olkoon rekisteri 𝐴 tilassa |𝜙⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩. Huomataan, että 𝑈
voidaan esittää muodossa

𝑈 ≡
[︃
𝑢00 𝑢01
𝑢10 𝑢11

]︃
.

Nyt

𝑈 |𝜙⟩ ⟨𝜙 |𝑈† = 𝑈

[︃
𝑎𝑎∗ 𝑎𝑏∗

𝑎∗𝑏 𝑏𝑏∗

]︃
𝑈†

= (𝑎𝑢00 + 𝑏𝑢01) (𝑎∗𝑢∗00 + 𝑏
∗𝑢∗01) |0⟩ ⟨0|

+ (𝑎𝑢10 + 𝑏𝑢11) (𝑎∗𝑢∗10 + 𝑏
∗𝑢∗11) |1⟩ ⟨1|

+ (𝑎∗𝑢∗00 + 𝑏
∗𝑢∗01) (𝑏𝑢11 + 𝑎𝑢10) |1⟩ ⟨0|

+ (𝑎𝑢00 + 𝑏𝑢01) (𝑏∗𝑢∗11 + 𝑎
∗𝑢∗10) ( |0⟩ ⟨1| .

Olkoon nyt

𝐸0 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00 0 𝑢01 0
0 0 0 0
0 𝑢10 0 𝑢11
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
72



ja

𝐸1 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 𝑢00 0 𝑢01
0 0 0 0
𝑢10 0 𝑢11 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Nyt

𝐸
†
0𝐸0 + 𝐸†

1𝐸1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00𝑢

∗
00 + 𝑢10𝑢

∗
10 0 𝑢∗00𝑢01 + 𝑢11𝑢

∗
10 0

0 𝑢00𝑢
∗
00 + 𝑢10𝑢

∗
10 0 𝑢∗00𝑢01 + 𝑢11𝑢

∗
10

𝑢00𝑢
∗
01 + 𝑢

∗
11𝑢10 0 𝑢01𝑢

∗
01 + 𝑢11𝑢

∗
11 0

0 𝑢00𝑢
∗
01 + 𝑢

∗
11𝑢10 0 𝑢01𝑢

∗
01 + 𝑢11𝑢

∗
11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Nyt koska𝑈 on unitaarinen ja

𝑈†𝑈 =

[︃
𝑢00𝑢

∗
00 + 𝑢10𝑢

∗
10 𝑢∗00𝑢01 + 𝑢11𝑢

∗
10

𝑢00𝑢
∗
01 + 𝑢

∗
11𝑢10 𝑢01𝑢

∗
01 + 𝑢11𝑢

∗
11

]︃
= 𝐼,

huomataan, että 𝐸†
0𝐸0 + 𝐸†

1𝐸1 = 𝐼. Olkoon 𝜌 ∈ I

𝐸0𝜌𝐸
†
0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00 0 𝑢01 0
0 0 0 0
0 𝑢10 0 𝑢11
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 0 0 0
0 𝑏 0 0
0 0 𝑐 0
0 0 0 𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00 0 𝑢01 0
0 0 0 0
0 𝑢10 0 𝑢11
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
†

(4.1)

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00𝑎𝑢

∗
00 + 𝑢01𝑐𝑢

∗
01 0 0 0

0 0 0 0
0 0 𝑢11𝑑𝑢

∗
11 + 𝑢10𝑏𝑢

∗
10 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ I.(4.2)

Vastaava tarkastelu voidaan tehdä operaattorilla 𝐸1. Merkitään |𝜓⟩ = |𝜙⟩ ⊗ |𝜔2⟩. Nyt

1∑︁
𝑖=0

𝐸𝑖 |𝜓⟩ ⟨𝜓 | 𝐸𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00 0 𝑢01 0
0 0 0 0
0 𝑢10 0 𝑢11
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑏∗

2
𝑏𝑏∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑏∗

2
𝑏𝑏∗

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢00 0 𝑢01 0
0 0 0 0
0 𝑢10 0 𝑢11
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
†

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 𝑢00 0 𝑢01
0 0 0 0
𝑢10 0 𝑢11 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑎∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑎𝑏∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑏∗

2
𝑏𝑏∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑎∗

2
𝑏𝑏∗

2
𝑏𝑏∗

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 𝑢00 0 𝑢01
0 0 0 0
𝑢10 0 𝑢11 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
†

=
1
2
(𝑎𝑢00 + 𝑏𝑢01) (𝑎∗𝑢∗00 + 𝑏

∗𝑢∗01) ( |00⟩ ⟨00| + |01⟩ ⟨01|)

+ 1
2
(𝑎𝑢10 + 𝑏𝑢11) (𝑎∗𝑢∗10 + 𝑏

∗𝑢∗11) ( |10⟩ ⟨10| + |11⟩ ⟨11|)

+ 1
2
(𝑎∗𝑢∗00 + 𝑏

∗𝑢∗01) (𝑏𝑢11 + 𝑎𝑢10) ( |10⟩ ⟨00| + |11⟩ ⟨01|)

+ 1
2
(𝑎𝑢00 + 𝑏𝑢01) (𝑏∗𝑢∗11 + 𝑎

∗𝑢∗10) ( |00⟩ ⟨10| + |01⟩ ⟨11|).
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Palautetaan mieleen, että nyt alkuperäisen rekisterin kubitin tila saadaan ottamalla
redusoitu tiheysmatriisi 𝜌𝐴, joka saadaan ottamalla ne alkiot, joissa toinen kubitti on
samassa tilassa, eli muotoa |𝑖 𝑗⟩ ⟨𝑙 𝑗 |. Nyt saadaan

𝜌𝐴 =
1
2
(𝑎𝑢00 + 𝑏𝑢01) (𝑎∗𝑢∗00 + 𝑏

∗𝑢∗01) ( |0⟩ ⟨0| + |0⟩ ⟨0|)

+ 1
2
(𝑎𝑢10 + 𝑏𝑢11) (𝑎∗𝑢∗10 + 𝑏

∗𝑢∗11) ( |1⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨1|)

+ 1
2
(𝑎∗𝑢∗00 + 𝑏

∗𝑢∗01) (𝑏𝑢11 + 𝑎𝑢10) ( |1⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨0|)

+ 1
2
(𝑎𝑢00 + 𝑏𝑢01) (𝑏∗𝑢∗11 + 𝑎

∗𝑢∗10) ( |0⟩ ⟨1| + |0⟩ ⟨1|)

= 𝑈 |𝜙⟩ ⟨𝜙|𝑈†.

□

Todistuksen nojalla, mikä tahansa kvanttilaskenta voidaan suorittaa epäkoheren-
teilla operaatioilla.

On mielenkiintoista tarkastella operaation vaikutusta rekisterin kubitteihin epä-
koherentisssa tilassa. Otetaan esimerkiksi Hadamard-Walsh -portti. Muodostamalla
porttia vastaavan matriisin lauseen 4.27 todistuksesen mukaisesti, saadaan matriisit

𝐻̂0 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1√
2

0 1√
2

0
0 0 0 0
0 1√

2
0 −1√

2
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐻̂1 ≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 1√

2
0 1√

2
0 0 0 0
1√
2

0 −1√
2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Olkoon 𝑄1 tiheysmatriisin

𝜌𝑄1 ≡
[︃
𝑎 0
0 𝑏

]︃
määräämässä tilassa. Nyt tuomalla systeemiin yksi koherenssikubitti, rekisteri 𝑄2
saadaan tilaan

𝜌𝑄2 = 𝜌𝑄1 ⊗ |𝜔2⟩ ⟨𝜔2 | =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎
2

𝑎
2 0 0

𝑎
2

𝑎
2 0 0

0 0 𝑏
2

𝑏
2

0 0 𝑏
2

𝑏
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Käyttämällä rekisteriin 𝑄2 kumpaakin 𝐻̂ porttia saadaan rekisterin tilaksi

1∑︁
𝑖=0

𝐻̂𝑖𝜌
𝑄2 𝐻̂

†
𝑖 =

1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 + 𝑏 0 𝑎 − 𝑏 0

0 𝑎 + 𝑏 0 𝑎 − 𝑏
𝑎 − 𝑏 0 𝑎 + 𝑏 0

0 𝑎 − 𝑏 0 𝑎 + 𝑏

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

(︃
𝑎 + 𝑏

2

)︃
( |00⟩ ⟨00| + |01⟩ ⟨01|)

+
(︃
𝑎 + 𝑏

2

)︃
( |10⟩ ⟨10| + |11⟩ ⟨11|)
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+
(︃
𝑎 − 𝑏

2

)︃
( |00⟩ ⟨10| + |01⟩ ⟨11|)

+
(︃
𝑎 − 𝑏

2

)︃
( |10⟩ ⟨00| + |11⟩ ⟨01|).

Nyt ottamalla redusoitu tiheysmatriisi 𝜌𝑄1 , eli siis tarkastelemalle alkuperäisen
kubitin tilaa, huomataan oletetusti, että sen tilaa kuvaa tiheysmatriisi

𝜌𝑄1 =

(︃
𝑎 + 𝑏

2

)︃
( |0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1|) +

(︃
𝑎 − 𝑏

2

)︃
( |0⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨0|)[︃

𝑎+𝑏
2

𝑎−𝑏
2

𝑎−𝑏
2

𝑎+𝑏
2

]︃
,

joka siis vastaa 𝐻𝜌𝑄1𝐻†. Toisaalta huomataan, että tämä on puhdas tila, jos ja vain
jos Tr((𝐻̂𝑖𝜌𝑄1 𝐻̂𝑖)2) = Tr(𝐻̂𝑖𝜌𝑄1 𝐻̂𝑖) eli 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑎 + 𝑏, joka on totta vain kun
𝑎 = 1, 𝑏 = 0 tai 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, eli kun alkuperäinen kubitti oli puhtaassa tilassa.
Lisäksi huomataan, että nyt koherenssikubitti on tilassa

𝜌𝜔2 =

(︃
𝑎 + 𝑏

4

)︃
( |0⟩ ⟨0| + |0⟩ ⟨0|) +

(︃
𝑎 + 𝑏

4

)︃
( |1⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨1|)

+
(︃
𝑎 − 𝑏

4

)︃
( |0⟩ ⟨1| + |0⟩ ⟨1|) +

(︃
𝑎 − 𝑏

4

)︃
( |1⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨0|)

=

[︃
𝑎+𝑏

2 0
0 𝑎+𝑏

2

]︃
,

joka on selvästi epäkoherentti tila ja puhdas, vain kun 𝑎 = 1, 𝑏 = 0 tai 𝑎 = 0, 𝑏 = 1.
Toisin sanoen koherenssikubitti on operaation jälkeen puhtaassa tilassa, jos alkupe-
räinen kubitti oli yhdellä perustiloistaan.

Lause 4.28. [17, vrt s. 149] Olkoot 𝐴 kvanttimekaaninen systeemi. Olkoon lisäksi
D𝐴 = {𝜌 | 𝜌 on systeemin 𝐴 tiheysmatriisi} ja olkoon 𝑓 : D𝐴 → D𝐴 kvanttiope-
raattori. Tällöin kaikilla 𝜌0, 𝜌1 ∈ D𝐴 pätee

𝑆( 𝑓 (𝜌0) ∥ 𝑓 (𝜌1)) ≤ 𝑆(𝜌0 ∥ 𝜌1).

Todistus. Käydään lähteessä [17, s.149-151]. □

Seuraavaksi kootaan nämä yhteen, ja annetaan määritelmä koherenssimitalle.

Määritelmä 4.29. [4, s. 2-3] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja olkoon D𝑄𝑛
tämän kaik-

kien tiheysmatriisien joukko. Olkoon 𝜌 ∈ D𝑄𝑛
. Funktio 𝐶 : D𝑄𝑛

→ ℝ on koherens-
simitta rekisterille, jos

1. 𝐶 (𝜌) = 0 jos ja vain jos 𝜌 ∈ I𝑄𝑛
.

2. 𝐶 ( 𝑓 (𝜌)) ≤ 𝐶 (𝜌) kaikilla 𝑓 ∈ E𝑄𝑛
.

3.
∑︁
𝑛 𝑝𝑛𝐶 (𝜌𝑛) ≥ 𝐶 (∑︁𝑛 𝑝𝑛𝜌𝑛), missä 𝑝𝑛 on todennäköisyys havaita rekisteri

tilasta 𝜌𝑛 ja
∑︁
𝑛 𝑝𝑛 = 1.
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Lause 4.30. [4, s. 3] Olkoon 𝑄𝑛 kvanttirekisteri ja olkoon D𝑄𝑛 tämän kaikkien
tiheysmatriisien joukko. Kvanttitilan 𝜌 ∈ D𝑄𝑛 ja tilan diagonaalin 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔 välinen
entropia on koherenssimitta.

Todistus. 1. Tiedetään, että kahden tiheysmatriisin 𝜌𝐴 ja 𝜌𝐵 relatiivinen entropia
on 0, jos ja vain jos 𝜌𝐴 = 𝜌𝐵. Toisin sanoen𝐶 (𝜌) = 0, jos ja vain jos 𝜌 = 𝜌𝑑𝑖𝑎𝑔.

2. Suora seuraus lauseesta 4.28.

3. Suora seuraus lauseesta 4.18.
□

Koherenssi on erittäin keskeisessä osassa varsinkin kvanttivirheenkorjauskoo-
deissa. Voidaan nimittäin osoittaa, että koodin korjaamien virheiden määrä on yl-
häältä rajoitettu koodin käyttämän vakautustilan koherenssin määrän suhteen [14,
s.16]. Valitettavasti tekstissä ei ehditä käydä virheenkorjausta paremmin läpi, mutta
asiasta löytyy enemmän tietoa esimerkiksi lähteestä [21, s.425-499].

Lisäksi koherenssin voidaan ajatella resurssiksi, jonka avulla tiettyjä laskennan
vaiheita voidaan toteuttaa. Esimerkiksi jos käytettävissä on tietty määrä koherenssia
ja laskutoimitus vaatii tästä vain osan, voitaisiin jäljellä olevaa koherenssia hyödyntää
vaikkapa korostamaan oikean vastauksen todennäköisyysamplitudia.
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