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Kvanttilaskennan erds ongelma on kvanttisysteemien herkkyys ulkopuolisille vai-
kutuksille, eli dekoherenssille. Tami tekee systeemin koherenssista resurssin, jota
voidaan kiyttdd suorittamaan haluttuja toimintoja.

Tutkielma alkaa johdannolla lineaarialgebraan ja kvanttimekaniikan perusteisiin,
jotta kvanttilaskentaa voidaan mallintaa.

Tata seuraava osuus kisittelee kvanttilaskentaa ja alkaa esittelemailla kubitit, ko-
rostaen ndiden ja klassisten bittien eroavaisuuksia. Lisdksi esitelldén intuitiivinen ta-
pa ajatella yksittdisid kubitteja, Blochin pallo. Osio jatkuu esitteleméilld kvanttiportit
jélleen korostaen ndiden eroavaisuuksia klassisisiin portteihin. Tdmén jilkeen kasi-
telladn kvanttilaskennan erittdin oleellinen eroavaisuus klassisen laskennan vililla,
nimittdin mittaus, joka muuttaa alla olevan kvanttisysteemin tilaa ja titen vaikuttaa
kvanttilaskennan tulokseen, mikili mittaus tehdddn kesken laskennan. Osuus pééte-
tddn esittelemdlld yleisesti kidytetty tapa mallintaa kvanttilaskentaa, kvanttipiirit.

Kolmannessa osiossa kehitellddn kvanttilaskennalle universaalien kvanttiporttien
kisite. Tarkastelu aloitetaan kaksitasoisilla matriiseilla, jotka myohemmin samaiste-
taan kvanttiportteihin. Osiossa my0s kehitelldin Blochin pallosta intuitiota kvantti-
portteja vastaaviin kiertoihin. Tdmaén jilkeen esitetddn tapa luoda mika tahansa yhden
kubitin portti kahdella kierrolla. Seuraavaksi osoitetaan, etti tillaisella porttijoukol-
la ja kontrolloidulla NOT-portilla voidaan luoda miké tahansa kvanttiportti. Lopuksi
osoitetaan, ettd kontrolloitu NOT-, Hadamard-Walsh -, %— ja vaiheportti muodostavat
universaalin porttijoukon.

Lopuksi kdydéddn koherenssin resurssiteoriaa. Ensiksi kdyddin vaaditut valmis-
telut kvanttioperaattoreista ja kvanttisysteemin entropiasta, jota varten esitelldin von
Neumannin entropia. Tdmin jdlkeen erotellaan kvanttisysteemin epédkoherentit tilat
ja operaatiot koherenteista tiloista ja operaatioista sekid osoitetaan, ettd epiakoheren-
teilla operaatioilla ja yhdelld maksimaalisesti koherentilla kubitilla voidaan luoda
mikd tahansa kvanttiportti. Lopuksi todistetaan, ettd systeemin tiheysmatriisin ja
tiheysmatriisin diagonaalin vélinen suhteellinen entropia on koherenssimitta.
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1 Johdanto

Vektorit ja matriisit ovat erittdin keskeisessid osassa kvanttilaskennassa. Luonnol-
lisesti myOs kvanttimekaniikan perusteita tullaan tarvitsemaan ja niille omistetaan
johdannosta oma kappale. Jotta johdanto pysyy tiiviind, tiettyjen lauseiden todis-
taminen jitetddin valitettavasti esittdmadttd. Tadlloin todistukseen on merkitty l1dhde,
jossa todistus esitetdan.

Matriisit ja nédiden laskusddnnét oletetaan olevan lukijalle tuttuja. Liséksi ole-
tetaan, ettd lukijalle ovat tuttuja sekd reaalilukujen kunta R ettd kompleksilukujen
kunta C. Lisdksi on syyti selventid, ettd merkintd K" viittaa kunnan K matriisien
joukkoon, joissa on m rivid ja n saraketta. Identiteettimatriisia merkitdan 7:11a. Kun
z € C, niin timén kompleksista konjugaattia merkitiain z:1la. Matriiseista puhuttaes-
sa tullaan kayttdméén varsinkin fysiikassa usein kdytettyd "tikaria" merkitseméaén
matriisin transpoosin kompleksista konjugaattia, eli AT = AT [12, 5.8]. Kun tekstissi
puhutaan operaattorista, tarkoitetaan kuvausta vektoriavaruudelta itselleen. Tekstissa
N koostuu kaikista ei-negatiivisista kokonaisluvuista, eli 0, 1, . . ..

1.1 Lineaarialgebraa

Aloitetaan kiymalld lapi vektoriavaruuden mééritelma.

Mairitelmi 1.1. [15, s.34] Kunnan K vektoriavaruus V on joukko (V,+,-) , missd
vektoriyhteenlasku + : VXV — V jaskalaaritulo - : KXV — V toteuttavat seuraavat
ehdot.

1. + on liitdnndinen ja vathdannainen, silld on neutraalialkio Oy € V ja jokaisella
alkiolla v € V on olemassa sellainen kddnteisalkio —v € V, ettd v+ (—v) = Oy.

2. Skalaaritulolla kaikilla k, [ € K, v € V pitee k - (I - v) = (k - I) - v ja kaikilla
veVpitee lx-v=v.

3. Olkoot k € K, v, u € V. Talloin k (v + u) = kv + ku.
4. Olkoot k,l € K,v € V. Talloin (k +1) v = kv + [v.
Vektoriavaruuden V alkiota v kutsutaan vektoriksi.

Jatkossa vektoriavaruuksia tullaan padasiassa merkitsemdén kirjaimilla U, V tai
W ja ndiden alkioita vastaavilla pienilla kirjaimilla. Kun puhutaan vektoriavaruuden
nollavektorista, mikéli sekaantumisen vaaraa ei ole, kdytetddn vain merkintidd O.
Lisidksi vektorin v komponenttia indeksilld i merkitdan v;. Mikili vektorilla oli jo
indeksi, esimerkiksi vektorilla v; € {vg, v ...v,}, erotetaan indeksit pilkulla, siten
ettd ensimmadisend tulee vektorin indeksi, ja toisena vektorin komponentin indeksi.
Esimerkiksi vektorin v; komponenttia indeksilld j merkitdan v; ;.



Esimerkki 1.2. Olkoon V = {v = (vg,v]) | vo,v1 € C}. Tilloin joukko V varustet-
tuna vektoriyhteenlaskulla v+u = (vo+ug, vy +uy) ja skalaaritulolla ku = (kvo, kvy)
on kunnan C vektoriavaruus.

Tastd herdd luonnollisesti kysymys, voisiko vektoriavaruuden jokaisen vektorin
madrittdd jollakin vektoriavaruuden osajoukolla. Aloitetaan kysymykseen vastaami-
nen madrittelemélli virittivit ja lineaarisesti riippumattomat joukot.

Mairitelma 1.3. [22, s44-45] Kunnan K vektoriavaruuden V epityhji osajoukko
U virittdd avaruuden V, jos jokainen v € V voidaan esittdd joukon U vektoreiden
lineaarisena kombinaationa.

Miiéritelmi 1.4. [22, s.45] Kunnan K vektoriavaruuden V epityhji osajoukko U on
lineaarisesti riippumaton, jos

aoug+ajug+ - - :OV
vain kun a; = 0 jokaisella indeksilld i € N jau; # u;, kuni # j.

Esimerkki 1.5. Tarkastellaan esimerkissd 1.2 mainittua kunnan C vektoriavaruutta
V. Olkoon nyt U = {(1,0)(0,1)}. Nyt selvisti jokaisella v = (a,b) € V pitee
v=a(1,0)+b (0, 1),eli U virittdd V:n. Toisaalta selvisti myos a (1, 0)+b (0, 1) = Oy
vain, jos a = b = 0, eli U on lineaarisesti riippumaton.

Mairitelmésti voi huomata, ettd virittiva joukko ei suinkaan ole vélttdmatti pie-
nin mahdollinen. Nimittdin joukossa voi olla vektoreita, jotka voitaisiin mééritella
muilla joukossa olevilla vektoreilla. Toisaalta huomataan my®os, etté lineaarisesti riip-
pumaton joukko ei ole vilttamatta suurin mahdollinen. Esimerkiksi esimerkissa 1.5
joukko U voitaisiin korvata joukolla {(0, 1)}, joka on selvisti lineaarisesti riippuma-
ton. Toisin sanoen lineaarisesti riippumattomassa joukon vektoreilla ei tarvitse kyeta
ilmaisemaan kaikkia vektoriavaruuden ulottuvuuksia. On siis luonnollista maéritella
erityinen joukko, joka on sekd virittdvi ettd lineaarisesti riippumaton joukko.

Mairitelmia 1.6. [22, 5.47] Kunnan K vektoriavaruuden V osajoukko U on eris
tdmin kanta, jos U virittdd vektoriavaruuden V ja U on lineaarisesti riippumaton.

Esimerkki 1.7. Olkoon V madritelty kuten esimerkissd 1.2. Esimerkin 1.5 nojalla
joukko {(1,0),(0, 1)} on erds kunnan C vektoriavaruuden V kanta.

Tastd herdd luonnollinen kysymys, kuinka monta alkiota kannassa on. Aloitetaan
tarkastelemalla ensin lineaarisesti riippumattomien osajoukkojen kokoa.

Lause 1.8. /15, 5.37] Olkoon V kunnan K vektoriavaruus ja olkoon U erds tdmdn
ddrellinen virittdvd osajoukko, jossa on n alkiota. Tdlloin jokaisella V :n lineaarisesti
riippumattomalla osajoukolla on korkeintaan n alkiota.

Todistus. [23, vrt s.20-21] Olkoon U avaruuden V' virittava osajoukko, jossa on n
jasentd. Viitteen mukaan jokainen joukko, jossa on m > n jidsentd on lineaarisesti
riippuvainen. Riittdd siis todistaa, ettd kun avaruuden V osajoukossa W on n + 1



jdsentd, niin se on lineaarisesti riippuvainen. Todistetaan véite induktiolla luvun n
suhteen. Kun n = 1, niin tidlloin U = {u}, ja W = {wg,w;}. Koska U virittda
avaruuden, wo = au ja wi = bu. Voidaan olettaa, ettd wg # 0 ja w; # O, silla
muutoinhan W on lineaarisesti riippuvainen. Siis myds a # 0 ja b # 0. Nyt on
olemassa sellainen skalaari ¢ # 0, ettd a = bc, joten cwg = wy.

Oletetaan, ettd viite patee kun n = k. Olkoon n = k + 1. Merkitaan W = {w; | i €
{0,1,...,k+1}}, missd

Wi =ajoup +a;uy + -+ a; pUg.

Voidaan olettaa, ettéd jokaisella vektorilla w; vihintdan yksi skalaareista a; ; poikkeaa
nollasta, muutoinhan kyseessé on nollavektori, joka kerrottuna milléd tahansa skalaa-
rilla on edelleen nollavektori, joten W olisi lineaarisesti riippuvainen. Valitaan s ja ¢
siten, ettd ay; # 0. Olkoon X joukko vektoreita

k k k
aj aj ds,j ajrasi
X =Wy oW = Zal,iui - Z — W= Z(al,i - i,
5.t pary =0 st pary 5.t
missda [ € {0,1,...,k}\ s = L. Nyt huomataan, kun / = t saadaan
ajgt
(al,t - )Mt = (al,t - al,z)uz =0,
S,t
joten X on joukon {ug,uy,...,Uus—1, U1, ..U}, joka siis koostuu k vektorista,

virittdmin avaruuden osajoukko, joten se on induktio-oletuksen mukaan lineaarisesti
riippuvainen. Siis
Z bix; =0,

missi kaikki skalaarit b; eivit ole nollia. Nyt sijoittamalla tdhin takaisin vektorit w;

saadaan b
iz _ o idit
0= Z bi(Wi - s Ws) = Z biw; (Z dss )W57

ielL ieL ieL

missd siis vahintddn yksi skalaareista poikkeaa nollasta, joten W on lineaarisesti
riippuvainen.
O

Mairitelma 1.9. [15, s.37] Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon Vg erds tamén kanta.
Jos |Vp| on dérellinen, sanotaan, ettd V on ddrellisulotteinen ja sen dimensio on |Vpg]|.
Muutoin V on ddretonulotteinen.

Lause 1.10. [22, 5.49] Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon U erds tdmdn ddrellinen
virittdvd osajoukko. Tdlloin jokaisella V :n kannalla Vp pdtee |Vg| < |U|.

Todistus. Suora seuraus lauseesta 1.8 ja kannan maéaritelmasta. O

Seuraus 1.11. [22, 5.49] Olkoon V vektoriavaruus. Kaikilla vektoriavaruuden V
kannoilla Vg, Vg pdtee |Vgo| = |Vp1|.



Todistus. Huomataan, ettd ddrellisilla avaruuksilla lauseesta 1.10 saadaan |Vpy| <
|VBilja [Vpo| > [VBi1l, joten |Vpo| = [Vpi].

Tama voidaan myos yleistid ddretonulotteisille vektoriavaruuksille, mikd kdydaan
ldhteessi [15, s.79]. O

Kanta on siis pienin mahdollinen virittivd joukko ja jokainen kanta on yhti
mahtava. Tekstissd tullaan jatkossa kutsumaan vektoriavaruuden C" kantoja, jotka
ovat muotoa {(1,0,...,0), ..., (0,0,...,1)}, luonnollisiksi kannoiksi [12, s.163].

Olkoon K avaruuden K 1 X n-matriisi. Tatd kutsutaan n-ulotteiseksi vaakavekto-
riksi. Vastaavasti m X 1-matriisia kutsutaan m-ulotteiseksi pystyvektoriksi.

Vastaisuudessa puhuttaessa vektoriavaruudesta K" télld tarkoitetaan n-ulottei-
sia vektoreita. Lisdksi selvyyden vuoksi on tirkedd, etti ymmarretidn puhutaanko
n X 1-vektoreista vai 1 X n-vektoreista. Tatd varten esitelldéin seuraavaksi fysiikas-
sa yleisesti kidytetty notaatio, jota kutsutaan bra-ket-notaatioksi tai vaihtoehtoisesti
Diracin notaatioksi sen kehittdjdan Paul Diracin mukaan [12, s.7].

Mairitelma 1.12. [20, s.5] Olkoon v € C" vektori. Tdimén pystyesitystd merkitdin
|v). Timin vaakaesitys merkitddn (v| ja madritelldan

wl=m'.
Vektoria |v) kutsutaan ket-vektoriksi ja (v| bra-vektoriksi (englannin sanasta bracket).

Tistd saadaan luonnollinen tapa kertoa vektori matriisilla.

Mairitelma 1.13. [15, vrt. s.26] Olkoon A € K™ matriisi ja olkoon v € K"
vektori, jolla siis v = (v, ..., v,—1). Télloin

Av = (apovo+ - -+ a0n-1Vn-1s- > Am-10V1 + "+ Am-1-1Vn-1).

On myo0s luonnollista médritelld lineaarisia kuvauksia vektoriavaruuksien vilille.
Nidmé voidaan médritelld matriisien avulla.

Lause 1.14. [15, 5.42] Olkoon f : K" — K™ lineaarinen kuvaus ja olkoot B, ja By,
kannanvaihtomatriiseja. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen m X n matriisi A, jolla
piitee kaikilla v € K", f(v) = B, AB,v.

Todistus. Kaydadn ldhteessa [15, s.42-43]. |

Huomataan nyt, etti jos vektorit kuvattaisiin matriiseina € C™!, niin |¢) (/|
on nelidmatriisi M"™" € C"™" ja toisaalta, ettid () on neliomatriisi M € C!*!,
eli toisin sanoen ndin voitaisiin médritelld kuvaus takaisin avaruuteen C. Nyt voidaan
madritelld vektoreiden sisétulo.

Miaéritelmi 1.15. [15,5.90] Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Tamin komplek-
sinen sisdtulo on kuvaus

VXV —C,(x,y) — {x]y),

joka tdyttdd seuraavat ehdot kaikilla skalaareilla a, b € C ja kaikilla vektoreilla s, 7,
u,vev:



L (u+s|v+1) = ulv) + (ulty + (s|v) + (s]t).
2. (aulbv) = ab (ulv).

3. (ulv) = (v|u).

4. (ulu) > 0.

5. (ulu) = 0, jos ja vain jos u = 0.

Paria (V, (:|-)) kutsutaan avaruuden V sisdtuloavaruudeksi.
Huomautus. Lienee hyvd huomauttaa, ettd kohdasta 4 seuraa, ettd (u|u) € R.

Esimerkki 1.16. [12, vrt. s.164] Olkoon V vektoriavaruus C". Talloin pari (V, (-|-)),

missd (-|-) on kuvaus
n—1

VXV —>C,(x,y) - Zfiyi,
i=0

on sisatuloavaruus.

Todistus. Olkoot a, b € Cjas, t, u, v € V. Kdyddan miidritelméan kohdat 1dpi yksi
kerrallaan.

. (u+slv+rt) = (uj +s;)(vi +1;)

n—1 n—1
2. {aulbv) = Z (aup) (bvi) =ab > ayv; = ab (ulv)
i=0 i=0
n—1 n—1
3 <u|v> = Z uiv; = Vil = <V|u>
i=0 i=0

n—1 n—1
4. (wlu)y = Y du; = Y lu;]* > 0, kunu; € C.
i=0 i=0
5. Samoin (u|u) = 0, jos ja vain jos u = 0, nimittdin Ix|> > 0, kunx € C \ {0} ja
Ix|> = 0, kun x = 0.

O

Kun vastaisuudessa puhutaan vektoriavaruudesta C", télla tarkoitetaan itse asiassa
esimerkin 1.16 maaraama sisdtuloavaruutta.

Huomataan, etti sisdtulo antaa myoskin tavan arvoida kuinka kaukana vektorit
ovat toisistaan. Toisaalta sisdtulo antaa my0s tavan arvioida vektorin kokoa.



Miiritelma 1.17. [15, s.91] Olkoon V = C”" vektoriavaruus. Talloin vektorin v € V
normi |v| on 4/{(v|v). Mikili |v| = 1, niin v on yksikkovektori.

Huomautus. Vektorin normi on hyvin méiritelty, silld (v|v) > 0.

Miiritelma 1.18. [15,5.93] Olkoon V = C" vektoriavaruus. Tadlloin vektoritv,u € V
ovat kohtisuorat, eli ortogonaaliset, mikili (v|u) = 0. Mikéli U C V on kokoelma
keskendidn ortogonaalisia yksikkovektoreita, kutsutaan joukkoa U ortonormaaliksi
Jjoukoksi.

Esimerkki 1.19. [15, vrt s.93] Olkoon U vektoriavaruuden C” luonnollinen kanta.
Talloin U on ortonormaali joukko. Nimittdin jokainen u; € U, missd u; on indeksia
0 < i < n -1 vastaava kantavektori, koostuu vain nolla-alkioista, sekd alkiosta 1
indeksilld i. Titen |u;| = +/{u;|u;) = V1.1 = 1. Lisiksi selviisti, jos i # j, niin
<u,~|u j) = 0, joten U on ortonormaali.

Toisaalta, jos on olemassa kaksi vektorijonoa, jotka ldhestyvit toisiaan, voidaanko
olla varmoja, ettd on tosiaan olemassa jokin vektori, jota kohti ne suppenevat? Toisin
sanoen, voidaanko olla varmoja, ettd avaruudessa ei ole “reikdd” jonojen vilissa?

Miaéritelmé 1.20. [13, s.234] Olkoon V sisidtuloavaruus ja olkoon vy, vy, --- € V
jono tdmén vektoreita. Jono on Cauchy-jono, jos jokaisella € > O on olemassa N € N,
jolla |v,, —v,y| < €, kunn,m > N.

Miiritelma 1.21. [13, s.234] Olkoon V sisidtuloavaruus. Avaruutta V Kutsutaan
tdydelliseksi, mikali jokaisella Cauchy-jonolla vg, vy, --- € V on olemassa vektori
v € V jolla pitee

lim |v, —v| =0.
Miiritelma 1.22. [13, s.234] Olkoon V sisdtuloavaruus. Tilloin V on Hilbertin

avaruus, mikili se on tdydellinen sisdtulon indusoiman normin suhteen.

Esimerkki 1.23. [12, vrt. s.166] C* on Hilbertin avaruus.

Todistus. Olkoon v, v1, - - € CK Cauchy-jono. Nyt siis jokaisella € > 0 on olemassa
sellainen N € N, ettd |v, — v,;| < €, kun n, m > N. Toisaalta huomataan, etti myos
vo,j» V1,j» -+ € C on Cauchy-jono jokaisella indeksilld j € N, j < k ja tiedetdin,

ettd C on tdydellinen. Erityisesti jokaisella indeksilld j on olemassa sellaiset ¢; € C
jaN; € N, ettd kaikilla e > 0

€
|Vn,j —Cj| < z

kun n > N;. Nyt luomalla vektori, jonka alkio indeksilld j on c; saadaan vektori
v={(co,C1,...,C) € Ck,jolla pitee

€ €
Vi =Vl < |vno—col+ -+ |vpp —cil < -+ +

k k- ©
kun n > max {Ng, Ny ..., Nr_1}. Siis
lim |v, —v| =0,
n—oo
joten C* on Hilbertin avaruus. O

10



On myo0s intuitiivista méaritelld uusia kunnan K vektoriavaruuksia jo tunnettujen
avaruuksien avulla. Taté varten esitellddn vektoriavaruuksien vilinen tensoritulo.

Mairitelma 1.24. [22, vrt. s.363] Olkoot U, V ja W kunnan K vektoriavaruuksia
seki P = {p; | i € I} avaruuden U kanta ja Q = {q,; | j € J} avaruuden V
kanta. T4lloin avaruus W on avaruuksien U ja V tensoritulo, jos on olemassa kuvaus
® : U xV — W, jolla on voimassa:

1. {pi®q; |i€l,j e J}onerds avaruuden W kanta.

2. (Zieraipi) ® (Zje] b;q;) = Zie],je] aibjp; ® q;.

Huomautus. [15, s.270] Olkoot U ja V kaksi kunnan K vektoriavaruutta, joiden
dimensiot ovat n > 1 jam > 1. Tdlloin ndiden tensoritulon avaruuden W dimensio

on nm.

Jatkossa puhuttaessa vektoriavaruuksien V ja U tensoritulosta, merkitadn titd U ®
V. Toisaalta puhuttaessa kahden vektorin u € U ja v € V tensoritulosta tarkoitetaan
talld vektorlau ® v e U® V.

Huomautus. Yleensd tensoritulo méiritelladn kuvauksen bilineaarisuuden ja univer-
saaliuden avulla, jonka yksikésitteisyydestd saadaan johdettua edellisen maaritelmén
ominaisuudet. Tama tehdaén, koska tédlloin tensoritulo on helpommin yleistettavissi
moduleihin.

Esimerkki 1.25. Kahden kompleksisen vektoriavaruuden U = C" ja V = C™ tenso-
ritulo on W = C"".

Todistus. Olkoot P = {p; | p; € U,i € N,i < n}avaruudenU,Q ={q; | q; €V,j €
N,j < m}avaruuden VjaR = {ry | ry € W,k € N,j < mn} avaruuden W luon-
nolliset kannat, missad kantavektorin alaindeksi kertoo milld indeksilla komponentti
poikkeaa nollasta. Asetetaan

n—1 m—1 n—1 m-1
@:UXV->W, f(u,v) = f(Z api, Z biq;) = Z Z a;ib ¥ pni.
i=0 =0 i=0 j=0
NytP®Q=Rjau®v= ?:_01 ’]’.’;01 a;b it pini, joten U @ V = C". O

Esimerkki 1.26. Olkoon V = C? vektoriavaruus, v = (1,0) € Vjau = (1,1) € V.
Talloin ndiden tensoritulo on

veu=(1,1,1,0).
Jatkossa vektoriavaruuden tensorituloa itsensd kanssa n-kertaa, eli siis tensoritu-
10aVV®V®-- &V, tullaan merkitsemiin V&".

Huomautus. [13, vrt. s.3] C" ® C" on Hilbertin avaruus.

Mutta entd jos halutaan kuvauksia tensoritulolta toiselle? Tiedetéén, ettd vekto-
riavaruuksien vilille voidaan luoda kuvauksia matriisien avulla. Voisiko titd hyodyn-
tdd myos tensorituloissa? Kysymykseen vastaamista varten esitellddn ensin kahden
matriisin vilinen Kroneckerin tuloksi kutsuttu laskutoimitus.
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Miiritelmi 1.27. [20, s.3] Olkoon K kunta ja olkoot A € K™ ja B>/ € K™/
kaksi tamdn matriisia. Talloin matriisien A ja B Kroneckerin tulo A ® B on matriisi
C € K" ™M joka miiritelldin asettamalla

ao,0bo,0 ao,0bo,j-1 ao,1bo,0 ao,m-1bo,j-1
a0,0l;i—l,O ao,0bi-1,j-1 aO,lb.i—l,O aO,n—lb'i—l,j—l
C o= ) ) : .
an-1,0bop an-10boi-1  an-1,1b00 An—1,m-1boj-1
| an-1,0bi-1,0 an-10bi-1,j-1 an-1,1bi-10 An-1m-1bi-1,j-1]
Esimerkki 1.28. Olkoon
1 22
Nyt Kroneckerin tulo
() () () () )
EER) BE)E)E) ()
R ()
F)E) #)EF) FHE) GF)E)
ARE 3 3 3 3 3 3)\3) |
(1 22 22 8
nE 1 s 2w
_ |5 9 9 9
2v2 8 _1 2v2
s 2 1
[ 9 9 9 9

Edellisessd maaritelméssa on tarkoituksella kédytetty samaa merkintda kuin tenso-
ritulossa. Huomataan nimittain, ettd Kroneckerin tulo on kahden tensoritulon valinen

lineaarinen kuvaus.

Lause 1.29. [20, s.3] Olkoot U, V, S, T sellaisia kunnan K vektoriavaruuksia, ettd
avaruuden U dimensio on m, avaruuden V dimensio on n, avaruuden S dimensio
on j ja avaruuden T dimensio on i. Olkoot lisdksi matriisi A = K"™™, joka mddirdd
lineaarikuvauksen U — V ja matriisi B = K™/, joka mdidrdd lineaarikuvauksen

S — T. Tdlloin
(A®B)(u® s) = (Au) ® (Bs)

Todistus. Olkootu € U jas € S. Nyt
(A ® B)(u®s) =(aooboouoso + - - -+ aom-1bo j—1Um-15;-1,
ooy no10bic10U0S0 + -+ Anetm—1bic1 j—1Um—15j-1)
= (ag,ouobopso + -+ + aom-1Um-1bo j-15;-1,
ooy Qo1 0Uobi—1 050+ -+ Apetm—1Um—1bio1 j-15j-1)
=(Au) ® (Bs)

12



O

Seuraus 1.30. Olkoon U kunnan K vektoriavaruus jonka dimensio on n > 1 ja
uy, Ui, ..., uy € U jaolkoot Ay, Ay, . .., A, € K" tdmdn matriiseja. Tdlloin

(Ag®A1®---®A,) (Lo®uU1 Q- ®uy)
= (Aouo) ® (A1u1) ® -+ ® (Apt) .

Todistus. Huomataan, etta

(A)®AI® - Q®A,) (O U Q- ® Uy)

=((...(A®A1)®...) A, ((...(Uo®U) ®...) ®Up)
—_— —_—

ja kayttamallad edellistd lausetta tensorituloihin yksi kerrallaan, saadaan
(Aouo) ® (Aju1) ® -+ ® (Apity) -
]

Seuraavaksi kidydddn ldpi unitaaristen matriisien mééritelma, seka néihin liittyva
hyodyllinen ominaisuus eli vektorin normin sdilyminen.

Mairitelmi 1.31. [15, s.103] Olkoon A € C™". A on unitaarinen, jos
AAT=ATA=1

Huomautus. [15, s.103] Kun A on #irellinen, ehdot AAT = [ ja ATA = I ovat itse
asiassa yhtépitévii.

Esimerkki 1.32. Matriisi

1 22 o
— 3 3 X
A_z_\/i ] eC
3 3

on unitaarinen. Huomataan, etti A = A7 joten

(1)) () (-4
At = [\3 3 3 (373
() (5-4) (3)+(2)
3 3 3 3 3
Lause 1.33. /20, s.11] Unitaariset matriisit sdilyttdvit vektorin normin, t.s. |Av|=|v|.

Todistus. Olkoon V sisétuloavaruus ja olkoon A timén unitaarinen matriisi. Tiede-
tadn, etti (AB)T = BTAT, joten (A |v))" = [v)T AT = (v| AT. Nyt jokaisella v € V
on voimassa |Av|= v(v| ATA [v) = /(v|v) =|v]. O

Myohemmin tullaan huomaamaan, etti unitaariset matriisit ovat erittdin keskei-
sessd asemassa kvanttilaskennassa. Mutta miten kiyttdytyy unitaaristen matriisien
Kroneckerin tulo?

13



Lause 1.34. [12, vrt 5.26] Unitaaristen matriisien Kroneckerin tulo on unitaarinen.

Todistus. Olkoot A ja B unitaarisia matriiseja. Huomataan, etta
(A®B)(A®B) = (A®B)(A"®B") = (AA") ® (BB") = 1.
Samoin
(A9B)(A®B)=(A"®B)(A®B)=(ATA)® (B'B) = I.
O

Maaritelmi 1.35. [21, s.75] Olkoon A m X m-neliomatriisi. Talloin méaaritellaan
Tr (A) = aij

ja Tr(A):ta kutsutaan A:n jdljeksi.
Hyvinkin erilaisilla matriiseilla voi olla sama jilki.

Esimerkki 1.36. Esimerkin 1.32 matriisin A jilki on

5
=
|
|
|
I
S

W =
W

Toisaalta matriisin

>
I

I T

jalki on

1 1
TI'(B):E'FE:I.

Positiiviset ja hermiittiset operaattorit ovat erittdin keskeisessd asemassa kvant-
tifysiikassa.

Miiéritelmi 1.37. [7, s.11] Olkoon V sisétuloavaruus ja olkoon A timén matriisi.
Télloin A on positiivinen matriisi, jos jokaisella v € V pitee (Av|v) > 0.

Huomautus. Eriissa lahteissi positiivisilta matriiseilta vaaditaan, etté jokaisella v €
V pitee (Av|v) > 0.

Miiéritelmi 1.38. [15,5.101] Olkoon A € C™". A on hermiittinen, jos A" = A.

Esimerkki 1.39. Esimerkin 1.32 nojalla matriisi

1 232 e
_| 3 3 X
A= 22 -1 eC
3 3
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on hermiittinen. Toisaalta A ei ole positiivinen, nimittdin olkoon v = (—%, l) e C2.
Nyt
1 2_\/5] 1
Av =173 3 (—— 1)
V2 -1 ’
52 3V V2
ot 22 22
3v2 3 7 3yv2 3
3 1 N 4 =2 1)
3v2 3v2' 3 3
1
= _7_1)7
V2
joten
(Avlvy = -2 %0
vly) = —= .
2
Esimerkki 1.40. Olkoon L
A= [g g] e .
2 2

Nyt A on hermiittinen positiivinen operaattori. Nimittiin olkoon v = (a, b) € C2.

Nyt Ay = (%, #),joten

2
(Av|v) = (la +2b| ) > 0.

Aiemmista esimerkeistd on voinut huomata, ettd on olemassa vektoreita, joihin
matriisin vaikutus on vain skaalata vektoria jollakin skalaarilla. Esimerkiksi olkoon
A € C¥? ja olkoon v € C? kuten esimerkissi 1.39. Nyt Av = —v. Tillaista vektoria
kutsutaan matriisin ominaisvektoriksi ja vastaavaa skalaaria ominaisarvoksi.

Mairitelma 1.41. [15, s.73] Olkoon A € C™" ja olkoon vektori v # 0,v € C". Jos
on olemassa sellainen A € C etta

Av = Av,
kutsutaan vektoria v matriisin A ominaisvektoriksi ja arvoa A ominaisarvoksi.

Huomautus. Voidaan olettaa ominaisvektoreiden olevan yksikkovektoreita. Olkoon
A € C™ ja olkoon vektori v # 0,v € C" timidn ominaisvektori ja A vektoria
vastaava ominaisarvo. Nyt

1

v
[v] '

(Av)=1—

A
vl

1
Yo —(Av) =
vl vl

Herad luonnollisesti kysymys ominaisvektorien ja -arvojen maarasta.
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Lause 1.42. [15, 5.75-76] Olkoon A € C™". Tilloin matriisilla A on korkeintaan n
eri ominaisarvoja vastaavaa ominaisvektoria ja ndmd ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Jos matriisilla A on n eri ominaisarvoja vastaavaa ominaisvektoria, ominais-
vektoreista voidaan muodostaa avaruuden C" kanta.

Todistus. Kaydiin ldhteessi [15, s.75-76]. O

Esimerkki 1.43. Olkoon A € C?*2 kuten esimerkissi 1.39. Tiedetiin, ettid toinen
matriisin A ominaisvektori on vy = (—%, 1) e C? ja titd vastaava ominaisarvo on

Ao = —1. Matriisin toinen ominaisvektori on v; = (V2,1) € C2 ja titd vastaava
ominaisarvo A, = 1, nimittidin

Avy = «/§+2«_ﬁ 2\5\5—1):(\5,1).

373> 3 3

Lause 1.44. [15, vrt 5.105] Olkoon A € C™" hermiittinen matriisi. Tdalloin A:n
ominaisarvot ovat reaalilukuja ja vastaavista ominaisvektoreista voidaan muodostaa
avaruuden C" kanta.

Todistus. Kaydiin ldhteessid [15, s.101, 105]. O

Lause 1.45. [15, 5.105-106] Olkoon A € C™" hermiittinen matriisi. Tdlloin on
olemassa unitaarinen matriisi V, siten ettii VAV on diagonaalimatriisi, jonka kaikki
alkiot ovat reaalilukuja. Jos matriisin A alkiot ovat reaalilukuja, voidaan matriisi V
valita siten, ettd V7 = V7.

Todistus. Kaydiin ldhteessi [15, s.106-107]. O
Esimerkki 1.46. Olkoon L
A= |:z z:| € CZXZ
2 2
Olkoon 1 1
v=|V ?] .
V2 V2
Nyt huomataan, etta
10
T _
rav= [t 9]

joka on diagonaalimatriisi.

Seuraus 1.47. [15, 5.107] Olkoon A € C"™" hermiittinen matriisi. Tdlloin A on
positiivinen operaattori, jos ja vain jos jokainsella sen ominaisarvolla A on voimassa

A >0.
Todistus. Kiydaan lahteessd [15, s.107-108]. O

Kun vastaisuudessa merkitddn A > 0, missd A on operaattori, tarkoitetaan, ettad
A on positiivinen operaattori.
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Lause 1.48. [15, vrt s.110] Olkoon A € C™" positiviinen hermiittinen matriisi.
Télloin on olemassa unitaarinen matriisi V, jonka sarake indeksilld i € N vastaa
matriisin A ominaisvektoria v; jokaisella) <i < n — 1.

Todistus. Kaydaan lihteessa [15, s.110]. O

Lause 1.49. [15, vrt 5. 110] Olkoon A € C™" positiviinen hermiittinen matriisi.
Télloin on olemassa unitaarinen matriisi V, jonka sarake indeksilld i € N vastaa
matriisin A ominaisvektoria v; jokaisella 0 < i < n — 1, ja diagonaalimatriisi D,
Jjonka alkio indeksilld i, i vastaa matriisin A ominaisarvoa A; jokaisellaO < i < n—1,
siten ettii VTAV = D.

Todistus. Lauseen 1.48 perusteella, tiedetiddn ettd tillainen unitaarinen V on olemas-
sa. Merkitddn matriisin V saraketta indeksilld i v;. Nyt tiedetddn, ettd

AV:[AVO AV1 Avn_l]:[/l()v() /11\)1 /ln—IVn—l]:VD,

joten
viAv =v'VvD = ID = D.
O

Huomautus. KertomallaV'AV = D ensin oikealta matriisilla V' ja sitten vasemmalta
matriisilla V saadaan

(1.1) VIAV =D

(1.2) — ViAVVT = DVT
(1.3) = vviavvi =vDpv?
(1.4) — A=VDV'.

1.2 Hieman kvanttimekaniikkaa

Seuraavaksi kdyddan 1dpi hieman kvanttimekaniikan perusteita. Aloitetaan kaymalla
lapi kvanttimekaniikan aksioomat.

Aksiooma 1. [21, 5.80] Jokaista eristettyd fysikaalista systeemid vastaa kompleksi-
nen sisdtuloavaruus (Hilbertin avaruus), jota kutsutaan systeemin tila-avaruudeksi.
Systeemin tilaa kuvaa tiydellisesti timdn tilavektori, joka on tila-avaruuden yksik-
kovektori.

Kun puhutaan fysikaalisesta systeemistd sekd tihan liitettidvista tila-avaruudesta
yhdessd, kaytetddn termid kvanttimekaaninen systeemi. Lisdksi kun sanotaan, etté
kvanttimekaaninen systeemi on tilassa |¢), tarkoitetaan, ettd systeemin tilaa kuvaa
tilavektori |¢). Lisdksi koska kyseessd on sisdtuloavaruuden yksikkovektori, niin
(p|@p) = 1. Tissa tekstissd, ellei toisin mainita, puhuttaessa systeemin kannasta,
tarkoitetaan nimenomaan luonnollista kantaa. Systeemin vektoriavaruuden (valitun)
kannan kantavektoreita kutsutaan systeemin perustiloiksi.
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Aksiooma 2. [2], 5.81] Suljetun kvanttimekaanisen systeemin kehitystd ajanhetkestd
to ajanhetkeen t| kuvaa unitaarinen operaattori U.

Huomautus. [21, s.81] Jos siis kvanttimekaanista systeemid kuvaa tilavektori |¢)
ajanhetkelld 7y ja |) ajanhetkelld ¢, niin on olemassa unitaarinen matriisi U, jolla

pitee [y) = U |).

On hyva huomauttaa, ettd kyseessd on nimenomaan suljettu systeemi. Toisin sa-
noen systeemi, joka ei ole missddn vuorovaikutuksessa minkidin muun systeemin
kanssa. Tietenkiin téllaisesta systeemistd ei voi saada minkiinlaista informaatiota
ulos paitsi vuorovaikuttamalla sen kanssa jollakin tavalla. T&lloin systeemi ei tieten-
kddn endd ole suljettu, ja sen aikaevoluutiota ei endd vélttimattd kuvaa unitaarinen
operaattori. Joten miten systeemid kuvataan tillaisen vuorovaikutuksen, eli mittauk-
sen, jilkeen?

Aksiooma 3. [2], vrt 5.84-85] Olkoon systeemid vastaavan sisdtuloavaruuden di-
mensio n. Mittauksia kuvaa kokoelma

(M,, € C™" | Z MM, =I}.
m

Matriiseja M, kutsutaan mittausoperaattoreiksi ja m viittaa mittausoperaattorin
mahdollisiin lopputuloksiin. Mikdli kvanttimekaaninen systeemi on tilassa |¢) vilit-
tomdsti ennen mittausta, niin todenndkoisyys ettd m tapahtuu on

p(m) = ($| M;, My |9),
Jja systeemin tila mittauksen jdlkeen on

My |¢)

V(O MM, |6)

Huomautus. [21,s.85] Huomataan, ettd 4/ (¢| M,LMm |¢) on tilavektorin normi, joten

My |$)

V(S| MM, |9)

on yksikkovektori. Huomataan liséksi, ettd koska },, M,LMm = /I, niin ), p (m) =
S (S| MMy |6) = (9] 114) = 1.
Toisaalta tastd huomataan my®ds, etti ei tarvitse vilittdd, mikéli systeemin tilavek-

tori eroaa toisesta jonkin globaalin vaiheen verran. Nimittdin mittauksista saadaan
samat tulokset ja systeemit kayttiytyvit samoin aikaevoluutiossa!

) =

Lause 1.50. [21, 5.94] Olkoon A kvanttimekaaninen systeemi, joka on tilassa |¢).
Olkoon 6 € R. Tilloin jokainen tilavektori, joka on muotoa e |¢) antaa tismdil-
leen samalla todenndkoisyydelld saman mittaustuloksen ja jokaisella unitaarisella
matriisilla U, jolla |) = U |¢), péitee U(e" |¢)) = €' |y).
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Todistus. Olkoon M, systeemin A mittausoperaattori. Nyt
(@l e M, Mye” |9) = 7 ($| M}, M, |8) = p(m).

Aikaevoluutio seuraa triviaalisti siitd, ettd matriisi kerrottuna skalaarilla on vaihdan-
nainen, joten

Ue?1¢)) = e’Ulg) = |y) .
O

Mutta miten kéyttaytyvit kaksi kvanttimekaanista systeemid, jos ne yhdistetdan?

Aksiooma 4. [21, vrt 5.93] Olkoot A ja B kvanttimekaanisia systeemejd. Tdlloin
ndiden yhdistetyn systeemin tilavarauus on A @ B. Lisdksi jos A on tilassa |¢) ja B
on tilassa | ), niin yhdistetty systeemi on tilassa |¢) ® ).

Huomautus. Voidaan itse asiassa osoittaa, ettd edeltdvd yhdistettyjen systeemien
aksiooma voidaan johtaa ensimmaéisestd ja toisesta aksioomasta. Lisdd tistd 10ytyy
ldhteesti [9].

Toisaalta joskus systeemin tilaa ei tiedetd tarkalleen, mutta mittauksilla voidaan
saada todennikoisyydet eri perustiloille. Kuitenkaan vain nédiden avulla ei pystyti
rakentamaan systeemin todellista tilavektoria. Esimerkiksi olkoon A kvanttimekaa-
ninen systeemi kaksiulotteisessa Hilbertin avaruudessa, jolla on kanta {|0),|1)}.

1

T&ll6in molemmat tilavektorit i) = > |0) + % [1)ja |¢) = % |0) — % |1) antavat

mitattaessa perustilan |0) todenndkdoisyydelld % ja samoin perustilan |1) todenni-
koisyydelld % [21, vrt s.93]. Pelkilld mittauksilla ei siis pystytd madrittiméan alku-
perdista tilaa tiydellisesti. Titd varten mairitellddn systeemin tiheysoperaattori, jota
kuvataan tiheysmatriisina.

Mairitelma 1.51. [21, 5.99] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus V.
Olkoon {|¢;) | ¢; € V,|¢;| = 1,i € {0, ...,n— 1}} joukko avaruuden V yksikkovek-
toreita ja olkoon p; € R, p > 0 todennékdisyys havaita systeemi tilasta |¢;), missd
po+ -+ pp—1 = 1. Télloin systeemin tiheysoperaattori madritelladn asettamalla

psmemm.

Huomautus. Tasmallisesti tiheysmatriisi on vain tapa ilmaista tiheysoperaattori, kun
tila-avaruuden kanta on kiinnitetty. Kirjallisuudessa, ja tdssa tekstissd, nditd kdytetdin
ldhes synonyymeind, miki kdy jidrkeen, kunhan tila-avaruuden kanta pysyy samana.

Huomautus. Toisaalta jos systeemin tila tiedetdén tdydellisesti, toisin sanoen se on
tilassa |¢) todennékoisyydelld 1, niin selvisti tdlloin timén tiheysmatriisi on |@) (¢|.
Tallaista tilaa kutsutaan puhtaaksi tilaksi. Jos tila ei ole puhdas, sitd kutsutaan sekoi-
tetuksi tilaksi.

Y114 olevassa maaritelmassi vektorien ei siis tarvitse olla kantavektoreita, kuten
seuraavasta esimerkistd huomataan.
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Esimerkki 1.52. Olkoon V eriin kaksiulotteisen systeemin tila-avaruus ja systeemi
havaitaan tilasta |0) todenniakoisyydelld % jatilasta % |0)+ % |1) todennékoisyydelld

%. Merkitédan |¢) = % |0) + % |1). Téll6in systeemin tiheysmatriisi on

1 1
p=510) 0]+ [4) (9l

gibil

Tiheysoperaattoreidenkin aikaevoluutiota voidaan kuvata unitaarisilla matriiseil-
la.

B Lt N [ON)

Lause 1.53. /21, 5.102] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus V tihey-
soperaattorin p mddrddmdssd tilassa ja olkoon U unitaarinen matriisi joka kuvaa
systeemin aikakehitystd. Tdlloin aikakehityksen jilkeen systeemi on tiheysmatriisin
UpU" mddrddmdssd tilassa.

Todistus. Tiedetddn, ettd tiheysoperaattori p voidaan esittdd joukkona puhtaita tiloja
|¢;), ja niitd vastaavina todennékoisyyksind p; muodossa

Zﬁmw»wm.

Aksiooman 2 nojalla tiedetédén, ettd nimé puhtaat tilat ovat aikakehityksen jélkeen
tilassa U |¢;). Systeemin tilaksi aikakehityksen jdlkeen saadaan siis

> (U160 41 UT) = U Y (mile @ UT = UpU".

1

O

Seuraava lause antaa helpon tavan varmistaa, onko operaattori kelvollinen tihe-
ysoperaattori.

Lause 1.54. [21, 5.101] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus V. Olkoon
{l6:) | i € V,|¢i|l =1,i €{0,...,n—1}} joukko avaruuden V yksikkovektoreita ja
olkoon p; € R, p; > 0 todenndikéisyys havaita systeemi tilasta |¢;), missd po+ - - - +
Pn—1 = 1. Operaattori p on tdmdn systeemin jotakin tilaa vastaava tiheysoperaattori,
jos ja vain jos

1. Tr(p) =1,

2. p on positiivinen operaattori ({$| p |¢) > 0, kaikilla ¢ € V).
Todistus. [21,s.101] |

Lause 1.55. /21, 5.103] Olkoon kvanttimekaanisen systeemin tila-avaruus V. Olkoon
{l¢:) | ¢; € V} joukko avaruuden V yksikkovektoreita, missd siis i € {0,...,n —
1}, ja olkoon p; € R, p; > 0 todenndikéisyys havaita systeemi tilasta |¢;), missd
po+---+ pu_1 =1 jaolkoon p timdn systeemin tiheysoperaattori. Tdlloin p vastaa
puhdasta tilaa, jos ja vain jos Tr (p?) = 1.
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Todistus. Oletetaan, ettd p kuvaa puhdasta tilaa. Talloin on olemassa ¢ € V, jolla
pitee p = |¢) (¢p|. Nyt siis

Tr (pz) = Tr (1) ($19) (g])

=Tr (1]¢) (¢])
=Tr (p)
=1.

Oletetaan nyt, ettd Tr (pz) = 1. Nyt koska p on positiivinen operaattori on olemassa
spektrihajotelma p = }}; A; |i) (i|, missé siis vektorit i ovat keskeniin kohtisuoria, eli
({|j) =0,kuni # j,ja ); A; = 1. Nyt siis

T (p2) = Te | ) ki) (1) 471 <j|)
i J
=Tr( >, > Ady ) 1) <f|)
i
=Tr Zﬂﬂi) (il)

=1

Toisaalta tiedetdin, ettd p on tiheysoperaattori, joten Tr(p) = >; 4; |i) (i| = 1, joten
Jjollakin indeksilld i saadaan A; = 1 ja muilla indekseilld j saadaan A; = 0, joten
p = 1i)l. O

Huomautus. Huomataan, etti vastaavasti voidaan mééritelld puhdas tila vaatimalla,
ettd vektorin alkioiden nelididen summa on 1. Nimittdin olkoon systeemi tilassa
|#) = colpo)+ci|p1)+---+cn1 |Pn-1), missd |o) , [1) , - . ., |pn—1) Ovat systeemin
kantavektoreita, ja cq, ...c,—1 € C ja olkoon p timin tiheysoperaattori, siten etta
Tr (0?) = 1. Koska |¢) on puhdas tila, p = |¢) (#|. Nyt huomataan, etti Tr (p?) =
|col* + - +epa [P = 1.

Toisaalta miten kdy tiheysmatriisille, jos kaksi systeemié erotetaan toisistaan?

Kéydéaan ensin apulause usean systeemin mittauksista.

Lemma 1.56. Olkoot A ja B kvanttimekaanisia systeemejd, missd systeemin A di-
mensio on n ja joukko {M,, € C*" | 3, M;,Mm = 14} on kokoelma mittausope-
raattoreita systeemille A. Télloin jokaista mittausoperaattoria M,, vastaava mittauso-
peraattori tila-avaruudessa A ® B on N,, = M,,, ® I, jolla pitee pa (m) = pagp (m),
missd siis /g on tila-avaruuden B kokoa vastaava identiteettimatriisi.

Todistus. [21, vrt s.107] Olkoon systeemi A ® B tilassa

Zai la;) 1b;) ,
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missi siis a; € A, b; € B, Y1 |a;|* = 1. Nyt
nm
paes (m) = > @ (bil (il Nj,Ny lai) |bi) e
i
nm
= Za‘(bd (ail (M, ® Ip)" My ® Ip |a;) |bi) o
i
nm
= >l (bil 1}, (il M, My, |ai) T |Bi)
i

= pa (m) Z |ail? (bilby)
=pa(m). O

Lause 1.57. [21, 5.105] Olkoon AB sellainen kahden systeemin A ja B yhdistet-
ty systeemi, ettd systeemin AB tiheysoperaattori on pap = Y.; pi|¢i){Pi|, missd siis
|¢i) = 2jajla;)lbj),a; € A,b; € B, Y, |(;xj|2 = 1. Tdlloin systeemin A tiheysmat-

riisi on
pa=y pi > Loty (o e (JoF) (7).
i ko

Todistus. Kiydaan ldhteessd [21, s.107]. |

Huomautus. Y1li olevaa tiheysmatriisia p4 kutsutaan systeemin A redusoiduksi ti-
heysmatriisiksi.
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2 Kvanttilaskenta

Kvanttialgoritmien tutkimista varten tarvitaan sopiva kvanttimekaaninen systeemi.
Olkoon ¢ € C" ja {¥0,¥1,...,¥u—1} avaruuden C” erds kanta. Olkoon systeemin
tilavektori ) = co [Yo) + c1 [Y1) + -+ Ccpet [Yn—1), missd cq, . ..cp—1 € C, missi
lcol> + -+ |eaz1]?> = 1 ja |cj|2,0 < j < n-1 on todenndkoisyys tarkasteltaes-
sa systeemid 10ytadd se tilasta |w j> [3, s.31-32]. Huomataan, ettd timi on puhtaan
tilan méiritelma, ja kyseinen vektori on yksikkovektori, joten se sopii kuvaamaan
kvanttimekaanista systeemid. Lukua c; kutsutaan vastaavan tilan |y ;) todenndikoi-
syysamplitudiksi.

Muistutuksena mikéli [¢1|> + - - - + |cn|> # 1, niin tila on sekoitettu. Sekoitettui-
hin tiloihin tullaan palaamaan myohemmin, dekoherenssia kisiteltidessi. Ellei toisin
mainita, tilavektorista puhuttaessa tarkoitetaan puhdasta tilaa.

Namad tiedot antavat luonnollisen tavan mddritelld bitti kvanttimekaanisesti eli
kubitti.

2.1 Kubitit

Mairitelma 2.1. [3, s.45] Kubitti on kvanttimekaaninen systeemi, jolla on kaksi
ortogonaalista tilaa.

Esimerkki 2.2. [20, s.5] Merkitizn avaruuden C? luonnollisen kannan { (1, 0), (0, 1)}
vektoreita [0) = () ja [1) = ({). Nyt ndiden ma#rdidmi avaruus kelpaa kuvaamaan
kubittia.

Tastd lihtien tekstissd tullaan tyoskenteleméidn nimenomaan avaruuden C? ku-
bittien kanssa, jossa siis perustiloja kuvaa avaruuden luonnollisen kannan vektorit.
Seuraavaksi formalisoidaan kubitin tilavektorin maaritelmén.

Miaritelmé 2.3. [3, s.13] Kubitin tilavektori on |¢) = a |0) + B|1), @, B € C ja
|a|? + |B|> = 1. Kubitti on perustilassa, mikili @ = 1 tai 8 = 1. Muutoin kubitti on
superpositiossa.

Nyt toisaalta koska |a|? + |B|> = 1 tiedetisin, ettd on olemassa 6 € R, jolla
|a| = sin(0) ja |B| = cos(6). Toisaalta «, 8 ovat kompleksilukuja, joten

) = |ale” |0) +|Ble" |1)

= sin(6)e |0) + cos(6)e’ [1)
sin(8)e™ |0) + cos(8)e %) [1)
sin(6)e' |0) + cos(0)ee™ |1)
= ¢ (sin(#) |0) + cos(0) e [1)).

Lisiksi tiedetiiiin, etti globaali vaihe e ei vaikuta mittaustuloksiin eiki aikaevo-
luutioon, joten kubitti voidaan kuvata pallona, missé kyseisen tilan koordinaatit ovat
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(cos(y) cos(6), sin(y) cos(6), sin(6)). Tatd palloa kutsutaan Blochin palloksi, ja se
on hyodyllinen tapa visualisoida yksittdisen kubitin tilavektori ja sen muutokset.

0)

1)
Kuva 2.1. Blochin pallo
Toisaalta tidstd huomataan myos, ettd koska jokainen kubitin tilavektori vastaa
erastd tilavektoria Blochin pallossa, voitaisiin tilan muutosta tilasta toiseen kuvata
jollakin kierrolla pallossa. Tahén tutustutaan paremmin kvanttiportteja késittelevassa
kappaleessa.

Tyoskentely vain yhden kubitin voimalla olisi sangen hidasta, joten on hyva
maddritelld myos kvanttirekisteri.

Miiritelmi 2.4. [12, s.24] Olkoon avaruudessa C?> n kappaletta kubitteja, joita
vastaavat tila-avaruudet Ag, A1, ..., A,—1. Talloin ndiden tensorituloa

A)®A I ®---®A,-1 =0,y
kutsutaan kvanttirekisteriksi, jonka koko on n.
Kvanttirekisteri Q,, on siis avaruudessa(62)®n [20, s.6]. Lisiksi vektorit
(100) ®101) ®- - - ®[0,-1)), (|10)®101) ®- - ®[0p-1)), . . ., (|10) ®[10) ®- - - @ [1-1))

muodostavat rekisterin erddn kannan. Toisin sanoen kvanttirekisterilli Q,, on 2"
kantavektoria. Vastaisuudessa tensorituloa |ag) ® - - - ® |a,—1) tullaan merkitseméain

|ao . .Cln_1>.
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Huomataan, etti jos a; on kubitin i kantavektori |0) tai | 1), niin rekisterin kubittien
kantavektoreiden tensoritulo |ag...a,_;) vastaa binddrilukua b. Jos b; on luvun
i binddriesitys, ilmaistaan rekisterin kantavektoria |b;) merkinnélld |i), missd siis
0 <i < 2",i € N. Puhuttaessa rekisterin luonnollisesta kannasta, tarkoitetaan nain
esitettyd rekisterin kantaa.

On hyvi painottaa, ettid kvanttirekisterin tila-avaruus on avaruudessa (Cz)@m, toi-
sin kuin klassisten bittien binédrijonot, jotka voitaisiin kuvata avaruudessa {0, 1}".
Lisédksi huomataan, ettd tarvitaan 2" kompleksilukua, jotta voidaan kuvata kokoa n
olevan kvanttirekisterin tilaa. Toisaalta, ndihin kompleksilukuihin ei kuitenkaan pas-
ta suoraan kasiksi, nimittdin tehtdessa mittaus rekisterin tilasta, saadaan mittauksen
tuloksena vain jokin rekisterin perustiloista. Tdhdn mittausten tuomaan vaikeuteen
palataan mittaukselle omistetussa kappaleessa.

Toisaalta kiintoisa ominaisuus on jo aikaisemmin esitelty superpositio. Siind mis-
sd klassinen jono bittejd voi kuvata yhtdaikaisesti vain yhta lukua, kvanttirekisteriin
voidaan luoda superposition osasta, tai jopa kaikista mahdollisista luvuista.

Esimerkki 2.5. Olkoon Q» kvanttirekisteri. Talloin kvanttirekisteri voidaan alustaa
superpositiolla % |0) + % [1) + % |2) + % |3). Téssd selvsti

jarekisterid tarkasteltaessa useita kertoja, se havaitaan kussakin perustilassa }l tarkas-
telukerroista. Selvisti vastaava ei olisi 2-bittiselld klassisella rekisterilld mahdollista.

Kubiteilld on vield lomittuneisuudeksi kutsuttu mielenkiintoinen ominaisuus.

Miiéritelma 2.6. [12, s.10] Olkoon Q,, kvanttirekisteri ja olkoon

2"-1

6) = > aili)

i=0

taman tilavektori. Rekisteri on tulotilassa, mikili sen tilavektori |¢) voidaan esittda

muodossa
n—1

1) = @) (aos [0;) +ar;[1)).
=0
|2 —

missi |a()j|2 +|ay;| = 1 jokaisella 0 < j < n — 1. Muutoin rekisterin tila on

lomittunut.

Huomautus. [20, s.10] Y1l4 olevan mééritelmén voi siis ymmartad, ettd kvanttirekis-
teri ei ole lomittunut tdsmaélleen silloin, kun sen tilavektori voidaan esittidd jokaisen
rekisterin yksittdisen kubittin tilavektorin tensoritulona.

Esimerkki 2.7. Olkoon esimerkin 2.5 kvanttirekisteri O, superpositiotilassa % |0) +
% 1) + % |2) + % |3). Huomataan, ettd tdma on tulotila, nimittdin

3100+ 310+ 520+ 31 = (100 + =110 @ (lo+ =110,
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Toisaalta olkoon kvanttirekisteri Q3 superpositiotilassa % |000) + % [101). Tila on
lomittunut, nimittidin lauseke saadaan muotoon

1 1
— 1000) + — |101) = ac |000) + bd |101) = (a [00) + b |10)) ® (¢ |0) +d |1)),
V2 V2

missi ac = Lz bd = % ad = 0ja bc = 0, milli ei ole ratkaisuja.

Huomataan, ettd rekisterin koon kasvaessa lauseen 2.6 muodon l0ytdminen, ja
taten tilan lomittuneisuuden tarkastelu on sangen vaikeaa, mutta tdtd voidaan helpot-
taa muotoilemalla kubitteja tiheysmatriiseilla tilavektorin sijaan. Palautetaan mie-
leen, ettd systeemin tilaa kuvaava tiheysmatriisi esittdd puhdasta tilaa jos ja vain jos
Tr(p?) = 1. Jos siis yhdistetty systeemi AB voidaan jakaa kahdeksi erilliseksi systee-
miksi A ja B, missi systeemin A redusoidulla tiheysmatriisilla p4 pétee Tr(pi) #1,
niin tiedetdin, ettd timi redusoitu tiheysmatriisi ei voi olla puhtaassa tilassa. Toisin
sanoen, systeemid A ei voida kuvata kiyttdmalld pelkidstddn systeemin A vektoreita!

Lause 2.8. /21, vrt. 5.106] Olkoon Q,, kvanttirekisteri ja olkoon

2"—1

Wy =" aili)

i=0

tamdn tilavektori. Olkoot A ja B osajoukkoja kubitteja siten ettd AQ® B = Q. Tilloin
jos Tr(pi) # 1 tai Tr(p%) # 1, niin rekisteri on lomittunut.

Todistus. Tehdaan vastaoletus: Olkoon Tr( pf‘) # 1jaQ, ontulotilassa. Olkoon Ind 4
kokoelma, joka koostuu niiden kubittien indekseistd, jotka sisdltyvit systeemiin A.
Nyt siis A on tilassa |¢) = Q) (a0 |0;) +a1j|1;)) ja timén tiheysmatriisi on

jelndy
aopdoo @oodio Aoodol ... Aoodi)
aipdoo @10dio daiodolr ... diodi;
pA = |aoiacy amaio aoidor ... aoidi|.
laijacp aijaip aijdor ... aijaij

Merkitdidn j (mod 2) = b;. Nyt siis matriisin (pa)? jokainen diagonaalilla oleva
alkio d; ; on muotoa

dj;= |tlbj,j|2 (aoo@oo + aroaro + - - +aijai;),
joten

Tr(p%) =(acoao)” + (aioai)’ +. .. (a1;ai;)*

+ 2(61006110 +aopoao1 +- - +apoai; +ajpaopo + aiodor t .. .aljaoj)
2
2 2 2 2 2 2 2
= (Iaool? + larol* + laor P +lani ... laoy P + la; ) =12 =1,

missé on ristiriita nimittdin Tr( pi) # 1. Vastaava tarkastelu voidaan tehdi systeemille
B, josta piaddytddn vastaavaan ristiriitaan. O
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2.2 Kvanttiportit

Tiedetddn, ettd systeemin aikaevoluutiota kuvaa unitaarinen matriisi. Tastd saadaan
luonnollinen tapa médritelld portteja kubiteille.

Mairitelma 2.9. [12, s.22] Olkoon A € C%'*%" unitaarinen matriisi. Matriisia A
kutsutaan n:n kubitin kvanttiporttiksi.

Toisin sanoen siis kvanttiportti maéraa lineaarisen kuvauksen

0) = a0,010) +- -+ +aon-112" — 1)

|2n - 1) = dp-1,0 |O> ttap-1n-1 |2n - 1> .

Huomataan téstd aiheutuva mielenkiintoinen kvanttilaskennan ominaisuus, ni-
mittdin midritelmédn 1.31 nojalla jokainen kvanttiporteilla suoritettu laskenta on
reversiibeli. Toisin sanoen A |) AT = |). Toisaalta mairitelmin 1.33 nojalla kiyt-
tdessamme kvanttiporttia yksikkovektoriin |¢) tuloksena on toinen yksikkovektori
)

Erityisen tarked porttityyppi on kontrolloitu portti. Tama on siis portti, joka vai-
kuttaa kohdekubitteihin, eli kubitteihin, joihin portin médraama unitaarinen matriisi
normaalisti vaikuttaisi, kun kontrollikubitit poikkeavat tilasta |0).

Miiéritelmi 2.10. Olkoon A n:n kubitin kvanttiportti. Tillin AS, jolla on ¢ kont-
rollikubittia, on m:n kubitin kontrolloitu portti, missd m = ¢ + n. Tdlloin

I. 0,
0, Al

Y1l oleva méadritelmé on hyodyllinen, kun rekisterissé, johon porttia kiytetddn,
kontrollikubittien ja kohdekubittien vilissd ei ole muita kubitteja. Lahde [S] an-

taa tavan luoda oikea matriisi erddlle kontrolloidulle operaatiolle, miké yleistetdin
seuraavaan lemmaan.

A¢

Lemma 2.11. Olkoon Q,, kvanttirekisteri, A /:n kubitin kvanttiportti, ACC kontrolloitu
portti, jonka kohdekubitit alkavat indeksiltd ¢ ja kontrollikubitit ovat indekseilld
ko, ki, ..., ke—1. Merkitddn dy = ko jad; = ki-y —ki—1,kun 0 < i < ¢ - 1.
Olkoon B joukko bindériesityksid, joiden pituus on c. Olkoon lisiksi G = {g | g €
B\ {11...1}}. Merkitdan nyt, kun g € G, indeksilld i olevaa bittid g;. Tall6in porttia
ACC, vastaava matriisi on

AS = Z(ldo ®180) (80| ® 14, ®181) (811 ® - ® 14, , ®18c-1) (811 ® In—k,_,~1)
geG

+1g, @)@ -y, @)L 4,1 ®A® [ (141)-1-

Todistus. Merkitdan lemman laskun matriisia M. Osoitetaan, ettd M = ACC, osoitta-
malla, ettii portti M kiyttiytyy kuten portti AS.
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Oletetaan, ettd vihintdan yksi kontrollikubitti on tilassa |0) ja merkitéén tilavek-
toria |¢). Talloin seurauksen 1.30 nojalla

(o@D A®--®1g_, @)1 ® L, -1 ® A® Li_(r41)-1) 1) =0,

nimittdin oletuksen nojalla vdhintdan yhdelld kontrollikubitilla patee |1) (1]]0) = 0.
Nyt siis

2.1) M1g) =D (lay ®120) (20l & L, ® |21} (81] ® -
geG

e ®1g,, ®18c-1) (8e-11 ® In—ko_,-1),

joten matriisi toimii identiteettikuvauksena, kun vihintdan yksi kontrollikubitti on
tilassa |0).

Toisaalta jos vihintddn yksi kontrollikubitti poikkeaa tilasta |0), niin seurauksen
1.30 ja edellisen oletuksen nojalla matriisin vaikutus niihin tiloihin, joissa kontrolli-
kubiteista vahintdéan yksi on tilassa |0), on identiteettimatriisi. Toisaalta nyt tiloihin,
joissa kaikki kontrollikubitit ovat tilassa |1) on

I, @)@ @1y, @)1 ® L1k, ;-1 ® A® Ly_(141)-15

eli identiteettimatriisi kaikkiin muihin kubitteihin paitsi kohdekubitteihin, ja portti
A kohdekubitteihin. Joten M toimii kuten A,
O

Huomautus. Lemman 2.11 perusteella voidaan aina muuntaa haluttu kontrolloitu
portti muodosta, jossa kontrollikubittien ja kohdekubittien vilissé ei ole muita ku-
bitteja, oikeaan muotoon rekisterid varten, joten riittdd tarkastella porttia, joka on
madritelmén 2.10 antamassa muodossa.

Seuraavaksi esitellddn kirjallisuudessa usein kéytettyjd portteja, sekéd portteja,
joita tullaan my6hemmin tarvitsemaan.

Esimerkki 2.12. [21, s.17, 174] Yksi tirkeimpid portteja kvanttilaskennassa on Ha-
damard-Walsh -portti. Portti muuntaa kantavektorin superpositioksi kaikkia kanta-
vektoreita. Blochin-pallossa timi vastaa 5 radiaanin kiertoa y-akselilla ja 7 radiaanin
kiertoa x-akselilla. Porttia merkitdéin symbolilla H ja se méaritellaan

we 1]

Esimerkki 2.13. [21, s.174] Paulin matriisit ovat my0s tarkeitd kvanttiportteja. Nama
portit vastaavat 7 kiertoa Blochin pallossa matriisin nimed vastaavan akselin ympéri.

o1 . o =i]. _ [t o0
coft freft el 2]

10 0
Esimerkki 2.14. [21, 5.174] Vaiheportti, on portti joka vastaa Blochin-pallossa 5
kiertoa z-akselin suhteen. Vaiheportti ei vaikuta mittaustuloksien todennikoisyyk-
siin. Porttia merkitddn symbolilla § ja se maaritellaan

il
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Esimerkki 2.15. [21, 5.174] g-portti on portti joka vastaa Blochin-pallossa 7 kiertoa
z-akselin suhteen. Porttia merkitddn symbolilla 7" ja se miéritelldin

b ]
TE in .
0 er

Historiallisista syistd porttia kutsutaan g-portiksi silld

—
O =
o
sy @
eed
|
Q
=3
—
o
(@] m|l
N
Q
w5
S —

Huomautus. Lisidksi huomataan, etti 72 = S.

Esimerkki 2.16. [21, 5.174] Kubitille voidaan miéritelld kiertoportit R, (6), R, (0),
R (0), jotka vastaavat # radiaanin kiertoa vastaavalla akselilla Blochin pallossa.

[ cos(4) -isin(§)] _ 6 .. (0
R, (0) = [—isinfg) cos(gi ] = cos (E)I—lSIH (5) X,
5) —sin(§ 0 0
Ry (@) = 210; ((gz)) C(S)lsn((gz)) = cos (5) I —isin (5) Y,

—if
ez O 0 .. [0
Rz(9)=l 0 e%]—cos(z)l—zsm(z)z.

Huomataan, ettd jokaisella kiertoportilla pitee R, (68) R, (y) = R, (0 +y), missi
a€{x,y,z}.

Huomautus. [21, s.175] Vastaavasti voidaan mairitelld 6 radiaanin kierto Blochin
pallossa erdédn yksikkovektorin v suhteen

0 0
R, (6) = cos (5) I —isin (5) (X +vyY +v.Z),

missa siis vy, vy ja v, vastaavat vektorin x-, y-, ja z-komponentteja.

Seuraavaksi esitelldéin ensimmdiinen kahden kubitin portti, kontrolloitu NOT-
portti eli CNOT-portti.

Esimerkki 2.17. [21, s.178] CNOT-portin miiritelldén olevan matriisi

1 00O
0100
0 0 0 1’
0010

Portti siis pitdd ensimmaisen kubitin samassa tilassa, ja vaihtaa piittéin toisen kubitin
todennékoisyysamplitudit niissd tiloissa, joissa ensimmadinen kubitti on tilassa |1).
Nimittdin olkoon erds kvanttirekisteri Q5 tilassa |¢) = a |00)+3|01)+y [10)+6 |11).
Nyt (CNOT) |¢) = a|00) + 8]01) + 6 |10) + v |11). Vastaavaa porttia, joka toimii
kun ensimmadinen kubitti on tilassa |0), kutsutaan negatiiviseksi CNOT-portiksi.
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2.3 Mittaus

Tdhdn mennessd on puhuttu paljon todennikoisyyksistd havaita kubitti tai kvanttire-
kisteri tietystd tilasta, ja seuraavaksi médritellddn kubiteille sopiva mittausoperaatto-
Ii.

Miaritelméa 2.18. [19, s.56] Olkoon Q, kvanttirekisteri, jolla on perustilat |0),
..,|2" = 1) jajokaon tilassa [¢) = aq |0) +- - -+ azn—1 [2" — 1). Talloin matriisi M,,
on rekisterin mittausoperaattori, jos patee

L. p (m) = (| My, My, 140),

2. — Muly) ,

|4) o

missd p (m) on todenndkoisyys 10ytdd rekisteri tilasta m ja |¢) on rekisterin tila
vilittomésti mittauksen jilkeen.

Huomautus. Mikili tilalle |i) pitee |a;|*> = 0, mittauksen tilaa ei ole miritelty.
Timi on mielekastd, silld mikli |o;|> = 0, kyseisti tilaa ei ole mahdollista saavuttaa.
Voidaan kuvitella intuitiivisesti mittausoperaation kysymykseksi: missi tilassa koko
systeemi on, kun sen osa i on tilassa m. Tédll6in on mielekastd ymmartid, ettd mikali
i el koskaan voi olla tilassa m, systeemin tilasta ei tietenkddn voida sanoa mitiin.

Esimerkki 2.19. [20, s.13] Olkoon Q,, kvanttirekisteri, jolla on perustilat [0...0),
0...1),...,]1...1)jajokaontilassa [¥) = ap|0...0)+---+az_; |1...1). Merki-
tddn n X n-identiteettimatriisia 7,,. Talloin Iom ® |0) (0| ® Iyn-m-1 ON mittausoperaattori
My, joka mittaa onko indeksilld m oleva kubitti tilassa |0).

Todistus. Huomataan, ettd matriisi My, on 2" X 2" neliomatriisi. Mutta mitd ovat
tadmén matriisin alkiot? Huomataan, ettd ensinnikin /o= ®|0) (0| on matriisi NV, jonka
diagonaalionv = (1,0, ..., 1,0), jossa siis on 2" kappaletta pareja (1, 0) perdkkiin
(eli jonka dimensio on 2 - 2™). Muut matriisin alkiot ovat nollia. Nyt N ® Irn-m-1

on matriisi My,,, jonka diagonaalionw = (1,1,...,1,0,0...,0,1...,0), ja muut
N e N
2n—m—l 2n—m—1

alkiot ovat nollia. Nyt siis My, on diagonaalimatriisi, jonka alkiot ovat joko 1 tai O,
joten MgmMOm = My,, Nyt siis vektori (| M, on

(QO, e ey azn—m—l_l, O * azn—m—l, ceey O, 0’2,2n—m—1, ceey a:;,zn—m—l_l, 0, c ey O) .

Huomataan, ettid ndiden todennikoisyysamplitudien indeksit ovat juuri ne perustilat,
joilla indeksin m kubitti on tilassa 0. Nyt (/| Moy, [) = o> + -+ + @yn-m-1_1> +
Qyon-m-12 + -+ + @, on-m-1_> ON siis todennikoisyys 16ytii rekisteri tilasta, jossa
indeksin m kubitti on tilassa |0). Siis

p(m) = (| MMy, |v) .

Nyt jos vihintddn yhdelld rekisterin perustilalla, joilla kubitti m on |0), todenni-
koisyysamplitudi poikkeaa nollasta, niin M, [/) on nimennomaan ne tilat, joilla
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todennikoisyysamplitudi poikkeaa nollasta, eli joilla indeksilld m oleva kubitti on
tilassa |0). Toisaalta nyt kun indeksilla m oleva kubitti on tilassa |0), niin toden-

2

nédkoisyys havaita rekisteri jostain tilasta |j) on %, ehdollisen todennikdisyyden

nojalla, joten todennikdisyys amplitudi on —=—, joten tilaksi mittauksen jilkeen

Vp(m)
My |y)

|¢) = :
\p(m)

saadaan

O

Huomautus. Samoin voitaisiin mééritelld mittausoperaattori M, vaihtamalla |0) (0|
tilalle |1) (1].

Voidaan myos médritelld saman aikainen mittausoperaatio usealle kubitillle, ni-
mittdin lopputulokseen ei vaikuta mittausjirjestys.

Lause 2.20. /20, s.14] Olkoon Q, kvanttirekisteri, jonka kubiteilla on mittauso-
peraattorit, My, ja My, ja jolla on perustilat |0)...|2" — 1) ja jonka tilavektori
on [¢) = ap|0) + --- + a1 |2" — 1). Tdlloin periikkdisten mittausoperaatioiden
Jjdrjestykselld ei ole vaikutusta rekisterin tilaan kaikkien mittauksien jdlkeen.

Todistus. Kiydiin lahteessd [20, s.14-15]. O

Nyt huomataan jéilleen uusi eroavaisuus kvanttilaskennan ja klassisen laskennan
valilla, nimittidin laskennan tilan tarkistaminen kesken laskennan muuttaa olennaisesti
laskennan antaman syotteen.

Esimerkki 2.21. Olkoon kvanttirekisteri Q5 tilassa |00), mittausportti My, eli portti
joka mittaa onko rekisterin ensimmaéinen kubitti tilassa |0), ja kvanttiportti

d

Il
DO =D =D [ =D —
ISRSTERNTES
MI—NL'_NL'_NI»—

N|'_M|LN|»—NI>—

Nyt huomataan, ettd My UU |00) = |00). Mutta entd jos mittaus tehddin kahden
portin Vilissi? Tallsin UMooU [00) = U |i), missd [¢) = <5 100) + - |01). Nyt
Uly) = |¢), missd |¢) = % |00) + % |10) # |00). Eli mittaaminen kesken toimen-
piteen tarkoittaa ettd mahdollisena tulosteena on my®os tila |10).

Lisdksi huomataan toinen tdrked asia: alkuperiistd tilaa ei kyetd saavuttamaan
mittauksen jidlkeen vain suorittamalla mittaus takaperin, nimittdin mittausoperaattori
ei ole reversiibeli. Toisin sanoen mittaus tuhoaa alkuperdisen kvanttitilan, ja jotta
alkuperidinen tila voitaisiin saada takaisin, tarvitsee laskenta suorittaa uudelleen.
Tarkasti ottaen, mittaus ei ole reversiibeli tdsmilleen silloin kun, mittausoperaatio
antaa mitdin informaatiota systeemin tilasta [21, s.187].

Toisaalta tdstd herdd ajatus. Mikili laskennan kesken otettava mittaus tuhoaa
kvanttitilan, voitaisiinko kvanttitila vain kopioida, ja ottaa mittaus kopiosta? Talloin-
hin alkuperdinen tila olisi edelleen olemassa. Lisdksi koska mittauksesta on aina
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tietty todennikoisyys saada tietty tulos, ndin voitaisiin ottaa useita kopioita kvantti-
tilasta ja rakentaa todennékoisyysjakauma usean mittauksen jéalkeen, sen sijaan, etta
koko laskenta toistettaisiin useasti.

Valitettavasti vastaus on kielteinen.

Lause 2.22. [20, 5.18] Olkoon Q,, kvanttirekisteri, jolla on perustilat |0) ... |2" — 1)
ja joka on mielivaltaisessa tilassa |¥). Ei ole olemassa unitaarista matriisia, joka

maddrittdisi kuvauksen [) ® |0) — |Y) ® |¢) mille tahansa rekisterin tilalle |).

Todistus. [20, vrt. s.18] Tehd&din vastaoletus, ettd on olemassa unitaarinen matriisi
joka madriisi kuvauksen |0) ® |0) — |0) ® |#) mille tahansa rekisterin tilalle |6).
Olkoot |¢) ja |¢) nyt kaksi rekisterin Q,, tilaa ja [¢) # |¢). Tiedetddn, ettd (0|0) = 1
ja toisaalta, jos x,y € C, niin x ® y = xy. Nyt siis

(oly) = (oY) ® (0]0) = ({o] @ 0D (|¢) ® [0)).

Toisaalta koska U on unitaarinen, niin UTU = I, joten

(8101 ) (1¥)®0)) = ({pleODUU(ly)®10)) = (gl () (W) ®lY)) = ($ly)*,

jokaiselle kvanttirekisterin tilalle |¢), |¢), mutta selvasti (¢|w)2 = (¢|y) vain, kun
(ply) = 0tai (¢|y) = 1, joten vastaoletuksesta seuraa ristiriita. O

Huomautus. [20, s.18] On toki huomattava, ettd on mahdollista luoda kvanttiportti,
joka pystyy kopioimaan tietyn tilan, mikdli tila tiedetdén etukéteen.

On hyvi korostaa, ettd mittauksen tekeminen on ainoa tapa saada laskennan tulos
selville. Tasta huomataan, etti jos laskennan suorittamisen jialkeen rekisterin tilavek-
torilla on vihintddn kaksi perustilaa, joiden todennidkdisyysamplituudit poikkeavat
nollasta, kahdella eri laskennan suorituskerralla voidaan saada eri tulos! Tama ai-
heuttaa tiettyjd vaikeuksia laskennan suunnittelulle: jos mittauksella voidaan saada
vastaukseksi perustila, joka on vééra vastaus, ei tietenkédédn voida olla varmoja yhden
mittauksen jilkeen, saatinko mittauksella vdidra vai oikea vastaus.

Yhtend vaihtoehtona tdmén ratkaisuksi on korostaa oikean vastauksen antavien
perustilojen todennidkoisyysamplitudeja ja pienentdmélli vdérien perustilojen toden-
nikoisyysamplitudeja. Toistamalla tétd voitaisiin korostaa oikeiden vastauksien to-
dennikoisyydet tarpeeksi korkeiksi, jotta laskenta tarvitsisi toistaa vain muutaman
kerran, jotta saadaan luotettavasti oikea vastaus. Jos tavoitteena olisi esimerkiksi ja-
kaa luku alkutekijoihin, voitaisiin korostaa niitd todennikoisyysamplitudeja, jotka
jakavat luvun ja pienentdd niitd jotka eivit jaa lukua. Lisdksi jos kiytettdvissi olisi
useita rekistereiti, voitaisiin jakavat luvut lomittaa keskendin, joten kun tarkasteltai-
siin yhtd rekisterid ja saataisiin oikea vastaus, voitaisiin olla varmoja, ettd muutkin
rekisterit sisdltdvit oikean vastauksen.

Toinen vaihtoehto on suunnitella laskenta sellaisella tavalla, ettd jokainen mittaus
antaa jotain tietoa, jolla ongelmaa voidaan pienentéd ja suorittaa laskenta uudelleen

siin laskenta suunnitella siten, ettd jokainen perustila vastaa jotain lukua pienempii
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lukua, jolla on vihintdén yksi sama alkutekija kuin alkuperiiselld luvulla. Ndin mika
tahansa mittauksen tulos antaa jotain informaatiota alkuperéisestd ongelmasta.

Toisaalta ongelmana on etti eri tilat saattavat antaa t'eism'zilleen samat mittaustu-
lokset. Esimerkiksi olkoon rekisteri tilassa |¢) = \/_ |0) + —= |1) Nyt

Sle) = T 10) + — \/—
josta saadaan mitattaessa kumpikin perustila |0) tai |1) todennikoisyydella % , Mi-
ki on tdsmilleen sama kuin tehtdessd mittaus alkuperdiseen tilaan |¢). Tilat eivit
kuitenkaan selvisti ole samat, ja erityisesti ndistd saadaan eri tulokset kayttamalla
Hadamard-Walsh-porttia. Nimittéin

I+ 1—i
HS[#) = = 10) + = |1),
mutta
H1g) = 10).

Kummatkin tilat siis antavat mitattaessa saman todennédkoisyysjakauman, mutta kayt-
taytyvit laskennassa tdysin eri tavalla!

2.4 Kvanttipiirit

Olkoot A ja B joukkoja ja f : A — B funktio. Miten voidaan laskea tdami funktio
tahdn asti esitellyilld keinoilla? Ensiksi tarvitaan tapa muuttaa joukkojen A ja B
alkiot kaytettdvddn muotoon. Seuraavassa madritelméssa esitellddn termejd, joita
tullaan tarvitsemaan téssd osiossa.

Mairitelma 2.23. [12, vrt. s.13] Olkoon A joukko. Joukkoa A kutsutaan aakkos-
toksi. Joukon A alkiota a kutsutaan kirjaimeksi. Olkoot ag, ay,...,a, € A. Ndiden
muodostamaa merkkijonoa apa; - - - a, = w kutsutaan sanaksi. Tyhjaa sanaa merki-
tddn €. Jos sana w koostuu n:std kirjaimesta, sanan pituus on n, ja titd merkitdin
|w| = n. Sanan w kirjainta indeksilld i merkitddn w(7) ja sanan alisanaa indeksiltd i
indeksille j merkitddn w(i : j) = a;---a;. A" on joukko joka koostuu kaikista niistid
sanoista, joiden pituus on n, eli

A" = {aoa1 s dp—1 | ap,dl,...,ay—1 € A}

Asetetaan lisiiksi A” = {€}. A* on joukko, joka sisiltii jokaisen mahdollisen joukosta
A muodostettavissa olevan sanan, eli

A* = UA".

ieN
Aakkoston A kieli L on joukko £ C A™.
EsimerkKi 2.24. Olkoon A = {{, ), a, b, ¢, d}. Médritellddn aakkoston A kieli

L ={{q0q1" - qm) | m € N\ {0},q90,q1,....9m € A}.
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Nyt esimerkiksi sanat wg = ({abab)) ja w; = (ab) kuuluvat kieleen L. Toisaalta
sana {(a) ei kuulu kieleen £, nimittdin kielessd kirjainten ( ja ) vilissd on oltava
vihintddn 2 kirjainta, jotta sana kuuluu kieleen. Alisana wq(1 : 6) = (abab) kuuluu
kieleen. Toisaalta alisana wi(1 : 2) = ab ei kuulu kieleen, nimittdin kielen sanat
alkavat kirjaimella ( ja pdéttyvit kirjaimella ).

Miiritelmi 2.25. Olkoon A joukko ja olkoon B aakkosto. Funktiota

k:A—>B

kutsutaan joukon A koodaukseksi aakkostoon B.

Esimerkki 2.26. [12, vrt. s.38] Kubitteja késittelevastd osiosta tiedetdin, ettd kvant-
tirekisterin Q,, luonnollinen kanta voidaan esittdd muodossa

B={lbo),b1), ..., bw 1)},

misséd b; on n:n pituinen luvun 7 bindériesitys. Olkoon A = {0, 1,...,2" — 1}. Nyt
k: A — B,k(a) = |b,) onjoukon A koodaus aakkostoon B. Erityisesti X on koodaus
rekisterin perustiloille.

Nyt on siis tapa koodata funktion miirittely- ja maalijoukot kvanttirekisterille.
Mutta miten kuvataan itse funktio? Tassd kappaleessa, puhuttaessa kvanttirekisterin
0, kubitista g;, tarkoitetaan kubittia indeksilld i. Esimerkiksi siis g vastaa rekiste-
rin ensimmaistd kubittia ja g,-; rekisterin viimeista kubittid. Liséksi, jos kahdella
kubitilla g; ja g; pitee |i — j| = 1 kubitit ovat vierekkiin rekisterissd. Lisiksi, jos
gm on kvanttiportti, alaindeksi m tarkoittaa portin operoimien kubittien mairda. Esi-
merkiksi Hadamard-Walsh -porttia merkittédisiin H; ja CNOT-porttia CNOT5.

Seuraavaksi méiritellddn kieli, jolla kvanttipiirit voidaan ilmaista. Maaritelméssa
kubitit ovat rekisterilld vierekkdin, miké vaaditaan vain myohempien tensoritulojen
kirjoittamisen helpottamiseksi. On yksinkertaista madritelld kvanttiportti

(e R e R
S = O O
o o = O
- o O O

joka vaihtaa kaksi vierekkadistd kubittia keskendin. Kéyttamalla tdtd ja identiteet-
tiporttia, voidaan rekisterin kubitit saada haluttuun jarjestykseen. Esimerkiksi jos
neljin kubitin rekisteri on tilassa |gog19293), niin gg ja g3 saadaan vierekkéin kayt-
tamalld jilkimmaiseen kahteen kubittiin porttia V ja muihin identiteettiporttia, ja
tamén jalkeen keskelld oleviin kubitteihin porttia V' ja muihin identiteettiporttia.
Toistamalla lasku takaperin saadaan kubitit alkuperiisille paikoille.

Miiéritelma 2.27. Olkoot G joukko kvanttiportteja, O, kvanttirekisteri ja merkitdin
aakkoston N U G kieltad

C(Qn) ={ijmgu—js1 |i,j,m,eN,0<j<m<n-1,g,_js1 €G}.
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Olkoon C C C(Q,). Jos kaikilla sanoilla wg, w; € C pitee
wo(0) =wi(0) = [wo(1),wo(2)] N [wi(1),w1(2)] =0

ja on olemassa k € N, siten ettd kaikilla w € C pitee w(0) < k, kutsutaan kieltd C
rekisterin Q,, kvanttipiiriksi. Merkinnalld C; tarkoitetaan kvanttipiirin sanoja, joilla
patee w(0) =i ja tatd kutsutaan aika-askeleeksi.

Intuitiivisesti maddritelma voidaan ymmairtaa seuraavasti: aakkonen i kertoo, milld
aika-askeleella portin kdytto tapahtuu, aakkoset j ja m kertovat sen kvanttirekisterin
Q, vilin, joihin aakkosen g maaraamai porttia kiytetdén, eli esimerkiksi sana w =
002U tarkoittaa, ettd ensimmadiselld aika-askeleella, rekisterin Q,, kubitteihin g, g
ja g kdytetddn porttia Uz. Lauseke

wo(0) =wi(0) = [wo(1),wo(2)] N [wi(1),w1(2)] =0

varmistaa, ettei aika-askeleella voida kayttdd samaan kubittiin useaa porttia.

Mairitelmésti voidaan huomata, ettd piirilld voi olla "tyhjid" aika-askeleita, jol-
loin yhteenkidin kubittiin ei kdytetd mitddn porttia. Tama ei ole kuvatun laskennan
kannalta oleellista, mutta laskennan tehokkuuksia arvioitaessa nima tyhjit aika-
askeleet voidaan poistaa piiristd, muuttamatta laskentaa mitenkédén. Lisidksi maaritel-
missd ei vaadita, ettd jokaisella aika-askeleella jokaiseen kubittiin kéytetdén jotakin
porttia. Tdmé on aika-askeleen kuvaaman tensoritulon kannalta ikdvii. Toisaalta
se ettd kubittiin ei kdytetd mitddn porttia, vastaa sitd ettd kubittiin kdytetddan iden-
titeettiporttia. Lisddmalla siis aika-askeleelle C; sana w = ijjl;, saadaan jokaisen
aika-askeleen tensoritulot samankokoisiksi matriiseiksi.

Jatkossa oletetaan, ettd jos piirissd C ei aika-askeleella C; kiytetd kubittiin g
mitddn porttia, piiristd 10ytyy aika-askeleella C; sanaw = ij jI;. Taimai oletus tehddin
vain tensoritulojen esittdmisen helpottamiseksi.

Jatkossa oletetaan, ettd kvanttipiirin C sanat ovat leksikograafisessa jérjestykses-
sd. Lisdksi koska piiri voidaan luontevasti jakaa aika-askeleiden perusteella osajouk-
koihin, on luentevaa kiyttdad tdtd sanojen indeksOinnissd. Aika-askeleen i sanaan
indeksilld j viitataan merkinndlld w; ;, missd siis 0 <i < kja0 < j < |G| - 1. Li-
saksi oletetaan, ettd myOs aika-askeleen sanat ovat leksikograafisessa jarjestyksessa.
Siis joukko {w; 0, Wi 1,...,W;|c;-1} on leksikograafisessa jérjestyksessd.

Madritellddn seuraavaksi piirin méadraama kuvaus. Olkoon {Ao, ... Ax} joukko
matriiseja. Merkinnilld

14

0<i<k

tarkoitetaan tidlloin matriisikertolaskua Ay Ax_; - - - Ag.

Miaritelmé 2.28. Olkoon C C C(Q,) rekisterin Q, kvanttipiiri ja olkoon k£ € N,
siten ettd kaikilla w € C pitee w(0) < k. Talloin C; méadria tensoritulon

®(Ci): ® wij(3).

0<j<|Ci|-1

Talloin kvanttipiiri méédraa kuvauksen c;, : Q, — Q,, jota vastaa unitaarinen matriisi

u= ] X

0<i<k
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Huomataan, ettd kvanttipiirin mééraama kuvaus on siis unitaarinen, eli erityisesti
bijektio. Mutta eivithidn kaikki kuvaukset ole bijektioita. Miten siis kvanttipiireilla
voitaisiin laskea mikd tahansa funktio? Haetaan ensin hieman apua Boolen piireista.

Lause 2.29. Olkoon f, : {0,1}" — {0, 1} funktio. Tdlloin f, voidaan laskea periik-
kdisilli AND-, OR- ja NOT-porteilla.

Todistus. Kaydaan lihteessd [12, s.35]. O

Mutta miten sama saataisiin aikaan kvanttipiireilld? Eivithan AN D- ja O R-portit
ole kvanttiportteja.

Lause 2.30. [12, vrt s.39] Olkoon f, : {0, 1}" — {0, 1} funktio. Tdlloin on olemassa
kvanttipiiri C € C(Q) ja koodaukset k : {0,1}" — Q, jat : Q,, — {0, 1}, siten
ettd jokaisella a € {0, 1}" pdtee f,(a) = t(c,u(k(a))).

Todistus. [12, vrt s.36, 37-38] Merkitéin rekisterin Q, luonnollista kantaa B, ja
2 x 2! identiteettimatriisia /;. Palautetaan mieleen, ettii jokainen luonnollisen kannan
kantavektori voidaan esittdd bittijonona b. Olkoon k : {0,1}" — Q,, k(b) = |b).
Asetetaan nyt

coo~oo0cOoO
cCo~ocOoOocOoOo
— 00000 OO
O~ 00 00O O
o~ oo
oo = O
-0 o O

N eoBeooNeoNeol =
N eBeNoNel =]
el eleNol =]

=R=E=E====S

Huomataan, etti UTU = UUT = I ja viv=vvi =1, joten U ja V ovat unitaarisia,
joten ne ovat kvanttiportteja. Lisdksi huomataan, ettd V |q;q;+1) = |qi+19:)-

Olkoon ¢; perustilalla oleva kubitti ja olkoon kidytossd kaksi apukubittia, jotka
kummatkin ovat tilassa |1). Nyt kun ¢; = 0, niin U |11¢;) = |111), ja kun ¢; = 1,
niin U |11¢g;) = |110), joten portti toimii kahden apukubitin avulla kuin NOT-portti.
Olkoot nyt g; ja g;+1 perustiloilla olevia kubitteja ja kdytossad yksi apukubitti tilassa
|0). Talloin U |g;qi+10) = |giqi+11), jos ja vain jos g; = q;+1 = 1. Siis portti toimii
kuten AN D-portti apukubittiin. Huomataan vield, ettd jos g; ja g;+1 ovat perustiloilla
olevia kubitteja ja kdytossd on kolme apukubittia tilassa |1), niin

(4@ U)(U )14 ®V & I41)(U ® 14) [11gis14i1) = |114:+14:0)
jos ja vain jos gi+1 = q; =0ja
(LRU)UL)(Is®V®14)(U® L) |11gir1gil) = |11gin19i1)

kun véhintédan toinen kubiteista on 1, joten porteilla V ja U sekid kolmella apukubitilla
voidaan luoda O R-portti.
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Lauseen 2.29 nojalla, mika tahansa funktio f, : {0, 1}"* — 0, 1 voidaan simuloida
porteilla U ja V ja kayttdmalld / apukubittia, siten ettd funktion tulos on kubitilla
indeksilld j. Olkoon nyt m = n+[ ja olkoon Q,, rekisteri, joka koostuu alirekistereista
0, ja Q;. Nyt laskutoimitus voidaan esittdi joukkona sanoja

C CC(Qm) ={abcge—p+1 | a,b,c,eN,0<b <c<m—-1,gcps1 € {U3,Va,11}}.

Olkoon nyt t : Q, — {0,1},¢(|q0q192 " - - qm-1)) = q;. Tilldin jokaisella a €
{0, 1}" pitee fy(a) = t(Cu(k(a))). 0

Toisaalta timé antaa keinon luoda vain funktioita f, : {0,1}" — {0, 1}, eikd
esimerkiksi &, : {0, 1}" — {0, 1}", mutta huomataan, ettid funktio 4, : {0,1}" —
{0, 1} voidaan madritelld luomalla m kappaletta funktioita g,; : {0,1}" — {0, 1},
missd 0 <i <m - 1.

Mutta miten timéa samaistetaan funktion f késitteeseen, jos funktion méérittely-
joukkoa ei ole rajoitettu? Lauseen piirihén ei voi laskea esimerkiksi funktiota f,41,
vaan tdmai vaatisi uuden piirin.

Seuraavissa médritelmissd merkinnilld C” tarkoitetaan piirid rekisterille Q,,. Toi-
sin sanoen C" C C(Q,).

Miiritelmé 2.31. [21, vrt.s 134-135] Olkoon P = {C' | C' € C(Q;)} joukko
kvanttipiirejd. Talloin P on uniforminen kvanttipiirijoukko, jos on olemassa Turingin
kone, joka syotteelld n, tulostaa kielen C".

Mairitelma 2.32. [21, vrt.s 134-135] Olkoon # uniforminen kvanttipiirijoukko,
siten ettd piiri C" € P laskee funktion f,, : {0, 1}" — {0, 1}. Till6in sanotaan, ettd
kvanttipiirijoukko laskee funktion f : {0, 1}* — {0, 1}.

On hyvi vield korostaa, ettd kvanttipiireilld voidaan laskea miké tahansa Boolen
funktio kéyttamailla lauseen 2.30 todistuksessa ollutta porttia U, mutta pelkéstidin
kayttdmalld porttia U, ei voida luoda mitd tahansa kvanttipiirid. Esimerkiksi pelkés-
tidn portilla U ei voida luoda porttia H®3. Titi tullaan Kisittelemizin seuraavassa
luvussa.

Raskaiden matemaattisten merkintdjen valttamiseksi piirit kuvataan graafisestii.
Piirejd luetaan ylhddltd alas, ja vasemmalta oikealle, mikd on hyvd muistaa, silld
laskuissa matriisit lasketaan oikealta vasemmalle. Jokaiseen kubittiin liittyy piirissd
sitd vastaava johto. Mikdli kubitin tilaan ennen piirin vaikutuksia halutaan kiinnittda
huomiota, merkitiin sen tila vastaavan johdon vasemmalle puolelle, ja vastaavasti
oikealle merkitiin tila piirin suorittaman laskennan jilkeen. Toisinaan piirissi tullaan
myos esittimain klassista informaatiota, milld siis tarkoitetaan informaatiota, jolla ei
ole kvanttimekaanisia ominaisuuksia. Klassista informaatiota, yleensa bittejd, tullaan
erityisesti tarvitsemaan mittausten jilkeen. Klassista bittid merkitddn kahdennetulla
johdolla.

Piirit ovat syklittomid. Huomataan nimittdin, ettd jotta piiriin saataisiin sykli
ja jotta kyseisen johdon kubittia voitaisiin vield laskennassa myohemmin kiyttaa,
tarvittaisiin keino luoda kopio kubitin tilasta, minka tiedetddn olevan mahdotonta.

Portteja merkitdén yleisesti laatikolla, jonka sisdlld on porttia vastaava symbo-
li, mutta yleisesti kiytettyjd lyhenteitd porteista tullaan my0s esitteleméén. Jokainen
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portti vaikuttaa niithin kubitteihin joiden yli sen laatikko kulkee. Tami siis vas-
taa sitd, ettd portin kubittien tensorituloon kdytetddn porttia vastaavaa matriisia ja
loppuihin kubitteihin kéytetdédn identiteettimatriisia. Koko systeemid, jossa on n ku-
bittia, tarkasteltaessa tima siis vastaa m kubittisella portilla U matriisia /,,—,, ® U.
Kontrolloitujen porttien tapauksessa kontrollikubittejd merkitdin mustalla pallolla,
kun kontrolloitu operaatio tehdézn kontrollikubitin ollessa tilassa |1), ja valkoisella
pallolla, kun kontrolloitu operaatio tehddan kontrollikubitin ollessa tilassa |0). Mit-
tausoperaatiota merkitddn mittarilla, mutta yleensd on tapana jittdad se pois piirin
johtojen lopusta. Télloin oletetaan, ettd johto padttyy mittaukseen.

Lisiksi piirissd voidaan esittdd kontrolloituja ja usean kubitin portteja, joiden
kubitit eivit vilttamattd ole vierekkdin. Tamid on mielekéstd, silld kyseiset kubitit
voitaisiin vaihtaa yksitellen olemaan vierekkéin tai mahdollisesti méaaritelld kielessa
erityinen portti kyseiselle aika-askeleelle.

Esimerkki 2.33. Olkoot 3 kubittia g, 1, g2, tiloissa |1) , |0) ja |0), U kahden kubitin
portti ja V yhden kubitin portti, jonka matriisi madritelladn klassisella informaatiolla.
Tehdéén ndistd seuraavanlainen kvanttipiiri:

)y —{a] =
10)

U
10) 0! v

Piiri siis kiyttdd Hadamard-Walsh -porttia kaikkiin kubitteihin, porttia U muihin
paitsi ensimmadiseen kubittiin, CNOT-porttia viimeiseen kubittiin, jonka kontrolliku-
bittina on ensimmadinen kubitti. Timin jidlkeen ensimmaiisen kubitin tila mitataan ja
mittaustulos toimii porttia V kontrolloivana bittind ja porttia V kéytetddn viimeiseen
kubittiin.

Piirin kompleksisuutta kuvaa piirin porttien mééra, kun porttijoukko G on kiinni-
tetty [12, s.37]. Nyt voidaan siis miiritelld kompleksisuusluokkaa P vastaavat luokat
EQP ja BOP [12, s5.31] seuraavasti.

Olkoon r(n) piirijoukon £ kompleksisuuden, eli porttien médrin, kasvua syot-
teen koon n suhteen kuvaava funktio. Piirijjoukon  maarddma funktio f on luokassa
EQP, jos on olemassa polynominen funktio 4(n), jolla pitee r(n) < h(n) ja tulos-
terekisteri on mitattaessa aina oikea tuloste [12, s.31]. Kirjallisuudessa yleisemmin
tarkastellaan luokkaa BQ P, joka vastaa polynomisessa ajassa hyviksymistd rajatulla
virheen mahdollisuudella kvanttitietokoneella, eli mitattaessa tulosterekisteri, mit-
tauksen tulos on haluttu tuloste vihintdidn todenndkoisyydelld % [12, 5.19]. Kyseinen
vakio on vain yleisesti kdytetty ja voidaan osoittaa, ettd sama luokka saataisiin milla
tahansa vakiolla % <p<1[12,s.19].

Luokan BQP voidaan ajatella koostuvan niistd piirijoukoista, jotka kykenevét
laskemaan miirddmaénsa funktion tehokkaasti [12, s.20]. Toisaalta jos timi ajatel-
laan kééntden, BQ P koostuu niistd ongelmista, jotka voidaan ratkaista tehokkaasti
kvanttilaskennalla.
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Tastd herdd luonnollinen kysymys, luokkien P ja BQP suhteista. Jos nimittdin
P ¢ BQP,niin olisi olemassa ongelmia, joita ei voitaisi tehokkaasti suorittaa kvantti-
laskennalla, mutta voitaisiin suorittaa tehokkaasti perinteiselld laskennalla. Voidaan
kuitenkin osoittaa, ettd P € BQP [24, vrt. s.5, 13], joten kvanttilaskenta on vahintiin
yhtd tehokas kuin perinteinen laskenta. Mutta entd toinen suunta? Se, ettd péateeko
BQP C P on avoin kysymys [20, vrt. s.24]. Toisaalta on olemassa kvanttilaskennan
algoritmeja, jotka kykenevit ratkaisemaan polynomisessa ajassa ongelmia, joihin ei
toistaiseksi tunneta yhtéd tehokasta klassista algortimia. Tunnettu tillainen ongelma
klassista algoritmia, mutta on olemassa kvanttilaskennan algoritmi, Shorin algoritmi,
joka kykenee tidhdn polynomisessa ajassa [21, s.233].

Merkinnin nimi Merkintda vastaava piiri

Hadamard-Walsh -portti

-

Kvantti-informaatiota kuljettava johto

Klassista informaatiota kuljettava johto

NOT-portti tai Pauli X

Pauli Y

Pauli Z

Mittausportti — A=

CNOT-portti —¢— Kontrollikubitti
—&— Kohdekubitti

D
A\

Negatiivinen CNOT-portti

U 1C -portti, eli kontrolloitu U-portti

+1H

Kuva 2.2. Yleisid merkintojd kvanttipiireille
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3 Universaalit kvanttiportit

Kuten klassisessa laskennassa, myos kvanttilaskennassa on universaalien porttien
késite. Siind missa klassisessa laskennassa télla tarkoitetaan minké tahansa funktion
laskemista, kvanttilaskennassa tdlld tarkoitetaan minké tahansa unitaarisen matriisin
simulointia tietyyn tarkkuuteen asti [21, s.188-189].

Universaali porttijoukko rakennetaan CNOT-, Hadamard-Walsh-, %— sekd vai-
heporteista. On hyvd huomauttaa, ettd tima ei tietenkddn ole ainoa mahdollinen
universaali joukko. Itse asiassa tistd joukosta voitaisiin jopa poistaa vaiheportti, kos-
ka esimerkin 2.15 nojalla timi voitaisiin rakentaa kahdesta g-portista. Vaiheportin
sisdllyttiminen tdhidn joukkoon johtuu sen suuresta roolista vikasietoisessa kvantti-
laskennassa [21, s.189].

Matriisia U, joka madraa kuvauksen, jossa kaikki paitsi maksimissaan n kompo-
nenttia kuvautuvat itselleen, kutsutaan n-tasoiseksi matriisiksi. Osoitetaan ensiksi,
ettd voimme approksimoida mitd tahansa unitaarista matriisia kaksitasoisilla matrii-
seilla.

Lemma 3.1. Olkoon U € C™" unitaarinen kaksitasoinen matriisi. Talloin matriisilla
on korkeintaan nelji alkiota, jotka poikkeavat arvoista O ja 1.

Todistus. Huomataan, etti koska U on unitaarinen, jokaisella matriisin sarakkeella

¢ jarivilla r pitee
V{(rlry = +/{cl|c) = 1.

Olkoon v € C" vektori. Muistetaan nyt, ettd matriisin vaikutus indeksilld i olevaan
vektorin alkioon on muuttaa alkio summaksi

n—1
ui,jvj.
0

~

Nyt jotta U on kaksitasoinen ja unitaarinen huomataan, etti kaikilla, paitsi korkein-
taan kahdella, matriisin sarakkeella jokainen alkio on 0, paitsi alkio u; ; = 1.Toisin
sanoen matriisi vastaa identiteettimatriisia / kaikilla muilla sarakkeilla paitsi kor-
keintaan kahdella. Olkoot nédiden sarakkeiden indeksit a ja b.

Toisaalta, koska jokaisella matriisin sarakkeella c ja rivilld r pétee

huomataan, etti sama pitee myos kaikilla paitsi korkeintaan kahdella rivilla, ja
koska diagonaalilla oleva alkio on 1 tidytyy nididen kahden rivin indekseilld ¢ ja
d pited a = ¢ ja b = d, muutoinhan olisi olemassa rivi (tai sarake), jolla olisi
diagonaalilla 1 ja jossain muualla toinen nollasta poikkeava alkio, joten téll rivilla
ei voisi pated +/(r|r) = 1. Siis jiljelle jaa nelja alkiota, joiden arvo voidaan valita
vapaasti (unitaarisuuden rajoissa). O

40



Huomautus. Todistuksesta myos huomataan, ettd kahden neljésti alkiosta tiytyy olla
diagonaalilla. Erityisesti, jos alkio a;; # 0, niin a;; # 1 ja a;; # 1, joten alkio
aj; # 0. Kaksitasoisten matriisien voidaan siis ikdén kuin ajatella muodostavan
nelion matriisin sisdlld.

Lause 3.2 (vrt. [21, s.189-191]). Olkoon d > 2,d € N ja olkoon U unitaari-
nen d X d -matriisi. Tdlloin on olemassa unitaariset kaksitasoiset d X d -matriisit
Uy, Uy, ..., Uy, joilla UyU, . ..U,U on (unitaarinen) matriisi, jossa alkio apy = 1
Jja alkiot ag,, = ano = 0 kaikillal <n <d-1.

Todistus. (vrt. [21,5.189-191]). Olkoon d = 3 ja
a b c
U=le f g|.
h i |
Nyt koska U on unitaarinen, tiedetdin, ettd

VIl + 167 +1c? = \laf* + le + | = 1.

Asetetaan
a b
ViaP+bP?  Vial*+bl?
— b —a
VialP+b*  Vlial+b
0 0 1
Selvisti Up on kaksitasoinen matriisi, ja toisaalta
a b 0 a b
. \/|a|2+|b|2 Vial+bP? \/|a|l2_)+|b|2 Vial+/b]?
UpU! = —a 0 —a
0
ViaP+bP?  Vial+pl? ViaP+bP*  Vial+bl?
0 0 1 0 0 1
ja” . _IbP? ab___ __ab
lal+1bl* P ol lal+1bP
= ab _ ab |a] + |b|*
ViaP+pP  ViaP+pP  lalP+bl? " lalP+ bl
0 0 1
(1 0 0
=0 1 of,
0 0 1
joten Uy on unitaarinen. Lisdksi

Jla?+1b? 0 ¢
UgU = e’ f/ gl
n i
Asetetaan nyt
Vial2+b2 0 c
Vlal*+[b[*+|c|? la|*+|b|*+|c|*
0 0

1
¢ 0 Vlal’+b/*
Vial*+b*+el? |al*+|bI+[c|?

U =

41



Tamaikin on unitaarinen kaksitasoinen matriisi. Lisdksi

— ViaP+1bP ;
la|® + |b|? +c 0 0
U1UpU = ViaP+bP+cP — ViaP+[bP+el
¢ g
i h’/ i// j/
al+|b>+c> 0 0
|al
- e g
i h// l'// j/
(1 0 0
— el fl g
_h/l il/ jl

Toisaalta koska U;UpU on unitaaristen matriisien tulo, ja titen unitaarinen, niin
¢’ = h” = 0, muutoinhan ensimmaiisen sarakkeen normi ei olisi 1. Siis jokaisella
3 X 3 unitaarisella matriisilla on kaksitasoiset matriisit U; ja Uy s.e.

1 0 O
U,UyU = 0 f’ g
0 l'll jl

Oletetaan, ettd viite pitee n X n matriiseille. Olkoon U (n+ 1) X (n + 1) matriisi.
Suorittamalla samat laskut kuin 3 X 3 matriisin tapauksessa saadaan tulo

1 O

0 a ... ¢
Ur...UyU =

o b ... d

Mutta toisaalta tiedetddn, ettd timéan alimatriisi

voidaan esittdd k’ kaksitasoisen n X n matriisin tulona. Nyt lisddmalld ndiden matrii-
sien "ulkoreunalle" rivin ja sarakkeen, jotka ovat muotoa (1,...,0), saadaan nami
esitettyd (n+ 1) X (n+ 1) matriiseina. Nyt siis induktio-oletuksen nojalla, matriisi
U voidaan esittdd k + k” kaksitasoisen matriisin tulona O

Seuraus 3.3. [21, 5.191] Jokainen unitaarinen d X d -matriisi U voidaan esittdd
@ kaksitasoisen matriisin tulona.

Todistus. Lauseen 3.2 induktiotodistuksesta huomataan, ettd jokainen d X d matriisi
voidaan esittdd d — 1 kaksitasoisen unitaarisen matriisin ja yhden (d — 1) X (d — 1)
matriisin, johon on lisétty ulkoreunalle muotoa (1, . . ., 0) oleva sarake ja rivi, tulona.
Toisaalta timé (d — 1) X (d — 1) matriisi taas voidaan esittda (d — 1) —1 kaksitasoisen
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matriisin tulona ja niin edelleen. Jatkaen tété paattelyd saadaan siis, ettd d X d matriisi
voidaan esittdd

d
Zd c_dd-1
i=1 2

kaksitasoisen matriisin tulona. O

Seuraava lause antaa motivaation sisallyttdd tiettyja usean kubitin portteja, joita
voitaisiin simuloida, porttijoukkoon.

Lause3.4. [21,5.191] Olkoond > 2,d € N. On olemassa unitaarinen d X d -matriisi
U, jota ei voida esittdd alle d — 1 kaksitasoisen matriisin tulona.

Todistus. Viite on triviaali, kun d = 3, joten tarkastellaan tapausta, kun d > 3.

Huomataan, ettd jokainen unitaarinen d X d -matriisi U voidaan samaistaa d
solmuisen graafin G painotettuun vierekkyysmatriisiin, missé u; ; kertoo solmusta i
solmuun j olevan sdrméin painon [16, vrt. s.26-27]. Erityisesti jos matriisin U rivilld
indeksilla i jokaisella alkiolla u; ; on voimassa u; ; # 0, niin graafin G solmusta i on
sarmi jokaiseen muuhuun graafin solmuun. Méiritellddn solmun asteeksi siitd ldh-
tevien sdrmien madri, pois lukien solmun sdrmai itseensd, jota kutsutaan triviaaliksi
sarmiksi. Talloin edellisen graafin solmun 7 aste on d — 1. Graafin maksimi aste on
suurin sen solmujen asteista.

Nyt huomataan, ettd kaksitasoinen matriisi mairdd graafin kahden solmun i ja j
viéliin sdrméin 7:std j:hin ja j:std i:hin, ja lisdksi jokaisella solmulla on triviaali sér-
mai, paitsi mahdollisesti solmuilla i ja j, joka ei vaikuta solmun asteeseen. Toisaalta
jos solmuilla i ja j ei ole triviaaleja sdrmid, unitaarisuuden ja matriisien kaksitasoi-
suuden nojalla vierekkyysmatriisi voidaan esittdid muodossa VD, missd D on dia-
gonaalimatriisi, eli vierekkyysmatriisi joka maarittdd jokaiselle solmulle triviaalin
sdarmin, ja V vaihtaa kaksi rivid keskeniin, joka voidaan ymmaértii vaihtavan riveji
vastaavien solmujen sdrmét keskendin. Erityisesti tillainen kaksitasoinen matriisi ei
vaikuta graafin maksimiasteeseen.

Lisidksi graafin G vierekkyysmatriisien Ao, Ay, ..., A, tulo ApA; - - - A, Kertoo,
mihin solmuihin on mahdollista pdistd graafissa, kulkemalla ensin matriisin Ag
madrddmid sdrmid ja sitten matriisin A; sdrmid, sitten A, sdrmid ja niin edelleen,
kunnes kuljetaan matriisin A,, sdrmid.[16, s.33].

Olkoot Ky, K1, ..., K43 kaksitasoisia unitaarisia matriiseja. Millaisia graafeja
ndiden tuloilla voidaan miiritelld? Todistetaan induktiolla kaksitasoisten matriisien
mairin n suhteen, pitden graafin dimensio d vakiona, ettid tulon kuvaamassa graafissa
jokaisen solmun aste on korkeintaan n.

Voidaan olettaa, ettd jokaisessa matriisissa K; on jokaisella solmulla sirmai itseen-
sd, nimittdin muutoin matriisi vastaa kahden solmun sidrmien vaihtamista pdittiin,
eikd vaikuta solmujen maksimiasteeseen.

Perusaskel: Olkoon n = 2. Olkoon K kaksitasoinen unitaarinen matriisi, joka
madrad sarméin solmujen a ja b, a # b, vilille, ja olkoon K kaksitasoinen unitaarinen
matriisi, joka maardd sirmén solmujen ¢ ja d, ¢ # d, vilille. Nyt, jos ¢ # a, ¢ # b,
d # a jad # b, niin tulon KoK; midrddmassid graafissa jokaisella solmulla on
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triviaalisdrmad, ja solmujen a ja b vililld on kaksisuuntainen sdrmi, sekid solmujen ¢
ja d vililla on kaksisuuntainen sdarmd, joten graafin maksimi aste on 1.

Jos ¢ = a ja d = b, niin ainoa epitriviaalinen sdrmi on sarmé solmujen a ja b
vilissd, joten graafin maksimi aste on 1.

Jos nyt ¢ = a jad # b, niin tulon KoK; méadrddmaissi graafissa on solmusta
a kaksi epitriviaalia sdrméd, sirmé solmuun b ja sdrmi solmuun d. Liséksi koska
solmusta b pidsee Ky sdarmid pitkin solmuun a ja solmusta a pddsee K; sdrmid
pitkin solmuun d, on solmusta b/ tulon méadraamaissi graafissa yksisuuntainen sarma
solmuun d, ja koska solmu a = ¢, on solmusta a sdrmé solmuun d. Joten graafin
maksimi aste on 2. Vastaavasti josd =ajac #b,c=bjad #ataid =bjac # a.
Joten viite pitee kun n = 2.

Induktioaskel: Oletetaan, ettd viite patee kaikilla n < m. Olkoon nyt n = m + 1.
Olkoot Ky, K1, . . ., K;;—1, K;;, kaksitasoisia unitaarisia matriiseja. Oletuksen nojalla,
tulon KoK - - - K;,,—; mddrddmassa graafissa solmujen maksimi aste on m. Oletetaan,
ettd K, midrdd sairmdn solmujen x ja y vilille. Jos solmujen x ja y vililld ei ollut
sdrmid, solmujen aste nousee yhdelld, muutoin solmujen aste pysyy samana. Lisiksi,
jokaisesta solmusta, josta matriisien tulo KoK - - - K;,—1 méérési sirmin solmuun x,
midritdin sirmi solmuun y, ja vastaavasti, niistd solmuista, joista oli sarma solmuun
y, médratddn sarma solmuun x.

Nyt jos jollakin solmulla oli siis sirmi vain toiseen solmuista x tai y, nousee
kyseisen solmun aste yhdelld. Jos solmusta ei ollut sirmédd kumpaankaan solmuun,
el solmu saa uusia sdrmié, joten sen aste pysyy samana. Jos solmusta taas oli sdrma
sekd solmuun x ettd solmuun y, ei solmu saa uusia sarmid. Erityisesti solmuista x ja
y ei médratd uusia sdrmid, muita kuin toisiinsa, joten jokaisen tulon KoK - - - K;,—1
madrddman graafin solmun aste nousee korkeintaan yhdelld tulossa KoK - - - K, Kj—1
verrattuna tulon KoK - - - K,,—; madraamaiin graafiin. Siis tulon aste on korkeintaan
m + 1, joten induktioperiaatteen nojalla viite pitidd paikkansa.

Erityisesti, d — 2 kaksitasoisen unitaarisen matriisin tulossa, jokaisen solmun aste
on korkeintaan d — 2, joten jokainen graafia vastaavan vierekkyysmatriisin alkio ei
voi poiketa nollasta.

Tiedetiidn, ettd on olemassa unitaarisia matriiseja, joiden yksikéén alkio ei ole
nolla, joten todistuksen nojalla téllaisia matriiseja ei voida esittidd alle d — 1 kaksita-
soisen matriisin tulona. O

Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa joukko yhden kubitin kvanttiportteja,
josta 10ytyy kvanttiportti jokaiselle mahdolliselle yhden kubitin operaatiolle. Osoite-
taan, ettd tilldinen joukko kvanttiportteja ja CNOT-portin kanssa kykenee esittimiin
minki tahansa kaksitasoisen unitaarisen matriisin.

Ensinnikin huomataan, etti kaksitasoinen matriisi vaikuttaa vain kahteen tilaan.
Nyt mikéli ndma tilat saataisiin "vierekkdin" eli poikkeamaan toisistaan vain yhdes-
sd kubitissa, voitaisiin poikkeavaan kubittiin kidyttaa kontrolloitua versiota sopivasta
porttijoukossa olevasta yhden kubitin portista. Intuitiota timdn ymmairtamiseen voi
saada jo CNOT-portista, joka siis vaihtaa keskenéén tilojen |10) ja |11) todennakdi-
syysamplitudit vaikuttamatta kuitenkaan tiloihin |00) ja |01). Lisédksi, mikali tima
saadaan tehtyd, tilat voidaan tietenkin "palauttaa” oikeisiin paikkoihin laskennan re-
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versiibiliyden seurauksena. Toisaalta klassisesta laskennasta tunnetaan Gray-koodit,
joissa siis toisiaan seuraavat binddriesitykset eroavat toisistaan vain yhdessi bitissa.
Nyt siis luomalla Gray-koodin kahden tilan vilille, saadaan tietdd, mitkd kaksi kubit-
tia "vaihdetaan" keskendan. Yksittdinen vaihto voidaan suorittaa kaikkien kubittien,
paitsi kohteen, kontrolloimalla CNOT-portilla, jollaista ei porttijoukosta 16ydy. Sa-
moin tarvitaan yhden kubitin portista usean kubitin kontrolloima version. Miten tél-
laiset portit rakennetaan? Aloitetaan hieman mystisesti toteamalla ensin, ettd kiertoa
pallossa jonkin akselin w ympdri voidaan méairittdd kahden ortogonaalisen akselin v
ja u avulla.

Lause 3.5. /8, vrt 5s.3] Olkoon B origokeskeinen yksikkopallo, olkoot v ja u kaksi
ortogonaalista yksikkovektoria ja olkoon w yksikkovektori. Tidlloin pallon B 6 ra-
diaanin kiertoa vektorin w mddrddmdn akselin ympdri R,,(0) vastaa perdkkdiisid
rotaatioita R, (a)R,(B)R, ().

Todistus. Merkitiddn vektorin v alkuperdistd suuntaa ennen kiertoa vo. Huomataan,
ettd 2 kierto vektorin vo méddrddméan akselin ympéri luo pallolle isoympyrin. Kun
vektori u osoittaa johonkin isoympyrdn madrddmain pisteeseen, niin on olemassa
jokin kierto vektorin ¥ maaraamin akselin suunnassa, jolla v saadaan osoittamaan
samaan suuntaan kuin vo. Vastaava patee vektorille u.

Olkoon vy vektorin v suunta kun palloa on rotatoitu vektorin w méadraamin
akselin ympdri 6 radiaanin verran. Nyt ottamalla vy mddrdméan isoympyrén, saadaan
ne pisteet, joihin vektorin u osoittaessa voidaan vektori v siirtdd osoittamaan suuntaan
vy. Tiedetddn, ettd ympyrin kahdella isoympyrilld on vihintdan kaksi leikkauskohtaa.
Nyt siis ottamalla vo madrddméan isoympyrén ja vy madrddman isoympyrin toinen
leikkauspiste, saadaan piste johon vektorin u tulee osoittaa, jotta v voidan rotatoida
suuntaan vy. Koska leikkauspiste sijaitsee vektorin vy madrdamailld isoympyralld,
voidaan vektori u siirtdd oikeaan kohtaan kierrolla R, (). Nyt suorittamalla kierto
R, (B), saadaan v osoittamaan suuntaan vy. Tamén jdlkeen kierto R, (7y) saa vektorin
u osoittamaan oikeaan suuntaan. O

Seuraus 3.6. [21, s.175] Olkoon U unitaarinen operaattori yhdelle kubitille. Télloin
on olemassa reaaliluvut @, B,y,6 s.e U = ¢ R, (B) Ry (¥) R; (), missi R, (6)
vastaa kiertoa 6 Blochin pallossa z-akselin ympiiri, ja vastaavasti R, (6) vastaa
kiertoa 0 Blochin pallossa y-akselin ympdiri.

Todistus. [21, vrt. s.175] Koska jokainen unitaarinen portti U vastaa kiertoa pal-
lossa johonkin globaaliin vaiheeseen saakka ja R, ja R, vastaavat kiertoa kahden
ortogonaalisen akselin vililld pallossa, todistus seuraa suoraan lauseesta 3.5. O

Lause 3.7. [21, vrt. s.176] Olkoon U unitaarinen operaattori yksittdiselle kubitille.
Tdlloin on olemassa unitaariset matriisit A, B, C ja reaaliluku a s.e U = e “AXBXC,
missd X on Pauli X -portti ja ABC = 1.

Todistus. vrt.[21, s.176] Olkoon

AERZ(ﬁ)Ry(%),BERy(_—y)RZ(M) jacst(((s_'B)).

2 2 2
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Nyt ABC = I, nimittdin

ABC:RZ(ﬁ)Ry(Z)Ry(__V)RZ(—(Mﬁ))RZ(((S—ﬁ))

2 2 2 2
_ ~0+B)\ (=B
—Rz<ﬁ>1Rz( : )R( . )
= R (B) IR (=B)
=1.

Lisiksi tiedetin, ettd X* = . Lisiksi XRy (6) X =R, (-0)jaXR,(0) X = R, (-9).
Nyt siis

Siis

AXBXC =R. (B) R, (%) R, (%) R, (

M)R ((5—ﬁ)

5 5 ) =R, (B) Ry (y) R, (9) .

O

Seuraus 3.8. [21, vrt. 5.180-181] Olkoon U unitaarinen kontrolloitu operaattori
kahdelle kubitille ja olkoon

1 O
P (a/) = [0 eia':| .
Tdlloin on olemassa unitaariset matriisit A, B, C s.e
U=(P(a)®A)(CNOT) (I, ® B) (CNOT) (I, ® C)
ja ABC = 1.

Todistus. Olkoot portit A, B ja C kuten lauseessa 3.7. Lasketaan ensin tensoritulojen
matriisit. Nima matriisit tullaan lyhentdméaédn matriiseiksi alimatriiseja.

~ 1 0 Y _ Rz(ﬁ)R‘(z) 0
w=ly oo r@r (3) =[O0 L Ge @)

) ) R (—_y)RZ —(0+8) 0
el () (152 N |
-\ |R(FP) o
C251®Rz((52ﬁ)): (02 ) RZ(@)
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Nyt saadaan

A, (CNOT) B, (CNOT) C; = [lg g] ,

missa siis

D =R, ()R, (%)IRy (%)Rz (—(52+ﬁ))”.(,Z ((6;ﬁ))’

E = ¢R. (B) R (%) XR, (%) R, (@) XR, (@) .

Toisaalta lauseen 3.7 todistuksesta tiedetdin, ettd D = [ ja E = U. Siis

A> (CNOT) B, (CNOT) C; = [(I) 2]

joka siis vastaa kontrolloitua U-porttia. |

Nyt kontrolloitu operaattori U voidaan siis esittdd piirind seuraavasti [21, s.181].

P (a)

Nyt tiedetddn, miten luoda yhden kubitin kontrolloima portti U kayttdmalla
CNOT- ja yhden kubitin portteja. Tarvitaan kuitenkin vield usean kontrollikubitin
versio sekd portista U ettd CNOT-portista. Jatkossa tullaan merkitsemdan CNOT-
porttia, jolla on n kontrollikubittia, merkinnélla CNOT,.

Lause 3.9. /2, vrt. 5.21] Olkoon US kontrolloitu portti, jolla on yksi kohdekubitti.

Olkoon \/US_I kontrolloitu portti, jolla on yksi kohdekubitti ja \/ﬁ,f_ 1 U,f_ 1= Unc_l.
Tdlloin piiri

[
A\
fan)
A\

—\U \/ﬁT VU —

vastaa porttia US.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla kontrollikubitttien maérian n suhteen. Olkoon
n = 2. Nyt piiri on

47



fan)
A\
a
A\

— VU \/UT VU —

ja tétd vastaava matriisien tulo on
(3.1)

(10) Ol Le+11) (1]® e VI (CNOT® 1) (e YT Y (CNOT® 1) (1 8T )

Esitetddn nyt ndama erillisind matriiseina, joiden alkiot ovat 2 x 2-alimatriiseja.

70 0 0
07 0 0
10} 0| @ I + [ 1) (1| ® [, ® VU = 00 VT ol
00 0 VU
7 0 0 0
0100
CNOT® I, = 000 I’
0 070
I 0 0 O
T
ct 10 VU 0 0
ReVUz =lo 0, o |
0 0 0 VU
7 0 0 0
c |0 YU 0 0
ROV =0 0 4 o
0 0 0 VU

Nyt suorittamalla kertolaskun matriiseilla, saadaan matriisi

I 0 0 0

; 1000
0 NUNU 0 0 | 07100
0 0 ~NUNT 0 00 1 0]
0 0 0 NoOvo| 000U

joka siis vastaa porttia US .
Oletetaan, ettd viite patee kaikilla n < m. Nyt kun n = m + 1 saadaan piiri
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lco)
lc1)
|Cm)
|Cm+l> () ()

—U \/ﬁT VU —

Jaetaan portin vaikutuksen tarkastelu neljdéin osaan; tiloihin joissa kontrollikubitti
cm+1 on tilassa |0) ja loput kontrollikubitit poikkeavat tilasta |0), tiloihin joissa
kontrollikubitti ¢+ ja jokin toinen kontrollikubitti ovat tilassa |0), tiloihin joissa
kontrollikubitti ¢+ on tilassa |1) ja jokin toinen kontrollikubitti on tilassa |0) ja
tiloihin joissa kontrollikubitti c,,+; ja kaikki muut kontrollikubitit ovat tilassa |1).

1. Jos kontrollikubitti ¢, on tilassa |0) ja loput kontrollikubitit poikkeavat tilasta
|0), ensimmiisti kontrolloitua VU-porttia ei kilytetd kohdekubittiin. Koska
yksikddn muu kontrollikubitti ei ole tilassa |0), induktio-oletuksen perusteella
vaikutus kontrollikubittiin ¢,,+; on portti X, joten kontrollikubitti on portin
jélkeen tilassa |1).

Koska c,,4+1 on tilassa |1), kédytetddn kohdekubittiin kontrolloitua VU f -porttia.
Seuraavaksi kontrollikubittiin c,,+1 kdytetdin jdlleen muiden kontrollikubittien
kontrolloimaa C NOT-porttia, joten kubitin ¢, tila vaihtuu takaisin tilaan |0).

Nyt kohdekubittiin kéytetddn kaikkien paitsi kontrollikubitin c,,+; kontrolloi-
maa VU-porttia, jonka vaikutus induktio-oletuksen perusteella on VU. Nyt

siis piirin vaikutus kohdekubittiin on VU T\/ﬁ = [. Samoin kontrollikubittiin
cm+1 vaikutus on XX = I. Induktio-oletuksen perusteella vaikutus muihin
kontrollikubitteihin on /. Joten piiri toimi kuten Unc1 Y

2. Jos kontrollikubitti ¢+ ja jokin toinen kontrollikubitti ovat tilassa |0), niin

induktio-oletuksen perusteella piirin CNOT- ja \/ﬁi—porttien vaikutus nii-
den kohdekubitteihin on /, joten kontrollikubitti ¢,,+; pysyy tilassa |0), joten

kontrolloitua VU T—porttia ei kiytetd kohdekubittiin. Joten vaikutus kohdeku-
bittiin ja kontrollikubittiin c,,+; on I. Induktio-oletuksen nojalla vaikutus myos
muihin kubitteihin on 7, joten piiri vastaa porttia UC .

3. Jos kontrollikubitti c,,4+; on tilassa |1) ja jokin toinen kontrollikubitti on ti-
lassa |0), ensimmiisti kontrolloitua VU-porttia kilytetiin kohdekubttiin, mut-

ta induktio-oletuksen nojalla piirin CNOT- ja \/ﬁi—porttien vaikutus niiden
kohdekubitteihin on /.
Koska kontrollikubitti ¢, pysyy tilassa |1), kiytetdin kontrolloitua VU .

porttia kohdekubittiin. Siis piirin vaikutus kohdekubittiin on NOVU' =1 ja
induktio-oletuksen nojalla muihin kubitteihin /, miké vastaa Uli Ly-porttia.
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4. Jos kontrollikubitti c¢,,+1 ja kaikki muut kontrollikubitit ovat tilassa |1), ensim-
miisti kontrolloitua VU-porttia kiytetdin kohdekubttiin. Induktio-oletuksen

nojalla piirin CNOT - ja VU z -portit vaikuttavat niiden kohdekubitteihin, joten
kontrollikubitti c,,.; vaihtuu tilaan |0), joten porttia VU f ei kidytetd kohde-

kubittiin. Tdmin jdlkeen kontrollikubitti c,,.; palaa tilaan |1) CNOT-portin
vaikutuksesta.

Viimeiseksi kohdekubittiin vaikuttaa VU ,?1—portti jonka vaikutus on induktio-
oletuksen nojalla VU, joten kokonaisvaikutus kohdekubittiin on VUVU = U
jainduktio-oletuksen nojalla vaikutus muihin kubitteihin on /, joten piiri toimi
kuten U¢

m+1°

Tarkastelun perusteella piiri toimii kuten portti Unc1 .1 Kaikilla kontrollikubittien
mahdollisilla tiloilla. O

Esimerkki 3.10. [21, vrt. s.182] Olkoon CNOT, CNOT-portti, jolla on 2 kontrol-
likubittia ja yksi kohdekubitti. Olkoon VX kontrolloitu unitaarinen matriisi, jolla

VX~ = X. Tillgin piiri

fan)
a
A\

— VX \/)—(T VX —

vastaa CNOT-porttia, jolla on kaksi kontrollikubittia.
Kertomalla portteja vastaavat matriisit toisillaan, saadaan operaatioita vastaava
matriisi

<

1]
E=E=E=EEEEES
oo oco0 o ~O
ococoo—~0oo0
cocoo—~o0o oo
Ococo—~0oo0ocoOo
o~ oocooo
— 00000 OO
—_— o o000 oo

00 0

0
Huomautus. Kahden kontrollikubitin CNOT-porttia kutsutaan Toffolin portiksi.

Kuten kvanttilaskentaa késittelevdssda kappaleessa huomattiin, CNOT,-portin
voidaan ajatella vastaavan klassista AND-porttia, kun siti kdytetdin kolmen kubitin
systeemiin, jossa kohdekubitti on tilassa |0). Toisaalta kontrollikubitit voivat myos
olla superpositiossa. Yleisesti, jos kontrollikubitin ¢ tilavektori on aq |0)+a; |1) , ¢}
tilavektori on By |0)+23 |1) jakohdekubitin # tilavektori on yq |0)+7y; |1), niin kohde-
kubitin tilavektori on operaation jalkeen ((aoBo + aoB1 + @180) vo + (Bia1) y1) |0)+
((aoBo + aof1 + a1Bo) y1 + (Bra1) yo) |1).

Tarkastelujen perusteella voidaan siis luoda miki tahansa portti kdyttimélla yh-
den kubitin portteja, seki CNOT-portteja. Toisaalta tdssd esityksessd kdytossi oli
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Jjokainen mahdollinen yhden kubitin portti, toisin sanoen ddreton joukko portteja.
Tarvitaan siis vield keino luoda miki tahansa yhden kubitin portti jollakin dédrellisel-
14 porttijoukolla.

Mairitelma 3.11. [21, vrt. s.194] Olkoot U, V eréit unitaariset operaattorit samalle
tila-avaruudelle A. T4lloin méaaritimme ndiden vilisen eron olevan

EW.V) = max|(U = V) 9]

Lause 3.12. /21, 5.194-195] Olkoot U,V unitaariset operaattorit samalle tila-ava-
ruudelle A, ¢ € A yksikkovektori ja olkoon M mittausoperaattori, jolle pditee

Py =($|U'M"MU |¢)
ja
Py =(¢|VIM MV |$).
Tdlloin
|Py — Py| <2E(U,V).
Todistus. Merkitiin |6) = (U —V) |¢). Tistid saadaan U |¢) = [6)+V |¢) ja (¢| V' =
— (8] + {(¢| UT. Nyt siis
|Py — Py| =[(¢| UTMTMU |¢) — (¢| VMMV |¢)]
=(¢| UMM |6) + (| UMMV |$)
— (=8I MMV |¢) + (p| UTM MV |¢))|
=(¢| UTM™M |6) + (5| M"MV |¢)|
<Kl UMM |6)| + (5| MTMV |g)]|
<l UTMTMI[(118)11) + (1SN 1M MV | @) ]

Toisaalta koska |||¢)|| = 1, niin ||[{(¢| UTMTM]|| < 1. Nyt siis
Kl UMM (1)) + (S TIDIM T MV [¢)]] < [118)]] + [118)
<2 (mﬁl(U— V) #)]
=2E(U,V). O

Intuitiivisesti tdmad siis tarkoittaa, ettd kun kahden portin vélinen ero on pieni,

niin mittaustulos tilasta, johon on kiytetty porttia U, on ldhes sama kuin mittaustulos
tilasta, johon on kaytetty porttia V.

Lause 3.13. [21, 5.194-195] Olkoot Uy, Uy, . ..U, ja Vo, V1, ..., V, joukot unitaari-
sia operaattoreita tila-avaruudessa A. Tdlloin

E(UpUn-1 ... Up, ViVt ... Vo) < D E(Up, Vo).
i=0
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Todistus. Todistetaan vdite induktiolla muuttujan n suhteen. Olkoon n = 1. Nyt on
olemassa ¢ € A, jolla pitee

E(U1Uo, ViVo) = [[(U1Uo = ViVo) |9) .

Nyt
|(U1Uo = ViVo) |§) ]| = [(U1Ug — ViU + ViUp — ViVo) |$) |
= [[(U1Uo = V1Uo) |9} + (ViUo — ViVo) |$) ]
< (UL = V) Uo [9) [ + [[Vi(Uo = Vo) ).
Toisaalta U; ja V; ovat unitaarisia, joten ||V; |¢)|| = ||U; |¢)|| = |l|$)]], joten

(U1 =V Uo )1l + IVi(Uo = Vo) |9 = [IKUL = V1) 1) 1| + [I(Uo — Vo) |#)l
< E(Uy, V1) + E(Up, Vy).

Nyt oletetaan, ettd timi pétee kun n < m. Nyt olkoon n = m+ 1. Nyt on olemassa
¢ € A, jolla pitee

E(Um+lUm U0 Vit Vi - - VO) = ||(Um+lUm U= VitV - - VO) |¢>”
Merkitddn U,,Uy,—1 ... Ug=UjaV,Vy-1...Vo=V. Nyt

N(Uns1U = Vit VY IOl = [|(Uins1U = UV + Uit V.= Vipt V) | ) ||
= [[(Un+1U = Upnt1V) |9) + (Uns1V = Vi1 V) [9) ||
S NUns1 (U = V) ) + 1 (Ups1 = Vins 1)V |9 ]

< D EWLV) + [ Unst = V)V 1))
i=0

m+1

< ZE(UI-,V,-).
i=0

O

Miaritelmé 3.14. [21, vrt s.194] Olkoon V = {Vy, Vi,...V,} didrellinen joukko
portteja ja U joukko joka sisiltdd jokaisen mahdollisen kvanttiportin. Joukkoa V
kutsutaan universaaliksi, mikili jokaisella U € U ja jokaisella € > 0 on olemassa
kvanttipiiri C,, joka koostuu vain joukon V porteista ja maarad kuvauksen, jota vastaa
unitaarinen matriisi W , jolla pitee E(U, W) < €.

Huomautus. Méiritelméssé 3.14 kvanttipiirit Cj; koostuvat siis ddrellisestd matriisi-
kertolaskusta dérellisid tensorituloja, missd matriisit ovat joko identiteettimatriiseja,
tai joukon V portteja vastaavia matriiseja.
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Seuraavaksi osoitetaan, ettd porteilla H ja T voidaan muodostaa mikd tahansa
yhden kubitin portin. Esimerkeistd 2.16 ja 2.15 tiedetdin, etti T = e § R, (%). Lisiksi
huomataan, etta

HTH =

e .
1+cosZ +isin% l—cosZ—zst]

l—cosg—r—isinﬂ 1+cos§+isin£

1
2 4 4

T L.
_ in| cOs3 ising| inp n
=e . .o T =e X >
—ising COSg 4

missia

V2+V2
1+vV=1

Nyt T vastaa kiertoa 7 z-akselin ympiri johonkin globaaliin vaiheeseen asti ja
HTH vastaa 7 kiertoa x-akselin ympiri johonkin toiseen globaaliin vaiheeseen saak-
ka. Tiedetdin, ettda kummallakaan vaiheella ei ole mittauksien tai matriisien kiyttédy-
tymisen kannalta vilid, joten ne voidaan jittdd merkitsemattd tulevissa laskuissa [21,
vrt s.196]. Nyt siis

n=2r—iln

THTH =Ry (E) R, (E) = e‘_%,-,,co‘s g —ie_‘% sin §
4 n%
S

_ cos? E—i (cos% in%) — sin? & - (cos 2 sin%)
sin? E—i (cos Zsin %) cos? B+ (cos Zsin %)

Huomataan, ettd M saadaan muotoon

coszz11
811 1

missi
—i Toain X ol T _qin2 T _ Toain X
z(gosgslng) cos* & —sin” £ —i(cos § sin §)
Cog X P . T x
sin” § — cos” % 1(005851n8) +i (cosgsmg)
[ coszg+sin2%
8 7
T : T Vs : Ve
cos & sin §) —(cosgsmg)

+ (cos £ sin %)

=-i 2 n 2z
s’ g—COS 3

COSZ§+sin2%
) T, — 8 8
=—i|cos—sin=(X+2)+|_, ) !
8 8 ; 0
0 —i —icot* %
i—icotzg 0

0 —i cot? %
—i cot? 2 0 ’

= —i{cos Zsin X (X +Z) +sin® T
B 8 8 8

=—i coszsinz(X+Z)+sinZz Y +
B 8 8 8
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joten

_am[l 1] . T.n o7 0 —i cot* &
M =cos ) 1] z(c0s8s1n8(X+Z)+sm 8(Y+ —icotZ% 0
:0052%[1 } 2%[? (1)]—i(cos%(X+Z)+sin%Y)sin%

= cos’ %I—isin% (COS%(X+Z)+Sin%Y)

Nyt huomataan, ettd taima muistuttaa kiertoa akselin

( T ..n 7r)
v = (cos —,sin =, cos —
8’ 8’ 8

suhteen. Normalisoimalla timé saadaan yksikkovektori

cos X sin cos &
W= 8 8 8

- 1) D)
on -2 n 2r -2 2 2
\/ZCOS g +sin” g \/ZCOS g +sin” g \/ZCOS g +sin” g

ja kierto timén vektorin mukaan voidaan esittdd muodossa

fa 0 cos% sin’—gr
cosil—zsmz -2n(X+Z)+ - -2nY
\/20052%+sm 3 \/2coszg+sm 3
4] . sin% T T
:cosil—z > (cosg(X+Z)+s1n§Y)

20 4 inl X
2 coSs g tsin” g

Nyt voidaan médrittdd porttien 7T HT H midradma kierto vektorin u suhteen ratkaise-
malla yhtilo

0 sin §
cos =1 —1
2

T . T
(cos S (X+2)+sin gy) = THTH.

2

2 : s
2 cos g +sin” g

Tastd saadaan

0 :2(7rn+cos_1 (2+\/§)) ,

4

joka on 27m:n irrationaalinen monikerta (Todistus kidyddin lahteessi [8, s.4, 10]). Nyt
siis THT H maarad 0 radiaanin kierron akselin w suhteen, jota merkitddn R,, (6).
Osoitetaan seuraavaksi, ettd k madarillda perdkkdisia kiertoja R,, (6) voidaan aprok-
simoida mitd tahansa kiertoa R, (a), siten ettd |@ — k6 (mod 27)| < 6 [21, vrt.
s.196-197].

Olkoon 6 > 0 ja olkoon N > %,N € N. Selvisti jokaisella j € {1,2,...,N}
piatee 0 < jO (mod 27) < 2x. Lisdksi jokaisella j € {1,2,..., N} on olemassa
l € {1,2,...,N}\ {j}, jolla pitee |jO (mod 27) — [0 (mod 27)| < §. Nimittdin
N6 > 2m, joten |j6 (mod 27) — 16 (mod 27)| > 6 ei voi pited jokaisella [ €
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{1,2,...,N} \ {J}, ja koska 6 on 2x:n irrationaalinen monikerta, tiedetdin, etti
0 < |76 (mod 27) — [0 (mod 2x)|. Toisin sanoen siis jokaisella 0 < 8 < 27 on
olemassa j € {1,2,...,N}, jolla pitee |8 — jO (mod 2r)| < % < 6. Olkoon nyt
0 = 5. Télloin

(3.2) E (Rn (@), R, (e)h) < g

Sama tarkastelu, kuin porteille 7 HT H tehtiin, voidaan tehdi porteille H(THTH)H
ja huomata, ettda H(THTH)H = R, (0), missd

s —qgn & s
COS 3 N 3 COS 3

m=n=

b b
2c082Z +sin?Z [2cos2Z +sin®E [2cos2 £ +sin® Z
8 3 8 8 3 8
Nyt samoin saadaan

(3.3) E (Rm (B), Ry (9)1) < g

Lisiksi koska vektorit m ja n ovat ortogonaaliset, lauseen 3.6 mukaan voidaan
madritelld mikd tahansa portti U = R, (@) R, (B) R, () yhdelle kubitille ja voidaan
muodostaa portti V = R, (6)" R,, (6)' R, (6)’. Nyt lauseen 3.13 ja yhtildiden 3.2 ja
3.3 nojalla

E(U,V)<e.

Ja koska portit R, (0) ja R,, (6) voidaan muodostaa porteista 7', H, ja koska jokainen
mahdollinen kvanttiportti voidaan muodostaa yhden kubitin porteista ja CNOT -
portista, on porttijoukko {CNOT,T, H} universaali, ja titen my0s porttijoukko
{CNOT,T,H,S}.
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4 Koherenssi

Tarkastelu on tdhan asti keskittynyt vain puhtaisiin tiloihin. Lisdksi on oletettu, ettad
systeemi on suljettu. Kéytdnnossd mikddn todellinen systeemi ei ole suljettu [21,
s. 353], vaan systeemiin vaikuttaa jokin toinen systeemi. Yhtend esimerkkini tisti
voidaan ajatella tietokonetta huoneessa. Itse tietokoneen toiminnalla ei juurikaan ole
tekemistid huoneen kanssa, mutta koneen osat tuottavat lampoa ja titen [immittavit
huonetta.

Toisaalta samoin huoneen tila vaikuttaa tietokoneeseen. Mikéli huoneessa on
korkeampi lampotia kuin koneen osilla, luonnollisesti koneen osat limpenevit kunnes
ne ovat huoneen kanssa samassa lampdatilassa.

Luonnollisesti tdllainen kahden systeemin vélisen vuorovaikutuksen aiheuttama
virhe halutaan minimoida, mutta jotta néitd virheitd voidaan korjata, tarvitaan ensin
ylipaitinsi tapa, miten kuvata ulkoisen systeemin vaikutusta tarkasteltavaan systee-
miin. Tdssé luvussa tullaan ensin esittelemiin ulkoisen systeemin aiheuttama héirio
kvanttilaskennan systeemiin. Taméin jédlkeen tullaan méérittelemiidn informaation
entropia ja tdimén avulla maaritellddn kvanttitilan koherenssi, ja kuinka koherenssia
voidaan kiyttdd resurssina kvanttilaskennassa.

4.1 Kbvanttioperaattorit

Tiedetdidn, ettd kahden kvanttisysteemin yhdistetty systeemi saadaan tensoritulolla.
Lisiksi tiedetddn, ettd yksittdistd systeemid voidaan tarkastella ottamalla systeemia
vastaava redusoitu tiheysmatriisi. Olkoon ulkoinen systeemi E ja olkoon kvanttilas-
kennan systeemi A. Ulkoisen systeemin E vaikutus systeemiin A voidaan kuvata ot-
tamalla tensoritulo £ ® A, jonka jilkeen voidaan luoda yhdistetyn systeemin tiheys-
matriisi pga. Laskenta suoritetaan télld tiheysmatriisilla, jonka jidlkeen laskennan
tulos saadaan redusoidusta tiheysmatreiisista p4 [21, s.357-358].

Tisséd on toisaalta vield kaksi ongelmaa. Miten rajataan ulkoisen systeemin di-
mensiot? Kaytinnossdhidn ulkoisella systeemilld olisi rajaton miird ulottuvuuksia
[21, s.358]. Lisdksi tarvitaan tapa maérittdd yhdistetyn systeemin kiymé aikaevoluu-
tio, joka ei endd vilttamattd ole unitaarinen [21, s.356].

Aloitetaan jalkimmaisestd ongelmasta madrittelemalld kvanttioperaatio. Ensin
tarvitaan kuitenkin hieman laajempi positiivisen operaattorin kisite, tdysin positiivi-
nen operaattori. Lisdd aiheesta 10ytyy esimerkiksi [7, s.125-130].

Miiéritelmi 4.1 ([21, vrts.367],[7,s.125]). Olkoot U, V ja W sisdtuloavaruuksia ja A
joukko positiivisia operaattoreita avaruudelle U, B joukko positiivisia operaattoreita
avaruudelle V ja I identiteettioperaattori avaruudelle W. Tilloin positiivinen kuvaus
f : A — B on tdysin positiivinen, jos jokaisella a € A tensoritulo (I ® f)(a) on
positiivinen operaattori avaruudelle W @ V.

Huomautus. Olkoot f ja I kuten miiritelmissd 4.1. Intuitio téstd on, ettd jos on
matriisi b ® a = M,M € C"™J™_ joka on positiivinen operaattori ja jokaiseen
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tdimdn C™ alimatriisiin kdytetddn operaattoria f, niin tuloksena on positiivinen
operaattori. Toisin sanoen

f(Mopo) f(Moy1) ... f(Moj-1)

(e p@=|/Me e S0

fMi—ip) oo o f(Mir 1)
on positiivinen operaattori.

Esimerkki 4.2. [21, vrt. s.369] Olkoon

. C2X2 2x2 a b\ _|a c
rieencmafr )< [ 1
Selvisti tdimé on positiivinen operaattori. Olkoon ¢ = % |00) + % |10) + % |11)
ja olkoon kahden kubitin rekisteri Q; tilassa p = |¢) (¢|. Merkitddn ensimmaista
kubittia A ja toista B. Nyt

Lo L1 Lo L o
r([5 o) (5 8] [ o
e Nes=| 111 ot g oanl=l 110
UERIE NI
3 0 33 00 3 3

jolla on ominaisarvona %1, joten T ei ole tdysin positiivinen operaattori.

Mairitelmi 4.3. [21, vrts.367] Olkoot A ja B kvanttimekaanisia systeemeja. Olkoot
lisdksi Dy = {p | p on systeemin A tiheysmatriisi} ja Dp = {p | p on systeemin B
tiheysmatriisi}. Talloin operaattori f : D4 — Dp on kvanttioperaattori jos

1. 0 < Tr(f(p)) < 1kaikilla p € Day.

2. Olkoon {po, p1, ... p;} joukko systeemin A tiheysoperaattoreita ja0 < p; < 1
todennikoisyys havaita systeemi A tilasta, jota kuvaa tiheysmatriisi p;. Talloin

J J
f (Z Pipi) = ZPif(Pi)-
i=0 i=0

3. f on tdysin positiivinen operaattori.
Toisaalta aikaisemmin on jo esitelty tapa mddrittdd kontrolloituja operaatioita

ikddnkuin kokoamalla ne kuvauksen osista. Voitaisiinko titi hyodyntdi yleisesti?

Lause 4.4. [21, vrt 5.368] Olkoon A kvanttimekaaninen systeemi. Olkoot lisdksi
Da = {p | p on systeemin A tiheysmatriisi} joukko systeemin tiheysmatriiseja.
Télloin f : Dy — Dy on kvanttioperaattori, jos ja vain jos on olemassa ddrellinen
Jjoukko operattoreita E; : Dy — Dy, siten ettd

f(p) =) EipE],
i=0

kaikilla p € Dy ja matriisi 1 - 37", El.TE,- on positiivinen. Sanotaan, ettd joukko

{Eoy, ..., E,} mddrdd kvanttioperaation f.
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Todistus. [21,vrts.368-370] Oletetaan, etti f (o) = 3, E;pE, jamatriisi [-Y; E, E;
on positiivinen. Lisiksi huomataan, etté tialloin Tr(7) > Tr(}; EZE,-) =Tr(,; EiEl.T)
[7, s.41]. Nyt siis

1> E[E >0
i

Ip > ZEI.TEip >0
i
D E[Ep
i
ZEl-pEj
i

Tr(p) > Tr =Tr =Tr >0

Z El.TpEl.T
i

Z EipE]
i

1>Tr > 0.

Lisaksi selvasti

f (Z Pjpj) =D D EpipiE = ) pi ) EiniEl = ) pif (ps).
7 P TR j

Olkoon B kvanttimekaaninen systeemi ja olkoon Dp = {p|p on systeemin B
tiheysmatriisi} joukko systeemin tiheysmatriiseja. Olkoon pp, erids systeemin BA
positiivinen operaattori. Nyt siis (¢| A |¢) > 0, kaikilla systeemin BA tilavektoreilla
|¢). Erityisesti );(Ip ® Ej) |¢) on systeemin BA tila. Joten

(ol (Ip® [)(A) ) = Z (| (Ip ® E)A(Ip ® E]) |¢) > 0.

Joten f on kvanttioperaattori.

[21, s.369-370] Oletetaan seuraavaksi, ettd f on kvanttioperaattori. Olkoon BA
yhdistetty systeemi, missd systeemin B dimensio d on sama kuin systeemin A. Huo-
mataan, ettd oletuksen mukaan /p ® f on positiivinen operaattori systeemille BA.
Lisdksi koska systeemeilld on sama dimensio, voidaan valita kummankin systee-
min kannaksi samankokoinen joukko, joten joukon kantavektorit voidaan indeksoida
samalla indeksilld. Olkoon |¢) = ), % lig) |ia), joka siis vastaa maksimaalisesti

lomittunutta tilaa. Olkoon [|¢) = >; a;‘. |jB) ja |@> =2ija;|ja)- Nyt

Wl (15 ® £)(16) (6]) 1¥) = (W] (ZZ i5) (Gl ® F(lia) <jA|)) ¥)
i

= (| (Z > lis) (sl ® £(Jia) <jA|)) )
J

i

- (Z > wllin) Gl ) £(lia) <fA|))
J

i

= (ZZCI[ Wil lig) (JBl a;
i

wi) f(lia) <jA|))
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= (Z Z a,-aj-f(|iA> (fA|))
i

= (Z Z failia) (jal a’;-))
i

= f(d) (4.

Olkoon ¥; |k;) (k;| operaattorin I3 ® f dekompositio. Olkoon E; (| }) = (y| |k;).
Huomataan, ettd

Ei([§) +19) = (Wl + D) ki) = @l ki) + 1 ki) = Ei([§)) + Ei(19)),

joten E; on systeemin A lineaarinen operaattori. Nyt
DUE ) (B E] = > E ki) kil ) E]
i i

=Wl Upe o) (D) l¥)
= (&) (&),

joten

f(p) = ) EipE].

kaikilla systeemin A puhtailla tiloilla p. Toisaalta sekoittunut tila vastaa kombinaa-
tiota puhtaista tiloista ja nédiden todennékoisyyksistd ja f (3; pip:) = 2 pif (0i),
missd p; on puhdas tila. Joten kaikilla p € Dy4 pitee

fp)= Z EipE].

Lisiksi koska 0 < Tr (f (p)) < 1, kaikillap € D4, 0 < [ - 3, E/E;. O
Esimerkki 4.5. Miki tahansa kvanttiportti on kvanttioperaatio.

Todistus. Jos U on unitaarinen matriisi ja u; ; timén alkio vastaavilla indekseilld, niin
matriisia vastaa summa >; 3’ ; u; j |i) {j|. Nyt siis operaattoria Ey, missd k = nd +m
vastaa operaattori u,, ,, |n) (m| Lisiksi, koska U on unitaarinen Tr(U) < Tr(I), joten
0<1I-Y,EE [7,s41]. O

On hyva huomata ettd kvanttioperaatio ei siis ole valttdmattd unitaarinen [21, vrt
s.356]. Esimerkiksi myos mittaukset ovat kvanttioperaatioita [21, vrt s.356]. Lisiksi
jos oletetaan, ettd A ja B ovat kvanttimekaanisia systeemejd ja kvanttioperaatio f on
kuvaus yhdistetyn systeemin A B tiheysmatriisilta jollekin toiselle systeemin tiheys-
matriisille, voidaan ottaa systeemin A redusoitu tiheysmatriisi ja saada operaation
vaikutus haluttuun tarkasteltavaan systeemiin [21, vrt s.358].

Seuraavasta esimerkistd huomataan, etti ndin méériteltynd kvanttioperaation esi-
tys ei ole uniikki, vaan kaksi hyvinkin erilaista esitystd saattavat vastata tdysin samaa
operaatiota [21, s.371].
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Esimerkki 4.6. Olkoon A kvanttimekaaninen systeemi, D4 = {p | p on systeemin
A tiheysmatriisi} joukko systeemin tiheysmatriiseja ja f : D4 — Dy kvanttiope-
raattori, jonka madraavit operaattorit
1 -l
5 T 0
7 0

1

==
| S
o
[\ *]
|
—
oL
STURSTES
S —

Nyt
> 0.

3
o [2 o
I—ZEl.E,-—[(S) !
i

Olkoon nyt g : D4 — D4 kvanttioperaatio, jonka madrddvit operaattorit
1 -1 1 -1 -1

-1 o=l o= -1 -1
i 7 7] i 2

9 -1
I- GTG,:[T? Fl=o.
Z ’ T o
Lisaksi huomataan, etti
—-Ey—E> Ey-E> -E\-E> E\-E;
G:—7G: ’G:—7G: )
0 2 ! 2 2 2 3 2
joten
g(p) =) GipG|
i
_—Eoy—-E, (-Eo—-E; T+E0—E2 Ey-Es\'
- 2 > P\ T2
E,—-E, (-E-E)\'" E -E, (E—E\'
+ + Je
2 2 2 2
2E0pE] +2E\pE| +2E:pE]
B 2
=f(p),

eli g ja f ovat samat kvanttioperaatiot.
Miten siis tiedetdédn, milloin eri kvanttioperaattorit méadraaviat saman operaation?

Lause 4.7. [21, vrt 5.372] Olkoot A ja B kvanttimekaanisia systeemejd, joiden
dimensio on d. Olkoot lisdksi Dy = {p | p on systeemin A tiheysmatriisi} ja
Dp = {p | p on systeemin B tiheysmatriisi}. Olkoot {Ey, ..., E,} joukko operat-
toreita E; : Dy — Dp, joka mddrdd kvanttioperaattorin f ja {Go,...,Gp} jouk-
ko operattoreita G; : Dy — Dp, joka mddrdd kvanttioperaattorin h. Liscidmdlld
pienempdidn joukkoon 0-operaattoreita, eli operaattoreita jotka kuvaavat jokaisen
vektorin nollavektoriksi, saadaan joukot yhtd suuriksi, joten voidaan olettaa n = m.
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Tdlloin f ja h mddrddvdt saman kvanttioperaation jos ja vain jos on olemassa uni-
taarinen matriisi U € CV", siten ettd

n

Ei = Zui,jGj

7=0
Jjokaisella operaattorilla E; € {Ey, ..., E,}.

Todistus. Kaydiin lahteessd [21, s.103-105, 372-373]. i

Lause4.8. [21, 5.373] Kaikki kvanttioperaattorit f kvanttimekaanisessd systeemissd
A, jonka dimensio on d, voidaan mddrdtd joukolla operaattoreita {Ey, E, ...,
En_1}, missd 0 < m < d°.

Todistus. Huomataan, ettd nyt E; on tensoriavaruuden, jonka dimensio on d? alkio.
Toisin sanoen joukossa {Ey, E1, . . ., E;;—1 } on maksimissaan d? lineaarisesti riippu-
matonta alkiota. Erityisesti on olemassa timén tensoriavaruuden kanta {Fy, Fi, . . .,
Fp_y}, siten ettd E; = 27151 u; jF;, missd u; ; on d X d unitaarisen matriisin alkio.
Nyt lauseen 4.7 nojalla joukko {Fy, F1, . .. F,2_;} médardd kuvauksen f. O

Nyt on 10ydetty keinot esittdd yhdistetyn systeemin kidymai aikaevoluutio seka,
miten rajata ulkoisen systeemin dimensiot. Seuraavaksi annetaan esimerkki kvant-
tioperaatiosta, joka kuvaa ulkoisen systeemin tuottamaa hdirioti tarkasteltavaan sys-
teemiin.

Esimerkki 4.9. Olkoon f kvanttioperaatio, jonka madriddvit operaattorit

lf o)l i)

misséd p € [0, 1]. Ndin mééritettyd kvanttioperaatiota kutsutaan vaiheenkddntokana-
vaksi[21, s.376]. Olkoon kubitti ttheysmatriisin

a b
c d

midrddmassa tilassa. Nyt vaiheenkddntokanavan vaikutus on

p:

£(p) = a(l-p)+ap —b(1-p)+bp
—c(l=p)+cp d(l1-p)+dp

B a 2bp — b
" |2ep-c d '

Toisin sanoen kanava pitda diagonaalin alkiot samoina, ja vaikuttaa vain tilojen vi-
liseen superpositioon. Erityisesti, kun p = %, tiheysmatriisi on diagonaalimatriisi.
Mutta miten kiyttdytyy kahden kubitin systeemi, jossa toiseen vaikuttaa vaiheen-
kaiantokanava? Olkoon rekisteri O, tiheysmatriisin

BB s
¥ NS TN N S T
¥ SN TN Y T
¥ TSN TN T T
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tilassa, joka on puhdas tila. Oletetaan nyt, ettd ensimmadiseen kubittiin vaikuttaa vain
identiteettioperaattori, eli toisin sanoen se pysyy samassa tilassa, ja toiseen kubittiin
vaikuttaa vaiheenkdinto kanava, jolla p = Alf. Nyt

(1 f)(pp) = f“ Q) fq
oAl ) oAl

joka ei ole puhdas tila, nimittdin Tr( f(p)?) = % # 1. Liséksi

1

4 ]

l s

2

eli ensimmadinen kubitti on puhtaassa tilassa, mutta toisen kubitin tilojen superpositio
on vihentynyt ja tila ei enédi ole puhdas.

| =00 — 4| =00 —
OO | 00— | —
£ —00| — i 00| —

S
S~~—
|

S NN T S
—
S —
|

00l [ =00 s [

TN T T T
TSN T T T

11
f(p)=[i %]®

2 2

==

4.2 Entropia

Nyt tiedetddin miten kuvata hdirion vaikutusta kvanttilaskentaan. Mutta miten mééri-
tetddn aiheutuneen hiirion méara? Tiedetddn, ettd mikili kvanttilaskennan systeemin
redusoitu tiheysmatriisi on laskennan jidlkeen puhtaassa tilassa, se voidaan kuvata
ilman ulkoista systeemid. Toisaalta jos matriisi kuvaa sekoitettua tilaa, niin tiedetidin
ettd ulkoinen systeemi on vaikutuksessa kvanttilaskennan systeemiin.

Nyt tarvittaisiin jokin mittari kuvaamaan tdmén vaikutuksen mééraa. Haluttai-
siin, ettd kun tila olisi tdysin sekoittunut ulkoisen tilan kanssa, niin mittari antaisi
korkeimman arvonsa, ja toisaalta kun kyseessa olisi puhdas tila, niin mittarin tulos
olisi 0.

Tiedetdin, ettd

E’Z = Z -.
i!
i=0

Palautetaan lisdksi mieleen, ettd positiivinen operaattori A voidaan esittdd muodossa

VDV, missi
n—1
D= A i) il
i=0

ja matriisin V kolumnit vastaavat matriisin A ominaisvektoreita jirjestyksessd. Li-
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saksi

Ak = (VDV*)k
= (vDVH(VvDV")...(vDV")
n—1
_ v( > Akl <i|)’<)vT
i=0

n—1
= V(DDA Gy Gl itV
i=0

- v(nz_lﬂmw ih)v
i=0

joten

© | Ai (255045 1) G o nl AL

;%:V;( ' )v—v(;]ol—,’mm)
eli -

oA = V(Ze’li i) (il)VT.
i=0

Niin saadaan luonnollinen tapa médritelld logaritmi positiiviselle operaattorille.

Mairitelmi 4.10. [11, s.18] Olkoon A = VDV ™1 positiivinen operaattori. Operaat-
torin eksponentiaali madritelldin

n—1

N == v( > et )vT

i=0

Jos ¢4 = B, niin merkitiin In(B) =

Huomautus. Positiivisella operaattorilla eksponentiaali on yksikésitteinen, nimittdin
tamin ominaisvektorit, jotka siis muodostavat matriisit V ja V' ovat yksikisitteiset,
ja jokaisella sen ominaisarvolla A; pitee 4; € R\]0, oo[.

Palautetaan mieleen, ettd log 0,z = I“Z =, joten samoin positiivisille operaattoreil-
le voidaan maédritelld muun kantaisia logarltmeja Merkitddn binddristd logaritmia
merkinnalli 1b.

Miiritelmé 4.11. [21, s.510] Olkoon A kvanttimekaaninen systeemi joka on ti-
heysmatriisin p madraamassa tilassa. Talloin systeemin A von Neumannin entropia
on

S(p)==Tr(plbp) == > AilbA;,

missd siis alkiot A; ovat matriisin p ominaisarvoja.
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Vastaisuudessa tekstissd puhuttaessa entropiasta, tarkoitetaan nimenomaan von
Neumannin entropiaa. Lisdksi madritelldédn alb0Q = +oo, kun a > 0 [21, s.504] ja
0Ib0=0/[21,s.510].

Esimerkki 4.12. Olkoon kvanttimekaaninen systeemi A tilassa

1 2
|¢>=\/;|0>—\/;|1>~

Huomataan, ettid timi on puhdas tila ja titd vastaava tiheysmatriisi on

1 =iV2
=3 3
P=liva 2 |
3 3

Taman ominaisarvot ovat 1 ja 0, joten S (p) = - (11b1+01b0) = 0.

Esimerkki 4.13. Olkoon kvanttimekaaninen systeemi A tilassa, jonka tiheysmatriisi

on |
5 0
=12
p{og'

Huomataan timin olevan sekoitettu tila, silli p? # p. Tdmin ominaisarvot ovat % ja
1y 11 1

L. Titen S (p) =2 (410 ) = 1.

Mutta tayttdako tama tarvitut ehdot?

Lause 4.14. [2], vrt 5.513] Olkoon A d-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi ti-
heysmatriisin p mddrddmdssd tilassa. Tdlloin

1. S(p) =20.

2. S(p) =0, jos ja vain jos p on puhdas tila.

3. S(p) <1lbd.
Todistus. 1. Tiheysmatriisin ominaisarvot ovat vililld [0, 1], koska se on positii-
vinen operaattori, ja Tr(p) = 1, joten > ; 4; = 1, eli 4;1bA; < 0kaikilla 7, joten
-2 dilba; > 0.

2. Oletetaan, ettd S (p) = 0. T&ll6in edellisen nojalla 4; Ib A; = 0 kaikilla 7, joten
jokainen ominaisarvo on O tai 1. Toisaalta, koska kyseessd on tiheysmatriisi,
taytyy pated Tr(p) = >, 4; = 1, joten yksi ominaisarvo saa arvon 1 ja loput
arvon 0, joten kyseessi on puhdas tila. Oletetaan seuraavaksi, ettd p on puhdas
tila. Nyt, koska kyseessd on tiheysmatriisi, on yksi ominaisarvo 1 ja loput 0.
Témén nojalla }}; 2;1bA; =0, eli S (p) = 0, jos ja vain jos p on puhdas tila.

3. Huomataan, ettd —x Ibx on kovera, kun x € [0, 1], joten f((1 —t)x +ty) >
(1 =1)f(x)+tf(y)[6,s.195]. Erityisesti

r.z—lxl_ n—1
nf (T‘)) > ) ).
i=0
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toisin sanoen funktion arvo alkioiden keskiarvojen summasta on suurempi
kuin summa funktiosta alkioiden arvoilla. On my0s hyvd huomata, ettd jos
g ja h ovat koveria funktioita, niin samoin on s + g. Nyt huomataan etti,
koska ominaisarvojen summa on 1 ja ne ovat vililld [0, 1], voidaan jokainen
ominaisarvo ilmaista muodossa A; = %. Lisiksi, koska ominaisarvoja on d
kappaletta on ndiden keskiarvo % Nyt yhdistdmailla tima kaikki, saadaan

d—1 d—1 a; a;
PILILED) (5)w(5)
> (3)e(5)
< - —|1b| -
< i:O(d d

1

=‘”’(z)

=1lbd

O

Huomautus. [21,s.510] Jos S (p) = Ib (d), kutsutaan tiheysmatriisin p madraamaii
tilaa maksimaalisesti sekoittuneeksi tilaksi.

Huomataan siis, ettd entropian voidaan ajatella kuvaavan epdvarmuutta systeemin
tasmadllisesti tilasta; mitd suurempi entropia, sitd epavarmemmin voidaan sanoa mika
on systeemin tilavektori [21, 5.500, 510].

Toisaalta timd antaa my0s kiinnostavan havainnon lomittuneisuudesta [21, s.514].
Nimittdin olkoon kvanttisysteemi esimerkin 2.7 tilassa, jonka tiedetdin olevan lo-
mittunut tila. Toisaalta kyseessd on myoskin puhdas tila, joten systeemin entropia on
0. Mutta tiedetiidn, ettd erottamalla systeemi kahdeksi osaksi, osien tiheysmatriisit
eivit kuvaa puhtaita tiloja, joten niiden entropiat ovat suurempia kuin nolla! Koko
systeemin tila voidaan siis sanoa ilman epidvarmuutta, mutta yksittdisen osan tilaa ei
voida sanoa ilman epavarmuutta.

Miten entropia kayttdytyy unitaaristen operaattoreiden kanssa?

Lause 4.15. [1, vrt 5s.3] Olkoon A d-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi tiheys-
matriisin p mddrddmdssd tilassa ja U unitaarinen operaattori systeemille A. Tdlloin
S(p) = S(UpU").

Todistus. Huomataan, ettd
(UpUN* = UpUTUpU" ... UpUT = Up*U".
Nyt menetteleméilld samoin kuin positiivisen operaattorin kanssa, saadaan

n—1
UV = w (Z e Ii) <i|) W',

i=0

missda W = UV. O
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Kuinka ldhelld kahden tilan entropiat ovat toisiaan? Halutaan, ettd tama tilojen
vélinen entropia olisi 0, jos ja vain jos tilat ovat samat, mutta toisaalta kasvaisi mita
enemmdn tilat eroavat toisistaan.

Mairitelmia 4.16. [21, s.511] Olkoot A ja B d-ulotteisia kvanttimekaanisia sys-
teemejd tiheysmatriisien p4 ja pp madradmissa tiloissa. Talloin tilojen suhteellinen
entropia on

S(pall pB) = Tr(palbpa) — Tr(palbpp).

Huomautus. Koska matriisin jilki on lineaarinen [21, s.75], saadaan suhteellinen
entropia muotoon

S(pa ll pB) = Tr(palbpa — palbpp) = Tr(pa(lbps —1bpp)).

Yhtilostd huomataan, etti tilojen suhteellinen entropia on 0, jos ja vain jos ps = pp,
nimittdin kummatkin ovat positiivisia operaattoreita, joten niiden ominaisarvot ovat
nollaa suurempia reaalilukuja.

Lause 4.17. [4, vrt 5. 3] Olkoon A d-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi ti-
heysmatriisin p mddrddmdssd tilassa. Merkitddn tiheysmatriisin diagonaalia p giqg
Tdlloin

S (P I pdiag) =S(p) - S(pdiag)-

Todistus. Merkitddn matriisin p alkiota indeksilld i, j merkinnilla a; ;. Huomataan,
ettd matriisin p 1b p g4, diagonaalin alkio indeksilla &, k on alkio

ao,k() + al,kO +--- 4+ ak_l,kO + Ak Ib Ak + ak+1,k0 + -+ ak,kO = Ak Ib ag k-

Nyt siis
d-1
Tr(p1b pdiag) = Z a;iba;; = Tr(pagiag b paiag) = —S(Pdiag)-
i=0
Siis

S (o Il paiag) = Tr(p b p) = Tr(p 1b paiag) = S(p) = S(Pdiag)-
O

Lause4.18. [, vrts.3] Olkoon A d-ulotteinen kvanttimekaaninen systeemi ja olkoon
pi € Ry, siten ettd p; on mahdollisuus havaita systeemi A tilasta p; ja

Zpi = L.

Tdlloin

ZPiS (o | pidiag) = S (Z Pipi‘ Z PiPi,diag) :
i i i

Todistus. Kaydadn lihteessd [18, s.113]. |
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4.3 Koherenssi resurssina

Nyt on esitelty tarvittavat tyokalut rakentamaan resurssiteoriaa koherenssille, jonka
voidaan ajatella kuvaavan, kuinka hyvin kvanttitilojen vaihe-erot voidaan erottaa toi-
sistaan superpositiossa: mitd korkeampi tarkasteltavan systeemin koherenssi on, sitd
vihemmin se on sekoittunut ulkoisen systeemin kanssa, ja sitd helpommin super-
position vaihe-erot voidaan erottaa toisistaan. Mutta miten madritelldéin koherentti
tila? Aloitetaan luontevasti méérittelemailla tilat, jotka selvisti eivit ole koherentteja.
Luonnollinen kandidaatti niille ovat sekoittuneet tilat [4, s. 1].

Mairitelma 4.19. [4, vrt s. 1-2] Olkoon Q,, kvanttirekisteri. Tilaa, jota kuvaa tihe-
ysoperaattori, joka on muotoa

2"-1

p=), pildl,
i=0

kutsutaan epdkoherentiksi tilaksi. Rekisterin Q,, epidkoherenttien tilojen joukkoa mer-
kitdan 7.

Huomautus. On hyva huomata, ettd mikéli tiheysoperaattorin diagonaalilla yksi alkio
on 1 ja muut 0, niin tiheysmatriisi esittdd jotakin rekisterin perustilaa. Toisin sanoen,
jos rekisteri on perustilassa, ja ndin ollen ikddn kuin vastaa klassista bittijonoa,
lasketaan sen kuuluvan epikoherentteihin tiloihin.

Esimerkki 4.20. Olkoon A kahden kubitin jarjestelmi. Nyt tiheysmatriisin

i)

Il
o o o =
el el el
(el el e o]
o o o O

midrddma tila on selvisti puhdas, mutta myos diagonaalimatriisi, joten sitd vastaava
tila on epakoherentti. Toisaalta

BB i
¥ S TN T YT
¥ N{E TN N T YT
¥ SN TN ST T

on myOs puhdas tila, mutta selvisti ei epdkoherentti. Niistd huomataan, ettd puhdas
tila ei ole vélttimatti koherentti, eikd epidkoherentti.

Esimerkki 4.21. Olkoon A kahden kubitin jirjestelma. Nyt tiheysmatriisin

Sr—O O
O O O

e}

Il
S O ORI
S ORI O
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midrddma tila ei selvésti ole puhdas, mutta myos diagonaalimatriisi, joten sitd vas-
taava tila on epéakoherentti. Toisaalta

ko)

1]
O O RI=h|—=
O ool— 4 |—00]—
00— =00l — O
Al—ool— © O

ei selvisti ole epikoherentti tila ja lisdksi Tr(p?) = % # 1, joten kyseessi ei ole
puhdas tila. Niistd huomataan, ettd sekoittunut tila ei ole valttimadttad epdkoherentti.

YlI4 olevista esimerkeistd huomataan, ettd puhtaiden ja epdpuhtaiden seki kohe-
renttien ja epdkoherenttien vililld ei ole suoraa yhteytti.

Mairitelmdéstd 4.19 voitaisiin padtelld koherenteiksi tiloiksi kaikki rekisterin puh-
taat tilat, joissa esiintyy superpositiota. Toisaalta resurssien nakdkulmasta on parempi
madritelld "koherentein" tila, jota voitaisiin kayttdd yhtend yksikkonid koherenssia.

Miiritelma 4.22. [4, vrt s. 2] Olkoon Q,, kvanttirekisteri. Tilaa
2n—1

1
o) = —= D 1D
kutsutaan maksimaalisesti koherentiksi tilaksi.

Mité operaatioita voidaan tiloilla tehdd? Luonnollisesti halutaan, ettd epdkohe-
rentilla operaatiolla, jossa ei kiytetd koherenttia tilaa, ei voida luoda koherenssia. Li-
sdksi halutaan, etti epdkoherentilla operaatiolla, jossa kéytetdan yksi maksimaalisen
koherentti tila, voidaan luoda miké tahansa muu tila.

Mairitelma 4.23 ([4, vrt s. 2], [10, s. 2]). Olkoon Q, kvanttirekisteri ja olkoon
{Eo, ..., Exy} joukko operattoreita E; : Do, — Dy, , joka midrai kvanttioperaatto-
rin f, ja joilla pitee
EipE]
Tr(E:pE])
jokaisella 0 < 7 < m, kun p € 7. Tilloin kvanttioperaattorin f sanotaan olevan

epdkoherentti operaatio. Rekisterin kaikkia epdkoherenttejd operaatioita merkitiéin
&g

el

n

Selvasti, ndin madriteltynd epikoherentilla operaatioilla ei voida luoda koherent-
tia tilaa epikoherentista tilasta, nimittdin jokaisella epdkoherentin operaation maa-
rittdvalla operaattorilla pitee E,-pEl.T € 7 jokaisella 0 < i < n, kun p € 7, joten
flp)el.

On myo0s hyva huomata, ettd on olemassa unitaarisia operaatioita, jotka eivit ole
epakoherentteja.

Esimerkki 4.24. Portti H ei ole epakoherentti operaatio. Olkoon A € 7 tiheysmatriisi
rekisterille O, eli
a 0
a=ly ol
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Tiedetdidn, ettd H on unitaarinen, joten HH T = I. Toisaalta

a 0 atb a—b
0 b aT a+

2
kun a # b.

Toisaalta on unitaarisia operaatioita, jotka ovat epakoherentteja.

Esimerkki 4.25. Portti CNOT on epikoherentti operaatio. Olkoon A € I tiheys-
matriisi rekisterille Qy, eli

a 0 00
0 b 00
A= 0 0 ¢ O]
0 00d
Tiedetiin, etti CNOT on unitaarinen, joten (CNOT)(CNOT)" = I. Toisaalta
a 000 a 0 00
0 b 00 + 10 b 00
CNOTOOCOCNOT—OOdOGI.

0 0 0d 0 0 0 ¢

Onko mahdollista luoda miké tahansa muu rekisterin tila yhdestd maksimaalisen
koherentista tilasta kiyttimalld ndin médriteltyjd epakoherentteja operaatioita?

Lause 4.26. [4, 5. 2, 5] Olkoon Q,, kvanttirekisteri ja olkoon Dy, joukko timdin tihey-
soperaattoreita. Tilloin jokaisella p € Dg, on olemassa rekisterin Q,, epiikoherentti
operaatio f,, jolla pdtee

Jolwn) {wal) = p
Todistus. [4,s. 5-6] Olkoon {Ey, ..., E,} joukko epdkoherentteja operaattoreita

U

Ej: a,'.

Il
(=)

i

jotka madriddvit kvanttioperaation f, missd siis |m,~+ j_1> on rekisterin luonnollisen
kannan kantavektori, jonka muut alkiot ovat nollia, paitsi indeksillda m; = k (mod d)
oleva alkio, jokaon 1, jaa; € C, Zflz_ol la;|? = 1. Nyt

U
—
QU
—_

d—

y_.

d-1

E;-Ei: |aj| |mj+l 1> m;yi— 1|—Z|al|21 1.
i=0 =0 j=0 i=0
Olkoon p € 7. Nyt
d-1 d-1
EjpE] = ) aili) {misj| Z biclk) (k| ) a
i=0 =0 1=0
d=1d-1d-1
= braia; (mivj1| k) (k| |mpsj-1) 1) (11,
i=0 k=0 I=
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mistd huomataan, ettd jos m;y;_1 # k tai m;y;_1 # k, niin ndiden indeksien vektorei-
den sisdtulo on 0. Lisdksi huomataan, ettd indeksit joilla kumpikaan ei ole nolla ovat
miyj—1 = myyj—1 = k , eli edellinen lauseke saadaan muotoon

d-1

20\ /.
D bivjlailliy il € T,
i=0

joten kyseessd on epikoherentti kvanttioperaatio. Olkoon |w ) rekisterin maksimaa-
lisen koherentti tila. Nyt

. 1 a;
Ej lwa) = a; |i) <mz+] 1| — k) = — i),
=0 k=0 d =0 d
joten
d-1 d-ld-l = d-l g
. J .
E¢ |wa) (wa| E] = T iy > —L (]
k=0 k=0 i=0 d j=0 d
d-1d-1d-1 aia;
= —= 10 Gl
k=0 i=0 j=0
Merkitaidn
d-1d-1d-1 4.4*
Laa) .
o= 10 G
k=0 i=0 j=0
Nyt
d-1d-1 aia;_k d—-1 .
Tr(o) = T LW = 1
k:O l:O k:()
Lisaksi huomataan, etti
d-1 d-1
o2 =" Exlwa) wal E} Y. Eilwa) (wal E]
k=0 =0
d-1d-1
= E¢lwa) (wal EJEi lwa) {wal E]
k=0 i=0
d-1d-1
= Ei |lwa) (wal Z a; |j) {mje-i] Z ay lmisio1) (1) lwa) {wal E]
k=0 i=0 j=0
d-1 d—-1
=" Eclwa) (wal D laj1? [mjwir) (mjeia| lwa) (wal E]
k=0 j=0
d-1
= > Erlwa) I {wq| E]
k=0
d-1
=Y Eilwg) (wal EL,
k=0

70



joten Tr(c?) = 1, eli mika tahansa puhdas tila voidaan luoda méirittelemilld sopivat
arvot muuttujille.

Olkoonnyto = Y ay |6x) (x|, jokin rekisterin sekoitettu tila, missi siis a; > 0,
2rak=1jalb) =2, birli), bix € C, 2, |bl-,k|2 = 1. Asetetaan nyt

d-1
Ej= @Z biy iy {misj1].
i=0

Taas huomataan, ettd

d-1 d-1 d-1 d-1
Z Z EzkEi,k = Z ar ) by Impsi-1) (1 Z by |1r) {myyi-1
=0 X =0 k. 1=0 =0
d-1 d-1
p
= Z Z ag Z D1, |” Impsiz1) (Misii
i=0 k. 1=0
d-1 d-1
= > > ae Y bl iy (il
=0 k. 1=0
d-1
= > > ald il
=0 &
d-1
= > i) (il
i=0

Samoin huomataan, ettd operaattorit E;; ovat epidkoherentteja, nimittdin olkoon
. d—1 “w /e
p €l elip=3"yc; i) Nyt

E;pE], V_Z bug |y {mij- 1|Zc, i) (il vax" Zb,k|mr+] 1) (r]
=0

d-1d-1d-1
agl cibi b} (mpejo] 10) il [mpsjo1) 1) (]
=0 =0 r=0
d-1
=lax| Y cilbixl*li) (il € I.
i=0

Lisidksi nyt

n
D) Ejklwa) (wal E],
k j=0

n d-1 d—-1 d—1 * d—1
, \ai Vai
= > D D bikliy (it D A= 1) Yl A= Y b7 1D (i
k j=0 i=0 r=0 \/3 h=0 \/z =0
n d-1d-1d-1d-1 ax
= Z ~ biib; . (misjo1|r) (RIL [i) {mypj|
k j=0 i=0 r=0 h=0 [=0



h» “7;‘ blk|z>2b*k<z|
k

ak
— d

2
k
= arl6e) (6l
k

16) <Okl

~.
=]

eli myos mikd tahansa sekoitettu tila voidaan luoda maksimaalisen koherentista ti-
lasta, joten mikd tahansa rekisterin tila voidaan luoda maksimaalisen koherentista
tilasta O

Mutta voidaanko ndilld luoda mikéd tahansa koherentti operaatio? Palautetaan
mieleen universaalien kvanttiporttien todistuksesta, ettd mikéli voidaan luoda mika
tahansa yhden kubitin portti, voidaan luoda miké tahansa kvanttiportti. Nimittdin
tiedetddn, ettd CNOT-portti ja joukko, jossa on jokainen yhden kubitin portti on
universaali ja CNOT-portti on epidkoherentti.

Laused4.27. [4, 5.2, 6] Olkoon A = Q; kvanttirekisteri ja olkoon Dg, timdin kaikkien
tiheysmatriisien joukko. Olkoon |w) = % |0) + % |1). Merkitidn B = A Q w. Tidlloin
Jokaisella unitaarisella operaattorilla U : Do, — Dy, on olemassa epdkoherentti
operaatio f : Dp — Dp, jolla piitee jokaisella pp € D

f(pB)a =Upg,U",
missd pg, € Do,.

Todistus. [4, s.6] Olkoon rekisteri A tilassa |¢) = @ |0) + 8|1). Huomataan, ettd U
voidaan esittdd muodossa

U= [Moo MO]] ‘
uip Uil
Nyt
. aa* ab*|
= (auoo + bugr) (a“upy + b*ugy,) 10) 0]
+ (auyo + buyy) (a*ujy + buj) 1) (1]
+ (a"upy + b uyy) (buyy + auo) [1) (0
+ (augo + buor) (b uy, +a*uj,)(10) (1].
Olkoon nyt
upo 0 wupr O
0 0 0 0
EO - 0 uio 0 uil
O 0 0 0
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ja

0 0 0 0
£ 0 wupw O wumn
1 =
0 0 0 0
up O wupp O
Nyt
T T _
E\Eo+EE| =
uoougo + ulouTO 0 M80u01 + MHMTO 0
* 3k k) k
0 UEOU + ATIIZA 0 UpoUo1 + Uiy,
* 3k * k °
UOOUy, + UT U0 0 UoLIUy, + UTIUT, 0
* * k *
0 UOOUy, + UTU10 0 UoLIUy, + UlIU],

Nyt koska U on unitaarinen ja

k * k *
UooUnsn + U0U U ugpr + U1
Uty = |*00%00 ™ #10%19  #00*0 10f =7

MOQMSI + uTlulo umusl + ullblj[l

huomataan, etti ESEO + ETEl =1.0Olkoon p € T

-l/to() 0 uo1 0 a 0 0 O uoo 0 uo1 0 f
o O O o010 b 0 O0j]O O 0 O
T
@h o EorEo=106 w0 wunllo 0 ¢ ol|0 w0 0 un
' 0 0 O O0f[0 O O0Od|O O 0 O
[uooaugy, + uorcugy, 0 0 0
0 0 0 0
42) - 0 0 undut, +urbul, 0 <%
0 0 0 0
Vastaava tarkastelu voidaan tehdé operaattorilla E1. Merkitéddn [¢) = |¢) ® |w2). Nyt

* * * T
) upo 0 uo1 0 %ag aé) a127 uopo 0 uop1 0
S Eily) I E 0 0 0 Offgawwdaliog o0 0
i i= ba* ba* bb* bb*
- 0 uio O wn| | 257 2|0 w0 O un
i=0 ba* ba* bb* bb*
00 0 0J[% %5 % 5/L0 0 00
0 0 0 0][% e abab’1rg o 0 0]
2. 2. 2. 2.
0 upo O uor| % 4 &2 211 0 upy 0 ug
0 0 0 Offbeolb2liog 0 0 0
urp 0 up O bg b%bé’ "5’ urp 0 up 0

1 * k * *
= E(Cmoo + bugy) (a“ugy + b uy, ) (|00) (00| + [01) (O1])
1
+ E(aulo +bu)(a*ujy+ b ui,)(|10) (10 + [11) (11])
1 * * * £
+ E(a Ugy + b ug, ) (buyy +auio)(|10) (00| + [11) (O1])

1 ko k ko k
+ E(auoo + bugy) (b uj; +a’uy,)(|00) (10] + [01) (11]).
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Palautetaan mieleen, ettd nyt alkuperdisen rekisterin kubitin tila saadaan ottamalla
redusoitu tiheysmatriisi p 4, joka saadaan ottamalla ne alkiot, joissa toinen kubitti on
samassa tilassa, eli muotoa |i;) (/j|. Nyt saadaan

l *_ ok * k
pA = E(Woo + buor)(a”uyy + b ugy;)(10) (0 +0) €0)
1 S * k%
+ E(au10+bu11)(a*u10+b ui) (1) (1] + 1) (1))
1 * k * ok
+ E(a 2N +b u()])(bull +auyp)(]1) (0] +[1) (O)

+ %(auoo +bugr) (b*u, +a*u}y)(10) (1] +0) (1])
=U|¢) (4| U".

O

Todistuksen nojalla, miki tahansa kvanttilaskenta voidaan suorittaa epakoheren-
teilla operaatioilla.

On mielenkiintoista tarkastella operaation vaikutusta rekisterin kubitteihin epi-
koherentisssa tilassa. Otetaan esimerkiksi Hadamard-Walsh -portti. Muodostamalla
porttia vastaavan matriisin lauseen 4.27 todistuksesen mukaisesti, saadaan matriisit

1 1
Bodol [se
o ] e
0 = 0 = 0 0 0 O
V2 V2 1 ~1
0 0 0 0 5 0 5 0
Olkoon Q; tiheysmatriisin
Q1=Cl 0
=i

madrddmaissa tilassa. Nyt tuomalla systeemiin yksi koherenssikubitti, rekisteri Q»
saadaan tilaan

% % 00

£ 4 00

p?% = p% @ |wy) (wa| = (2) (2) b b
b b

0 0 35 3

Kiyttamalld rekisteriin Q, kumpaakin A porttia saadaan rekisterin tilaksi

1 a+b 0 a—->b 0
N N 1 _
ZH,-szHj 25 0 a+b 0 a->b

b 0 a+b 0
_a+
2

a+

0 a-b 0 a+b
b
+( : )<|1o><10|+|11><11|>

) (100) {00[ + |01) (O1])
b




R ( - ”) (100) (10] + 101 ¢11])

+ (“;b) (110 (00| + [11) (O1]).

Nyt ottamalla redusoitu tiheysmatriisi pg,, eli siis tarkastelemalle alkuperéisen
kubitin tilaa, huomataan oletetusti, ettd sen tilaa kuvaa tiheysmatriisi

le:(“;”)(|o><0|+|1><1|)+(“;”)<|0><1|+|1><0|>
ath  azh
[a%b a%b]’
2 T2

joka siis vastaa Hp?' H'. Toisaalta huomataan, etti timi on puhdas tila, jos ja vain
jos Tr((Hip2 H;)?) = Tr(H;p? H;) eli a> + b> = a + b, joka on totta vain kun
a=1,b=0taia=0,b =1, eli kun alkuperdinen kubitti oli puhtaassa tilassa.
Lisdksi huomataan, ettd nyt koherenssikubitti on tilassa

a+b
4

a—->b
4

p = (“ ”’) (10) (0] + 0) (O + (

] )(|1>(1|+I1><1|)

+( 52 oo ap+

atb
= [% ag-)b]’
U

) (1) €0] + 1) <0I)

joka on selvisti epdkoherentti tila ja puhdas, vainkuna = 1,b =0taia =0,b = 1.
Toisin sanoen koherenssikubitti on operaation jilkeen puhtaassa tilassa, jos alkupe-
rdinen kubitti oli yhdelld perustiloistaan.

Lause 4.28. [17, vrt 5. 149] Olkoot A kvanttimekaaninen systeemi. Olkoon lisdksi
Dy ={p | p on systeemin A tiheysmatriisi} ja olkoon f : Dy — Dy kvanttiope-
raattori. Tdalloin kaikilla po, p1 € D4 pditee

S(fCpo) Il f(p1) < S(po Il p1)
Todistus. Kaydadn ldhteessa [17, s.149-151]. m|
Seuraavaksi kootaan ndmaé yhteen, ja annetaan madritelmé koherenssimitalle.

Maaritelmai 4.29. [4, s. 2-3] Olkoon Q, kvanttirekisteri ja olkoon Dy, timén kaik-
kien tiheysmatriisien joukko. Olkoon p € Dy, . Funktio C : Dy, — R on koherens-
simitta rekisterille, jos

1. C(p) =0 jos ja vain jos p € Ip,.
2. C(f(p)) < C(p) kaikilla f € &p,.

3. 2, PnC(pn) = C(X, pnpn), missd p, on todennikdisyys havaita rekisteri
tilasta p,, ja )., pn = 1.

75



Lause 4.30. /4, s. 3] Olkoon Q, kvanttirekisteri ja olkoon DO timdéin kaikkien
tiheysmatriisien joukko. Kvanttitilan p € D% ja tilan diagonaalin Pdiag Vdlinen
entropia on koherenssimitta.

Todistus. 1. Tiedetéén, ettd kahden tiheysmatriisin p4 ja pp relatiivinen entropia
on 0, jos ja vain jos p4 = pp. Toisin sanoen C(p) = 0, jos ja vain jos p = pgiag-

2. Suora seuraus lauseesta 4.28.

3. Suora seuraus lauseesta 4.18.
O

Koherenssi on erittdin keskeisessd osassa varsinkin kvanttivirheenkorjauskoo-
deissa. Voidaan nimittdin osoittaa, ettd koodin korjaamien virheiden méird on yl-
hiiltd rajoitettu koodin kiyttdmén vakautustilan koherenssin médrdn suhteen [14,
s.16]. Valitettavasti tekstissa ei ehditd kiydd virheenkorjausta paremmin ldpi, mutta
asiasta 10ytyy enemmaén tietoa esimerkiksi lahteestd [21, 5.425-499].

Lisidksi koherenssin voidaan ajatella resurssiksi, jonka avulla tiettyjd laskennan
vaiheita voidaan toteuttaa. Esimerkiksi jos kaytettidvissd on tietty maird koherenssia
jalaskutoimitus vaatii tdstd vain osan, voitaisiin jiljelld olevaa koherenssia hyodyntaa
vaikkapa korostamaan oikean vastauksen todennédkoisyysamplitudia.
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