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Tutkielma kasittelee erilaisia suppenemistesteji yhden ja kahden muuttujan
epaoleellisille integraaleille, sekd motivoi niiden tarpeellisuutta matematiikan
teoriassa ja kdytannon sovelluksissa. Tutkielmassa pyritdan antamaan havain-
nollistava esimerkki kunkin testin kaytosta. Luvussa 2 esitelladn tarvittavia
taustatietoja, kuten osittaisintegrointiin, monotonisuuteen seké kaksinkertais-
ten integraalien teoriaan liittyvia lauseita. Luvussa 3 kasitelladn yhden muut-
tujan epaoleellisten integraalien suppenemistestit. Ensimmaiseksi vertailutesti,
jossa tutkittavaa epéaoleellista integraalia verrataan toiseen, ominaisuuksiltaan
tunnettuun epaoleelliseen integraaliin. Téméan jalkeen kasitelldan raja-arvojen
vertailutesti, jossa lasketaan tutkittavan funktion ja verrokkifunktion osaméé-
rin raja—arvo. Mikéli verrokkifunktion epéoleellisen integraalin suppenemisesta
on tietoa, voidaan tehda johtopaatoksia saadusta raja-arvosta. Lopuksi esitel-
laan itseisen suppenemisen teoriaa, jonka avulla voidaan todeta epéoleellisen
integraalin tavanomainen suppeneminen, seké Dirichlet'n testi, joka toimii eh-
dollisesti suppeneville epaoleellisille integraaleille. Testit todistetaan seké nii-
den kayttoa havainnollistetaan esimerkein kussakin alaluvussa. Vertailutesti ja
Dirichlet'n testi laajennetaan luvussa 4 kaksinkertaisille epaoleellisille integraa-
leille. Luvun alussa esitellidn kahden muttujan integraalilaskentaan liittyvia
lauseita, joita tarvitaan testien todistukseen. Lisaksi annetaan esimerkki sup-
penevasta kahden muuttujan epaoleellisesta integraalista, jota kdytetadn apuna

luvun esimerkeissa havainnollistamaan testien kayttoa.
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1 Johdanto

Epaoleelliset integraalit ovat keskeisessé asemassa differentiaali- ja integraali-
laskennan teoriassa seka sovelluksissa, sillé tarkasteltavat funktiot voivat usein
olla joko rajoittamattomia tai integroimisvali voi olla rajoittamaton. Ymmar-
rys siitd, suppeneeko vai hajaantuuko téllainen integraali, on tarpeen monilla
tieteenaloilla, kuten todennékoisyyslaskennassa, fysiikassa ja tekniikan aloilla,
joissa epaoleellisia integraaleja esiintyy usein.

Tutkielman tavoitteena on esitella erilaisia suppenemistesteja sekd yhden
ettd kahden muuttujan epéoleellisille integraaleille. Funktiot voivat monesti olla
hankalia integroida tai kiinnostuksen kohteena ei ole tietda integraalin tarkkaa
arvoa, vaan ainoastaan suppeneeko se. Kayttamalla suppenemistesteja voidaan
paatella onko tutkimamme epaoleellinen integraali olemassa aarellisené vai ei.

Luvussa 2 kaydaan lapi tarvittavat esitiedot, kuten osittaisintegrointi ja
monotonisten funktioiden ominaisuudet, jotka ovat tarpeen suppenemistestien
ymmartamiseksi ja todistamiseksi. Luvussa 3 todistetaan ei-negatiivisten funk-
tioiden epéoleellisille integraaleille vertailutesti apulauseen avulla, sekd raja-
arvojen vertailutesti, joka voidaan todistaa taas vertailutestin avulla. Taméan
jalkeen kasitelldan itseinen suppeneminen seké todistus sen kéytolle suppene-
mistestina. Lopuksi kidydaan lapi Dirichlet’n testi, joka on tarpeen mikali tut-
kimamme epéoleellinen integraali suppenee ehdollisesti. Kasittelemémme testit
toimivat tilanteissa, joissa funktio voi olla rajoittamaton jossain integrointivalin
pisteessé tai integrointivali on aédreton.

Luvussa 4 laajennetaan tuloksia kaksinkertaisiin epéoleellisiin integraalei-
hin, joissa laskenta on monimutkaisempaa kahden muuttujan yhteisvaikutuk-
sen vuoksi. Luvussa kaytettavit lauseet ja tulokset ovat kuitenkin vastaavan-
laisia yhden muuttujan epéoleellisten integraalien suppenemistesteihin ndhden.
Todistamme aluksi muutaman apulauseen, jonka jalkeen voimme todistaa sup-
penemistestit kaksinkertaisille epéoleellisille integraaleille. Kummankin testin
kaytolle annetaan esimerkit havainnollistamaan niiden kéyttoa.

Luku 3 ja yhden muuttujan epédoleellisten integraalien taustatiedot poh-
jautuvat F. Trenchin Introduction to Real Analysis kirjaan ja luku 4, kahden
muuttujan epéoleellisten integraalien taustatiedot mukaanlukien pohjautuvat

A Course in Multivariable Calculus and Analysis kirjaan. Lukijalta odotetaan



perustiedot epaoleellisista integraaleista sekéd alkeet kahden muuttujan inte-

graalilaskennasta.



2 Esitietoja

Lause 2.1 (Osittaisintegrointi). Olkoot f" ja ¢ integroituvia valilld [a,b]. Tdl-

l6in

[ f@)g @) de = £)g(b) = fla)gla) = [ f'(@)g(x) da

a

Todistus. (Ks. [1, s. 145]).

O

Lause 2.2. Oletetaan ettd f on monotoninen avoimella vililli (a,b) ja mdd-

ritelldan

a= inf f(x), p:= sup f(z).

a<z<b a<z<b

Jos f on monotonisesti kasvava, niin f(a*) = a ja f(b7)

Todistus. (Ks. [1, s. 46]).

3.

]

Lause 2.3. Olkoot f ja g integroituvia valilli [a,b] ja f(z) < g(z) kaikilla

a<x<b. Tdalloin

/f(x) dx < /bg(a:) dx.

a a

Todistus. (Ks. [1, s. 138]). O
Lause 2.4. Olkoot f1,..., f, integroituvia jokaisella vdlin [a,b) suljetulla osa-
valilld siten ettd integraalit
b b b
/fl(x) dx,/f2($) d:z:,...,/fn(a:) dx
suppenevat. Olkoot ¢y, ... ,c, € R.Tdlloin integraali
b
/(lel +eafot ot enfa)(T) d
suppenee ja
b b b b
[entapt tat) @ d =a [ i@ dote [ foo)+ e [ o) dr,
Todistus. (Ks. [1, s. 156]). O



Maaritelma 2.1 (Kaksinkertainen integraali). Olkoon f: [a,b] X [¢,d] — R,
missid médrittelyjoukkona on suorakulmio tasossa R? ja z € [a,b],y € [c,d].

Téalloin funktion f(z,y) integraalia merkitdan
/| =
[a,b] x[c,d]
missd dA = drdy tai dA = dydz riippuen integroinnin jarjestyksesta. Inte-
graalifunktio F' saadaan madarittelemall&
/ / flz,y)d
la,s]X[c,t]

Asettamalla b = d = oo, saamme kaksinkertaisen epéoleellisen integraalin

rajoittamattomalla alueella

f(z,y) dA.

[a,00) X [¢,00)

Maéaritelma 2.2 (Bimonotonisuus). Funktion f(z,y) sanotaan olevan bimon-

otoninen (eng. bimonotonic), jos:
1. Funktio on monotoninen muuttujan x suhteen, kun y on kiinnitetty.
2. Funktio on monotoninen muuttujan y suhteen, kun x on kiinnitetty.

Lause 2.5. Olkoon D C R? ja I,J sellaisia reaalilukuvdilejd, ettd I x J C D.
Olkoon f: D — R sellainen funktio, jolla on olemassa osittaisderivaatat f, ja

fay joukossa I x J. Tdlloin:

1. Funktio f on bimonotonisesti kasvava joukossa I X J, jos ja vain jos

fzy = 0 joukossa I x J.

2. Funktio f on bimonotonisesti vihenevd joukossa I X J, jos ja vain jos

fay <0 joukossa I x J.
Todistus. (Ks. [2, s. 126]). 0

Lause 2.6. Olkoon a,b,c,d € RU {—o00,00}, missi a < b, ¢ < d, ja joko
b,d € R tai b=d = oco. Olkoon f: (a,b) x (¢,d) — R bimonotonisesti kasvava
funktio. Tdalloin raja-arvo

lim x,
()= (b=,d™) f@.9)



on olemassa ddrellisend, jos ja vain jos f on ylhddltd rajoitettu. Tdlldin

lim f(z,y) = sup{f(z,y) : (z,y) € (a,0) X (¢, d)}

(z,y)—=(b",d™)

Jos [ ei ole ylhddltd rajoitettu, niin f(x,y) — oo, kun (x,y) — (b~,d").
Todistus. (Ks. [2, s. 74-75]). O

Lause 2.7. Olkoon f: [a,b] X [¢,d] — R rajoitettu funktio ja s € (a,b),t €
(¢,d). Tdlloin f on integroituva suorakulmiossa [a,b] X [c,d], jos ja vain jos se
on integroituva jokaisessa suorakulmiossa |a, s] X [c, ], [a, s] X [t,d], [s,b] X [c, ]
ja [s,b] x [t,d] erikseen. Talloin

J = [ av [ s ] s ] s

[a,b] x[c,d] [a,s]X[c,t] [a,s]X[t,d] [s,b] X [c,t] [s,b] X [t,d]

Todistus. (Ks. [2, s. 199]). O

Lause 2.8 (Osittaisintegrointi kaksinkertaisille integraaleille). Olkoon R =
[a, b] X [¢, d] suorakulmio tasossa R? ja funktiot f,g: R — R sellaisia ettd f,, f,

ja fzy ovat olemassa ja jatkuvia mddrittelyjoukossaan. Olkoon g myds jatkuva.

// g(z,y)dA

[a,s]X[c,t]

Madritellddn integraalifunktio

missa (s,t) € [a,b] X [c,d]. Talloin
J] fawgtey) dA = f.a)G0d) + [[ fole,9)Gla.y) dA
R R

d

~ [ fa. )Gz d)dz — [ F6,9)Gb.y) dy.

[

Todistus. (Ks. [2, s. 433]). O



3 Suppenemistestit yhden muuttujan

epaoleellisille integraaleille

Aloitetaan méarittelemalla epaoleellinen integraali, jossa funktiolla on epéoleel-

lisuuspiste integrointivalin lopussa.

Maaritelma 3.1. Olkoon f integroituva jokaisella vélin [a, b) suljetulla osavé-

lilld. Merkitsemme ,
[ 1@yde =i [ f(@)dz,
jos raja-arvo on &darellisenéd olemassa.

Tulemme kayttaméaan lauseiden todistuksissa maéritelman 3.1 mukaista
epaoleellista integraalia. Vastaavat tulokset péatevat myos vélilla (a,b], missé
epaoleellisuuspiste on integrointivalin alussa. Tulokset ovat lisdksi voimassa,
jos a = —oo tai b = oo.

Mikéli epaoleellisuuspiste on integrointivialin molemmissa paatepisteissa (a, b),

integraalin voi jakaa kahteen osaan

if(x)d$=7f($)d$+if(x)d$,

missd a < a < b. Pisteen a voi valita vapaasti, kunhan valitulla avoimella
valilla ei ole yhtédan epéoleellisuuspistetta.

Olkoon ¢ € R. Oletetaan tunnetuksi, ettd epéoleellinen integraali

[e.o]

1
/c— dx
xrP

1

suppenee, kun p > 1 ja epéoleellinen integraali

1
1
/c— dx
xP

0

suppenee, kun p < 1. Muutoin integraalit hajaantuvat. (Ks. [1, s. 155]).

3.1 Vertailutesti

Kasittelemme ensiksi vertailutestin, jossa tutkimaamme epéaoleellista integraa-

lia verrataan toiseen, ominaisuuksiltaan tunnettuun epéaoleelliseen integraaliin.

10



Seka tutkimamme funktion ettd verrokkifunktion tulee olla ei-negatiivisia in-
tegrointivélilla. Jos verrokkifunktiomme saa suurempia tai yhté suuria arvoja ja
sen epéoleellinen integraali suppenee, voimme todeta, ettd myos tutkimamme
funktion epéaoleellinen integraali suppenee samalla valilld. Aloitetaan todista-

malla aputulos, jonka avulla voimme todistaa vertailutestin.

Lause 3.1. Olkoon f ei-negatiivinen ja integroituva funktio jokaisella wvdlin

[a,b) suljetulla osavdlilla. Talloin epaoleellinen integraali

b

/f(x) dx

a

suppenee, jos integraalifunktio

F(t) = /tf(x) dx

on rajoitettu valilla [a,b). Muutoin epdoleellinen integraali hajaantuu. Lisdiksi

/f(a:) dx = sup F(t)

a<t<b

on voimassa kummassakin tapauksessa.

Todistus. (Vrt. [1, s. 157)]. Oletetaan, ettéd funktio F(t) on rajoitettu valilla
[a,b). Nyt, koska F' on integraalifunktiona monotonisesti kasvava ja rajoitettu
valilla [a,b), saa se suurimman arvonsa pisteessa b, ja voimme todeta lauseen

2.2 nojalla, etta

a<t<b a<t<b

sup (/f(;v) da:) = sup F(t) < o0.
[

Lause 3.2 (Vertailutesti). Olkoot funktiot f ja g integroituvia jokaisella vdlin
la,b) suljetulla osavdlilli ja 0 < f(x) < g(x) kaikilla a < x < b. Tdlloin

(a)

b b

/f(m) dr < oo, jos /g(m) dr < o0.
b b

/g(fﬂ) dr =00, jos /f(:c) dx = 0.

11



Todistus. (Vrt. [refl, s. 158]). (a) Oletuksesta f(z) < g(x) seké lauseesta 2.3

seuraa, etta

/f(x)dﬂié/tg(a:)dx, a<t<b.

Télloin

t t

sup [ f(x)dz < sup [ g(x)dx.

a<lt<b a<lt<b
a a

Mikali |, f g(x) dxr < 0o, on epiyhtalon oikea puoli lauseen 3.1 nojalla rajoitettu,
jolloin my6s pienemmille epéoleelliselle integraalille patee [° f(x) dz < oo.

(b) Todistetaan tulos epdsuorasti tekeméilla vastaoletus. Oletetaan, ettd
[P f(x) dr = oo ja [ g(x) dr < oo. Télléin (a)-kohdan nojalla myos [° f(x) dz <

oo, mika on ristiriita. O
Huomautus. Lauseen 3.2 a) kohtaa kutsutaan majoranttiperiaatteeksi ja b)

kohtaa minoranttiperiaatteeksi.

Esimerkki 1. Osoitetaan, ettd epaoleellinen integraali

7+ 3cos®x

\/_12—sm (2x))

hajaantuu. Koska termit 3 cos? z sekéi sin® (2x) ovat positiivisia ja z > 2, saam-

dx

me muodostettua epayhtalon

7+ 3cos?x S 7 S 1
V(12 —sin® (22) — /z(12 —sin® (22)) ~ 12z

Tieddmme, ettéd epaoleellinen integraali

1
——dx
2/ 12v/z
hajaantuu, joten minoranttiperiaatteen nojalla myos tutkimamme epéaoleellinen
integraali hajaantuu.

Esimerkki 2. Osoitetaan, etta epaoleellinen integraali

7+ 3cos’x

\/_12—sm (2x))

suppenee. Kyseessa on siis sama funktio, mutta epéoleellisuuspiste on integroin-

dx

tivilin alarajalla. Koska 0 < 3cos?z < 3 ja 0 < sin® (2z) < 1, voimme muo-
dostaa epayhtélon
74 3cos’x 7T+3 - 10 10

JE(12 —sin® (22) = V(12 —sind (22) = Va(12—1) Vi

12



Tieddmme, etté epaoleellinen integraali

2
10
/ dx
T
0

suppenee, joten majoranttiperiaatteen nojalla myos tutkimamme epéaoleellinen

B

integraali suppenee.

3.2 Raja-arvojen vertailutesti

Raja-arvojen vertailutestissi laskemme tutkimamme funktion seké valitsemam-
me verrokkifunktion osamaérin raja-arvon, jonka perusteella voimme tehda
johtopédatoksia. Raja-arvojen vertailutesti muistuttaa tavallista vertailutestié
ja se todistetaankin majorantti- ja minoranttiperiaatteiden avulla. Testin kayt-
tdmiseksi meidan tulee siis tietda, suppeneeko vai hajaantuuko valitsemamme

verrokkifunktion epéaoleellinen integraali.

Lause 3.3 (Raja-arvojen vertailutesti). Olkoot [ ja g integroituvia jokaisella
valin [a,b) suljetulla osavdlilla sekd g(x) > 0 ja f(x) > 0 jollain vdlin |a,b)
osavdlilld [ay,b) sekd

(=)

Jm ) T
Talloin:

(a) Jos 0 < M < oo, niin integraalit [° f(x)dz ja [°g(x)dz suppenevat tai
hajaantuvat samanaikaisesti.
(b) Jos M = o ja ffg(x) dz hajaantuu, niin myds fff(x) dx hajaantuu.
(¢) Jos M =0 ja [° g(x)dx suppenee, niin myés [° f(x)dz suppenee.
Todistus. (Vrt. [1, s. 159-160]). (a) Mikéli raja-arvo on &érellinen, on valilla

[a1,b) olemassa sellainen piste ag, etté

M 3M
0<—<@<—, as < x < b.
2 g(x) 2

Kertomalla epayhtélo puolittain termilld g(x) saamme

M M
0< ?g(:v) < flx) < 32g(3:), as < x < b.

13



Téalloin, koska % g(x) < f(z), voimme todeta majoranttiperiaatteen nojalla,

etta
b

b
/g(x) dr < oo, jos /f(x) dr < 0.

a2
Toisaalta, koska f(z) < 3 g(x), voimme todeta majoranttiperiaatteen nojalla,

2
etta
b b
/f(x) dr < 0o, jos /g(x) dr < 0.
ag az

Eli vertailutesti on voimassa molempiin suuntiin. Talloin integraalien on su-
pettava tai hajaannuttava samanaikaisesti.
(b) Oletetaan, etté integraali [° g(z) dz hajaantuu. Jos M = oo, on valilla

[a1,b) olemassa sellainen piste aq, etté

g(i(])gf(l‘), CLQSZL‘<b,

silla osaméaara % ei voisi muuten lahestyéd daretonta. Talloin minoranttiperi-

aatteen nojalla myos integraali [” f(z) dz hajaantuu.
(c) Oletetaan, ettd integraali ffg(m) dz suppenee. Jos M = 0, on valilla

[a1,b) olemassa sellainen piste ag, etté

f(l’)gg(l‘), CLQSZL‘<b,

silld vastaavasti kuin kohdassa (b), osaméara % el voisi muuten lahestyé

nollaa. Talléin majoranttiperiaatteen nojalla myés [° f(x) dz suppenee. O
Raja-arvojen vertailutesti ei siis vaadi, ettd funktion g taytyisi olla suurem-

pi tai pienempi kuin tutkittava funktio f koko integrointivéalilla. Talloin testi

soveltuu hyvin tilanteisiin, kun tutkittavasta funktiosta on hankala tietda, hei-

lahteleeko se verrokkifunktion yla- tai alapuolella jossain kohtaa integrointivé-

lid.

Esimerkki 3. Osoitetaan, etta epaoleellinen integraali

T 52 — 20 — 8

) 323 + dz1/3

hajaantuu.
Valitaan vertailufunktioksi funktio g(x) = % Tieddamme, etta epaoleellinen

integraali

14



hajaantuu. Kayttamalla raja-arvojen vertailutestia saamme

52 — 2x — 8 T 5x3—2x2—8x_1, —%2_%_5
el e e il s el 1

jolloin voimme todeta raja-arvojen vertailutestin nojalla, ettd myos tutkimam-

me epaoleellinen integraali hajaantuu.

3.3 Itseinen suppeneminen

Edella kasitelty vertailutesti sekd raja-arvojen vertailutesti toimivat ainoas-
taan, jos funktio on ei-negatiivinen jostain pisteestd a < a; < b alkaen in-
tegrointivalilld [a,b). Mikéli funktio on vuorotteleva, kyseisid testejd ei voida
soveltaa. Tahédn saamme avuksi itseisen suppenemisen ja siihen liittyvat lauseet,
jossa funktion vuorottelevuus valtetaén siirtymallé tarkastelemaan sen itseisar-
vofunktiota ja padsemme jalleen soveltamaan suppenemistesteja ei-negatiiviseen
funktioon. Aloitetaan esittelemallé itseisen suppenemisen médritelmé. Tamén
jalkeen esittelemme lauseen, jonka ansiosta itseisen suppenemisen kasite on

mielekas.

Maaritelma 3.2 (Itseinen suppeneminen). Olkoon f integroituva jokaisella

vilin [a, b) suljetuilla osavileilld. Epaoleellinen integraali

b

/f(x) dx

a

suppenee itseisesti, jos

/b|f(x)|dx < 00.

Lause 3.4. Jos funktion f epdoleellinen integraali suppenee itseisesti, suppenee

se tavallisessakin mielessd. Toisin sanoen,
b b
/f(x)dx<oo, jos /|f(x)|dx<oo
a a

Todistus. (Vrt. [1,s. 162-163]). Oletetaan, etti [° | f(z)| dz suppenee. Jokaisella

véalin [a, b] pisteelld = on voimassa epayhtélo

0<[f(x)] = f(z) <2|f(2)]

15



Talloin majoranttiperiaatteen nojalla epéoleellinen integraali

b

JUr@)| = f(x)) do

suppenee. Edelleen, koska

J1@1 = (@) = f@)de = [ 1) ds,

niin lauseen 2.4 nojalla myos funktion f epéoleellinen integraali suppenee. [

Huomautus. Lause 3.4 ei kuitenkaan péde toiseen suuntaan. Epéoleellinen in-
tegraali voi hajaantua itseisesti, mutta supeta tavallisessa mielessi. Talloin sa-

nomme, etté epaoleellinen integraali suppenee ehdollisests.

Esimerkki 4. Osoitetaan, etta epaoleellinen integraali

o) .
rsinx
/ 2+ 223

suppenee. Ottamalla itseisarvon funktiosta saamme muodostettua epayhtalon

x x 1
= 24223 " 213 212

rsinx
2+ 223

silld |sinz| < 1. Tieddmme, etté epéoleellinen integraali

oo
1
— dx
/ 2x?
1
suppenee, jolloin voimme todeta etta tutkimamme epéoleellinen integraali sup-

penee itseisesti ja lauseen 3.4 nojalla, etté se suppenee tavallisessakin mielessé.

3.4 Dirichlet’n testi

Olemme esitelleet suppenemistesteja ei-negatiivisille funktioille ja kasitelleet it-
seisen suppenemisen késitteen, jonka avulla vuorotteleva funktio voidaan muun-
taa ei-negatiiviseksi.

Mikali haluamme tutkia funktiota, joka ei suppene itseisesti, mutta saattaisi

supeta ehdollisesti, tulee meidéan kayttda Dirichlet’n testia.

Lause 3.5 (Dirichlet’'n testi). Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f on

jatkuva ja g on derivoituva vdlilld [a,b). Oletetaan, ettd:
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1. Funktion f integraalifunktio

F(t) = / (@) de

a

on rajoitettu valilla |a,b).
2. Funktion g' epdoleellinen integraali suppenee itseisesti valilla [a, b).

3. On voimassa

lim g(z) = 0.

T—b~

Talloin epdoleellinen integraali

| f@)ga) da

a

suppenee.

Todistus. (Vrt. [1, s. 164]). Koska f ja g ovat jatkuvia (funktion g jatkuvuus
seuraa oletuksesta 2.), on niiden tulo fg jatkuva seké integroituva jokaisella
véilin [a,b) suljetulla osavililla. Olkoon ¢ € [a,b). Osittaisintegroinnin avulla

Saamine

[ f@ygla)dz = F(e)g(e) - [ Fla)g (@) da.

Majoranttiperiaatteen nojalla integraali [ F'(x)g'(z) dx suppenee, kun ¢ — b~
silla F' on rajoitettu ja funktion ¢’ epédoleellinen integraali suppenee. Talloin

voimme muodostaa epéayhtéalon
|F(z)g ()| < M|g'(z)],

missa M on rajoitetun funktion |F'(x)| ylaraja valilla [a, b). Lisdksi, oletuksen
3 perusteella lim, ;- g(x) = 0, jolloin F(c)g(c) — 0, kun ¢ — b~. Néin ollen

saamme osittaisintegroinnin avulla yhtalon

b b
[ 1@)glw)de =0~ [ F)g(x)da.
missa yhtalon oikea puoli suppenee itseisesti. O

Esimerkki 5. Osoitetaan, ettd epaoleellinen integraali

7sin (7z) cos (9z) g

Xz

T
1
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suppenee. Valitaan funktioksi f(z) = sin (72) cos (9z) ja g(z) = +. Kéytetain
apuna trigonometrian kaavaa sin(a) cos(8) = 5 (sin(o + f8) + sin(a — 3)). Nyt,

funktion f integraalifunktio on rajoitettu, silla

(sin (16x) + sin (—2z)) dx

N | —

F(t) = jsin(?x) cos (9x) dx = /t

t
1 1 16¢ 2t 16-1 2-1
=3 1/(sin(16a:)—sin (2x) dx = 3 (— Coi6 + COZ - (— 00816 + COSQ ))

1 cos 16 Cos 2

< - 4= _
— 16 * 2 + 16 2
Liséksi [{° ¢'(z) = — 25 suppenee itseisesti ja lim, o £ = 0, jolloin voim-

me todeta Dirichlet’n testin nojalla, etta tutkimamme epaoleellinen integraali

suppenee.
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4 Suppenemistestit kaksinkertaisille epa-

oleellisille integraaleille

Integrointi moniuloitteisessa avaruudessa on huomattavasti monimutkaisem-
paa verrattuna yhden muuttujan integraalilaskentaan, jossa lasketaan tyypilli-
sesti funktion kuvaajan rajaamaa pinta-alaa jollain reaalilukuvélilla I. Kahden
muuttujan funktioiden integroinnin geometrisena tulkintana on, ettd maari-
tamme silloin funktion kuvaajan muodostaman pinnan ja jonkin xy-tason os-
ajoukon valiin jadvan kappaleen tilavuutta. Esimerkiksi integrointijéarjestyksella
voi olla merkitystéd kahden muuttujan tapauksessa ja funktio voi sisdltad epé-
jatkuvuuskohtia yhden tai molempien muuttujien suhteen, jotka tulee tarkas-
taa huolella. Tulemme rajoittamaan tarkastelun epéoleellisiin integraaleihin yli
suorakulmioiden, silla tarvitsisimme enemmaén teoriaa kasittelemaédn integraa-
leja kahden muuttujan funktioille, jotka sisaltévit epajatkuvuuskohtia moniu-
loitteisella integrointialueella. Kaytamme lauseiden todistuksissa epaoleellista

kaksinkertaista integraalia muodossa

// f(x,y)dA

[a,00] X [¢,00]
missé integrointialue on [a, 00| X [¢, o0]. Vastaavat tulokset pateviat myos muilla
rajoittamattomilla suorakulmioilla, kuten (—oo,b] X [c, o0], (—o0, b] X (—o0, d]
ja niin edelleen. (Ks. [2, s. 419]).

Esimerkki 6. (Vrt. [2, s. 417]). Olkoot «, /3 positiivisia reaalilukuja. Tutkitaan

kaksinkertaista epéoleellista integraalia
o’ Y dA.
[a,00) X [¢,00)

Jokaisella (s,t) € [a,00) X [¢, 00) pétee,

a’—a® t—B¢ : .
(lna)(ﬁlnﬁﬁ)7 JOSO&#].J&B;AL
ac(t—c),  jesa#ljaf=1,
// @Bt dA =
fa,5] x[e.] (s —a) 52, josa=1jaf#1,
(s —a)(t—c), josa=1=p.
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Taten seuraa, etta integraali

J] e

[a,00) X [¢,00)

a qc

suppenee arvoon Wgnﬁ)’ jos a < 1 ja B < 1, ja hajaantuu muulloin kohti

aaretonta.

4.1 Tarvittavia lauseita

Tarvitsemme muutamaa lausetta apuna suppenemistestien todistukseen. Seu-
raava tulos vastaa lausetta 3.1 yhden muuttujan epaoleellisille integraaleille,

jota tarvitaan vertailutestin todistukseen.

Lause 4.1. Olkoon f: [a,00) X [¢,00) — R ei-negatiivinen, integroituva funk-

tio suorakulmiossa [a,s] X [c,t] jokaisella (s,t) > (a,c). Tdlldin epdoleellinen

/i

[a,00) X [¢,00)

kaksinkertainen integraali

suppenee, jos ja vain jos sen integraalifunktio F on rajoitettu. Talloin pdtee
// (z,y) dA = sup{F(s,t) : (s,t) € [a,00) X [¢,00)}.

Mikdlt F' et ole rajoitettu, epdoleellinen integraali hajaantuu.

Todistus. (Vrt. [2, s. 421]). Olkoon (s2,t2) > (s1,t1) > (a,c). Lauseen 2.7

nojalla saamme

F(sg,t2) = // f(z,y)dA + // f(z,y)dA + // f(z,y)dA

a ,81 X[c tl] [51,82 ><[t1 t2] [a,sl]X[tl,tz]
+ // f(z,y)dA > // f(z,y)dA = F(s1, s2),
[s1,82] % [c,t1] la,s1]%[a,t1]

silld f(z,y) > 0 kaikilla (z,y) > (a, c). Taten funktio F' on monotonisesti kas-
vava, ja lauseen 2.6 nojalla asettamalla b = d = oo saamme halutun tuloksen.

]

Seuraava lause vastaa lausetta 3.4 yhden muuttujan epéoleellisille integraa-
leille. Toisin sanoen, itseisen suppenemisen tarkastelu toimii myos kaksinker-

taisten epéoleellisten integraalien tapauksessa.
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Lause 4.2. Jos kaksinkertainen epdoleellinen integraali suppenee itseisesti,

suppenee se tavallisessakin mielessd.

Todistus. (Vrt. [2, s. 427]). Olkoon [[(, .o x(c00) f (2, y) dA itseisesti suppeneva
kaksinkertainen epéoleellinen integraali

Tarkastellaan funktioita f* ja f~: [a, 00) X [¢,00) — R, jotka on méaéaritelty
seuraavasti:

(@, y)| + f(z,y)

|f(x7y)| B f(:c,y)
5 , .

f+(3:’y) = 9

f(xy) =

Jokaisella (s, t) € [a, 00) %X [c, 00) pétee, ettd funktiot f1 ja f~ ovat integroituvia
suorakulmiossa [a, s] X [c, t]. Merkitddn funktioiden f, f*, f~, ja | f| kaksinker-
taisten epéoleellisten integraalien integraalifunktioita F'(s,t), F'(s,t), F~(s,t),
ja F(s,t).

Koska integraali

// Fla, )| dA

[a,00) X [¢,00)

suppenee, on F rajoitettu. Lisdksi epayhtalot 0 < FT(s,t) < F(s,t) seki
0 < F~(s,t) < F(s,t) ovat voimassa (s,t) € [a,00) X [c,00). Téten lauseen
4.1 nojalla integraalit
|| rr@wda / ek
[a,00) X [¢,00) [a,00)

suppenevat. Koska f = f* — f~, seuraa, etta my0s integraali

/i

[a,00) X [¢,00)

suppenee. ]

4.2 Vertailutesti kaksinkertaisille epaoleellisille integraa-

leille

Vertailutesti kaksinkertaisille epaoleellisille integraaleille toimii vastaavasti, kuin
vertailutesti yhden muuttujan tapauksissa. Myos todistus on rakenteeltaan
samanlainen, kayttden kuitenkin apulauseita bimonotonisuuteen seka kahden
muuttujan integraalien teoriaan liittyen. Testi toimii ainoastaan ei-negatiivisille

funktioille.
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Lause 4.3. Olkoota,c € R ja f,g: [a,00)X[c,00) — R sellaisia funktioita, ettd
f ja g ovat integroituvia tasossa |a, s| X [c, t] jokaisella (s,t) > (a,c). Oletetaan

lisiksi, etta |f] < g. Jos

la,00) ><[coo

// (e, )| dA

[a,00) X [¢,00)

suppenee, niin myos

suppenee. Lisdiksi patee

[ o< ff o

[a,00) X [¢,00) [a,00) X [¢,00)

Todistus. (Vrt. [2, s. 432]). Merkitddn F'(s,t) = [[|, gx(eq [ (T, y) dA, G(s,t) =
ff[a,s}x[c,t] g(xa y) dA ja F(S7 t) = ff[a,s]x[c,t] |f(l‘, y)| dAa missa (87 t) € [Cl, OO) X
[¢, 00).

Oletetaan, etta

J| o

[a,00) X [¢,00)
suppenee, jolloin G(s,t) on rajoitettu. Oletuksen nojalla |f| < g, jolloin myos
integraalifunktioille pitee F' < G, ja funktio F on néiin ollen rajoitettu. Lisdksi,

koska |f| > 0, seuraa lauseesta 4.1, etta

// (e, )| dA

[a,00) X [¢,00)

// f(z,y)dA

[a,00) X [¢,00)

suppenee, jolloin myos

suppenee.
Edelleen, koska —f < |f| < g ja f < |f| < g, saamme integraalifunktioille
epayhtalot —F(s,t) < F(s,t) < G ja F(s,t) < F(s,t) < G kaikilla (s,t) >

(a, c). Ottamalla raja-arvon (s,t) — (00, 00) saamme epayhtalon

J| swwars J[

[a,00) X [¢,00) [a,00) X [¢,00)
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Esimerkki 7. Osoitetaan, ettd kaksinkertainen epéoleellinen integraali

// 478Y + 1522y + Ty
| 5%9Y + Ta3y3 + 2xy? + 7

[1,00] % [1,00

suppenee. Otetaan vertailufunktioksi g(z,y) = (%)36 (%)y samalla madrittely-

joukolla. Tieddmme esimerkin 6 nojalla, etta

g(z,y)dA

[1,00]%x[1,00]

suppenee, silld 0 < 3 < 1ja 0 < 3 < 1. Nyt, koska 7y < 15z%y* < 478" ja

723y 4 2zy® + 7 > 0 kaikilla (z,y) > (1,1), voimme muodostaa epéyhtéilon

478Y + 4*8Y + 4*8Y 4N 8\
Syl < ——o——=3(z) (5) =3-9@)

Koska tieddmme, ettd funktion g(z,y) epéoleellinen integraali suppenee os-

ajoukossa [1,00] x [1, 00], voimme todeta vertailutestin nojalla, ettd myos tut-

kimamme epaoleellinen integraali suppenee.

4.3 Dirichlet’n testi kaksinkertaisille integraaleille

Mikéli tutkimamme kaksinkertainen epéoleellinen integraali on vuorotteleva ja
suppenee vain ehdollisesti, tulee meidan kayttaa Dirichlet’n testid. Testi sisal-
taa vastaavia oletuksia, kuin lauseessa 3.5. Testin todistus on myos rakenteel-
taan samanlainen, eli osoitamme osittaisintegroinnin kaavan jokaisen tekijan

suppenevan.

Lause 4.4. Olkoot f,g: [a,00) X [¢,00) — R sellaisia funktioita, ettd funktion
f osittaisderivaatat f,, f, ja fuzy ovat olemassa sekd jatkuvia mddrittelyjoukos-

saan. Olkoon g myds jatkuva funktio. Oletetaan, ettd:

1. f on bimonotoninen.

2. Jokaiselle kiinnitetylle y > ¢, funktio x — f(x,y) on monotoninen vdlilld
[a,00), ja jokaiselle kiinnitetylle x > a, funktio y — f(x,y) on monoto-

ninen valilld [c, 00).
3. Raja-arvot

lim f(r,2), Jim f(r.c) ja lim f(a,y)

T—r00

ovat olemassa ja ovat kaikki nollia.
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4. Integraalifunktio epdoleelliselle integraalille [[(, )x(c00) 9(T,y) dA on ra-
joitettu.

Talloin kaksinkertainen epdoleellinen integraali

// f(x,y)g(z,y) dA

[a,00) X [¢,00)

suppenee ja sen integraalifunktio on rajoitettu.

Todistus. (Vrt. [2, s. 434-435]). Osoitetaan, ettd jokainen osittaisintegroinnin
kaavan (Lause 2.8) termeistd suppenee. Aloitetaan osoittamalla, ettd f on ra-
joitettu ja f(z,y) — 0, kun (z,y) — (00, 00). Valitaan mielivaltainen ¢ > 0.

Oletuksen 3 nojalla on olemassa z( € [a, 00), missé

(z,y) 2 (0,50) = |f(z,2)| <& kun |f(z,c)] <e ja |fla,y)| <e

Toisin sanoen, jostain pisteesté (zg, zo) alkaen ylld mainittujen funktioiden ar-
vot saadaan mitd tahansa mielivaltaisesti valittua positiivista alarajaa pienem-
miksi, silld oletuksen nojalla niiden raja-arvot lahestyvéit nollaa aarettomyy-
dessé. Tarkastellaan tapausta (z,y) > (a,c) missd © > xy ja y < z. Oletuksen
2 nojalla joko f(z,c) < f(z,y) < f(z,x) tai f(z,x) < f(x,y) < f(x,c). Koska
sekd f(x,c) ettd f(x,x) kuuluvat vélille (—e, €), talloin myos f(x,y) € (—¢,€).
Vastaavasti tarkastellessa tapausta (x,y) > (a,c) missd y > zg ja © < y, saam-
me tuloksen f(z,y) € (—¢,€). Taten kaikille (z,y) > (a,c), missé joko x > x
tai y > g, patee |f(x,y)| < e. Koska € > 0 voi olla mielivaltaisen pieni, seuraa

tasta, ettd f(x,y) — 0, kun (z,y) — (00, 00). Edelleen valitsemalla € := 1 ja
a=sup{|f(z,y)|:a<zx<zpjac<y<uxo}

saamme |f(z,y)| < max{l,a}, eli f on rajoitettu.

Tutkitaan seuraavaksi osittaisintegroinnin kaavaa kaksinkertaisille integraa-
leille. Merkitddn integraalifunktiota G(s,t) = [[(, gx(cq 9(,y) dA. Télloin ole-
tuksen 4 nojalla G on rajoitettu, eli on olemassa luku 5 > 0 siten etta |G(b, d)| <
B kaikilla (b, d) > (a,c). Koska f(b,d) — 0, kun (b,d) — (00, 00), seuraa, etté
myo6s f(b,d)G(b,d) — 0, kun (b,d) — (00, 00).

Lisdksi oletuksen 1 nojalla funktio f on bimonotoninen, jolloin lauseen 2.5
nojalla f,, ei vaihda etumerkkidén suorakulmiossa [a, 00) X [¢, 00). Nyt, jokaista

pistettéd (b, d) > (a,c) kohti voidaan kirjoittaa epéyhtalod

| V@ nGaplda<s) [ fule Gy da

[a,b] x[c,d] [a,b] x[c,d]
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= 8| [ (falar.d) = fulw,)) da| = BIF(b.d) = f(b,¢) = Fla,d) + f(a,c)].

Koska osoitimme, ettd f on rajoitettu, seuraa lauseesta 4.1, ettd integraali

// fay(z,9)G (2, y) dA

[a,00) x[e,00)
suppenee itseisesti ja sen integraalifunktio on rajoitettu. Koska epéoleellinen
integraali suppenee itseisesti, suppenee se siis tavallisessakin mielessa johonkin
arvoon J.

Jokaisella kiinnitetylld y € [c,00) funktio  — f(x,y) on monotoninen
valilla [a,00), mista seuraa ettd f, ei vaihda etumerkkidan ja taten kaikilla
(b,d) > (a,c) patee
<p = Blf(b,d) — f(a,d)].

/bfx(x,d)G(x,d) dx /bf$(x,d) dx

Koska f(a,d) — 0, kun d — oo ja f(b,d) — 0, kun (b, d) — (00, 00), seuraa, et-
ta | f(b,d)— f(a,d)| — 0. Talloin my6s integraali [* f,(z,d)G(z,d) dz — 0, kun
(b,d) — (00,00). Vastaavasti saamme tuloksen, ettd [ f,(b,y)G(b,y)dzr — 0
kun (b,d) — (o00,00). Kaksinkertaisen osittaisintegroinnin kaavalla saamme

taten tuloksen

fla.y)glw.y)dA = fb.aGO )+ [[ fuley)Gla.y)da
[a,b] x[c,d] [a,b] x[c,d]

b d
—/f(a:,d)G(a:,d)d:c—/f(b,y)G(b,y)dy—>0+J+0+O:J,

kun (b,d) — (o0, 00). Eli epdoleellinen integraali [[{, «jx(eo0 J (T y)9(z,y) dA
suppenee. Lisdksi, sen integraalifunktio on rajoitettu, silla jokainen osittaisin-

tegroinnin kaavan termeisté on rajoitettu.

]

Esimerkki 8. Osoitetaan, etta kaksinkertainen epéoleellinen integraali

// AT AT g4

[1,00] % [1,00]

suppenee. Valitaan funktioksi f(z,y) = wiy jag(x,y) = (%)m (%)y Té&lloin osit-

. . o 1 - 1 . 1 .. .
taisderivaatat f, = — 2 fy = — 7 Ja foy = 72,7 ovat olemassa ja jatkuvia
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osajoukossa [1,00] x [1,00]. Funktio f on bimonotoninen ja jokaiselle kiinni-
tetylle y > 1, funktio x — f(z,y) on monotonisesti viheneva vililla [1, co].
Vastaava on voimassa funktiolle y +— f(z,y) kiinnittdessd muuttujan x. Té-
méa on helppo nahdé, sillda funktio x—ly saa pienempid arvoja, mitd suurempi
osamaaran nimittaja on.

Raja-arvot

Jim —  Hm -—— ja lim o—

ovat olemassa ja ovat kaikki nollia, silla osaméarien nimittajat lahestyvat adre-
tontd. Funktio g on jatkuva ja esimerkin 6 nojalla sen epéoleellinen integraali
suppenee. Talloin lauseen 4.1 nojalla funktion g integraalifunktio on rajoitettu.

Koska jokainen lauseen 4.4 vaatimuksista on voimassa, voimme todeta, etta

tutkimamme kaksinkertainen epaoleellinen integraali suppenee.
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