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Tassé tutkielmassa tutkitaan polynomien jaollisuutta ja hieman polynomien jakoal-
goritmia. Ensiksi tutustutaan jaollisuuden ymmaértdmistd varten vaadittaviin esitietoi-
hin, jonka jilkeen kisitellddn polynomirenkaita ja lopuksi polynomien jaollisuutta.
Aiheita kisitellddn pddasiassa lauseiden ja méadritelmien avulla, mutta tirkeimpien
lauseiden todistukset on myoOs esitetty ja niistd on annettu esimerkit.

Luvussa 2 kisitelldin polynomien jaollisuutta varten tarvittavia esitietoja. Tassi
tutkielmassa kasitelldin muutamia renkaisiin liittyvid oleellisia lauseita ja maéri-
telmid, jotka siséltivit renkaiden ominaisuuksia. Lopuksi kisitellddn myos lyhyesti
kokonaisalue ja faktoriaalinen kokonaisalue sekd mééritellddn jaottomien alkioiden
edustajisto.

Luvussa 3 késitellddn polynomien jaollisuutta. Ensiksi késitelldan polynomi ja
sen ominaisuuksia, jonka jilkeen tutustutaan polynomirenkaisiin. Alaluvussa 3.3 ale-
taan kdasitteleméédn tarkemmin polynomien jaollisuutta méairittelemélld polynomien
jakoalgoritmi ja siitd seuraavia sovelluksia. Luvussa kisitelldiin myos Eukleideen
algoritmi polynomeille ja esitetddn algoritmin kéyttod esimerkin avulla.

Seuraavassa alaluvussa 3.4 todistetaan aritmetiikan peruslausetta vastaava tulos
polynomeille. Liséksi tutustutaan polynomien jaottomuuteen ja sithen, miten voidaan
selvittdd, onko polynomi jaollinen vai jaoton jonkin kunnan yli muodostetun polyno-
sen merkitystd polynomin jaollisuudelle. Monissa luvun lauseissa ja miéritelmissi
kisitellddn primitiivisid polynomeja, joten niistd on esitetty myos useampi esimerk-
ki tutkielmassa. Luvussa kdydddn myos 1dpi Gaussin lemma ja Eisensteinin kriteeri

jaottomuudelle seki esitetdin todistus Gaussin lemmalle. Lopussa kdydéén 1api vield
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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa perehdymme polynomien jaollisuuteen sekd lyhyesti polynomien
jakoalgoritmiin, jonka avulla polynomeja voidaan jakaa keskendidn. Tutkielmassa
kisittelemme myos polynomien jaottomuutta.

Luvussa 2 kisitelldidn polynomien jaollisuutta varten vaadittavat esitiedot. Ala-
luvussa 2.1 késitellddn renkaan maéritelmé sekd renkaiden ominaisuuksia. Seuraa-
vassa alaluvussa 2.2 kerrataan lyhyesti kokonaisalueen miéritelmd, minkd jilkeen
perehdytiin faktoriaalisen kokonaisalueen késitteeseen.

Luvussa 3 perehdymme polynomeihin. Alaluvut 3.1 ja 3.2 kisittelevit polynomin
ja polynomirenkaan mééritelmid sek niitd koskevia lauseita ja niiden ominaisuuksia.

Alaluvussa 3.3 kisittelemme jakoalgoritmin polynomeille sekid Euklidisen algo-
ritmin polynomeille. Ndiden pohjalta késittelemme my0s lyhyen esimerkin osamié-
rdn, jakojadnnoksen ja suurimman yhteisen tekijan maarittimisestd. Luvussa pereh-
dymme my0s polynomien keskendisiin operaatioihin tietyssd polynomirenkaassa.

Seuraavassa alaluvussa 3.4 perehdymme tarkemmin polynomien jaottomuuteen.
Luvussa esitimme aritmetiikan peruslausetta vastaavan tuloksen polynomeille seka
esitimme muutamia esimerkkeji jaottomista polynomeista. Kasittelemme luvussa
my06s Gaussin lemman seka Eisensteinin kriteerin jaottomuudelle, jotka ovat keskei-
sid lauseita polynomien jaollisuuden kasittelyssa.

Tutkielman lukijan oletamme hallitsevan polynomin mééritelméin ja polynomien
laskusddnnot jaollisuutta lukuunottamatta sekid kurssin Algebra perusteet. Tutkiel-
man piilidhteend kdytimme Reisin kirjaa Abstract Algebra: An Introduction to
Groups, Rings and Fields [1]. Kédytimme ldhteend myos Nicodemin, Sutherlan-
din ja Towsleyn kirjaa An Introduction to Abstract Algebra with Notes to the Future
Teacher [2] sekd Nicholsonin kirjaa Introduction to Abstract Algebra [3].



2 Esitietoja

Luvussa 2 kisitelldidn polynomien jaollisuuden tarkastelua varten tarvittavia esitie-
toja. Lukua késitellddn teoksen Abstract Algebra: An Introduction to Groups, Rings

and Fields luvun 8 mukaisesti. [1]

2.1 Renkaat

Rengas on matemaattinen joukko, jossa on kaksi kaksipaikkaista laskutoimitusta;
summa ja tulo. Laskutoimituksilta edellytetdin tiettyjen laskusdintdjen noudatta-
mista, jotka esitellddn tarkemmin madritelméssd 2.1. Kokonaislukujen, reaalisten
polynomien ja jatkuvien funktioiden joukot ovat kaikki renkaita, silld niiden alkioille

on médritelty summa ja tulo.

Maaritelma 2.1. Epityhja joukko R on rengas bindéristen operaatioiden summa +

ja tulo - suhteen (merkitddn (R, +, -)), jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
(1) (R,+) on Abelin ryhmai;
(ii) (R, -) on puoliryhmi;

(iii) jokaisella a,b,c € S on voimassa a(b +c¢) = ab +ac ja (b + c)a = ba + ca.

Naiita kutsutaan vasemmaksi ja oikeaksi osittelulaiksi.
Huomautus.

(1) Ei ole todettu, etti renkaalla on valttdmattd neutraalialkio kertolaskun suhteen.
Kun ndin on, identiteettid merkitiiin symbolilla 1, missd 1 # 0. Rengasta
R kutsutaan tdlloin ykkoselliseksi renkaaksi. Jotta neutraalialkio kertolaskun
suhteen voidaan erottaa neutraalialkiosta yhteenlaskun suhteen, kutsutaan sita

renkaan ykkosalkioksi.

(i) Rengasta R = {0} laskutoimituksilla 0 + 0 = 0 - 0 = 0 kutsutaan triviaaliksi

renkaaksi tai nollarenkaaksi.
(iii)) Kun tulo on vaihdannainen, kutsutaan rengasta vaihdannaiseksi renkaaksi.

Tarkastellaan seuraavaksi renkaiden ominaisuuksia.



Lause 2.1. [1, s. 190] Renkaalle R pdtee seuraavat ominaisuudet:
(1) Jokaisellaa € R,a-0=0-a=0;
(ii) Jokaisellaa,b € R, a- (=b) = (-a) -b =—(a - b),
(iii) —(—a) = a;
(iv) Jokaisella a,b € R, (—a)(—b) = ab.

Renkailla voi olla myos osajoukkoja, joita kutsutaan alirenkaiksi. Alirenkaassa
tulee toteutua samat renkaiden laskusddnnot kuin siind renkaassa, jonka osajoukko

S€ on.

Maaritelmé 2.2. Renkaan R osajoukkoa 7' kutsutaan renkaan R alirenkaaksi, jos

(T, +, -) on rengas miériteltynd samojen laskutoimitusten suhteen kuin R.
Lause 2.2. [1, s. 191] Renkaan R osajoukko T on renkaan R alirengas, jos ja vain
jos
1 T +0;
(ii) josa,b € T, niina—-b €T,
(iii) josa,b € T, niinab € T.
Miaritelma 2.3.

(i) Olkoon (R, +, -) ykkosellinen rengas. Renkaan R alkio a on yksikko, jos silld
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on kidnteisalkio a~! kertolaskun suhteen renkaassa R, elia-a' =a™'-a = 1.

(il) Kommutatiivisen renkaan R alkio s on nollatekiji ja s # 0, jos on olemassa

nollasta eroava alkio ¢, jolla st = 0.

2.2 Faktoriaalinen kokonaisalue

Jotta voidaan tutkia polynomien jaollisuutta, on ensin ymmarrettivd jaollisuuden
kisite yleisesti renkaissa. Tassd luvussa perehdytdin kokonaisalueisiin, joissa voi-
daan kertolaskujérjestysti vailla yksikisitteisesti esittdd mika tahansa renkaan alkio
jaottomien alkioiden tulona.

Maiiritellddn ensiksi kokonaisalue. Kokonaisalueella tarkoitetaan kommutatiivis-

ta, ykkosellistd rengasta, jolla ei ole nollatekijai ja jolle pitevit seuraavat ehdot (ks.

[3D):



1. jos ab = 0, niin joko a = 0 tai b = 0 jokaisellaa,b € R
2. josab =acjaa # 0, niin b = c jokaisella a, b,c € R
3. josba =cajaa #0,niin b = ¢ jokaisellaa, b, c € R.

Mairitelldin seuraavaksi renkaan R alkioiden joukossa erdinlainen kongruenssire-

laatio, minka jilkeen osoitetaan sen olevan ekvivalenssirelaatio.

Miiritelma 2.4. Kaksi alkiota a,b € S ovat keskenddn kongruentit tdsmilleen
silloin, kun on olemassa sellainen kiintyvéd renkaan alkio u € R, jolla a = ub.
Alkioiden u joukkoa kutsutaan ekvivalenssiluokaksi ja kongruenssirelaatio on ekvi-

valenssirelaatio joukossa R.

Mairitelmén 2.4 kongruenssirelaatio on ekvivalenssirelaatio joukossa R. Todis-

tetaan tima seuraavaksi.
Todistus. Osoistetaan relaation olevan ekvivalenssirelaatio.

1. Refleksiivisyys: Kongruenssin refleksiivisyys seuraa siitd, ettd kokonaisalu-
eessa R on ykkosalkio 1 ja mikéd tahansa alkio a kokonaisalueessa R voidaan

kirjoittaa muodossaa -1 =1-a =a.

2. Symmetrisyys: Olkoon a kongruentti alkion b kanssa eli a = ub, missd u on

jokin kizntyvi alkio. Saadaan b = u~'a, jolloin symmetrisyys on voimassa.

3. Transitiivisuus: Oletetaan, ettd a on kongruentti alkion b kanssa ja b on
kongruentti alkion ¢ kanssa. Saadaan siis yhtilét a = db ja b = d’c, missd d
ja d’ ovat kddntyvia alkioita. Sijoitetaan nyt ensimmdiseen yhtidloon b = d’c,

jolloin saadaan a = (dd’)c, josta transitiivisuus seuraa.
O

Nyt valitsemalla yksi alkio jokaisesta ekvivalenssiluokasta, muodostuu joukon §

osajoukko C. Osajoukolla C on seuraavat ominaisuudet:

1. jokainen jaoton alkio alueella R on kongruentti jonkun osajoukon C alkion

kanssa;

2. osajoukkoon C kuuluvat alkiot eivit ole milloinkaan keskenédin kongruentteja.



Osajoukkoa C, jolle kyseiset ominaisuudet pitevit, voidaan myos kutsua tdaydelliseksi
kokonaisalueen R jaottomien alkioiden edustajistoksi. On siis todistettu seuraava

lause:

Lause 2.3. [1, s. 207] Jokaisella kokonaisalueella on (mahdollisesti tyhjd) tdydelli-

nen joukko jaottomia alkioita.

Kokonaisalue R on faktoriaalinen (unique factorization domain, UFD), jos silla
on olemassa sellainen tdydellinen jaottomien alkioiden edustajisto C, ettd jokainen
nollasta eroava alkio a € R voidaan kirjoittaa muodossa a = upps...py, missi u on
yksikko ja p; € C jokaisellai € {1,2,..., k}. Esitys on myos kertolaskujirjestysta
vaille yksikasitteinen.

Yksi esimerkki tdllaisesta kokonaisalueesta on kokonaislukujen joukko Z, jossa

joukoksi C voidaan valita alkulukujen joukko.



3 Polynomien jaollisuus

Luvussa 3 késitellddn polynomin méadritelméa, polynomirengasta sekd polynomien
jaollisuutta. Lukua késitelladn teoksen Abstract Algebra: An Introduction to Groups,

Rings and Fields luvun 9 mukaisesti. [1]

3.1 Polynomi

Polynomi on lauseke, joka koostuu yhdesti tai useammasta termistéd, kuten muuttu-

Jista ja vakioista. Useimmiten polynomi tunnetaan muodossa
3.1 Ao+ aix +asx + -+ ap_1 X"+ ax",

missd x on muuttuja ja kertoimet a,, missi n = 1,2,3,...,n — 1,n ovat vakioita
ja a, # 0. Seuraavassa madritelméssa kdydddn 1dpi polynomin miiritelmid seka

joitakin merkintétapoja.
Mairitelmai 3.1. Olkoon R kommutatiivinen, ykkosellinen rengas.
(1) Muuttujan x R-kertoimista polynomia merkitddn
(3.2) Ao+ aix + arx> + -+ apx”,
missé jokainen a; on renkaan R alkio ja x on tuntematon muuttuja.
(i1) Alkiot a; ovat polynomin kertoimia ja a; on muuttujan x; potenssin x/ kerroin.

(iii) Jos a, # 0, termi a,x" on polynomin johtava termi ja kerroin a,, on sen johtava

kerroin.

(iv) Polynomin p(x) aste, merkitddn deg p(x), on muuttujan x suurin potenssi,
jolla on nollasta eroava kerroin. Jos kaikki polynomin kertoimet ovat nollia,

sanotaan polynomin asteen olevan —oo.
(v) Jos johtava kerroin on 1, polynomin sanotaan olevan pidpolynomi.

(vi) Muotoa ax® olevaa polynomia kutsutaan monomiksi.
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(vii)

(vii1)

(ix)

Jos ei ole tdrkeda tietdd polynomin tarkkaa muotoa, voidaan sille kédyttdd mer-
kintdd p(x) sekd merkintdd p(x); polynomin termin x/ kertoimelle. Polynomi
p(x) voidaan kirjoittaa myds muodossa
n
(3.3) Zajxf =ag+aix+axt+---+ax.
Jj=0
Kaikkien R-kertoimisten muuttujan x polynomien joukosta kdytetaan merkin-

tad R[x].

Kahden polynomin p(x) ja ¢g(x) sanotaan olevan yhtd suuret, jos jokaisella j

pitee p(x); = g(x);. Talloin merkitdin p(x) = g(x).

Huomautus.

)

(ii)

(1i1)

(iv)

Symbolia x kdytetddn niin sanotusti paikkamerkkini ja polynomin symbolit +
eivit suoraan merkitse summaa. Polynomia ag + ajx + arx* + - + a,x" mer-
kitdan joissakin tapauksissa ddrettoméni jonona renkaan R alkioita muodossa
(ag,ay,az,...,a,,0,0,0...) jolloin symboleja x ja + ei tarvita. Talld mer-
kintatavalla (0, 1,0,0,0...) tarkoittaa polynomia 1x, jonka merkintdtapa on

usein vain x.

Mikali haluttaisiin noudattaa tasmallisesti kohdassa (i) esitettyd merkintitapaa,

tulisi polynomit kirjoittaa muodossa

(3.4) ag+arx + ax? + -+ apx" + 0x" 4 0x"2 4

sen sijaan, ettid ne kirjoitetaan muodossa ag + a1x + arx® + - -+ + a,x", mutta

nollakeroimet jédtetddn usein merkintdtavasta pois.

Kerroin ag on polynomin vakiotermi ja jokainen polynomi, jonka muut ker-

toimet kerrointa ag lukuunottamatta ovat nollia, on vakiopolynomi.

Otetaan kdyttoon seuraavanlaiset kdytdnnot koskien yhteenlaskuoperaatioita

symbolin —co kanssa: (dérellinen kokonaisluku) + —co = —c0 = —oco + (d4-
rellinen kokonaisluku); —oco + —oc0o = —o0; —o0 < miké tahansa #irellinen
kokonaisluku.
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3.2 Polynomirengas

Tehddin joukosta R[x] rengas midrittelemalla sille sopivat operaatiot. Polynomien

joukosta muodostettua rengasta kutsutaan polynomirenkaaksi.

Miaritelma 3.2. Miiritetddn operaatiot + ja - polynomijoukolle R[x] seuraavasti:

m n max (m,n)
(3.5) Zajxj+2bjxj: Z (aj+bj)xj;
Jj=0 Jj=0 J=0
m n m+n
(3.6) Z ajx’ Z bjx! | = Z c;x/, missi c; = Z aib,.
j=0 j=0 j=0 k+l=j

Lause 3.1. [1, s. 232] Kolmikko (R[x],+, -) on kommutatiivinen rengas, jota kutsu-

taan polynomirenkaaksi muuttujan x suhteen renkaan R yli.

Lause 3.2. [1, s. 233] Jos D on kokonaisalue ja p(x) sekd q(x) ovat D-kertoimisia

muuttujan x polynomeja, niin

(3.7) deg(p(x)q(x)) = deg(p(x)) +deg(g(x)).

Todistus. (Vrt. [3], 4.1. Polynomials, Example 4)
Olkoon

p(X) =ag+aix +ax*+ -+ ayx™
ja
q(x) =by+bix+ box* + -+ byx"

polynomeja renkaassa D ja a, # 0 sekd b, # 0. Tilloin deg(p(x)) = m ja
deg(g(x)) = n. Nyt voidaan laskea tulo p(x)g(x):

p(x)q(x) = aobo + (apbi + arbo)x + - - - + (amb,)x™™.
Nyt voidaan huomata, etta
deg(p(x)q(x)) =m+n=deg(p(x)) +deg(q(x))

eli on osoitettu, ettd deg(p(x)g(x)) = deg(p(x)) + deg(g(x)). O

Seuraus 3.1. Jos D on kokonaisalue, samoin on myés D [x].
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Todistus. (Vrt. [1, s. 234]) Olkoot p(x) ja g(x) nollasta poikkeavia D-kertoimisia
polynomeja. Talloin deg(p(x)) # —oo ja deg(g(x)) # —oo. Lauseen 3.2 nojalla
deg(p(x)q(x)) = deg(p(x)) +deg(q(x)), ja koska kumpikin yhteenlaskettava termi
on ddrellinen kokonaisluku, on my6s niiden summa &arellinen kokonaisluku. Téasta
seuraa, ettd p(x)g(x) # 0, joten polynomirenkaalla D[x] ei ole nollatekijoitd, joten

se on kokonaisalue. O

Huomautus. Jos R on kommutatiivinen rengas, voidaan muodostaa polynomirengas
kahden tai useamman tuntemattoman muuttujan suhteen. Voidaan esimerkiksi muo-
dostaa polynomirengas R[x] ja sen jdlkeen polynomirengas (R[x])[y], joka koostuu
polynomeista muuttujan y suhteen ja kertoimista, jotka ovat renkaan R[x] alkioita.
Tyypillinen alkio tillaisessa renkaassa on muotoa Y} a;;x'y/, missd summa on -
rellinen ja a;; € R. Tillaista rengasta merkitddn R[x, y]. Seurauksen (3.1) mukaan

R[x, y] on kokonaisalue, jos R on kokonaisalue.

3.3 Jakoalgoritmi ja sen sovellukset

Tissd luvussa kisitellddn polynomien jakoalgoritmia ja sen sovelluksia. Tasti eteen-
pdin F on jokin mielivaltaisesti valittu kunta ja D jokin mielivaltaisesti valittu koko-

naisalue.

Apulause 3.1. [1, s. 235] Olkoon F kunta ja b(x) sekd a(x) F-Kertoimisia polyno-
meja, missd b(x) # 0. Jos deg(a(x)) > deg(b(x)), niin on olemassa g(x) € F[x],

jolle pitee

(3.8) deg[a(x) — b(x)q(x)] < deg(a(x)).

Apulauseen todistus jatetdén viliin, mutta todistuksessa hyodynnetién kédénteisal-

kion olemassaoloa. Esitetddn seuraavaksi polynomien jakoalgoritmia koskeva lause.

Lause 3.3 (Jakoalgoritmi polynomeille). Olkoon F|[x]| polynomirengas kunnan
F yli ja olkoon a(x),b(x) € F[x],b(x) # 0. Tdalloin on olemassa yksikdsitteiset
polynomit q(x),r(x) € F|x], joille pdtee

(@) a(x) = b(x)q(x) +r(x);

(i1) deg(r(x)) < deg(b(x)). Polynomi (q(x) on osamddrd ja polynomi r(x) jako-

jddnnos, kun polynomi b(x) jaetaan polynomilla a(x).)

Todistus. (Vrt. [1, s. 235-236]) Olkoon T = {a(x) — b(x)t(x)|t(x) € F[x]}.
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1. Jos 0 € T, niin on a(x) = b(x)g(x) jollekin polynomille g(x) € F|[x]. Talldin
jakojaannos on 0, jolloin deg(r(x)) = —oo. Koska —co on pienempi kuin mika

tahansa adrellinen kokonaisluku, saadaan

a(x) = b(x)q(x) +r(x),
missd deg(r(x)) = deg(0) = —co < deg(b(x)).

2. Jos 0 ¢ T, niin joukon 7" polynomien asteiden joukko K on ei-negatiivisten
kokonaislukujen osajoukko. Télloin hyvinjérjestysperiaatteen mukaan joukolla
K on pienin alkio v ja on olemassa sellainen polynomi g(x) € F|[x], ettd
polynomin r(x) = a(x) — b(x)q(x) aste on v. Jos v > n = deg(b(x)), niin
apulauseen 3.1. mukaan on olemassa sellainen polynomi w(x) € F[x], ettd
deg(r(x)—b(x)w(x)) < v =deg(r(x)).Jos merkitddnu(x) = r(x)—b(x)w(x),

saadaan
u(x) =r(x) —b(x)w(x)
=a(x) = b(x)q(x) — b(x)w(x)

= a(x) = b(x)[q(x) + w(x)].

Syntyy ristiriita polynomin r(x) pienimmin mahdollisen asteen suhteen, silld
u(x) € T ja tamin vuoksi on olemassa osamiiri ja jakojddnnds, joille patevit
annetut ominaisuudet.

Oletetaan nyt, ettd a(x) = b(x)g(x) + r(x) = b(x)qi(x) + ri(x), missi
deg(r(x)) < deg(b(x)) jadeg(ri(x)) < deg(b(x)). Talloin

b(x)[q(x) = q1(x)] = ri(x) = r(x),
ja
deg(b(x)[q(x) — g1(x)]) = deg(b(x)) +deg(q(x) — g1 (x)) = deg(r1(x) —r(x)).

Téstd saadaan (g(x) — g1(x)) = deg(ri(x) — r(x)) — deg(b(x)) < 0, silla
deg(ri(x) — r(x)) < deg(b(x)). TallGin siis deg(g(x) — g1(x)) = —oo, josta
seuraa ¢1(x) — g(x) =0, joten g1 (x) = g(x). Kaavasta (3.9) voidaan péitelld,

ettd r1(x) = r(x). Siis yksikisitteisyys on osoitettu.
|

Esitetddn seuraavaksi lause Eukleideen jakoalgoritmista polynomeille polynomi-

renkaassa F'[x].
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Lause 3.4 (Eukleideen jakoalgoritmi polynomeille). [2, s. 121] Olkoon f(x) ja
g(x) nollasta eroavia polynomeja polynomirenkaassa F|x]. Hyodynnetddn lauseen

3.3 jakoalgoritmia, kunnes jakojdcnnos on 0 tai jakoa ei voida endid jatkaa.

f(x) =gx)q1(x) +ri(x)
g(x) =r1(x)qa(x) +r2(x)

ri(x) = ra(x)q3(x) +r3(x)

Fn2(x) = ruo1(x)qn(x) + 1, (x)

Fn-1(x) = ra(x)qns1(x) + 0.
Nyt siis syt(f(x), g(x)) = ry(x). Jakojddnnos on r(x) = 0 ja osamddrd on q(x) =
qn+1 (x)

Esimerkki 3.1. Olkoon f(x) = x?>+6x—5ja g(x) = x>+ 3x+ 1. Etsitiin polynomien
f(x) ja g(x) suurin yhteinen tekija kdyttamalld Eukleideen algoritmia. Miiritetiddn

my0s osamaird g (x) ja jakojaannos r(x).

Lauseesta 3.3. seuraa, ettd on olemassa yksikisitteiset polynomit a(x), b(x),
joille pitee a(x) = b(x)q(x) +r(x), missd g(x) on osamiira ja r(x) on jakojddnnas.

Eukleideen algoritmilla voidaan méérittdd molemmat. Saadaan
H6x=5=1-(x%+3x+1)+(Bx-6)
1
X2 43x+1= (3x—6)(§x+2)+ 13.

Koska jakoa ei voida endd jatkaa, niin polynomien f(x) ja g(x) suurin yhteinen

tekijd on polynomi 3x — 6. Osaméérid on g(x) = %x + 2 ja jakojaannos on r(x) = 13.

Lause 3.5. Polynomi p(x) on polynomirenkaan F x| yksikko, jos ja vain jos p(x)

on nollasta eroava vakiopolynomi.

Todistus. (Vrt. [1, s. 236]) Jos p(x) on yksikko, niin on olemassa polynomi g(x),
jolle pétee p(x)g(x) = 1. Nyt lauseen 3.2 nojalla saadaan

deg(p(x)q(x)) = deg(p(x)) +deg(q(x)) = deg(1) =0,

josta edelleen

deg(p(x)) +deg(q(x)) =0
deg(p(x)) = —deg(gq(x))
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Koska minkddn polynomin aste ei voi olla negatiivinen kokonaisluku, niin ainoa
vaihtoehto on, ettd deg(p(x) = deg(g(x)) = 0, jolloin molemmat ovat nollasta eroa-
via vakiopolynomeja. Todistus on toiseen suuntaan triviaali, silld jokainen nollasta

eroava vakiopolynomi a on yksikko, jonka kiznteisalkio on a~!. O

Mairitelmé 3.3. Polynomi a(x) # 0 jakaa polynomin b(x) polynomirenkaassa
F[x], jos on olemassa sellainen polynomi ¢g(x) € F[x], jolle b(x) = a(x)q(x). Tata

merkitddn a(x)|b(x). Polynomia a(x) sanotaan polynomin b(x) jakajaksi.
Lause 3.6. Olkoon a(x), b(x) ja c(x) polynomeja joukossa F[x]. Tdlloin

(1) jos a(x)|b(x) ja b(x)|a(x), niin a(x) = ub(x), missd u on nollasta poikkeava

alkio joukossa F;

(i1) 0 on ainoa polynomi, joka voidaan jakaa kaikilla nollasta poikkeavilla poly-

nomeilla;
(iii) jos a(x)|b(x) ja b(x)|c(x), niin a(x)|c(x);
(iv) jos a(x)|b(x), niin ua(x)|vb(x) kaikille yksikéille u ja v;
(V) jos a(x)|b(x) ja a(x)|c(x), niin a(x)[(£b(x) + c(x));
vi) jos a(x)|b(x) ja a(x)|(xb(x) + c(x)), niin a(x)|c(x).
Todistus. (Vrt. [1, s. 237])

(1) Olkoon b(x) = a(x)q(x) jaa(x) = b(x)s(x). Talloin

b(x) = b(x)s(x)q(x).

Koska b(x) # 0 ja F[x] on kokonaisalue, voidaan yhtdlon molemmat puolet
supistaa polynomilla b(x), jolloin saadaan s(x)g(x) = 1. Talloin sekd s(x)
ettd g(x) ovat molemmat yksikkojd, esimerkiksi s(x) = u ja ¢(x) = v, missi
u,v € F, joka seuraa lauseesta 3.5. Siis a(x) = ub(x) eli polynomi a(x) on

polynomin b(x) vakioterminen monikerta.

(ii) Olkoon a(x) jokin nollasta poikkeava polynomi. Tdlloin a|0 = 0, joka seuraa

yhtdlostd 0 = a(x) - 0 sekd jaollisuuden méadritelmaista.

(iii) Olkoon b(x) = a(x)q(x) ja b(x) = c(x)s(x). Saadaan a(x)q(x) = c(x)s(x) ja

edelleen va(x) = uc(x) eli pitee myos a(x)|c(x).
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(iv) Koska a(x)|b(x), pitee b(x) = a(x)g(x) jollakin polynomilla g(x) € F[x] ja

edelleen vb(x) = ua(x)[u~'vg(x)], mikd osoittaa, ettd ua(x)|vb(x).

(v) Olkoonb(x) = a(x)g(x)jac(x) = a(x)s(x)joillakin polynomeilla g(x), s(x) €
F[x]. Halutaan osoittaa, ettd a(x)|(b(x) + c(x)). Nyt saadaan

b(x)+c(x) =a(x)g(x) +a(x)s(x)
= a(x)(q(x) +r(x))
Huomataan, ettid a(x) on polynomien summan b(x) + c(x) tekija, eli

a(x)|(b(x) + c(x)). Vastaava todistus voidaan tehdd myos silloin, kun tarkas-

tellaan relaatiota a(x)|(—=b(x) — c(x)).

(vi) Oletetaan, ettd polynomi a(x) jakaa polynomit b(x) ja b(x) + c(x). Talloin
b(x) = g(x)a(x)jab(x)+c(x) = s(x)a(x) joillakin polynomeilla ¢(x), s(x) €
F[x]. Sijoitetaan nyt polynomi b (x) jilkimmadiseen polynomiin.

b(x) +c(x) = s(x)a(x)
g(x)a(x) +c(x) = s(x)a(x)
c(x) = s(x)a(x) - g(x)a(x)
= a(x)(s(x) - q(x))

Huomataan, ettid a(x) on polynomin c(x) tekija eli a(x)|c(x). Vastaava todistus

voidaan tehdd myo0s silloin, kun tarkastellaan relaatiota a(x)|(—b(x) — c(x)).
O

Seuraus 3.2. Jos p(x)|q(x), q(x)|p(x) ja molemmat p(x) ja q(x) ovat pddpolymo-

neja sekd molempien polynomien aste on véahintddn 1, niin p(x) = q(x).

Lause 3.7. [1, s. 238] Jos F on kunta, niin F|[x] on pddideaalirengas (principal
ideal domain, PID). Sen lisdksi, jos I on renkaan F|x] nollasta poikkeava ideaali,

niin on olemassa yksikdsitteinen pddpolynomi m(x), jolle péitee I = (m(x)).

Miaritelmi 3.4. Olkoot a(x) ja b(x) sellaisia polynomeja yli kunnan F, etti vahin-
tddn toinen niistd eroaa nollapolynomista. Padpolynomi d(x) on polynomien a(x) ja

b(x) suurin yhteinen tekija, jos

(i) d(x)|a(x) jad(x)|b(x);
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(i1) jos s(x)|a(x) ja s(x)|b(x), niin s(x)|d(x).

Lause 3.8. [1, s. 239] Jos a(x) ja b(x) ovat sellaisia polynomeja yli kunnan F yli,
ettd vihintddn toinen niistd eroaa nollapolynomista, niin polynomien a(x) ja b(x)

suurin yhteinen tekijd (syt) on olemassa ja se on yksikdsitteinen. Sen liscksi yhtdlo

(3.9) syt(a(x), b(x)) = p(x)a(x) +q(x)b(x)

on voimassa joillakin polynomeilla p(x) ja q(x).

3.4 Jaottomuus ja polynomien tekijoihin jako

Téssd luvussa todistetaan aritmetiikan peruslausetta vastaava tulos polynomeille.
Todistukset, jotka johtavat teoriaan polynomeille, ovat perusidealtaan lihes identtiset

verrattuna kokonaisluvuille vastaaviin todistuksiin.

Miaéritelméi 3.5. Polynomin p(x) kunnan F yli sanotaan olevan jaofon kunnan
kahden F-kertoimisen polynomin, joiden kummankin aste on vihintdédn 1, avulla.
Jos polynomin p(x) aste on positiivinen ja se ei ole jaoton, sen sanotaan olevan

jaollinen.

Mairitelmi 3.6. Kahden polynomin p(x) ja g(x) sanotaan olevan keskenéén jaot-

tomia, jos niiden suurin yhteinen tekijd on 1.

Lause 3.9. [1, s. 242] Olkoon a(x), b(x), c(x) F-kertoimisia polynomeja kunnan
F yli. Jos a(x)|b(x)c(x) ja a(x) on keskendidn jaoton polynomin b(x) kanssa, niin

a(x)|c(x).

Seuraus 3.3. Jos p(x) on jaoton kunnan F yli ja p(x)|b(x)c(x), niin pdtee joko
p)[b(x) tai p(x)|c(x).

Todistus. (Vrt. [1, s. 74]) Oletetaan, ettd p(x) on jaoton eli p(x) ei jaa polyno-
mia b(x). Olkoot r(x) ja s(x) sellaiset polynomit, ettd b(x) = p(x)s(x) + r(x) ja
deg(r(x)) < deg(p(x)). Voidaan olettaa, ettd r(x) # 0, silli muussa tapaukses-
sa polynomi p(x) jakaa polynomin b(x) ja viitteen implikaatio on tosi. Talldin
d(x) = syt(p(x), b(x)) on polynomin p(x) jakaja ja p(x) on jaoton, joten suurim-

man yhteisen tekijian on oltava joko 1 tai p(x). Koska se ei voi olla p(x), on sen oltava
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1. Talloin p(x) ja b(x) ovat keskendin jaottomia. Lauseen 3.8 nojalla on olemassa

polynomit A(x) ja g(x), joille pitee

h(x)p(x) +g(x)b(x) = 1.

Toisaalta
h(x)p(x)c(x) + g(x)b(x)c(x) = c(x).

Saadaan p(x)|g(x)p(x)c(x) ja p(x)|g(x)b(x)c(x), silld p(x)|b(x)c(x), josta edel-

leen

c(x) = p(x)(h(x)c(x) +g(x)q(x)),

missd g (x) on se osaméiri, joka saadaan, kun polynomi b (x)c(x) jaetaan polynomilla
p(x). Tastd saadaan p(x)|c(x). Vastaava todistus voidaan tehdd myos sille, ettd

todistetaan p(x)|b(x). O

Lause 3.10. [1, s. 243] Jokainen polynomi kunnan F yli, jonka aste on positiivinen,

voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti jaottomien pddpolynomien tulona.

Yleisesti ottaen on hankalaa selvittdd, onko annettu polynomi jaoton mielivaltai-
sen kunnan yli vai ei. On kuitenkin olemassa helposti sovellettavissa oleva kriteert,
jos polynomin aste on 2 tai 3 ja on olemassa yksi tarvittava olosuhde sille, ettd polyno-
mi on jaoton rationaalilukujen kunnan yli. Voidaan my0s todistaa, ettd reaalilukujen
kunnan yli kaikki jaottomat polynomit ovat astetta 1 tai 2. Vastaavasti kompleksi-
lukujen kunnan yli kaikki jaottomat polynomit ovat astetta 1. Muissa tapauksissa
jaottomuuden todistamiseksi on hyddynnettidvd polynomien jakamiseen tarkoitettuja

metodeja.

Mairitelmé 3.7. Kommutatiivisen renkaan R alkio » on polynomin a(x) € R[x]
juuri renkaan R, yli jos a(b) = 0. Sanotaan myds, ettd b on polynomin a(x) nolla-
kohta.

Lause 3.11. [1, s. 245] Jos a(x) on polynomi kunnan F yli ja b on kunnan F alkio,
niin jakojddnnds, kun a(x) jaetaan polynomilla x — b, on a(b). Erityisesti b on

polynomin a(x) juuri, jos ja vain jos x — b on polynomin a(x) tekijd.

Esimerkki 3.2. Olkoon a(x) = x? + 3x — 4 toisen asteen polynomijab =2jab =7
sen nollakohdat. Lauseen 3.11. nojalla polynomi a(x) on jaollinen polynomeilla x —2

jax—"1.

19



Seuraus 3.4. Jos F-kertoimisella polynomilla, jonka aste on suurempaa kuin 1, on
Juuri kunnassa F, polynomi on jaollinen. Sen liscksi polynomi, jonka aste on 2 tai 3,

kunnan F yli on jaoton kunnan F yli, jos ja vain jos silld ei ole juurta kunnassa F.

Todistus. (Vrt. [1, s. 246]) Oletetaan, ettd polynomin p(x) aste on suurempi kuin 1
ja ettd silld on olemassa juuri b € F. Lauseen 3.11. mukaan x — b on polynomin
p(x) tekija. Koska deg(p(x)) > 1, polynomin p(x) toisen tekijidn asteen on oltava
positiivinen, jolloin p(x) on jaollinen.

Oletetaan nyt, ettd polynomi p(x) on jaollinen ja sen aste on 2 tai 3. Merkitdan
p(x) = s(x)t(x), missd s(x) jat(x) ovat positiivista astetta olevia polynomeja. Talloin
deg(p(x)) = deg(s(x)) + deg(z(x)), ja koska polynomin p(x) aste on 2 tai 3, siitd
seuraa, ettd joko polynomin s(¢) tai polynomin #(x) aste on 1, esimerkiksi polynomin

s(x) on oltava muotoa s(x) = cx + d. Tilloin —c~'d on polynomin p(x) juuri. O

Seuraus 3.5. Jos f(x) on polynomi kunnan F yli ja astetta n > 0, niin laskien

mukaan monikerrat, polynomilla f(x) on korkeintaan n juurta kunnassa F.

Miiritelmé 3.8. Polynomin, jonka kertoimet kuuluvat kokonaislukujen joukkoon,
sanotaan olevan primitiivinen, jos mikédén alkuluvuista ei ole kaikkien sen kertoimien

tekija.

Huomautus. Jokainen Z-kertoiminen polynomi voidaan kirjoittaa kokonaisluvun
ja primitiivisen polynomin tulona ottamalla yhteiseksi tekijdksi kertoimien suurin

yhteinen tekija.

Esimerkki 3.3. Polynomi 2x? + 7x + 2 on primitiivinen, silli mikéin alkuluvuista
ei jaa kertoimia 2 ja 7. Polynomi 4x? + 14x + 4 ei ole primitiivinen, silli kertoimet
4 ja 14 voidaan jakaa jollain alkuluvulla, eli tissd tapauksessa alkuluvulla 2. Poly-
nomi voidaan kuitenkin kirjoittaa muodossa 2(2x? + 7x + 2), missi 2x + 7x + 2 on

primitiivinen polynomi.

Lause 3.12. [1, s. 249] Kahden primitiivisen polynomin tulo on myéds primitiivinen

polynomi.

Esimerkki 3.4. Tarkastellaan primitiivisii polynomeja a(x) = x> +3x — 5 ja b(x) =
3x2 — x + 7. Polynomien tulo c(x) = a(x)b(x) = (x> +3x = 5)3x> —x+7) =
3x*+8x3 — 9x? +26x — 35 on my®ds primitiivinen polynomi, silld mikéin alkuluvuista

el jaa kaikkia kertoimia 3, 8, -9, 26 ja —35.
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Apulause 3.2. [1, s. 249] Jos p(x) ja g(x) ovat primitiivisid polynomeja ja mp(x) =

nqg(x), missa m ja n ovat kokonaislukuja, niin p(x) = +q(x).

Lause 3.13 (Gaussin lemma). Jos a(x) on primitiivinen polynomi, jonka kertoimet
ovat kokonaislukuja ja a(x) = b(x)c(x), missd b(x) ja c(x) ovat Q-kertoimisia
polynomeja, niin on olemassa sellaiset kokonaislukukertoimiset polynomit B(x) ja
C(x), ettd a(x) = B(x)C(x). Sen lisiksi B(x) ja C(x) ovat vakiomoninkertoja

polynomeille b(x) ja c(x) tdssd jdrjestyksessd.

Todistus. (Vrt.[1, s. 249-250]) Voidaan olettaa, ettd a(x) on primitiivinen polynomi.
Olkoot & ja k kertoimien b(x) ja c(x) nimittdjien pienimpié yhteisid monikertoja eli

Jjaettavia (pyj) tdssa jarjestyksessd. Talloin
hb(x) = b(x) € Z[x] ja ke(x) = &(x) € Z[x].

Miiritelméin 3.8. jilkeisen huomautuksen perusteella voidaan kirjoittaa b(x) =
mB(x) ja ¢(x) = nC(x), missd m ja n ovat kokonaislukuja ja B(x) ja C(x) ovat

primitiivisid polynomeja. Talloin
alx) = %B(x)C(x)
ja edelleen
kha(x) = mnB(x)C(x),

missd B(x)C(x) on primitiivinen polynomi lauseen 3.12. mukaan ja polynomi a(x)
on primitiivinen alkuoletuksen mukaan.

Apulauseen 3.2. mukaan a(x) = +B(x)C(x), joka on joko a(x) = B(x)C(x) tai
a(x) = —B(x)C(x). Jilkimmadisen tapauksessa voidaan merkiti —B(x) = B’(x),

jolloin saadaan a(x) = B’(x)C(x) ja lause on todistettu. O

Gaussin lemma voidaan esittdd myos suppeammin seuraavassa muodossa: jos Z-

Lause 3.14 (Eisensteinin Kkriteeri jaottomuudelle). [1, s. 250] Olkoon a(x) =
Z?:O ajxj polynomi, missi aj € Z kaikilla j = 0,1, ...,n—1,n, jolla on seuraavat

ominaisuudet:

(i) On olemassa jokin alkuluku p, jolla pla; kaikilla j = 0,1,...n — 1, mutta

alkuluku p ei ole kertoimen a,, tekijd.
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(i1) p2 ei ole kertoimen ay tekijd. (Siis ag # 0).
Talloin polynomi a(x) on jaoton Q-kertoimisilla polynomeilla.

Esimerkki 3.5. Tutkitaan, mitké seuraavista polynomeista ovat jaottomia Q-kertoimisilla

polynomeilla:
1. 3x% —2x% +4x - 2,
2. 2x% +3x* +3x - 3,
Tarkastellaan polynomeja Eisensteinin kriteerin avulla.

1. Eisensteinin kriteerin molemmat kohdat pitevit polynomille, silld on olemas-
sa alkuluku p, joka jakaa kertoimet ag,a; ja ap, mutta ei jaa kerrointa as,
eli alkuluku 2. Luku p? = 22 = 4 ei myoskiin ole kertoimen ag = 2 te-
kija. Siis Eisensteinin kriteerin mukaan polynomi on jaoton (QQ-kertoimisilla

polynomeilla.

2. Eisensteinin kriteerin molemmat kohdat patevit polynomille, silld on olemas-
sa alkuluku p, joka jakaa kertoimet ag, a; ja a, mutta ei jaa kerrointa a3, eli
alkuluku 3. Luku p? = 3? = 9 ei my6skiiin ole kertoimen ag = 3 tekijd. Fi-

sensteinin kriteerin mukaan polynomi on jaoton Q-kertoimisilla polynomeilla.

Lause 3.15. [1, s. 254] Jos a(x) on R-kertoiminen polynomi siten, ettd se on jaoton

reaalilukujen joukon R yli, se on joko lineaarinen tai neliéllinen.

Lause 3.16. [1, s. 254] Reaalipolynomi ax? + bx + ¢ on jaoton reaalilukujen joukon

R yli, jos ja vain jos b> — 4ac < 0.

Lause 3.17. [1, s. 255] Jokainen positiivista astetta oleva reaalipolynomi voidaan
vksikdisitteisesti kirjoittaa nollasta poikkeavan reaaliluvun ja lineaarisen pdicpoly-

nomin tai jaottoman neliollisen polynomin tekijoiden tulona.

Esimerkki 3.6. Tutkitaan polynomeja a(x) = x> — 1 ja b(x) = x® — 1. Tutkitaan
sitd, miten polynomit a(x) ja b(x) voitaisiin esittdd jaottomien polynomien tulona

renkaassa R[x] ja renkaassa C[x].

Tutkitaan ensin polynomia a(x) = x> — 1. Polynomi voidaan jakaa tekijoihin

seuraavasti: a(x) = x> — 1 = (x = 1)(x® + x + 1). Tilléin sen juuriksi saadaan x = 1,
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X = —% + \/5%1 jax = —% + \/g(—%i). Siis renkaassa R[x] polynomi voidaan esittad

jaottomien polynomien tulona muodossa
ax)=(x=DE>+x+1)
ja renkaassa C[x] muodossa

a(x)=(x-1)(x+ (% + x@%i))(x + (% + «/3(—%1'))).

1) (x? + 1)(x* + 1). Tilléin sen juuriksi saadaan x = 1, x = =1, x = i, x = —i,
X = \/5(—% - %i), X = \/5(—% + %i),x = \/5(% - %i) jax = \/5(% + %i). Renkaassa

R [x] polynomi voidaan siis esittdd jaottomien polynomien tulona muodossa
b(x) = (x = Dx+ D2+ D(x*+1)
ja renkaassa C[x] se voidaan esittdd muodossa

b = (= D+ D= )+ (VA3 = 3 (VA3 + 30 (V25 = 30)(V3(5 + 3.
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