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Téssd tutkielmassa késitellddn elementtimenetelmin (FEM) matemaattista teoriaa ja analy-
soidaan sen suppenevuuksia funktionaalianalyysin avulla. Sisdtuloavaruuksien késitteitd kéyt-
tamalla, voidaan elementtimenctelmin matematiikka esittdd funktioavaruuksilla. Seki cle-
mentit ettd elementtiavaruudet ovat tarkasti médriteltyjd. Tédssd tutkimuksessa saadut tulokset
antavat vastauksen sille, miten funktionaalianalyysi auttaa analysoimaan elementtimenetel-
méin virheitd ja approksimoimaan sen suppenevuuksia. Funktionaalianalyysin kayton edellyt-
tdmit oletukset voivat vaikuttaa tulosten yleistettdvyyteen ja sovellettavuuteen tietyissd kiy-
tannon sovelluksissa. Tdmédn tyon syvillinen ymmaérrys elementtimenetelmédn suppenevuus-
ominaisuuksista funktionaalianalyysin nidkokulmasta voi tarjota arvokasta tietoa numeerisen
analyysin ja ratkaisutekniikoiden teoreettiseen kehitykseen. Tiivistettynd elementtimenetelma

on numeerinen menetelma osittaisdifferentiaaliyhtiloiden ratkaisemiseen.
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1. JOHDANTO

Elementtimenetelmé eli FEM (eng. Finite Element Method) on numeerinen laskentamene-
telmé, jolla voidaan ratkaista insindoritieteiden haastavia ongelmia. FEM:n kéytto alkoi
1950-luvulla Yhdysvalloissa, jolloin sitd kaytettiin lentokoneteollisuudessa. Menetelma levisi
nopeasti muillekin tekniikan aloille, kuten rakennus- ja konetekniikkaan, jossa sitd hyddyn-
nettiin dynamiikan ja statiikan kasittelyyn. (Liu, Wing Kam, Shaofan Li, and Harold S. Park,
2022) Menetelmédn menestys perustuu sen kykyyn hyddyntda tietokoneita ja mahdollisuuteen
laskea suuria ja monimutkaisia laskelmia nopeasti. Taémi oli mahdollista vasta, kun tietoko-
neiden laskentakapasiteetti oli riittdvdn korkealla tasolla. Elementtimenetelmédn kehityksen
alkuvaiheessa kéytettiin suurimmaksi osaksi h-menetelmdd. H-menetelmidssd interpolaa-
tiofunktioiden astelukua p pyritdin minimoimaan samalla kun elementtiverkkoa tihennetién.
Tama on tietokoneen laskentakapasiteetille edullisempaa. P-menetelméssd puolestaan inter-
polaatiofunktioiden astelukua p kasvatetaan, jolloin tarkkaan arvoon suppeneminen tapahtuu
nopeammin kuin h-menetelméssd. Nadiden kahden menetelmén yhdistelmédd kutsutaan hp-

menetelmiksi. Siind polynomien astelukua kasvatetaan ja elementtiverkkoa tihennetéén.

FEM:n avulla voidaan tutkia rakenteen lujuusominaisuuksia approksimoiden jannityksid ja
venymid. Tdmé menetelmé on hyodyllinen, koska joidenkin kappaleiden ominaisuuksien las-
keminen késin voi olla todella vaikeaa, ellei jopa mahdotonta. Tdméan lisdksi menetelméa
voidaan soveltaa myds lammonjakautumiseen ja sdhkdmagnetismiin. Menetelmissa tutkitta-
van kappaleen rakenne jaetaan pieniin tietyn kokoisiin ja muotoisiin osiin. Kaksiulotteisissa
tapauksissa rakenne voidaan jakaa esimerkiksi kolmioihin tai nelidihin ja kolmiulotteisissa
tapauksissa esimerkiksi tetraedreihin. Naitd osia kutsutaan elementeiksi. Yksittdisten ele-
menttien osittaisdifferentiaaliyhtdloiden ratkaisut tarjoavat matemaattisen perustan ohjelmis-
tolle, joka kykenee tekemiidn tarkkoja analyyseja rakenteen tietyistd ominaisuuksista. Nyky-
din on kehitetty monia muita numeerisia ratkaisumenetelmid, mutta FEM on osoittautunut
ndistd yleensd parhaimmaksi. Yleisid FEM-laskentaohjelmistoja ovat esimerkiksi Ansys,

Abaqus ja Femap. Elementtimenetelmissé kokeellinen ja tieteellinen tutkimus tekevét vahvaa



yhteistyota eli kokeelliset tulokset voivat auttaa vahvistamaan elementtimenetelmén teoreetti-
sia tuloksia. Toisaalta elementtimenetelma voi tarjota selityksid ja syvéllisempad ymmarrysti

havaituille kokeellisille ilmidille. (Liu, Wing Kam, Shaofan Li, and Harold S. Park, 2022)

Tyon tavoitteena on auttaa ymmaértdmaan, kuinka funktionaalianalyysia voidaan soveltaa
elementtimenetelméin suppenemisominaisuuksien arviontiin. Tutkielma on tehty pédasiassa
kirjoittajan oman teoreettisen tiedon pohjalta, mutta myos ldhteistd on saatu apua etenkin yh-
taloiden johtamiseen. Johdannossa kdydaén lapi elementtimenetelmén historiaa, periaatetta,
toimivuutta sekd tdmén tutkielman tarkoitusta. Toisessa luvussa kdyddédn ldpi yksinkertainen
esimerkki elementtimenetelmistd sekd tutustutaan jaykkyysmatriisiin, kuormavektoriin ja
alueen verkottamiseen kolmioelementeilld. Kolmannessa luvussa esitelldén funktionaaliana-
lyysia ja tutkitaan elementtimenetelmén suppenevuutta ja virhearvioita. Neljds luku sisiltaa

yhteenvedon tutkielmasta.



2. ELEMENTTIMENETELMAN MATEMAAT-
TINEN PERUSTA

Elementtimenetelmé on matemaattinen ldhestymistapa, joka perustuu osittaisdifferentiaaliyh-
tdloiden variaatiomuotoon. Menetelméssi pyritddn laskemaan funktion gradientti, mikd mah-
dollistaa yhtéldiden ratkaisun. Vaikka systeemisséd voi olla edelleen tuntemattomia muuttujia
solmuissa, jokaisen elementin palakohtaisista polynomeista koostuva funktio ja sithen liittyva
gradientti voidaan laskea erikseen jokaiselle elementille. Tdma tarkoittaa, ettd elementtiava-
ruuksia voidaan luoda monenlaisille geometrisille muodoille, kuten kolmioille. Liséksi mene-
telmi kykenee késittelemidin monimutkaisiakin geometrisia kappaleita. (Susanne C. Brenner,

1994)

Reunaehtojen késittely on luonteva osa elementtimenetelmid ja ne voidaan helposti siséllyt-
tad heikkoon muotoon tai funktioavaruuteen. Tdmai ldhestymistapa tarjoaa vankan matemaat-
tisen perustan, mikd tekee virheanalyysistd systemaattisempaa ja tarkempaa. Siksi elementti-
menetelmit ovat erittdin suosittuja monenlaisten elliptisten yhtdldiden analysoinnissa, erityi-

sesti monimutkaisilla ja epdsdanndllisilld alueilla. (Susanne C. Brenner, 1994)

2.1 Galerkin keino

Elementtimenetelmé on otettu kdyttdon variaatio-ongelmien likimédréisten ratkaisujen 10y-

tamiseksi. Tarkastellaan esimerkkiongelmaa:
Poissonin yhtélé homogeenisilla Dirichlet-reunaehdoilla
—Aq=f€e€Uq=0€al. (1)

Kerrotaan yhtidlon molemmat puolet testifunktiolla w, integroidaan U yli ja kéytetdédn osittai-

sintegrointia, jotta saadaan vastaavaN variaatioformulaation:

Etsig € V= W§WU) ={w € L,(U)|Vq € L,(U)},



jotta

a(qw) = (fw), vw €V, (2)

misséa

a(qw) = quVde, (fv) = fdex, f € L,(U). (3)
U U

Tésséd tapauksessa a(+,c) on selvisti bilineaarinen ja symmetrinen. Lisdksi, jos w = @, niin
sekd a = 0 ettd q:n gradientti on nolla. Tama tarkoittaa, ettd q:n on oltava vakio, ja lisdksi sen
taytyy olla nolla. Siksi a(:,-) médrittelee V:n sisédtulon, ja siten ongelmalla on ainutlaatuinen

ratkaisu Rieszin esityslauseella. (Szabo, B. A., Ivo. Babuska, 2011)

Tarkastellaan seuraavaksi menetelmiluokkaa, joka tunnetaan nimelld Galerkin keinot. Tata
menetelmdd kiytetddn likiméardisten ratkaisujen l0ytdmiseen. Tarkastellaan nyt dérellisen
ulottuvuuden aliavaruutta Vi, € V, olkoon V,, = span{®;} . Jokaiselle funktiolle w € V}, on

ainutlaatuinen esitys: w = Y\, w;@; . Voimme siis mééritelld isomorfismin V;, = RN

N
W= Wiy e w = (wy, e, wy)" )
i=1

ja w on w:n koordinaattivektori suhteessa kantaan {(;}_, . Esitelldin nyt lujuuslaskennasta

tutut termit jaykkyysmatriisi (eng. stiffness matrix)

NXN
A=(ay) Lay=(9,91) (5)
ja kuormavektori (eng. load vector)
f= {(f Oi)}i=1 € RY. (6)
Kerroinvektori q voidaan selvittdd ratkaisemalla seuraava lineaarinen algebrallinen yhtdlo-

ryhma

Aq="f. (7)
Maiiritelmén mukaan kahdelle funktiolle g,w € V,, , ja niiden a(:,") -sisétulo realisoituu mat-

riisitulolla

a(q,w) =a Z qu)i:Z w;i@;, | = Z a(0:9;)q;w; = wTAq. (8)
i j

i
Siksi mille tahansa vektorille ¢ € RY qT"Aq = a(q,q) = 0 ja on 0, jos ja vain jos q on

nolla. Tdma johtuu siitd, ettd A on SPD-matriisi (symmetrinen ja positiivisesti definiitti), ja



siten ratkaisu ¢ = A™1f on olemassa ja ainutlaatuinen. (Szabo, B. A., Ivo. Babuska, 2011)
Elementtimenetelmé on yksi suosituimmista esimerkeistd Galerkin keinoista, missd rakenne-

taan ddrellisulotteinen aliavaruus V; alueen kolmioilla.

2.2 Alueen verkottaminen ja vertailuelementti

Tassd kappaleessa keskitytddn alueen verkotukseen kolmioilla, joita kédytetddn elementtime-
netelmdssd. Esitellddn nyt kaksi osittamiseen liittyvdd rakennetta. Ensimmaéinen rakenne on
verkon topologia, jonka ominaisuudet madrda kirkien kombinatorinen liitettdvyys. Toinen ra-
kenne on geometrinen muoto, joka riippuu kérkien liitettdvyydestd ja sijainnista. Vastaavasti
on olemassa kaksi perusrakennetta, joita kdytetdén esittimddn kolmiota. (Szabo, B. A., Ivo.

Babuska, 2011) Kuvassa 1. on verkotettu yksikkopallo tetraedrisilla elementeillé.

e

Kuva 1. Yksikkopallo ositettu tetraedrielementteihin

Olkoon x; = (Xl,i» ,Xn,i) pisteitd joukossa RN. Kaikki X;, -+, X4 €ivit sijaitse samalla ta-

solla, jos vektorit X; X5, ***, X1X,,41 ovat riippumattomia toisistaan. Tdma vastaa matriisia:

X117 Xgn+1
A= < : : ) 9
1 1
Antamalla miké tahansa piste X = (X4, **,X,) € R", ja ratkaisemalla lineaarinen yhtiloryhma
)\1 Xl
Al a7\ % (10)
Ans1 1

saamme ainutlaatuisia reaalilukuja A;(x),1 <i < n + 1, n+1 verran. Kaikille x € R"



n+1 n+1
X = Z)\i(x)xi, Z Ax) =1. (11)

Kuperalle kuorelle, jossa on d+1 méaira pisteitd X4, -+, Xq4+1 € R®

d+1 d+1
K:={X=Z)\ixi|os7\i$1,i=[1,d+1],2)\i=1} (12)
i=1 i=1

madritellddn geometriseksi d-elementiksi, jonka muodostavat kérjet x4, -+, Xg41-

Kokonaisluvulle 0 <m < d — 1, K:n m-ulotteinen pinta on mikd tahansa m + 1 kérjen
muodostama m-elementti K:sta. Nollaulotteiset pinnat ovat pisteitd ja yksiulotteiset pinnat

ovat K:n reunoja. (d — 1) -pinta, joka on vastapéatd kirked x;, merkitddn F;:114.

Lukuja 44 (x), - -, 4441(x) kutsutaan x:n barysentrisiksi koordinaateiksi suhteessa pisteisiin
X1, "+, Xg+1 (Jenni Risdnen, 2014). Barysentrisilld koordinaateilla on yksinkertainen geo-
metrinen merkitys. Kun on annettu x € K , olkoon K;(x) elementti, jonka kirjet x; on kor-

vattu x:114. Saamme yhtélosté (10) ratkaistua

IK;(x)|
A(x) = , 13
missd | - | on Lebesguen mitta avaruudessa RY, kun pinta-ala on kaksiulotteinen ja tilavuus

kolmiulotteinen. Huomataan, ettd A;(x) on affiinifunktio X muuttujana ja hévida pinnalla F;.

*r——= i
X X

Kuva 2. Yhden ja kahden ulottuvuuden elementti

On kitevai kayttia elementtid s™ < R", jonka virittavét vektorit 0,y,,- - -, y,, missd y; = (0,
-,1,--+,0). Sitten miké tahansa elementti K n-ulotteisessa R avaruudessa voidaan ajatella
kuvana s" affiini kuvauksen B : s™ — K kautta, jossa B(y;) = Xx;. Elementti s™:44 kutsutaan

usein myds vertailuelementiksi.



Jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin arvojen laskeminen voi elementtikohtaisesti osoittautua
kuitenkin monimutkaiseksi ja hitaaksi prosessiksi. Voimme hyoddyntda toisenlaista ldhesty-
mistapaa kayttimalla ylla olevaa vertailuelementtid, joka pysyy vakiona kaikille elementeille.
Tédmai nékyy kolmioille kahdessa ulottuvuudessa, kuten voimme todeta kuvasta 3. Tdmaén 14-
hestymistavan keskeinen hyoty on mahdollisuus laskea Gaussin arviointipisteet vertai-
luelementille etukdteen. Télld tavoin voimme suorittaa sisdtulon laskemisen kéyttdmalld val-
miiksi laskettuja arvoja jokaiselle elementille. Tdma poistaa tarpeen suorittaa laskelmat erik-

seen jokaiselle elementille, mikd puolestaan tehostaa laskentaa.

5]

Kuva 3. Vertailuelementti yhdessa ulottuvuudessa (vas.) ja kahdessa ulottuvuudessa (oik.)

Téssd tutkielmassa rajoitumme ainoastaan yksinkertaisiin verkotuksiin eli kolmioilla ositta-
miseen. Voimme jakaa myos alueen muunkinlaisiin elementteihin esimerkiksi neliskulmai-
siin. Verkolle on asetettu kaksi ehtoa, jotka ovat tirkeitdi FEM-laskennassa. Ensimmaéinen
vaatimus on topologinen ominaisuus. Verkkoa T kutsutaan mukautuvaksi tai yhteensopivak-
si, jos minké tahansa kahden elementin K ja K’ leikkauspiste on joko tyhji tai alemman ulot-
tuvuuden elementti (solmut kahdessa ulottuvuudessa, solmut ja reunat kolmessa ulottuvuu-

dessa).



Kuva 4. Mukautuva (vas.) ja ei-mukautuva (oik.)

Toinen vaatimus riippuu geometrisesta rakenteesta. Verkkojen joukkoa T kutsutaan sdanndol-
liseksi, jos on olemassa vakio my, jolla

diam(K)? _ VT ET 14
TngT < my, , (14)

missd diam(K) on K:n lapimitta ja |K| on K:n mitta avaruudessa RY. Kahdessa ulottuvuudes-

sa se vastaa kunkin kolmion vihimmaiiskulmaa, joka on rajattu tasaisesti sddnnollisen muo-

1
don luokan alle. Mééritetddan hg = |K|n mille tahansa K € T € T. Ylemmain yhtdlon mukaan
hg =~ diam(K) esittdd elementin K € T kokoa sddnnéllisen muodon verkolle T € 7. FEM-

laskennassa tdtd verkkoa kutsutaan yleensa Ty, :ksi.



3. SUPPENEMISOMINAISUUDET

Elementtimenetelmén matemaattisen puolen kiinnostavimpia tutkimuskohteita ovat FEM-
mallin suppenemisominaisuudet sekd kysymys siitd, onko mallilla olemassa ratkaisuja. Tut-
kimme yleisesti ratkaisujen olemassaoloa, jotta voimme selvittidd, kannattaako muodostaa tai
kéyttdd FEM-mallia eri tehtévissd. Jos mallilla ei ole lainkaan ratkaisua, sen kiytt6d voidaan
valttdd. Suppenevuutta tutkitaan taas sen takia, ettd on kiinnostavaa tietdd, miten nopeasti ja
tarkasti malli approksimoi oikeaa ratkaisua. (Susanne C. Brenner, 1994) Tidssé osiossa esitel-

ladn yksinkertaisin lineaarinen elementtiavaruus ja interpolointivirheen arvioimista.

3.1 Lineaariset elementtiavaruudet ja solmuinterpolaatiot

Sddnnollisen muodon verkolle T, alueessa U, asetamme
V,:= {wlwecCU),jaw|x € P,VK € T}, (15)

jossa P; (K) tarkoittaa 1-asteisten (lineaaristen) polynomien avaruutta K € T,.

Kun otamme huomioon reunachdot, maérittelemme V, o = V, N Wit (U). Huomaamme tis-
sd, ettd globaali jatkuvuus on vilttdmiton myos Vj,:n médritelméssd siind mielessé, ettd jos

q € W;(U), ja q on paloittain siled, niin q:n tulisi olla jatkuva.

Kaytdmme kirjainta N merkitseméén dérellisten elementtiavaruuksien ulottuvuutta. Vy: lle N
on lukumiiéri verkon Ty pisteille ja avaruudelle V}, o, N on sisdpisteiden lukuméiri. Lineaari-
selle alkioavaruudelle, meilld on ns. kantafunktiot solmuille {¢;,i = 1,--- N} niin, etti ¢;
on paloittain lineaarinen ja @;(x;) = §;; kaikille verkon T, pisteille x;. Siksi mille tahansa

wy, € Vj, meilld on esitys:

N
Wh() = D W ()8 (16)
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Kuva 5. Lineaarinen kantafunktio kahdessa ulottuvuudessa

Solmuinterpolaatiooperaattori I, : C(U) — V;, méritelld#in seuraavasti

N
I = ) a()B) (17)
i=1
ja merkitty lyhyelld merkinnédlla
qr := Inq. (18)

3.2 Epayhtilot ja skaalaus

Olkoon K = s™ on n-elementti, jota kutsutaan myos vertailuelementiksi. Madritelldan affiini

kuvaus
F:K - K (19)
ja funktio
Wy (%) = wp(F(%)),vx € K. (20)

Affiini kuvaus F koostuu translaatiosta, rotaatiosta ja skaalauksesta. Pohjimmiltaan se on
kuin muuttujien x = hX skaalaus. Seuraava tdrked suhde eli vertailuelementin ja normaalin
elementin normien vélinen ero, joka voidaan todistaa helposti vaihtamalla muuttujaa. Ele-
mentin muodon sddnndllisyys tarvitaan sitomaan Jacobin-matriisin toinen normi ja sen de-

terminantti h:n suhteen. (Szabo, B. A., Ivo. Babuska, 2011)
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Teoreema 3.2.1. Kun K on sddnnollisen muotoinen, meilld on

P
= =he PIDWllopk,  Vial =k. (21)
Todistus. Olkoon J = g—; kuvauksen F Jacobin matriisi. Tillsin Viv = JVw ja niin ollen

|5“v~v| ~ h¥|D%p|. Vaihdetaan muuttuja dx = |J|d¥ = h"d¥, saamme
f|5“W|de?=f h*?|Dew| h~"dx, (22)
J K
K

josta seuraa lemma.

Kahdelle Banach avaruudelle By, B4, jatkuvalle B; — B, seuraa, ettd kaikilla q € B; pitee
llallg, = llqlls, - (23)
Toiseen suuntaan ||q|[s, < [[qllp, epdyhtild ei vilttimitti ole totta. Nyt tarkastellaan kahdel-

la normilla varustettua elementtiavaruutta V;, € B;,i = 0, 1. Kun h on kiinnitetty, V},: n ulot-
tuvuudet ovat darellisid. KUN Kaikki ddrellisen avaruuden normit vastaavat toisiaan, on ole-

massa vakio Cy, jolle pitee kaikilla q;, € V}, epayhtdlo
lgnllz, < Crllqnllz,- (24)

Vakio Cj, riippuu alueen koosta ja muodosta. Jos rajoitumme tarkastelemaan yhtd elementtid

K ja muuttamalla se vertailuelementiksi K , vakio normien vastaavuudelle ei riipu eni h:sta,
~ < ll&
laulls, , = 1@als, (25)

Kayttdmalld kuvausta F, voimme méérittad vakion verkotuksen koolla h. Tatd kutsutaan skaa-

lausmuuttuja. (Szabo, B. A., Ivo. Babuska, 2011)

Esimerkiksi saamme seuraavia kdénteisid epayhtélditd

lgnlix S h~ Hqnllk, (26)
Y
”qh”o,p,K Sh'wt ”Clhllo,t,K’ 1<t<p<oo. (27)

Téstd seuraa tarkentava teoreema
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1
IWllop,u S €, )P 2llwllyny, 1< p < oo (28)

Kayttamalld kdadnteisid epayhtéloitd ja ylempad tulosta kaikille g, € V,, saamme

n n 1
_n 21
Iwllw = h Pliwpllop S h P nllwpllyp. (29)

n

Valitaan p = |logh| ja huomaamalla, etti h lleghl < C, saadaan seuraavan diskreetin tulok-

sen: Kaikille wy, € V;, pitee

1
Wl S [loghl* allwpl1 5. (30)

Erityisesti, kun n=2, voimme ohjata suurinta elementtifunktion normia sen W, normilla. Kui-
tenkin termi |logh| kasvaa rajattomasti, kun h — co. Tdméi termi kasvaa todella hitaasti ja

ndyttdd vakiolta jarkevélld h:lla. (Hughes, Thomas J. R., 2000)

3.3 Solmujen interpoloinnin virheen arvio

Kéytdmme skaalausmuuttujaa interpoloinnin virheen |q — q;|; y = |le;|; y arvioimiseen.

Teoreema 3.3.1. Kaikille ¢ € W?2, jossa muuttujana on R™ aliavaruus U ja #irelliselle lineaa-

riselle avaruudelle Vj,, jolla on verkko T}, saamme
leliy = hlqlzu- 31

Todistus. Ensimmiiseksi Sobolevin teoreeman mukaan kaikille n < 3 pitee W? - C(U).

Néin ollen solmuinterpolaatio q; on hyvin mééritelty.
Koska
1911,z < 11l %, (32)
josta saadaan
191l1z S 1qilloer < 1Gllo,wg = G2z,
ja saamme arvion vertailuelementissi kaikille § € W?(K)
|é1|1,1? < |C~I|11? + |C~II|1,1”<' s ||‘7||2E (33)
Solmuinterpolointi esitetin lineaarisilla polynomeilla esimerkiksi p; = p,p € P;(K), silloin
l&lig = 1@ +D) = @+ Pilig S 13+ B2k V5 € Pi(K) (34)

ja Bramble-Hilbertin lemman mukaan
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3 inf .
|91|1,E S pE Pl(K)“q + P”z,l? S |Q|2,1?- (35)

Nyt kdyttimaélld skaalausmuuttujaa saadaan vaihdettua epdyhtdlo takaisin elementtiin K. En-

sin

n
~ 2__
|q|2,1? s hK 2|Q|2,K- (36)
Vasemman puolen skaalaukseen tarvitsemme interpolointioperaattorin ominaisuutta
q—q:=é. (37)

Sitten skaalausmuuttuja

n
1__ — ~
hK 2|q - CII|1,K S lg= C11|1,1? =3 |31|1,1?- (38)
Yhdistamaéllad ylla olevat yhtdlot, joudumme tutkimaan interpoloinnin virheen arviota verkol-

le. Kaikille g € W2(U),
|91|%,K = z |31|%,K

KeTy

S > Rilalie = W1l (39)

KeTy

3.4 Virhearviot

Nyt tarkastelemme toisen kappaleen esimerkkitehtdvad, missd tehtdvén tarkoituksena oli rat-
kaista Poissonin yhtdlo elementtimenetelmélld. Esimerkkitehtdvéssd halutaan kayttdd erityi-
sesti Galerkin keinoa valitsemalla verkkoon T, perustuva aliavaruus V};, € V. Eli elementti-
menetelmén arvionti tulee olemaan:
Etsi q, € V,,
jotta

a(qp, wp) = (f, wy), Ywy, € W, (40)
Olemassaolo ja ainutlaatuisuus seuraa Rieszin esittiméstd teoreemasta, koska f € V' c I},’

on myds jatkuva ja lineaarinen avaruudessa Vj. Témén ja Poincaren epédyhtélon takia, a(-,)

médrittdd sisitulon W (U). (Hans-Olav Tylli, Kari Astala Petteri Piiroinen, 2010)
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W?:n virhearvio saadaan derivoimalla tirke# ortogonaalisuustulos projektiolle. Olkoon g ja

qn ratkaisuja jatkuville ja diskreeteille yhtdloille
a(q,w) ={f,w),Yw € Wi (U) (41)
a(thw) = (fl q>ﬂ Yw € Vh' (42)
Valitsemalla w € V;, kummassakin yhtélossa ja vihentdmalld ne toisistaan, saamme tiarkedn
ortogonaalisuuden

a(q — qn, wp) = 0,Ywy, € Wy, (43)

misté seuraa approksimaatio
IV(enll = V V(g = wi)ll. (44)

Teoreema 3.4.1. Olkoon q ja qy ratkalsUJa jatkuville ja diskreeteille yhtildille. Kun q €
W2(U) n Wi (U), saamme seuraavan arvion

IV(ep)ll = hllqll. (44)
Lisdksi kun W? sasinnéllisyystulos pitii paikkansa, saamme

IV(en) Il = hlIfll. (45)
Todistus. Kun q € W2(U) n W3 (U), solmujen interpolaatio-operaattori on hyvin médritelty.
Yhtdlon

IV(en)ll = V IV(q — wr)ll (46)
mukaan saamme
IV (en)ll
< Iv(epll
< hllqll;
< hllfll,
jossa toisen < kohdalla kdytimme interpolaatio-operaattoria ja kolmannen kohdalla sdénnolli-
syystulosta.
Nyt tarkastelemme ||ey|| = ||g — gy ]| arviota.

Teoreema 3.4.2. Olkoon q ja qy, ratkaisuja jatkuville ja diskreeteille yhtildille. Oletetaan, et-
td W? sdannollisyystulos pitdd paikkansa. Tilloin saamme seuraavan approksimaation W?
normissa

llenll < h?llqll2. (47)
Todistus. Siinnollisyystuloksen takia, on olemassa v € W2(U) N W} (U), jolle pitee
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a(v,w) = (ey, w), vw € W2 (U) (48)
ja|lvll, < Cllep]l. Valitsemalla w = q — qy, ylla olevassa yhtdlossd, saamme
lenll” = a(v,q — qn) (49)
=a(v—v;,q—qn)
< IV —v)llIv(ell
< Al |V (el

< hllen IV (ep)ll-

Jakamalla kummatkin puolet termilld ||e, ||, saamme
llexll < ChIV(en)l < Rllqll. (50)

Arviolle W normissa, kun u on riittivin siled, saamme optimaalisen ensimmdisen kertalu-
vun arvion. L? normille timi vaatii W2:n elliptisti sdinnollisyyttd. (Susanne C. Brenner,
1994) Saadut tulokset osoittavat, ettd elementtimenetelmé konvergoituu tiettyyn ratkaisuun
riittavalla tarkkuudella tietyissd tapauksissa. Téstd johtuen pystymme approksimoimaan me-

netelmaésti syntyvid virheitd tarkasti.
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4. YHTEENVETO

Téssd tyOssd tutkimme elementtimenetelmédn suppenevuutta funktionaalianalyysin avulla.
Tarkastelimme aihetta yksinkertaisen esimerkin avulla, jonka ratkaisun arviointiin paddasimme
lopussa. Tdmén aiheen tutkiminen on tirkedd, koska yleisesti ottaen meidén ei kannata alkaa
ratkaisemaan vaikeaa osittaisdifferentiaaliyhtélod, jos tieddmme, etté ratkaisu ei suppene kos-
kaan. Tutkielmassa todistimme tarvittavat teoreemat ja saimme halutut lopputulokset. Tulok-

sien pohjalta voimme sanoa, ettd FEM:n antamat ratkaisut suppenevat kohti oikeaa ratkaisua.

Jatkotutkimusideoina on epilineaaristen ongelmien ratkaisu, eli voisimme tutkia, miten funk-
tionaalianalyysi voi auttaa késittelemddn epélineaarisia ongelmia elementtimenetelmissa.
Esimerkiksi voisimme kehittdd epdlineaarisia iteraatiomenetelmid, jotka perustuvat funktio-
naalianalyysiin. Kiinnostava tutkimuskohde voisi my0s olla se, ettd tutkittaisiin, kuinka her-
kisti tietyt parametrit ja reunachdot vaikuttavat ratkaisun suppenemiseen. Namé jatkotutki-
musideat voisivat auttaa edistimidin ymmarrystd funktionaalianalyysin roolista ja kdytostd

elementtimenetelméssé, sekd avaamaan uusia mahdollisuuksia menetelmén parantamiseen.
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