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Taman tydn tavoitteena on luoda Francis Galtonin suunnittelemasta kaksiulotteisesta Galto-
nin laudasta kolmiulotteinen malli, joka simuloituna tuottaa silla toteutetuilla toistokokeilla samaa
todennakdisyysjakaumaa noudattavan hajonnan kuin kaksiulotteinen lauta. Koska simulaatio
tullaan toteuttamaan kaksiulotteisessa tilassa toimivan Galtonin laudan sijaan kolmiulotteisena,
Galtonin laudan synnyttdma yhden muuttujan todennakdisyysjakauma tulee esiintymé&an simu-
laatiossa kahden muuttujan moniulotteisena jakaumana. Tavoitteena on myés selittéda syy sil-
le, miksi kyseisen todennakoisyysjakauma myétéilee niin kaksi- kuin kolmiulotteisessa mallissa
normaalijakaumaa.

Ty6ssa tutkitaan ensin Galtonin laudan konseptia informaatioteoriaa hyédyntéden. Sen avul-
la voidaan selittdd, miksi toistokokeen aikainen kaoottinen tila johtaa toistuvasti jarjestaytynee-
seen lopputulokseen normaalijakauman muodossa. Taman jalkeen tutustutaan Galtonin laudan
ja Pascalin kolmion valiseen yhteyteen, seka siihen, milla tavalla Pascalin kolmiota voidaan osal-
taan kayttdd ennustamaan ja selittdmaan normaalijakauman syntyd. Tydn teoreettinen osuus
paattyy Galtonin kuutiona tyéssa nimitetyn kolmiulotteisen Galtonin laudan idean esittelyyn, jos-
sa Galtonin kaksiulotteiselle laudalle ominaisilla ilmi6illa havainnollistetaan kolmiulotteisessa ti-
lassa toimivan mallin toimintaperiaatteita.

TyOssa tarvittavaa Galtonin kuution simulointia varten laadittiin ohjelma MatLab-nimista tieto-
koneohjelmistoa sekd samannimisté ohjelmointikieltd kayttden. Simulaation malli luotiin Galto-
nin laudan ominaisuuksien pohjalta. Jo aiemmin tyéssa tehdyn rajauksen seurauksena simulaa-
tion toimintamalli perustettiin fysikaalisten voimien tarkastelun sijaan puhtaasti matemaattisten
todennékdisyysmallien alaisen sattumanvaraisuuden varaan. Ohjelmasta tehtiin liséksi kaytta-
jaystavéllinen, jotta sen kaytté myds tutkielmasta ulkopuolisen henkilén toimesta olisi mahdolli-
simman vaivatonta.

Tuloksena saatujen arvojen pohjalta todetaan simuloidun Galtonin kuution mallin noudatta-
van tuottamassaan hajonnassa Galtonin laudan tapaan normaalijakaumaa. Paatelméaa tukee
havainto siita, etta toistokokeiden odotusarvo kummankin akselin suhteen lahenee sité arvoa,
jota sen normaalijakaumaa noudattavassa mallissa tulee teoriassa lahestya. Toinen johtopaa-
tésta tukeva havainto on simulaatiolla saatu todennékoisyys toistokokeen yksittaisen toistoker-
ran tuloksen paatymiselle enintdan yhden keskihajonnan paahéan odotusarvosta. Vaikka toden-
nakdisyys lahestyykin arvoa, joka eroaa hieman teoreettisesti oikeasta arvosta, virheen syy
saadaan selitettya eika silla ole vaikutusta paatelman oikeellisuuteen. Lisaksi otoskoon suuren-
tamisen havaitaan kasvattavan hajonnan tuottaman graafin ulkoista yhdennakéisyytta normaali-
jakauman kanssa. Suuremman otoskoon huomataan myds vahentavéan toistokokeen jakauman
odotusarvolle seké keskihajonnalle mitattujen arvojen keskindista vaihtelevuutta.

Avainsanat: Francis Galton, Galtonin kuutio, kolmiulotteinen Galtonin lauta, kaksiulotteinen nor-
maalijakauma, entropia
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ALKUSANAT

Kandidaatinty0 sisiltdd ohjelman, jonka koodi 16ytyy liitteestd A. Ohjelma on kirjoittajan alus-
ta loppuun laatima, eiki siind olla kdytetty muiden tekemid osia. Ohjelma on laadittu siten, etta
se on lukijalle tai muulle sitd kdyttdmiédn kiinnostuneelle helposti kaytettivissd seké visuaalisesti
miellyttdva. Tastd syysté siitd [0ytyy kandidaatintydn kappaleiden tai tulosten saamisen suhteen tar-
peettomia asioita, kuten animaatiomahdollisuus kahdella eri animaatiolla sekd ohjelmoinnin kul-
taisten ohjenuorien mukainen pitkdjénteinen kommentointi ja kéyttdjalle tarkoitettujen muuttujien

laajempi selitys heti ohjelman alussa.

Koodi on laadittu kédyttien MatLab-ohjelmaa. Kyseiseen ohjelmaan kopioituna koodin ajaminen
kiynnistdi kayttdjan valitsemien parametrien mukaisen simulaation. Lukijaa kannustetaan kokeile-
maan ohjelmaa itse. Ndin sekd timén tyon tulosten ettd Galtonin kuution idean hahmotus paranee.

Simulaatio on verrattaen selkedsti tulkittavissa jo tihén kandidaatintyohon tarkemmin tutustumatta.

Kiitokset tamidn kandidaatintyon ohjaajalle Terhi Kaarakalle, joka omista kiireistidn huolimat-
ta l0ysi aikaa johtaa kesken kandidaatintyon suoritusta perheelliseksi tulleen kirjoittajan alempi

korkeakoulututkinto joulun alla paitokseensa!
Tampereella, 20. joulukuuta 2023

Jimi Asikainen
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1. JOHDANTO

Arkemme on tdynnd sattumanvaraisia tapahtumia ja epatietoisuutta. Ihmisen luonteelle on jo his-
torian alkuajoista ollut ominaista parantaa selviytymismahdollisuuksiaan tunnistamalla toistuvia
aspekteja, joiden avulla ennustaa ennalta tuntemattoman tapahtuman lopputulos. Jos tapahtuman
yksittdisid lopputuloksia voidaan erotella, usean toiston jalkeen voidaan oppia tunnistamaan yleisin
lopputulos ja todennékdisyys sille, kuinka useasti tapahtuma péétyy tuohon lopputulemaan. Ma-
tematiikan saralla tédllaiseen empiiriseen tutkimukseen ja havainnointiin verrattavia tyokaluja ovat
toistokokeet, joissa useiden toistokertojen tuloksista voidaan esittii erilaisia malleja kerdttyn infor-
maatioon nojaten. Ndiden mallien avulla voidaan pyrkid ennustamaan tuntematon mahdollisimman

todenmukaisesti myos jatkossa.

Jos toistokokeen vaihtoehtoja on kaksi, joista toisen todennédkdisyys tunnetaan, voidaan binomija-
kaumaa kayttimalla ennustaa todenndkoisyys toistokokeen eri tuloksille. Mitd todenmukaisempi
on ennusteemme toisen vaihtoehdon todennikoisyydelle, sitd tarkemmin binomijakaumaa tarkas-
telemalla osataan ennustaa, kuinka monta kertaa kyseinen tulos saadaan kaikista toistojen mia-
rastda. Esimerkkind tdllaisesta olisi vaikkapa kolikon heittiminen, jonka mahdollisia lopputuloksia
on kaksi: kruuna tai klaava. Koska kummankin tuloksen todennikoisyyden tiedetidéin olevan yhti
suuri, binomijakauman avulla voidaan vastata esimerkiksi kysymykseen, kuinka todennékdisesti

kymmenesté heitosta kolmen lopputulos on kruuna.

Monilla luonnossa esiintyvistd tuntemattomista asioista on kuitenkin mittaamaton mééra vaihtoeh-
toisia tuloksia. Satunnaisen, sademetsissa sijaitsevan kdynnoksen pituutta ei voida kertoa kylla-ei
-kysymykseen vastaamalla, vaan mahdollisia pituuksia on lukematon mééra. On kuitenkin havaittu
normaalijakauman olevan sellainen malli, jota tdllaiset "luonnon toistokokeet" suurella todenni-
koisyydella jollain tavalla noudattavat. Jos kaikkien sademetsidn kdynndsten pituuden odotusarvo
sekd pituuksien vilistd hajontaa kuvastava varianssi olisivat tiedossa, normaalijakauman avulla
voitaisiin verrattaen luotettavasti ennustaa minké tahansa pituisen koynnoksen esiintymistodenni-

koisyyttid luonnossa.

Téssd tyossd lukijalta oletetaan ymmarrystd todennékdisyyksien syntymisesti, todenndkdisyys-
jakaumista sekd erityisesti binomi- ja normaalijakaumista. Taustojen ymmaérryksen tueksi seka

aiheesta muuten kiinnostuneille 16ytyy luettavaa esimerkiksi ldhteesti [5].



2. KAKSIULOTTEINEN GALTONIN LAUTA

2.1 Yleiskuvaus

Francis Galton rakennutti vuonna 1873 itselleen laitteen, jolla hédn demonstroisi luennoillaan
Iso-Britannian kuninkaallisessa instituutissa yhteyttd binomi- ja normaalijakauman vililld. Laite
koostui yldosan suppilosta, keskiosassa sijaitsevista lukuisista tapeista sekd alaosan korkeista ja
kapeista lokeroista. Galton itse antoi laitteelleen nimeksi quincunx, joka vapaasti suomennettuna
tarkoittaa viistoristiin asetettua. TAma viittaa laudan tappeihin seki niiden vinottaiseen asetteluun

toisiinsa nihden.[3] Myohemmin laitetta on nimitetty keksijinsa mukaan Galtonin laudaksi.

Kuva 2.1. Quincunxin malli uudelleen piirrettynd Galtonin kuvailun mukaan. Kuvassa tapit kuvattu
oranssilla ja helmet pinkilld vérilld.

Laitetta kiytetddn tdyttdamalld ensin yldosan suppilo helmilld tai vastaavilla pienilld ja pyoreilld



esineilld. Tamin jdlkeen helmet pdéstetdlin vapaaksi, jolloin ne tormadilevit keskiosan tappeihin
sekd toisiinsa matkalla alaspdin. Lopulta helmet paityvit johonkin alaosan lokeroista muodostaen

aina normaalijakaumaan verrattavan asetelman riippumatta toistojen maarasta.

2.2 Teoreettinen malli

Galtonin lautaa tarkasteltaessa herda kysymys siitd, miten ilmion tarkastelu voidaan rajata puhtaasti
matemaattiseksi. Kyseessdhin on selvisti fysiikan lakeihin nojautuva ilmid, jossa painovoima vetéa
helmii kohti lokeroita ja helmien kimpoilu riippuu puhtaasti niiden kimmoisuudesta sekd muista

ominaisuuksista.

Entropia fysiikassa kertoo epdjirjestyksen miirastd systeemissd, mutta Claude Shannonin esitti-
maisséd informaatioteoriassa silld merkitdin muuttujan kantaman informaation méérad. Systeemin
entropialla voidaan mitata epitietoisuuttamme tulevasta. Jos entropia on nolla, tapahtuman tulos
tiedetddn ennalta tdysin. Jos taas kokeen tulos on tdysin ennustamaton, eiki yhdestdkiin kokeen
pysaytetystd tilasta ja sithen mennessé tapahtuneen antamasta informaatiosta voida ennustaa mi-
tidn lopputuloksesta, kokeen entropia on korkein mahdollinen.[7] Koska helmet ovat tippuessaan
fysikaalisten voimien alaisia, on niilld tieto siitd, mitd reittid ne ovat tippuneet. Kuitenkin, koska
helmet tormiilevit matkallaan lukemattomia kertoja sekd toisiinsa ettd Galtonin laudan tappei-
hin, ei aikaisemmin kuljetun reitin perusteella voida tietds, mihin lokeroon helmi tulee tippumaan.

Téten kokeen tulos hakee suurinta mahdollista entropiaa, eli epdjirjestyksen madraa.

Galtonin lauta on suljettu systeemi. Helmii ei siis poistu tai tule lisdd kokeen aikana. Siispa silld
on rajoitettu odotusarvo ja varianssi. Kokeesta ei kuitenkaan voida ndiden lisdksi tietdd mitdéin
muuta. Todistetaan seuraavaksi, ettd normaalijakauma omaa suurimman mahdollisen entropian.
Toisin sanoen, normaalijakauma on paras jakauma kéytettiviksi tilanteessa, jossa ei voida tietda
toistokokeesta mitdin muuta kuin jakauman odotusarvo seké varianssi. Seuraava todistus pohjautuu

ldhteeseen [4].

Maidritetdadn ensin Shannonin entropian kaava diskreetille satunnaismuuttujalle.

Miaritelma 2.1. Shannonin entropia H(X) diskreetille satunnaismuuttujalle X on

n

1

H(X) = ) P(xi)log 5. 2.1)
— P(x;)

missi x; on yksittdinen satunnaismuuttujan X mahdollisesti saama arvo, P(x;) todennikoisyys sille,

ettd satunnaismuuttuja X saa arvon x; ja n mahdollisten satunnaismuuttujan X saamien arvojen

lukumaéira.

Kaavalla saatu entropian arvo on informaation méairaa kuvaava luku, joka ei itsessddn vield kerro
muuta kuin sen, onko tulos tdysin ennalta tiedetty vai ei. Kuten aiemmin todettiin, entropian
ollessa nolla on tuleva tdysin tiedossa. Loogisesti téllaisesta tilanteesta tiedetdén, ettd mahdollisia

satunnaismuuttujan arvoja voi olla vain yksi. Kyseisen arvon todennédkdisyyden taytyy siis myos



olla sata prosenttia, eli P(x;) = 1. T4lloin logaritmin kannasta riippumatta log ﬁ = 0. Koska

mahdollisia satunnaismuuttujan arvoja on vain yksi, Shannonin entropian kaavan summa on nolla.

Varman tuloksen tapauksessa voitaisiin myos ajatella satunnaismuuttujan mahdollisten arvojen
madridn olevan suurempi, mutta muiden arvojen esiintyminen estettiisiin asettamalle niiden to-
dennikoisyydeksi nolla. Méérittimaamme Shannonin entropian kaavaa kaytettiessi ei kuitenkaan
yhdenkéédn tapahtuman todennikoisyytend voida kiyttdd nollaa. Tdlloin logaritmin sisélle saa-
taisiin (—1), mitd ei ole méiritelty. Emme siis ota kaavaan mukaan diskreettejd tapahtumia, joiden

todennikodisyys on nolla.

Jos taas entropia on suurempi kuin nolla, saadaan sille jokin nollasta poikkeava arvo. Saatu arvo
riippuu kaavassa esiintyvén logaritmin kannasta. Jotta eri satunnaismuuttujien entropioita voidaan
verrata toisiinta ja siten todeta normaalijakauman entropian olevan niistd suurin, on kéytettdvi joh-
donmukaisesti samaa kantaa. Tastd eteenpdin todistuksessa kdytetddn logaritmin kantana Neperin
lukua, eli logaritmina luonnollista logaritmia. Néin yhtdlot ovat vertailukelpoisia ja myohemmin
kisiteltédvassd normaalijakauman tiheysfunktiossa esiintyvidn Neperin luvun sieventdminen helpot-

tuu.

Jos mahdollisia diskreettejd tapahtumia asetetaan tietylle vilille dareton miéra darettomén ldhelle
toisiaan, voidaan ajatella diskreetistd satunnaismuuttujasta saatavan jatkuva. Esimerkiksi satun-
naismuuttuja a € {1, 3,6} on diskreetti, silld se voi saada vain kolme eri arvoa. Sen sijaan satun-
naismuuttuja b € [0, 2] on jatkuva, silld yksittdisen arvon vierestd 10ytyy aina ddrettdomén ldhelté
seuraava mahdollinen arvo. Jos téllaiselle dédrettomin "tihedlle" diskreetille satunnaismuuttujalle
laskettaisiin entropiaa, edellisessd kaavassa summattaisiin ddrettdomén monta arvoa tietylta valilta.
Sen sijaan voidaan siirtyd késittelemiiin jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktioiden integraalia
ja jatkuvaa entropiaa, kuten tehdédidn seuraavassa kaavassa jatkuvan satunnaismuuttujan entropian

laskemiseksi.

Madéritelma 2.2. Jatkuva entropia h(X) : R — R* jatkuvalle satunnaismuuttujalle X € R on

h(X) = / £(x) In ——dx, 2.2)

1
f(x)
missid f(x) on todenndkoisyysjakauman tiheysfunktio. Entropiaa voidaan merkitd myos h(f) =

h(X), missd satunnaismuuttuja X noudattaa tiheysfunktiota f(x).

Lauseen 2.11 todistusta varten méadritetaan seuraavaksi suhteellinen entropia. Sitd kéytetiddn kahden

eri todenndkdisyysjakauman vilisen eroavaisuuden mittaamiseksi.

Madéritelmé 2.3. Olkoot f,g : R — R jatkuvia tiheysfunktioita. Talloin niiden suhteellinen
entropia D(f||g) on

g 8 dx. (2.3)

D(fllg) = / £()In

Siind missé jatkuvalla entropialla kuvataan satunnaismuuttujan informaation méairaa, suhteellinen

entropia kertoo, kuinka ldhelld toisiaan kaksi satunnaismuuttujaa on hajontansa suhteen. Tatd



tukee huomio siitd, ettd jatkuvan entropian kaavassa tiheysfunktiolla jaetaan luku yksi, kun taas

suhteellisen entropian kaavassa jakajana toimii toinen tiheysfunktio.

Apulauseen 2.7 todistusta varten miéritetdin jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo.

Miaritelma 2.4. Odotusarvo E{ f(X)} jatkuvalle satunnaismuuttujalle X € R on

EU@»=/fmmmm 2.4)

missd P(x) on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio [10].
Todistukseen tarvitaan myos Jensenin epdyhtilod. Esitetdédn se seuraavaksi ldhteen [11] mukaan.

Lause 2.5. Jensenin epiyhtilo: Olkoot py, ..., pn positiivisia lukuja, joiden summa on yksi, ja

olkoon lisdiksi reaalifunktio f : R — R konveksi. Tdlloin
Z pif(xi) = f(Z piXi). (2.5)
i=1 i=1

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo saadaan summaamalla yhteen jokaisen mahdollisen
satunnaismuuttujan arvon seké sen todennékoisyyden tulo. Kaikkien todennikoisyyksien summan
tulee olla yksi. Huomataan, ettd Jensenin epéyhtilon )" | p;x; vastaa diskreetin satunnaismuuttujan
odotusarvon yhtdlod. Samalla tavalla kuin entropian kaava saatiin diskreetin satunnaismuuttujan
johdosta my0s jatkuvalle satunnaismuuttujalle, saadaan Jensenin epayhtélon kaava my6s ikddn kuin
jatkuvalle epdyhtélolle jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvoa hyviksi kdyttimalld. Esitetddn

yleistys, jonka todistus 16ytyy ldhteesti [8].

Lause 2.6. Jensenin epdyhtdlon yleistys: Olkoon jatkuva reaalifunktio f : R — R konveksi. Tdlloin

E{f(g(X)} = f(E{g(X)}). (2.6)

Suhteellinen entropia kahdelle eri jatkuvalle tiheysfunktiolle on aina suurempi kuin nolla [4]. Tasta

saadaan ensimmadinen apulause.

Apulause 2.7. Olkoot f,g : R — R* jatkuvia tiheysfunktioita. Suhteelliselle entropialle on

voimassa

D(fllg) = 0. 2.7

Todistus. Maéritelmén 2.3 mukaan suhteellinen entropia jatkuville tiheysfunktioille f ja g on

f(x)
g(x)

Dmm=/fmm dx. 2.8)



Olkoon tiheysfunktio g(x) = (x) Sijoittamalla ¢ (x) yhtdloon saadaan

F)
/ F@ I

Olkoon f(x) jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. T4ll6in

dxsz(x)q(x)dx. 2.9)

/ qg(x)f(x)dx = E{q(X)} (2.4) perusteella

FX)
=B
£(X)
¢(X)
FX) -
- - (™

e 8(X)
=BTt

= E{-(-In==2)}

Tiheysfunktiot voivat saada vain positiivisia arvoja, joten f(X) > 0. Siispé In £54 (X) on maédritelty

kaikilla X € R. Koska —Inx on jatkuva sekd konveksi funktio, Jensenin epayhtilon (2.6) mukaan

e, (X

Fhn f(X)}_ Fiin!
g(x)
oo "

:—ln/g(x)dx.

Aivan kuten diskreetin satunnaismuuttujan saamien arvojen todennékdisyyksien summan tulee

olla yksi, jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktion integraali on aina yksi. Téaten
—ln/ g(x)dx=-In1=0. (2.10)

O]

Viimeistd apulausetta tarvitaan, jotta voidaan verrata kahden eri jatkuvan tiheysfunktion entropiaa
toisiinsa. Sen avulla voidaan osoittaa, ettei 10ydy toista jatkuvaa jakaumaa, jonka entropia olisi

normaalijakauman entropiaa suurempi.

Apulause 2.8. Olkoot f, g : R — R jatkuvia tiheysfunktioita. Tdlloin

h(f) < —/f(x) In g(x)dx. 2.11)

Todistus. Suhteellisen entropia yhtdloon (2.3) sijoittamalla sekd integraalin ja logaritmin las-

kusdintoja hyddyntdmalld jatkuvien tiheysfunktioiden f ja g suhteellinen entropia saadaan muo-



toon

£
g(x)
- / FG)(n £ (x) - Ing(x)dx

D(fllg) = / £ L g

/ £ In f(x)dx - / () Ing(x)dx
. / ) (= In £ (x))dx - / () Ing(x)d

- / £ In £ () dx - / F(0) Ing(x)dx

1
_—/f(x)lnf(x)dx—/f(x)lng(x)dx

—h(f) - / f(x)Ing(x)dx. (2.2) perusteella

Apulauseen 2.7 avulla saadaan epéyhtilo

0<-h(f) - / f(xX)Ingx)dx &
h(f) < - / () Ing(x)ds.
]

Ennen viimeista todistusta maaritetdan vield varianssin yhtilo ja normaalijakauman tiheysfunktio.
Naditd tarvitaan normaalijakauman entropian laskemiseksi seké todistuksessa kiytettdvin epiyhti-
16n (2.11) sieventamiseksi. Madritelmien jilkeen todistetaan normaalijakauman olevan jakauma,

jonka entropia on suurin tai yhtd suuri kuin milliin muulla jakaumalla.

Miiritelma 2.9. Jatkuvan jakauman varianssi o> on

ol = / £(x) (x = p)?dx, (2.12)

missd f(x) on jakauman tiheysfunktio [12].

Madéritelma 2.10. Normaalijakauman tiheysfunktio on

_ (x—)?

e 2, 2.13)

#(x) = 2no?

missi y on tiheysfunktion odotusarvo ja o® on tiheysfunktion varianssi [6].

Lause 2.11. Kaikista jakaumista, joilla on rajoitettu odotusarvo sekd varianssi, normaalijakauman

entropia on suurin tai yhtd suuri kuin millddn muulla jakaumalla.

Todistus. Olkoon f mielivaltainen todennidkéisyysjakauma ja olkoon ¢ normaalijakauma. Nor-

maalijakauman entropia kaavan (2.2) mukaan on



h() = / é(x) In mdx (2.14)

Korvaamalla jédlkimmaéinen tiheysfunktio ¢ (x) normaalijakauman tiheysfunktiolla (2.13) saadaan

h(¢):/¢(x)ln;dx.

1 _ (x-p)2

— 202
V2rxo?

Logaritmin laskusédédntojd kdyttamalla yhtilo sievenee muotoon

/ o(x)ln ———

(x-p)?

202 )dx

dx—/¢(x)(ln1—ln

27ra'

=/¢(X)(—ln 21 e
7T

1 _ (x-w?
= — — o2
/ d(x)(=1n — Ine 202 )dx.

Koska logaritmi on e-kantainen, saadaan sen sisilld olevan Neperin luvun potenssi kertoimeksi

integraaliin. Saadaan yhtédlé muotoon

/¢(X)(_ln\/27117_lne e )dx—‘/(]ﬁ(x)(ln\/y (- (x - ﬂ)z))d

(x u)2
20

/¢(x)( In2n0? + )dx.

Jakamalla integraali summan kohdalta kahteen eri integraaliin saadaan

[owEmanr+ o ae= [ g+ [ o0 Wax

1 1
= 51[127‘[‘0'2/ o(x) + ZTrZ/ ¢ (x)(x — p)>dx.

Tiheysfunktion integraali / ¢(x) koko maéirittelyjoukkonsa yli on aina yksi. Jalkimmdéinen inte-

graali taas on madritelmén 2.9 mukaisesti varianssi. Normaalijakauman entropia on siis

1 1
h(p) = 3 In2n0? + ZTc-ZO-Z

1 1
=§ln27r0'2+§

1
= 5(1nzmrz+ D).

Nyt kun normaalijakauman entropia on tiedossa, lihdetiin todistamaan lause hyddyntiden epiyh-

talod (2.11), jossa esiintyvina jalkimmdiisend tiheysfunktiona kéytetddn normaalijakauman tiheys-



funktiota. Epéyhtalo sievenee logaritmin laskusédédntdjen avulla muotoon

h(f) < - / F(0) In ()

/ — f(x) In270? +f(x)( _#)2 dx

Jaetaan integraali kahdeksi, kuten normaalijakauman entropiaa laskettaessa. Saadaan siis epayhtélo

2
h(f) < / L) mano? + / IO

s%anmf /f(x)+ /f(x)(x )2 dx.

Kuten aikaisemmin todettiin, tiheysfunktion integraali koko madrittelyjoukkonsa yli on yksi, ja jil-
kimmadinen integraali on varianssi. Mielivaltaisen todennédkéisyysjakauman f entropialle saadaan

ndin ollen epiyhtdlod

1 1 1 11
h(f) <5 In270? + Paz = §1n27r0'2 +5= 5(1nzm2 +1) = h(g). (2.15)

Titen jatkuvan todennékodisyysjakauman f entropia on aina pienempi tai yhtd suuri kuin normaa-

lijakauman entropia, kun niilld on sama odotusarvo ja varianssi. O

2.3 Pascalin kolmio

Galtonin laudan seki Pascalin kolmion vililld on my6s havaittavissa yhteys. Havainnollistaaksem-

me titd kdytdmme hyodyksi alla olevaa kuvaa. Yhteyden idea on saatu ldhteesti [1].

Kuvitellaan, ettd jokainen Pascalin kolmion numeron kohdalla on yksi Galtonin laudan tappi.
Ylimpédn numeroon saapuessaan helmelld on ollut sithen vain yksi reitti: suoraan ylhailtdpdin.
Suuresta epéjarjestyksestd johtuen voidaan approksimoida helmen valitsevan tapin kohdalla reitin
joko vasemmalle tai oikealle. Ylimmasti tapista helmi voi siis tippua joko vasemman, tai oikean
puoleiseen tappiin. Molempiin néihin on siis edelleen vain yksi reitti, ja numero néissd molemmissa
onkin yksi. Kumpaan tahansa tappiin helmi piityi, on silld taas mahdollisuus valita joko vasen
tai oikea puoli, jolle tippua. Nyt kuitenkin yksi kolmannen rivin tapeista omaa numeron kaksi.
Tdma johtuu siité, ettd kyseinen tappi on ensimméiinen, johon 10ytyy useampi eri reitti. Siihen
paidstddn joko kaatumalla ensimmdisen rivin tapista vasempaan ja toisen rivin tapista oikeaan,
tai ensimméisestd oikeaan ja toisesta vasempaan. Seuraavia rivejd katsomalla voidaan huomata
jokaisen Pascalin kolmion luvun kertovan suoraan sen, kuinka monta eri reittid kyseisessi kohdassa

sijaitsevaan tappiin on, kun helmi tiputetaan keskeltd ylhailta. Esimerkiksi viidennen rivin toiseen
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Kuva 2.2. Pascalin kolmion ensimmdiiset seitsemdn rivid.

tappiin on nelja reittid: vasen, vasen, vasen, oikea; vasen, vasen, oikea, vasen; vasen, oikea, vasen,

vasen; oikea, vasen, vasen, vasen.

Koska Galtonin laudan keskimmaéisiin alalokeroihin on eniten reittejé, yksittidisen helmen on to-
dennikoisempdd valita niitd kohti vieva reitti, silld jokainen reitti on yhtid todennékdinen. Siksi

toistokokeen tuloksena niihin my0s péétyy eniten helmié.
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3. KOLMIULOTTEINEN GALTONIN LAUTA

3.1 Idean esittely

Galtonin lautaa kisiteltiessd tarkastellaan kaksiulotteista koordinaatistoa, jolloin laudan lépi tip-
puvat helmet muodostavat normaalijakauman mukaisen kdyrén. Nyt siirrytdin tarkastelemaan ti-
lannetta kolmiulotteisessa avaruudessa, jossa laudan sijaan tapit sijaitsevatkin kuution sisdlla. Néin
syntyneen kolmiulotteisen Galtonin laudan l&pi tippuvat helmet voivat siis liikkua laudan yhden
akselin sijaan nyt kahden akselin vililld. Kuution pohjaan tippuneet helmet myds muodostavat
yksiulotteisen normaalijakauman sijasta kaksiulotteisen normaalijakaumatason. Téstd eteenpiin

tassd tydssd voidaan nimittdd kolmiulotteista Galtonin lautaa myos Galtonin kuutiona.

3.2 Pascalin pyramidi

Kuten Pascalin kolmio Galtonin laudasta, niin Pascalin pyramidi kertoo tirkedd informaatiota
Galtonin kuutiosta. Pascalin kolmiosta voidaan nihdéi binomilauseen summan termien kertoimet.
Pascalin kolmiopohjainen pyramidi on kolmisivuinen, ja sitd voidaan kayttdd hyodyksi kolmiter-
misen polynomin potenssin trinomikerrointen ratkaisemiseksi. Jos jokainen numero vastaa yhta
tappia, Pascalin kolmion osoittamat binomikertoimet ja pyramidin trinomikertoimet kertovat sa-

malla sen, kuinka monta eri reittid kyseiseen tappiin on olemassa.

Kolmiopohjainen pyramidi ei ole ainut mahdollisuus. Pascalin pyramidi voidaan muodostaa myos
neliopohjaisena. Tilloin sitd voitaisiin edellisten tapaan kayttd4d monitermisen, tidsséd tapauksessa
nelitermisen, polynomin potenssin sarjan kerrointen selvittimiseksi. Toistokokeen simulaatiossa

tullaan kdyttdmain nelidpohjaista pyramidia.

3.3 Ideaali seka realistinen malli

Kuten Galtonin lauta, my6s Galtonin kuutio voidaan pyrkid rakentamaan reaalimaailmassa. Téassi
kuitenkin huomataan, ettd suurempaan ulottuvuuteen siirryttiessd pistemdisten tappien asettami-
nen muuttuu vaikeammaksi. Kaksiulotteisessa laudassa tappien tarvitsee olla pistemadisid vain yk-
siulotteisesti, silld helmet kimpoilevat tapeista tippuessaan yhden akselin suuntaisesti. Téten tapit
voivat olla pitkid tikkuja Galtonin laudan pohjan seki sen kannen vililld ja samalla sidilyttaa pis-
temaisyytensi helmiin ja niiden liikkumismahdollisuuteen nihden. Kun siirrytdédn tarkastelemaan
nelidpohjaista pyramidia, helmet voivat kimpoilla tapeista kahden akselin suuntaisesti. Kuutioon

ei voida fyysisesti luoda leijuvia pisteitd, joista helmet kimpoisivat alaspdin mennessddn. Voidaan
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Kuva 3.1. Pascalin kolmiopohjaisen pyramidin ensimmdiiset viisi kerrosta. [2]

kuitenkin luoda erilaisia malleja, joissa tapit kiinnitetdén johonkin kuution reunaan. Esimerkiksi
jokainen piste voisi olla risteimékohta kahdelle, kuution eri seinisti kohtisuoraan osoittavalle tikul-
le. T4lloin saataisiin siivildn tapainen ratkaisu, joka vastaisi teoreettisesti ideaaleja leijuvia pisteita
kohtalaisen hyvin. Simulaatiossa kdytetddn "leijuvia tappeja". Jos vastaavanlainen toistokoe tah-
dottaisiin suorittaa reaalimaailmassa, tulisi kuution sisélle rakentaa mahdollinen, mutta leijuvien

pisteiden tapainen ratkaisu.

3.4 Simulaatio

Toistokokeen simulaatio toteutettiin MatLab-ohjelmalla. Kédytetty ohjelma on ohjelmoitu téta tyota
varten, ja sen koodi 10ytyy tyon lopusta liitteestd A. Koodissa luodaan tapeista neliopohjaisen Pasca-
lin pyramidin malli kolmiulotteiseen tilaan, jonka jdlkeen helmiéd voidaan simuloida putoamaan

pyramidin huipulta. Pyramidi koostuu kymmenesti kerroksesta.

Simuloinnissa jokaisen tapin kohdalla helmelle annetaan satunnainen suunta, jonka mukaan helmi
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tippuu seuraavaan kerrokseen. Helmelle arvotaan yksi kahdeksasta ilmansuunnasta, johon helmi
tippuu. Tdmé tapahtuu arpomalla ensin kokonaisluku @ € [1,8]. Arvotulla luvulla kerrotaan
luku 27/8, jolloin saadaan yksi kahdeksaan osaan jaetun yksikkGympyrdn kulmista. Lopuksi
saadaan helmen reitti x-akselilla kokonaisuudessaan kaavalla cos a27/8 ja y-akselilla kaavalla
sin a2 /8. Cosinin ja sinin antama negatiivinen tai positiivinen arvo tarkoittavat omilla akseleillaan

negatiiviseen tai positiiviseen suuntaan siirtymista.

Satunnainen suunta oltaisiin voitu myos saada arpomalla erikseen sekd x- ettd y-akseleille ko-
konaisluku vililtd [—1, 0]. Kuitenkin, yksikkdympyraéd kayttdmailld saavutetaan kaksi etua tdhin
verrattuna. Ensinnékin, yksikkdympyrin kulmaa kiyttamilla saadaan yhdelld arvotulla luvulla hel-
men suunta seki x- ettd y-akseleilla. Jos luvut arvottaisiin suoraan, tdytyisi lukuja arpoa aina kaksi
kappaletta erikseen. Tamén lisdksi yksikkdympyri ei voi antaa suuntaa (0, 0), jonka suoraan koko-
naislukujen arpominen voisi antaa. TAimé& suunta on mahdoton, silld helmi ei voi tippua tapin l4pi.
Helmen tulee aina tapin kohdatessaan kimmota siitd johonkin suuntaan, eiké se voi koskaan jatkaa

liikettddn suoraan alaspdin.

Kuva 3.2. Pascalin neliopohjainen pyramidi MatLab-ohjelmassa.

3.5 Tulokset

Toistokoe suoritettiin kuudella eri helmimaardlla: 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000 sekd 1 000
000 helmelld. Koe toistettiin kymmenen kertaa jokaisella helmiméérilld. Laadittu ohjelma antaa
helmien tiputusten jidlkeen tiedon jokaisen alalokeroon tippuneen helmen x- ja y-koordinaatin odo-
tusarvosta, sekd keskihajonnan erikseen kummankin koordinaattiakselin suhteen. Lisédksi ohjelma
laskee, kuinka todennékoisesti helmi paityi sekd x- ettd y-koordinaatillaan enintdidn yhden keski-
hajonnan piihin koordinaatin odotusarvosta. Jokaisen helmimaaridn kymmenelle toistolle saadaan
siis viisi eri arvoa. Taulukossa niille arvoille on laskettu varianssi, joka ilmaisee arvojen eroavai-
suuden suuruutta. Lisiksi suurimmalle toistoméarille, miljoonalle helmelle, ja niiden kymmenelle
toistokerralle on jokaiselle laskettu todennikoisyys sille, ettd yksittdinen helmi tippuu enintidin
yhden keskihajonnan piihédn odotusarvosta. Tétd voidaan verrata teoreettiseen todennikoisyyteen,

jonka tulisi toteutua moniulotteisessa normaalijakaumassa.
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Kuva 3.3. Tuhannen toiston toistokokeen kuvaaja

Kuva 3.4. Kymmenen tuhannen toiston toistokokeen kuvaaja

Kuva 3.5. Miljoonan toiston toistokokeen kuvaaja

3.6 Tulosten analysointia

Tuloksista huomataan toistokertojen vélisen varianssin pienentyvin otoskokoa kasvattamalla. Ha-
vainto on ennakko-odotusten mukainen, silli toistokokeiden on yleisesti ajateltu antavan tarkempia
arvoja suuremmilla toistomédrilld. Simulaation jakauman odotusarvoa ja -hajontaa analysoitaessa

voidaan siis tarkastella miljoonan toiston tuloksia, silld se on suoritetuista toistokokeista suurin.
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Keskiarvo_x Toistojen méddrd | 10 100 1000 10 000 100 000 1 000 000
Toistokerta

1 1,2000 -0,2300 -0,0050 -0,0158 -0,0024 0,0016

2 -0,6000 -0,0800 -0,0020 0,0314 0,0009 -0,0002

3 0,6000 0,1100 0,0400 -0,0045 0,0008 -0,0034

4 -0,7000 -0,1700 0,1440 0,0162 -0,0072 0,0018

5 0,6000 -0,0200 0,0540 0,0024 -0,0012 -0,0018

6 0,7000 -0,0900 -0,2070 0,0066 -0,0016 -0,0029

7 1,2000 0,4000 0,0710 -0,0205 0,0042 0,0014

8 -0,5000 0,0700 0,1080 0,0488 -0,0130 0,0012

9 -0,5000 0,0300 -0,0200 0,0071 -0,0059 0,0052

10 -0,5000 -0,1400 0,0360 0,0129 -0,0042 -0,0017
Varianssi 0,5465 0,029276 0,00817349 | 0,00038704 | 2,14524E-05 | 6,2236E-06
Keskiarvo_y Toistojen madra | 10 100 1 000 10 000 100 000 1 000 000
Toistokerta

1 0,4000 0,1400 -0,0210 0,0032 -0,0052 -0,0006

2 -0,3000 -0,0500 0,0340 -0,0134 -0,0096 -0,0016

3 0,8000 -0,3300 0,0700 0,0484 0,0006 -0,0027

4 0,8000 0,4300 0,1050 -0,0139 -0,0006 0,0011

5 -1,1000 -0,1100 -0,0360 -0,0202 0,0035 0,0032

6 -0,3000 0,1100 -0,0700 0,0013 0,0047 0,0026

7 0,3000 0,0300 0,0420 -0,0322 -0,0067 -0,0002

8 0,4000 -0,2200 -0,0290 -0,0229 0,0089 -0,0002

9 0,5000 -0,0800 -0,0870 -0,0304 -0,0073 0,0036

10 0,0000 0,4500 0,0030 -0,0325 0,0033 -0,0038
Varianssi 0,3105 0,058461 0,00338889 | 0,000540908 | 3,35484E-05 | 5,5704E-06
Keskihajonta_x | Toistojen médrd | 10 100 1000 10 000 100 000 1 000 000
Toistokerta

1 2,6758 2,6827 2,6648 2,7496 2,7317 2,7389

2 1,3565 2,7665 2,7928 2,7206 2,7418 2,7386

3 1,6852 2,8139 2,6575 2,7344 2,7271 2,7372

4 2,3685 2,4822 2,7881 2,7309 2,7416 2,7389

5 3,5553 2,3366 2,8148 2,7451 2,7363 2,7375

6 2,5318 2,7243 2,6725 2,7331 2,7410 2,7365

7 2,3580 2,8844 2,7240 2,7603 2,7412 2,7405

8 3,3838 3,0175 2,7753 2,7225 2,7428 2,7334

9 2,4597 2,7256 2,6671 2,7460 2,7426 2,7353

10 1,9105 2,7929 2,7674 2,7160 2,7415 2,7417
Varianssi 0,423365109 | 0,033674226 | 0,003470824 | 0,000181442 | 2,58704E-05 | 5,3285E-06

odotusarvo sekd x- ettd y-akselilla ldhestyy nollaa. Tami oli odotettavissa, silld sekd helmien
tiputuspiste ettd Pascalin neliopohjaisen pyramidin huippu sijaitsevat simulaatiossa ndiden akselien
origossa. Tdten mitd ldhempind origoa pohjalla sijaitseva lokero on, siti enemmén siithen on

yksittiisia reittejd ja sitd todenndkoisemmin helmi paityy kyseiseen lokeroon.

Myos keskihajonta ldhestyy samaa arvoa sekd x- etti y-akseleilla. Keskihajonta kuvaa saatujen ar-
vojen keskimédrdistd poikkeamaa odotusarvosta. Simulaatiossa keskihajonta ldhestyy kummalla-
kin akselilla samaa lukua, joka kahden desimaalin tarkkuudella pyoristettynéd on 2.74. Teoreettinen
todennikoisyys sille, ettd yksi normaalijakaumaa noudattavan toistokokeen toisto osuu enintidin
yhden keskihajonnan pidhan odotusarvosta, on 39.35% [9]. Tulosten taulukosta nihd&an, ettd mil-
joonan toiston toistokokeiden odotusarvo tille on 40.14%. Kuten nihddin, simulaatiolla saatu luku

eroaa melkein yhden kokonaisen prosenttiyksikon verran teoreettisesta arvosta. Kuitenkin, taulu-



16

Keskihajonta_y | Toistojen médrd | 10 100 1000 10 000 100 000 1000 000

Toistokerta

1 2,7641 2,8285 2,6938 2,7318 2,7334 2,7382

2 2,5318 2,5822 2,6572 2,7241 2,7361 2,7403

3 1,6000 2,7643 2,7682 2,7794 2,7301 2,7374

4 2,5612 2,7577 2,7309 2,7334 2,7365 2,7363

5 3,3302 2,5452 2,6531 2,7547 2,7454 2,7382

6 3,3181 2,3954 2,8201 2,7046 2,7283 2,7390

7 3,4655 2,5197 2,6639 2,7509 2,7462 2,7401

8 1,8547 3,0613 2,7317 2,7812 2,7334 2,7369

9 3,6946 3,2823 2,7805 2,7320 2,7419 2,7389

10 2,1909 2,8262 2,7461 2,7389 2,7463 2,7380

Varianssi 0,458012113 | 0,06409682 | 0,002898649 | 0,000517058 | 4,10204E-05 | 1,4961E-06

Todennikoisyys | Toistojen maddrd | 10 100 1 000 10 000 100 000 1 000 000

Toistokerta

1 0,4000 0,4000 0,4030 0,4012 0,4030 0,4013

2 0,4000 0,4100 0,4160 0,4083 0,4011 0,4014

3 0,5000 0,3800 0,4020 0,3955 0,4058 0,4015

4 0,4000 0,4990 0,3930 0,4037 0,4009 0,4020

5 0,2000 0,4600 0,4180 0,3981 0,4023 0,4013

6 0,4000 0,4900 0,3930 0,4088 0,4020 0,4011

7 0,6000 0,4800 0,4080 0,4013 0,4000 0,4007

8 0,4000 0,4400 0,4070 0,3954 0,4013 0,4023

9 0,3000 0,5000 0,3970 0,3972 0,3994 0,4016

10 0,5000 0,4100 0,3780 0,4038 0,4003 0,4003

Varianssi 0,0109 0,00181049 | 0,00012745 | 2,12761E-05 | 3,0169E-06 | 3,005E-07
Keskiarvo 0,4014

kosta ndahdéin, ettd saatu luku ei ole simulaation kannalta yllattavi. Se kidyttdytyy samalla tavalla
kuin odotusarvo seki keskihajonta siind, ettd yksittdisten toistokokeiden vélinen vaihtelu pienenee

ja saadun arvon tarkkuus suurenee, mitd suuremmalla otoskoolla simulaatio suoritetaan.

Saadun arvon eroavuutta teoreettisesti oikeasta luvusta voidaan selittad silld, ettd simulaation hel-
met pédtyvit rajattuihin lokeroihin. Siispd saatu jakauma helmien loppusijoituksista on diskreetti,
siind missé teoreettinen arvo on annettu jatkuvalle normaalijakaumalle. Taulukosta ndhdéén, ettid
odotusarvo ldhestyy koordinaattia (0, 0) ja keskihajonta arvoa 2.73. Diskreetissa jakaumassa hel-
men laskeutuessa jollakin akselillaan jatkuvalle vilille [2, 3] helmen tulee péityd joko kokonaislu-
kuarvolliseen koordinaattiin 2 tai 3. Koska normaalijakaumassa toistot sijoittuvat lahestyen otoksen
odotusarvoa, simulaation tyylisiin lokeroihin jakaessa ikdin kuin kahden lokeron viliin paityvit
tulokset sijoittuvat todennikdisemmin lihempidnd odotusarvoa olevaan lokeroon. Simulaatiosta
saatua suurempaa todennikoisyyttd osua yhden keskihajonnan pddhidn odotusarvosta voitaneen

selittdd talld ilmiolla.



17

4. YHTEENVETO

Galtonin kuutioon tutustumiseksi kaytiin ensin ldpi perinteistd, kaksiulotteista Galtonin lautaa.
Galtonin laudan késittely rajattiin puhtaasti matemaattiseksi Claude Shannonin informaatioteorian
avulla. Informaatioteoriaa soveltaen todettiin Galtonin laudan helmien muodostavan tidysin ennalta
tietdméttomén jakauman, jonka jilkeen todistettiin normaalijakauman entropian olevan kaikista
jatkuvista todennikoisyysjakaumista suurin. Pascalin kolmion todettiin myods olevan merkittiva
tyokalu osaltaan selittimdidn todennikoisyysjakauman syntyd ja reittien lukumaéérien vaikutusta

sen syntyyn.

Kaksiulotteisesta Galtonin laudasta siirryttiin kolmiulotteiseen Galtonin lautaan, jota tidssé tyOssd
nimitettiin lyhyesti Galtonin kuutiona. Galtonin kuution ideaa tuettiin kaksiulotteisen laudan as-
pekteilla, jonka jélkeen todettiin ideaalin mallin ja sen simuloinnin olevan timén tyon intresseja
mukailevampi tapa Galtonin kuution mallintamiseksi. Simulaatiota ja tatd tyotd varten koodattiin
liitteestd A 10ytyvd ohjelma, jonka avulla simuloitiin Galtonin kuutiolla toteutettuja toistokokei-
ta. Toistokokeita suoritettiin useita erilaisilla otosko’oilla aina kymmenesté tuhannesta miljoonaan
saakka, ja saadut tulokset odotusarvolle ja keskihajonnalle erikseen x- ja y-akselien suhteen taulu-

koitiin ylos.

Lopuksi taulukkoon keréttyid dataa seké simulaation piirtimié graafeja katsomalla havaittiin Galto-
nin kuution niin ikd4n noudattavan kaksiulotteista normaalijakaumaa. T#t4 tukivat saadut odotusar-
von ja keskihajonnan arvot, mutta myos se, ettid tiputettujen helmien todennikoisyydeksi tippua
enintddn yhden keskihajonnan padhin odotusarvosta saatiin teoreettista todennédkdisyyttd lahelld
oleva arvo. Heittoa teoreettisesta arvosta selitettiin simulaation lokeroiden diskreetilld luonteella

ja sen aiheuttamalla jakauman viiristymalla.
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LIITE A: GALTONIN KUUTION SIMULAATIO -
MATLAB-KOODI

% @Author: Jimi Asikainen

% This code has been written in its entirety by the author. No pieces of
% it have been taken from elsewhere.

% At the start, there are multiple variables and information on how they
% can be used. The simulation can be greatly modified with them. The

% user doesn't have to understand the rest of the code to simulate

% Galton's cube successfully. Nevertheless, comments have been added

% throughout the rest of the software for anyone interested in the

% working principles.

% z_scale: the height

z_scale = -5:14;

z_scale_limits = z_scale(size(z_scale));

bottom_coordinate = z_scale_limits(1l);

top_coordinate = z_scale_limits(2);

% Galton_cube_height: The number of layers of pegs that are there for the
% beans to bounce off. The recommended value is 10. Use values between 1
% and 10.

Galton_cube_height = 10;

% repeats: how many balls are dropped through the Galton's cube. For

% example, you can try these values: 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000,

% 1 000 000.

repeats = 100000

% animate: true, if you want to animate beans dropping. false, if you

% want only to plot the result. Setting this false makes the process

% extremely quicker.

animate = false;

% animate_balls: if animate is true, setting this true animates using

% red balls. false uses lines instead of balls. Setting this false makes



% the process greatly faster.

animate_balls = true;

% animated_balls_amount: how many red balls are plotted between two
% individual locations. The recommended value is 4.

animated_balls_amount = 4;

% coordinate map for saving dropped balls' end locations. y dimension

y_map = [-10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10,
-10 -10 -10 -10 -10 -10;
-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9-9;
-8 -8 -8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8-8;
-7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7;
-6 -6 -6 -6 -6 -6-6-6-6-6-6-6-6-6-6-6-6-6-6-6-6;
--5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5-5;
-4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4-4-4-4-4-4-4-4-4-4-4-4 -4;
-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3;
-2 -2 -2 -2 -2
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9;
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10;]1;

% x dimension

© 00 N O U1 D W N R ©
O 00 N O v b W N R o
© 00 N O U1 D W N R O R
W 00 N O v b W N —»,r o
O 00 N O Ui b W N =B O
O 00 N O Ui b W N B O =
O 00 N O Ui A W N R ©
O 00 N O v b W N =R o
W 00 N O Ui b W N R © =
O 00 N O v b W N = o
O 00 N O Ui b W N = O
© 00 N O Ui b W N R O =
O 00 N O v b W N R o
O 00 N O v h W N P ©
O 00 N O Ui b W N B O B
O 00 N O v b W N B O
O 00 N O Ui b W N = O
© 00 N O vi b W N PR O K
O 00 N O v b W N R o
W 00 N O Uvi b W N —»,r o

X_map = y_map';

% starting plot area

box = plot3(1,1,z_scale);

% starting camera
v = [0,15];

view(v)

hold on

grid on



21

z = Galton_cube_height;
% Set the cube's pegs

for z_index = 1:z

for x_index = -(z-z_index): (z-z_index)
for y_index = -(z-z_index): (z-z_index)
plot3(x_index, y_index, z_index, '."')
end
end

end

% Set the bottom surf plot for normal distribution
normal_surface = zeros(21) + bottom_coordinate;

surf_plot = surf(x_map, y_map, normal_surface);

% starting level of dropped balls
ball_starting_height = top_coordinate;

% Count the normal distribution, either with ball animation, line
% animation or no animation at all.
% Note: There are three almost identical functions used here, which
% repeats plenty of code and therefore is against the standard rules of
% coding. However, this way we dodge having multiple different
% if-statements inside the code, which would have an effect on the speed
% of the repeated trial. Instead, here we have only two "if"-statements,
% followed by calling the fitting function. That is why the programmer
% has decided this to be the best way to approach the problem, even
% though it requires more lines of code.
if (animate == false)

normal_surface = ND_not_animated(repeats, ball_starting_height,

bottom_coordinate, Galton_cube_height, normal_surface);

else

if (animate_balls == true)
normal_surface = ND_animated_balls(repeats,
ball_starting_height, bottom_coordinate, Galton_cube_height,
normal_surface, x_map, y_map, animated_balls_amount);

else
normal_surface = ND_animated_lines(repeats,
ball_starting_height, bottom_coordinate, Galton_cube_height,
normal_surface, x_map, y_map);

end

end



% Plot the result distribution

surf_plot = surf(x_map, y_map, normal_surface);

% Fix the values for the calculations.

normal_surface = normal_surface + 5;

mean_coordinate = get_mean_coordinate(normal_surface, repeats)

variance_coordinate = get_variance_coordinate(normal_surface,

repeats, mean_coordinate)

% Standard deviation is the square root of variance.

standard_deviation = sqrt(variance_coordinate)

probability = get_standard_deviation_probability(normal_surface,

standard_deviation, mean_coordinate, repeats)

function target_position = set_target_position(current_position, x, y)

arguments

current_position

x {mustBeNumeric}

y {mustBeNumeric}
end
% Add x and y
target_position(l) = current_position(l) + x;
target_position(2) = current_position(2) + y;
% Lower the bean location by one.
target_position(3) = current_position(3) - 1;

end

function [x, y] = random_walk()
% Eight possible paths to fall to.
rand_int = (randi(8) - 1);
% Use the unit circle to get random values for x and y. Possible
% values are -1, 0 and 1.
rand_deg = rand_int*(pi/4);
X = cos(rand_deg);

y = sin(rand_deg);

% Fix the remainder mistake caused by having a calculation done with

% float variables, where the result should be 0, but is something



end

% between [ -1*10A(-5), 1*10A(-5) ] instead.
if abs(x) < 0.001

X = 0;
end

% If x is not zero, it gets the value of -1 or 1.

if x ~= 0
% If cos (x) is positive, x = 1.
if x>0
x = 1;
% Otherwise it is negative and x = -1.
else
X = -1;
end

end

% Fix the remainder mistake (when y is actually zero).
if abs(y) < 0.001

y = 0;
end
ify~=0
% If sin (y) is positive, y = 1.
ify>20
y =1;
% Otherwise it is negative and y = -1.
else
y =-L
end
end

function normal_surface = ND_not_animated(repeats,

ball_starting_height, bottom_coordinate, Galton_cube_height,
normal_surface)
% Repeat drops for repeats.
for i = 1:repeats
% Set current position to starting position (middle and starting
% height).
current_position = [0, 0, ball_starting_height];
% Current position(3) equals height
while current_position(3) > bottom_coordinate
% If the height is inside the area of pebbles, get the new
% coordinate after hitting a pebble.
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if current_position(3) > 0 && current_position(3) <= ...
Galton_cube_height
[x, y] = random_walk();
% Otherwise move the bean downwards
else
X = 0;
y = 0;
end
target_position = set_target_position(current_position,
X, ¥);
% Update the position of the bean
current_position = target_position;
end
% Values of the plot are between [-10, 10] and values in the
% coordinate maps are between [1, 21]. We fix this by adding
% 1 - (-10) = 11.
x = 11 + current_position(2);
y = 11 + current_position(1l);
% Add a bean to it's ending compartment
normal_surface(x, y) = normal_surface(x, y) + 1;
end

end

function normal_surface = ND_animated_balls(repeats,
ball_starting_height, bottom_coordinate, Galton_cube_height,
normal_surface, x_map, y_map, animated_balls_amount)
% Repeat drops for repeats.
for i = 1l:repeats
% Set current position to starting position (middle and starting
% height).
current_position = [0, 0, ball_starting_height];
% Set spin for the rotation of Galton's cube
spin = 1;
% Set tag_counter for deleting the path plots of an individual
% bean.
tag_counter = 1;
% Current position(3) equals height
while current_position(3) > bottom_coordinate
% If the height is inside the area of pebbles, get the new
% coordinate after hitting a pebble.
if current_position(3) > 0 && current_position(3) <= ...

Galton_cube_height
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[x, y] = random_walk();
% Otherwise move the bean downwards
else
X = 0;
y = 0;
end
target_position = set_target_position(current_position,

X, ¥);

% The path to the next pebble
target_vector = (target_position - current_position);
% Plot balls for the amount of animated_balls_amount.
for i = l:animated_balls_amount
ball_coordinate = current_position + ...
i*(1/animated_balls_amount)*target_vector;
ball_marker = plot3(ball_coordinate(l),
ball_coordinate(2), ball_coordinate(3),

ro', 'MarkerFaceColor','r');
% Tag the plot to delete it later.
tag_str = int2str(tag_counter);
set(ball_marker, 'tag',tag_str)
tag_counter = tag_counter + 1;

% Rotate the view around the cube.
[caz, cel] = view();

v = [caz, cel] + [spin, 0];

view(v)

% Time waited between ball plots
pause(0.001)
end
% Update the position of the bean
current_position = target_position;
end
% Values of the plot are between [-10, 10] and values in the
% coordinate maps are between [1, 21]. We fix this by adding
% 1 - (-10) = 11.
x = 11 + current_position(2);
y = 11 + current_position(l);
% Add a bean to it's ending compartment
normal_surface(x, y) = normal_surface(x, y) + 1;
% Update the normal surface plot after each bean.

surf_plot = surf(x_map, y_map, normal_surface);



% Delete the plotted path the bean fell.
remove_path(tag_counter)
end

end

function normal_surface = ND_animated_lines(repeats,
ball_starting_height, bottom_coordinate, Galton_cube_height,
normal_surface, x_map, y_map)
% Repeat drops for repeats.
for i = 1:repeats
% Set current position to starting position (middle and starting
% height).
current_position = [0, 0, ball_starting_height];
% Set spin for the rotation of Galton's cube
spin = 1;
% Set tag_counter for deleting the path plots of an individual
% bean.
tag_counter = 1;
% Current position(3) equals height
while current_position(3) > bottom_coordinate
% If the height is inside the area of pebbles, get the new
% coordinate after hitting a pebble.
if current_position(3) > 0 && current_position(3) <= ...
Galton_cube_height
[x, y] = random_walk();
% Otherwise move the bean downwards
else
X = 0;
y = 0;
end
target_position = set_target_position(current_position,

X, ¥);

% Plot the line between the current pebble and the next one.

line_plot = plot3([current_position(l),
target_position(l)], [current_position(2),
target_position(2)], [current_position(3),
target_position(3)], 'Color','r');

% Tag the plot to delete it later.

tag_str = int2str(tag_counter);

set(line_plot, 'tag',tag_str)

tag_counter = tag_counter + 1;
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% Rotate the view around the cube.
[caz, cel] = view();

v = [caz, cel] + [spin, 0];

view(v)

% Update the position of the bean
current_position = target_position;
% Time waited between line plots.
pause(0.001)

end

% Values of the plot are between [-10, 10] and values in the

% coordinate maps are between [1, 21]. We fix this by adding

% 1 - (-10) = 11.
x = 11 + current_position(2);
y = 11 + current_position(1l);

% Add a bean to it's ending compartment

normal_surface(x, y) = normal_surface(x, y) + 1;
% Update the normal surface plot after each bean.

surf_plot = surf(x_map, y_map, normal_surface);

% Delete the plotted path the bean fell.
remove_path(tag_counter)
end

end

function remove_path(tag_counter)

% Plots are marked with tags starting from number 1.

% plots is saved as tag_counter.
for i = 1l:tag_counter
% Delete plot by tag number.
tag_str = int2str(i);
plot_to_remove = findobj('tag',tag_str);
delete(plot_to_remove)
end

end

Amount of tagged

function mean_coordinate = get_mean_coordinate(normal_surface, repeats)

% Sum of all beans on each x coordinate (all columns summed)

Sx = sum(normal_surface, 1);

% Collect all x values from dropped beans.
x_values = zeros(repeats, 1);

% Index to mark values on x_values.
counter = 1;

for coordinate = -10:10
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end
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column = Sx(coordinate+11);
% Add x coordinate to x_values for each bean dropped on each one.
for index = 1:column
x_values(counter) = coordinate;
counter = counter + 1;
end
end
% Calculate the mean for the x coordinate.

mean_coordinate_x = mean(x_values);

% Sum of all beans on each y coordinate (all rows summed)
Sy = sum(normal_surface, 2);
% Collect all y values from dropped beans.
y_values = zeros(repeats, 1);
% Index to mark values on y_values.
counter = 1;
for coordinate = -10:10
row = Sy(coordinate+11);
% Add y coordinate to y_values for each bean dropped on each one.
for index = l:row
y_values(counter) = coordinate;
counter = counter + 1;
end
end
% Calculate the mean for y coordinate.

mean_coordinate_y = mean(y_values);

% Return mean_coordinate containing mean values for both axes.

mean_coordinate = [mean_coordinate_x, mean_coordinate_y];

function variance_coordinate = get_variance_coordinate(normal_surface,

repeats, mean_coordinate)

% Collect mean values of both axes from mean_coordinate.
mean_x = mean_coordinate(l);

mean_y = mean_coordinate(2);

% Sum of all beans on each x coordinate (all columns summed)
Sx = sum(normal_surface, 1);

% Collect the value of (x-mean_x)*2 for each bean.
variance_portion_x = zeros(repeats, 1);

% Index to mark values on variance_portion_x.

counter = 1;



for coordinate = -10:10
column = Sx(coordinate+11);
for index = 1:column
variance_portion_x(counter) = (coordinate - mean_x)A2;
counter = counter + 1;
end
end
% Calculate the x coordinate variance for the data collected.

variance_coordinate_x = sum(variance_portion_x)/repeats;

% Sum of all beans on each y coordinate (all rows summed)
Sy = sum(normal_surface, 2);
% Collect the value of (y-mean_y)A2 for each bean.
variance_portion_y = zeros(repeats, 1);
% Index to mark values on variance_portion_y.
counter = 1;
for coordinate = -10:10
row = Sy(coordinate+11);
for index = l:row
variance_portion_y(counter) = (coordinate - mean_y)A2;
counter = counter + 1;
end
end
% Calculate the y coordinate variance for the data collected.

variance_coordinate_y = sum(variance_portion_y)/repeats;

% Return both variances.
variance_coordinate = [variance_coordinate_x, variance_coordinate_y];

end

function probability = get_standard_deviation_probability( ...
normal_surface, standard_deviation, mean_coordinate, repeats)
% Count how many beans found between Mu +- Sigma (mean +- standard
% deviation)
counter = 0;
% Go through every compartment on the bottom
for coordinate_x = -10:10
for coordinate_y = -10:10
% amount of how many beans in a compartment (x,y)
coordinate_xy_amount = normal_surface(coordinate_x + 11,
coordinate_y + 11);

% if amount is zero (i = 1:0), this is skipped. If not, this



end

% compartment is checked if it is between Mu +- Sigma
for i = 1:coordinate_xy_amount
if ( (coordinate_x < mean_coordinate(l) + ...
standard_deviation(1l)) && (coordinate_x > ...
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mean_coordinate(l) - standard_deviation(l)) && ...

(coordinate_y < mean_coordinate(2) + ...
standard_deviation(2)) && (coordinate_y > ...
mean_coordinate(2) - standard_deviation(2)) )
counter = counter + 1;
end
end
end

end
% Lastly, count the probability that a random bean has landed at a

% coordinate inside Mu +- Sigma

probability = counter / repeats;
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