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Téssa tyossa esitellddn Bolzanon—Weierstrassin lause reaalilukujonoille sekd kysei-
nen lause yleistettynd euklidisiin avaruuksiin R” kuuluville jonoille. Tyon tavoitteena
on esitelld ndiden lauseiden samankaltaisuutta. Samalla nostetaan esiin eri ldhteiden
erilaisia tulkintoja Bolzanon—Weierstrassin lauseesta, silli eri ldhteissd voidaan vii-
tata eri lauseisiin Bolzanon—Weierstrassin lauseena.

Aluksi esitellddn taustatietoja, joita tarvitaan edelld mainitun lauseen todistami-
seen reaalilukujonojen tapauksessa. Nditd ovat muun muassa jonon suppenemisen
madritelmd, suppenevan jonon rajoittuneisuus ja monotoninen suppeneminen. Lisdk-
si esitellddn lause 2.4, joka todistaa, ettd jokaisella jonolla on monotoninen osajono
seki lause 2.5, joka todistaa, ettd jokaisella rajoitetulla jonolla on suppeneva osajo-
no. Esimerkin avulla huomautetaan, ettd my0s rajoittamattomalla jonolla voi olla
suppeneva 0sajono.

Seuraavaksi esitelldédn taustatietoja, joita tarvitaan Bolzanon—Weierstrassin lauseen
yleistyksen todistamisessa euklidisissa avaruuksissa R”. Nditd ovat muun muassa
komponenteittain suppeneminen, osajoukon rajoittuneisuus, jonokompaktius seka
lause 3.2, jossa osoitetaan, ettd jonokompakti osajoukko on suljettu ja rajoitettu.

Luvussa 4 esitelldén lauseiden todistukset ensin reaalilukujonoille ja sitten eukli-
disien avaruuksien jonoille. Samalla esitelldin eri ldhteiden erilaiset tulkinnat Bolzanon—
Weierstrassin lauseelle. Lopuksi huomioidaan lauseiden 4.1 ja 4.3 yhtenevyys yleis-
tettdessd lause reaalilukujonoista euklidisien avaruuksien jonoihin sekd huomioidaan
esiteltyjen jonokompaktiuslauseiden todistusten samankaltaisuus.

Tulokset perustuvat pidildhteend kaytettyyn Patrick Fitzpatrickin teokseen Ad-
vanced Calculus: Second Edition. Tyon tukena on kiytetty Donald Yaun teosta A
First Course in Analysis. Lukijalta oletetaan tdydellisyysaksiooman ja perusanalyy-

sin tuntemusta.
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1 Johdanto

Téssd tyossa esitellddn Bolzanon—Weierstrassin lause reaalilukujonoille sekd lause
yleistettynd euklidisiin avaruuksiin R” kuuluviin jonoihin. Tyon tavoitteena on esitel-
14 ndiden lauseiden samankaltaisuutta. Samalla nostetaan esiin eri ldhteiden erilaisia
tulkintoja Bolzanon—Weierstrassin lauseesta, silla eri lahteissd viitataan eri lausee-
seen Bolzanon—Weierstrassin lauseena.

Aluksi esitelldédn taustatietoja, joita tarvitaan edelld mainitun lauseen todistami-
seen reaalilukujonojen tapauksessa. Nditd ovat muun muassa jonon suppenemisen
mairitelmd, suppenevan jonon rajoittuneisuus ja monotoninen suppeneminen. Li-
sdksi osoitetaan, ettd jokaisella jonolla on monotoninen osajono, ja ettd jokaisella
rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.

Seuraavaksi esitelldén taustatietoja, joita tarvitaan Bolzanon—Weierstrassin lauseen
yleistyksen todistamisessa euklidisissa avaruuksissa R”. Néitd ovat muun muassa
komponenteittain suppeneminen, osajoukon rajoittuneisuus ja jonokompaktius seka
osoitetaan, ettd jonokompakti osajoukko on suljettu ja rajoitettu.

Luvussa 4 esitelldén lauseiden todistukset ensin reaalilukujonoille ja sitten eukli-
disien avaruuksien jonoille. Samalla esitelldédn eri lahteiden erilaiset tulkinnat Bolzanon—
Weierstrassin lauseelle. Lopuksi huomioidaan kyseisten lauseiden yhtenevyys seki
jonokompaktiuslauseiden todistusten samankaltaisuus.

Tulokset perustuvat pdidldhteend kaytettyyn Patrick Fitzpatrickin teokseen Ad-
vanced Calculus: Second Edition. Tyon tukena on kaytetty Donald Yaun teosta A
First Course in Analysis. Lukijalta oletetaan tdydellisyysaksiooman ja perusanalyy-

sin tuntemusta.



2 KEsitietoja reaaliluvuilla

2.1 Suppenemisen mairitelméa

Mairitelladn aluksi jonon suppeneminen, silld suppenemisen madritelmai tarvitaan

myO0hemmin suppenevan jonon rajoittuneisuutta todistettaessa.

Mairitelma 2.1 (vrt. [1, s. 26]). Jonon {a,} sanotaan suppenevan kohti pistetti a,
jos jokaiselle luvulle £ > 0 on olemassa sellainen indeksi N € N siten, ettd on
voimassa

la, —a| < & Xkaikillan > N.
Olkoon luvut x,/,r € R jar > 0, jolloin
|lx -] <r, josjavainjos [—r <x<lIl+r.

Silloin jono {a, } suppenee kohti pistetti a, jos jokaista lukua £ > 0 kohti on olemassa

sellainen indeksi N, ettd on voimassa
a—&<a,<a+e kaikillan > N,

mika tarkoittaa sitd, ettd a, kuuluu vilille (a — &, a + €) kaikillan > N.

2.2 Suppeneva jono on rajoitettu

Joukon S sanotaan olevan rajoitettu, jos se on rajoitettu ylhdilta ja alhaalta. Toisin

sanoen on olemassa luku M > 0, jolle on voimassa
|x| < M jokaisella pisteelld x € S.

Miaritelmé 2.2 (vrt. [1, s. 35]). Jono {a,} on rajoitettu, jos on olemassa luku M
siten, etta

la,| < M kaikilla n.
Lause 2.1. Jokainen suppeneva jono on rajoitettu.

Todistus. (Vrt. [1, s. 35].) Olkoon {a,} jono, joka suppenee kohti pistettd a. Suppe-
nemisen madritelmasti seuraa, ettid valittaessa € = 1 voidaan valita indeksi N siten,
ettd on voimassa

la, —a| <1 kaikillan > N.



Voidaan kirjoittaa a, = (a, — a) + a, mistd kolmioepéayhtilod soveltamalla saadaan,
etta

lan| = |(an — a) +al < |a, —al +1al.

Valitaan indeksi N siten, etta
lay| < 1+|a| kaikillan > N.
Olkoon M = max{1 + |a|, |ai], |az|, ..., |an-1]|}. Silloin
la,] < M jokaisella n,

minki seurauksena jono {a,} on rajoitettu méaritelmin 2.2 nojalla. O
Seuraavaa apulausetta tarvitaan sitd seuraavan lauseen todistuksessa.

Apulause 2.1. Oletetaan, ettd jono {d,} suppenee kohti lukua d ja ettd d, > 0
kaikilla n € N. Silloin luku d > 0.

Todistus. (Vrt.[1,s.36].) Todistetaan viite tekemailla vastaoletus, ettd d < 0. Olkoon

= —d/2. Silloin e > 0jad+¢e = d/2 < 0. Télloin vili (d — €,d + €) koostuu
negatiivisista luvuista, jolloin yksikddn jonon {d,} termi ei ole kyseiselld vililld.
Siitd syystid jono {d,} ei voi supeta kohti lukua d. Tamé on ristiriita, misti seuraa,

ettdid > 0. m|

Lause 2.2. Olkoon {c,} jono, jonka alkiot kuuluvat vdlille [a, b]. Jos {c, } suppenee

kohti pistettd c, niin piste ¢ kuuluu vdlille a, b].

Todistus. (Vrt. [1, s. 37].) Suppenevien jonojen ominaisuuksien nojalla voidaan
kirjoittaa, ettad

lim [b—-c¢,] =1lim b - limc¢,=b—c.

n—oo n—oo n—oo
Jokaisella indeksilld n jono ¢, kuuluu vilille [a, b], jolloin b — ¢, > 0. Silloin
apulauseen 2.1 nojalla myos b — ¢ > 0. Samalla tavalla voidaan kirjoittaa, etti

lim [¢, —a] = lim ¢, — lim a = ¢ —a.

n—oo n—oo n—oo

Koska jonon c;, alkiot kuuluvat vilille [a, b], niin ¢, — a > 0, niin apulauseen 2.1
nojalla myos ¢ —a > 0. Koska a < ¢ < b, niin siitd seuraa, etté piste ¢ kuuluu vilille
[a, b]. O



2.3 Monotonisen jonon suppeneminen

Madritelldin aluksi jonon kasvaminen ja viheneminen.

Mairitelmi 2.3 (vrt. [1, s. 38]). Jono {a,} on kasvava, jos
anps+1 > a, jokaisella n.
Jono {a,} on vihenevi, jos
any1 < a, jokaisella n.

Jonoa {a,} sanotaan monotoniseksi, jos se on kasvava tai viheneva.

Seuraavaksi esittellddn monotonisen jonon suppenemislause, jota tarvitaan myo-

hemmin seuraavissa todistuksissa.

Lause 2.3. Monotoninen jono suppenee, jos ja vain jos se on rajoitettu. Rajoitettu ja

monotoninen jono {a,} suppenee kohti raja-arvoa
i) sup{ a, | n € N}, jos se on kasvava tai
i) inf{a, | n € N}, jos se on vihenevi.

Todistus. (Vrt. [1, s. 38-39].) Aiemmin on todistettu, ettd suppeneva jono on rajoi-
tettu. Osoitetaan, ettd jos monotoninen jono {a,} on rajoitettu, se suppenee kohdissa
1) ja i1) mainittuja raja-arvoja kohti.

Oletetaan, ettd jono {a,} on kasvava. Jos midritellddn S = {a, | n € N},
oletuksen mukaan S on ylhiilta rajoitettu. Tdydellisyysaksiooman nojalla joukolla S
on pienin yldraja. Méiritelldan [ = sup S. Todistetaan, ettd jono {a,} suppenee kohti

pistettd /. Olkoon & > 0. Silloin tulee 10ytdd indeksi N siten, ettd
la, — 1| <& kaikillan > N,

eli

(2.1) l-eg<a,<l+e kaikillan > N.

Koska [ on joukon S yléraja, on voimassa

2.2) a, <l <Il+¢e kaikillan.



Toisaalta, koska / on joukon S pienin yldraja, [ — € ei ole joukon S yldraja. Silloin on
olemassa indeksi NV siten, ettd [ — & < ay. Mutta koska jono {a,} on kasvava, niin

on voimassa
(2.3) [—eg<ay <a, kaikilan>N.

Epiyhtdloistd (2.2) ja (2.3) seuraa ensiksi mainittu epayhtdld (2.1), joten jono {a,}

suppenee kohti pistettd /. Vidhenevin jonon tapaus todistetaan samaan tapaan. O

Mairitelmi 2.4 (vrt. [1, s. 45]). Maksimi-indeksi (peak index) on jonon {a, } indeksi
m siten, etta

a, < a,, kaikillan > m.

Toisin sanoen, jonon {a,} alkio {a,,} on my0s yldraja kaikille sitd seuraaville al-
kioille.

Lause 2.4. Jokaisella jonolla on monotoninen osajono.

Todistus. (Vrt.[1,s.45].) Onolemassa joko dérellinen méira tai ddreton maédra jonon
{a,} maksimi-indekseji. Kasitellddn tapaukset, joissa on dérellinen ja ddreton maaira
maksimi-indekseji erikseen.

Jos on olemassa ddrellinen méérd maksimi-indeksejd, voidaan valita sellainen
indeksi N € N, ettd ei ole olemassa suurempia maksimi-indeksejd kuin N. Méiritel-
ladn rekursiivisesti monotonisesti kasvavan jonon {n;} osajono {a,}, missd n € N.

Olkoon n1 = N + 1. Oletetaan, ettd positiivinen kokonaislukuindeksi k
np<npy<---<ng

on valittu siten, ettd

Ap, < Qpy, < -+ < ay,.

Koska n; > N, niin n; ei ole maksimi-indeksi. Silloin on olemassa indeksi nj,; >
ni, josta seuraa ettd a,,,, > a,,. Niin ollen rekursiivisesti madritellylld, aidosti
kasvavalla jonolla {nx} on aidosti kasvava osajono {a,, }.

Toisena tapauksena kédsitellddn tilannetta, jossa on olemassa dareton maard maksimi-
indekseji. Olkoon jokaiselle luonnolliselle luvulle k£ voimassa, etti ny on k. maksimi-
indeksi. Suoraan maksimi-indeksin mééritelmésti seuraa, ettd silloin osajono {a,, }

on monotonisesti viheneva. O

Lause 2.5. Jokaisella rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.



Todistus. (Vrt. [1, s. 45].) Olkoon {a, } rajoitettu jono. Lauseen 2.4 mukaan voidaan
valita monotoninen osajono {ay, }, joka on rajoitettu, koska {a,} on rajoitettu. Siitd
seuraa, ettd osajono {a,, } on rajoitettu monotoninen jono. Silloin lauseen 2.3 mukaan

osajono {a,, } suppenee. O

Seuraavassa esimerkissd esitetddn huomio, ettd myos rajoittamattomalla jonolla

voi olla suppeneva osajono.

Esimerkki 2.1 (Vrt. [2, s. 47]). Jono {a,} = {1,1.2,3,3,1,...} ei ole rajoitettu,

mutta silld on suppeneva osajono {%, %, %, o }
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3 Esitietoja useammassa ulottuvuudessa

3.1 Komponenteittain suppeneminen

Seuraavaksi tarkastellaan esitietoja euklidisissa avaruuksissa R”. Aluksi tutustutaan
komponenttiprojektiofunktioon, joka tunnetaan myos nimelld koordinaattiprojektio,
sekd komponenteittain suppenemisen kriteeriin, jota tarvitaan lauseen 4.3 todistami-

sessa.

Mairitelma 3.1 (vrt. [1, s. 279]). Midritelldaéan jokaiselle indeksille i, kun 1 < i < n,

i. komponenttiprojektiofunktio p;: R" — R siten, ettd

pi(u) =u;, kunwu = (uy,...,u,) €R".
Tastd seuraa suoraan, etta

u=(pi(u),...,p,(u)), kunu e R",

jolloin piste on tdysin madritelty komponenttiprojektiofunktion arvoina Kyseisessi

pisteessa.

Miaritelma 3.2 (vrt. [1, s. 280]). Jono {uy} € R" suppenee komponenteittain kohti

pistettd u € R", jos jokaiselle indeksille 7, missd 1 < i < n, on voimassa
lim p;(uy) = pi(u).
k—o00

Lause 3.1 (Komponenteittain suppenemisen kriteeri). Olkoon jono {u;} € R" ja
piste u € R". Jono {u;} suppenee kohti pistetti u, jos ja vain jos {uy} suppenee

komponenteittain kohti pistettd u.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [1, s. 280]. O

3.2 Osajoukon rajoittuneisuus
Tarkastellaan, miti tarkoittaa, ettd osajoukko on jonokompakti tai etti se on rajoitettu.

Sen jilkeen jatketaan jonokompaktin osajoukon ominaisuuksiin.

Miiéritelma 3.3 (vrt. [1, s. 299]). Olkoon A joukon R”" osajoukko. Osajoukko A
on jonokompakti, jos jokaisella jonolla, jonka alkiot kuuluvat osajoukkoon A, on

0sajono, joka suppenee kohti pistetti osajoukossa A.

11



Mairitelma 3.4 (vrt. [1, s. 299]). Osajoukko A € R" on rajoitettu, jos on olemassa

luku M, jolle on voimassa
||u]| < M Kkaikillau € A.

Lause 3.2. Jonokompakti osajoukko A € R" on rajoitettu ja suljettu.

Todistus. (Vrt. [1,s.299].) Olkoon A € R" jonokompakti osajoukko. Osoitetaan, et-
td A on suljettu. Olkoon {u;} € A jono, joka suppenee kohti pistettd # € R”. Silloin
jokainen jonon {u } osajono suppenee kohti pistettd u. Jonokompaktiuden médritel-
min mukaan jokin osajono suppenee kohti pistettd osajoukossa A. Silloin # kuuluu
osajoukkoon A, joten A on suljettu. Todistetaan, ettd A on rajoitettu vastaoletuksen
avulla. Oletetaan, ettd A ei ole rajoitettu. Silloin jokaiselle k € N ei ole voimassa,
etta

llu|| < k kaikilla pisteilld u € A.

Valitaan piste u; osajoukosta A, siten ettd ||u;| > k. Koska A on jonokompakti,

jonon {uy} osajono {u kj} suppenee kohti pistettd u € A. Mutta silloin
llwg, || > k; > j kaikille j € N.

Silloin reaalilukujono {||ukj ||} ei ole rajoitettu, mutta se suppenee kohti pisteen u
normia. Mutta tillaiset reaalilukujonot ovat rajoitettuja, jolloin timéd on ristiriita,

minké seurauksena osajoukon A taytyy olla rajoitettu. O
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4 Bolzanon—Weierstrassin lause

4.1 Lause reaaliluvuilla

Seuraavaa lausetta kutsutaan usein Bolzanon—Weierstrassin lauseeksi, kun Kkisitel-

laédn reaalilukujonoja.
Lause 4.1. Jokaisella rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.

Todistus. (Vrt. [2, s. 46-47].) Olkoon {a,} rajoitettu jono ja on olemassa positiivi-
nen luku M € R siten, ettd |a,| < M kaikilla luvuilla n € R. Koska lauseen 2.4
mukaan jokaisella jonolla on monotoninen osajono, myos jonolla {a,} on monoto-
ninen osajono {ay,, }. Siitd seuraa, ettd |a,, | < M kaikilla indekseilld ny, joten se on
myos rajoitettu. Tédllainen monotoninen, rajoitettu jono {a,, } suppenee lauseen 2.3

perusteella. o

Pailahteend kaytetyssa Fitzpatrickin teoksessa Bolzanon—Weierstrassin lauseeksi
kutsutaan kuitenkin lauseesta 4.1 seuraavaa Jonokompaktiuslausetta, joka esitelldin

seuraavaksi.

Mairitelma 4.1 (vrt. [1, s. 46]). Reaalilukujoukko S on jonokompakti, jos jokaisella

joukon S jonolla {a,} on osajono, joka suppenee kohti jotakin joukon § pistetta.

Lause 4.2 (Jonokompaktiuslause). Olkoon a ja b sellaiset reaaliluvut, ettdi a < b.
Vili [a,b] on jonokompakti, jos jokaisella vilin [a,b] jonolla on osajono, joka

suppenee kohti jotakin pistettd vdlilli [a, b].

Todistus. (Vrt. [1, s. 46].) Lauseen 4.1 mukaan jokaisella rajoitetulla jonolla on
suppeneva osajono. Olkoon {x,} jono, jonka alkiot kuuluvat vilille [a, b], jolloin se
on rajoitettu. Lauseen 4.1 mukaan on olemassa osajono {x,, }, joka suppenee. Koska
jonon {x,, } alkiot kuuluvat vilille [a, b], lauseen 2.2 mukaan se suppenee kohti

pistettd, joka kuuluu vilille [a, b]. O

Esimerkki 4.1. Olkoon S = (0, 1]. Tarkastellaan jonoa {a,} = {1/n | n € N }. Jono
{a,} on jono joukossa S. Jono {1/n} ja sen osajonot suppenevat kohti nollaa, kun

n — oo. Mutta koska nolla ei kuuluu joukkoon S, niin joukko S ei ole jonokompakti.

13



4.2 Lauseen yleistys

Joissakin teoksissa seuraavaa lausetta, joka on yleistys lauseesta 4.1 reaalilukujen R

joukosta euklidiseen avaruuteen R", kutsutaan Bolzanon—Weierstrassin lauseeksi.

Lause 4.3. Jokaisella rajoitetulla jonolla, joka kuuluu joukkoon R", on suppeneva

osajono.

Todistus. (Vrt. [1, s. 299].) Todistetaan induktiolla. Tapaus n = 1 on tidsmilleen
lauseen 2.5 mukainen. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoon jokaisella ava-
ruuden R” rajoitetulla jonolla suppeneva osajono. Olkoon {uy } rajoitettu jono ava-
ruudessa R™!. Kiinnitetiin positiivinen kokonaisluku k. Olkoon x; on jonon {u;}
viimeinen alkio, jolloin

up = Vi, xg)

missd v on piste avaruudessa R”, jonka i.komponentti on jonon u i.komponentti,
kun 1 < i < n. Taméd madrittdd kaksi jonoa: reaalilukujonon {x;} ja avaruuden
R” jonon {v}. Jono {vi} € R”" on rajoitettu ja {x;} on rajoitettu reaalilukujono.
Induktio-oletuksen mukaan jonon {v;} osajono suppenee kohti pistetti v € R”.
Vastaavasti jonon {x;} osajono suppenee kohti pistettd x € R. Komponenteittain
suppenemisen kriteeristd (lause 3.1) seuraa, ettd jonon {u} osajono suppenee kohti

u = (v, x), missi u on piste avaruudessa R"*!. O

Seuraavaa jonokompaktiuteen liittyvaa lausetta 4.4 kutsutaan muun muassa paa-

lahteend kaytetyssa Fitzpatrickin teoksessa Bolzanon—Weierstrassin lauseeksi.
Lause 4.4. A C R" on jonokompakti, jos ja vain jos A on rajoitettu ja suljettu.

Todistus. (Vrt. [1, s. 300].) Lauseen 3.2 mukaan jokainen jonokompakti osajoukko
A € R" on suljettu ja rajoitettu.

Todistetaan pdinvastainen vdite olettamalla, ettd osajoukko A on suljettu ja rajoi-
tettu. Olkoon {u } jono osajoukossa A. Koska {uy } on rajoitettu, lauseesta 4.3 seuraa,
ettd on olemassa jonon {uy} osajono {uy,}, joka suppenee kohti pistettd u € R".
Mutta koska {uy; } on osajoukon A jono, ja koska osajoukko A on suljettu, niin piste

u kuuluu osajoukkoon A, josta seuraa ettd osajoukko A on jonokompakti. O

Lauseita 4.1 ja 4.3 tarkasteltaessa huomataan, ettd lause yleistyy samanlaise-
na siirryttdessi reaalilukujonojen joukosta euklidisiin avaruuksiin R” kuuluviin jo-

noihin. Erona lauseissa on, ettd reaaliluvuilla jonon alkiot kuuluvat reaalilukujen
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joukkoon, ja yleistetyssi lausessa jonon alkiot kuuluvat joukkoon R”. Toisaalta, kun
verrataan edellisistd lauseista seuraavien jonokompaktiuslauseiden todistuksia, eli

lauseiden 4.2 ja 4.4 todistuksia, ndhddin my0Os niissé selvdd samankaltaisuutta.
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