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Tämän kandidaatintyön luettuaan lukija tietää, mikä on unkarilainen algoritmi, miten se toimii
ja miten sitä voidaan hyödyntää kohdistustehtävien ratkaisemiseen. Työn luettuaan lukija tietää,
mikä on kohdistustehtävä, osaa soveltaa unkarilaista algoritmia kohdistustehtävän ratkaisemi-
seen ja ymmärtää algoritmin matemaattisen taustan.

Operaatiotutkimus on matematiikan osa-alue, jossa mallinnetaan ja ratkaistaan erilaisia käy-
tännön optimointiongelmia. Tässä työssä tutustutaan kohdistustehtävään (engl. assignment
problem), joka on yksi operaatiotutkimuksen osa-alueista. Perinteisessä kohdistustehtävässä
työtehtäviä jaetaan työntekijöiden kesken niin, että tehtävistä syntyvät kokonaiskustannukset
olisivat mahdollisimman pienet tai tulot olisivat mahdollisimman suuret. Työssä käydään läpi
kohdistustehtävään liittyvää terminologiaa ja esitetään kohdistustehtävän matemaattinen mal-
li ja rajoitteet. Työssä näytetään myös, miten kohdistustehtävissä esiintyviä erilaisia rajoitteita
voidaan mallintaa matemaattisesti.

Kohdistustehtävän lisäksi työssä tutustutaan unkarilaiseen algoritmiin, jonka avulla voidaan
ratkaista kohdistustehtäviä. Algoritmi esitellään työssä vuokaavion avulla. Vuokaavion jokainen
vaihe on numeroitu, ja jokaisen vaiheen matemaattinen tausta selitetään lukijalle. Vuokaavion
ymmärtämisen helpottamiseksi työssä käydään läpi esimerkkejä, joiden avulla vuokaavion eri
vaiheet konkretisoituvat. Työn lopuksi esitellään algoritmille muunnelmia, jotta unkarilaista al-
goritmia voisi käyttää hiukan sovellettuihin kohdistustehtäviin.

Aiheen käsittely alkaa luvussa 2, jossa esitellään kohdistustehtävä ja käydään läpi, miten
kohdistustehtävä voidaan mallintaa matemaattisesti. Tämän jälkeen luvussa 3 esitellään unka-
rilainen algoritmi vuokaavion avulla, sekä havainnollistetaan sitä esimerkeillä luvussa 4. Lopuk-
si käydään läpi algoritmin matemaattinen tausta luvussa 5, sekä luvussa 6 esitetään pari koh-
distustehtävän muunnelmaa ja näytetään, miten ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin
avulla.

Avainsanat: Unkarilainen algoritmi, kohdistustehtävä, optimointi, lineaarinen ohjelmointi, ope-
raatiotutkimus

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Operaatiotutkimus (engl. operations research) syntyi toisen maailmansodan aikana. Monet sotatoi-
miin liittyvät strategiset ja tekniset ongelmat kuten resurssien hallinta olivat hyvin monimutkaisia
ja näiden ongelmien ratkaisemiseksi tarvittiin tutkĳoita erilaisista taustoista. Sodan jälkeen kehi-
teltyjä menetelmiä alettiin soveltamaan arkielämässä. [2, s. 1]

Operaatiotutkimuksessa mallinnetaan ja ratkaistaan erilaisia optimointiongelmia, joiden ratkaisuja
voidaan hyödyntää päätöksenteossa. Operaatiotutkimukselle löytyy nykyään paljon muitakin so-
velluskohteita kuin sodassa. Operaatiotutkimuksesta on tärkeä matematiikan osa-alue, sillä operaa-
tiotutkimuksen avulla voidaan mallintaa ja ratkaista monia arkipäivän ongelmia. Sovelluskohteita
löytyy esimerkiksi tuotantotaloudessa, terveydenhuollossa ja logistiikassa.

Tämän tutkielman tarkoituksena on käsitellä kohdistustehtävää, joka on yksi perinteinen operaa-
tiotutkimuksen ongelma. Tämän lisäksi esitellään unkarilainen algoritmi, jonka avulla voidaan
ratkaista kohdistustehtävä. Työn tavoitteena on, että lukĳa ymmärtää, mikä on kohdistustehtävä.
Tämän lisäksi lukĳa oppii ratkaisemaan kohdistustehtäviä unkarilaisen algoritmin avulla.

Aiheen käsittely alkaa luvussa 2, jossa esitellään kohdistustehtävä ja käydään läpi, miten koh-
distustehtävä voidaan mallintaa matemaattisesti. Tämän jälkeen luvussa 3 esitellään unkarilainen
algoritmi vuokaavion avulla, sekä havainnollistetaan sitä esimerkeillä luvussa 4. Lopuksi käydään
läpi algoritmin matemaattinen tausta luvussa 5, sekä luvussa 6 esitetään pari kohdistustehtävän
muunnelmaa ja näytetään, miten ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin avulla.
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2. ESITIEDOT

Perinteisessä kohdistustehtävässä on 𝑛 kappaletta työntekĳöitä ja 𝑛 kappaletta työhtehtäviä. Yh-
delle työntekĳälle voidaan antaa tasan yksi tehtävä ja yksi työtehtävä voidaan antaa vain yhdelle
työntekĳälle. Työntekĳät ovat erilaisia ja heillä on vaihtelevia ominaisuuksia. Kun työntekĳä 𝑖 te-
kee työntehtävän 𝑗 , hän aiheuttaa kustannuksen𝐶𝑖 𝑗 . Kohdistustehtävässä työtehtävät halutaan jakaa
työntekĳöiden kesken niin, että tehtävistä syntyvät kokonaiskustannukset (usein tehtävään käytetty
aika) olisi mahdollisimman pieni. Voi myös olla, että parametri 𝐶𝑖 𝑗 kuvaa tehtävistä saatuja tuloja,
jotka halutaan maksimoida.

Projektit
A B C D

Maria 20 24 38 21

Työntekĳät
Mirja 10 20 15 16
Katja 24 28 26 22
Kari 16 30 22 18

Kuva 2.1. Esimerkki kustannusmatriisista

Kustannusmatriisissa ei saa olla sekä positiivisia että negatiivisia arvoja.

2.1 Kohdistustehtävän matemaattinen mallintaminen ja
terminologiaa

Seuraavaksi esitellään kohdistustehtävän matemaattiseen mallintamiseen tarvittavia merkintöjä ja
terminologiaa, vrt. [3, s. 196-203]

Indeksi 𝑖 kuvaa työntekĳää ja indeksi 𝑗 kuvaa työtehtävää.

Parametri 𝑐𝑖 𝑗 kuvaa työntekĳän 𝑖 aiheuttaman kustannuksen, kun hän tekee tehtävän 𝑗 .

Muuttuja 𝑥𝑖 𝑗 on binäärimuuttuja, joka määritellään asettamalla

𝑥𝑖 𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, jos työntekĳä 𝑖 tekee työtehtävän 𝑗 ,

0, muulloin.

Tavoitefunktio on funktio, jonka arvo halutaan saada mahdollisimman suureksi tai pieneksi.
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Kohdistustehtävän tavoitefunktio (jota toisinaan voidaan kutsua myös kohdefunktioksi) on muotoa

min 𝑍 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖 𝑗𝑥𝑖 𝑗 tai max 𝑍 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖 𝑗𝑥𝑖 𝑗 .

Käypä ratkaisu: Ratkaisu on käypä, jos ratkaisu täyttää kaikki rajoitteet.

Ei-käypä ratkaisu: Ratkaisu ei ole käypä, jos on yksikin rajoite, joka ei toteudu.

Optimiratkaisu on tavoitefunktion minimoinnin tai maksimoinnin kannalta paras mahdollinen
ratkaisu.

Rajoitteet ovat ehtoja, jonka ratkaisun pitää täyttää, jotta ratkaisu on käypä. Perinteisessä kohdis-
tustehtävässä rajoitteet ovat seuraavanlaiset:

R1. Työntekĳä 𝑖 voi vastaanottaa vain yhden tehtävän 𝑗 :

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1 jokaisella 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛.

R2. Tehtävä 𝑗 voidaan antaa vain yhdelle työntekĳälle 𝑖:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1 jokaisella 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛.

2.2 Erilaisia rajoitteita

Jos työntekĳä 1 ei voi tehdä tehtävää 2, niin se voidaan ilmaista rajoitteella

𝑥12 = 0.

Vastaavasti, jos työntekĳän 1 on pakko tehdä tehtävä 2, niin se voidaan ilmaista rajoitteella

𝑥12 = 1.

Jos joko työntekĳän 1 tai työntekĳän 2 pitää tehdä tehtävä 2, se voidaan ilmaista rajoilleella

𝑥12 + 𝑥22 = 1.

Jos tehtävien lukumäärä on pienempi kuin työntekĳöiden lukumäärä, niin silloin jokaiselle työn-
tekĳälle ei voida antaa tehtävää. Tällöin jokaiselle työntekĳälle voidaan antaa korkeintaan 1 työ-
tehtävä. Tämä rajoite voidaan mallintaa epäyhtälöllä

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑗 ≤ 1 jokaisella 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛.
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Vastaavasti, jos tehtävien lukumäärä on suurempi kuin työntekĳöiden lukumäärä, niin tällöin joitain
tehtäviä jää tekemättä. Tämä rajoite voidaan mallintaa epäyhtälöllä

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖 𝑗 ≤ 1 jokaisella 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚.

Jos tehtävien lukumäärä on suurempi kuin työntekĳöiden lukumäärä, mutta kaikki tehtävät halutaan
saada tehtyä, niin se voidaan merkitä seuraavasti:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1 jokaisella 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛.
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3. ALGORITMIN ESITTELY

Unkarilainen algoritmi on algoritmi, jonka avulla voidaan löytää kohdistustehtävälle optimirat-
kaisu. Jos optimiratkaisuja on useampia, niin ne voidaan löytää systemaattisesti. Algoritmi on
havainnollistettu vuokaavion avulla kuvassa 3.1.

Vuokaaviossa vinoneliöt esittävät valintoja tai tarkastuspisteitä, missä algoitmin seuraava vaihe
riippuu vastauksesta vinoneliön sisällä olevaan kysymykseen. Suorakulmiot, joissa on pyöriste-
tyt reunat, antavat lisätietoa algoritmista ja suorakulmiot ovat algoritmin varsinaisia vaiheita tai
askelia. Algoritmin askeleet on numeroitu algoritmin selittämisen helpottamiseksi ja vaiheiden
matemaattiset taustat esitellään tarkemmin luvussa 5.

Unkarilaisen algoritmin on kehittänyt ja julkaissut Harold Kuhn. Algoritmi perustui suurelta osin
kahden unkarilaisen matemaatikoiden, Dénes Kőnig ja Jenő Egerváry, aikaisempiin töihin, minkä
takia menetelmän nimeksi tuli unkarilainen algoritmi. [1]



6

Löytyykö riviä
tai saraketta, jossa on

yksittäinen "0"

Onko viivojen
määrä sama kuin
matriisin aste n?

A

 1) Valitse pienin peittämätön alkio
 2) Vähennä peittämättömistä 
 alkioista pienin alkio
 3) Summaa risteyksissä oleviin 
 peitettyihin alkioihin pienin alkio
 4) Älä tee muille peitetyille
alkioille   mitää 

B

Kyllä

Kyllä

Ei

Ei

Ei

Ongelmalle on useampia
optimiratkaisuja. Valitse rivi
tai sarake, jossa on pienin
määrä 0-alkioita. Valitse mikä
tahansa niistä ja ruksita muut
samalla rivillä tai sarakkeella
olevat 0-alkiot. 

Valitse kyseinen alkio
ympyröimällä se. Ruksita

muut 0-alkiot samalta riviltä
tai sarakkeelta. 

Onko Y = n?

Kyllä

Matriisia ei
tarvitse enää

muokata

Y = 0
Y = Lukkoonlyötyjen
valintojen lukumäärä

Optimiratkaisu on
löydetty

Matriisia
tarvitsee
muokata

 Kategorisoidaan matriisin
 alkiot seuraavanlaisesti: 
 i) Peittämättömät alkiot
 ii) Peitetyt alkiot
 iii) Peitetyt alkiot risteyksissä

Y = Y + 1

7

8

Aloitus

Onko matriisi neliö?

Tarkastele annettua
kohdistustehtävää

Kerro matriisin alkiot
luvulla -1

Tee matriisista neliö
lisäämällä tarvittava määrä
rivejä tai sarakkeita, joiden

kaikkien alkiot ovat "0"

Onko tavoitteena
minimointi?

Peitä kaikki 0-alkiot käyttäen
mahdollisimman vähän

vaaka- ja pystysuoria viivoja

Valitse kaikista sarakkeista
pienin alkio ja vähennä sen
arvo kyseisen sarakkeen

alkioista

Valitse kaikista riveistä pienin
alkio ja vähennä sen arvo

kyseisen rivin alkioista

B

A

Ei

Kyllä

Kyllä

Ei

1

2

3

4

5

Unkarilaisen
algoritmin

soveltaminen

6

Kuva 3.1. Vuokaavio unkarilaisesta algoritmista [2, s. 187-188]
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4. ESIMERKKEJÄ

Käydään läpi algoritmin toimintaa esimerkkien avulla.

Esimerkki 4.1. Tina Toimitusjohtajan firma on vastaanottanut 4 asiakasprojektia. Tinan firmassa
on 4 työntekĳää ja kaikilla on sama tuntipalkka. Työntekĳöillä on eri vahvuuksia ja Tina osaa
arvioida, paljonko työntekĳöiltä kuluu aikaa tiettyyn projektiin. Kulujen minimoimiseksi Tina
haluaa, että jokainen projekti saadaan mahdollisimman nopeasti tehtyä. Mihin työtehtävään kukin
työntekĳä kannattaa sĳoittaa?

Alla olevassa taulukossa on matriisimuodossa esitelty työntekĳän 𝑖 projektiin 𝑗 käyttämä aika
tunteina.

Projektit

A B C D

Maria 20 24 38 21

Työntekĳät
Mirja 10 20 15 16

Katja 24 28 26 22

Kari 16 30 22 18

Kuva 4.1. Työntekĳän i projektin j toteuttamiseen tarvitsemaa tuntimäärää kuvaava matriisi

Ratkaistaan kohdistustehtävä unkarilaisen algoritmin mukaan, jonka vaiheet voidaan nähdä vuo-
kaaviosta 3.1. Koska kyseessä on kohdistustehtävä, matriisi on neliö ja tavoitteena on minimointi,
niin voidaan suoraan siirtyä unkarilaisen algoritmin soveltamiseen eli askeleeseen 3.

Askel 3: Valitaan jokaisen rivin pienin alkio ja vähennetään sen arvo kyseisen rivin alkioista.
Ensimmäisen rivin pienin alkio on 20, toisen rivin pienin alkio on 10, kolmannen rivin pienin alkio
on 22 ja neljännen rivin pienin alkio on 16.
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A B C D

Maria 0 4 18 1

Mirja 0 10 5 6

Katja 2 6 4 0

Kari 0 14 6 2

Kuva 4.2. Esimerkin 4.1 matriisi 3. askeleen jälkeen

Askel 4: Valitaan jokaisen sarakkeen pienin alkio ja vähennetään sen arvo kyseisen rivin alkioista.
Ensimmäisen rivin pienin alkio on 0, toisen rivin pienin alkio on 4, kolmannen rivin pienin alkio
on 4 ja neljännen rivin pienin alkio on 0.

A B C D

Maria 0 0 14 1

Mirja 0 6 1 6

Katja 2 2 0 0

Kari 0 10 2 2

Kuva 4.3. Esimerkin 4.1 matriisi 4. askeleen jälkeen

Askel 5: Peitetään kaikki 0-alkiot pienimmällä mahdollisella määrällä pysty- ja vaakarivejä. Jotta
viivoja olisi mahdollisimman vähän, kannattaa aloittaa sellaisista viivoista, jotka peittävät mahdol-
lisimman monta 0-alkiota.

Kuva 4.4. Esimerkin 4.1 matriisi 5. askeleen jälkeen

Kaikki 0-alkiot saadaan peitettyä kolmella viivalla. Matriisin dimensio on kuitenkin 𝑛 = 4, joten
matriisia pitää vielä muokata, koska viivojen määrä ja matriisin dimensio ovat erisuuret.

Askel 6: Valitaan pienin peittämätön numero kuvasta 4.4, joka tässä tapauksessa on 1. Vähennetään
kaikista peittämättömistä alkioista luku 1 ja lisätään luku 1 sellaisiin alkioihin, jotka ovat kahden
viivan risteyksessä, minkä jälkeen palataan uudelleen askeleeseen 5. Saadaan seuraavanlainen
matriisi:
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A B C D

Maria 1 0 14 1

Mirja 0 5 0 5

Katja 3 2 0 0

Kari 0 9 1 1

Kuva 4.5. Esimerkin 4.1 matriisi 6. askeleen jälkeen

Askel 5: Peitetään nollat viivoilla.

Kuva 4.6. Esimerkin 4.1 matriisi uuden 5. askeleen jälkeen

Askel 7: Nyt viivojen määrä on sama kuin matriisin dimensio. Matriisia ei tarvitse enää muokata,
vaan nyt voidaan kohdistaa työtehtäviä työntekĳöille. Tavoitteena on valita matriisin dimension
mukainen määrä nollia siten, että jokaiselta riviltä ja sarakkeelta tulee valituksi täsmälleen yk-
si 0-alkio. Kohdistaessa valitaan ensimmäiseksi kaikki sellaiset 0-alkiot, jotka ovat rivinsä tai
sarakkeensa ainoita 0-alkioita. Tässä tapauksessa ratkaisu on triviaali.

Kuva 4.7. Esimerkin 4.1 matriisi 7. askeleen jälkeen

Kuva 4.8. Esimerkin 4.1 matriisi, josta näkee optimiratkaisun

Alunperäinen matriisi kuvasi työntekĳän 𝑖 projektin 𝑗 toteuttamiseen tarvitsemaa tuntimäärää.
Tavoitefunktio haluttiin minimoida ja matriisin muokkaamisen tavoitteena on tehdä selkeämmäksi,
millä valinnoilla tavoitefunktion arvosta saadaan mahdollisimman pieni. Kun matriisin 𝑖. rivin ja
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𝑗 . sarakkeella oleva 0-alkio tulee valituksi, niin se tarkoittaa, että kyseisen työntekĳän laittaminen
kyseiseen projektiin aiheuttaa mahdollisimman pienet kustannukset.

Näin ollen Marian kannattaa tehdä projekti B, Mirjan kannattaa tehdä projekti C, Katjan kannattaa
tehdä projekti D ja Karin kannattaa tehdä projekti A.

Esimerkki 4.2. Minna myyntipäällikkö on vastuussa luontaistuotteiden puhelinmyynnistä. Minnan
yritys myy A-, B-, C-, D- ja E-vitamiineja. Minnan työntekĳöillä on sama palkka. Kuvan 4.9
matriisista näkee paljonko rahaa eri työntekĳät tuottavat tunnissa riippuen siitä, mitä tuotteita
työntekĳä myy. Minna pohtii, minkä myyjän kannattaa myydä mitäkin tuotetta, jotta tulot olisivat
mahdollisimman suuret. Kaikki myyjät eivät osaa myydä kaikkia tuotteita.

Tuote

A B C D E

Anna - 77 49 100 100

Puhelinmyjät
Anneli 70 83 70 - 58

Annika 110 - 110 65 103

Sonja 47 60 82 86 -

Kuva 4.9. Esimerkin 4.2 kustannusmatriisi

Ratkaistaan kohdistustehtävä unkarilaisen algoritmin avulla, jonka vaiheet voidaan nähdä vuokaa-
viosta 3.1. Myyjää ei voida valita myymään tuotetta, jota hän ei osaa myydä. Sellaiset tapaukset on
merkattu matriisiin viivalla. Laskutoimituksia tehdessä ja matriisin muokkaamisessa niitä alkioita
ei tarvitse ottaa huomioon.

Askel 1: Unkarilaisen algoritmin soveltamiseksi matriisin pitää olla neliö, joten lisätään ylimää-
räinen rivi, jonka kaikki alkiot ovat nollia.

A B C D E

Anna - 77 49 100 100

Anneli 70 83 70 - 58

Annika 110 - 110 65 103

Sonja 47 60 82 86 -

0 0 0 0 0

Kuva 4.10. Esimerkin 4.2 matriisi 1. askeleen jälkeen

Askel 2: Koska tavoitteena on tuottojen maksimointi, niin matriisia pitää muokata kertomalla
jokainen alkio luvulla −1.
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A B C D E

Anna - -77 -49 -100 -100

Anneli -70 -83 -70 - -58

Annika -110 - -110 -65 -103

Sonja -47 -60 -82 -86 -

0 0 0 0 0

Taulukko 4.1. Esimerkin 4.2 matriisi 2. askeleen jälkeen

Askel 3, 4 ja 5: Suoritetaan algoritmin vaiheet 3, 4 ja 5, jolloin saadaan seuraava matriisi.

Kuva 4.11. Esimerkin 4.2 matriisi askeleiden 3, 4 ja 5 jälkeen

Koska viivoja on yhtä paljon kuin matriisin koko ja koska matriisista löytyy rivejä tai sarakkeita,
joissa on yksittäisiä 0-alkioita, voidaan siirtyä askeleeseen 7.

Askel 7: Ympyröidään ne 0-alkiot, jotka ovat rivinsä tai sarakkeensa ainoita 0-alkioita.

Kuva 4.12. Esimerkin 4.2 matriisi 7. askeleen jälkeen

Päädytään sellaiseen tilanteeseen, missä ei ole enää rivejä tai sarakkeita, joista löytyisi yksittäinen 0-
alkio. Tämä on merkki siitä, että ongelmalle on useampi optimiratkaisu. Siirrytään siis askeleeseen
8.

Askel 8: Seuraava 0-alkio pitää valita sellaisesta rivistä tai sarakkeesta, missä on vähiten 0-alkioita.
Matriisissa 4.12 sarakkeissa A ja C on kaksi 0-alkiota. Haamurivillä sekä Annika-rivillä on myös
kaksi 0-alkiota. Koska molemmissa riveissä ja sarakkeissa on yhtä paljon 0-alkioita, seuraavaksi
voidaan valita mikä tahansa 0-alkioista. Otetaan Annika-rivi tarkasteluun. Riippuen siitä, kumpaan
tehtävään Annika laitetaan, niin voidaan saada jompi kumpi seuraavista lopputuloksista:
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Kuva 4.13. Esimerkin 4.2 molemmat optimiratkaisut

Kuva 4.14. Esimerkin 4.2 molemmat optimiratkaisut alkuperäisillä arvoilla

Vaikka mahdollisia lopputuloksia on kaksi, niin molemmat tulokset ovat optimiratkaisuja, sillä
tavoitefunktion arvo molemmissa tapauksissa on sama.

Tavoitefunktio vaihtoehdolle 1: 100 + 83 + 110 + 86 + 0 = 379
Tavoitefunktio vaihtoehdolle 2: 100 + 83 + 110 + 86 + 0 = 379
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5. ALGORITMIN MATEMAATTINEN TAUSTA

Tarkastellaan vuokaavion 3.1 vaiheiden ja esimerkkien avulla, minkä takia unkarilainen algoritmi
toimii.

Askel 1: Jotta jokaiselle työntekĳälle voidaan nimetä yksi työtehtävä, niin työntekĳöitä ja työ-
tehtäviä pitää olla yhtä paljon. Jos työntekĳöitä ja työtehtäviä ei ole yhtä paljon, niin tilanne on
helppo korjata lisäämällä tyhjiä rivejä tai sarakkeita. Jos työntekĳöitä on enemmän kuin työtehtä-
viä, niin kaikki työntekĳät eivät saa työtehtävää ja jos työtehtäviä on enemmän kuin työntekĳöitä,
niin kaikkia työtehtäviä ei tule tehdyksi. Ratkaisussa tyhjien rivien ja sarakkeiden valinnat jätetään
huomiotta.

Askel 2: Unkarilainen algoritmi toimii, kun tavoitefunktio halutaan minimoida. Jos tavoitefunktio
halutaan maksimoida, niin ratkaisu voidaan löytää muuttamalla maksimointiongelma minimoin-
tiongelmaksi kaavalla max(𝑍) = −min(−𝑍).

Käytännössä tämä onnistuu helposti kertomalla kaikki matriisin alkiot luvulla -1. Tällöin alkioiden
suuruusjärjestys muuttuu päinvastaiseksi ja unkarilaista algoritmia voi hyödyntää.

Todistetaan vielä kaava: max(𝑍) = −min(−𝑍)

Olkoon 𝑍 = 𝑓 (𝑥) ja oletetaan, että max( 𝑓 (𝑥)) = 𝑎. Tämä tarkoittaa, että on olemassa jokin
sellainen käyvän alueen piste 𝑥∗, että 𝑓 (𝑥∗) = 𝑎, eli toisin sanoen 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑎. Kun kerrotaan tämä
epäyhtälö luvulla -1, saadaan − 𝑓 (𝑥∗) = −𝑎, eli − 𝑓 (𝑥) ≥ −𝑎. Tällöin min(− 𝑓 (𝑥)) = −𝑎.

Näin ollen max( 𝑓 (𝑥)) = 𝑎 = −(−𝑎) = −min(− 𝑓 (𝑥)).

Ollaan todistettu, että max(𝑍) = −min(−𝑍).

Askel 3: Tarkastellaan esimerkkiä 4.1. Työntekĳä Maria voi tehdä projektin A, B, C tai D. Projektiin
A kuluu 20 tuntia, B kuluu 24 tuntia, C kuluu 38 tuntia ja projektiin D kuluu 21 tuntia. Riippumatta
siitä, minkä projektin Marialle antaa, hänellä kuluu projektiin vähintään 20 tuntia. Voimme näin
ollen jokaiselle työntekĳälle määrittää ajan, joka hänellä kuluu vähintään riippumatta siitä, mihin
projektiin työntekĳä sĳoitetaan. Matriisista voidaan siis riveittäin vähentää kaikista rivin alkioista
koko rivin pienin alkio. Uudessa matriisissa näkyy, että Marialla projektiin A kuluisi 0 tuntia,
projektiin B kuluisi 4 tuntia, projektiin C kuluisi 18 tuntia ja projektiin D kuluisi 1 tunti. Riippumatta
siitä, mikä arvo matriisissa on, niin näillä tiedoilla Maria kannattaisi sĳoittaa projektiin A, sillä
hän saa sen nopeiten tehtyä. Projektiin B kuluisi 4 tuntia enemmän, projektiin C kuluisi 18 tuntia
enemmän ja projektiin D kuluisi 1 tunti enemmän. Luvun vähentäminen kaikista rivin alkiosta ei
vaikuta lukujen välisiin suhteisiin eikä näin ollen tämä operaatio muuta optimiratkaisua.
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Askel 4: Vastaavasti kuin askeleessa 3, voidaan tarkastella työtehtävittäin paljonko aikaa yhden
työtehtävään kuluu riippumatta siitä, kenelle työntekĳälle työtehtävä annetaan. Luvun vähentämi-
nen kaikista sarakkeen alkiosta ei vaikuta lukujen välisiin suhteisiin eikä näin ollen tämä operaatio
muuta optimiratkaisua.

Askel 5: Matriisin 0-alkiot pitää peittää mahdollisimman vähällä määrällä pysty- ja vaakasuoria
viivoja, jotta seuraavissa askeleissa voidaan tarkistaa viivojen määrät.

Askel 6: Käydään ensin läpi, miksi viivojen määrä pitää olla sama kuin matriisin dimensio. Viivojen
määrä ei voi olla suurempi kuin matriisin dimensio, sillä kaikki matriisin alkiot voidaan jo peittää
piirtämällä jokaisen sarakkeen tai rivin kohdalle viivan. Tällöin ylimääräiset viivat eivät peittäisi
uusia alkioita.

Jos viivojen määrä on pienempi kuin matriisin dimensio, niin kaikilta riveiltä ja sarakkeilta ei
löydy tarpeeksi 0-alkioita valittavaksi. Tarkastellaan matriisia kuvassa 4.4. Jokaiselle tehtävälle
löytyy yksi työntekĳä niin, että 𝐶𝑖 𝑗 = 0. Myös jokaiselle työntekĳälle löytyy tehtävä niin, että 𝐶𝑖 𝑗 .
Nopeasti katsottuna vaikuttaisi siltä, että optimiratkaisu löytyisi.

Katsotaan, mitä tapahtuu, jos Karille annetaan projekti A ja Marialle annetaan projekti B. Tällöin
Mirjan ja Katjan kesken pitäisi jakaa projektit C ja D. Katjan kustannus molemmille projekteille
on 0, kun taas Mirjalle kustannus projektissa C on 1 ja kustannus projektissa D on 6.

Askel 7: Jos löytyy rivejä tai sarakkeita, joista löytyy yksittäisiä 0-alkioita, niin ympyröidään ky-
seinen 0-alkio. Jos löytyy sarake, jossa on yksittäinen 0-alkio ja se ympyröidään, niin se tarkoittaa
sitä, että kyseiseen tehtävään 𝑗 ei löydy toista työntekĳää 𝑖, joka tekisi työn paremmin tavoitefunk-
tion kannalta. Vastaavasti, jos löytyy rivi, jossa on yksittäinen 0-alkio ja se ympyröidään, niin se
tarkoittaa sitä, että kyseiselle työntekĳälle 𝑖 ei löydy parempaa tehtävää 𝑗 tavoitefunktion kannalta.

Valintojen jälkeen ylimääräiset 0-alkiot voidaan ruksia pois, sillä jokaiselta riviltä ja sarakkeelta
voidaan valita vain yksi 0-alkio.

Askel 8: Jos kustannusmatriisista ei löydy enää rivejä tai sarakkeita, missä olisi yksittäisiä 0-
alkioita, niin se on merkki siitä, että kohdistustehtävällä on useampi optimiratkaisu. Jonkin op-
timiratkaisun löytämiseksi pitää valita jokin 0-alkio sellaiselta riviltä tai sarakkeelta, missä on
mahdollisimman vähän 0-alkioita. Jos halutaan löytää kaikki optimiratkaisut, niin voidaan sys-
temaattisesti valita toinen 0-alkio siltä riviltä tai sarakkeelta, missä oli mahdollisimman vähän
0-alkioita.

Tärkeintä on valita seuraava 0-alkio siltä riviltä tai sarakkeelta, missä on mahdollisimman vähän
0-alkioita, koska muuten voitaisiin päätyä tilanteeseen, missä 0-alkiot loppuvat kesken ja ratkaisu
ei ole käypä tai ei löydetä optimiratkaisua.
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6. ALGORITMIN MUUNNELMIA

Tässä kappaleessa esitellään pari alkuperäisen kohdistustehtävän muunnelmaa ja näytetään, miten
ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin avulla.

6.1 Vaihtoehtoisia rajoitteita

Kappaleessa 2.2 mainittiin, että esimerkiksi rajoitteella

𝑥12 = 1

voidaan ilmaista, jos työntekĳän 1 on pakko tehdä tehtävä 2. Toisaalta matriisia muodostettaessa
kyseisen työntekĳän rivi ja tehtävän sarake voidaan jättää pois. Kohdistustehtävät on helpompi
ratkaista unkarilaisen algoritmin avulla, kun kustannusmatriisi on pienempi.

Jos työntekĳä 1 ei voi tai osaa tehdä tehtävää 2, niin se ilmaistiin rajoitteella

𝑥12 = 0.

Esimerkkien kustannusmatriisissa tämä rajoite huomioitiin laittamalla miinusmerkki kyseisen työn-
tekĳän ja tehtävän kohdalle osoittamaan, ettei työntekĳä pysty suorittamaan kyseistä tehtävää. Toi-
saalta tämä olisi voitu ilmaista korvaamalla miinusmerkki ∞-merkillä tai hyvin suurella luvulla,
jolloin ei olisi järkevää valita työntekĳä kyseiseen tehtävään.

6.2 Useampi valinta

Välillä työtehtäviä on enemmän kuin työntekĳöitä ja työntekĳälle halutaan tarvittaessa antaa
useampi työtehtävä. Tällaisissa tilanteissa unkarilaista algoritmia voidaan hyödyntää lisäämällä
uusi rivi kyseistä työntekĳää kohden, jolle halutaan mahdollistaa useamman tehtävän antaminen.

Otetaan esimerkiksi alla oleva kustannusmatriisi, missä on neljä työntekĳää ja viisi työtehtävää.

A B C D E
Leo 17 14 9 8 12
Leonard 16 21 13 12 25
Roy 10 19 12 15 8
Henrik 30 24 5 17 4
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Työntekĳälle Henrik halutaan antaa kaksi tehtävää. Tällöin lisätään matriisiin toinen rivi Henrikille.

A B C D E
Leo 17 14 9 8 12
Leonard 16 21 13 12 25
Roy 10 19 12 15 8
Henrik 30 24 5 17 4
Henrik 30 24 5 17 4

Unkarilaisen algoritmin suorittamisen jälkeen kaikille työntekĳöille saadaan jaettua yksi työtehtä-
vä, mutta Henrikille saadaan annettua kaksi työtehtävää.
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7. YHTEENVETO

Tässä työssä tutustuttiin perinteiseen kohdistustehtävään, joka on yksi operaatiotutkimuksen osa-
alueista, sekä unkarilaiseen algoritmiin, jonka avulla voidaan ratkaista kohdistustehtävän optimi-
ratkaisu.

Työn alussa opittiin, että perinteisessä kohdistustehtävässä työtehtäviä jaetaan työntekĳöiden kes-
ken niin, että tehtävistä syntyvät kokonaiskustannukset olisivat mahdollisimman pienet tai tulot
olisivat mahdollisimman suuret. Kohdistustehtävään liittyvä terminologia ja matemaattinen ilmai-
su käytiin kappaleessa 2 läpi. Tämän lisäksi käytiin läpi miten matemaattisesti voidaan muotoilla
erilaisia rajoitteita, joita voi esiintyä kohdistustehtävässä.

Itse unkarilainen algoritmi esitettiin yksinkertaisen vuokaavion avulla luvussa 3. Luvussa 4 al-
goritmia havainnollistettiin esimerkkien avulla. Vuokaaviossa algoritmin jokainen vaihe oli nu-
meroitu ja luvussa 5 käytiin jokaisen vaiheen matemaattinen tausta läpi. Luvussa 6 esitettiin pari
kohdistustehtävän muunnelmaa ja näytettiin, miten ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin
avulla.
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