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Tamén kandidaatintydn luettuaan lukija tietdd, mik& on unkarilainen algoritmi, miten se toimii
ja miten sité voidaan hyddyntaa kohdistustehtévien ratkaisemiseen. Tydn luettuaan lukija tietaa,
mik& on kohdistustehtava, osaa soveltaa unkarilaista algoritmia kohdistustehtéavan ratkaisemi-
seen ja ymmartaa algoritmin matemaattisen taustan.

Operaatiotutkimus on matematiikan osa-alue, jossa mallinnetaan ja ratkaistaan erilaisia kay-
tdnndn optimointiongelmia. Tassa tydssa tutustutaan kohdistustehtavdan (engl. assignment
problem), joka on yksi operaatiotutkimuksen osa-alueista. Perinteisessa kohdistustehtavassa
tybtehtavia jaetaan tyontekijoiden kesken niin, ettd tehtévistad syntyvat kokonaiskustannukset
olisivat mahdollisimman pienet tai tulot olisivat mahdollisimman suuret. Ty6ss& kaydaan |api
kohdistustehtavaan liittyvaa terminologiaa ja esitetdan kohdistustehtdvdn matemaattinen mal-
li ja rajoitteet. Tydssa naytetddn myds, miten kohdistustehtavissé esiintyvia erilaisia rajoitteita
voidaan mallintaa matemaattisesti.

Kohdistustehtavan liséksi tydssa tutustutaan unkarilaiseen algoritmiin, jonka avulla voidaan
ratkaista kohdistustehtavia. Algoritmi esitelldén tydssé vuokaavion avulla. Vuokaavion jokainen
vaihe on numeroitu, ja jokaisen vaiheen matemaattinen tausta selitetdan lukijalle. Vuokaavion
ymmartadmisen helpottamiseksi tydssa kaydaan lapi esimerkkeja, joiden avulla vuokaavion eri
vaiheet konkretisoituvat. Tydn lopuksi esitelldan algoritmille muunnelmia, jotta unkarilaista al-
goritmia voisi kayttda hiukan sovellettuihin kohdistustehtaviin.

Aiheen késittely alkaa luvussa 2, jossa esitellddn kohdistustehtava ja kdydaan |api, miten
kohdistustehtavéa voidaan mallintaa matemaattisesti. Taman jalkeen luvussa 3 esitelldan unka-
rilainen algoritmi vuokaavion avulla, seké havainnollistetaan sita esimerkeilld luvussa 4. Lopuk-
si kdydaan lapi algoritmin matemaattinen tausta luvussa 5, seké luvussa 6 esitetdén pari koh-
distustehtdvdn muunnelmaa ja naytetdan, miten ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin
avulla.

Avainsanat: Unkarilainen algoritmi, kohdistustehtava, optimointi, lineaarinen ohjelmointi, ope-
raatiotutkimus

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Operaatiotutkimus (engl. operations research) syntyi toisen maailmansodan aikana. Monet sotatoi-
miin liittyvét strategiset ja tekniset ongelmat kuten resurssien hallinta olivat hyvin monimutkaisia
ja ndiden ongelmien ratkaisemiseksi tarvittiin tutkijoita erilaisista taustoista. Sodan jilkeen kehi-

teltyja menetelmid alettiin soveltamaan arkieldmaéssa. [2, s. 1]

Operaatiotutkimuksessa mallinnetaan ja ratkaistaan erilaisia optimointiongelmia, joiden ratkaisuja
voidaan hyodyntdd pédidtoksenteossa. Operaatiotutkimukselle 10ytyy nykyédédn paljon muitakin so-
velluskohteita kuin sodassa. Operaatiotutkimuksesta on tirked matematiikan osa-alue, silld operaa-
tiotutkimuksen avulla voidaan mallintaa ja ratkaista monia arkipdivian ongelmia. Sovelluskohteita

10ytyy esimerkiksi tuotantotaloudessa, terveydenhuollossa ja logistiikassa.

Tadmaén tutkielman tarkoituksena on késitelld kohdistustehtdvid, joka on yksi perinteinen operaa-
tiotutkimuksen ongelma. Tdmén lisdksi esitelldin unkarilainen algoritmi, jonka avulla voidaan
ratkaista kohdistustehtdva. Tyon tavoitteena on, ettd lukija ymmaértdd, mikd on kohdistustehtivé.

Tamin liséksi lukija oppii ratkaisemaan kohdistustehtdvid unkarilaisen algoritmin avulla.

Aiheen kisittely alkaa luvussa 2, jossa esitelldéin kohdistustehtédvd ja kdyddan ldpi, miten koh-
distustehtéva voidaan mallintaa matemaattisesti. Taimén jalkeen luvussa 3 esitelldén unkarilainen
algoritmi vuokaavion avulla, seké havainnollistetaan sitd esimerkeilld luvussa 4. Lopuksi kiydién
lapi algoritmin matemaattinen tausta luvussa 5, sekd luvussa 6 esitetddn pari kohdistustehtidvin

muunnelmaa ja niytetddn, miten ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin avulla.



2. ESITIEDOT

Perinteisessi kohdistustehtédvissid on n kappaletta tyontekijoitd ja n kappaletta tyohtehtdvid. Yh-
delle tyontekijélle voidaan antaa tasan yksi tehtiva ja yksi tyotehtdva voidaan antaa vain yhdelle
tyontekijélle. Tyontekijit ovat erilaisia ja heilld on vaihtelevia ominaisuuksia. Kun tyontekiji i te-
kee tyontehtévin j, hiin aiheuttaa kustannuksen C; ;. Kohdistustehtidvissi tydtehtavit halutaan jakaa
tyontekijoiden kesken niin, ettd tehtivistd syntyvit kokonaiskustannukset (usein tehtidviin kaytetty
aika) olisi mahdollisimman pieni. Voi myos olla, ettd parametri C; ; kuvaa tehtivistd saatuja tuloja,

jotka halutaan maksimoida.

Projektit
A B C D
Maria | 20 24 38 21
Mirja | 10 20 15 16
Katja | 24 28 26 22
Kari | 16 30 22 18

Tyontekijt

Kuva 2.1. Esimerkki kustannusmatriisista

Kustannusmatriisissa ei saa olla seké positiivisia ettd negatiivisia arvoja.

2.1 Kohdistustehtavan matemaattinen mallintaminen ja
terminologiaa

Seuraavaksi esitelldéin kohdistustehtdvin matemaattiseen mallintamiseen tarvittavia merkint6ji ja
terminologiaa, vrt. [3, s. 196-203]
Indeksi i/ kuvaa tyontekijié ja indeksi j kuvaa tydtehtivaa.

Parametri c;; kuvaa tyontekijén i aiheuttaman kustannuksen, kun hin tekee tehtévién ;.

Muuttuja x;; on binddrimuuttuja, joka miiritelldin asettamalla

1, jos tyontekiji i tekee tyotehtdvin j,
Xi j=
0, muulloin.

Tavoitefunktio on funktio, jonka arvo halutaan saada mahdollisimman suureksi tai pieneksi.



Kohdistustehtévin tavoitefunktio (jota toisinaan voidaan kutsua myos kohdefunktioksi) on muotoa

n n n n
minZzZZcijxij tai maXZ:ZZcijxij.

i=1 j=1 i=1 j=1
Kiypa ratkaisu: Ratkaisu on kidyp4, jos ratkaisu tiyttad kaikki rajoitteet.
Ei-kéypi ratkaisu: Ratkaisu ei ole kidypi, jos on yksikin rajoite, joka ei toteudu.

Optimiratkaisu on tavoitefunktion minimoinnin tai maksimoinnin kannalta paras mahdollinen

ratkaisu.

Rajoitteet ovat ehtoja, jonka ratkaisun pitdé tayttdd, jotta ratkaisu on kdypi. Perinteisessé kohdis-

tustehtivissa rajoitteet ovat seuraavanlaiset:

R1. Tyontekijd i voi vastaanottaa vain yhden tehtivin j:

n
D xij=1jokaisellai = 1,2,3,...,n.
j=1

R2. Tehtévid j voidaan antaa vain yhdelle tyontekijille i:

n
> xip=1jokaisella j = 1,2,3,....n.
i=1

2.2 FErilaisia rajoitteita
Jos tyontekijé 1 ei voi tehdd tehtévéa 2, niin se voidaan ilmaista rajoitteella

X12 = 0.

Vastaavasti, jos tyontekijan 1 on pakko tehdé tehtdvi 2, niin se voidaan ilmaista rajoitteella

X12 = 1.

Jos joko tyontekijin 1 tai tyontekijén 2 pitdd tehdi tehtdvd 2, se voidaan ilmaista rajoilleella

X12 + X2 = 1.

Jos tehtdvien lukuméiréd on pienempi kuin tyontekijoiden lukumééri, niin silloin jokaiselle tyon-
tekijélle ei voida antaa tehtdvad. Talloin jokaiselle tyontekijélle voidaan antaa korkeintaan 1 tyo-

tehtdvd. TAma rajoite voidaan mallintaa epéyhtalolla

n
Zx,-j < 1 jokaisella j =1,2,3,...,n.
i=1



Vastaavasti, jos tehtidvien lukuméird on suurempi kuin tyontekijoiden lukuméiré, niin télloin joitain

tehtdvid jad tekemittd. TAma rajoite voidaan mallintaa epéyhtalolld

n
Zx,-j < 1jokaisellai =1,2,3,...,m.
Jj=1

Jos tehtdvien lukumééri on suurempi kuin tyontekijoiden lukumaard, mutta kaikki tehtévit halutaan

saada tehty4, niin se voidaan merkiti seuraavasti:

n
D xij=1jokaisella j = 1,2,3,...,n.
i=1



3. ALGORITMIN ESITTELY

Unkarilainen algoritmi on algoritmi, jonka avulla voidaan 10ytdd kohdistustehtaville optimirat-
kaisu. Jos optimiratkaisuja on useampia, niin ne voidaan 10ytdd systemaattisesti. Algoritmi on

havainnollistettu vuokaavion avulla kuvassa 3.1.

Vuokaaviossa vinoneliét esittivit valintoja tai tarkastuspisteitd, missd algoitmin seuraava vaihe
riippuu vastauksesta vinonelion sisilld olevaan kysymykseen. Suorakulmiot, joissa on pyoriste-
tyt reunat, antavat lisitietoa algoritmista ja suorakulmiot ovat algoritmin varsinaisia vaiheita tai
askelia. Algoritmin askeleet on numeroitu algoritmin selittimisen helpottamiseksi ja vaiheiden

matemaattiset taustat esitelladn tarkemmin luvussa 5.

Unkarilaisen algoritmin on kehittinyt ja julkaissut Harold Kuhn. Algoritmi perustui suurelta osin
kahden unkarilaisen matemaatikoiden, Dénes K&nig ja JenS Egervary, aikaisempiin toihin, minka

takia menetelmén nimeksi tuli unkarilainen algoritmi. [1]



Tarkastele annettua
kohdistustehtavaa

Tee matriisista nelic
lisaamalla tarvittava m;

riveja tai sarakkeita, joiden

kaikkien alkiot ovat "0"

Onko matriisi nelié?

Kerro matriisin alkiot
luvulla -1

Onko tavoitteena
minimointi?

Kyl

Unkarilaisen

algoritmin
soveltaminen

Valitse kaikista riveista pienin!
alkio ja vahenna sen arvo
kyseisen rivin alkioista

v

Valitse kaikista sarakkeista
pienin alkio ja vahenna sen
arvo kyseisen sarakkeen
alkioista

i

Peita kaikki 0-alkiot kayttaen
mahdollisimman v&han
vaaka- ja pystysuoria viivoja

w

Matriisia
tarvitsee
muokata

Matriisia ei
tarvitse endé
muokata

Onko viivojen
mééré sama kuin
matriisin aste n?,

Kategorisoidaan matriisin
alkiot seuraavanlaisesti:
i) Peittaméattomat alkiot
ii) Peitetyt alkiot

iii) Peitetyt alkiot risteyksissa

Y=0
Y = Lukkoonlyétyjen
valintojen lukuméaara

1) Valitse pienin peittaméaton alkio
2) Vahenna peittamattomista
alkioista pienin alkio

3) Summaa risteyksisséa oleviin
peitettyihin alkioihin pienin alkio
4) Ala tee muille peitetyille
alkioille mitaa

Valitse kyseinen alkio
ympyréimélla se. Ruksita

muut O-alkiot samalta rivilts| © e
tai

Ongelmalle on useampia

i isuja. Valitse rivi
tai sarake, jossa on pienin
[ €«———méaré O-alkioita. Valitse mika
tahansa niista ja ruksita muut
samalla rivilla tai sarakkeella
olevat 0-alkiot.

©

Optimiratkaisu on
I6ydetty

Kuva 3.1. Vuokaavio unkarilaisesta algoritmista [2, s. 187-188]



4. ESIMERKKEJA

Kéaydiin lapi algoritmin toimintaa esimerkkien avulla.

Esimerkki 4.1. Tina Toimitusjohtajan firma on vastaanottanut 4 asiakasprojektia. Tinan firmassa
on 4 tyontekijdi ja kaikilla on sama tuntipalkka. Tyontekij6illd on eri vahvuuksia ja Tina osaa
arvioida, paljonko tyontekijoiltd kuluu aikaa tiettyyn projektiin. Kulujen minimoimiseksi Tina
haluaa, ettd jokainen projekti saadaan mahdollisimman nopeasti tehtyd. Mihin tyotehtévédan kukin

tyontekiji kannattaa sijoittaa?

Alla olevassa taulukossa on matriisimuodossa esitelty tyontekijidn i projektiin j kéyttiméa aika

tunteina.

Projektit
A B C D

Maria | 20 24 38 21
Mirja | 10 20 15 16
Tyontekijit
Katja |24 28 26 22

Kari 16 30 22 18

Kuva 4.1. Tyontekijcin i projektin j toteuttamiseen tarvitsemaa tuntimddrdd kuvaava matriisi

Ratkaistaan kohdistustehtédva unkarilaisen algoritmin mukaan, jonka vaiheet voidaan nidhdé vuo-
kaaviosta 3.1. Koska kyseessi on kohdistustehtéva, matriisi on nelio ja tavoitteena on minimointi,

niin voidaan suoraan siirtyd unkarilaisen algoritmin soveltamiseen eli askeleeseen 3.

Askel 3: Valitaan jokaisen rivin pienin alkio ja vdhennetdin sen arvo kyseisen rivin alkioista.
Ensimmdisen rivin pienin alkio on 20, toisen rivin pienin alkio on 10, kolmannen rivin pienin alkio

on 22 ja neljinnen rivin pienin alkio on 16.



A B C D
Maria | 0 18 1
Mija | 0 10 5 6
Katja |2 6 4 0
Kari 0 14 6 2

Kuva 4.2. Esimerkin 4.1 matriisi 3. askeleen jilkeen

Askel 4: Valitaan jokaisen sarakkeen pienin alkio ja vihennetién sen arvo kyseisen rivin alkioista.
Ensimmdisen rivin pienin alkio on 0, toisen rivin pienin alkio on 4, kolmannen rivin pienin alkio

on 4 ja neljdnnen rivin pienin alkio on 0.

A B C D
Maria | 0 0 14 1
Mirja [0 6 1 6
Kaga |2 2 0 O
Kari 0 10 2 2

Kuva 4.3. Esimerkin 4.1 matriisi 4. askeleen jilkeen

Askel 5: Peitetédin kaikki 0-alkiot pienimmailld mahdollisella miérillad pysty- ja vaakariveji. Jotta
viivoja olisi mahdollisimman véhin, kannattaa aloittaa sellaisista viivoista, jotka peittdvit mahdol-

lisimman monta 0O-alkiota.

A B C D
Maria —H4—+1
Mirja 6 1 6
Katja —2—2—0—=0
Kari 10 2 2

Kuva 4.4. Esimerkin 4.1 matriisi 5. askeleen jilkeen

Kaikki 0-alkiot saadaan peitettyd kolmella viivalla. Matriisin dimensio on kuitenkin n = 4, joten

matriisia pitdd vield muokata, koska viivojen miéra ja matriisin dimensio ovat erisuuret.

Askel 6: Valitaan pienin peittamiton numero kuvasta 4.4, joka tissé tapauksessa on 1. Vihennetidin
kaikista peittdmattomistd alkioista luku 1 ja lisdtidin luku 1 sellaisiin alkioihin, jotka ovat kahden

viivan risteyksessd, minkd jilkeen palataan uudelleen askeleeseen 5. Saadaan seuraavanlainen

matriisi:



A B C D
Maria [ 1 0 14 1
Mitja | O 5 0 5
Kaga |3 2 0 O
Kari 0 9 1 1

Kuva 4.5. Esimerkin 4.1 matriisi 6. askeleen jilkeen

Askel 5: Peitetdan nollat viivoilla.

Maria
Mirja
Katja

Kari
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=

Kuva 4.6. Esimerkin 4.1 matriisi uuden 5. askeleen jdlkeen

Askel 7: Nyt viivojen miira on sama kuin matriisin dimensio. Matriisia ei tarvitse endd muokata,

vaan nyt voidaan kohdistaa tyotehtivid tyontekijoille. Tavoitteena on valita matriisin dimension

mukainen madrd nollia siten, ettd jokaiselta riviltd ja sarakkeelta tulee valituksi tdsmélleen yk-

si 0-alkio. Kohdistaessa valitaan ensimmadiseksi kaikki sellaiset 0-alkiot, jotka ovat rivinsa tai

sarakkeensa ainoita O-alkioita. Tdssé tapauksessa ratkaisu on triviaali.

Maria
Mirja

Katja

Kari

Kuva 4.7. Esimerkin 4.1 matriisi 7. askeleen jdlkeen

A B C D
Maria | 20 38 21
Mirja | 10 20 (19 16
Katja |24 28 26 (2
Kari 30 22 18

Kuva 4.8. Esimerkin 4.1 matriisi, josta ndkee optimiratkaisun

Alunperdinen matriisi kuvasi tyontekijin i projektin j toteuttamiseen tarvitsemaa tuntimairda.

Tavoitefunktio haluttiin minimoida ja matriisin muokkaamisen tavoitteena on tehdi selkedammaéksi,

milld valinnoilla tavoitefunktion arvosta saadaan mahdollisimman pieni. Kun matriisin i. rivin ja
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Jj - sarakkeella oleva 0-alkio tulee valituksi, niin se tarkoittaa, ettd kyseisen tyontekijin laittaminen

kyseiseen projektiin aiheuttaa mahdollisimman pienet kustannukset.

Niin ollen Marian kannattaa tehdi projekti B, Mirjan kannattaa tehdé projekti C, Katjan kannattaa
tehdd projekti D ja Karin kannattaa tehda projekti A.

Esimerkki 4.2. Minna myyntip#illikko on vastuussa luontaistuotteiden puhelinmyynnistd. Minnan
yritys myy A-, B-, C-, D- ja E-vitamiineja. Minnan tyontekijoilld on sama palkka. Kuvan 4.9
matriisista nikee paljonko rahaa eri tyontekijdt tuottavat tunnissa riippuen siitd, mitd tuotteita
tyontekijd myy. Minna pohtii, minkid myyjan kannattaa myyda mitikin tuotetta, jotta tulot olisivat

mahdollisimman suuret. Kaikki myyjét eivit osaa myydi kaikkia tuotteita.

Tuote

A B C D E

Anna - 77 49 100 100

Anneli | 70 83 70 - 58
Puhelinmyjat

Annika | 110 - 110 65 103

Sonja 47 60 82 86 -

Kuva 4.9. Esimerkin 4.2 kustannusmatriisi

Ratkaistaan kohdistustehtéivd unkarilaisen algoritmin avulla, jonka vaiheet voidaan nihdi vuokaa-
viosta 3.1. Myyjéd ei voida valita myyméén tuotetta, jota hin ei osaa myyda. Sellaiset tapaukset on
merkattu matriisiin viivalla. Laskutoimituksia tehdessa ja matriisin muokkaamisessa niitd alkioita

el tarvitse ottaa huomioon.

Askel 1: Unkarilaisen algoritmin soveltamiseksi matriisin pitdd olla nelio, joten lisdtddn ylimai-

rdinen rivi, jonka kaikki alkiot ovat nollia.

A B C D E

Anna - 77 49 100 100
Anneli 70 83 70 - 58
Annika | 110 - 110 65 103

Sonja 47 60 82 86 -
0 0 0 0 0

Kuva 4.10. Esimerkin 4.2 matriisi 1. askeleen jilkeen

Askel 2: Koska tavoitteena on tuottojen maksimointi, niin matriisia pitdd muokata kertomalla

jokainen alkio luvulla —1.
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A B C D E

Anna - 77 -49  -100 -100
Anneli 70 =83 -70 - -58
Annika | -110 - -110 -65 -103

Sonja 47 -60 -82 -86 -
0 0 0 0 0

Taulukko 4.1. Esimerkin 4.2 matriisi 2. askeleen jilkeen

Askel 3, 4 ja 5: Suoritetaan algoritmin vaiheet 3, 4 ja 5, jolloin saadaan seuraava matriisi.

A B C D E
Anna —23—51—90 0
Anneli —13—"~6—~13——25
Annika 6 = 0—45—7
Sonja 39—26—4—0 =

raY raY raY raY raY

U U U U U

Kuva 4.11. Esimerkin 4.2 matriisi askeleiden 3, 4 ja 5 jéilkeen

Koska viivoja on yhté paljon kuin matriisin koko ja koska matriisista 16ytyy riveji tai sarakkeita,

joissa on yksittdisid O-alkioita, voidaan siirtyd askeleeseen 7.
Askel 7: Ympyroidadin ne 0-alkiot, jotka ovat rivinsi tai sarakkeensa ainoita 0-alkioita.

A B C D E

Ama | - 23 51 ¥ (0)
Anneli | 13 (0) 13 - 25

Amnika | O - 0 45 7
Sonja {39 26 4 (0) -

0 ® o0 » X

Kuva 4.12. Esimerkin 4.2 matriisi 7. askeleen jdlkeen

Paidytddn sellaiseen tilanteeseen, missi ei ole endd riveja tai sarakkeita, joista 10ytyisi yksittdinen 0-
alkio. Tama on merkKki siitd, ettd ongelmalle on useampi optimiratkaisu. Siirrytédén siis askeleeseen
8.

Askel 8: Seuraava 0-alkio pitdd valita sellaisesta rivisti tai sarakkeesta, missd on véhiten 0-alkioita.
Matriisissa 4.12 sarakkeissa A ja C on kaksi 0-alkiota. Haamurivilld sekid Annika-rivilld on myos
kaksi O-alkiota. Koska molemmissa riveissi ja sarakkeissa on yhtd paljon 0-alkioita, seuraavaksi
voidaan valita mikd tahansa O-alkioista. Otetaan Annika-rivi tarkasteluun. Riippuen siitd, kumpaan

tehtdvdin Annika laitetaan, niin voidaan saada jompi kumpi seuraavista lopputuloksista:
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Vaihtoehto 1 Vaihtoehto 2
A B C D E A B C D E
Ama | - 23 51 W (0| Ama | - 23 51 ¥ (0)
Anmneli |13 (0) 13 - 25| Ameli |13 (0) 13 - 25
Amnika |(0) - B 45 7 Amnika | B - (0) 45 7
Sonja |39 26 4 (0) - Somja |39 26 4 (0) -
o (0 ¥ X © » W ¥ X

Kuva 4.13. Esimerkin 4.2 molemmat optimiratkaisut

Vaihtoehto 1 Vaihtoehto 2
A B C D E A B C D E

Ama | - 77 49 100 Ama [ - 77 49 100 (00
Anneli | 70 70 - 58 Anneli | 70 70 - 58

Amika | (10 - 110 65 103 Annika | 110 - @ 65 103

Sonja 47 60 82 - Sonja 47 60 82 -
o 0 (0) 0 o0 © o o 0 o0

Kuva 4.14. Esimerkin 4.2 molemmat optimiratkaisut alkuperdisilld arvoilla

Vaikka mahdollisia lopputuloksia on kaksi, niin molemmat tulokset ovat optimiratkaisuja, silld

tavoitefunktion arvo molemmissa tapauksissa on sama.

Tavoitefunktio vaihtoehdolle 1: 100+ 83 + 110+ 86+ 0 = 379
Tavoitefunktio vaihtoehdolle 2: 100 + 83 + 110 + 86 + 0 = 379
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5. ALGORITMIN MATEMAATTINEN TAUSTA

Tarkastellaan vuokaavion 3.1 vaiheiden ja esimerkkien avulla, minka takia unkarilainen algoritmi
toimii.

Askel 1: Jotta jokaiselle tyontekijdlle voidaan nimetd yksi tyotehtdva, niin tyontekijoitd ja tyo-
tehtdvid pitdé olla yhté paljon. Jos tyontekijoitd ja tyotehtivid ei ole yhtéd paljon, niin tilanne on
helppo korjata lisddmalla tyhjid riveji tai sarakkeita. Jos tyontekijoitd on enemmin kuin tyotehti-
vid, niin kaikki tyontekijét eivit saa tyotehtdvai ja jos tydtehtivid on enemmin kuin tyontekijoitd,
niin kaikkia tyotehtivid ei tule tehdyksi. Ratkaisussa tyhjien rivien ja sarakkeiden valinnat jitetdin

huomiotta.

Askel 2: Unkarilainen algoritmi toimii, kun tavoitefunktio halutaan minimoida. Jos tavoitefunktio
halutaan maksimoida, niin ratkaisu voidaan 10ytdd muuttamalla maksimointiongelma minimoin-

tiongelmaksi kaavalla max(Z) = — min(-Z2).

Kéytinnossd tdmi onnistuu helposti kertomalla kaikki matriisin alkiot luvulla -1. Tall6in alkioiden

suuruusjirjestys muuttuu pdinvastaiseksi ja unkarilaista algoritmia voi hydodyntaa.
Todistetaan vield kaava: max(Z) = — min(-Z)

Olkoon Z = f(x) ja oletetaan, ettd max(f(x)) = a. Tami tarkoittaa, ettd on olemassa jokin
sellainen kdyvin alueen piste x*, ettd f(x*) = a, eli toisin sanoen f(x) < a. Kun kerrotaan timé

epdyhtdlo luvulla -1, saadaan — f (x*) = —a, eli —f(x) = —a. Téllin min(—f(x)) = —a.
Niin ollen max(f(x)) = a = —(—a) = —min(—f(x)).
Ollaan todistettu, ettd max(Z) = —min(—2).

Askel 3: Tarkastellaan esimerkkid 4.1. Tyontekija Maria voi tehdd projektin A, B, C tai D. Projektiin
A kuluu 20 tuntia, B kuluu 24 tuntia, C kuluu 38 tuntia ja projektiin D kuluu 21 tuntia. Riippumatta
siitd, minkd projektin Marialle antaa, hdnelld kuluu projektiin vihintdan 20 tuntia. Voimme niin
ollen jokaiselle tyontekijdlle madrittdd ajan, joka hdnelld kuluu vihintddn riippumatta siitd, mihin
projektiin tyontekiji sijoitetaan. Matriisista voidaan siis riveittdin vihentdd kaikista rivin alkioista
koko rivin pienin alkio. Uudessa matriisissa nékyy, ettd Marialla projektiin A kuluisi O tuntia,
projektiin B kuluisi 4 tuntia, projektiin C kuluisi 18 tuntia ja projektiin D kuluisi 1 tunti. Riippumatta
siitd, mikd arvo matriisissa on, niin niilld tiedoilla Maria kannattaisi sijoittaa projektiin A, silld
hiin saa sen nopeiten tehtyé. Projektiin B kuluisi 4 tuntia enemmén, projektiin C kuluisi 18 tuntia
enemmdn ja projektiin D kuluisi 1 tunti enemmén. Luvun viahentiminen kaikista rivin alkiosta ei

vaikuta lukujen vilisiin suhteisiin eiké niin ollen tdmi operaatio muuta optimiratkaisua.
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Askel 4: Vastaavasti kuin askeleessa 3, voidaan tarkastella tyotehtévittdin paljonko aikaa yhden
tyotehtidvidn kuluu riippumatta siitd, kenelle tyontekijdlle tyotehtidvd annetaan. Luvun vihentdmi-
nen kaikista sarakkeen alkiosta ei vaikuta lukujen vilisiin suhteisiin eikd niin ollen timéa operaatio

muuta optimiratkaisua.

Askel 5: Matriisin O-alkiot pitdé peittdd mahdollisimman vihélld mairélla pysty- ja vaakasuoria

viivoja, jotta seuraavissa askeleissa voidaan tarkistaa viivojen maérit.

Askel 6: Kidydiin ensin 1dpi, miksi viivojen méird pitdd olla sama kuin matriisin dimensio. Viivojen
miira ei voi olla suurempi kuin matriisin dimensio, silld kaikki matriisin alkiot voidaan jo peittad
piirtdmilld jokaisen sarakkeen tai rivin kohdalle viivan. Talloin ylimédérdiset viivat eivit peittéisi

uusia alkioita.

Jos viivojen méérd on pienempi kuin matriisin dimensio, niin kaikilta riveiltd ja sarakkeilta ei
16ydy tarpeeksi O-alkioita valittavaksi. Tarkastellaan matriisia kuvassa 4.4. Jokaiselle tehtaville
16ytyy yksi tyontekijé niin, ettd C;; = 0. My0s jokaiselle tyontekijille 10ytyy tehtav niin, ettd C;;.

Nopeasti katsottuna vaikuttaisi siltd, ettd optimiratkaisu 16ytyisi.

Katsotaan, mitd tapahtuu, jos Karille annetaan projekti A ja Marialle annetaan projekti B. Tdlloin
Mirjan ja Katjan kesken pitéisi jakaa projektit C ja D. Katjan kustannus molemmille projekteille

on 0, kun taas Mirjalle kustannus projektissa C on 1 ja kustannus projektissa D on 6.

Askel 7: Jos 1oytyy riveja tai sarakkeita, joista 10ytyy yksittéisid 0-alkioita, niin ympyroidadin ky-
seinen 0-alkio. Jos 10ytyy sarake, jossa on yksittdinen O-alkio ja se ympyroidéan, niin se tarkoittaa
sitd, ettd kyseiseen tehtivéin j ei 10ydy toista tyontekijié i, joka tekisi tydon paremmin tavoitefunk-
tion kannalta. Vastaavasti, jos 10ytyy rivi, jossa on yksittdinen 0-alkio ja se ympyroiddin, niin se

tarkoittaa sitd, ettd kyseiselle tyontekijille i ei 10ydy parempaa tehtidvid j tavoitefunktion kannalta.

Valintojen jilkeen ylimédrdiset O-alkiot voidaan ruksia pois, silld jokaiselta riviltd ja sarakkeelta

voidaan valita vain yksi 0-alkio.

Askel 8: Jos kustannusmatriisista ei 10ydy enéé rivejd tai sarakkeita, missé olisi yksittdisid O-
alkioita, niin se on merkki siitd, ettd kohdistustehtivilld on useampi optimiratkaisu. Jonkin op-
timiratkaisun 10ytdmiseksi pitdd valita jokin O-alkio sellaiselta rivilti tai sarakkeelta, missd on
mahdollisimman vihdn 0-alkioita. Jos halutaan 16ytad kaikki optimiratkaisut, niin voidaan sys-
temaattisesti valita toinen O-alkio siltd riviltd tai sarakkeelta, missd oli mahdollisimman viahan
0-alkioita.

Tarkeintd on valita seuraava 0-alkio siltd riviltd tai sarakkeelta, missd on mahdollisimman vahéan
0-alkioita, koska muuten voitaisiin paityd tilanteeseen, missd 0-alkiot loppuvat kesken ja ratkaisu

ei ole kiypd tai ei 10ydetd optimiratkaisua.
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6. ALGORITMIN MUUNNELMIA

Tissd kappaleessa esitelldédn pari alkuperdisen kohdistustehtdvin muunnelmaa ja ndytetidin, miten

ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin avulla.

6.1 Vaihtoehtoisia rajoitteita
Kappaleessa 2.2 mainittiin, ettd esimerkiksi rajoitteella
xp=1

voidaan ilmaista, jos tyontekijdn 1 on pakko tehdi tehtivi 2. Toisaalta matriisia muodostettaessa
kyseisen tyontekijin rivi ja tehtdvin sarake voidaan jéttdd pois. Kohdistustehtdvit on helpompi

ratkaista unkarilaisen algoritmin avulla, kun kustannusmatriisi on pienempi.

Jos tyontekijid 1 ei voi tai osaa tehdd tehtdvdd 2, niin se ilmaistiin rajoitteella
X12 = 0.

Esimerkkien kustannusmatriisissa timé rajoite huomioitiin laittamalla miinusmerkki kyseisen tyon-
tekijén ja tehtdvin kohdalle osoittamaan, ettei tyontekijd pysty suorittamaan kyseista tehtavaa. Toi-
saalta tdma olisi voitu ilmaista korvaamalla miinusmerkki co-merkilld tai hyvin suurella luvulla,

jolloin ei olisi jarkeviad valita tyontekija kyseiseen tehtdvain.

6.2 Useampi valinta

Vililla tyotehtdvid on enemmin kuin tyontekijoitd ja tyontekijdlle halutaan tarvittaessa antaa
useampi tyotehtavd. Téllaisissa tilanteissa unkarilaista algoritmia voidaan hyddyntdd lisddmalla

uusi rivi kyseistd tyontekijdd kohden, jolle halutaan mahdollistaa useamman tehtdvin antaminen.

Otetaan esimerkiksi alla oleva kustannusmatriisi, missd on nelja tyontekijaa ja viisi tyotehtivaa.

A B C D E

Leo 17 14 9 8 12
Leonard | 16 21 13 12 25
Roy 10 19 12 15 8
Henrik |30 24 5 17 4
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Tyontekijalle Henrik halutaan antaa kaksi tehtdvad. Talloin lisdtdén matriisiin toinen rivi Henrikille.

Leo
Leonard
Roy
Henrik
Henrik

A B C D E
17 14 9 8 12
16 21 13 12 25
10 19 12 15 8
30 24 5 17 4

30 24 5 17 4

Unkarilaisen algoritmin suorittamisen jilkeen kaikille tyontekijoille saadaan jaettua yksi tyotehti-

vid, mutta Henrikille saadaan annettua kaksi tyotehtiavii.
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7. YHTEENVETO

Téssd tydssid tutustuttiin perinteiseen kohdistustehtédvidn, joka on yksi operaatiotutkimuksen osa-
alueista, sekd unkarilaiseen algoritmiin, jonka avulla voidaan ratkaista kohdistustehtédvan optimi-

ratkaisu.

Tyon alussa opittiin, ettd perinteisessd kohdistustehtévissi tyotehtédvid jaetaan tyontekijoiden kes-
ken niin, ettd tehtdvistd syntyvit kokonaiskustannukset olisivat mahdollisimman pienet tai tulot
olisivat mahdollisimman suuret. Kohdistustehtivién liittyva terminologia ja matemaattinen ilmai-
su kaytiin kappaleessa 2 ldpi. Tamain lisdksi kdytiin 1dpi miten matemaattisesti voidaan muotoilla

erilaisia rajoitteita, joita voi esiintyd kohdistustehtédvassi.

Itse unkarilainen algoritmi esitettiin yksinkertaisen vuokaavion avulla luvussa 3. Luvussa 4 al-
goritmia havainnollistettiin esimerkkien avulla. Vuokaaviossa algoritmin jokainen vaihe oli nu-
meroitu ja luvussa 5 kédytiin jokaisen vaiheen matemaattinen tausta ldpi. Luvussa 6 esitettiin pari
kohdistustehtdvin muunnelmaa ja néytettiin, miten ne voidaan ratkaista unkarilaisen algoritmin

avulla.
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