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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld diskreettid Morse-teoriaa, joka on kombi-
natorinen sovitus klassisesta Morse-teoriasta. Diskreetin Morse-teorian tarkeimmat
lauseet esitetddn parhaiten CW-kompleksien avulla, joten timén tutkielman teoria
pohjautuu nidihin komplekseihin. Jotta paastiddn kisiksi diskreettiin Morse-teoriaan,
kasitellddn ensin liitosavaruuksia ja esitelliin CW-kompleksit sekd romahtamisen
kasite. Lisdksi kdydddn lapi homologiaa CW-komplekseille, jonka yhteydessd méa-
ritellddn muun muassa solumainen ketjukompleksi. Tutkielman alussa késitellddn
vield tensorituloa seka esitellddan Eulerin karakteristika ja Bettin luku.

Diskreetin Morse-teorian késittely aloitetaan esittelemalld diskreetti Morse-funktio
sekd kriittinen solu, joille todistetaan tirkeimpid tuloksia. Diskreetteihin Morse-
funktioihin liittyen esitellddn gradienttivektorikenttd sekd Hasse-kaavio. Yksi dis-
kreetin Morse-teorian keskeisimmisti lauseista on romahduslause, joka esitetdédn ja
todistetaan Hasse-kaavioiden jilkeen. Liséksi esitetddn vield Morse-epdyhtalot ja ké-
sitellddn diskreetin Morse-funktion kehittimistid. Yksi Morse-teorian tirkeimmisti
ongelmista on nimittdin 10ytda Morse-funktio, jonka kriittisten solujen miird on pie-
nin mahdollinen. Téllaisen funktion 10ytdmiseksi esitetddn lause koskien kriittisten
solujen poistamista.

Tutkielman loppupuolella késitelladn uudestaan gradienttivektorikenttid ja médé-
ritelldéin diskreetti gradienttivirtaus. Lisdksi esitelldadn Morse-kompleksin kisite ja
todistetaan, etti CW-kompleksiin K liittyvin Morse-kompleksin C® homologia on
sama kuin CW-kompleksin K homologia. Viimeiseni esitellddn vilttelevyys, jossa
on kyse Morse-teorian soveltamisesta tietojenkdsittelyyn.

Avainsanat: diskreetti Morse-teoria, Morse-funktio, CW-kompleksi,
Morse-kompleksi, gradienttivektorikentti
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1 Johdanto

Tassé tutkielmassa tarkastellaan diskreettid Morse-teoriaa CW-komplekseille ja to-
distetaan siihen liittyvid tuloksia.

Luvussa 2 esitellddn tutkielman kannalta oleellisia esitietoja. Osa esitiedoista on
esitetty lyhyesti, sillé esitietoja tarvitaan monesta eri asiasta. Alussa kisitelldidn vek-
toriavaruudet ja Abelin ryhmad, jonka jdlkeen tarkastellaan liitosavaruuksia. Sitten
esitellddan CW-kompleksi sekd tarkastellaan CW-kompleksin romahtamista. Soluho-
mologian yhteydessd madritelladn muun muassa kisitteet solumainen ketjukomplek-
si ja solumaiset homologiaryhmiit. Liséksi késitelldén tensorituloa sekd miiritellaan
Eulerin karakteristika ja Bettin luku.

Luvussa 3 kisitelladan diskreetin Morse-teorian perusasioita ja todistetaan tér-
keimpid lauseita. Aluksi esitetddn késitteet diskreetti Morse-funktio ja kriittinen solu
sekd todistetaan niin sanottu poikkeus-lemma, jota hyddynnetddn myShemmin esi-
tettdvissd todistuksissa. Néiden jilkeen esitellddn lyhyesti Forman-ekvivalenssi, joka
kertoo diskreettien Morse-funktioden vastaavuudesta. Alaluvussa 3.3 maaritelldin
gradienttivektorikenttd, diskreetti vektorikenttd sekd gradienttipolku. Lisdksi todis-
tetaan, ettd diskreetit Morse-funktiot ovat Forman-ekvivalentteja, jos ja vain jos ne
indusoivat saman gradienttivektorikentin. Alaluvussa 3.4 esitellddn Hasse-kaavio ja
todistetaan siihen liittyvid tuloksia. Seuraavassa alaluvussa todistetaan romahdus-
lause, joka on yksi Morse-teorian keskeisimmistd lauseista. Alaluvussa 3.6 todiste-
taan heikot diskreetit Morse-epéyhtélot sekd vahva diskreetti Morse-epayhtalo. Nai-
den jilkeen kisitelldin diskreetin Morse-funktion kehittamisti. Yksi Morse-teorian
tarkeimmistd ongelmista on nimittdin 10ytdd Morse-funktio, jonka kriittisten solujen
méérd on pienin mahdollinen. Tdllaisen funktion 10ytdmiseksi esitetdin lause koskien
kriittisten solujen poistamista.

Luvussa 4 kisitelladn ensin gradienttivektorikenttid suunnattujen solujen kuvauk-
sena ja madritelladn gradienttivirtaus. Gradienttivektorikentille ja sithen liittyville
virtaukselle esitetddn ja todistetaan tirkeimpid ominaisuuksia. Alaluvussa 4.2 mii-
ritellddn Morse-kompleksi ja todistetaan, etti CW-kompleksiin K liittyvdn Morse-
kompleksin C? homologia on sama kuin CW-kompleksin K homologia. Seuraavassa
alaluvussa néytetddn, ettd Morse-kompleksi voidaan esittda kriittisten solujen avulla.
Viimeisessi alaluvussa esitelldédn vilttelevyys, jossa on kyse Morse-teorian sovelta-
misesta tietojenkasittelyyn.

Lukijalta edellytetdin algebran ja topologian perusasioiden tuntemusta. Tutkiel-
man pailidhteind kdytetdin Robin Formanin ja Nicholas A. Scovillen teoksia [7] ja
[17].



2 Esitietoja

2.1 Vektoriavaruudet

Tamaén aliluvun ldhteiné kiytetdén teoksia [9] ja [18].

Mairitelmia 2.1. Olkoot V ja W vektoriavaruuksia, joiden kerroinkuntana on [.
Funktio f : V. — W on lineaarikuvaus, jos kaikille v, u € V ja kaikille a € F pitee

D) fv+u)=fO)+ f(u),
(i) f(av) =af(v).
Mairitelma 2.2. Olkoon f : V — W lineaarikuvaus. Funktion f ydin on
Ker(f) ={veV| f(v) =0}

Ytimen dimensiota kutsutaan funktion f nulliteetiksi ja sitda merkitdan null( f). Funk-
tion f kuva on

Im(f)={weW|3IveV,jolle f(v) = w}.
Kuvan dimensiota kutsutaan funktion f asteeksi ja sitd merkitddn rank( f).

Lause 2.3 (aste-nulliteetti lause). Olkoot V ja W vektoriavaruuksia, joiden kerroin-
kuntana on F ja olkoon f : V — W lineaarikuvaus. Oletetaan, ettd dimV < oo.
Tilloin

rank(f) + null( f) = dim(V).

Todistus (ks. [9, s. 70]). |

2.2 Abelin ryhma

Tamin aliluvun lahteind kéytetdadn teoksia [4], [18] ja [12].

Miairitelma 2.4. Epityhjd joukko G, jossa on médritelty laskutoimitus o on Abelin
ryhmd, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Kaikillax,y € G,xoy € G.

(2) Kaikillax,y,z€ G,xo(yoz)=(xoy)oz.

(3) On olemassa neutraalialkio e € G, jolle x o e = e 0 x = x, kaikillax € G.
(4) Jokaisella x € G on olemassa kiinteisalkio y € G, jollexoy =yox =e.

(5) Kaikillax,y e G,xoy=yox.



Miaritelmé 2.5. Olkoon G Abelin ryhma ja olkoon {e;};c; Abelin ryhmén G os-
ajoukko. Tdma joukko on Abelin ryhmén G kanta, jos se on epityhji ja jokaisella
x € G on yksikisitteinen esitys lineaarikombinaationa

X = ine,-,
missd x; € Z ja lahes kaikilla indekseilld i pitee x; = 0.

Mairitelmi 2.6. Abelin ryhmaé on vapaa, jos sillid on kanta.

Miiritelma 2.7. Vapaan Abelin ryhmén G sisdtulo on funktio f : G XG — Z, jota
merkitdén (, ), ja jolle patevit seuraavat ominaisuudet:

(1) Kaikillaa,b € G, {a,b) = (b, a).

(2) Kaikillaa,b € Gjaz € Z, {za,b) = z{a,b) = {a, zb).

(3) Kaikillaa,b,c € G,{a+b,c) ={a,c)+{(b+c)jala,b+c)=(a,b)+{a,c).
(4) Jokaisellaa € G, {a,a) > 0sekd (0,a) =0ja{a,0) =0.

Miaritelméa 2.8. Olkoon (G, (,)) vapaa Abelin ryhmi ja olkoon H ryhmin G
aliryhmi. Aliryhmén H ortogonaalinen komplementti H* ryhméssid G on

H* ={a € G| {a,b) =0jokaisella b € H}.

2.3 Liitosavaruuksista

Tissd aliluvussa esitellddn liitosavaruus, sekd sithen liittyva litmauslause. Liséksi
madritellddn tarpeellisia kisitteitd. Luvun tiedot pohjautuvat Brownin ja Rotmanin
teoksiin [3] ja [15].

Merkitéddn topologisten avaruuksien B ja X erillistd yhdistettd B LI X.

Miiritelma 2.9. Olkoot X ja B topologisia avaruuksia. Olkoon A C X aliavaruus
ja f 1 A — B jatkuva kuvaus. Avaruus, joka saadaan ’liimaamalla’ X avaruuteen B
funktiolla f on (B U X)/~, missd ~ on avaruuden B LI X ekvivalenssirelaatio, joka
saadaan, kun samastetaan a ja f(a) kaikilla a € A. Avaruutta B Ly X kutsutaan
liitosavaruudeksi ja kuvausta f liitoskuvaukseksi.

Madritellddn seuraavaksi késitteitd, joita tarvitaan seuraavaksi esitettiviin lausee-
seen. Olkoon X topologinen avaruus ja A avaruuden X aliavaruus. Talloin sanotaan,
ettd (X, A) on topologinen pari.

Miaritelma 2.10. Topologisella parilla (X, A) on homotopian laajennusominaisuus
avaruuden Y suhteen, jos jokaiselle jatkuvalle kuvaukselle f : X X {0} — Y ja
jokaiselle jatkuvalle kuvaukselle G : A X[ — Y, missd G(a,0) = f(a,0), jokaiselle
a € A jamissd [ on yksikkovili [0, 1], on olemassa jatkuva kuvaus F : X X1 — Y,
joka saa seuraavan kaavion kommutoimaan:



X X1

U

Xx{0}UAXI >Y
fuG

Inkluusiotai : A < X kutsutaan kofibraatioksi, jos parilla (X, A) on homotopian
laajennusominaisuus jokaisen avaruuden Y suhteen.

Miiéritelmi 2.11. Kategoria € koostuu kolmesta asiasta; objektien luokasta, obj€’;
morfismien joukoista Hom(A, B), yksi jokaista paria A, B € obj€ kohden; yhdis-
telmdstd Hom(A, B) X Hom(B, C) — Hom(A, C), jota merkitddn (f,g) — go f
jokaista objektia A, B, C € obj@& kohti. Niille pitee

(i) Morfismien joukot Hom(A, B) ovat pareittain erillisia.
(i1) Yhdistelma on liitdnndinen silloin, kun se on mééritelty.

(iii) Jokaiselle A € obj® on olemassa identiteetti id4 € Hom(A, A), jolleidgo f =
f jokaisella f € Hom(B, A), ja kaikilla B € obj¥ ja g o id4 = g jokaisella
g € Hom(A, C), ja kaikilla C € objé.

Esimerkki 2.12. Esimerkki kategoriasta on Abelin ryhmien kategoria Ab, jonka
objekteja ovat Abelin ryhmit ja jonka morfismeja ovat ryhmdahomomorfismit.

Mairitelma 2.13. Jos & ja € ovat kategorioita, niin funktoriT : &/ — € on funktio,
jolle pitee:

(i) Jos A € obj/, niin TA € objé.

(ii) Jos f : A — A’ on morfismi kategoriassa &/, niinT f : TA — T A’ on morfismi
kategoriassa €.

(111) Jos f ja g ovat morfismeja kategoriassa &/, missd g o f on maddritelty, niin
T(gof)=(Tg)o(Tf).
(iv) T(idg) = idr4 kaikilla A € obj«/.

Mairitelmi 2.14. Olkoot B, A, A; kategorian € objekteja ja olkoot f|, f> morfis-
meja:

(5)1 Bi>A1

;

A

Kaavion (&) ratkaisu on sellainen objekti C ja morfismit g;, g», ettd seuraava
kaavio kommutoi:



Si

B——> A

A

Ay —> C

Kaavion (68) pusku on sellainen ratkaisu (C, g1, g2), ettd mille tahansa muulle
ratkaisulle (D, hy, hy) on olemassa yksikésitteinen morfismi ¢ : C — D, joka saa
seuraavan kaavion kommutoimaan:

Nil

B——> A

Lause 2.15 (Liimauslause liitosavaruuksille). Olkoot i ja j suljettuja kofibraatioita
Jja kuvan 2.1 kommutoivan kaavion etummainen ja takimmainen nelio puskuja, jotka
maddrittdvdt avaruudet Q ja R liitosavaruuksiksi

Q=BuUrXjaR=DLl,Y.
Oletetaan, ettii @°, o' ja ¢* ovat homotopiaekvivalensseja. Talloin kuvaus
¢:BurX—>DLU,Y
kuvausten ¢°, ' ja ©* avulla mddriteltynd on homotopiaekvivalenssi.

Todistus (ks. [3, s. 296]). O

J
f ¢
N \
A Y

Y - R
8

<

Y

Kuva 2.1. Kommutoiva kaavio, missd i ja j ovat suljettujen aliavaruuk-
sien inkluusioita.



2.4 CW-kompleksit

Diskreetin Morse-teorian tiarkeimmit lauseet esitetddan parhaiten CW-kompleksien
avulla, joten seuraavaksi esitelldén perusasioita ndistd komplekseista. CW-kompleksit
rakentuvat soluista ja niiden perusoperaatio on solun liittiminen. Tamén aliluvun tie-
dot pohjautuvat Rotmanin ja Formanin teoksiin [15] ja [7]. Kattavan esityksen tista
aiheesta 10ytdd ldhteestd [14].

Olkoon D" suljettu yksikkokuula n-ulotteisessa Euklidisessa avaruudessa E”,
toisin sanoen D" = {x € E" : ||x|| < 1}. Kuulan D" reuna on (n — 1)-ulotteinen
yksikkopallo §"' = {x e E" : ||x|| = 1}.

Mairitelma 2.16. Suljettu n-solu e on topologinen avaruus, joka on homeomorfinen
suljetun kuulan D" kanssa. Jos f : D" — e on homeomorfismi, sanotaan kuvaa
f(D" — S avoimeksi n-soluksi ja kuvaa f(S"!) avoimen solun f(D" — §"°!)
reunaksi.

Tassa tutkielmassa solulla tarkoitetaan avointa solua, ellei toisin mainita. Avointa
n-solua voidaan merkitid o tai lyhyemmin «. Solun o reunaa merkitiin d.

Miiritelmii 2.17. Olkoon Y Hausdorffin avaruus ja olkoon f : §"~! — Y jatkuva
kuvaus. Talloin D" Uiy Y on avaruus, joka saadaan avaruudesta Y liittamdilld n-solu
funktiolla f. Kuvausta f kutsutaan liitoskuvaukseksi.

Esimerkki 2.18. Olkoon X ympyrd. Kuvassa 2.2 vasemmalla ndhddin erds mah-
dollinen ratkaisu, kun ympyraéan X liitetddn 1-solu. Oikeanpuoleisessa kuvassa puo-
lestaan ei ole kyse 1-solun liittimisestd, koska 1-solun koko reunaa ei ole "liimat-
tu"avaruuteen X.

(1) : (2) :

Kuva 2.2. (1): 1-solu liitettynd ympyriin. (2) 1-solu, jota ei ole liitetty
ympyraan.

Olkoot (X, A) ja (Y, B) topologisia pareja. Jatkuva kuvaus g : (X, A) — (Y, B)
tarkoittaa jatkuvaa kuvausta g : X — Y, jolle g(A) C B.

Mairitelma 2.19. Jatkuva kuvaus g : (X, A) — (Y, B) on relatiivinen homeomor-
fismi, jos sen rajoittuma g | (X — A) : X — A — Y — B on homeomorfismi.

Madritelmi 2.20. Olkoon X joukko, joka on peitetty osajoukoilla A ;, missd j kuuluu
johonkin indeksijoukkoon J, toisin sanoen X = (J;c; A;. Oletetaan, ettd seuraavat
ehdot ovat voimassa:

(1) jokainen A; on topologinen avaruus;



(2) kaikille j,k € J, joukkojen A; ja Ay topologiat ovat samat leikkauksessa
Aj N Ag;

(3) kaikille j, k € J, leikkaus A; N Ay on suljettu joukoissa A; ja Ag.

Talloin joukon X heikko topologia joukkojen A;, j € J, avulla mairiteltynd on se
topologia, jonka suljetut joukot ovat ne osajoukot /' C X, joille F N A; on suljettu
joukossa A; jokaiselle j € J.

Maaritelma 2.21. Olkoon topologinen avaruus X erillinen yhdiste soluja: X =
U{a : @ € E}. Jokaiselle k > 0, avaruuden X k-ranka X* on

xk = U{a € E :dim(a) < k}.

Tietysti X° ¢ X' ¢ X2 ¢ ... ja X = Ugso XX

Miaritelméa 2.22. CW-kompleksi on jirjestetty kolmikko (X, E,®), missd X on
Hausdorffin avaruus, £ on joukko soluja avaruudessa X ja®@ = {®, : @ € E} on
joukko kuvauksia, joille pitee

(1) X =U{a : @ € E} (erillinen yhdiste);

(2) jokaiselle k-solulle @ € E, kuvaus @, : (D*, S¥1) — (o U X*-!, X*=1) on
relatiivinen homeomorfismi;

(3) jos @ € E, niin sulkeuma @ siséltyy joukon E solujen direlliseen yhdisteeseen;
(4) avaruudella X on kokoelman {@ : @ € E'} maaraama heikko topologia.

Jos (X, E, @) on CW-kompleksi, niin silloin avaruutta X kutsutaan CW-avaruudeksi,
paria (E, @) kutsutaan avaruuden X CW-hajotelmaksi ja kuvausta @, € @ kutsutaan
solun « karakteristiseksi kuvaukseksi. Lyhyemmin voidaan sanoa, ettd X on CW-
kompleksi. Suoraan madritelméstd 2.22 seuraa, ettd simpleksiset kompleksit ovat
CW-komplekseja.

Mairitelmi 2.23. CW-kompleksi (X, E, @) on ddrellinen, jos E on direllinen jouk-
ko.

Jos (X, E,®) on didrellinen CW-kompleksi, niin méaritelmén 2.22 ehto (3) on
tarpeeton. Tassd tyossd oletetaan, ettd CW-kompleksit ovat ddrellisid ellein toisin
mainita.

Miaritelmé 2.24. CW-kompleksi (X, E, @) on sddnnollinen, jos kaikki liitosku-
vausten rajoittumat @,| : S¥~! — @, (§*~1) ovat homeomorfismeja.

Olkoon K CW-kompleksi. Merkinnilld o(P) tarkoitetaan, etti  on solu, jonka
dimensio on p. Solujen vilistd suhdetta merkitidin § > « (tai @ < ), jos @ # 8 ja
@ C B, missi 5 on solun 8 sulkeuma. Sanotaan lisiksi, etti o on solun £ sivu tai, etti
S on solun @ ko-sivu. Solun 8 sivu @ on vapaa, jos se ei ole minkdian muun solun
sivu. Merkitddn 8 > «, jos B = a tai 8 > a. Lukua dim(f8) — dim(«@) kutsutaan
solun a kodimensioksi solussa . Jos @ on CW-kompleksin K solu, voidaan merkiti
a € K.
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Seuraavassa médritelméassd merkinndlld @, tarkoitetaan kuvauksen @, indusoi-
maa homomorfismia. Lisiksi merkinnéilld H, (X", X"~!) ja H,(D", §"~1) tarkoite-
taan singulaarisia homologiaryhmii. Singulaarista homologiaa on esitelty Hatcherin
kirjan [10] luvussa 2 sekd Rotmanin kirjan [15] luvussa 4.

Miiritelmé 2.25. Olkoon K CW-kompleksi. Jos @, : D" — ') € K onkompleksin
K n-solun 013’ karakteristinen kuvaus, niin

& (Hy (D™, SN = Hy(D", 8" Y =27

ja ryhmin @, (H,(D",S"" ")) c H,(K",K""!) virittijin valintaa kutsutaan solun
@) suunnaksi.

Mairitelma 2.26. Suunnattu solu on solu, jolle on annettu suunta. Jos solu @ on
suunnattu, niin merkinnilld —« tarkoitetaan samaa solua, jonka suunta on vastakkai-
nen.

Olkoon a'?) solun BP*Vsivu. Olkoon K #irellinen CW-kompleksi ja olkoon B
suljettu kuula, jonka dimensio on p + 1. Olkoon 4 : B — K jatkuva kuvaus, joka
kuvaa kuulan B sisdosan homeomorfisesti solulle .

Miidritelmii 2.27. Solu a” on solun 8P*Y) sccinnollinen sivu, jos
(i) kuvaus % : h~'(@) — @ on homeomorfismi,
(i1) alkukuva hTm) on suljettu p-kuula.

Muuten sanotaan, ettd @ on solun S epdsddnnoéllinen sivu.

Jos K on sddnnollinen CW-kompleksi, esimerkiksi jos K on simpleksinen komplek-
si tai monitahokas, niin kaikki sivut ovat saannollisia.

Esimerkki 2.28. Kuvassa 2.3 on esimerkki CW-kompleksista, joka ei ole sddnnolli-
nen. Tamd CW-kompleksi muodostuu yhdestid 0-solusta ja yhdesté 1-solusta. 1-solun
molemmat piditepisteet on siis liimattu samaan 0-soluun.

Kuva 2.3. Ei-sddnnollinen CW-kompleksi.

Seuraavaksi esitetddn CW-kompleksin ominaisuuksia, joita tarvitaan myohem-
min esitettdvissa todistuksissa.

Lause 2.29. Olkoot BP*V) > oP) > v~V Tllgin yksi seuraavista on voimassa:
(i) Solu a on solun B epdsddnnollinen sivu.

(ii) Solu y on solun « epdsddnnollinen sivu.
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(iii) On olemassa p-solu & # «, jolle
B>a>vy.
Todistus (ks. [7, s. 98]). O

Lause 2.30. Olkoon K sdcnnéllinen CW-kompleksi, ja olkoon BP*") > »P=1) joil-
lekin p ja r > 1. Tdlloin on olemassa sellaiset p + r — 1-solut a ja @, ettd a # @

ja
B>a>y, B>a>vy.

Todistus (ks. [7, s. 100]). O

2.5 Romahtaminen

Tassd aliluvussa tarkastellaan CW-kompleksien romahtamista. Luvun tiedot pohjau-
tuvat yhdistelmaén lahteistd [7], [S] ja [17].

Maéritelma 2.31. Olkoon K CW-kompleksi ja olkoot (P < gP+1 kompleksin K
soluja, joille pitee:

(i) Solu @ on solun B sddnnollinen sivu.

(i1) Solu « ei ole minkdidn muun solun sivu.

Olkoon L = K — (a U B). Sanotaan, ettd kompleksi L saadaan kompleksista K
vksinkertaisella romahtamisella, ja sitd merkitddan K \,° L. Solujen « ja g paria
kutsutaan vapaaksi pariksi.

Miiéritelmé 2.32. Sanotaan, ettd CW-kompleksi K romahtaa CW-kompleksiin L
tai, ettd CW-kompleksi L laajentuu CW-kompleksiin K, jos kompleksi L voidaan
muodostaa kompleksista K jonolla yksinkertaisia romahduksia. Tatd merkitdin K
L tai L /" K. Komplekseilla K ja L on sama yksinkertainen homotopiatyyppi, jos
on olemassa jono CW-komplekseja K = K1, K>, ..., K, = L, joille pitee K; \, K;+1
tai K; /" K1 jokaisella 1 < i < n. Tétd merkitddn K ~ L.

Kuva 2.4. Yksinkertaisia romahduksia.

Jos avaruuksilla on sama yksinkertainen homotopiatyyppi, niin niilli on sama
homotopiatyyppi.

Kuva 2.5. Simpleksinen kompleksi, joka romahtaa yhteen omista kér-
jistddn.
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Miaritelma 2.33. CW-kompleksi K on romahtava, jos on olemassa jono yksinker-
taisia romahduksia

K=Ky \ K1\ "\ Kyt Ky ={v}.

Siis CW-kompleksi K on romahtava, jos se romahtaa johonkin omista O-soluistaan.

2.6 Soluhomologia

Soluhomologian avulla voidaan laskea CW-kompleksien homologiaryhmiéd. Ennen
kuin maédritelldadn soluhomologia, esitetdin muutamia ominaisuuksia. Merkinn6illa
Hi (X", X""!) ja H;(X") tarkoitetaan singulaarisia homologiaryhmii. Timin alilu-
vun pidlidhteend kiytetddan Hatcherin teosta [10].

Lause 2.34. Olkoon X CW-kompleksi. Tdlloin:

(1) Ryhmd Hi (X", X" ) on triviaali, kun k # n. Kun k = n, niin Hy(X", X"1)
on vapaa Abelin ryhmd, jonka kannan alkioiden ja kompleksin X n-solujen
vdlilld on bijektiivinen vastaavuus.

(2) Ryhmd Hy(X") = 0, kun k > n. Jos kompleksi X on ddrellisulotteinen, niin
Hi(X) =0, kun k > dimX.

(3) Inkluusio X" — X indusoi isomorfismin Hy(X") — Hy(X), kun k < n ja
surjektion, kun k = n.

Todistus (ks. [10, s. 137]). O

Olkoon X CW-kompleksi. Edellisen lauseen nojalla voidaan muodostaa seuraava
kaavio, missd vinot jonot ovat osia parien (X", X"), (X", X" 1) ja (X", X"72)
pitkistd eksakteista homologiajonoista.

0

s
0 H,(X™1) = H,(X)
~
H,(X").

%/d J\

1
. , Hn+1(Xn+1,Xn) n+ , Hn(Xn,Xn_l) n , Hﬂ_](xn—l’Xn—Z) N

I~ Iy

Hn—l(Xn_l)

e

0

Kuva 2.6. Kaavio.
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Kaaviossa homomorfismit d,4; ja d,, midritellaan yhdisteind j,0,+1 ja ju—10n,
jotka ovat reunaoperaatioiden d,+1 ja 0, “relativisaatioita”. Nyt d,d,+; on seuraava
yhdiste:

n+1 n On+1 n Jn n n—1
Hn+1(X ,X )_)Hn(X )_>Hn(X »X )
On _ - _ _
s Hyor (X" 255 Hy (X7, X2,
Yhdiste d,,d,+1 = 0, koska keskimmaiset kaksi nuolta ovat vierekkaisid parin (X", X "‘1)

pitkidssd eksaktissa homologiajonossa. Niin ollen kaavion vaakasuora rivi on ketju-
kompleksi.

Miiéritelma 2.35. Olkoon X CW-kompleksi. Kompleksin X solumainen n:s ketju-
ryhmd on
Ca(X) = Ha(X", X" 7).

Ryhmi C,(X) on vapaa Abelin ryhmd, jonka kannan muodostavat kompleksin
X n-solut [15, Theorem 8.39].

Mairitelma 2.36. Olkoon X CW-kompleksi. Kompleksin X solumainen ketju-
kompleksi on

dps _ dy _ _
= Hpp (X™ X" =55 Hy(X XY 25 Hy (XL X72) -

Solumaiselle ketjukompleksille kéytetdéin merkintdéd (C, d).

Yl1lda médritellyn solumaisen ketjukompleksin homologiaryhmié kutsutaan komplek-
sin X soluhomologiaryhmiksi ja niiti merkitisin HSW (X).

Miaritelmi 2.37. Olkoot (C, d) ja (C’, d") solumaisia ketjukomplekseja. Ketjuku-
vaus f : (C,d) — (C’,d’) on jono sellaisia homomorfismeja {f, : C, — C,}, ettd
seuraava kaavio kommutoi:

dn+1 dn

- — Cpy n Cogy — -
lfnﬂ lfn lfn—l
d d
e Gy T G G

Siis d, f, = fa—1d, jokaisellan € Z.
Lause 2.38. Olkoon X CW-kompleksi. Tiilloin HSW (X) = H,(X).

Todistus (ks. [10, s. 140]). Kaavion 2.6 nojalla H, (X) voidaan samaistaa tekijiryh-
min H,(X")/Im d,+ kanssa. Koska j, on injektio, niin se kuvaa ryhmén Im 9,4,
isomorfisesti ryhmaélle Im(j,0,+1) = Imd,+ ja ryhmén H,(X") isomorfisesti ryh-
mille Im j,, = Ker d,. Koska j,_; on injektio, niin Ker 9, = Ker d,,. Ndin ollen j,
indusoi isomorfismin H, (x")/Im 8,4+, = Kerd, /Imd,,;. O
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Lauseen 2.38 nojalla siis CW-kompleksin soluhomologiaryhmiit vastaavat sin-
gulaarisia homologiaryhmia. Lauseen 2.38 vilittomié seurauksia ovat seuraavat:

(1) Ryhma H,(X) =0, jos X on CW-kompleksi, jolla ei ole yhtdén n-solua.

(i) Jos X on CW-kompleksi, jolla on k n-solua, niin ryhmailld H,(X) on kor-
keintaan k virittijad. Koska H,(X", X"~!) on vapaa Abelin ryhmi, jolla on
k virittdjaa, niin aliryhméilld Ker d,, on korkeintaan k virittdjaa ja sama pitee
my6s ryhmille Ker d,, /Im d, .

(iii) Jos X on CW-kompleksi, jonka mitkddn kaksi solua eivit ole vierekkdistd di-
mensiota, niin H,(X) on vapaa Abelin ryhm4, jonka kannan ja kompleksin X
n-solujen vililld on bijektiivinen vastaavuus. Nimittdin solumaiset reunaku-
vaukset d,, ovat tissi tapauksessa automaattisesti nollia.

Seuraavaksi maédritellddn kuvauksen f : S" — S” aste ja nidytetddn, kuinka
solumaiset reunakuvaukset d,, voidaan laskea.

Miiéritelmi 2.39. Olkoon n > 0 ja olkoon f : §" — S” jatkuva kuvaus. Indusoitu
kuvaus f, : H,(S") — H,(S") on homomorfismi ddrettomalta sykliseltd ryhmalta
itselleen, joten sen tulee olla muotoa f.(a) = da, jollakin d € Z, joka riippuu vain
kuvauksesta f. Tatd lukua kutsutaan kuvauksen f asteeksi ja sitd merkitdan deg f.

Kuvaus 8371 — X"' — §4~! saadaan liittimilld solu e], aliavaruuteen X"~
liitoskuvauksella S”~! — X"~! ja sitten romahduttamalla X"~! — eZ‘l pisteeksi teki-
jakuvauksella X"~! — x7~1/(x"! - e,’é_l), missi tekijdavaruus on homeomorfinen

(n — 1)-ulotteisen pallon kanssa, jota merkitidin Sz_l.

Lause 2.40. Olkoon X CW-kompleksi, ja olkoon {e"'}, kompleksin X n-solujen
Joukko. Tilloin

dn(el) = > dupely,
B
missdi dap on kuvauksen STt — X" — Sg_l aste.
Todistus (ks. [10, s. 140]). O

Tisté eteenpiin soluhomologiaryhmid HSW (X) merkitiin H,(X).

2.7 Tensoritulo

Tiassd aliluvussa kasitellddn tensorituloa ja siihen liittyvid ominaisuuksia. Luvun
lahteend kaytetddn Rotmanin teosta [15].

Miiritelmi 2.41. Olkoot A ja B Abelin ryhmid. Ryhmien A ja B tensoritulo, jota
merkitddn A ® B, on Abelin ryhmd, jolla on seuraavanlainen esitys:

Virittdjat: A X B, eli kaikki jdrjestetyt parit (a, b).

Relaatiot: (a +d’,b) = (a,b) + (a’,b) ja (a,b + b") = (a,b) + (a, b’) kaikilla
a,a’ € Ajakaikilla b, b’ € B.
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Jos F on vapaa Abelin ryhmi, jolla on kanta A X B ja jos N on Abelin ryhmén F
kaikkien relaatioiden virittama aliryhmi, niin A ® B = F//N. Sivuluokkaa (a, b) + N
merkitiddn a ® b. Siis tensoritulon tyypillisen alkion esitys on muotoa  m;(a; ® b;),
missd m; € Z.

Maaritelma 2.42. Olkoot A, B ja G Abelin ryhmid. Bilineaarinen funktio
¢ : A X B — G on funktio, jolle pitee

pla+ad’,b)=p(a,b)+¢(d,b)
ja
o(a,b+b")=p(a,b) +¢(a,b)
kaikilla a, a” € A jakaikilla b, b” € B.
Lause 2.43. (i) Olkoot A ja B Abelin ryhmid. Olkoon G mikd tahansa Abelin
ryhmd ja olkoon ¢ : A X B — G mikd tahansa bilineaarinen kuvaus. Tdlloin

on olemassa yksikdsitteinen homomorfismi f : AQB — G, joka saa seuraavan
kaavion kommutoimaan:

AXB A®B

Kaaviossa v on luonnollinen kuvaus (a,b) — a ® b.

(ii) A ® B on ainoa ryhmd, jolla on timd ominaisuus. Siis, jos T on Abelin ryhmd
jan:AXB — T on sellainen bilineaarinen kuvaus, ettd kaaviolla

on yksikdsitteinen tdydentyminen” f, niinT = A ® B.

Todistus (ks. [15,s.254]). (i) Nyt A® B = F/N, missa F on vapaa Abelin ryhmi,
jollaon kanta AX B jamissd N on Abelin ryhmin F aliryhmd, joka on varustettu
tietyilld relaatioilla. Tarkastellaan seuraavaa kaaviota:

AXB S F F/IN=A®B

-
-
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Mairitellddn ¢ : F — G laajentamalla lineaarisesti. Aliryhmédn N relaatiot
ovat sellaisia, ettd N C Ker ¢, joten ¢ indusoi homomorfismin f : F/N — G,
missd f : (a,b) + N — ¢(a, b) = ¢(a, b). Toisin sanoen f(a ® b) = ¢(a, b)
jokaisella (a, b) € A x B. Tallainen homomorfismi f on yksikasitteinen, silld
kaikkien tensoritulojen a ® b joukko virittdd ryhmén A ® B.

(i1) Tarkastellaan seuraavaa kaaviota:

AXB A®B

Oletuksen nojalla on olemassa homomorfismit f : AQ B — T ja
g:T — A® B, joille fv =n jagn = v. Tarkastellaan sitten kaaviota

AXB Y A®B

’
s
s
s
v s
s
s
s
s
IS

A®B

Nyt g f ja identtinen kuvaus tdydentédvit kaavion, joten tdydentymisen yksiki-
sitteisyyden nojalla g f = id. Vastaavanlainen kaavio osoittaa, ettd fg = idr,
joten f ja g ovat isomorfismeja.

O

Lause 2.44. Olkoot f : A — A’ ja g : B — B’ homomorfismeja.

(i) On olemassa yksikdsitteinen homomorfismi A ® B — A’ ® B, jota merkitddn
f®g, jollea®bw— fa® gb jokaisella a € A ja jokaisella b € B.

(ii) Jos f'A" — A” ja g’ : B — B"” ovat homomorfismeja, niin
(f"®g)o(f®g)=(fof)®(g 0g).

Todistus (ks. [15,s.255]). (i) Funktio ¢ : AX B — A’ ® B’, jolle ¢(a,b) =
fa®gb on selvisti bilineaarinen. Lauseen 2.43 kohdan (i) nojalla on olemassa
yksikdsitteinen homomorfismi A®@ B — A’ ® B’, jolle a ® b — ¢(a,b) =
fa®gb.

(i) Molemmat kuvaukset (f' ® g’) o (f ® g) ja (f' o f) ® (g’ o g) tdydentivit
seuraavan kaavion
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AXB A®B

’
s
’
’
(p s
’
s
’
’
IS

A// ® B//

missd ¢(a,b) = f'(f(a)) ® g'(g(h)).
O

Seuraus 2.45. Olkoon A Abelin ryhmd. On olemassa funktori T = T4 : Ab — Ab,
jolleT(B)=A®BjaT(f)=idsQ f.

Todistus (ks. [15, s. 255]). Lauseen 2.44 kohdan (ii) nojalla
(idg ® f') o (idg ® f) =ida ® f'f.
Lauseen 2.43 kohdan (i) nojalla id4 ® idp = idsg3p- O

Funktoria T4 merkitddn usein A®__. Jos A ja B ovat Abelinryhmidja f,g: A —
B ovat homomorfismeja, niin myos f + g : A — B on homomorfismi.

Mairitelmi 2.46. Funktori F' : Ab — Ab on additiivinen, jos kaikille Abelin
ryhmille A ja B ja kaikille homomorfismeille f, g : A — B pitee

F(f+g)=F(f)+F(g).

Esimerkki 2.47. Osoitetaan, ettd tensoritulofunktori 74 : Ab — Ab, B+— A® Bon
additiivinen. Olkoot B ja C Abelin ryhmii ja olkoot f, g : B — C homomorfismeja.
Talloin

Ta(f) :A®B —> A®C, Ta(f) =ida ® f,

Ta(g) :A®B > A®C, To(f)=idsy® ¢
ja

Ta(f+g):A®B > A®C, TaA(f+g)=ida® (f + 2).

Olkoon a ® b € A ® B. Tilloin

Ta(f+g)(a®Db) =(ida ® (f +g))(a®Db)
= (ida(a)) ® ((f +2)(b))
=a® (f(b)+g(b))
=a® f(b)+a®g(b)
=(idg® f)(a®b)+ (idy ® g)(a ® b)
=Ta(f)(a®b)+Ts(g)(a®b)
= (Ta(f) +Ta(g))(a ® b).

Koska alkiot a ® b, missd a € A ja b € B, virittivit tulon A ® B, niin

Ta(f+8) =Ta(f) +Ta(g).

Siis T4 on additiivinen.
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Jos (C., d) on ketjukompleksi, niin samoin on (C, ® G, d ® idg) milld tahansa
Abelin ryhmaélld G. Nimittdin minki tahansa kahden perikkiisen kuvauksen yhdis-
telmé kompleksissa

Opy1®id 0,®id
5G9 006G S0 106 = ...

on nolla. TAmai seuraa lauseen 2.44 kohdasta (ii) ja siitd, ettd __®G on additiivinen.

Miaéritelmi 2.48. Olkoon (X, A) topologinen pari ja olkoon G Abelin ryhma. Jos
(S.(X, A),d) onparin (X, A) singulaarinen ketjukompleksi, niin seuraava kompleksi
on singulaarinen kompleksi kertoimilla G

s S (X, A6 2 s (X, )06 2S5, (X, A) G — ...

Parin (X, A) n:s homologiaryhmd kertoimilla G on
H,(X,A;G) =Ker(d, ®id) /Im(d,+ ® id).
Seuraavat kaksi midritelmaa ovat periisin lahteestd [16].

Mairitelma 2.49. Olkoon G ryhméa. Ryhmén G torsioaliryhmd on
tG={xeG|nx=0jollakin 0 # n € Z}.
Jos G ei ole Abelin ryhmd, niin ¢G ei vilttamatta ole aliryhma.

Mairitelma 2.50. Ryhmi G on torsioryhmd, jos tG = G. Ryhmi G on torsiovapaa,
jostG =0.

Apulause 2.51. Olkoon G Abelin ryhméd. Kuvaus Z ® G — G, jolle n ® g — ng,
on isomorfismi.

Todistus. Olkoon f : Z X G — G, jolle (n,g) — ng.Olkoot 7,7’ € Zjag,g € G.
Talloin

fz+7,8)=(z+2)g=28+7¢=f(z.8)+f(Z.9)
ja

f(z.8+8)=2(g+g) =z8+28' = f(z.8) + f(z.8),
joten f on bilineaarinen. Nyt lauseen 2.43 kohdan (i) nojalla on olemassa yksikisit-
teinen homomorfismi f : Z ® G — G, joka saa seuraavan kaavion kommutoimaan:

ZxG Y 7Z®G

’
s

’

S~
s
s
’
s
s
'S

G

missdv: ZXG — ZQ G, jolle (n,g) — n® g. Télloin

f(n®g) = f(n,g) =ng,

19



toisin sanoen f on kuvaus Z ® G — G. Olkoon g € G. Tilloin f(1 ® g) = g. Siis f
on surjektio. Nyt miké tahansa ryhmén Z ® G alkio on muotoa }’ n; ® g; (ddrellinen

summa), missi
Zm@gi = Z longi=1® (Z”igi)-

Niin ollen ryhmin Z ® G mika tahansa alkio on muotoa 1 ® g. Oletetaan sitten, etta
f(n®g)=ng=0.Tilloinn®g =1®ng =1®0 = 0. Siis f on injektio ja edelleen
isomorfismi. |

Esimerkki 2.52 (vrt. [15, s. 258]). Tarkastellaan lyhyttd eksaktia jonoa

0-z5alaz-o,

missd i on inkluusio ja p on tekijdghomomorfismi. Olkoon G torsioryhmd. Apulauseen
2.51 nojalla Z® G = G. Osoitetaan, etti Q® G = 0. Olkoon g € G jag € Q. Tilloin
on olemassa sellainen m > 0, ettd mg = 0. Ndin ollen ¢ ® g = m(g/m) ® g =
(g/m) ® mg = 0. Koska tdmai pitee kaikille virittdjille ¢ ® g, niin Q ® G = 0.

Niin ollen ei voi olla olemassa injektiota Z® G — Q®G, joteni®id : Z®G —
Q ® G ei ole injektiivinen.

Mairitelmi 2.53. Valitaan jokaiselle Abelin ryhmille A eksakti jono

00— R <i> F—-A—>0,
missd F' on vapaa Abelin ryhma. Jokaiselle Abelin ryhmaélle B méiritelldin
Tor(A, B) = Ker(i ® idp).

Jokaiselle Abelin ryhmiille B, Tor(,B) : Ab — Ab on additiivinen funktori, jolle
pitee seuraava ominaisuus:

Jos A on torsiovapaa, niin Tor(A, B) = 0.

Lisdd Tor-funktorin ominaisuuksia voi lukea ldhteestd [15, s. 260]. Seuraavassa
lauseessa merkinnélli cls z tarkoitetaan n-silmukan z homologialuokkaa.

Lause 2.54 (Universaali kerroinlause). (i) Jokaiselle avaruudelle X ja Abelin ryh-
mdlle G on olemassa eksakti jono kaikilla n > 0:

0-H,(X)®G 5 H,(X;G) — Tor(H,-1(X),G) — 0,
missd  : (clsz) ® g = cls(z® g).
(ii) Tdmd jono halkeaa seuraavasti:
H,(X;G)=H,(X)®G & Tor(H,_1(X),G).

Todistus (ks. [15, s. 261]). O
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2.8 Eulerin karakteristika ja Bettin luku

Tassé aliluvussa esitelldan Eulerin karakteristika ja Bettin luku. Lisédksi esitetddn
lause, joka kertoo Bettin luvun suhteesta Eulerin karakteristikaan. Titd lausetta ja
sitd seuraavia apulauseita tullaan myohemmin kiyttdméaan Morse-epdyhtiloiden yh-
teydessd. TAman aliluvun ldhteind kdytetddn teoksia [17] ja [15]. Tédssd luvussa olevat
asiat on todistettu Scovillen kirjassa [17] simpleksisille komplekseille.

Miiritelmi 2.55. Olkoon K n-dimensioinen CW-kompleksi. Merkitdin kompleksin
K i-solujen lukumairii c;:114. Kompleksin K Eulerin karakteristika on

x(K) =) (=1)ei(K).
=0

Mairitetddn Bettin lukua varten dim H;(K; Z5).
dim H;(K; Z,) = dim Z;(K; Z;) — dim B;(K; Z3)

= dim Ker ¢; — dim Im 9,

= null(9;) — rank(d;41).
Y114 olevassa kaavassa d on ketjukompleksin C ® Z, reunakuvaus d ® idz,, missd
(C,d) on CW-kompleksin K solumainen ketjukompleksi. Siis H;(K; Z,) on ketju-
kompleksin (C ® Z,,d ® idz,) i:s homologiaryhmi. Merkintd Z;(K; Z,) tarkoittaa
ketjukompleksin (C ® Z;,d ® idz,) i-silmukoiden ryhméi ja B;(K; Z,) tarkoittaa
saman ketjukompleksin i-reunojen ryhmii [15, s. 256].

Miiéritelmé 2.56. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi. Kompleksin K i:s Z;-
Bettin luku on
b,(K) = dlmH,(K, Zz)

Tissd tyossa Bettin luvuilla tarkoitetaan aina Z,-Bettin lukuja.
Lause 2.57. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi ja dim(K) = n. Tdlloin

X(K) = ) (=1)'b;.
i=0

Todistus (ks. [17, s. 95]). |

Apulause 2.58. Olkoot K ja L sddnnollisid CW-komplekseja. Oletetaan, ettd K ~ L.
Talloin b;(K) = b;(L) jokaiselle kokonaisluvulle i > 0.

Apulause 2.59. Olkoon K sididnnollinen CW-kompleksi. Jos K on romahtava, niin
b;(K) =0 jokaisellai > 1ja bo(K) = 1.

Apulause 2.60. Olkoon K séinnéllinen CW-kompleksi ja olkoon a?) € K, p > 1,
kompleksin K solu, jonka sulkeuma ei sisédlly minkéén toisen solun sulkeumaan. Jos
K’ = K — {a} on sddnnollinen CW-kompleksi, niin toinen seuraavista ehdoista on
voimassa

(1) bp(K)=by(K')+1jab,_1(K)=b,_1(K').
2) bp-1(K) + 1= byt (K) ja by(K) = by(K').
Edelleen b;(K) = b;(K’) jokaiselle i # p,p — 1.
Todistus (ks. [17, s. 98]). O
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3 Diskreettia Morse-teoriaa

Téssd luvussa kasitelldén diskreetin Morse-teorian perusasioita ja todistetaan tér-
keimpid lauseita.

3.1 Diskreetti Morse-funktio

Ensin miiritellddn diskreetti Morse-funktio seki kriittinen solu. Tamén luvun péa-
lahteend kdytetddn Formanin teosta [7].

Mairitelma 3.1. Olkoon K CW-kompleksi. Funktio f : K — R on diskreetti
Morse-funktio, jos jokaiselle a'P) € K pitee

(1) Jos @ on solun BP*D episiannollinen sivu, niin f(B) > f(«). Lisiksi
#HB* > a | f(B) < f(@)} < 1.
(2) Jos y7~Y on solun a episddnnollinen sivu, niin f(y) < f(a). Lisiksi

#y" Y <al| f(y) > fla)} < 1.

Madritelma 3.1 siis kertoo, ettd korkeampiulotteisille soluille asetetaan suurempi
arvo ja matalampiulotteisille soluille asetetaan pienempi arvo siten, ettd sallitaan
korkeintaan yksi ’poikkeus” jokaista solua kohti.

Miiritelmi 3.2. Solu @' on kriittinen diskreetin Morse-funktion f suhteen, jos
(1) #H{BP*D > o | f(B) < f(a)} =0.
@) #yP ™V <a | f(y) > f(@)} =0.

Jos a on kriittinen solu, niin lukua f (@) € R kutsutaan kriittiseksi arvoksi.

Toisin sanoen, kriittisid soluja ovat ne solut, jotka eivit salli yhtdidn “poikkeusta”.
Seuraavaksi havainnollistetaan ylla esitettyjd mééritelmid esimerkin avulla.

5
(1) : 2):2 > 4
le 3 e

0 0

Kuva 3.1. (1) ei ole Morse-funktio ja (2) on Morse-funktio.
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Esimerkki 3.3. Kuvassa 3.1 funktiot on ilmaistu siten, ettd jokaisen simpleksin vie-
reen kirjoitettu numero vastaa funktion arvoa kyseisessd simpleksissa. Tarkastellaan
ensin funktiota (1). Sarma f ~1(0) ei toteuta ehtoa (2), koska silld on 2 matalampaa
dimensiota olevaa "naapuria”, joille funktion f arvot ovat korkeampia. Liséksi kérki
£71(5) ei toteuta ehtoa (1), koska sillid on 2 korkeampaa dimensiota olevaa "naapu-
ria", joille funktion f arvot ovat matalampia. Siis funktio (1) ei ole Morse-funktio.
Sen sijaan funktio (2) on Morse-funktio.

Maéiritetiin sitten funktion (2) kriittiset simpleksit. Kirki f~'(0) on kriittinen,
koska silld on kaksi korkeampaa dimensiota olevaa "naapuria”, joille funktion f arvot
ovat korkeampia. Siis kirki f~!(0) toteuttaa maritelmin 3.2 ehdon (1). Lisiksi
sirmid f~!(5) on kriittinen, koska silli on kaksi matalampaaa dimensiota olevaa
"naapuria”, joille funktion f arvot ovat matalampia. Siis sirmi f~!'(5) toteuttaa
madritelmin 3.2 ehdon (2). Niiden lisdksi muita kriittisid simplekseji ei ole.

Seuraava apulause, josta voidaan kiyttaa myos nimed poikkeuslemma, on avain-
asemassa monissa diskreetin Morse-teorian osissa. Tatd apulausetta tullaan hyodyn-
tdméddn myohemmin esitettivissi todistuksissa.

Apulause 3.4. Olkoon K CW-kompleksi ja olkoon f : K — R diskreetti Morse-
funktio. Tilloin @”) € K on ei-kriittinen solu, jos ja vain jos toinen seuraavista
ehdoista on voimassa:

(1) On olemassa sellainen B(p”) > a,ettd f(B) < fa).

(2) On olemassa sellainen y(l’_l) <a,ettd f(y) = f(a).

Todistus (ks. [7, s. 103]). Olkoon p > 1. Oletetaan ensin, ettd ehto 1 on voimassa.
Tilloin solun a tulee olla solun B sddnnollinen sivu. Edelleen mééritelmén 3.1 kohdan
(1) nojalla, jos @ # @ on joku muu solun B p-sivu, niin tulee olla f(&@) < f(B). Siis
f(@) < f(a).

Oletetaan sitten, ettd myos ehto 2 on voimassa. Talloin y on solun a sdinnollinen
sivu. Lauseen 2.29 nojalla on olemassa p-solu @ # a, jolle § > @ > y. Miiritelmén
3.1 ehdon (2) nojalla ei voi pited, ettd olisi f(y) > f(a) ja f(y) = f(&). Siis
f(y) < f(@). Yhdistimailla saadaan

fla) < f(y) < f(@) < f(B) < fla),
miki on ristiriita. O
Apulauseen 3.4 avulla voidaan esittdd seuraava tulos.

Lause 3.5. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi ja olkoon f : K — R diskreetti
Morse-funktio. Tdlloin funktiolla f on ainakin yksi kriittinen 0-solu.

Todistus (vrt. [13, s. 30]). Olkoon f : K — R diskreetti Morse-funktio. Oletetaan
vastoin viitettd, ettd funktiolla f ei ole yhtddn kriittistd solua. Jos CW-kompleksilla
K olisi vain yksi 0-solu, niin tdmi solu olisi kriittinen. Siis on olemassa ainakin
kaksi O-solua, a ja B, sekd ndiden solujen vilinen 1-solu, y, koska muutoin « ja
[ olisivat kriittisid. Kahden 0-solun vilinen 1-solu tarkoittaa siis 1-solua, joka on
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liimattu néihin kahteen O-soluun. Koska « on ei-kriittinen, voidaan olettaa, ettd
f(a) > f(y). Koska f on Morse-funktio, niin f(y) > f(B). Nyt, jos B ei ole
minkéddn muun 1-solun sivu, niin 8 on kriittinen. Jos 8 on jonkun muun 1-solun sivu,
niin toistetaan titd menetelmad. Talloin funktion f arvo jokaisessa uudessa 1-solussa
on korkeintaan yhtid suuri kuin edellisessd 0-solussa ja toisaalta sen arvo jokaisessa
uudessa 0-solussa on pienempi kuin edeltdvissi 1-solussa. Koska CW-kompleksi on
adrellinen, péittyy prosessi lopulta. Jos viimeinen 0-solu liitettdisiin siten, ettd sen
kummatkin péitepisteet (0-soluja) ovat jo mukana, niin tilloin 1-solulla olisi kaksi
poikkeusta, mikd on mahdotonta. Niinpd viimeinen 1-solu tdytyy liittdd siten, ettad
sen toinen paitepiste (0-solu) on sen vapaa sivu. Talloin timi vapaa sivu on Kriittinen
0-solu. ]

Diskreetin Morse-funktion erikoistapaus on sellainen, jossa jokaiselle kriittiselle
solulle asetetaan erillinen arvo.

Miiéritelmé 3.6. Olkoon K CW-kompleksi. Diskreetti Morse-funktio f : K — R
on erinomainen, jos funktion f rajoittuma kriittisten solujen joukkoon on injektio.

3.2 Forman-ekvivalenssi

Tarkastellaan seuraavaksi Morse-funktioiden vastaavuutta pohjautuen Scovillen teok-
seen [17]. Esimerkiksi, jos lisdtddn 0.01 kaikkiin mink& tahansa Morse-funktion ar-
voihin, niin teknisesti ottaen saadaan aikaiseksi eri funktio mutta kdytdnnossa tdma
funktio ei ole erilainen. Tarvitaan siis maininta diskreettien Morse-funktioiden vas-
taavuudesta.

Miiritelma 3.7. Olkoon K CW-kompleksi. Olkoot f : K — Rjag : K —
R diskreetteji Morse-funktioita, ja olkoot a?), B(P*1) CW-kompleksin K soluja.
Sanotaan, ettd f ja g ovat Forman-ekvivalentteja, jos jokaista solujen paria aP) <
BP*D) kohti pitee

f(@) < f(B), jos ja vain jos g(a) < g(B).

Seuraavaksi esitetdin tulos, joka liittdd tavallisen diskreetin Morse-funktion erin-
omaiseen diskreettiin Morse-funktioon. Tdhan kiytetadn edelld esitettyd madritelmaa
Forman-ekvivalenssista.

Apulause 3.8. Olkoon K CW-kompleksi ja olkoon f : K — R diskreetti Morse-
funktio. Talloin on olemassa erinomainen diskreetti Morse-funktio g : K — R, joka
on Forman-ekvivalentti funktion f kanssa.

Todistus (vrt. [17,s. 55]). Olkoot a; ja a, didrellisen CW-kompleksin K kriittisid
soluja, joille f(ay) = f(az). Jos tillaisia soluja ei ole olemassa, niin f on erin-
omainen, ja ei ole mitdin osoitettavaa. Voidaan siis olettaa, ettd tdllaiset solut ovat
olemassa. Madritellddn nyt g : K — R asettamalla g(a) = f() kaikille @ # a;
ja g(ay) = f(ay) + €, missd € > 0 ja f(a;) + € on pienempi kuin funktion f
pienin arvo, joka on suurempi kuin f(a). Télloin g(a;) # g(az) ja g ja f ovat
Forman-ekvivalentteja. Jos f ei kuvaa mitddn muita kahta solua samalle arvolle,
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niin todistus on valmis. Muuten toistetaan menetelméi mille tahansa kahdelle solul-
le, jotka g kuvaa samalle arvolle. Koska funktiolla f on &dérellinen madra kriittisia
arvoja, niin saadaan muodostettua erinomainen diskreetti Morse-funktio, joka on
Forman-ekvivalentti funktion f kanssa. |

3.3 Gradienttivektorikentat

Tassé aliluvussa esitelldiin gradienttivektorikenttd. Johdatteluna aiheeseen esitetidin
ensin esimerkki. Lihteina kdytetdan Formanin ja Scovillen teoksia [8] ja [17].

Kuva 3.2. Diskreetti Morse-funktio.

Esimerkki 3.9. Tarkastellaan kuvan 3.2 diskreettid Morse-funktiota. Ei-kriittiset
simpleksit esiintyvit pareittain. Esimerkiksi f~!(1) ei ole kriittinen, koska silli on
alempaa dimensiota oleva "naapuri", f~'(2), jolle funktion f arvo on korkeam-
pi. Samoin kirki f~!(2) ei ole kriittinen, koska silli on korkeampaa dimensiota
oleva "naapuri”, f~'(1), jolle funktion f arvo on matalampi. Merkitizn titi paria
piirtaimilld nuoli kirjestd f~!(2) osoittamaan sirmid f~'(1). Menetellidin samoin
kaikkien loppujen ei-kriittisten simpleksien kanssa ja saadaan kuvan 3.3 kaltainen

tulos.

Kuva 3.3. Kuvan 3.2 Morse-funktion gradientti vektorikentta.

Esimerkin 3.9 menetelméda voidaan kayttdd mihin tahansa sdidnnolliseen CW-
kompleksiin, jolla on diskreetti Morse-funktio. Nuolet piirretdén siis seuraavalla
tavalla: jos @?) on ei-kriittinen solu, jolle 37*1) > a ja f(B) < f(a), niin piirretdin
nuoli solusta @ soluun 8. Kuvan 3.2 Morse-funktiolla on yksi kriittinen kirki, £~1(0),
ja yksi kriittinen siarmi, f='(11).

Apulauseesta 3.4 seuraa, etta CW-kompleksin jokaiselle solulle « pitee tdsmil-
leen yksi seuraavista:

(i) Solu @ on tismilleen yhden nuolen hinti.
(i) Solu @ on tdsmilleen yhden nuolen paa.

(iii)) Solu « ei ole nuolen péd eikd hinta.
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Liséksi solu on kriittinen, jos ja vain jos se ei ole minkéddn nuolen paa eikd hinta.
Nami nuolet kuvaavat Morse-funktion diskreetin gradienttivektorikentén. Seuraa-
vaksi annetaan tdsméllinen méiritelma gradienttivektorikentille.

Miiritelma 3.10. Olkoon f sddnnollisen CW-kompleksin K Morse-funktio. In-
dusoitu gradienttivektorikenttd Vy, tai yksinkertaisemmin V, mééritelladn seuraavas-
ti:

Vi= (@, B7D) 1a < B, f(B) < f()}.
Jos (a, B) € Vy, niin paria (a, ) kusutaan vektoriksi tai nuoleksi. Alkio a on hdntd
ja alkio 8 on pdid.

Diskreetin Morse-funktion médritelmén 3.1 mukaan jokainen solu kuuluu kor-
keintaan yhteen vektorikentidn V pariin. Téstd padstiin seuraavaan madritelméaan.

Miiritelmi 3.11. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi. Kompleksin K diskreetti
vektorikenttii V on kokoelma pareja (P, (P*1)) missi a < 3, ja jokainen komplek-
sin K solu kuuluu korkeintaan yhteen vektorikentdn V pariin.

Diskreetin Morse-funktion méaaritelméstd 3.1 seuraa, ettd jokainen gradienttivek-
torikenttd on diskreetti vektorikenttid. Kédédnteinen viite ei ole aina voimassa. Myo-
hemmin tullaan huomaamaan, etti diskreetti vektorikentti ei ole gradienttivektori-
kenttd, jos vektorikentédssd on “’suljettu polku”.

Mairitelma 3.12. Olkoon V sddnnollisen CW-kompleksin K diskreetti vektorikent-
ta. Gradienttipolku tai V-polku on jono y kompleksin K soluja

1 1 1 1
y = (13(_1;+ )’) (p) ﬁ(p+ )’ (») ﬁ(p+ )’ (P) IBI(CPJ; ), (p),

jolle pitee:
« Pari (", B"*") € V jokaisella 0 < i < k — 1.

« Kaikille 0 <i < k - 1,87") > o'P) 4 o

i+1

Jos k # 0, niin gradienttipolkua kutsutaan epdtriviaaliksi. Huomioidaan, ettd vii-

meisen solun a,({p ) ei tarvitse kuulua mihinkén diskreetin vektorikentin V pariin.
Gradienttipolkua kutsutaan maksimaaliseksi, jos se ei kokonaisuudessaan sisédlly mi-

hinkéén toiseen gradienttipolkuun.

Jos V on gradienttivektorikenttd, niin ,8(_pl+l) on Kkriittinen ja a/(()p )

Gradienttipolku y voidaan merkitd myos jattimalla (p + 1)-solut pois:

ei-kriittinen.

Y =Q),A1y...,0.

Tatd tapaa kidytetadn myohemmin, kun méiritellddn gradienttipolulle kerrannaisuus.

(p) (p)

Mairitelmé 3.13. Gradienttipolku, joka alkaa solusta e, on suljettu, jos ;" =

(p)
@,
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Lause 3.14. Olkoon V diskreetin Morse-funktion f gradienttivektorikenttd. Tdlloin

solujen jono

1 1 1
(p) ﬁ(p+ )’ (p) ,6’(p+) (p) - IBIEPJI )’ (p)

on gradienttipolku, jos ja vain jos a; < B; > a4 jokaisellai =0,1,...,k -1 ja

flao) = f(Bo) > flar) = f(B1) > -+ = f(Bx-1) > f(ag).

Todistus. Oletetaan ensin, ett'aa(p ) ﬁ(p +1), (p) ,8(” ) (p )L gt o)

k-1 >
dienttipolku. T4lloin mééritelmén 3.12 nOJalla kaikille0 < i < k-1 ,B(p +1) > a/(p 1) #

fp) ja pari (al.(p),ﬁfp”)) € V jokaisella 0 < i < k — 1. Koska (afp),ﬁfpﬂ)) eV,
niin f(a;) = f(B;). Koska jokainen solu kuuluu korkeintaan yhteen gradienttivek-

torikentéin V pariin, niin (a(fl) ,ﬁgp Y ¢ v, jolloin f(au1) < f(B:). Niin ollen
saadaan

on gra-

flao) = f(Bo) > fla1) = f(B1) > -+ = f(Bk-1) > f(ap).

Oletetaan sitten, ettd a; < 8; > a;41 jokaisellai =0,1,...,k—1ja

flao) = f(Bo) > fla1) = f(B1) > -+ = f(Bk-1) > f(ap).

Koska jokaisella0 < i < k—1, f(a;) > f(B;), niin pari (cyl.(p),,B;pH)) € V. Edelleen,
koska f(ai41) < f (,8,) niin (al(f 1) , ,8.(p +1)) ¢ V. Siis jokainen solu kuuluu korkeintaan

yhteen gradienttivektorikentin V pariin. Nidin gradienttipolun méiritelmén ehdot
toteutuvat, joten

1 1 1
(p) ﬁ(p+ )’ (p) ﬁ(p+ )’ ép)’_' IBIEPJ; )’ (p)

on gradienttipolku. O

Edellinen lause siis kertoo, ettd diskreetin Morse-funktion f gradienttipolku-
ja ovat ne “jatkuvat” solujen jonot, joille funktion f arvot ovat laskevia. Seuraava
apulause kertoo gradienttipolun ominaisuuksista, joita tarvitaan myohemmin esitet-
tavassd todistuksessa.

Apulause 3.15. Olkoon V diskreetin Morse-funktion f gradienttivektorikenttd. Jos

71 = o, ﬁo’ al’ﬁla e ’ﬁr—l’ ar ja 72 =y, ﬁr, a’r+l,ﬁr+1> e ’ﬁr+s—l, Apys ovat kak—
si jonoa p- ja p + 1-soluja, niin

a03ﬁ09 a’lyﬁl’ R a’r’ﬁra a’r+1’ LI aﬁr+5—17 a'r+s

on gradienttipolku, jos ja vain jos ¥ ja y> ovat molemmat gradienttipolkuja.

Todistus. Olkoot y1 = g, Bo, @1, B1, - - -»Br-1, @ ja

Y2 = Q, Bry @il Brals - - - s Bres—1, Xr+s Kaksi jonoa p- ja p + 1-soluja. Oletetaan
ensin, ettd ag, Bo, @1, B1, .-+ Brs Urtl, - - -, Bres—1, @rss On gradienttipolku. Talldin
lauseen 3.14 nojalla

flao) > f(Bo) > flar) > - > f(Br) > flars1) > -+ 2 [(Bres—1) > f(@rss)
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jaa; < Bi > a4 jokaisellai =0,1,...,r +s — 1. Kun tarkastellaan osajonoja y; ja
7v>, huomataan, etti ne toteuttavat myos lauseen 3.14 ehdot.

Oletetaan sitten, ettd y; ja y2 ovat molemmat gradienttipolkuja. Tilloin lauseen
3.14 nojalla

flao) > f(Bo) > flar) >--- = f(Br-1) > flar)

jaa; < Bi > a4 jokaisellai =0,1,...,r — 1 sekd
f(ar) > f(ﬁr) > f(ar+1) > 2 f(:8r+s—1) > f(ar+s)
jaa; < B; > a4 jokaisellai =r,r+1,...,r+s— 1. Kun kuljetaan ensin polku y; ja
sitten polku y,, huomataan, ettd saatu polku toteuttaa lauseen 3.14 ehdot, joten jono
@0, B0> ¥15 Bl - s Br&rsls - - - s Bres—1, Xr+s ON gradienttipolku. O
V2
Vo - Vi

Kuva 3.4. Diskreetti vektorikentti, joka ei ole gradienttivektorikentti.

Lause 3.16. Diskreetti vektorikenttd V on diskreetin Morse-funktion gradienttivek-
torikenttd, jos ja vain jos diskreetti vektorikenttd V ei sisdlld yhtddn epdtriviaalia
suljettua gradienttipolkua.

Lauseen 3.16 todistus esitetddn Hasse-kaavioiden yhteydessi seuraavassa alilu-
vussa.

Esimerkki 3.17. Tarkastellaan kuvan 3.4 diskreettid vektorikenttdd ja merkitddn
sitd V:114. Kuten kuvasta huomataan, niin V sisdltdd suljetun polun. Télloin se ei voi
olla Morse-funktion f indusoima gradienttivektorikenttd. Muuten saataisiin seuraava
epdyhtilo

F(o) = fvovi) > f(v1) = f(viva) > f(v2) = f(vavo) > f(vo),
mik& on ristiriita.
Seuraavaksi esitetddn gradienttivektorikentin yhteys Forman-ekvivalenssiin.

Lause 3.18. Olkoon K sddnnéllinen CW-kompleksi. Olkoot f : K - Rjag: K —
R diskreettejii Morse-funktioita. Tdlloin f ja g ovat Forman-ekvivalentteja, jos ja
vain jos f ja g indusoivat saman gradienttivektorikentdn.

Todistus (ks. [17, s. 62]). Oletetaan ensin, ettd f ja g ovat Forman-ekvivalentteja.
Tilloin maritelmin 3.7 nojalla jokaista solujen paria a” < BP*D kohti pitee

f(a) < f(B), jos ja vain jos g(a) < g(B). Siis f(a) > f(B), jos ja vain jos
g(a) > g(B), joten (a, B) € Vy, jos ja vain jos (a, 8) € V,.
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Oletetaan sitten, ettd f ja g indusoivat saman gradienttivektorikentin komplek-
sissa K. Siis Vy = V, = V. Apulauseen 3.4 nojalla miki tahansa kompleksin K solu
on joko kriittinen tai kuuluu tdsmélleen yhteen vektorikentdn V pariin. Oletetaan,
etti oP) < BP*D. Osoitetaan, etti f(a) > f(B), jos ja vain jos g(a) > g(B).
Tarkastellaan eri tapauksia:

(1) Olkoon (a,B) € V. Télloin f(a) > f(B) jag(a) > g(pB).

(2) Oletetaan, ettd « ei kuulu mihinkédén vektorikentdn V pariin mutta 8 kuuluu.
Koska @ ei kuulu mihinkédédn vektorikentiin V' pariin, niin se on kriittinen
molemmille funktioille. Siis f(a) < f(B) ja g(@) < g(B). Samaan tulokseen
paddytddn, jos valitaan, etti @ kuuluu johonkin vektorikentén V pariin mutta
S ei kuulu mihinkéén vektorikentdn V pariin.

(3) Oletetaan, ettd a ja 8 kuuluvat vektorikentdn V eri pareihin. Talloin f(a@) <

JF(B)jag(a) <g(B).

(4) Oletetaan vield, ettd kumpikaan soluista @ ja 8 ei kuulu mihinkédan vektori-
kentdn V pariin. Tdlloin ne ovat molemmat kriittisid, joten f(a) < f(B) ja

g(a) < g(p).

Kaikissa tapauksissa paddyttiin siis tulokseen, ettd f(a) > f(B), jos ja vain jos
gla) > g(B). O

3.4 Hasse-kaavio

Hasse-kaavio on graafinen esitys osittain jirjestetyistd joukoista. Sen avulla voidaan
yksinkertaisessa muodossa ilmaista visuaalisesti joukon relaatiot. Lihteina kaytetidin
teoksia [17]ja[13]. Lahteissd timén luvun asiat tehddéan simpleksisille komplekseille.

Mairitelma 3.19. Osittain jdrjestetty joukko on joukko P, johon on liitetty relaa-
tio, joka on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen. Relaatiota merkitidin
yleensd <.

CW-kompleksi on osittain jirjestetty joukko, missa relaatio < mééritellddn kuten
sivulla 10.

Esimerkki 3.20. (ks. [17, s. 64]) Olkoon X aédrellinen joukko. Joukon X potenssi-
joukko P (X) on osittain jarjestetty joukko. Joukon relaatioita voidaan visualisoida.
Olkoon X = {a, b, c}. Kirjoitetaan ylos kaikki joukon P (X) alkiot ja piirretdin os-
ajoukkojen A ja B vilille viiva, jos A C B ja joukossa B on yksi alkio enemmén kuin
joukossa A, tai B C A ja joukossa A on yksi alkio enemmén kuin joukossa B siten,
ettd samaa mahtavuutta olevat joukot ovat samalla rivilld. Saadaan seuraavanlainen
tulos:
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{a,b,c}

LN

{a,b} {a,c} {b,c}

{a} :;><ii {b} ::><:: {c}
NP

Kuva 3.5. Hasse-kaavio.

Y114 olevaa kuvaa kutsutaan Hasse-kaavioksi. Annetaan seuraavaksi méaritelma.

Miiritelmé 3.21. Olkoon K sdidnnollinen CW-kompleksi. Kompleksin K Hasse-
kaavio, jota merkitddn Hg, on sellainen 1-dimensioinen CW-kompleksi, ettd on
olemassa yksi yhteen vastaavuus kaavion Hg solmujen ja kompleksin K solujen
vililla. Solmulla tarkoitetaan Hasse-kaavion pistettd. Jos & on kompleksin K solu, niin
vastaava solmu @ € H. Lisiksi kahden solmun «, 8 € Hg vililld on sdrmd, jos ja
vain jos @ on solun S 1-kodimensioinen sivu tai 5 on solun @ 1-kodimensioinen sivu.
Kaavio H (i) on kaavion H alikaavio, johon kuuluvat kaikki kaavion Hy solmut,
joita vastaavat kompleksin K i-solut. Hasse-kaavion Hx solmujoukkoa merkitdin

[val.

Mairitelméa 3.22. Hasse-kaavion H nuoli osoittaa ylospdin, jos se on suunnattu
kaavion H (i) solmusta kaavion H (i + 1) solmuun. Toisaalta nuoli osoittaa alaspdin,
jos se on suunnattu kaavion H (i + 1) solmusta kaavion H (i) solmuun.

Mairitelmai 3.23. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi ja olkoon Vg = V komplek-
sin K diskreetti vektorikenttd. Vektorikentin V indusoima suunnattu Hasse-kaavio,
‘Hy, on kompleksin K Hasse-kaavio H, jossa jokaisessa kaavion Hy sdrméssd on
nuoli. Nuoli osoittaa ylospdin, jos ja vain jos sidrmin kaksi solmua ovat jirjestet-
ty pari vektorikentdssd V. Jos tarkastellaan Hasse-kaaviota 1-dimensioisena CW-
kompleksina, niin suunnatun Hasse-kaavion HHy epitriviaalia suljettua gradientti-
polkua kutsutaan suunnatuksi silmukaksi.

Vi ViVav3
,l(////iI
VaV3

@

V2

SRS

V3 V2

<

1 V3

Kuva 3.6. Gradienttivektorikenttd ja sen suunnattu Hasse-kaavio.
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Apulause 3.24. Olkoon K siddnnollinen CW-kompleksi ja olkoon V kompleksin
K diskreetti vektorikenttd. Jos vektorikentéin V indusoima Hasse-kaavio sisaltda
suunnatun silmukan, niin suunnattu silmukka siséltyy tdsmailleen kahdelle tasolle.

Todistus (ks. [13, s. 36]). Oletetaan, ettd vektorikentin V indusoima Hasse-kaavio
sisdltdd suunnatun silmukan. Yhdelld tasolla olevaa suunnattua silmukkaa ei ole
olemassa, koska ei voi olla olemassa yhtiin relaatiota kahden samaa dimensiota
olevan solun valilla.

Oletetaan, ettd on olemassa suunnattu silmukka, joka ulottuu useammalle kuin
kahdelle tasolle. T&lloin saadaan jossain kohtaa kaksi peridkkéisti ylospdin osoittavaa
nuolta, toisin sanoen, tulee olla olemassa solut a7, ﬁ(l’) ja y(p”), joille (o, B) € V
ja (B,y) € V. Tamai ei ole mahdollista diskreetin vektorikentdn V méaéaritelmén 3.11
nojalla, koska 8 kuuluu kahteen eri pariin. Nidin ollen voi olla olemassa ainoastaan
suunnattuja silmukoita, jotka kuuluvat tasmélleen kahdelle tasolle. O

Lause 3.25. Olkoot K sdcdnnollinen CW-kompleksi, Vi =V kompleksin K diskreetti
vektorikenttd ja Hy vastaava suunnattu Hasse-kaavio. Tdlloin ei ole olemassa epd-
triviaaleja suljettuja V-polkuja, jos ja vain jos suunnatussa Hasse-kaaviossa Hy ei
ole olemassa suunnattuja silmukoita.

Todistus (vrt. [17, s. 68]). Oletetaan ensin, ettd suunnatussa Hasse-kaaviossa Hy ei
ole olemassa suunnattuja silmukoita. Oletetaan vastoin viitettd, ettd V sisiltda sulje-
tun V-polun

a

() plp+l) _(p) p(p+1) _(p) (p+1) _(p) _ _(p)
ay LBy e LB ey LB, = ag

(p

Aloitetaan solmusta ) e Hy. Tdlloin on olemassa ylospdin osoittava nuoli sol-

muun ,Bép 1 koska (a(()p ), ,Bép *1) € v. Nuoli solmusta ﬂ(()p *1 Solmuun a/gp ) osoittaa

alaspdin, koska ﬂ(()p EPS afgp ) ja (a/ip ), ,Bép +1)) ¢ V,silld ﬁ(()p *1 ei voi kuulua kahteen
eri pariin. Jatkamalla télld tavoin huomataan suunnattu polku, joka alkaa solmusta
a(()p ) japadttyy samaan solmuun. Siis saatiin suunnattu silmukka, miké on ristiriidassa
alun oletuksen kanssa.

Oletetaan sitten, ettd ei ole olemassa epitriviaaleja suljettuja V-polkuja. Olete-
taan vastoin viitettd, ettd suunnatussa Hasse-kaaviossa Hy on olemassa suunnattu
silmukka. Télloin apulauseen 3.24 nojalla tdmd suunnattu silmukka sisiltyy tis-
milleen kahdelle tasolle. Siis suunnattu silmukka on vuorotteleva jono ylospdin ja
alaspdin osoittavia nuolia, silld suunnatun Hasse-kaavion Hy samalla tasolla ei voi
olla olemassa sdrmdd. Nyt silmukan jokainen ylospiin osoittava nuoli, siis jokainen

pari (af” ), BP*1), on vektorikentin V alkio. Jokainen alaspiin osoittava nuoli to-
teuttaa ehdon BP+1) > al.(p ). Niin ollen suunnattu silmukka on myos suljettu V-polku

kompleksissa K. Siis paadyttiin ristiriitaan. |

Esitetddn seuraavaksi apulause, jota tarvitaan lauseen 3.16 todistamiseksi. Taméan
apulauseen yleinen versio 10ytyy ldhteesta [2].

Apulause 3.26. Olkoon [v,] suunnatun Hasse-kaavion H solmujoukko. Talloin on
olemassa sellainen kuvaus f : [v,] — R, ettd f(v;) > f(v;), kun on olemassa nuoli
solmusta v; solmuun v, jos ja vain jos H ei sisélld yhtdéin suunnattua silmukkaa.
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Todistus (vrt. [13, s. 37]). Oletetaan ensin, ettd on olemassa sellainen kuvaus f :
[va] — R, ettd f(v;) > f(v;), kun on olemassa nuoli solmusta v; solmuun v;.
Oletetaan vastoin viitettd, ettd on olemassa suunnattu silmukka

Vigs Vips o« Vi = Vig-

Talloin f(vi)) > f(vi,) > -+ > f(vi,) = f(vi,), mikd on ristiriita.

Oletetaan sitten, ettd H ei sisélld yhtddn suunnattua silmukkaa. Muodostetaan
Hasse-kaavion H solmuista jono wy, ..., w;,...,w,, missi jokainen solmu esiintyy
tasmélleen kerran. Valitaan ensin solmu v;, johon ei mene yhtddn nuolta. Talldi-
nen solmu voidaan valita, koska jokaisella silmukattomalla suunnatulla graafilla on
olemassa solmu, johon ei mene yhtdin sarmaa (ks. [13, s.13]). Olkoon wy = v; ja
poistetaan Hasse-kaaviosta H solmu v; seki siitd ldhtevit nuolet. Jéljelle jadvassa
graafissa ei ole yhtdédn suunnattua silmukkaa, koska solmuja ja nuolia poistamalla ei
voi muodostua uusia silmukoita. Toistetaan titd kunnes ei ole endé yhtddn solmua
jaljelld. Oletetaan, ettd on olemassa nuoli solmusta w; solmuun w;. Josi > j, niin w
tuli valituksi ja poistetuksi ennen solmua w;. Solmuun w ; ei kuitenkaan mennyt nuol-
ta silloin kun se valittiin. Paadyttiin ristiriitaan, joten taytyy ollai < j. Madritelldin
f(vi) =n— k, missd w; = v; ja saadaan funktio, jolla on halutut ominaisuudet. O

Todistetaan seuraavaksi lause 3.16.

Todistus (ks. [13, s. 38]). Oletetaan ensin, ettid diskreetti vektorikenttd V on diskree-
tin Morse-funktion gradienttivektorikenttd. Tidlloin vektorikenttd V ei voi sisaltda
yhtddn epditriviaalia suljettua gradienttipolkua esimerkissd 3.17 olevan argumentin
perusteella.

Oletetaan sitten, ettd diskreetti vektorikenttd V ei sisdlld yhtddn epatriviaalia
suljettua gradienttipolkua. T&lloin lauseen 3.25 nojalla Hy ei sisdlld suunnattua
silmukkaa. Olkoot a ja 8 Hasse-kaavion Hy solmuja. Apulauseen 3.26 nojalla on
olemassa sellainen kuvaus f : K — R, ettd f(a) > f(B8), kun on olemassa nuoli
solmusta @ solmuun S. Funktio f on diskreetti Morse-funktio. Timi seuraa siitd,
ettd mille tahansa parille (e, 8) € V, kumpikaan solu ei voi olla missddn muussa
parissa. Olkoon V; kuvauksen f indusoima gradienttivektorikenttd. Jos («, 8) € V,
niin @ < Bja f(a) > f(B),joten V C V. Jos (a,B) € Vy, niin @ < B ja kumpikaan
soluista ei ole missdéin muussa parissa, joten Vy C V. Nidin ollen V = V. O

3.5 Romahduslause

Romahduslause on yksi diskreetin Morse-teorian keskeisistd lauseista. Ennen kuin
esitetdin ja todistetaan tama lause, esitelldin alikompleksit ja romahduslauseen todis-
tuksessa tarpeellinen apulause. Tdmén luvun tiedot pohjautuvat Formanin teokseen

[7].

Mairitelmi 3.27. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi ja olkoon f : K — R
diskreetti Morse-funktio. Jokaiselle ¢ € R maéaritelldan

K(c) = U Uﬁ.

acK p<a

fla)<c
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Siis kompleksiin K(c) kuuluvat kaikki solut @ € K, joille f(a) < c, seki lisdksi
kaikki solun « sivut. Erityisesti K (c¢) on kompleksin K alikompleksi.

Esimerkki 3.28. Olkoon K simpleksinen kompleksi, jonka Morse-funktio f on
annettu kuvassa 3.7. Kuvassa oikealla on esitettynd kompleksin K alikompleksi
K (4). Alikompleksiin kuuluvat siis kaikki simpleksit, joiden arvo on korkeintaan
4. Lisiksi simpleksi f~!(5) kuuluu alikompleksiin, koska se on simpleksin f~!(3)
sivu.

K4):

Kuva 3.7. Kompleksin K diskreetti Morse-funktio ja alikompleksi K (4).

Apulause 3.29. Olkoon « sddnnollisen CW-kompleksin K p-solu ja olkoon 8 > a.
Olkoon f : K — R diskreetti Morse-funktio. Till6in on olemassa (p + 1)-solu j3,
jollea < B < Bja

fB) < f(B).

Todistus (ks. [7, s. 104]). Koska 8 > a, niin dimf > dima. Jos dimfB = p + 1,
voidaan asettaa § = 3. Oletetaan, etti dim 8 = p + r, missd r > 1. Tilloin lauseen
2.30 nojalla voidaan 16ytda kaksi (p + r — 1)-solua y; ja y», joille B > y; > «a ja
B > y» > a.Maiiritelmin 3.1 ehdon (2) nojalla joko f(y1) < f(B) tai f(y2) < f(B).
Molemmissa tapauksissa viite seuraa induktiolla. O

Lause 3.30 (Romahduslause). Olkoon K sdcdnnollinen CW-kompleksi ja olkoon f :
K — R diskreetti Morse-funktio ja olkoot a,b € R, a < b. Jos funktiolla f ei ole
kriittisid arvoja vdlilld |a, b], niin

K(b) \  K(a).

Todistus (ks. [7, s. 104]). Huomataan, ettd jos ehdosta B7*1) > a(P) seuraa f(B) <
f (@), niin funktiota f voidaan hieman muuttaa korvaamalla f () arvolla f(8) — e tai
f (@) arvolla f(a)+€, missd € > 0 onriittdvin pieni, jotta silld on samat kriittiset solut
kuin ennen muutosta. Jos solulle &?) pitee f(BP*V)) £ f(a) # f(yP~Y) kaikilla
BP*) > o > »P=D nijin funktiota f voidaan hieman muuttaa korvaamalla f(a)
arvolla f(a)+e, missd € > 0 onriittdvin pieni, jolloin Kriittiset solut pysyvit samoina.
Yhdistimilld niitd operaatioita funktiota f voidaan hieman muuttaa muuttamatta
komplekseja K () ja K(a) siten, ettd f : K — R on injektiivinen.

Jos f~'([a, b]) = 0, niin K(a) = K(b), joten ei ole mitiin todistettavaa. Muussa
tapauksessa voidaan jakaa [a, b]| pienempiin vileihin, jolloin voidaan olettaa, etté
on olemassa tdsmilleen yksi ei-kriittinen solu «, jolle f(a) € [a, b]. Muuttamalla
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funktiota f hiukan kuten yll4, voidaan olettaa, ettd /(@) > a. Apulauseen 3.4 nojalla
tasmalleen yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

(1) On olemassa sellainen ﬁ(”+1) > a, ettd f(B) < f(a).

(2) On olemassa sellainen y?~V < a, etti f(y) > f().

Jos ehto 1 on voimassa, niin tulee olla f () < a, koska f on injektio. Siis 8 € K(a).
Koska a < B, niina € K(a). Talloin K (a) = K(b), joten ei ole mitddn todistettavaa.

Oletetaan sitten, ettd ehto 2 on voimassa. Talloin ehto 1 ei voi olla voimassa,
joten jokaiselle BP*1) > o pitee f(B) > f(a). Funktiolla f ei ole kriittisid arvoja
vililld [a, b] ja toisaalta @ on ainoa ei-kriittinen solu, jonka arvo on vilillid [a, b].
Niinpd @ on ainoa solu, jonka arvo on vililld [a, b]. Siis tiytyy olla f(B8) > b,
koska f(B) > f(a). Apulauseen 3.29 nojalla jokaiselle 8 > «, f(B) > b. Niin ollen
a N K(a) = 0. Oletuksen nojalla on olemassa y?~V < a, jolle f(y) > f(a). Siis
f(y) > b.Jos 7771 £ y on miki tahansa solun & (p — 1)-sivu, niin méiritelméin
3.1 ehdon (2) nojalla tulee olla f(¥) < f(a), jolloin f(¥) < a. Siis ¥ ja kaikki sen
sivut kuuluvat kompleksiin K (a).

Olkoon &?) # o miki tahansa kompleksin K p-solu, jolle @ > 7. Tillgin
maéritelmén 3.1 ehdon (1) nojalla f(@) > f(y) > b. Apulauseen 3.29 nojalla, jos
@ on miki tahansa solu (mité tahansa dimensiota), jolle @ > vy, niin f(&) > b, joten
vyNK(a) =0.Ndin ollen K(b) = K(a) U@ Uy, missid y on solun a vapaa sivu. Siis

K(b) \, K(a).
O

Lause 3.31. Olkoon a'P) sidnnéllisen CW-kompleksin K kriittinen solu, jolle f(a) €
[a,b] ja f~'([a, b]) ei sisclld muita kriittisid soluja. Télloin K (b) on homotopiaek-
vivalentti kompleksin
K(a) U eP
ér

kanssa, missd e? on p-dimensioinen solu, jonka reuna on ér.

Todistus (vrt. [7, s. 106]). Kuten lauseen 3.30 todistuksessa, voidaan olettaa, ettd f
on injektiivinen. Edelleen voidaan olettaa, etti f(a) ¢ {a, b}. Niin ollen voidaan
16ytéd reaaliluvut @’ ja b, joille a < a’ < b’ < bja {a} = f~'([a’, b’]). Lauseen
3.30 nojalla K(b) \, K(b") ja K(a’) \, K(a), joten K(b) ja K(b") ovat homoto-
piaekvivalentteja, ja samoin K(a) ja K(a’) ovat homotopiaekvivalentteja. Edelleen
K (b") on homeomorfinen liitosavaruuden K (a’) |J,» e” kanssa. Kun halutaan osoit-
taa, ettd K(b) ja K(a) Uz eP ovat homotopiaekvivalentteja, riittdd osoittaa, ettd
K(a") Usr e? ja K(a) |Usp e ovat homotopiaekvivalentteja.

Olkoon g : SP~! — K(a’) liitosavaruuden K (a’) |Js» e? liitoskuvaus. Olkoon
h : K(a’) — K(a) romahduttamalla saatu homotopiaekvivalenssi, kuten lauseessa
3.30. Tilloin h o g : SP~! — K(a) on liitoskuvaus. Kuvaus / indusoi kuvauksen
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liitosavaruuksien vilille. Siis K(a’) Uz € = K(a’) g e” ja

K(a)Usp € = K(a) Upog €P. Saadaan seuraava kommutoiva kaavio:
sp-1 8 Sk (a)

id h

hog

i gp-1 —> K (a)

i

\
> K(a’) Ug e?

Y Y

eP——> K (a) Ujpoq €

Koska inkluusio i : S”~! < e” on suljettu kofibraatio, ja koskaid : =1 — §P~!
jaid : e — eP ovat homeomorfismeja ja i : K(a’) — K(a) on homotopiaekviva-
lenssi, seuraa lauseesta 2.15, ettd indusoitu kuvaus 4 on homotopiaekvivalenssi. O

Edellisessi lauseessa liitoskuvaus g on homeomorfismi pallolta S”~! solun e”
reunalle é”, koska CW-kompleksi K on sdannollinen. Koska kuvaus 4 on homoto-
piaekvivalenssi, eiki siis yleensd homeomorfismi, ei liitoskuvauksen /4 o g tarvitse
olle homeomorfismi solun reunalle. Niinpad kompleksin K (a) | Js» € ei tarvitse olla
sddnnollinen.

Esitetddn seuraavaksi yksi diskreetin Morse-teorian keskeisimmisti lauseista.

Lause 3.32. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi. Olkoon f : K — R diskreetti
Morse-funktio ja olkoon m, kompleksin K kriittisten p-solujen mddrd. Tdlloin K
on homotopiaekvivalentti sellaisen CW-kompleksin kanssa, jossa on tdsmdlleen m),
p-solua.

Todistus. Olkoon K sididnnollinen CW-kompleksi ja f : K — R diskreetti Morse-
funktio. Kuten lauseen 3.30 todistuksessa, voidaan olettaa, ettd f on injektiivinen.
Merkitdan a = min(f) ja b = max(f). Talloin K = K(b). Jotta saadaan K(b),
aloitetaan pienimmastd alikompleksista K(a) ja laajennetaan sitd. Kun kohdataan
saannollisia soluja, niin lauseen 3.30 nojalla kompleksin homotopiatyyppi ei muutu.
Kun taas kohdataan kriittinen p-solu, niin lauseen 3.31 nojalla kompleksiin tulee
liittda p-solu. Koska kompleksin K kriittisten p-solujen méard on m,,, niin p-soluja
liitetaéin tdsmélleen m, kappaletta. Siis K on homotopiaekvivalentti sellaisen CW-
kompleksin kanssa, jossa on tasmilleen m, p-solua. O

Tama lause kertoo kriittisten solujen tirkeydestd diskreetissd Morse-teoriassa.
Nimittdin mitd vihemmaén kriittisid soluja on, niin sitd pienemmalle kompleksille
voidaan todistaa homotopiaekvivalenssi.

3.6 Morse-epayhtalot

Kompleksin Bettin lukujen ja saman kompleksin diskreetin Morse-funktion kriit-
tisten solujen méaardn vililld on vahva yhteys. Tami huomataan heikkojen diskreet-
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tien Morse-epdyhtiloiden yhteydessi seuraavassa lauseessa. Tamaén aliluvun lahteina
kiytetdédn teoksia [17] ja [13].

Lause 3.33 (Heikot diskreetit Morse-epayhtilot). Olkoon K séidnnéllinen CW-kompleksi
Jja olkoon f : K — R diskreetti Morse-funktio. Merkitcicn m,:lld dimensiota p ole-
vien kriittisten solujen mdidirdid. Olkoon b, = dim H,(K; Z,) kompleksin K p:s Bettin
luku. Tdlloin

(1) Jokaiselle p =0,1,2,...,n=dim(K) pdtee

b, <m,.

(2) Kompleksin K Eulerin karakteristika on y(K) = Zl’.lzo(—l)imi.

Todistus (vrt. [17,s. 102] ja [13, s. 43]). (2) Apulauseen 3.8 nojalla voidaan olettaa,
ettd funktio f on erinomainen. Oletuksen mukaan kompleksilla K on m; kriittista i-
solua. Merkitddn d;:114 niiden ei-kriittisten i-solujen lukumaérid, jotka muodostavat
gradienttivektorin (i + 1)-solun kanssa. Lisdksi palautetaan mieleen, ettd ¢; on i-
solujen kokonaismairid kompleksissa K. Jokaiselle dimensiolle i pitee

cCi=m; + dl‘,_ + d,”.'.,

missd d; — on sellaisten ei-kriittisten i-solujen miérd, jotka muodostavat gradientti-
vektorin ei-kriittisen (i — 1)-solun kanssa ja d; ; on sellaisten ei-kriittisten i-solujen
madrd, jotka muodostavat gradienttivektorin ei-Kkriittisen (i + 1)-solun kanssa. Kun
i =0, niin dop - = 0, koska ei ole olemassa alempaa dimensiota. Samoin, kun i = n,
niin d, + = 0, koska ei ole olemassa korkeampaa dimensiota. Kun 1 < i < n -1,
niin d; . = d;;1 - gradienttivektorin méiritelmin nojalla, joka muotoillaan pareina
ei-kriittisid soluja. Téstd seuraa, ettd

S e =D i+ Y -lid + 3 -1,
i=0 i=0 i=0 i=0

n
= Z(—l)imi +do- — (d- —doy) +(do- —di ) — ...
i=0
+ (_l)n(dn,— - dn—1,+) + (_l)ndn,+

=Zn:(—1)fm,~.
i=0

Niin ollen 3/ o (=1)'m; = X7 (=1)c; = x(K). =

Lauseen 3.33 kohta (1) todistetaan myohemmin. Seuraavaksi esitetddn kaksi
apulausetta, joita tarvitaan vahvan diskreetin Morse-epayhtélon todistamiseen.

Apulause 3.34. Jos topologisilla avaruuksilla X ja Y on sama homotopiatyyppi, niin
H,(X) = H,(Y) jokaiselle n > 0, missd isomorfismi on indusoitu milld tahansa
homotopiaekvivalenssilla X — Y.

Todistus (ks. [15, s. 79)). O
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Apulauseesta 3.34 seuraa myos, ettd H,(X; Z;) = H,(Y; Z,) kaikillan > 0, jos
topologisilla avaruuksilla X ja Y on sama homotopiatyyppi.

Apulause 3.35. Olkoon K CW-kompleksi. Téllin jokaiselle
p=0,1,2,...,n,... pitee

bp - bp_1 +bp_2 — ot (—l)pb() < Cp—Cp-1tCp2—--+ (—1)pc(),
missd b; on kompleksin K i:s Bettin luku ja ¢; on kompleksin K i-solujen lukumééra.

Todistus (vrt. [13, s. 45]). Olkoon 0 CW-kompleksin K ryhmilld Z;, tensoroidun
solumaisen ketjukompleksin reunakuvaus. Todistus on puhdasta algebraa:

p
Z(—l)p_ibi =null(d,) — rank(dpy+1) — null(9,-1) + rank(d,)
i=0

+null(dy—2) — rank(9,—1) — - - - + (=1)” (null(dp) — rank(d;))

)4
- Z(_1)P—f(nu11(a,~) + rank(8;)) — rank(dp41)
i=0

P
= Z(—l)p_ici —rank(dp+1)
i=0

p

< (=D,
=0

1

missd toinen yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd rank(dp) = O ja viimeinen epiyhtilod
seuraa siitd, ettd rank(dp.1) > 0. O

Lause 3.36 (Vahva diskreetti Morse-epayhtilo). Olkoon K sdcdnnollinen n-ulotteinen
CW-kompleksi ja olkoon f : K — R diskreetti Morse-funktio. Tdilloin jokaiselle
p=0,1,2,...,n,... pdtee

bp—=bp1+---+(=1)Pbg <mp—mp_1 +---+(=1)"my.

Todistus (ks. [17, s. 103]). Lauseen 3.32 nojalla on olemassa CW-kompleksi X, jon-
ka p-soluilla on bijektiivinen vastaavuus funktion f kriittisille p-soluille, ja joka on
homotopiaekvivalentti CW-kompleksin K kanssa. Apulauseiden 3.34 ja 3.35 nojalla
saadaan

bp(K) =bp-1(K) + -+ (=1)"bo(K) = bp(X) = bp-1(X) + -+ (=1)"bo(X)
<cp(X) = cp-1(X) +cpa(X) =+ (=1)Pco(X)
=my(K) —mp_1(K) + -+ (=1)"mo(K).

O

Todistetaan seuraavaksi lauseen 3.33 kohta (1) kéyttden edelld esitettyd vahvaa
Morse-epdyhtilod, ja havaitaan, ettd todistus on varsin yksinkertainen.
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Todistus. (1) Olkoon p > 0. Lauseen 3.36 nojalla
bp—bp_1+---+(—1)pb0 <mp—mp_1+---+(—l)pm0,

joten

b, - (b,,_l +o 4+ (—l)p"lbo) <mpy — (mp_1 +o 4 (—l)p‘lmo),
mistd seuraa, etta

b, <my - (mp_l +oo (—l)p‘lmo) + (bp_1 oot (—l)p‘lbo) .
Koska

bp-1—bpo+---+ (—1)p_lb0 SMp_1—Mpp+---+ (—l)p_lmo,
niin

- (mp_l +oo 4+ (—l)p‘lmo) + (b,,_l +oo 4 (—1)1"1190) <0.
Siis
b, < m,.

O

Itse asiassa lause 3.5 seuraa lauseen 3.33 kohdasta (1). Nimittdin lauseen 3.33
kohdan (1) perusteella funktion f kriittisten 0-solujen miirille mq pitee mgy > by.
Koska by > 1, niin funktiolla f on vihintddn yksi kriittinen 0-solu.

Kun tarkastellaan lauseen 3.33 kohtaa (1), on aiheellista kysyd, milloin yhtidsuu-
ruus saavutetaan. Talloin on kyse tdydellisestd diskreetistd Morse-funktiosta. Jotta
padstddn timéin madritelmadn, madritellddn ensin diskreetti Morse-vektori.

Mairitelmi 3.37. Olkoon K n-dimensioinen sddnnollinen CW-kompleksi ja olkoon
f : K — R diskreetti Morse-funktio, jolla on mlf (tai yksinkertaisemmin m;) dimen-
siota i olevaa kriittistd solua. Talloin funktion f diskreetti Morse-vektori on

f = (mg,m{,...,mﬁ).

Diskreetti Morse-vektori f on optimaalinen, jos mille tahansa muulle diskreetille
Morse-funktiolle g : K — R pitee 3./ mlf < Yo mf .

Miaéritelmi 3.38. Diskreetin Morse-funktion f : K — R diskreetti Morse-vektori
on tdydellinen, jos f = (bg, by, ...,b,), missid b; on n-ulotteisen saannollisen CW-
kompleksin K i:s Bettin luku.

Apulause 3.39. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi. Olkoon f : K — R dis-
kreetti Morse-funktio, jolla on tdsmélleen yksi kriittinen solu. Tadlloin K on romah-
tava.

Todistus. Oletetaan, ettd diskreetilld Morse-funktiolla f on tasmaélleen yksi kriittinen
solu. Lauseen 3.5 perusteella funktiolla f on ainakin yksi kriittinen 0-solu p. Koska
oletuksen mukaan funktiolla f on tdsmélleen yksi kriittinen solu, niin tama solu on
0-solu p. Funktio f saa minimiarvon tdssd solussa, eikd saa samaa arvoa missdin
muualla. Olkoon minimiarvo a. Koska kompleksilla K ei ole muita kriittisid soluja,
seuraa romahduslauseesta 3.30, ettd koko kompleksi K romahtaa kriittiselle 0-solulle
p. Siis K on romahtava. |
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Seuraava lause osoittaa, ettd kaikki sdédnnolliset CW-kompleksit eivit salli tay-
dellistéd diskreettia Morse-vektoria.

Lause 3.40. Olkoon K sddnnéllinen CW-kompleksi, jolle bo(K) = 1 ja b;(K) = 0
jokaisella i > 0. Jos K ei ole romahtava, niin silld ei ole tdydellisti diskreettici
Morse-vektoria.

Todistus (vrt. [17,s. 116]). Oletetaan, ettd K ei ole romahtava ja oletetaan vastoin
vaitettd, gtt'zi silld on tdydellinen diskreetti Morse-vektori f . Talloin mairitelman 3.38
nojalla f = (1,0,...,0). Koska K ei ole romahtava, niin apulauseen 3.39 nojalla
kompleksin K milld tahansa diskreetilla Morse-funktiolla on ainakin kaksi kriittista
solua. Siis kompleksilla K ei voi olla tdydellistd diskreettia Morse-vektoria. O

Ayalan artikkelissa [1] mainitaan esimerkkejé lauseen 3.40 kaltaisista komplek-
seista.

3.7 Diskreetin Morse-funktion kehittiaminen

Yksi Morse-teorian tirkeimmistd ongelmista on 10ytdé diskreetti Morse-funktio, jon-
ka kriittisten solujen mééra on pienin mahdollinen. Yksi menetelma téllaisen funk-
tion loytamiseksi on kriittisten solujen supistaminen. Tama menetelma sallii annetun
gradienttivektorikentéin laajentamisen suuremmaksi. Jotta néin voidaan tehdd, esi-
tetdan ensin, kuinka diskreetti Morse-funktio voidaan muuntaa toiseksi diskreetiksi
Morse-funktioksi homotopian avulla. Timén aliluvun pééldhteend kéytetdén Scovil-
len teosta [17].

Miaritelma 3.41. Diskreettid Morse-funktiota f sanotaan litteciksi, jos f(a) = f(B)
aina kun («, 8) on funktion f indusoima sddnnéllinen pari.

Saannolliselld parilla tarkoitetaan solujen paria, missd molemmat solut ovat ei-
kriittisid.
Apulause 3.42. Olkoon K sdannollinen CW-kompleksi ja olkoon f : K — R

diskreetti Morse-funktio. Jos on olemassa solut ') < g(P*?) joille f(a) > f(B),
niin kumpikaan soluista @ ja S ei voi olla kriittinen.

Todistus (vrt. [13, s. 50]). Oletetaan, ettd on olemassa solut a?) < ,8(1”2), joille
f(@) > f(B). Koska a'P) < BP*2) niin on olemassa solu n?*V jolle @ < n < 3.
Oletetaan ensin, ettd a on kriittinen. Jos my0s 8 on kriittinen, niin méaritelmén 3.2
nojalla f(a) < f(n) < f(B), mikd on ristiriidassa oletuksen kanssa. Samoin, jos
B on kriittinen, niin @ ei voi olla kriittinen. Siis @ ja S eividt molemmat voi olla
kriittisia.

Oletetaan sitten, ettd « ei ole kriittinen. Jos myoskéén S ei ole kriittinen, niin véite
pitee. Oletetaan siis, ettd 8 on kriittinen. Lauseen 2.30 perusteella kompleksissa K
on (p + 1)-solut n ja 77, missd i # 1, joille pétee

a<n<pfjaa<nig<p.

Koska g on kriittinen ja solulla a voi olla vain yksi poikkeus, taytyy olla

fla) < f(n) < f(B) tai fa) < f(7) < f(B).
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Kummassakin tapauksessa pdddytdén ristiriitaan oletuksen f(a) > f(fB) kanssa.
Niinpi solu § ei voi olla kriittinen. Samalla tavalla ndhdiin, etté jos 5 ei ole kriittinen,
niin myoskédédn « ei voi olla kriittinen. Niinpd kumpikaan soluista a ja § ei voi olla
kriittinen. O

Seuraava lause kertoo, ettd minké tahansa diskreetin Morse-funktion voi muun-
taa littedksi. Lisédksi tama litted Morse-funktio on Forman-ekvivalentti alkuperidisen
Morse-funktion kanssa.

Lause 3.43. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi. Olkoon f : K — R diskreetti
Morse-funktio ja olkoon Vy indusoitu gradienttivektorikenttd. Tdlloin on olemassa
sellainen litted diskreetti Morse-funktio g : K — R, ettd f ja g ovat Forman-
ekvivalentteja.

Todistus (vrt. [17, s. 106]). Olkoon f : K — R diskreetti Morse-funktio. Méaritel-
ldén funktion f tasoittuminen seuraavasti

f(B), jos (a, B) € Vy jollakin S,
g(a) =

f(a), muuten.

Jos a on kriittinen, niin g(a) = f(«). Jos taas @ on ei-kriittinen, niin (o, §) € V¢
jollakin f tai (6, ) € Vy jollakin 6. Jos (a,B) € Vy, niin g(a) = f(B) < f(a@).
Jos (6,a) € Vg, niin g(@) = f(a). Siis kummassakin tapauksessa f (@) > g(a).
Jokaiselle @ € K pitee siis g(@) < f(a).

Olkoon c¢ funktion f kriittinen arvo. Tilloin on olemassa p-solu § € K, jolle
f(B) = c ja jokaiselle P~V < B < pP* pitee f(a) < f(B) < f(n). Koska B
on kriittinen, niin g(8) = f(B) > f(a) > g(a). Halutaan osoittaa, ettd kompleksin
K solu on kriittinen funktion f suhteen, jos ja vain jos se on kriittinen funktion g
suhteen. Osoitetaan siis, ettd 8 on kriittinen my0s funktion g suhteen. Riittdi osoittaa,
ettd g(B) < g(n). Oletetaan ensin, ettd 1 ei ole vektorin hintéd vektorikentédssad V.
Talloin g(n) = f(n) > f(B) = g(B). Oletetaan sitten, ettd 7 on jonkin vektorin hinta
vektorikentéssd V. Tdlloin on olemassa solu yP*2 >y jolle £(n) > f(y).Tehdéin
vastaoletus, ettd g(8) > g(n). Talloin B <n <y ja

f(B)=2g(B) =gm) = f(y).

Apulauseesta 3.42 seuraa nyt, ettd S ei voi olla kriittinen funktion f suhteen. Paadyt-
tiin ristiriitaan, joten vastaoletus on viird ja g(8) < g(n). Niinpa on osoitettu, ettd
funktion f kriittiset solut ovat myos funktion g kriittisid soluja.

Oletetaan sitten, ettd 8P) on funktion f ei-kriittinen solu. Tilldin (a, B) € Vi
tai (8,1) € V; jollain solulla &P~V tai n(P*V. Jos (a, B) € Vy, niin g(a) = f(B) >
g(p). Jos (B,n) € Vi, niin g(B) = f(n) > g(n). Niinpd S on ei-kriittinen myds
funktion g suhteen. Tasté seuraa, ettd V; = V,. Edelleen lauseen 3.18 nojalla f ja g
ovat Forman-ekvivalentteja.

Jos (a,B) € V, = V¢, niin g(a) = f(B) = g(B). Niinpd g on litted Morse-
funktio. O

Seuraavassa lauseessa ja esimerkissé kidytetddn merkintdd V¢ N Vg, jolla tarkoite-
taan gradienttivektorikenttien V; ja V, leikkausta.
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Lause 3.44. Olkoon K sddnnollinen CW-kompleksi. Olkoot f,g : K — R litteitd
diskreettejii Morse-funktioita. Mdiiritelldicin

hi(a) = (1 -1)f(a) +18(a)

Jjokaiselle « € K jat € [0, 1]. Tdalloin h; on kompleksin K diskreetti Morse-funktio
Jokaisella t € [0,1]. Edelleen jokaiselle t € (0, 1) pdtee V;,, = Vy N V,. Kaikki
diskreetit Morse-funktiot h, ovat keskenciiin Forman-ekvivalentteja.

Todistus (vrt. [17, s. 108] ja [13, s. 52]). Voidaan olettaa, ettd f,g : K — R>% mis-
si R®? = {x € R | x > 0}. Osoitetaan ensin, etti 4, on diskreetti Morse-funktio.
Olkoon a'P) € K. Miiritelmin 3.1 nojalla pitee

#HBPY > a | F(B) < f(@) <1 ja#n?™D<alfi) > fla)} <1

seki

#HBP > a1 g(B) <g(@}<1ja #nP D <algh) > g(@)} < 1.

Koska f ja g ovat molemmat litteitd, niin méadritelmén 3.1 perusteella yhtasuuruu-
det savutetaan, kun kyseessi on poikkeus. Jos timi poikkeus tapahtuu molemmille
funktiolle f ja g samassa (p — 1)-solussa ng, missid 179 < a, niin

hi(n0) = (1 —1) f(n70) +1g(no)
=(1-0f(a) +1tg(a)
= ht(a)’

ja muut poikkeukset dimensiolle (p — 1) eivit ole mahdollisia. Jos poikkeus tapahtuu
funktiolle f (p — 1)-solussa 7 ja funktiolle g (p — 1)-solussa 7,, missd 1 # 12,
n1 < ajan < a, niin poikkeukset ovat mahdollisia funktiolle 4; soluissa 171 ja 15.
Mutta nyt

hi(m1) = (1 =) f (1) +1g(m)
< -1)f(a)+tg(a)
= h(a),

koska g(n1) < g(a). Samoin

hi(n2) = (1 = 1) f(172) +1g(m2)
< =-1)f(a)+tg(a)
= (@),

koska f(n2) < f(a). Niin ollen funktiolla /4, ei ole tdssd tapauksessa yhtdidn poik-
keusta. Lisidksi funktiolla /; ei ole poikkeuksia, jos funktiolla f ja g ei myoskdin
ole. Yll4 esitetyll4 tavalla voidaan menetelld myos (p + 1)-soluille. Niin ollen 4, on
diskreetti Morse-funktio ja edelleen myos litted.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Vj,, = Vy NV, jokaiselle t € (0, 1). Olkoon
(@), P*Dy € Vv, . Tilloin h,(a) = h;(B), koska A, on litted. Koska myos f ja g
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ovat litteitd, niin f(a) < f(B) ja g(@) < g(B). Oletetaan vastoin viitettd, ettd joko
f(a) < f(B) tai g(a) < g(B). Talloin

hi(a) = (1 -1)f(a) +18(a)
<(I-0)f(B)+18(B)
= h(B),
mikd on ristiriita. Siis f(a) = f(B) jag(a) = g(B), joten (e, B) € Vyja(a,p) € V,.
Osoitetaan vield, ettd jos («,8) € VNV, niin (a,B) € Vj,. Koska (a,p) €

VNV, ja molemmat funktiot f ja g ovat litteitd, niin f(a) = f(B) ja g(a) = g(p).
Niin ollen

hi(a) = (1 -1)f(a) +18(a)
=(1-0)f(B) +18(pB)
= hz(ﬁ)-

Siis (@, B) € Vi, jaVy, = V¢ N V,. Edelleen lauseen 3.18 nojalla kaikki funktiot /,
ovat Forman-ekvivalentteja. O

Havainnollistetaan seuraavaksi lausetta 3.44 esimerkin avulla.

Esimerkki 3.45. Olkoon f : K — R diskreetti Morse-funktio sekd Vy vastaava
indusoitu gradienttivektorikenttd, kuten alla.

2
o 54 4 e
o\/
N3
0

Olkoon lisdksi g : K — R diskreetti Morse-funktio sekd V, vastaava indusoitu
gradienttivektorikenttd, kuten alla.

/\z
\/

Olkoon lisdksi h; = (1—¢) f+tg, missdat € (0, 1). Lauseen 3.44 nojalla tiedetién,
ettd s, on kompleksin K diskreetti Morse-funktio jokaisella ¢. Kun tarkastellaan
funktioita f ja g, huomataan, ettd ne eroavat toisistaan kahdessa eri simpleksissa.

Vg
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Merkitdan ndista 0-simpleksid a:lla ja 1-simpleksid S:1la. Lasketaan A, («) ja h,(B).
Kun ¢ = 0, niin

hi(a) = (1-0)f(a) +0-g(a) =0,
h(B)=(1-0)f(B)+0-g(B) =1.

Kun # = 1, niin

h(a) =1 -1 f(a)+1-g(a) =1,
h(B)=(1=Df(B)+1-g(B) =2.

Niin ollen saadaan muodostettua diskreetti Morse-funktio 4; ja sitd vastaava indusoi-
tu gradienttivektorikenttd Vj,,, kuten alla.

Vh'

:

Tuloksesta huomataan, etté i, indusoi samana gradienttivektorikentdn kuin V¢ N
V,.
g

Jatketaan esimerkissd saadun gradienttivektorikentin V), tarkastelua seuraavas-
sa esimerkissd, joka on johdatteluna kriittisten solujen poistamista késitteleville
lauseelle 3.47.

EsimerkKi 3.46. Tarkastellaan esimerkin 3.45 gradienttivektorikenttda V},, seuraavin
merkinnoin:

Vo

V3’8\\V.2
e

Vi

Nyt on olemassa polku
B,vovi, voviva, @,

missd « ja B ovat molemmat kriittisid. Namaé kriittiset simpleksit saadaan poistettua,
kun “kddnnetddn” polun nuolet toisinpdin. Polun nuolilla tarkoitetaan kaikkia nuolia,
jotka sisiltyvit polkuun. Nyt polkuun 8, vovy, voviva, a sisdltyy yksi nuoli, joka pai
on vov1vz ja hdntd on vov;. Tama nuoli kddnnetddn, jolloin saadaan nuoli, jonka paa
on vov1vs ja hintd on vovi. Sitten lisdtddn vield yksi nuoli, jonka pda on vovv; ja
hintd on v{v,, joilloin saadaan seuraava gradienttivektorikentti:
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Vo

V3 V2

Vi

Nyt polku on
@, voviva, VoV, B,

missd a ja [ eivit endd ole kriittisia.

Seuraavassa lauseessa merkinnélld V — v tarkoitetaan, ettd gradienttivektoriken-
tastd V on poistettu polku y. Gradienttipolun poistamisella tarkoitetaan, ettd vektori-
kentésti poistetaan kaikki polun sisdltimét solujen parit.

Lause 3.47 (Kriittisten solujen poistaminen). OlkoonV sdicinnéllisen CW-kompleksin
K diskreetin Morse-funktion gradienttivektorikenttdi. Oletetaan, etti o'P) = a ja
BP*Y) = B ovat kompleksin K kriittisid soluja, ja oletetaan, ettdi on olemassa yksikdi-
sitteinen V-polku

1 1
y =By B v = e,
missd y(()p ) < B. Mdidiritelliidiin V seuraavasti:

(1) V-—y=V-y.
(2) (v0.B) € V.
(3) (vis1, Bi) €V jokaisellei =0, ...,n— 1.

Télloin V on gradienttivektorikenttd ja edelleen on olemassa yksikdsitteinen V-polku
solusta a soluun vy.

Todistus (vrt. [17,s. 111]). Ensiksi havaitaan, ettd gradienttivektorikentén V kriitti-
set solut ovat ne vektorikentiin V kriittiset solut, jotka ovat eri kuin @ ja 5. Nyt V on
diskreetti vektorikenttd. Lauseen 3.16 nojalla riittda osoittaa, ettd V ei sisilld yhtdén
suljettua V-polkua. Kohdan (1) perusteella V ja V eroavat ainoastaan V-polussa .
Lisiksi V — vy ei voi sisiltid yhtiin suljettua V-polkua, koska muuten se olisi suljet-
tu V-polku my06s vektorikentdssd V. Nimittdin lauseen 3.16 nojalla V' ei voi sisaltaa
suljettua V-polkua. Niin ollen, jos vektorikentiissi V on suljettu V-polku, niin po-
lun tulee siséltdd patkd y;, oo, ..., 0,,y;, missid kaikilla 0 < k < r, ox ¢ y. Koska
(Yi-1,Bi-1) € V ja (vi, Bi-1) € V, saadaan, etti

VO,ﬁO’---,,Bi—l,%‘a50,---’5r,7j,,3j,---,,8n—1,7n

on V-polku solusta yy soluun @. Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettid y on yksika-
sitteinen.
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Osoitetaan sitten, ettd polku v, Bu_1, - . . , Yo on yksikisitteinen V-polku solusta
@ = v, soluun yq. Oletetaan, etti on olemassa olemassa toinen samanlainen V-
polku. Tall6in sen tulee siséltdd muotoa ;, €, . . ., €, y; oleva pitkd, jolle kaikilla
0< k<l e ¢yjai< j. Nimittdin muuten

')’j,,Bj’- .5 €05 - - -7€l7yl'7ﬂl'7' . '7ﬁj—177j
olisi suljettu V-polku. Nyt

EO,---,fl,'}’j’,Bj,'}’jH,---’ﬂi—la')’i,fo

on suljettu V-polku, miki on ristiriita. Siis V-polku solujen « ja yq vélilli on yksi-
késitteinen. o
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4 Lisaa diskreettia Morse-teoriaa

4.1 Gradienttivektorikentiat uudestaan

Tamén luvun pdildhteend kiytetddn Formanin teosta [7]. Gradienttivektorikentta
voidaan ajatella myOs suunnattujen solujen kuvauksena. Kiinnitetdin seuraavaksi
CW-kompleksi K ja sen 0-solujen joukko K. Ensimmaéiseksi mééritellddan uudestaan
gradienttivektorikenttd V; ja sitten siihen liittyvé virtaus @ ¢. Oletetaan lisdksi, ettd
my0s Morse-funktio f on kiinnitetty, joten voidaan yksikertaisemmin kirjoittaa V
ja @. Tarkastellaan kompleksin K 0-soluja. Olkoon v € Kjy. Jos v on kriittinen,
niin V(v) = 0. Jos v ei ole kriittinen, niin on olemassa yksikésitteinen solu e > v,
jolle f(e) < f(v). Arvon V(v) ajatellaan olevan diskreetti tangenttivektori, joka
lihtee solusta v. Yleisemmin, jos B8P*1) > a(P) ja f(B) < f(«), niin asetetaan
V(a) = +B, missd etumerkki valitaan siten, ettd (a@,dV(a)) = —1, missd d on
tavallinen reunaoperaatio d : Cp,(K, Z) — C,_1(K, Z) ja(, ) on sunnattujen ketjujen
sisétulo.
Madritelldin seuraavaksi suunnattu ketju.

Miaritelma 4.1. Olkoon K’ CW-kompleksin K suunnattujen p-solujen joukko.
Kompleksin K (suunnattu) p-ketju on kuvaus ¢ : K’ — Z, jolle pitee

(1) c(@) = —c(a’), jos @ ja @’ ovat saman solun vastakkaisia suuntia.
(2) c(a@) = 0 kaikilla paitsi ddrellisen monella suunnatulla p-solulla .

Suunnatut p-ketjut muodostavat vapaan Abelin ryhmin C, (K, Z), jonka kannan
muodostavat p-solut. CW-kompleksin K solut muodostavat ortonormaalin kannan
ketjuryhmin C, sisdtulolle {, ). Sisdtuloa kayttamalld voidaan kirjoittaa

Jos v on solun « sddnndllinen sivu, niin (da,v) = +1. Yleisemmin (da,v) €
Z. Annetaan seuraavaksi gradienttivektorikentidn V mééritelma korkeampi-asteisille
soluille.

Mairitelmi 4.2. Olkoon @ CW-kompleksin K p-solu. Madritelldin gradienttivek-
torikenttd V asettamalla

V(a) = —(8B, @), jos on olemassa BP*V) > a, jolle f(B) < f(a),
@)= 0, muuten.

Mairitelmésséd 4.2 on huomioitava se, ettd solun « tulee olla solun g sdd@nnollinen
sivu, joten (08, @) = +1. Nimittéin tulee olla V(a) = +8. Nyt V voidaan laajentaa
lineaarisesti kuvaukseksi

V:Cy(K,Z) — Cpui(K,Z),

missi jokaiselle p, C,, (K, Z) on kompleksin K p:s ketjuryhma.
Madritelldin seuraavaksi diskreetti gradienttivirtaus.
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Mairitelmi 4.3. Jokaista suunnattua sivua a kohti diskreetti gradienttivirtaus @
madritellddn
D(a)=a+dV(a)+V(da)
tai lyhyemmin
®=1+0V+Vo.

Tarkastellaan sitten, kuinka diskreetti virtaus @ méaéaritellaan CW-kompleksin K
0-soluille. Jos v on kriittinen, eli V(v) = 0, niin @(v) = v. Jos v ei ole Kriittinen
jaV(v) = e, missd e > v on I-solu, niin tdlldin O-solun v pitdisi virrata solun e
"toiseen padhdn", eli @(v) = v+ 9 (V(v)).

Esimerkki 4.4. Tarkastellaan esimerkin 3.9 gradienttivektorikenttdd ja merkitdin
karkid vy, ... vg.

Vi %) /

V4

Kuva 4.1. Esimerkin 3.9 Morse-funktion gradienttivektorikentta.

Kiytetdin Z,-kertoimia ja mééritelladn reunaoperaatio seuraavasti:

0, josi =0,
Oi(a) = !

Zoéj@- @pay ...Q;...q;, muuten,

missd o, a1, . ..,@; ovat simpleksin a kirkid ja missa @; tarkoittaa, ettd poiste-
taan «;. Lisdksi gradienttivektorikenttd médritellddn ei-suunnattuille simplekseille
seuraavasti:

B, jos on olemassa 8 > a, jolle f(B) < f(a),

Via) =
(@) 0, muuten.

Lasketaan gradienttivirtaukset muutamalle simpleksille:

D(v3va) = v3va + V(v3ve) + V(9 (v3va))
=v3vq + (9(V3V4V5) + V(V3 + V4)
=V3V4 +V3V4 +V3V5 +V4V5 + V3V + V4V)

= V3V5+V4qV5+V3Vy +V4V)

D(v4vs) = vavs + V(v4vs) + V(9 (v4vs))
=vqv5+0(0) + V(vq +vs)
= V4vs5 + 0+ vyqvo + V5V3

= V4V5 + V4V +V5V3
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D(v4v2) = vava + 0V (v4v2) +V(0(v4v2))
=V4vy + 6(0) + V(V4 + VZ)
=vavp + 0+ vavy + 0
=0.

Seuraavaksi esitetddn gradienttivektorikentén V' ja siihen liittyvén virtauksen @
tarkeimpid ominaisuuksia.

Lause 4.5. Olkoon V. CW-kompleksin K jonkin diskreetin Morse-funktion gra-
dienttivektorikenttd. Tdlloin

(1) VoV =0.
(2) Jos a on suunnattu p-solu, niin

#{vP D | V(v) = xa} < 1.

(3) Jos a on suunnattu p-solu, niin « on kriittinen, jos ja vain jos
a ¢ Im(V) jaV(a) =0.

Todistus (ks. [7,s. 116]). (1) Jos V(v(?~D) = ) niinv < a ja f(a) < f(v).
Apulauseen 3.4 nojalla ei ole olemassa solua 87+ > a, jolle pitisi f(8) <
f(a).Siis V(a) =0, joten VoV =0.

(2) Oletetaan, etti @ on suunnattu p-solu. Jos V(v(P~D) = +a(P), niin v < a ja
f (@) < f(v). Méiritelmin 3.1 kohdan (1) nojalla v on yksikésitteinen.

(3) Oletetaan, ettd @ on kompleksin K suunnattu p-solu. Maéritelmén 3.2 nojalla
solu @ on kriittinen, jos

(i) #HBPY > a | f(B) < f(a)} =0ja
(i) #H{vP TV <a | f(v) > f(@)} =0.

Namai ehdot ovat yhtépitivid seuraavien ehtojen kanssa:

(i) Ei ole olemassa solua B7*1) jolle V(@) = + ja

(ii) Ei ole olemassa solua v(P~1 < a, jolle V(v) = +a,
siis

(i) V() =0ja

(i) @ ¢ Im(V).
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Lause 4.6. Olkoon @ CW-kompleksin K gradienttivirtaus. Olkoot ay, . ..a,, r € N,
kompleksin K p-soluja, joilla on valittu suunta. Merkitdidn

D(a;) = Z ajja;,
J
missd a;; € Z. Tdlloin
(1) @0 = 0P.
(2) Jokaiselle i,a;; = 0 tai a;; = 1, ja a;; = 1, jos ja vain jos «; on kriittinen.
(3) Josi # j,niina;; € Z. Josi # jjaa;j #0, niin f(a;) < f(a;).
Todistus (ks. [7,s. 117]). (1) Koska® =1+ 9V + V9, saadaan

B0 = (1+0V+VA)=0+0Va+Va: =" o +0ovo

2_
OB =d(1+aV+Vd) =d+d*V+ave = o+avo.

Siis @0 = 0P.
Todistetaan sitten kohdat (2) ja (3) samanaikaisesti. Lauseen 4.5 kohdan (3)
nojalla jokaiselle solulle aP) pitee tismilleen yksi seuraavista:

(1) « on kriittinen.
(i) za € Im(V).
(iii)) V(a) #0.
Tarkastellaan tapaukset erikseen.
(i) Jos a on kriittinen, niin V(a) = 0, joten

D(a)=a+V(@a)=a+ Y (da,V(v).

v(P-D<qo

Koska a on kriittinen, niin jokaiselle v(?~D < @ pitee f(v) < f(a). Jokaiselle
tillaiselle v, joko V(v) = 0 tai V(v) = @?), missi f(&@) < f(v) < f(a). Siis

D(a)=a+ Z ag@,
misséd (@) < f(a),jos ag # 0.
(ii) Oletetaan, ettd +a € Im(V) € Ker(V). Talloin

D(a)=a+V(da) =a+ Z (Da, VIV (v).

v(P-D <

Lauseen 4.5 kohdan (2) nojalla on olemassa tasmélleen yksi (p—1)-sivu ¥ < «,
jolle V(V) = +a ja (da, V)V (V) = —a. Edelleen, jos ¥ # v < @, niin V(v) =0
tai V(v) = @, missd f(@) < f(v) < f(a). Néin ollen

D(a) = Z aga,

missd f(@) < f(a),jos ag # 0.
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(iii) Oletetaan, ettd V(@) = —(dB, @)B # 0. Téll6in a on solun B sddnndllinen sivu,
joten (0B, a) = +1. Edelleen

D(a)=a+V(@0a)+d(V(a)).

Koska V(@) # 0, pitee +a ¢ Im(V). Siis jokaiselle v??~!) < @ joko V(v) = 0
tai V(v) = =@, missd f(@) < f(v) < f(a). Koska

V(da) = Z (Ba, VIV(v),

vir-l<qy
voidaan kirjoittaa
V(da) = Z bsa,
missd (@) < f(a), jos bg # 0. Edelleen
d(V(a)) = —(3B, )8 = (3B, a)a + Z Call = —a + Z cad,

missd f(@) < f(B) < f(a),joscsz # 0.

4.2 Morse-kompleksi

Tdmén aliluvun paildhteind kiytetddn teoksia [7] ja [13]. Merkinnilld Cf(K ,Z)
tarkoitetaan CW-kompleksin K @-invariantteja p-ketjuja, toisin sanoen

CP(K,Z)={c € Cy(K,Z) | D(c) =c}.

Lauseen 4.6 kohdan (1) nojalla @9 = d®, joten reunaoperaatio d kuvaa @-invariantit
p-ketjut @-invarianteille (p — 1)-ketjuille. Néin ollen saadaan muodostettua maéri-
telmad Morse-kompleksille.

Maaritelmi 4.7. Olkoon K n-ulotteinen CW-kompleksi ja olkoot Cff (K, Z) komplek-
sin K @-invariantit p-ketjut. Seuraavaa kompleksia kutsutaan Morse-kompleksiksi

0otk S k. LK z)>o0.

Timin kappaleen tarkoituksena on todistaa, etti Morse-kompleksin C? homolo-
gia on sama, kuin CW-kompleksin K homologia.

Apulause 4.8. Olkoot K CW-kompleksi ja V kompleksin K gradienttivektorikentti.
Olkoon a kompleksin K solu. Kiinnitetddn ¢ = V(da). Jos @ on kriittinen, niin

P"(@)=a+c+DP(c)+---+DP" ().

Todistus (vrt. [13, s. 67]). Todistetaan lause induktiolla luvun m suhteen. Olkoon
m = 1. Koska « on kriittinen, niin lauseen 4.5 kohdan (3) nojalla V(@) = 0. Saadaan

Da)=a+0(V(a)+V(@a)=a+0+c=a+c.

50



Olkoon sitten 7 > 1 ja oletetaan, etti @ (@) = @ +c+P(c) +-- -+ D" (¢). Tillin
induktio-oletuksen nojalla
" (a) = P(P" (@)
=®(a+c+D(c)+---+ D" (0))
=P(a)+P(c)+---+D"(c).

Koska @(a@) = a + ¢, saadaan

"N @) =a+c+D(c)+--+D"(c).

Seuraavia tuloksia varten asetetaan ¢ € CI?(K ,Z),

c= E aya,

a€k),
missa K, on kompleksin K p-solujen joukko.

Miéiritelmi 4.9. Olkoon ¢ € C7(K, Z). Sanotaan, etti o* € Cj (K, Z) on ketjun ¢
maksimoija, jos f(a*) > f(«a) kaikilla a € Cf(K, Z), missd a, # 0.

Apulause 4.10. Olkoon ¢ € Cf,b(l( ,Z) ja olkoon a* miké tahansa joukon {f(«) |
ao # 0} maksimoija. Siis f(a*) > f(a) kaikilla @ € Cy(K,Z), missi a, # 0.
Erityisesti oletetaan, ettd a,+ # 0. Tilloin @ on funktion f kriittinen solu.

Todistus (vrt. [7, s. 120]). Koska ¢ on @-invariantti, niin

c= Z aga =d(c) = Z a,P(a).

a€k, a€k),

Talloin
aor = {c,a”) = Z ao{D(a), a™).

a€k,

Olkoon a € K, a # o, sellainen, ettd a, # 0. Termi @(a) on lineaarikombinaatio
p-soluista. Koska f(a*) > f(a), seuraa lauseen 4.6 kohdasta (3), ettd solun a*
kerroin tidssd lineaarikombinaatiossa on nolla. Siis (@(«), a@*) = 0. Niin ollen

0#ap =(c.a') = ) au(®(@).0") = ap(P(a"). "),

a€k),

mistd seuraa, ettid (@ (a*), a*) # 0.

Termi @(a*) on myds p-solujen lineaarikombinaatio. Koska (@(a*),a*) # 0,
taytyy solun o kertoimen tédssd lineaarikombinaatiossa poiketa nollasta. Lauseen
4.6 kohdasta (2) seuraa nyt, ettd kertoimen tulee olla yksi ja ettd a* on kriittinen
solu. |

Lause 4.11. Olkoon K didrellinen CW-kompleksi. On olemassa sellainen N ettd,
&M = ®N kaikilla M > N.
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Todistus (vrt. [7,s. 120] ja [17, s. 196]). Olkoon K &érellinen CW-kompleksi ja ol-
koon K’ kompleksin K kaikkien solujen joukko. Osoitetaan, etti riittavan suurelle
N

oM (@) = dV (@), kaikilla M > N, ja kaikilla @ € K'.

Todistetaan viite induktiolla luvun r = #{@ € K’ | f(&) < f(a)} suhteen. Olkoon
ensin r = 0. p-solun a kuva @(a) on lineaarikombinaatio p-soluista @’. Jos solun
a’ # a kerroin lineaarikombinaatiossa @(«) ei ole nolla, niin lauseen 4.6 nojalla
f(@') < f(a). Koska r = 0, tiytyy solun &’ kertoimen olla nolla. Siis @(a) = « tai
@ () = 0. Kummassakin tapauksessa ®" (o) = &M (@) kaikilla M, N > 1.

Tehdéén induktio-oletus ja oletetaan, ettd viite pitee, kun r = n. Oletetaan, etti
r=#a e K' | f(@d) < f(a)} = n+ 1. Oletetaan ensin, ettd « ei ole kriittinen.
Talloin lauseen 4.6 nojalla

D(a) = Z aza.
fl@)<f(a)

Induktio-oletuksen nojalla on olemassa N, jolle @" (&) on @-invariantti, kun f (&) <
f(@). Niin ollen ®¥*! (@) on @®-invariantti.
Oletetaan sitten, ettd @ on Kriittinen ja olkoon ¢ = V(da). Tilloin apulauseen 4.8
nojalla
P"(@)=a+c+DP(c)+---+DP" ().

Nyt @" (@) on invariantti, jos ja vain jos @ (c¢) = 0. Kuten huomattiin lauseen 4.6
todistuksessa, ¢ on lineaarikombinaatio p-soluista &, joille f(@) < f(a). Induktio-
oletuksen nojalla on olemassa N, jolle " (&) on @-invariantti.

Huomataan, ettd ¢ € Im(V) ja Im(V) on @-invariantti, koska lauseen 4.5 kohdan
(1) nojalla

DOV =(1+9V+VI)V=V(1+9V).
Koska ¢ € Im(V), niin myos ¢1\7(c) € Im(V). Merkitdan @N(c) = w, missd w =
25 apPB- Télloin
V() = d(w) = Z agd(B).
B

Lauseen 4.5 kohdan (3) nojalla ag = 0, jos 8 on kriittinen. Edelleen apulauseen 4.10
nojalla mikd tahansa joukon A = {f(B) | ag # 0} maksimoija on kriittinen. Mutta
jos 8 on joukon A on maksimoija, niin silloin $ on kriittinen ja ag # 0, mikd on
ristiriita. Siis A = 0, jolloin ag = 0 jokaisella . Niin ollen @N“(c) = 0, joten
PN+ () on @-invariantti. m]

Lauseen 4.11 nojalla on olemassa riittavéan suuri N, ettd jokaiselle ketjulle c,
VN (¢) =V () =V () = .. ..
Miiritelldin @ (c) = @V (c). Tillsin jokaiselle p > 0 on kuvaukset
D> : Cp(K,Z) - CY(K,Z)

i:CY(K,Z) = Cy(K,2Z),
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missé i on luonnollinen inkluusio. Nyt @% o i = idcgn (k.z)- Lauseen 4.6 perusteella
@9 = 0P, joten @ on ketjukuvaus. Selvisti myOs i on ketjukuvaus.

Olkoot C ja C’ ketjukomplekseja ja olkoon f : C — C’ ketjukuvaus. Ketjukuvaus
f indusoi homologiaryhmien vilille homomorfismin f,. : H.(C) — H.(C’), jolle
f«([z]) = [f(2)]. Téssd [z] merkitsee syklin z homologialuokkaa.

Apulause 4.12. Olkoot f : C — C’ ja g : C' — C” ketjukuvauksia. Talloin
indusoiduille homomorfismeille homologiaryhmien vililld patee

() (g0 f)x=gx0 fu
(i) Josidc : C — C on identiteettikuvaus, niin (idc). = idg, (c)-

Todistus (ks. [13, s. 69]). Olkoon z ketjukompleksin C sykli. Indusoidun homomor-
fismin maaritelmasti seuraa, etti

(g0 f)«([2]) = [(g ° f)(2)]
= [g(f(2)]
= g([f(2)])
= g(f([z])
= (g« o fu)([z])
ja
(ide)+([z]) = [idc(2)] = [2] = idp,(c) ([z]).

O

Lause 4.13. Olkoon K ddirellinen CW-kompleksi. Olkoon C® mididiritelmdin 4.7 mu-
kainen Morse-kompleksi. Tilloin jokaiselle p > 0,

H,(C?) = H,(K;Z).
Todistus (vrt. [7, s. 122]). Tarkastellaan seuraavaa kommutoivaa kaaviota:

0— k.2 Lk 2 qkz) 0

D™ i D™ | D™ i

0— ctk,2) -2 e (kz) 2. O

Olkoot
& : H (K;Z) — H.(C?)

i, H(C?) - H.(K;2)

homologiaryhmien vilille indusoidut homomorfismit. Tavoitteena on todistaa, etti i,
jady® ovatisomorfismeja, itse asiassa toistensa kddnteiskuvauksia. Koska @ oi = id,
niin apulauseen 4.12 nojalla

DX o0, = (P 0i), =id, = id : H,(C?) — H.(CP).

*
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Jotta ndhdaén, ettd i, o @7° = id,, niin tulee 10ytd4 sellaiset homomorfismit
L:C.K,Z)— Ciy1(K,2Z),

etta
id=—io®@® =9dL + Lé.

Tall6in L on ketjuhomotopia ketjukuvauksien id ja i o @ vililld. Niinpa
,o®dy =(o®%),=id, =id: H.(K;Z) — H.(K; 7).
Koska i on ketjujen inkluusio ja @ = @V jollakin riittivin suurella N, niin
id—io®™ =id— "

=({d-D)(1+D+---+dV7
=(=0V-VHA+D+---+d
=9[-VA+D+---+D" D]+ [-VOA + D+ - + DV 7)]
=9[-V(l+DP+---+ D" D]+ [-VA +D+---+ D" 1)]4,

koska lauseen 4.6 perusteella 0@ = ®9. Valitaan siis L = -V (1+P+---+dN" 1), o

4.3 Morse-kompleksi ja Kkriittiset pisteet

Téssd luvussa ndytetddn, ettd Morse-kompleksi voidaan esittdd kriittisten solujen
avulla. Lihteend kiytetddn Formanin teosta [7].

Tarkastellaan CW-kompleksia K ja merkitadn ./ ,:11a kriittisten p-solujen virit-
tdiméd ryhmin C, (K, Z) aliryhmii jokaiselle p, toisin sanoen

My = { Z aq@ | ay € Z jajos a, # 0, a on kriittinen }
a€ek),

Summassa ¢ K, o vain ddrellisen moni kerroin voi poiketa nollasta. Merkin-
nilld /. tarkoitetaan aliryhmai ./, milla tahansa indeksilld p ja merkinndlld .Z pL
tarkoitetaan aliryhmén ./, ortogonaalista komplementtia ryhmissd C, (K, Z). Kun
rajoitetaan aliluvussa 4.2 midriteltyd kuvausta @, saadaan kuvaus

D My, — CH(K, Z).
Kiinnitetddn suunta jokaiselle p-solulle a.
Apulause 4.14. Olkoon « kriittinen p-solu. Jos @ # @ on kriittinen, niin
(D% (a), @) = 0.
Todistus (vrt. [7, s. 123]). Lauseen 4.11 todistuksen perusteella

D) =a+c+D(c)+---+DPV(c),
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jollakin N € Z,, missd ¢ = V(da) € Im(V) C Cp(K, Z). Saman lauseen todis-
tuksessa osoitetaan, ettd Im(V) on @-invariantti. Niinpd @ (c¢) € Im(V) kaikilla
1 < m < N — 1. Tastd seuraa, ettd

¢ =c+D(c)+---+DPV () e Im(V).
Niinpi voidaan kirjoittaa
P*(a) =a+c,
missd ¢’ € Im(V). Homomorfismin V méiritelméstd seuraa, ettd sen kuvan Im(V)
virittdvat jotkut ei-kriittiset p-solut. Tastd seuraa, ettd Im(V) L., joten Im(V) C
AM ;. Niinpd
(D% (a),a) = {(a+ ', @)

={a, &)+ (', a)

=0+0

=0.

Lause 4.15. Kuvaus @ : M, — C,?(K, Z) on isomorfismi.

Todistus (vrt. [7, s. 123]). Osoitetaan, ettd @< on seki surjektiivinen, ettd injektiivi-
nen. Olkoon ¢ € C7 (K, Z) ja olkoon

¢ = Z (c,a)a € M.
«a kriittinen
Osoitetaan, ettd @ (¢) = c¢. Olkoon @’ kriittinen p-solu. Talloin

(@@= Y (ea)d(@)a)

« Kkriittinen

= D {ea)d™(@),a)
a kriittinen

= (c, &’ (D" ('), ),

koska apulauseen 4.14 perusteella (@ (@), a’) = 0 kaikilla kriittisilld p-soluilla
a # o’. Kuten lauseen 4.11 todistuksessa,

P* () =PV ()=’ +b+D(b) +---+DPV7I(b)

riittdvan suurella N € N. Tassd b = Vd(a’) € Im(V). Lauseen 4.11 todistuksessa
todettiin, ettd Im(V) on @-invariantti. Edelleen Im(V) C ., . Niinpd

(@*(), "y = +b+D(b) +---+ D" (D), )
— <a,/’ a[l)
=1,

missi b + D(b) +--- + DV (b) € M} Siis

(D%(8), @) = {c,a’ (D™ (o), &) = {c, )
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kaikilla kriittisilld p-soluilla @’. Néin ollen
(D™(¢) —c,a’) =0
kaikilla kriittisilld p-soluilla @’. Kirjoitetaan

D*(¢)—c = Z agQ.

a€ek),

Tdssd a, = O kaikilla kriittisilld p-soluilla a. Olkoon a* € K, joukon {f(a) |
aq, # 0} maksimoija. Apulauseen 4.10 perusteella o* on kriittinen. Téstd seuraa,
ettd a, = 0 kaikilla @ € K,. Niinpd &% (¢) — ¢ = 0, joten (&) = c. Siis D= on
surjektio.

Osoitetaan vield, ettd @ on injektio. Olkoon ¢ € ./, . Oletetaan, ettd & (c) = 0.

Kirjoitetaan
c= Z (¢, a)a,

a Kriittinen
jolloin

I (c) = Z (c,d)D® ().

a Kriittinen

Olkoon « kriittinen p-solu. Kirjoitetaan taas
D% () = a + b,,

missd by = Vd(a) + D(VA(a)) +-- -+ PV (VA(a)). Tilldin b, € A,y Olkoon o’
Kkriittinen p-solu. Saadaan

0 =0,a’)
= (@¥(c), @)
( D ea)d™(a),a)

« kriittinen

D {e.a)d™(a),a)

a kriittinen

Z (c,a){a+bgy,a")

a kriittinen

=(c, ),

koska (@ + by, @’) = (@, @’) + (b4, a’), missd (b,, @’) = 0ja (@, a’) saa arvon 1, jos
a = o’ jaarvon 0, jos @ # ’. Siis kaikille kriittisille p-soluille o’ pétee (c,a’) = 0.

TllGin
c= Z (c,a)a =0.

a Kkriittinen

Niin ollen @ on injektio. O

Lauseen 4.15 ja lauseen 4.6 kohdan (1) mukaan Morse-kompleksi

0otk S k. LK z) >0

56



on isomorfinen kompleksin
3 d 3
M:O0—> My — My — ...> My— 0

kanssa. Lauseen 4.15 todistuksesta nihdéan, etti homomorfismin &% : /#, —
Cf(K , Z) kdinteishomomorfismi on projektion

Iy : Cp(K,Z) — JM,,

c= Z(c a)a — Z (c,a)a,

a Kriittinen

rajoittuma ryhméén Cqu(K , Z). Merkitédn tatd rajoittumaa
| :CHK.Z) - M.

Kompleksin . reunakuvaus 0 madritelldén niin, ettd seuraava kaavio kommutoi:

d d d
0 -ﬂn ﬂn—l e /%o

N

0— CP(K,Z) — C? (K, Z) 0,. 9 CI(K,Z) — 0

Siis 8 = (I14 |)0®>. Kaavion kommutoinnista seuraa, etti 99 = 0. Niin ollen
H.( M) = H.(C?). Ketjulle c € M, ja kriittiselle (p — 1)-solulle @ pitee
(0D%¢c, ) = (D™ dc, ).
Palautetaan mieleen gradienttipolun miéritelma 3.12 ja mééritelldén polulle ker-
rannaisuus.
Maiiritelmi 4.16. Olkoon y = ag, @1, ..., @, dimensiota p oleva gradienttipolku.
Polun y kerrannaisuus madritelldan
r—1
my) =[] @V(a), )0V (a), ai).
V(a0
Apulause 4.17. Olkoot yg = ag,...,@, ja y1 = @,...,aqrs gradienttipolkuja.
Tall6in
m(y1)m(yo) = m(y1 o yo),
MISSA Y] O Y0 = @0y -+« s Apy v v -y Apys.

Todistus. Nyt

r+s—1
minoy) = || (OVia).a)@V(a).am)
v<’5,-3’¢o
r+s—1
ﬂ OV (@), @) (dV (@), ais) ﬂ OV (@), @) (dV (@), ais)
V(wl)io V(a,);&o
=m(y1)m(y2).
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Miiiritelmi 4.18. Redusoitu gradienttivirtaus ® Cp(K,Z) — Cp(K,Z) on

d=1+9V.

Huomioitavaa on se, ettd @ ei toteuta diskreetin gradienttivirtauksen @ ominai-
suuksia, jotka on listattu lauseessa 4.6.

Aiemmin todistettiin, ettd on olemassa N > 0, jolle pitee dM = @V kaikilla
M > N, ja merkittiin @ = @V Otetaan nyt kiiytton merkinti = = &V,

Apulause 4.19. Mille tahansa kriittisille soluille B7*V ja a(P) pitee
(0B, @) = (DB, a).
Todistus (vrt. [7,s. 127]). Kriittisille soluille 3*) ja o/(P) piitee

<5ﬁ’ CL’) = <H.% | kaDOOﬁ’ a’>
=Ly | D*4B, @)
=(P70B, @),

koska 114 | on projektio kriittisten p-solujen muodostamalle ryhmille .Z,. Kun
halutaan osoittaa, etta

(0B, @) = (D¥0B, a),

riittdd todistaa, ettd jokaiselle r > 1 pitee
(D0B,a) = (DB, a).
Tdma seuraa havainnosta, etté jokaiselle ketjulle ¢ ja jokaiselle r > 1,
D" (c) =D (c) e Im(V) C M.

Todistetaan ylld oleva havainto induktiolla luvun r suhteen. Kun » = 1, niin ei ole
mitddn todistettavaa. Oletetaan, ettd vdite patee indeksilld » — 1 ja osoitetaan, ettd se
patee myOs indeksilld r. Talloin induktio-oletuksen nojalla jollekin ketjulle ¢,

() =D (@r_l(c)) - ¢ (cﬁ’—l(c) + V(é))
= (B +Vd) (é’-l (c) + V(é))
=@ () +D (V(¢)) + VAP ™ (¢c) + VAV (é)
@ (c)+V (5 + 0 (c) + 8V(5)) ,

missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa lauseen 4.5 kohdan (1) nojalla siitd, ettd

PV =V +oV>=V. O
Mairitelmi 4.20. Olkoon vy = ag, a,...,a, gradienttipolku. Gradienttipolun y
pituus |y| =r.

Kun « ja & ovat p-soluja, niin merkinnilla I (@, @) tarkoitetaan kaikkia gradient-
tipolkuja solusta a soluun @, joiden pituus on r.

58



Apulause 4.21. Olkoon K, CW-kompleksin K p-solujen joukko. Mille tahansa
a/ip),a;p) € Kp,

(Pay, az) = Z m(y).

yeli(ay,a2)

Todistus (vrt. [7, s. 127]). Gradienttipolun mééritelméan 3.12 perusteella a; # ap
ja V(ap) # 0. Siis V(a)) = +e, missd solun e etumerkki on valittu siten, ettd
(0V(ay), 1) = —1. Koska a1 # a;, niin

(Pay, a2) = (a1, @2) + (OV (1), az) = (AV (1), @2).

Jos a; ei ole gradienttivektorikentdn V (a) sivu, niin (Day, as) = 0. Edelleen tissd
tapauksessa ei ole olemassa gradienttipolkua solusta a; soluun «;, jonka pituus olisi

yksi, joten
D, m=o.

yeli(ar,az2)

Jos a; on gradienttivektorikentdn V() sivu, niin on olemassa tisméilleen yksi
gradienttipolku solusta a; soluun a5, jonka pituus on 1, nimittdin y = a1, a;. Téalldin

m(y) = =(a1, 0V (a)){0V (1), @2) = {3V (a1), @2) = (Pay, a2),
kuten haluttiin. O
Lause 4.22. Mille tahansa kriittisille soluille BP*V ja /P,
@Gp.ay="> (0pay ), m®)
aP<p yeln (&)
riittdivan suurella N.

Todistus (vrt. [7,s. 128]). Apulauseen 4.19 nojalla (38, a) = (®VIB, a) riittivin
suurella N. Koska

op= ), (9B.8&)a.

aP)<p

niin saadaan

(0B.a)= ), (9B.aNP"a,a)

@(p)<ﬁ

riittdvin suurella V. Osoitetaan seuraavaksi induktiolla, ettd jokaisella r > 0,

(Faa)= > my)

yel,(a.a)
Tapaus r = 0 on triviaali ja tapaus r = 1 on apulause 4.21. Olkoon r > 1. Talloin
(P &, a) = (D(P'a),a).
Koska & 1@ = ) (P&, o’)a’, saadaan

(DD 'd),a) = Z (@ 1a, o'W D, a).

a’(P)
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Induktio-oletuksesta seuraa, etti

Z (& '@, ' WD, @) = Z Z m(y){Da’, a).

a’(P) a’ yel,_(@,a’)

Apulauseesta 4.21 seuraa, ettd

D, m@day=3 > my) Y, m&).

a’ yel,_(@,a’) a’ yel,_1(a,a’) y'ell(a’ )

Edelleen apulauseiden 3.15 ja 4.17 nojalla

DD, myn ), me)= ), m).

a’ yel_i(a,a’) v'el(a,a) vel, (&,a’)

4.4 Vilttelevyys

Vilttelevyydessd on kyse diskreetin Morse-teorian soveltamisesta tietojenkasitte-
lyyn. Ongelma, jota kisitellddn on topologinen versio tietojenkésittelyn etsimison-
gelmasta. Kattavamman esityksen aiheesta 10ytda ldahteestd [6]. Tadmaén aliluvun 1dh-
teind kiytetddn teoksia [8], [17] ja [11]. Muista luvuista poiketen tdssd luvussa
tarkastellaan simpleksisid komplekseja.

Tarkastellaan kahden pelaajan pelid, jossa pelaajia kutsutaan piileskelijcksi ja
etsijiksi. Olkoon S n-simpleksi, jolla on kirjet vo, vy, . . ., v, ja olkoon M simpleksin
S alikompleksi, jonka piileskelijd ja etsijd tuntevat. Olkoon a simpleksin S sivu,
jonka ainostaan piileskelija tietdd. Etsija saa esittdd kysymyksid, jotka ovat muotoa
"Onko karki v; sivussa @?". Etsijin tavoitteena on médrittdd, onko « alikompleksissa
M, kayttiméilld mahdollisimman vihén kysymyksia.

Etsijd saa kayttdd aikaisempien kysymyksien vastauksia valitessaan, mistd kérjes-
td kysyy seuraavaksi. Etsijd kdyttdéd algoritmia, perustuen aikaisempiin vastauksiin,
esittdessdin seuraavaa kysymystd. Tallaista algoritmia kutsutaan paitospuualgorit-
miksi. Jokaista paatdspuualgoritmia A kohti kysymysten madrii, jota etsija kiyttaa
ennen kuin on saanut méadritettyd, onko a kompleksissa M, merkitddn Q(a, A, M).

Maaritelma 4.23. Olkoon S n-simpleksi ja olkoon M simpleksin S alikompleksi.
Kompleksin M kompleksisuus c¢(M) miiritelldin
c(M) = mgn max Q(a, A, M).
a

Kompleksin M sanotaan olevan vdlttelevd, jos ¢(M) = n+ 1. Muuten M on ei-
vdlttelevd. Sivua a, jolle Q(a, A, M) = n + 1 kutsutaan vdlttelijcksi.

Siis madritelma sanoo, ettd M on vilttelevd, jos jokaista pddtospuualgoritmia A
kohti on sellainen simpleksin § sivu a, ettd etsijin tdytyy kysyd n + 1 kysymysta
maiirittadkseen, onko a kompleksissa M. Koska kompleksi M on ddrellinen, niin
paitospuualgoritmeja on vain ddrellinen maird. Huomioitavaa on se, ettd eri paatos-
puualgoritmeilla voi olla eri vilttelijit.

Léhteessd [11] on osoitettu olennainen suhde alikompleksin vilttelevyyden ja
topologian vilille.
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Lause 4.24. Jos alikompleksi M ei ole viilttelevd, niin se on romahtava.
Todistus (ks. [11, s. 300]). O
Seuraus 4.25. Jos alikompleksi M ei ole viilttelevd, niin M on kutistuva.

Kutistuvalla kompleksilla tarkoitetaan kompleksia, jolla on sama homotopiatyyp-
pi kuin pisteelld.
Lause 4.26. Jos H.(M) # 0, missd H,(M) on kompleksin M redusoitu homologia,
niin M on vdlttelev.

Todistus. Olkoon H,(M) # 0. Oletetaan vastoin viitetti, ettd kompleksi M ei ole
viltteleva. Talloin seurauksen 4.25 nojalla M on kutistuva. Koska M on kutistuva,

niin H,(M) = 0, miki on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis M on vilttelevi. |
V2 V2
°
Vo Vi Vo @ oV

Kuva 4.2. 2-simpleksi ja sen vilttelevd alikompleksi.

Esimerkki4.27. Olkoon S kuvan 4.2 2-simpleksi ja olkoon K kuvassa oleva simplek-
sin § alikompleksi, joka siis koostuu sdrmistd vov; ja kérjestd v,. Yksi mahdollinen
padtospuualgoritmi ndhdddn kuvassa 4.3. Algoritmissa K merkitsee vastausta kylld
ja E vastausta ei.

Vo

AN
AIATEANAY

[vo,vi.v2]  [vo,va] [vo,vil  [vol [vi.v2]  [vi] [v2]

V2

Kuva 4.3. Piitospuualgoritmi, jonka viimeiselld rivilld olevat sivut ku-
vaavat simpleksin § sivua «, jonka ainoastaan piileskelija tietaa.

Olkoon a simpleksin § sivu, jonka ainostaan piileskelijd tietdd. Etsijd saa esit-
tdd kysymyksid, jotka ovat muotoa “Onko kirki v; sivussa a?”. Etsijdn tavoitteena
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on madrittdd, onko a alikompleksissa K, kiyttdmalld mahdollisimman véhin kysy-
myksid. Kun tarkastellaan algoritmia havaitaan, ettd vilttelijoitd ovat @ = [vy, v2] ja
a = [v1]. Nimittdin ndissa tilanteissa etsijin tulee esittdd kaikki kolme kysymysta
selvittddkseen kuuluuko a alikompleksiin K. Jos siis @ = [vy, v2], niin etsijd kysyy
ensin ”Onko kirki vo sivussa a@?” ja saa vastaukseksi "Ei”. Sitten etsijd esittdd ky-
symyksen ”Onko kérki v sivussa a@?” ja saa vastaukseksi "Kylld”. Nyt etsiji ei voi
vield tietdd, kuuluuko @ alikompleksiin K, koska jos vastaus viimeiseen kysymyk-
seen on "Ei1”, niin @ € K ja jos taas vastaus on "Kylld”, niin @ ¢ K. Siis etsijd esittdd
vield viimeisen kysymyksen ”Onko kérki v, sivussa a@?” ja saa vastaukseksi "Kylla”.
Toisaalta piileskelijd olisi voinut yhtd hyvin antaa vastaukseksi ”Ei” tdhédn viimei-
seen kysymykseen ja tdssd tapauksessa viltteliji olisi ollut @ = [v;]. Siis vélttelijit
esiintyvét pareittain.

Jos @ = [vg, v2], niin tdlléin kysymysten "Onko kérki vo sivussa @?” ja ’Onko
kirki v, sivussa a?” jidlkeen etsijin ei endd tarvitse esittdd kysymystd. Etsija tietaa
jo tdsséd vaiheessa, ettdi @ ¢ K. Jos nimittdin @ = [vg, vy, V2], niin @ ¢ K ja jos
a = [vg,v2],niina ¢ K.

Jotta saataisiin kaikki esimerkin 4.27 vilttelijit selville, tulisi kdyda 1dpi kaikki
paitospuualgoritmit eli tidssé tapauksessa vield kaksi muuta algoritmia.

Vilttelijit esiintyvét pareittain. Kun etsijd kysyy kysymyksen n + 1, hédn yrittdd
saada selville, onko kyseessa simpleksi @ vai a;, missd @ < a».

Lause 4.28. Olkoon S n-simpleksi ja olkoon M vidlttelevd simpleksin S alikompleksi.
Parille {a1, ay} vilttelijoitd, missd a; < ap, pdtee

(1) dim(@) = dim(a;) + 1,
(2) a €M, ar ¢ M.

Todistus. Olkoon S n-simpleksi ja olkoon M viltteleva simpleksin S alikompleksi.
Olkoon {ay, @} pari vilttelijoitd, missd @ < a;.

(1) Koska a; < a3 ja a1 ja ap eroavat vain simpleksissd v, niin tiytyy olla
dim(az) = dim(al) + 1.

(2) Oletetaan vastoin viitettd, ettd a; € M ja @y € M. Tilloin etsijdn ei tarvitse
esittad kysymystid n + 1, koska hin tietdd edellisen kysymyksen kohdalla, etta
sekd a1 € M ettd ap € M. Siis a; ja ap eivit ole vilttelijoitd, mikd on
ristiriita. Samaan tulokseen pdddytéén, jos oletetaan, ettd @1 ¢ M jaay ¢ M.
Siis taytyy olla @y € M jaar ¢ M tai a1 ¢ M ja @, € M. Kun etsija kysyy
viimeisen kysymyksen, selvidid, kuuluuko « alikompleksiin M vai ei. Edellisten
kysymysten aikana on selvitetty, ettd jokin simpleksi kuuluu alikompleksiin M
mutta, jos tdhidn simpleksiin lisdtddn vield yksi kérki, niin se ei enidd kuulu
alikompleksiin M. Siis tdytyy ollaa; € M jaas ¢ M.

O

Vilttelevyyden yhteys Morse-teoriaan saadaan, kun havaitaan, ettd padtdospuual-
goritmi indusoi diskreetin vektorikentin. Esimerkiksi kuvan 4.3 paatdspuualgoritmi
indusoi vektorikentin

V={{0 < [v2]}, {[v1] < [vi,v2]}. {Ivol < [vo,vil}, {[vo, va]l < [vo,vi,v2l}}.
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Siis V koostuu simpleksin S sivujen pareista, jotka havaitaan paatospuualgoritmilla
vasta viimeisessd kysymyksessa. Jotta saataisiin aito diskreetti vektorikenttd, pari
{0 < [v2]} tulee poistaa vektorikentdstd V, koska alkuperdinen maéritelma ei salli
paria, jossa esiintyy tyhja joukko.

V2

V) @ P V1

Kuva 4.4. Kuvan 4.3 arvausalgoritmin indusoima vektorikentta.

Miiéritelmi 4.29. Simpleksisen kompleksin K jérjestys < on lineaarijdrjestys, jos
kaikilla @, B8,y € K pitee

(1) a<a.

(2) Josa<BjaB <y,niina <Yy.
(3) Josa < BjafB < a,niin @ = S.
4) a<ptaip<a.

Apulause 4.30. Olkoon S n-simpleksi ja olkoon V diskreetti vektorikentti. Oletetaan,
ettd simpleksin S sivuilla on sellainen lineaarijérjestys <, etti jos

(p) plptl) _(p) p(p+1) _ s 170
@, ,,80 sy, By ,... on V-polku, niin ag > Bo > a1 > 1 > .... Télloin V
ei sisilld yhtdédn suljettua V-polkua.

Todistus. Oletetaan, ettd simpleksin § sivuilla on sellainen lineaarijirjestys >, ettd
jos a(()p),ﬁépﬂ),aip),ﬁipﬂ),... on V-polku, niin ag > Bo > a; > By > ....
Oletetaan vastoin viitettd, ettd diskreetti vektorikenttd V sisdltdd suljetun V-polun,
joka alkaa simpleksistd a; ja padttyy samaan simpleksiin. Koska simpleksin S sivuilla
on totaalinen jirjestys, niin tdlloin @; > «@;, mikd on mahdotonta. Siis diskreetti

vektorikenttd V ei sisélld yhtaéan suljettua V-polkua. O

Lause 4.31. Olkoon A pddtospuualgoritmi. Tdlloin n-simpleksin S vektorikenttd
V = V4 on gradienttivektorikenttdi.

Todistus (vrt. [17,s. 159]). Lauseen 3.16 nojalla riittdd osoittaa, ettd V on diskreetti
vektorikenttd, joka ei sisdlla yhtdadn suljettua V-polkua. Vektorikenttd V on diskreetti,
koska jokainen polku paatospuualgoritmissa vastaa yksikasitteistd simpleksid.
Osoitetaan sitten, ettd V ei sisdlld yhtddn suljettua V-polkua. Apulauseen 4.30
nojalla riittdd osoittaa, ettd on olemassa simpleksin S simpleksien lineaarijirjestys
>, jolle patee ag > By > a1 > B1 > ..., ]os ao, Po, @1, B1, ... on V-polku. Liitetddn
jokaiseen simpleksiin @”) p + 1:n alkion jono n(a) = (no(a),n(@),..., ny(a)),
missd n;(«@):t ovat sellaisten kysymysten numeroita, joihin on vastattu “Kylld” ja
1 < no(a) < --- < np(a) < n+ 1. Mille tahansa kahdelle simpleksille a'P) ja g9
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maédritellddn @ > B3, jos on olemassa sellainen k < min{p, g}, ettd ni (@) < ni(B)
ja n;(@) = n;(B) jokaisella i < k. Jos téllaista k:ta ei ole olemassa ja ¢ > p, niin
ni(@) = n;(B) jokaisella 0 < i < p, joten asetetaan a > (3.

Osoitetaan, etti edelld miritelty jirjestys > on transitiivinen. Olkoot /P, o/(9)
ja a”") simpleksejd. Olkoot @ > @’ ja @’ > a”. Oletetaan ensin, etti on olemassa
sellainen £k < min{p, g} ettd ni(a) < nx(a’) ja n;(a@) = n;(a’) jokaisella i < k
sekd sellainen k" < min{q, r}, ettd ni-(a’) < ng-(@”) jan;(@’) = n;(a”) jokaisella
i < k’.Jos k < k’, niin ng(a’) = ni(a”), jolloin ni (@) < ni(a”). Edelleen n;(a@) =
ni(a”) jokaisella i < k. Siis @ > «@”. Vastaavaan tulokseen paadytién, jos k > k'
Oletetaan sitten, ettd on olemassa sellainen £ < min{p, g} ettd ni(a) < ni(a’)
ja ni(a@) = n;(a’) jokaisella i < k ja ettd n;(@’) = n;(a”) jokaisella 0 < i < ¢,
missd r > ¢g. Koska k < min{p, ¢}, niin k < ¢q. Talloin ni (@) < ni(a’) = ng(a”)
ja ni(a@) = ni(a’) = n;(a”) jokaisella i < k. Siis @ > «”. Vastaavaan tulokseen
paddytdin, jos on olemassa tillainen k’ mutta ei k:ta. Jos tillaisia k ja k” ei ole
olemassa ja ¢ > p sekd r > ¢, niin n;(@) = n;(a’) jokaisella 0 < i < p ja
ni(a’) = n;(a”) jokaisella 0 < i < ¢. Siis n;(a@) = n;(a”) jokaisella 0 < i < p.
Saadaan @ > @”, joten jdrjestys > on transitiivinen.

Osoitetaan sitten, ettd V-polut sdilyttivit edelld madritellyn jarjestyksen. Olete-
taan, etti a(()p),ﬁépﬂ), aip) on V-polun osa. Osoitetaan, ettid a(()p) > ﬁ(()pH) > a/ip).
Koska (ap, Bo) € V, niin ag # @ ja a; € Bo. Nyt @ ja By eroavat toisistaan vain
yhdessi kirjessd, ero, joka mairitellddn vasta paatdspuun viimeiselld rivilld. Néin
ollen jarjestyksen médritelmin perusteella n;(@) = n;(B) jokaisella 1 < i < p ja
np+1(B) = n+ 1. Lisdksi np.1 (@) ei ole médritelty. Néin ollen « > .

Jiljelle ji4 osoittaa, etti ﬁépﬂ) > a/ip). Merkitddn By = uouy - . . Upli ps1, missi

u, . . ., upy1 ovat simpleksin gy kirjet. Jos oo = ay tai o = B, niin kysymys numero
n;(Bo) on ’Onko u; sivussa o?” Koska a; C By, niin on olemassa sellainen k, etti
@1 = UQU] ... Uj—1Ujs] - .. Upp1. Nyt ensimmidiset ny(Bo) — 1 kysymystd koskevat
simpleksejd ug, . . ., ux—1 seka kérkii, jotka eivit kuulu simpleksiin Sy, miké tarkoit-
taa, ettd ne eivit kuulu myoskédin simplekseihin aq ja a;. Ndin ollen ensimmaéiset
ni(Bo) — 1 vastausta tulevat olemaan samat riippumatta siitd onko o = ag, a; tai By.
Niin ollen, jos o = g, a; tai By, niin kysymys numero rny (Bp) on ”Onko u; sivussa
o7’ Jos o = By, niin vastaus on “kylld”. Jos o = @/, niin vastaus on “ei”. Niin ol-
len seuraava jonon arvo sivulle @ tulee olemaan suurempi kuin arvo, joka asetettiin
vastauksessa ny (Bo). Siis n;(a1) = n;(Bo) jokaisellai < k jang(ay) > ni(Bop). Néin
ollen By > a;. |

Seuraavaksi esitetddn lauseen 4.31 avulla tamén aliluvun piitulos.

Lause 4.32. Olkoon A pdcitospuualgoritmi ja olkoon k algoritmin A vdlttelijdparien
lukumdidrd. Jos 0 ei ole algoritmin A vilttelijd, niin on olemassa algoritmin A vdiltteli-
jc'itoz}, a%, e a’l‘,jotka kuuluvat alikompleksiin M ja vdlttelijcit afé, a%, e a’z‘,jotka
eivdt kuulu alikompleksiin M. Lisdiksi on olemassa jono simpleksin S alikomplekseja

v=MyCM C---CM,_ 1CM,CM=85,CS§SC---CS5C8S,
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missd kdrki v € M ei ole algoritmin A vdltteliji. Alikomplekseille pditee

v/‘Ml—a}
M1 /‘MQ—CZ%
Mz/'M3—a’?

M-y / My — ot

My /M =S
S()/'Sl—a’é

Sk-1 / Sk —ab
St /S.

Jos 0 on algoritmin A vdlttelijd, niin lause on voimassa, jos oz} =0jaMy=M, =0.

2
1

Tidlloin pitdd olettaa, etti M> =
Todistus (ks. [17, s. 164]). Oletetaan ensin, ettd @) ei ole algoritmin A vilttelija. To-
distuksessa simpleksille S tullaan muodostamaan diskreetti Morse-funktio, jonka
kriittisid sivuja ovat algoritmin A vilttelijat ja lisdksi indusoitu gradienttivektori-
kenttd V4 = V, josta on poistettu vilttelijaparit. Olkoon W C V joukko pareja
(a,B) € V,joille @, 8 € M tai a, 8 ¢ M. Lauseen 4.31 nojalla W on simpleksin §
gradienttivektorikenttd. Madritetddn seuraavaksi vektorikentan W kriittiset simplek-
sit eli sellaiset simpleksin S simpleksit, joilla ei ole paria vektorikentdssda W. Pari
(@, B) vektorikentin V simplekseji ei kuulu vektorikenttddn W, jos ja vain jos @ € M
jaf ¢ Mtaia ¢ MjaB € M. Siis a ja 8 ovat kriittisid vektorikentdssd W. Néin ollen
kaikki algoritmin A vilttelijdt ovat vektorikentdn W kriittisid simpleksejd. Edelleen
kérki v, jonka parina on @, on my0s kriittinen. Tamé kérki sekd algoritmin A viltte-
lijat muodostavat kaikki vektorikentdn W kriittiset simpleksit. Jiljelle jaa varmistaa,
ettd lauseessa annettujen laajennusten jéirjestys on voimassa.

Olkoon f : § — R miki tahansa diskreetti Morse-funktio, jolla on indusoitu
gradienttivektorikenttd W.Jos a'P) € M jayP*!) ¢ M, missia < y,niin (a,y) ¢ W.
Talloin f(y) > f(a). Médritellddn

a = sup f(a),
aeM

b= inf f(@)

c=1+a-b

= inf f ().
a€S

Olkoon g : S — R, jolle

f(a), josa e M —v,
gla) =1 f(a)+c, josa g M,
d—1, josa=v.
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Jokaiselle @« € M ja B ¢ M pitee

g(B) = f(B)+c > inf f(B)+c =b+l+a—b =1+a > a = sup f(a') > f(a) = g(a).
B'¢M a’eM

Jos @ = v, pitee
fla) > ingf(a) -1=d-1=g(a).
ae

Jokaiselle parille P < BP*D pitee g(B) > g(a), jos ja vain jos f(B8) > f(a). Siis
g on diskreetti Morse-funktio, jolla on samat kriittiset simpleksit kuin funktiolla f.
Tapaus, jossa ) on algoritmin A vilttelija, todistetaan vastaavasti. O

Miaritelmi 4.33. Olkoon {1, @2}, @1 < ap, vilttelijdpari. Arvoa p = dim(a)
kutsutaan vilttelijaparin {a, @y} indeksiksi.

Seuraava lause seuraa suoraan heikoista diskreeteistda Morse-epayhtaldistd 3.33.

Lause 4.34. Olkoon S n-simpleksi ja olkoon M viilttelevd simpleksin S alikompleksi.
Olkoon A pdditospuualgoritmi ja olkoon e ,(A) algoritmin A niiden viilttelijiparien
lukumdidrd, joiden indeksi on p. Tilloin jokaiselle p = 0,1,2,...,n — 1, pdtee
ep(A) = b,(M), missi b,(M) on kompleksin M p:s Bettin luku.

Todistus. Lauseen 4.32 todistuksen nojalla vilttelijaparien lukumiird on suurempi
tai yhtd suuri kuin kriittisten simpleksien lukuméiri. Edelleen lauseen 3.33 kohdan
(1) nojalla b, < m,, jokaisella p =0, 1, ..., n. Saadaan

ep(A) = my(M) > b,(M).
O
Lauseesta 4.34 seuraa tulos paatospuualgoritmin vélttelijdparien lukumairélle:

Seuraus 4.35. Olkoon S n-simpleksi ja olkoon M viilttelevdi simpleksin S alikomplek-
si. Jokaiselle pddtospuualgoritmille A

n
#{ A:n vdlttelijdaparit} > Z b,.
p=0
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