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Taman tydn tarkoituksena on esitelld analyyttisen fotogrammetrian perusmenetelmia seka niihin
littyvid matemaattisia peruskasitteita. Tydssa esitellaan perspektiiviprojektio, johon fotogrammetrian
sovellukset pohjautuvat sekd matriisialgebraa, jota hyddynnetdan laajalti fotogrammetrian perusso-
velluksissa. Tydn tavoitteena on luoda selkea kasitys analyyttisen fotogrammetrian peruskasitteista
sekkd matematiikasta, johon se perustuu.

Tydn aluksi keskitytddn matemaattisiin peruskasitteisiin, joita tarvitaan tyéssd myéhemmin se-
ka esitelldén lukijalla termit ja koordinatisto, jota tdssa tydssa kaytetdan. Alussa tutustutaan myés
lineaarimuunnoksiin seka rotaatiomatriisihin ja niiden matemaattisiin ominaisuuksiin.

Seuraavaksi kasitelldan kollineaarisuusyhtéléita, joiden avulla voidaan todeta perpektiiviprojke-
tion ominauuksien toteutuvan. Yhtalét johdetaan ja osoitetaan oikeiksi. Taman jalkeen tutustutaan
koplanariteettiehtoon, joka laajentaa kollineaarisuusyhtaléitd useamman kuvan tapaukseen. Osion
lopuksi tutustutaan suoraan lineaarimuunnokseen.

Lopuksi tuodaan tyéssé esitellyt mééritelmét yhteen ja lyhyesti pohditaan niiden eroja seka ti-
lanteita, joihin tietyt madaritellyt yhtalét soveltuvat parhaiten.
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1. JOHDANTO

Fotogrammetrialla tarkoitetaan todenmukaisen informaation keruuta kolmiulotteisesta kohteesta
ja sen ympdristostd mittaamalla seké tulkitsemalla siitd otettuja kaksiulotteisia kuvia. Havaintoja
voidaan tehdd joko yksittdisistd kuvista tai useammasta, osittain pééllekkdisestd kuvasta. Foto-
grammetrian avulla pyritdén néin selvittimiin kohteen ja kuvan vilinen tarkka geometrinen suhde
kuvanottohetkelld. Kun tami suhde on selvitetty, voidaan kohteesta tehdd havaintoja pelkéstidin
siitd otettujen kuvien perusteella.

Kohteen ja kuvan geometrista suhdetta voidaan selvittidi joko analogisesti tai analyyttisesti. Ndistd
kahdesta analyyttinen fotogrammetria on nykypéivina korvaamassa analogiset ratkaisut. Analyyt-
tisesséd fotogrammetriassa tuntemattomia tekijoitd ratkaistaan matemaattisin menetelmin kéyttden
apuna kuvista digitaalisesti saatua dataa. Tdhén prosessiin kuuluu usein suurten kompleksisten yh-
taloryhmien ratkaisu pienimmén neliosumman menetelmélld, jonka takia analyyttisen fotogram-
metrian késite tunnettiin jo ennen kuin sitd pystyttiin hyodyntdmain sen vaatiman laskentatehon
vuoksi. Tietokoneiden kehitys on kuitenkin mahdollistanut analyyttisten fotogrammetristen me-
netelmien kehityksen ja niiden hyodyntdmisen monilla eri aloilla niin kaukokartoituksessa kuin
peliteknologiassakin.

Tamin tyon tarkoituksena on esitelld kolme eri menetelmii tuntemattomien muuttujien ratkaisemi-
seksi; kollineaarisuusyhtélot, koplanariteettiyhtdlo sekd suora lineaarimuunnos. Tyossi késitellddan
ensin muutamia fotogrammetriaan liittyvid peruskasitteitd ja perustellaan niihin liittyvit matemaat-
tiset madritelmat. Seuraavaksi esitellddn kollineaarisuusyhtélot, joihin fotogrammetria perustuu,
jonka jilkeen laajennetaan yhtélgitd koplanariteettiyhtdloiksi, joita voidaan soveltaa useamman
kohteesta otetun kuvan tapauksessa. Lopuksi esitellddn vield suora lineaarimuunnos, joka ottaa

huomioon kuvissa mahdollisesti olevia tekniikasta johtuvia virheita.



2. ANALYYTTISEN FOTOGRAMMETRIAN
PERUSKASITTEET

Téssd luvussa kisitellddn lyhyesti tdhiin tyohon liittyvid analyyttisen fotogrammetrian peruska-
sitteitd. Luvussa esitelldén perspektiiviprojektio, johon ldhes kaikki fotogrammetrian perusme-
netelmit pohjautuvat. Lisdksi perehdytién koordinaatistoon, jota tissd tyossd kéytetddn. Luvussa
kidydddn 1dpi myOs lineaari- ja affiinimuunnosten seké rotaatiomatriisien mééritelmét seké nii-
den perusominaisuuksia, joita tarvitaan myohemmin kollineaarisuus- ja koplanariteettiyhtdldiden

madrittelemisessa.

2.1 Perspektiiviprojektio

Yksi fotogrammetrian peruskisitteistd, johon koko fotogrammetrian kisite pohjautuu, on perspek-
tiiviprojektio. Perspektiiviprojektio ilmaisee, kuinka kolmiulotteiset kohteet projisoituvat eli ku-
vautuvat kaksiulotteiselle pinnalle. [9] Tasté kaksiulotteisesta pinnasta, joka kuvaa kolmiulotteista

kohdetta, kéytetdin tdstd eteenpdin termid kuva.

Negatiivinen
kuvataso
Polttovili
Projisointikeskus
Polttovali
Postiviinen
kuvastaso
"' Pagpiste

Padakseli

Kuva 2.1. Perspektiiviprojektion termit.

Perspektiiviprojektio havainnollistaa todellista kohdetta projisointikeskuksen avulla. Projisoin-
tikeskus on piste, jonka kautta kaikki valonsiteet kulkevat kohdepisteestd suoraa linjaa pitkin
tarkkailu- eli kuvapisteeseen, joka voi olla esimerkiksi kameran linssi tai silmi. Projisointikes-
kuksen molemmin puolin sijaitsevat negatiivinen seké positiivinen kuvataso saman etdisyyden,

polttovilin, padssd. Kaikki kuvapisteet sijaitsevat negatiivisella kuvatasolla, joka havainnollistaa



todellisen kohteen nimensi mukaisesti negatiivisena eli alkuperdisen kohteen peilikuvana. Positii-
vinen kuvataso taas havainnollistaa kuvan oikein piin. Tistd eteenpdin kuvastasolla viitataan tdhin
positiiviseen kuvatasoon.

Suoraa, joka kulkee kohtisuorasti kuvatasoon nihden projisointikeskuksen kautta, kutsutaan pai-
akseliksi. Piste, jossa padakseli leikkaa positiivisen kuvatason, on paspiste. Nami termit on ha-
vainnollistettu kuvassa 2.1. Yksi tirkeimmistd perspektiiviprojektion ominasuuksista on suorien
kuvautuminen suoriksi. Toisaalta yhdensuuntaiset suorat eivit vilttamittd kuvaudu yhdensuun-
taisina, vaan voivat kulkea kohti pakopistettd tai jopa leikata toisiaan. Ndin kuvaan muotoutuu

perspektiivi. [9]

2.2 Koordinaatisto

Esitellddin seuraavaksi tdssd tyossd kdytetyt koordinaatit ja muut merkinnit. Kuvasta 2.2 voi-
daan havaita, kuinka kolmiulotteisessa koordinaatistossa eli kohdekoordinaatistossa sijaitseva pis-
te (X, Y, Z), kuvatasossa oleva kuvapiste (x, y) ja projisointikeskus (X,, Y., Z.) sijaitsevat samalla

suoralla, kuten perspektiiviprojektioteorian mukaan kuuluukin olla.

o XYZ)

Kuva 2.2. Projektio 3D-avaruudessa.

XY Z-koordinaatistolla viitataan kohdekoordinaatistoon ja xyz-koordinaatistolla kuvatason koordi-
naatistoon. Talloin z-akseli kulkee perspektiiviprojektion pdaakselia pitkin. Polttovilid merkitadn
kirjaimella f ja pddpistettd merkinnalld (xg, yo). Pddakseli, eli xyz-koordinaatiston z-akseli, kulkee
tamén pisteen kautta. Usein kdytdnnossd kuvatason xyz-koordinaatisto on kallistunut muutamia
asteita suhteessa XY Z-koordinaatistoon [7]. Otetaan siis kdyttoon myos merkinnat (w, ¢, «), jotka
kuvaavat rotaatiota X-akselin, Y-akselin ja Z-akselin suhteen, samassa jérjestyksessd. Kallistumaa

voidaan kuvata myds rotaatiomatriiseilla, joita késitellddn tarkemmin luvussa 2.4.

Ulkoisella orientoinnilla kuvataan kameran sijaintia ja kulmaa kolmiulotteisessa ymparistossé. Ul-
koisen orientoinnin parametreja ovat (w, ¢, k, X, Y, Z.). Sisdinen orientointi taas kuvaa kameran

sisdistd geometriaa. Sisdisen orientoinnin parametreja ovat ( f, xo, yo). Ndiden parametrien avulla



pyritdédn 10ytdméain geometrinen suhde kuva- ja kohdekoordinaateille. [2]

2.3 Lineaari- ja affiinimuunnokset

Téssd luvussa esitellddn lineaari- ja affiinimuunnoksen madritelmét seké osoitetaan, ettd jokainen

lineaarimuunnos on affiinimuunnos. Mééritelldén ensin yleinen lineaarimuunnos.

Maaritelma 2.1. Olkoon T : R” — R™ muunnosfunktio avaruudesta R” avaruuteen R™. Funk-

tiota 7" kutsutaan lineaarimuunnokseksi, jos kaikille u, v € R" ja skalaarille ¢ € R pitee
T(u+v)=T(u)+T(v) 2.1

T(cu) = cT(u). 2.2)

Yleinen lineaarimuunnos voidaan myoOs esittdd matriisimuodossa, joka on hyddyllisempi muoto

fotogrammetrian sovelluksissa.

Lause 2.2. Olkoon T : R" — R™ muunnosfunktio. Matriisimuunnos T : AX on lineaarimuunnos.

Todistus. Matriisimuunnoksen 7" : AX tulee toteuttaa maaritelmin 2.1 mukaiset kaksi ehtoa.

T(u+v)=A(u+v)=Au+Av=T(u) +T(v)

(2.3)
T(cu) = A(cu) = cAu = ¢T(u)
Molemmat ehdot tiyttyvit, joten matriisimuunnos 7 : Ax on lineaarimuunnos. O
Lineaarimuunnos muuntaa nollavektorin aina nollavektoriksi eli
7(0) = 0. (24)

Todellisuudessa fotogrammetriassa tehtidvat muunnokset eivét aina tapahdu origon suhteen eivatkd

siis ndin ollen ole vilttamattd lineaarisia. TAytyy siis médritellda my6s affiinimuunnos. [3]

Mairitelma 2.3. Olkoon 7' : R" — R muunnosfunktio. Funktiota 7 : Ax + t kutsutaan affiini-
muunnokseksi, missd matriisi A on lineaarikuvaus, x kuvattava vektori ja vektori t kuvaa siirtymai

origon suhteen.

Affiinimuunnoksessa nollavektori kuvautuu nollavektoriksi vain tapauksessa t = 0, jolloin se on
lineaarikuvaus. Todeistetaan seuraavaksi, etti jokainen lineaarimuunnos on ndin ollen affiinimuun-

nos, mutta jokainen affiinimuunnos ei ole lineaarimuunnos.

Lause 2.4. Jokainen lineaarimuunnos on affiinimuunnos, mutta jokainen affiinimuunnos ei ole

lineaarimuunnos.



Todistus. Olkoon T : Ax + t affiinimuunnos. Kun valitaan t = 0 saadaan lineaarimuunnos AX.

Jokainen lineaarimuunnos on siis affiinimuunnos, missia t = 0.

Affiinimuunnos 7T : Ax + t ei kuitenkaan vilttimattd ole lineaarimuunnos, silld se ei aina toteuta

madritelmin 2.1 ehtoja. Esimerkiksi

Tu+v)=A(u+v)+t=Au+Av+t#Au+Av+2t =T(u) +T(v). (2.5)

Naéin ollen kyseinen muunnos ei toteuta lineaarimuunnoksen miéritelméé, joten affiinimuunnos ei

valttamatta ole lineaarimuunnos, vaikka lineaarimuunnos onkin aina affiinimuunnos. O
Myos affiinimuunnoksessa suorat kuvautuvat suoriksi ja samansuuntaiset suorat kuvautuvat sa-
mansuuntaisina. [8]

2.4 Rotaatiomatriisi

Tissd kappaleessa esitelldén tyohon liittyvad matriisialgebraa sekd madritellddn kollineaarisuusyh-
téloissd tarvittava rotaatiomatriisi ja tutustutaan sen ominaisuuksiin. Ensin mééritellddn ortogo-

naalinen matriisi.

Miaéritelma 2.5. Matriisi R on ortogonaalinen matriisi, jos

R-RT=RT .R=1 (2.6)

Ortogonaalisen matriisin transpoosi on siis sen kiddnteismatriisi. Timén seurauksena ortogonaali-

sen matriisin determinantin itseisarvo on yksi.

Seuraus 2.6. Jos R on ortogonaalinen matriisi, niin sen kdcinteismatriisi on yhtd kuin sen trans-

poosi. Tdlloin myos sen determinantin itseisarvo on yKksi.

R'=RT 2.7)
det(R) = +1 (2.8)

Analyyttisessd fotogrammetriassa kéytetidin kolmea toisistaan riippumatonta rotaatiokulmaa ku-
vaamaan kuvakoordinaatiston ja kohdekoordinaatiston vélisid rotaatioita. Naistd rotaatiokulmista

voidaan muodostaa rotaatiomatriisi.

Maiéritelma 2.7. Olkoon w rotaatio x-akselin suhteen, ¢ rotaatio y-akselin suhteen ja « rotaa-

tio z-akselin suhteen. Rotaatiomatriisi kuvakoordinaatistosta kohdekoordinaatistoon maéritelladan



seuraavasti. [6]

rn riz2 ri

R=|ry rn ra|=RuReR

731 732 733

1 o 0 cos() 0 sin(e)] [cos(x) —sinx) 0
=0 cos(w) =sin(@)|| 0 1 0 ||sin(0) cos(x) 0
0 sin(w) cos(w) | |-sin(¢) 0 cos(¢) 0 0 1
' cos(¢)cos(x) ~cos(¢)sin(x) sin(9)

= [cos(w)sin(k) + sin(w)sin(p)cos(k) cos(w)cos(k) + sin(w)sin(P)sin(k) —sin(w)cos(P)

_sin(w)sin(K) —cos(w)sin(p)cos(k) sin(w)cos(k) + cos(w)sin(P)sin(k) cos(w)cos(P)

Analyyttisessd fotogrametriassa kdytettdvin rotaatiomatriisin tulee olla ortogonaalinen, joten to-

distetaan, ettd maéritelmén 2.7 rotaatiomatriisilla on kyseinen ominaisuus.

Lause 2.8. Mddritelmdn 2.7 rotaatiomatriisi R on ortogonaalinen.

Todistus. Rotaatiomatriisi R on ortogonaalinen, jos R - R’ = R? - R = I Osoitetaan ensin, etti
R-R" =1

R-R" =R, RsR((R,R4R,)T
=RuRsR((Ro)" (Ry)" (Re)"
=RoRyI(Ry)" (Ro)"
=RoRy(Ry)" (R,)"
=Ro(Ro)"
=1

2.9)

Niytetidn seuraavaksi, ettdi myos RT - R = 1.

R” ‘R = (R,R4R,)"R,LR4R,
= (R)T(Rg)" (Ru)"RLRyR,
= (R)" (Ry)"IR4-R,
= (R)" (Ry)"RyR,
= (R) R,
=1

(2.10)



Rotaatiomatriisi R on siis ortogonaalinen matriisi. O

Ortogonaalisia rotaatiomatriiseja voidaan yhdistelld kertomalla niitd keskendin ilman, ettd niiden

ortogonaalisuus katoaa. [10]

Lause 2.9. Jos kerrotaan kaksi samankokoista ortogonaalista matriisia keskenddn, saadaan tu-

loksena ortogonaalinen matriisi.

Todistus. Olkoon A ja B ortogonaalisia rotaatiomatriiseja. Osoitetaan, ettd saatu tulo AB on
ortogonaalinen osoittamalla, etti (AB)” (AB) = (AB)(AB)” =1

(AB)" (AB) =B"ATAB=B'IB=B'B =1
(AB)(AB)” = ABBT AT = AIAT = AAT =1

Niin ollen useampia rotaatiomatriiseja voidaan myos yhdistelld keskenéén.



3. KOLLINEAARISUUSYHTALOT

Luvussa 2.1 kisitellyn perspektiiviprojektion kuvaamiseen kiytetdddn kollineaarisuusyhtiloité.
Kollineaarisuusyhtidloiden keskeinen tarkoitus on varmistaa, ettd projisointikeskus, kuvapiste seki
sitd vastaava kohdepiste sijaitsevat kaikki samalla suoralla perspektiiviprojektion mééritelmén

mukaisesti. [9]

Lause 3.1. Kollineaarisuusyhtdlot kuvaavat muunnosta kohdekoordinaatistosta (X, Y, Z) sitd vas-
taaviin kuvakoordinaatteihin (x,y) sisdisen orientoinnin parametrien (xg, yo, f) sekd ulkoisen

orientoinnin parametrien (Xc,Yc, Zc, w, ¢, k) funktioina seuraavasti

(X = Xe) +ripY —Ye) +r1i3(Z - Zc)
r31(X — Xc) +r(Y = Yc) +r33(Z - Zc)
(X = Xce) +rn(Y - Yo) +r3(Z - Zc)
r31(X = Xc) +r(Y =Yc) +r33(Z = Z¢)

X —Xx9=

3.1

y=JYo=

Todistus. Kuvapisteen ja kohdepisteen koordinaatit ovat suhteessa toisiinsa ulkoisen seké sisdisen
orientoinnin parametrien avulla. Kun huomioon otetaan vain rotaatio ja jatetiin muut parametrit

huomioimatta, saadaan yhteys

X X
Z Z

Kerrotaan yhtdl64 molemmin puolin rotaatiomatriisin R transpoosilla. Rotaatiomatriisi R on orto-

gonaalinen, joten yhtald voidaan kirjoittaa muotoon

X X
=R" |y|. (3.3)
VA Z

Yhtdloissd 3.2 ja 3.3 origoiden oletetaan olevan samoja. Kidytdnnossd ndin ei kuitenkaan ole, joten
kohdekoordinaatistoon lisétédén siirtyma4, jolloin saadaan siirrettyd kohteen origo projisointikeskuk-

seen. Kuva-avaruuden ja sitd vastaavan kohdeavaruuden pituudet ovat erisuuruisia, joten kerrotaan



yhtdloon myos tétd korjaava mittakaavakerroin k.

X X—Xc
y| =kR |y -y, (3.4)
z Z-Zc

Padpiste ei vilttamittd kohdistu kuvan keskipisteeseen, joten vihennetddn yhtdlon vasemmalta
puolelta paidpisteen koordinaatit xq, yo. Kidytdnnossa z-koordinaatti vastaa negatiivista polttovilié,

jolloin saadaan yht&lo seuraavaan muotoon.

X — Xo X -Xc
y—yo| =kR|Y -Yc (3.5)
-f Z-Zc

Rotaatiomatriisi voidaan kirjoittaa auki:

X —Xo ri rie riz| | X—-Xc
y=yo|=kl|ra rn rs||Y-Yc (3.6)
-f r31 rn ry||Z-Zc

Kertomalla oikean puolen matriisitulot auki saadaan matriisiyhtdlon sijaan kolme skalaariyhtaloa.

x=xo=k[rii(X—=Xc)+ri2(Y =Yc) +ri3(Z - Z¢)]
y=yo=kl[r(X =Xc)+rn(Y =Yc)+r3(Z-Zc)] 3.7
—f =k[r31(X = Xc) +r(Y = Yc) +r33(Z - Zc)]

Jakamalla kaksi ensimmdistd yhtdlod kolmannella, paistdin eroon mittakaavakertoimesta.

__ rii(X —Xe) +rio(Y =Yco) +ri3(Z - Zc)

x —
r31(X = Xe)+rp(Y =Ye) +r33(Z — Z¢) (3.8)
y—yo=— (X = Xc)+rnY =Ye)+ri(Z-Zc) :
r31(X = Xc) +rn(Y =Yc) +r33(Z - Zc)
Niin saatiin yhtdl6t lauseen 3.1 muotoon.[5] =

Lauseen 3.1 yhtdloitd kéytetdan kuvakoordinaattien ratkaisemiseen, kun tunnetaan sisdisen sekd

ulkoisen orientoinnin parametrit sekd kuvapisteitd vastaavat kohteen koordinaatit. Jos taas halutaan
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ratkaista kohteen koordinaatit, voidaan yhtél6 3.3 muokata samoin tavoin muotoon

rin(x —xo) +r21(y — o) +r31(=f)
r13(x = xo) +r23(y — o) +r33(=f)
ria(x —xo) +r22(y = yo) + r32(=f)

ri3(x — xo) +r3(y — yo) +r33(=f)

X-Xc=(Z-Zc)

3.9)
Y-Yc=(Z-Zc)

Téssd tapauksessa sisdisen ja ulkoisen orientoinnin parametrit tulee olla tunnettuja kuin myos
kuvakoordinaatit sekd yksi kohteen koordinaateista. Tdlloin saadaan ratkaistuksi kaksi tuntematonta

koordinaattia.
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4. KOPLANARITEETTIEHTO

Jotta voitaisiin ratkaista koordinaatteja kollineaarisuusyhtilostd, tdytyy yksi koordinaateista olla
tunnettu. Néin ei kuitenkaan aina ole. Néissa tapauksissa voidaan hyodyntda koplanariteettiehtoa,
joka esittdd kollineaarisuusehdon kiyttamailld kahta eri kuvaa kohteesta. Koplanariteettiehdon
mukaan mika tahansa piste (X,Y, Z) kohdeavaruudessa sijaitsee samalla tasolla kahden kuvan
projisointikeskuksien (X¢, Yo, Z¢)1 ja (X, Yo, Z¢)2 sekid kohdepistettéd vastaavien kuvapisteiden
(x,y)1 ja (x,y)> kanssa. Niin ollen koplanariteettichto laajentaa kollineaarisuusehtoa kahdelle

kuvalle.

(X(*y YC’ZC)J

Kuva 4.1. Koplanariteettiehdossa vektoreiden b, ay ja a on sijaittava samalla tasolla.

Lause 4.1. Olkoon b kahden projisointikeskuksen (Xc,Yc, Zc)1 ja (X, Ye, Z¢ ), vilinen vektori
sekd ay ja ap vastaavista tarkastelupisteitd lihteviit vektorit kohdeavaruudessa sijaitsevaan pistee-
seen (X,Y,Z). ay sekd ap kulkevat kohdepistettd vastaavien kuvakoordinaattien (x,y); ja (x,y)2
kautta kuvan 4.1 mukaisesti. Nyt koplanariteettiehto voidaan ilmaista matemaattisessa muodossa
kolmen vektorin tulona

b - (a3 xaz) =0. 4.1



12

Todistus. Koplanariteettiyhtilossd esiintyvit vektorit voidaan kirjoittaa auki

bx Xc, — Xc, X1 X — Xo X2 X — Xg
T T
—Yo, | M=y | =Ry fy—yo| . @m=|y| =Ry ly—y| . 42

bz Zc, = Zc, 21 -f 1 22 -f )

missd R on rotaatiomatriisi. Nimé kolme vektoria sijaitsevat samalla tasolla, jos niiden maérittimén

suunnikassarmion tilavuus on nolla, mitd on havainnollistettu kuvassa 4.2.

v

a]

Kuva 4.2. Skalaarikolmitulon mddrittelemd suunnikassdrmion tilavuus

Suunnikassdrmion tilavuus lasketaan skalaarikolmitulona, mistd saadaan suoraan edelld méiritelty
koplanariteettiyhtdlo 4.1. [4] 0

Nyt Lause 4.1 voidaan kirjoittaa my6s auki kirjoitettujen vektorien avulla matriisin determinanttina

bx by by

F=|xi y1 u 4.3)

X2 Y2 22

=bx(y1z2 — 21y2) + by (x1220 — 21x2) + bz (x1y2 — y1x2) = 0.

Koplanariteettiyhtdlo6illd voidaan ratkaista kahden kuvan keskindinen orientointi eli niiden sijainti
ja kiertoero toisiinsa nihden. Kun kuvien keskindinen orientointi on tiedossa, voidaan kuvakoor-

dinaatteja muuttaa 3D-avaruuteen.
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5. SUORA LINEAARIMUUNNOS

Analyyttisessd fotogrammetriassa kuvakoordinaattien mittaukset suoritetaan usein niin kutsutuissa
komparaattoreissa. Ndin ollen koordinaattimuunnokset tapahtuvat kahdessa vaiheessa; komparaat-
torikoordinaattien muunnos kuvakoordinaateiksi sekd kuvakoordinaattien muunnos kohdeavaruu-
den koordinaateiksi. Suora lineaarimuunnos (Direct Linear Transformation, DLT) yhdistdd nama
kaksi vaihetta yhdeksi ja kuvaa siis muunnosta komparaattorikoordinaatistosta kohdekoordinaa-
tistoon lineaarisena funktiona. Tdssé tydssd kuitenkin oletetaan, ettd komparaattorikoordinaatit ja
kuvakoordinaatit ovat samoja, eli niissé oleva mahdollinen virhe sivuutetaan ja kisitelldén ideaa-
litilannetta. Suoran lineaarimuunnoksen yhtélot voidaan johtaa kollineaarisuusyhtdloistd. [1]

Jotta voidaan mééritelld suoran lineaarimuunnoksen yhtilot, kirjoitetaan ensin kollineaarisuusyh-

tdlot muodossa

rii(X —Xe)+rio(Y =Yco) +ri3(Z - Zc)
“r31(X — Xc) +ra(Y = Yo) +r33(Z - Zc)
(X —Xc) +rn(Y =Yc) +r3(Z - Zc)

X —Xxg=—-cC

o= _cyr31(X—Xc)+r32(Y—YC)+r33(Z—ZC) (5.1
Cx = f/lx
cy = fay,

missé polttovili f on skaalattu erikseen x- ja y-suuntaan kertoimilla A, ja A, merkitseméin ku-
vasuhdetta, (xg, yg) ovat padpisteen koordinaatit, (X, Y, Z) ovat pisteen koordinaatit kohdekoori-
daatistossa, (Xc¢,Yc, Zc) ovat projisointikeskuksen koordinaatit kohdekoordinaatistossa sekd r;
on rotaatiomatriisin R alkio. Kunhan kamera ei sijaitse origossa, voidaan kollineaarisuusyhtalot

muuttaa suoran lineaarimuunnoksen yhtildiksi maédritelmén 5.1 mukaisesti.

Miaritelma 5.1. Olkoon (x, y) kuvakoordinaatteja, L;...L; muunnoskertoimia ja (X, Y, Z) koh-

dekoordinaatteja. Suoran lineaarimuunnoksen yhtalot mééritellddn seuraavasti.

_ LiX+ L)Y+ 13Z+ Ly
T LoX+ LY + L Z+1
_ LsX + L¢Y + L77Z + Lg
S LoX+LigY+L1 1 Z+1

(5.2)

y
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missi

1

L=-
(r31Xc +rnYc+r33Zc

Ly = L(xor31 — ¢xri1)

Ly = L(xor32 — ¢x'12)

L3 = L(xor33 — ¢xr13)

Ly =x0+ Lex(riuXc +riYe +ri3Zc)

Ls = L(yors1 = cyra1) (5.3)
Le = L(yors2 — cyr2)

L7 = L(yor33 — cyr23)

Lg = yo+ Lcy(r1 X +rnYc +r3Zc)

L9 = LI’31
Lig=Lr3
Ly1 = Lr3;

Suoralla lineaarimuunnoksella saadut tulokset ovat epédtarkempia verrattuna kollineaarisuus- ja
koplanaraattihetojen avulla laskettuihin arvoihin. Suora lineaarimuunnos on kuitenkin hyodylli-
nen esimerkiksi tilanteissa, joissa ei tunneta kaikkia vaadittavia parametreja kollinearisuus- ja

koplanariteettiehtoihin.
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6. YHTEENVETO

Téssd tydssi on esitelty kolme analyyttisen fotogrammetrian peruskésitettd; kollineaarisuusyhtilot,
koplanariteetti ehto seki suora lineaarimuunnos seké néihin tarvittavia matemaattisia perusteita.
Tyossé esiteltiin perspektiiviprojektio, joka on yksi perustavanlaatuisista teorioista, joihin foto-
grammetria pohjautuu. Matemaattisessa taustassa esiteltiin myos lineaari- ja affiinimuunnoksen
ominaisuuksia sekd niiden eroavaisuuksia. Osoitettiin, ettd jokainen lineaarimuunnos on affiini-
muunnos, mutta jokainen affiinimuunnos ei ole lineaarimuunnos. Todettiin my0s, ettd fotogram-
metrian sovelluksissa kéytettdvd matriisimuunnos 7' : Ax on lineaarimuunnos. Liséksi esiteltiin
matriisialgebraa, jota tarvittiin fotogrammetriassa kéytettdavin rotaatiomatriisin miérittelemiseen
sekd tutustuttiin rotaatiomatriisin ominaisuuksiin. Todettiin, rotaatiomatriisin olevan ortogonaali-
nen matriisi, joka muodostuu kolmen matriisin tulosta missd matriisien alkiot ovat rotaatioita x-,

y- ja z-akselin suhteen.

Kollineaarisuusyhtidloiden avulla voidaan varmistaa, ettd perspektiiviprojektion ominaisuudet to-
teutuvat ja projisointikeskus, kuvapiste sekd sitid vastaava kohdepiste sijaitsevat samalla suoralla.
Kollineaarisuusyhtiloistd voidaan muodostaa kaksi eri versiota riippuen siitd halutaanko ratkaista
kuvapisteiden vai todellisten kohdepisteiden koordinaatteja. Koplanariteettiechto laajentaa kolli-
neaarisuusyhtiloitd tapaukseen, jossa kdytetddn kahta kuvaa samasta kohteesta. Suora lineaari-
muunnos on johdettavissa kollineaarisuusyhtiloistd ja sitd voidaan hyodyntii tilanteissa, joihin

kollineaarisuusyhtilot eivit sovellu.

Tyosséd pohdittiin myos tilanteita, joihin kollineaarisuusyhtélot, koplanariteetiehto sekd suora li-
neaarimuunnos sopivat parhaiten. Koplanariteettiehdolla saadaan tarkempia tuloksia kollineaari-
suusyhtdloihin verrattuna silld siind voidaan hyddyntdd useampaa kuvaa. Suoralla lineaarimuun-
noksellakaan ei saada tarkimpia tuloksia, mutta se taas soveltuu parhaiten tilanteisiin, jossa ei
tunneta sisdisen tai ulkoisen orientoinnin parametreja eikéd ndin ollen voida hyodyntdé koplanari-
teettichtoa. [1]
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