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Tassa tutkimuksessa selvitettiin, miten matematiikkaa kielennetaan matematiikan
oppikirjojen esimerkkitehtavien ratkaisuissa. Kielentamista tarkasteltiin Joutsenlahden ja
Kuljun kolmen kielen mallin seka Joutsenlahden matematiikan tehtavien ratkaisumallien
pohjalta. Tutkimuksessa arvioitiin, mita kielia ja ratkaisumalleja kaytetaan, mika on kielten
merkitys ratkaisun kannalta ja miten kielentaminen muuttuu luokka-asteiden valilla.
Oppikirjoista tutkittiin myds mahdollisia sanallisten tehtavien yleisohjeita.

Matematiikan oppikirjatutkimusta on tehty 2000-luvun alusta lahtien. Tutkimusta on
tenty monesta eri nakokulmasta, kuten oppikirjojen tehtavarakenteista seka niiden
yhteydesta opetussuunnitelmaan. Koska oppikirjat kehittyvat ja ovat merkittava osa koulujen
opetusta, on niitd edelleen tarkea tutkia. Matematiikan kielentamisen tutkimus on
puolestaan tarkea, koska kielentaminen edistaa oppilaan matemaattisen ajattelun
rakentumista ja selkiyttdd sitd. Tassa tutkimuksessa kielentamisella tarkoitetaan
matemaattisen ajattelun ilmaisua eri kielten avulla.

Tama tutkimus toteutettiin teorialahtdisend sisalldonanalyysind. Lisaksi aineistoa
tutkittiin sisallonerittelyn keinoin. Aineistona kaytettin Sanoma Pron kuudennen luokan
oppikirjaa Milli 6A, kahdeksannen luokan oppikirjaa Kuutio 8 ja lukion lyhyen matematiikan
oppikirjaa Binomi 4 Matemaattisia malleja. Lisaksi aineistoon valittin Otavan kuudennen
luokan oppikirja Tuhattaituri 6a. Aineisto koostui naiden oppikirjojen esimerkkitehtavista,
jotka pyrittiin valitsemaan tasaisesti eri vuosiluokilta. Taman lisaksi aineistoon valittiin
sanallisen tehtavan yleisohjeet Milli-kirjan opettajan oppaasta ja Kuutio-kirjasta.

Tutkimuksen mukaan kolmen kielen mallin kielista luonnollisen kielen kaytto lisaantyy
ja kuviokielen kayttd vahentyy siirryttaessa ylemmille luokka-asteille. Sanallisten tehtavien
ratkaisumalleissa siirrytaan kuudennella luokalla kaytetyista “standardi’- ja "tiekartta’-
malleista paaosin "kommentti”-mallin kayttdon, mutta myds “tiekartta”-mallia esiintyy
edelleen kahdeksannella luokalla ja lukiossa. Peruslaskutehtavissa puolestaan kuudennella
luokalla kaytetaan "standardi’-mallia ja kahdeksannella luokalla seka lukiossa "kommentti”-
mallia. Merkittava ero kahdeksannen luokan ja lukion esimerkkien kielentamisessa on se,
ettd lukiossa kaytetyt luonnollisen kielen virkkeet ovat yleensa pidempia. Yleisohjeita
sanallisten tehtavien ratkaisuun 10ytyi kuudennen luokan opettajan materiaalista seka
kahdeksannen luokan oppikirjasta. Molemmissa ohjeet on listattu vaihe vaiheelta allekkain,
mutta kuudennen luokan opettajan kirjan ohjeessa on enemman tekstid ja se on
epaselvempi. Lisaksi kuudennen luokan ohjeessa ei kehoteta miettimaan ratkaisun
jarkevyytta, mika 16ytyy kahdeksannen luokan ohjeesta.

Tutkimuksen perusteella lukiossa kielennetaan matematiikka kaikista monipuolisimmin
ja kuudennella luokalla matematiikan symbolikielellda on suurin rooli ratkaisussa. Jo ennen
lukiota olisi tarkeaa oppia kayttamaan useita matematiikan kielia tehtavan ratkaisussa,
koska lukiossa tata vaaditaan. Talléin harppaus uuteen ei olisi liian iso.
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Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.



SISALLYS

1 010 ] o 1 . Y I R 1
2 TEOREETTINEN VIITEKEHYS ... smr e s sssme e s ssn e e s me e e mme s s s smne e s emns 3
2.1 OPPIKIFATULKIMUS . ..o e e e e e e e e e e nneeeeeeeeeeas 3
2.2 Matematiikan Kielent@minen ... 5
2.3 Matematiikka ja kielentdminen opetussuunnitelman perusteissa............cccccveeeennn. 10
3 MATEMATIIKAN MALLINTAMINEN .......cccoceiiicereniscmre s s sssse s s s ssmsesssssmnesssssmn e sssssmnesssssmnenas 13
3.1 Vektorit ja MatriiSit...... ..o 13
3.2 Pienimman nelibsumman menetelma.............ooiiiiiiiii e 24
3.3 Polynomin interpolointi..........cccooo i 28
4  TUTKIMUKSEN TOTEUTUS ... iiiirirerrrmreressmr e s sssss e e ss s e s ms s snsms e snsmn e s enssnnesensan 30
4.1 TULKIMUSKYSYMYKSEL ... s 30
4.2 ANEISTO ...ttt e e e e e e e e e e e e e e e e e e anae 30
4.3 SISAIONANAIYYSI...eveeeiieiieiie e e e e e 32
5 AINEISTON ANALYYSI....ooiiiccieirremrerrssmreressssrersssssresssssssesssssssesssssnsessssansessasansessasannessasan 33
5.1 Sanalliset tetAVAL.........coo i 33
5.2 PeruslaskuUtetavat ... 42
6 POHDINTA ...t rrc et rr s e s s s e s s se e e e s s se e e e s s se e e ea s sneeea s sneeea s nnneeasssnneeesssnnenansnnnnan 46
7 JOHTOPAATOKSET JA JATKOTUTKIMUS.........ooetrreerreiraesessesssseesssessssessssesssssssssseneas 53

7 5 = T 55



1 JOHDANTO

Suomessa oppikirjoja on tuotettu 1800-luvulta asti. Nykyaan oppikirjoja tuottavat
kaupalliset kustantajat, jotka saavat vapaasti valita oppikirjojen sisallon. [1] Koska
oppikirjat ovat edelleen merkittdva osa opetusta [1], niiden sisaltératkaisuilla on
vaikutus myds oppituntien sisaltéon. Matematiikan oppikirjoja on tutkittu useasta
eri nakokulmasta, kuten niiden yhteytta opetussuunnitelmaan seka tehtavien
rakenteita [1]. Tutkimusta oppikirjojen esimerkkitehtavistd ei ole Suomessa
kuitenkaan paljoa tehty. Esimerkkitehtavat antavat oppilaille mallin, miten
matematiikan tehtavia tulisi ratkaista, ja myds opettajat saattavat seurata
oppikirjan esimerkkien ratkaisun rakennetta opetuksessaan. Opettajasta riippuen
oppikirjan esimerkkiratkaisu saattaakin vaikuttaa merkittavasti siihen, miten
tehtavia opitaan ratkaisemaan.

Kielentamisen kasite on ollut kaytdssa didaktisessa tutkimuksessa jo 1990-
luvulla, ja matematiikan kielentamista on tutkittu Suomessa 2000-luvun alusta
lahtien [2]. Tassa tutkielmassa kielentamisella tarkoitetaan matemaattisen
ajattelun ilmaisua eri matematiikan kielten avulla. Matematiikkaa voi kielentaa
seka kirjallisesti etta suullisesti useiden eri kielten avulla, kuten matematiikan
omalla symbolikielella tai kuviokielella, ja sama asia voidaankin ilmaista
useammalla eri Kkielella. Esimerkiksi murtoluku voidaan esittaa niin
matemaattisten symboleiden kuin kuvionkin avulla. Useamman kielen kaytto
edistaa oppimista ja sisallon syvempaa ymmarrysta [2].

Taman tutkielman tarkoituksena on selvittaa, miten matematiikkaa
kielennetdan  oppikirjojen  esimerkkiratkaisuissa.  Oppikirjoissa  kaytetty
monipuolinen kielentdminen voi auttaa oppilasta seuraamaan ja ymmartamaan
tehtavan ratkaisua paremmin. Tutkimuksessa ollaan kiinnostuneita siita, mita
Joutsenlahden ja Kuljun [3] kolmen kielen mallin kielistd oppikirjojen
esimerkeissa kaytetaan ja mika on niiden merkitys tehtavan ratkaisun kannalta.
Ratkaisuja tarkastellaan myds Joutsenlahden [4, 5] matematiikan tehtavien

ratkaisumallien pohjalta. Lisaksi tutkimuksessa selvitetaan, miten kielentaminen



muuttuu luokka-asteiden valilla. Tutkimuksessa tarkastellaan kuudennen luokan,
kahdeksannen luokan ja lukion lyhyen matematiikan laajalti kaytossa olevia
oppikirjoja. Tutkittu aineisto sisdltaa seka peruslaskutehtavia ettd sanallisia
tehtavia. Oppikirjoista tutkitaan myos mahdollisia sanallisten tehtavien ratkaisun
yleisohjeita.

Seuraavassa kappaleessa esitellaan tutkimuksen teoreettinen viitekehys.
Teoreettinen viitekehys koostuu aiemmasta oppikirjatutkimuksesta seka
matematiikan kielentamisen tutkimuksesta. Aineistoa analysoidaan myohemmin
tassa osiossa esiteltyjen teorioiden ja mallien pohjalta. Kolmannessa
kappaleessa tutustutaan matemaattiseen mallintamiseen, ja erityisesti
pienimman nelidGsumman menetelmaan seka polynomiseen interpolointiin. Neljas
luku kasittelee tutkimuksen toteutusta, ja viides on aineiston analyysia.
Analyysissa sisallonanalyysin ja sisallonerittelyn keinoin saadaan seka
maarallista etta laadullista aineistoa. Kuudennessa luvussa pohditaan saatuja
tuloksia teoreettisen viitekehyksen pohjalta, ja viimeisessa luvussa kootaan

vastaukset tutkimuskysymyksiin seka esitetdan mahdollisia jatkotutkimusaiheita.



2 TEOREETTINEN VIITEKEHYS

Tassa luvussa esitetaan tutkimuksen kannalta oleellisia kasitteita ja teorioita,
seka tarkastellaan aiempaa oppikirjatutkimusta ja kielentamisen tutkimusta.
Taman lisaksi tarkastellaan, mita opetussuunnitelmissa sanotaan matematiikan

opetuksesta ja kielentdmisesta.

2.1 Oppikirjatutkimus

Oppimateriaaliksi luetaan muun muassa Kkirjalliset, auditiiviset ja visuaaliset
materiaalit. [1] Tassa tyossa tutkitaan oppikirjoja, ja perehdytaan siis kirjalliseen
materiaaliin. Oppikirjat yleensa sisaltavat tekstia, kuvitusta seka tehtavia [6], ja
matematiikan oppikirjat teoriaosion, laskuesimerkkeja seka laskutehtavia [1].
Heinosen [6] mukaan oppimateriaalin tehtavana on tukea yhteiskunnan arvoja,
mutta myds toisaalta luoda uusia ndkemyksia. Oppimateriaalien tulisi myo6s olla
monenlaisia oppilaita motivoivaa, haastaa erilaisia oppijoita ja ennen kaikkea sen
avulla tulisi oppia. Oppimateriaalien tulee vastata vallitsevaa opetussuunnitelmaa
seka tukea opettajaa opetustydssa. Sen tulisi myos kestaa aikaa, mutta olla
samaan aikaan ajankohtainen. [6]

Vuoteen 1990 asti oppikirjat tuli hyvaksyttaa Koulutushallituksessa ennen
julkaisemista [2]. Koska nykyaan oppikirjoja ei enaa tarkasteta Opetushallituksen
toimesta, on opettajan asiantuntijuudella suuri merkitys oppikirjoja valitessa ja
kaytettaessa. Toisaalta vaikka tarkastus on lopetettu, oppikirjojen ajatellaan
edelleen olevan opetussuunnitelman mukaisia. [1] Heinosen [6] mukaan
suomalaisessa koulutusjarjestelmassa opetussuunnitelmauudistukset ajatellaan
kulkeutuvan oppimateriaalien avulla opetukseen.

Oppimateriaaleja uudistetaan niiden sisallon vanhenemisen vuoksi seka
muuttuvan oppimiskasityksen vuoksi. Kun ajatus siitd, mita oppiminen on,
muuttuu, taytyy myos oppimateriaalin muuttua tata ajatusta parhaiten tukevaksi.

Esimerkiksi teknologisoituminen on muuttanut tiedonhaun ja jakamisen tapoja,



mika on huomioitava myds oppimateriaaleissa. Nykyaan kaytdssa olevat
sahkoiset oppimateriaalit ovatkin hel[pommin muokattavissa ja siten pidettavissa
paremmin ajan tasalla kuin painetut oppikirjat. [7]

Matematiikan oppimateriaaleja on Suomessa tutkittu useista eri
nakokulmista. Oppimateriaalitutkimusta on tehty muun muassa oppikirjojen ja
opetussuunnitelman suhteesta, oppikirjojen ilmentamasta oppimiskasityksesta ja
oppikirjojen tehtavista [1]. Niemen [8] mukaan kaytetylla oppikirjalla on yhteys
seka oppimistuloksiin etta oppilaiden motivaatioon. Oppikirjalla ja sen rakenteella
on merkittava rooli opiskelun ohjaajana ja tukena [9]. Vastaavia tuloksia on saatu
myo6s muissa tutkimuksissa [10]. Oppikirjojen merkitys oppimisen nakdkulmasta
edistdad oppilaiden eriarvoisuutta [8], silld oppikirjat painottavat eri asioita ja
antavat nain kayttajalleen erilaisia tietoja ja taitoja [1].

Joutsenlahden ja Vainionpaan [9] tutkimukseen vastanneista opettajista
jopa 97 % piti oppikirjaa melko tai erittain tarkeana opetuksen kannalta. Opettajat
pitivat oppimateriaaleja laadukkaina ja opetusta tukevina [9]. Oppikirjoihin
nojaudutaan osalta siksi, ettd nuoret opettajat eivat koe saaneensa
opettajankoulutuksesta riittavia taitoja matematiikan opettamiseen. [11]
Oppikirjaan nojautumisen vaarana on kuitenkin se, etta oppikirja ohjaa opetusta
likaa eika jata tilaa opettajan omille opetusratkaisuille [9]. Perkkilan [11]
tutkimukseen osallistuneet opettajat kokivatkin oppikirjat opetusta rajoittaviksi.
Kurssin aikana tulee kiire, jos koko oppikirja pyritaan kdymaan lapi. Opettajan
liiallinen nojautuminen oppikirjan rakenteeseen voi myOs rajoittaa opettajan
ajattelua. Kun oppilas ei anna oppikirjan mukaista vastausta, opettaja sivuttaa
oppilaan selityksen taman ratkaisutavasta ja odottaa muilta oppilailta oppikirjan
mukaista ratkaisua. [11]

Oppikirjoja on tarkeaa edelleen tutkia, silla niilla on huomattava merkitys
koulujen opetuksessa [1], ja ne tulevat myos tulevaisuudessa olemaan
merkittava osa opetusta ja vaikuttamaan oppilaiden matemaattiseen osaamiseen
[9]. Suomessa opetus on vahvasti oppikirjapainotteista, minka vuoksi oppilaille
matematiikan luonne ja sisaltd saattaa nayttaytya vain oppikirjojen kautta [12].
Oppikirjoja kayttaessa tulisikin huomioida, etta oppikirja on tydkalu, jonka ei pida
antaa liikaa ohjata tydskentelya [1]. Oppikirjan kriittinen kayttdé antaa oppilaille
enemman mahdollisuuksia ja tilaa kysya opeteltavan asian sisallosta ja

ratkaisuista [12]. Opettajan tuleekin toimia asiantuntijana, joka varmistaa, etta



oppilas oppii tarvittavat opetussuunnitelman mukaiset tiedot, oli oppikirjan sisaltd

millainen tahansa [1].

2.2 Matematiikan kielentdéminen

Kielet voidaan jakaa luonnollisiin kieliin seka keinotekoisiin kieliin. Luonnollisiin
kieliin kuuluvat ne kansalliset kielet, joilla ihmiset kommunikoivat, kuten englanti
ja suomi. Keinotekoisiin eli formaalisiin kieliin kuuluvat esimerkiksi matematiikka
ja ohjelmointikielet. [2, 13] Keinotekoisten kielten ongelmana on niiden ilmaisujen
rajoittuneisuus [13] ja kayttotarkoituksen suppeus [2], jolloin esimerkiksi tunteiden
ilmaisu niiden avulla on haastavaa [13]. Luonnollinen kieli on puolestaan
muuntuvaa [2].

Tossavainen [14] on kuvannut artikkelissaan matematiikan Kielellisia
piirteita. Matematiikka sisaltaa paljon sille ominaista sanastoa, vakiintuneita
ilmauksia ja tyypillisia rakenteita. Lisaksi matematiikassa kaytetaan sanoja, joita
kaytetaan arkikielessa eri tarkoituksessa, esimerkiksi diskreetti. Matematiikalla
on myos oma luonnollisesta kielesta poikkeava symbolikieli, jonka avulla voidaan
nimeta ja ilmaista objekteja seka niiden valisia suhteita. Symboleilla voidaan
myds ilmentaa, miten paattely etenee. Vaikka matematiikassa onkin vakiintuneita
merkintdja ja ilmaisua, ei silla ole samanlaista kielioppia kuin aidinkielessa. [14]
Matematiikkaan kuuluu sen oman symbolijarjestelman lisaksi vahvasti myos
luonnollisen kielen ja visualisoinnin kayttd [15]. Esimerkiksi luonnollisen kielen
avulla voidaan tuoda matemaattisia olioita opiskelijoille jo tuttuihin ilmidihin [3]
seka selittda matematiikan kasitteiden merkityksia [13].

Matematiikan kielentaminen suullisesti ja kirjallisesti edistaa opiskelijan
oman ajattelun rakentumista ja selkiytymista. Se auttaa myos muita opiskelijoita
ja opettajaa seuraamaan ratkaisua seka opettajaa arvioinnissa. Kielentamisen
avulla voidaan osoittaa oppilaan uskomuksia kasiteltavasta asiasta seka kehittaa
vertaisryhman muiden jasenten matemaattista ajattelua. Kielentaen voidaan
myOs yhdistaa useampia oppiaineita toisiinsa ja nain edistaa kokonaisvaltaista
oppimista. [13] Matematiikan kielentaminen edistaa kasitteellista ymmarrysta ja
strategista osaamista, joita tarvitaan ongelmanratkaisutehtavien ratkaisemiseen.

Opetukseen sisallytetty kielentaminen opettaa opiskelijoille matematiikalle



tieteenalana tyypillisia kaytantéja, kuten paattelya, perustelua, erilaisten
nakemysten jakamista ja kommunikaatiota. [12]

Joutsenlahden ja Kuljun [3] kolmen kielen malli kuvaa kolmea tapaa ilmaista
matemaattista ajattelua. Nama kolme kieltd ovat matematiikan symbolikieli,
luonnollinen kieli ja kuviokieli. Symbolikieleen kuuluvat matemaattiset lausekkeet
ja laskutoimitukset, luonnolliseen kieleen tavallinen aidinkieli ja kuviokieleen
esimerkiksi geometriset kuviot. [3] Joutsenlahti ja Rattya [13] laajentavat kolmen
kielen mallia lisdamalla siihen neljannen kielen, taktiilisen toiminnan kielen, joka
sisaltaa kasin kosketeltavan materiaalin, kuten geometriset palat. He kokevat,
etta kolmen kielen malli ei huomioi matematiikan opetuksessa kaytettavaa

konkreettista materiaalia [13]. Neljan kielen malli on esitetty kuvassa 1.

Matematiikan
symbolikieli

tTgkti_iIinen Matemaattinen Luonnollinen
oiminnan ajattelu Kieli
kieli

Kuviokieli

Kuva 1. Matematiikan opiskelun ja opetuksen nelja kieltd: matematiikan symbolikieli, luonnollinen kieli,
kuviokieli ja taktiilinen toiminnan kieli [13]

Matematiikan jokaisella neljalla kielella on vahvuutensa ja niita voidaan
kayttaa myos toisiaan taydentaen [15]. Kielten avulla voidaan luoda merkityksia
matemaattisille kasitteille ja tehostaa niiden ymmartamista. Kielten valilla voidaan
likkua tarpeen mukaan siten, ettd ongelma saadaan parhaiten ratkaistua ja
dokumentoitua. Toiminnan Iahtokohdaksi voidaan ottaa mika tahansa kielista ja
miettia, miten samaa ilmiéta voidaan kuvata muilla kielilla. [13] Esimerkiksi
murtolukujen laskeminen voidaan esittaa kaikilla edella mainituilla kielilla. Eri

matematiikan kielen osa-alueiden kayttd opetuksessa voi edistda erilaisten



oppijoiden  matemaattisen ymmarryksen syventymistd. Matematiikan
opetuksessa voidaan lahtea liikkeelle opiskelijoille tutuista ilmidista ja siirtya kohti
kasitteellistd ymmarrysta kayttden apuna matematiikan neljaa kielta. [2]

Sanallisten tehtavien avulla harjoitellaan matemaattisia toimintoja ja
kehitetaan matemaattista ajattelua. Niiden ratkaisussa voidaan kayttaa
monipuolisesti ylla esitettyja matematiikan kielia. [3] Joutsenlahden [5] mukaan
perusopetuksessa matematiikan oppikirjat eivat kuitenkaan kannusta
kayttamaan tehtavien ratkaisuun Iluonnollista kielta. Jos matematiikassa
kannustettaisiin myos luonnolliseen kielen kayttoon, voisi se parhaimmillaan
edistaa taitavien kielen kayttajien intoa matematiikkaa kohtaan. Lukioon
siirryttdessa esimerkeissa on puolestaan kaytetty vaihtelevasti symbolikielta,
luonnollista kielta ja kuviokielta. [5]

Joutsenlahti [4] on konstruoinut matematiikan tehtavien ratkaisujen nelja
kirjallisen kielentamisen mallia. Malleissa kaytetyt kielet ovat kolmen kielen mallin
mukaiset luonnollinen kieli, matematiikan symbolikieli ja kuviokieli. Ensimmainen
malleista on "standardi’-malli, jossa kaytetaan vain matematiikan symbolikielta.
Ratkaisusta 16ytyy yleensa lauseke, laskut ja vastaus yksikdineen. Siina
opiskelija toistaa opittua rakennetta, eika ratkaisu vahvista ymmartamisen
prosessia. Mallia kaytetaan paljon erityisesti peruskoulun aritmetiikan tehtavissa.
[4]

"Kertomus”-mallissa toistuu vuoron peraan luonnollinen kieli tai kuviokieli ja
matematiikan symbolikieli. Luonnollisella kielella tai kuviokielella yleensa
kerrotaan, mitd ratkaisussa seuraavaksi kirjoitetaan = matematiikan
symbolikielelld.  "Kertomus”-mallissa  useita  kielid  kaytetddn oman
ratkaisuprosessin apuna seka myos jasentamaan ratkaisun etenemista lukijalle.
Lukijan on helppo seurata ratkaisua ja loytaa siita ongelmakohdat. "Kertomus”-
malli luokin kertomuksenomaisen ja johdonmukaisen kokonaisuuden Kkielia
monipuolisesti hyodyntaen. Mallia kaytetaan yleensa lukion sanallisten tehtavien
esimerkeissa. [4] Kuvassa 2 on esitetty “standardi”- ja "kertomus”-malleja

kuvaava ratkaisun eteneminen.



"Standardi”-malli "Kertomus™malli

Luonnollinen kieli / kuviokieli

Matematiikan symbolikieli

Luonnollinen kieli / kuviokieli

Matematiikan
symbolikieli Matematiikan symbolikieli

Ratkaisu

Luonnollinen kieli / kuviokieli

Matematiikan symbolikieli

Luonnollinen kieli / kuviokieli

Kuva 2. Matematiikan tehtévén ratkaisun "standardi"- ja "kertomus"-mallit [4]

"Tiekartta”malli kuvaa ratkaisua, jonka alussa kerrotaan luonnollisella
kielella tai kuviokielella koko ratkaisuprosessi. Taman jalkeen ratkaisu esitetaan
matematiikan symbolikielella. Yleensa tarvittava lauseke merkitaan heti ratkaisun
toisen vaiheen alkuun esittamaan alussa annettu luonnollisen kielen ratkaisu
matematiikan symbolikielella. Esittamalla ratkaisu luonnollisella kielella tehtavan
aluksi ratkaisija osoittaa perustelut tulevalle ratkaisulleen, ja mallin rakenne
auttaakin opettajaa tai muuta lukijaa ymmartamaan ratkaisua. "Tiekartta-mallin
ensimmaisessa vaiheessa siis kirjataan ajatteluprosessi, mika jaa "standardi’-
mallissa esittamatta. [4] Mallin kayttaminen on haastavaa, silla se vaatii
ratkaisijalta valmiin mentaalimallin ratkaisusta, jota tama lahtee sitten kirjaamaan
luonnollisella kielella tai kuviokielella [5].

"Paivakirja”-mallissa ratkaisu etenee "standardi’-mallin mukaisesti, kunnes
ratkaisija kohtaa ongelman. Talldin han luonnollisen kielen tai kuviokielen avulla
selkeyttda omia ajatuksiaan. Selvennys onkin yleensa tehty ratkaisijalle itselleen
eika niinkaan lukijalle. "Paivakirja”-malli tukee oppilaan omaa ratkaisuprosessia
ja se otetaan kayttéon, kun ratkaisu ei enda muuten etene. [4] "Tiekartta™ ja

"paivakirja”-mallit on esitetty kuvassa 3.



"Tiekartta”-malli "Paivakirja”-malli

Matematiikan

Luonnollinen kieli / kuviokieli ey
symbolikieli

Luonnollinen kieli / kuviokieli
Ratkaisu

Matematiikan

symbolikieli Matematiikan

symbolikieli

Luonnollinen kieli / kuviokieli Luonnollinen kieli / kuviokieli

Kuva 3. Matematiikan tehtéavén ratkaisun "tiekartta"- ja "péivékirja"-mallit [4]

Jousenlahti [5] on myoéhemmin lisannyt joukkoon my0s viidennen ratkaisumallin,
"kommentti”-mallin, jossa matematiikan symbolikieli ja luonnollinen kieli tai
kuviokieli kulkevat rinnakkain. Symbolikielen vierelle tehdaan Iluonnollisella
kielella tai kuviokielella ratkaisua selventavia kommentteja. Opettajat kayttavat

usein tatd mallia esittdessdaan ratkaisuja. [5] "Kommentti”-malli on esitetty

kuvassa 4.
"Kommentti"-malli
Ratkaisu Matematiikan Luon_no_lhnen
symbolikieli kieli /
Y kuviokieli

Kuva 4. Matematiikan tehtéavén ratkaisun "’kommentti”-malli [5]
Kaikkien mallien lopuksi oletetaan, etta tehtavan ratkaisu esitetdan
erillisena vastauksena. Vastauksen esittaminen kokonaisena virkkeena ohjaa

tarkastamaan, mita tehtavassa kysyttiin ja onko ratkaisu mielekas. Luonnollisen



kielen avulla annettuun tehtdvaan voidaan olettaa saatavan myos vastaus

luonnollisella kielella. [4]

2.3 Matematiikka ja kielentdminen opetussuunnitelman perusteissa

Tassa alaluvussa kasitellaan matematiikkaa ja kielentamista
opetussuunnitelman perusteissa perusopetuksessa ja lukiossa. Luvussa
tutustutaan lisaksi siihen, mita Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa
(POPS) [16] mainitaan algebran opetuksessa, ja mita Lukion
opetussuunnitelman perusteissa (LOPS) [17] sanotaan MAB4 Matemaattisia
malleja -moduulin tavoitteista. Kyseiset sisallot on valittu tarkasteluun, silla
aineistoon valittu materiaali perusopetuksesta kasittelee algebraa ja lukion
aineisto on ylla mainitun moduulin kurssikirjasta.

Perusopetuksen  opetussuunnitelman  perusteiden [16] mukaan
matematiikan opetuksen tehtava on kehittaa oppilaiden matemaattista ajattelua,
ongelmanratkaisukykya seka positiivista matematiikkakuvaa itsestaan oppijana.
Matematiikan opetuksen tulee ohjata oppilasta ymmartamaan, mika on
matematiikan merkitys seka oppilaan elamassa etta yhteiskunnassa. Opetuksen
tulisi edistaa oppilaan kykya kayttaa ja soveltaa matematiikkaa. Vuosiluokilla 3—
6 pyritdan kehittamaan oppilaan taitoa ilmaista matemaattista ajatteluaan eri
tavoin, ja 7-9 luokilla vahvistetaan matemaattista yleissivistysta seka
syvennetaan matemaattisten kasitteiden ymmarrysta. Taman lisaksi oppilaiden
tulisi pystya mallintamaan ja ratkaisemaan matemaattisia ongelmia. [16]

Tarkastellaan viela algebran opetusta perusopetuksessa. Vuosiluokilla 3—6
algebran opetuksessa tutkitaan lukujonon saannodllisyytta, tutustutaan
kasitteeseen tuntematon ja tutkitaan yhtaloita. Vuosiluokilla 7-9 tutustutaan
potenssilausekkeiden sieventamiseen ja polynomeihin. Tavoitteena on oppia
ensimmaisen asteen yhtalon seka yhtaloparien muodostamista ja ratkaisua seka
kehittaa edelleen oppilaiden taitoa tutkia lukujonoa. [16]

Lukion opetussuunnitelman perusteiden [17] mukaan matematiikan
opetuksen tehtavana on tarjota opiskelijalle valmiudet ymmartaa, tuottaa ja
soveltaa matemaattista tietoa. Opetuksen tulee ohjata opiskelijaa ymmartamaan
matematiikan merkitys niin  kulttuurillisesti  kuin  yhteiskunnallisestikin.

Matematiikan  opetuksen tulee tutustuttaa opiskelija  matematiikan
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peruskasitteisiin ja rakenteisiin seka ohjata matematiikan ilmaisuun ja tulkintaan
niin kirjallisesti kuin puhuttunakin. Lisaksi opetus edistaa laskemisen,
matemaattisen mallintamisen ja ongelmanratkaisun taitoja. Opetuksen
lahtokohtana tulisi olla opiskelijoita kiinnostavat aiheet, joita voidaan tarkastella
matemaattisesti, ja opetuksessa tulisi etsia yhteyksia matematiikan ja arkielaman
valilla. [17]

Lukion lyhyen matematikan MAB4 Matemaattisia malleja -moduulin
tavoitteena on, ettd opiskelija tunnistaa ja osaa kuvata reaalimaailmaa
matemaattisilla malleilla. Opiskelijan tulisi oppia hyddyntamaan erilaisia
ohjelmistoja mallinnuksessa, funktion ominaisuuden tutkimisessa seka
yhtaldiden ratkaisussa. Tavoitteena on my0s, ettd opiskelija oppii arvioimaan
mallien toimivuutta ja kayttokelpoisuutta. [17]

Tarkastellaan viela, mita opetussuunnitelmien perusteissa sanotaan
kielentamisesta. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden [16] mukaan
opetuksen tulee perustua oppimiskasitykseen, jossa kielen kaytté on oppimisen
kannalta oleellista. Laaja-alaisen osaamisen sisalldissa puolestaan todetaan,
ettd opetuksen tulee tukea oppilaan kasvua monipuoliseksi ja taitavaksi
kielenkayttajaksi aidinkielen lisaksi myos muilla kielilla, kuten matematiikan
kielilla. Jokaisella oppiaineella on oma kielensa ja symbolijarjestelmansa, joilla
voidaan esittda ja tulkita samaa ilmiotad eri nakdkulmista. Matematiikan
symbolikielen kayton oppiminen on yhta tarkea kuin muidenkin kielten, ja
oppilasta tulee tukea kielenkayttoon myos vahaisilla taidoilla. [16]

Monilukutaito tarkoittaa taitoa tuottaa, tulkita ja arvottaa erilaisia teksteja.
Teksteilld tarkoitetaan sanallista, kuvallista, auditiivista, numeerista seka
kinesteettisten symbolijarjestelmien avulla ilmaistua kieltd. Monilukutaito on
tiedon hankintaa, muokkaamista, yhdistamista, tuottamista, esittamista ja
arviointia. Se auttaa oppilasta tulkitsemaan ymparéivad maailmaa ja
ymmartamaan kulttuurista monimuotoisuutta. Oppilaan monilukutaitoa tulisi
kehittdd kaikissa oppiaineissa arkikielestda kohti aineen omaa kieltda ja
esitystapaa. Oppilaiden tulee paasta tulkitsemaan, kayttdmaan ja tuottamaan
monipuolisesti erilaisia teksteja. [16]

Myo6s Lukion opetussuunnitelman perusteissa [17] tunnustetaan kielen
merkitys oppimisen kannalta. Lukio-opetuksen tulee kehittda opiskelijan

monikielista osaamista, ja jokaisen opettajan tulee toimia oman oppiaineensa
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kielten ja monilukutaidon opettajana. Opetuksessa tulee tuoda nakyvaksi ja
arvostaa eri kielia seka vahvistaa opiskelijan monilukutaitoa. Lukiossa opiskelijan
tulisi ymmartaa tieteenalalle ominaista kielta. Kielitietoisuutta ja monilukutaitoa

kehitetadn vuorovaikutuksessa yhdessa ja erilaisissa ymparistoissa. [17]
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3 MATEMATIIKAN MALLINTAMINEN

Malleja kaytetdan muun muassa fysiikassa ja biotieteissa systeemin ominaisten
piirteiden loytamiseen seka systeemin kayttaytymisen ennustamiseen ja
optimointiin. Matemaattisessa mallissa tarkasteltava data esitetdan
matemaattisten lausekkeiden avulla. Matemaattiset mallien ratkaisut ovat usein
likiarvoja, joten niita kaytettaessa on tarpeellista tarkastella myds ratkaisun
tarkkuutta ja luotettavuutta. [18] Tassa kappaleessa esitellaan kaksi tapaa, miten
voidaan muodostaa matemaattisia malleja. Ensimmaisessa alakappaleessa
esitelldadn vektoreiden seka matriisien ominaisuuksia ja seuraavissa
alakappaleissa pienimman neliGsumman menetelma seka polynominen

interpolointi.

3.1 Vektorit ja matriisit

Maaritellaan aluksi vektoreihin liittyvia kasitteita ja ominaisuuksia myohempia

todistuksia varten. Ennen vektoreihin siirtymistd on maariteltava kunta.

Maaritelma 1. [19] Kunta K # @ on joukko, joka on varusteltu laskutoimituksilla
yhteenlasku a + b ja tulo ab, missa a,b € K, ja naille laskutoimituksille patee
seuraavat ehdot.
1. a+ b = b + a (summan vaihdannaisuus)
2. a+ (b+c)=(a+ b)+ c (summan litannaisyys)
3. on olemassa alkio 0 € K siten, ettd 0 + a = a kaikilla a € K
(summan neutraalialkio)
4. jokaiselle alkiolle a € K on olemassa vasta-alkio —a siten, etta
a + (—a) = 0 (summan vasta-alkio)
5. ab = ba (tulon vaihdannaisuus)

6. a(bc) = (ab)c (tulon litdnnaisyys)
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7. on olemassa alkio 1 € K siten, etta 1a = a kaikillaa € K
(tulon neutraalialkio)

8. jokaiselle alkiolle a # 0 on olemassa kaanteisalkio a™! siten, etta
aa~! = 1 (tulon kaanteisalkio)

9. a(b + c) = ab + ac (osittelulaki).

Kunnan K alkioita kutsutaan skalaareiksi. Tyypillisia kuntia ovat rationaalilukujen
kunta Q, reaalilukujen kunta R ja kompleksilukujen kunta C. [19] Tassa tyossa
tarkasteltava kunta on reaalilukujen joukko R. Siirrytdan seuraavaksi

tarkastelemaan vektoriavaruuksia.
Sisatuloavaruus

Aloitetaan maarittelemalla vektoriavaruus.

Maaritelma 2. [20] Olkoot V joukko ja siind maaritelty laskutoimitus yhteenlasku
u + v. Olkoon lisdksi kaikkien kunnan K alkioiden ¢ € K ja kaikkien joukon V
alkioiden u € V valilla maaritelty skalaarikertolasku cu. Jos kaikille alkioille u, v,
w € V ja kaikille skalaareille c,d € K patee seuraavat aksioomat, on joukko V K-
kertoiminen vektoriavaruus ja alkiot u, v seka w vektoreita.
1. u+vevV
2. Yhteenlasku on vaihdannainen eliu +v =v + u.
3. Yhteenlasku on liitanndineneli(u+v) +w=u+ (v+w).
4. Kaikila ueV on olemassa alkio 0 eV s.e. u+0=u. Tata alkiota
kutsutaan nolla-alkioksi.
5. Jokaiselle u € V on olemassa vasta-alkio —u € V, jolle patee
u+(—u) =0.
6. cuevV
7. ccu+v)=cu+cv
8. (c+du=cu+du
9. c(du) = (cd)u
10. lu = u.
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Tarkastellaan joukkoa R™ = {(x4,...,x,)|X1,...,X, € R}, jossa on maaritetty
laskutoimitukset yhteenlasku x +y = (x; + y4, ..., x, + ) ja skalaarikertolasku
cx = (cxq,...,cxp), Missa x,y €ER™ ja ¢ € R. Joukko R"™ varustettuna nailla
laskutoimituksilla toteuttaa maaritelman 2 aksioomat ja on siis vektoriavaruus
[20].

Vektoriavaruudelle voidaan maaritella aliavaruus seuraavasti.

Maaritelma 3. [21] Vektoriavaruuden IV aliavaruus W on avaruuden V osajoukko,
jolle patee seuraavat ominaisuudet.

1. Avaruuden V nolla-alkio 0 on myos avaruudessa W'.

2. Jokaisille vektoreille u jav € W pateeu+v e Ww.

3. Jokaiselle vektorille v € W ja skalaarille ¢ patee cv e W.

Maaritelman kohdista 1-3 seuraa, etta myos aliavaruus W on vektoriavaruus
[21].

Olkoot V vektoriavaruus, jonka kerroinkunta on K, ja u;, u, ..., u,, siihen kuuluvia
vektoreita. Sanotaan, ettd vektori v voidaan esittda vektoreiden
Uy, Uy, ..., U,y lineaarikombinaationa, jos

V=auy +auy, + o+ aniy,,
missa a, a,, ..., a,, € K. Jos jokainen vektoriavaruuden V vektori voidaan esittaa
vektoreiden u,,u,, ..., u,, lineaarikombinaationa, vektorit u,,u,, ..., u,, virittavat

avaruuden V. [20]

Vektorit uq, u,, ..., u,, ovat lineaarisesti rippumattomia, jos lauseke

auy +auy, + -+ auy, =0
patee vain, kun kaikki kertoimet a; = 0, i = 1, ..., m. Vektoriavaruuden kanta on
pienin mahdollinen joukko lineaarisesti riippumattomia vektoreita, joiden
lineaarikombinaationa kaikki avaruuden vektorit voidaan esittda. [20] Jos
pienimmasta mahdollisesta vektorijoukosta poistetaan yksikin vektori, ei kaikkia
muita avaruuden vektoreita voi enaa esittaa kyseisen vektorijoukon

lineaarikombinaationa.
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Maaritellaan seuraavaksi vektoreiden pistetulo, sisatulo ja sisatuloavaruus.

Maaritelma 4. [20] Sisatulo (,) on K-kertoimisen vektoriavaruuden V funktio,

(,):V? > K, jolla seuraavat ehdot patevat vektoreille u, v jaw € V seka skalaarille

c EK.
1. (u,v)=(v,u)
2. (y,v+w)=(uv)+ (uw)
3. (cu,v) = c(u,v)
4. (u,u) = 0ja(u,u) =0 josjavainjosu = 0.

Jos vektoriavaruus I on varustettu ylla esitetyn mukaisella sisatulolla, on se
sisatuloavaruus. Vektoriavaruus R" varustettuna vektoreiden u, v e R"
pistetulolla u - v on sisatuloavaruus. [21] Osoitetaan tama seuraavaksi. Olkoot
siis u, v jaw € R™. Tarkastellaan maaritelman 4 ehtoja. Nyt
1. wv=wyv +-+uvy, =vu +--+vu, =v-u
2. u-wWHw)=u- (W +wy, ., Fwy) =u (v Fwy) o Fu (v Fwy) =
u vy +ugwy + -+ uyv, Hugw, = ugvg ot uy v, tugwg + o uwy, =
u-v+u-w
3. cu-v=cuvy+ -+ cuyvy, = c(uvy + o upvy) = c(u-v)
4, w-u=uu; -+ ugy, =ul 4+ ud>0jau?+ -+ u2 =0 jos ja vain jos

u?, .., u?=0eliu=0.

Koska kaikki maaritelman 4 ehdot patevat, on R" varustettuna vektoreiden

u, v € R" pistetulolla sisatuloavaruus.

Esimerkki 5. [22] Olkoot u = (u4, ...,u,) ja v = (vy, ..., v,) vektoriavaruuden R"
vektoreita. Talloin vektoreiden pistetuloksi on maaritelty

u-v=_~uv +- - +u,v,) €R

Maaritellaan seuraavaksi normi ja normiavaruus.

Maaritelma 6. [20] Olkoon V K-kertoiminen vektoriavaruus. Funktiota ||-[|: V - R
sanotaan normiksi, jos kaikilla vektoreilla v,u € V ja kaikilla skalaareilla c € K
patee.

1. |lvll=0jallv|]l=0josjavainjosv =0
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2. levll = [clllvll

3. llu+vll < flull + vl

Jos vektoriavaruudessa on maaritelty normi, on se normiavaruus.

U1
Esimerkki 7. Tarkastellaan vektorin pituutta avaruudessa R". Vektorin v = [ : ]
vn

pituus eli normi on skalaari, joka voidaan esittdd muodossa ||v||=+Vv-v =

Jvi+--+v2 [20] Koska vektorin pistetulo vastaa vektorin sisatuloa

avaruudessa R", voidaan myds kirjoittaa ||v|| = +/(v, V).
Vektorin projektio

Tarkastellaan vektorin projektiota. Olkoot v ja u nollasta poikkeavia vektoreita ja
@ niiden valinen kulma. Olkoon lisaksi p vektorin u kanssa yhdensuuntainen
vektori, jonka karki on saatu siirtamalla vektorin v karki kohtisuorasti vektorille u.

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 5. Talloin vektori p voidaan ilmoittaa

vektorin u suuntaisen yksikkdvektorin 4 = — avulla p = |Ipll@. Trigonometrian

[l

avulla saadaan vektorin p pituudeksi ||p|| = ||v|lcos (8). Lisaksi tiedetaan, etta
cos(6) = % N&ma yhdistamalla saadaan

p—npnﬁ—nvn( uv ) v —("'”)u—(ﬂ)u
ol Tl ~ T2 wu

Kuva 5. Vektorin v projektio p vektorille u

Talloin voidaan siis esittaa vektorin v projektio vektorille u seuraavasti.
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Maaritelma 8. [20] Olkoot vektorit u, v € R™ ja u # 0. Talldin vektorin v projektio

vektorille u on vektori

proju® = (-—)u

Ortogonaalisuus

Tarkastellaan seuraavaksi vektoreiden ortogonaalisuutta. Maaritellaan, mita

tarkoittaa, etta vektorit ovat ortogonaaliset.
Maaritelma 9. [21] Vektorit u ja v ovat ortogonaaliset, jos (u,v) = 0.
Projektiota proj, (v) vastaan ortogonaalista vektoria voidaan merkita perp,(v) =

v — proj, (v). Kohtisuoruutta voidaan merkitd myds symbolilla L. Kaytetdan naita

merkintoja jatkossa. Ortogonaalista vektoria on havainnollistettu kuvassa 6.

perp,(v)

2
proj,(v) u

|Ea
I

L

Kuva 6. Projektion proj, (v) kanssa ortogonaalinen vektori perp, (v)
Vektoreiden ortogonaalisuus voidaan laajentaa koskemaan myos vektorijoukkoa.

Maaritellaan, millainen vektorijoukko on ortogonaalinen joukko, ja milloin

vektoriavaruuden kanta on ortogonaalinen.

Maaritelma 10. [20] Vektorijoukko {u,, ..., u;} on ortogonaalinen joukko, jos

u; -u; = 0 kaikille i,j €1, ..., k, kun i # j.
Maaritelma 11. [20] Jos vektoriavaruuden R" aliavaruuden W kanta on

maaritelman 10 mukainen ortogonaalinen joukko, se on avaruuden W

ortogonaalinen kanta.
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Tarkastellaan seuraavaksi vektorin ortogonaalista projektiota.

Maaritelma 12. [20] Olkoot W avaruuden R™ aliavaruus ja {uy, ..., u, } avaruuden
W ortogonaalinen kanta. Talldin jokaiselle vektorile v € R™ voidaan esittaa

ortogonaalinen projektio avaruudessa W seuraavasti.

, B ul-V) (uk-v)
pTO]W(v)—(ul.ul u; + -+ Uy.

Maaritelman 8 mukaisella merkinnalla voidaan edelleen kirjoittaa proj,, (v) =
projy,(W)+...+proj,, (v). Kuvassa 7 on havainnollistettu vektorin v

ortogonaalista projektiota avaruudessa W. Kuvassa p = projy, (v).

Kuva 7. Vektorin v ortogonaalinen projektio p avaruudessa W
Projektiota proj, (v) vastaan ortogonaalista vektoria voidaan merkita

perpw (v) = v — projy (v).

Olkoon W avaruuden R" aliavaruus ja vektori z ortogonaalinen kaikkia

aliavaruuden W vektoreita vastaan. Talldin z on ortogonaalinen aliavaruutta W
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vastaan. Kaikkien tallaisten vektorien z joukkoa kutsutaan aliavaruuden W

ortogonaaliseksi komplementiksi ja sitd merkitaan W+.
Esitelldan seuraavaksi ortogonaalisen hajotelman lause.

Lause 13. [21] Ortogonaalisen hajotelman lause
Olkoot W avaruuden R™ aliavaruus ja vektori v € R". Talléin on olemassa
yksikasitteiset vektorit w € W ja wt € W+, joille patee

v=w+wt

Todistus. Osoitetaan ensin hajotelman olemassaolo. Olkoot {u,,...,u;}
avaruuden W ortogonaalinen kanta, w = proj,, (v) ja wt = perp,, (v). Tall6in
W+ wh = projy, (v) + perpy (v) = projy, (v) + (v — proju (¥)) = v
Vektori w = proj,,(v) kuuluu avaruuteen W, silla se on kantavektoreiden
u4, ..., u;, lineaarikombinaatio. Jotta voidaan osoittaa ettda w' e W' riittaa
osoittaa, ettd vektori wt on ortogonaalinen kaikkien kantavektoreiden uy, ..., u;

kanssa. Nyt

u; - wt =u; - perpy,(v) = u; - (17 - PT"OJ'W(V))

U, v U, v
o (o ()
U, -uy U - Uy

Koska maaritelman 10 nojalla u; - u; = 0 kun i # j, saadaan

ul‘v

ui-wl=ui-v—ui-< )u1=ui-v—ui-v=0

U, - uy
On siis osoitettu, ettd we W ja wt e W' eli ortogonaalinen hajotelma on
olemassa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd hajotelma on yksikasitteinen. Tehdaan
vastaoletus, ettd on olemassa toinen hajotelma v = w; + wy, jossa w; € W ja
wi € W, Talldinw + w! = w, + wi jaedelleenw —w; = w* —wi. Nytw —w,
on siis aliavaruuksien W ja W+ alkio. Talloin (w —w;) - (w—w;) = 0, jolloin
(w —w,) = 0 ja siis oltava w = w,. Vastaavasti voidaan osoittaa, etta w* = wr,

ja hajotelma on siis yksikasitteinen. o

20



Todistetaan viela vektoreiden ortogonaalisuuteen liittyva Pythagoraan lause

myohempia todistuksia varten

Lause 14. [20] Pythagoraan lause
Olkoot u ja w vektoreita sisatuloavaruudessa V. Talloin u ja w ovat
ortogonaalisia, jos ja vain jos

llu+wlii? = llull® + lIwll®.

Todistus. Sisatuloavaruuden laskutoimitusten nojalla saadaan
lu+wl? = (u+w,u+w)=(uu)+ uw)+ (w,u) +(w,w)
Jos ja vain jos (u,w) = 0 ja (w,u) = 0 yhtalé saa muodon
lu+wll? = (wu) + (w,w) + (w,u) + (w,w) = (w,u) + (w,w) = [lull® + |lw||>.
Vektorit u ja w ortogonaalisia jos ja vain jos niiden sisatulolle patee (u,w) = 0.
On siis osoitettu, ettd u ja w ovat ortogonaalisia, jos ja vain jos

lu+wll? = [lull® + llwll?.

Paras approksimaatio

Tarkastellaan tilannetta, jossa vektoriavaruuden V vektorille v tulisi 16ytaa
mahdollisimman lahellda oleva approksimaatio vektoriavaruuden V

aliavaruudessa /.

Maaritelma 15. [20] Olkoon W maaritelman 6 mukaisen normiavaruuden V
aliavaruus ja v vektori normiavaruudessa V. Talloin vektorin v paras
approksimaatio avaruudessa W on vektori v’ € W, siten etta jokaisella vektorilla
w # v' € W patee

lv—v'|| < [lv—wll.

Tarkastellaan kuvan 8 tilannetta. Vektorin v paras approksimaatio avaruudessa

W on siis vektori v, jolla pituus ||v — v'|| saadaan mahdollisimman pieneksi.
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Kuva 8. Vektorin v paras approksimaatio avaruudessa W

Koska ortogonaalinen projektio voidaan maarittad missa tahansa

sisatuloavaruudessa, saadaan vektorille v’ seuraavan lauseen mukainen muoto.

Lause 16. [20] Parhaan approksimaation lause
Olkoon W on aarellisulotteinen sisatuloavaruuden V aliavaruus ja v vektori
avaruudessa V. Talloin proj,(v) on vektorin v paras approksimaatio

aliavaruudessa /.

Todistus. Olkoon w eri vektori kuin proj,, (v) aliavaruudessa W. Talléin myos
vektori proj, (v) —w on vektorien erotuksena aliavaruudessa W. Merkitdan
perp,,(v) = v — proj,, (v) vektoria, joka on ortogonaalinen vektoria proj,, (v) —w
vastaan. Talloin lauseen 14 eli Pythagoraan lauseen nojalla
lv — proj, @)II* + llproj, () — wll* = llv — proji, (v) + proj, (v) — wl|?
= llv - wl?
Koska w ja proj,, (v) ovat eri vektorit, on oltava ||proj, (v) — w||? > 0 ja edelleen
lv — proj, @)II? < llv — proj, MII* + llproj, () — wli* = llv — w||?
On siis todistettu, etta
lv — proj, @17 < llv — wl|?

joten vektorin v paras approksimaatio aliavaruudessa W on proj,, (v). o
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Lineaarinen yhtaloryhma

Tarkastellaan ensin lineaarista yhtaloryhmaa ja siirrytaan sitten matriisiyhtaloon
ja matriisien ominaisuuksiin. Muuttujien x4, ..., x,, muodostama lineaarinen yhtalo
on muotoa

ax; +--+apx, =b
missa b ja kertoimet a4, ...,a, ovat kunnan K alkioita. Lineaarisista yhtaloista

voidaan koota lineaarinen yhtaloryhma

a11x1 + -+ alnxn = bl

Ay X1 + - +'amnxn = by,.
Lineaariselle yhtaloryhmalle patee tasmalleen yksi seuraavista vaitteista.
1. Yhtaléryhmalla ei ole ratkaisua.
2. Yhtaloryhmalla on tasmalleen yksi ratkaisu.
3. Yhtaloryhmalla on aareton maara ratkaisuja.
Lineaarinen yhtaloryhma voidaan esittdd myds matriisimuodossa. Kunnan K
matriisi on skalaarijoukon taulukkomainen esitysmuoto. Matriisi voidaan yleisesti

esittda muodossa

missa rivit ovat vaakasuoria skalaarien listoja, kuten (a;q,a;2,...,a1n), ja

a1
sarakkeet pystysuoria listoja, kuten i .7 x m-matriisissa on n kappaletta riveja
am1

ja m kappaletta sarakkeita. [22]
Edella esitetty lineaarinen yhtaloryhma matriisimuodossa on

[an aln][x1] [bll
Am1  ° Amul 1 Xn bn

Merkitdan kertoimia a,,, kuvaava matriisia merkinnalla A, muuttujia x4, ..., x,
kuvaavaa vektoria x ja skalaareja b, ..., b, kuvaavaa vektoria b. Talldin yhtalo

saa muodon Ax = b. [21]
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Maaritellaan taman alaluvun lopuksi matriisin aste ja sarakeavaruus.

Maaritelma 17. [22] Matriisin aste, rank(A), on sen lineaarisesti riippumattomien

rivien maara.

Maaritelma 18. [20] Olkoon A n X m reaalinen matriisi. Talléin matriisin A
sarakeavaruus col(A) on avaruuden R™ aliavaruus, joka on matriisin A

sarakkeiden virittama.

3.2 Pienimman nelibsumman menetelma

Pienimman nelidsumman menetelmassa pistejoukkoon pyritaan Ioytamaan
sovite siten, etta se poikkeaa mahdollisimman vahan kaikista pisteista. Pisteiden
ja sovitteen pystysuuntaisten etaisyyksien summa pyritdan siis saamaan
mahdollisimman pieneksi. [20] Tarkastellaan tapausta, jossa etsitdan

sovitesuoraa. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 9.

F

6 [

5 ——

. (3,? e by

(1,3)

3—1— e

2 0 - \,

1—— @(2,1)
N S N R R N
| T
1 2 3 4 5 6

Kuva 9. Pisteiden pystysuuntainen etéisyys suorasta
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Olkoot meilla n kappaletta pisteita (x;,y4), ..., (x,,, ¥,) ja suora y = a + bx.

Merkitaan kunkin pisteen virhetta eli etaisyytta suorasta ¢;, missa i € N. Talloin

i

missd n€R ja g =y; — (a+ bx;). Virhevektori saadaan pienimmaksi, kun

voidaan muodostaa virhevektori

minimoidaan vektorin pituus tai vastaavasti sen pituuden nelio

lel|? = &2 + --- + 2.
Jos pisteet (x4, y1), ..., (x5, ) Olisivat suoralla y = ax + b, voitaisiin muodostaa n
kappaletta lineaarisia yhtaloita

a+bx;=y;

a+ bx, =y,

jotka olisivat kaikki tosia. Yhtalot voidaan esittaa matriisimuodossa

. b —_ .
Yn
Matriisiyhtald on nyt muotoa Xc = y, missa

L
y
e=[lir=| ]

Yn
Mahdollisimman pieneksi haluttu virhevektori e on siis muotoa e = y — Xc. [20]

1 x
y=|:

1 x,

Pienimman neliosumman menetelmalla voidaan maarittaa myos muunlaisia

sovitteita kuin suoria. Talloin muuttuvat edella esitetty matriisi X muotoon

1 xlz cee xlm]
X — . . . H
1 Xn2 ° Xnm
a;
seka vektori ¢ muotoon [ i |. Esitetdan seuraavaksi kaikille sovitteille kelpaava
am

pienimman nelidsumman ratkaisu matriisimuodossa.

Maaritelma 19. [20] Jos X on n X m matriisi ja y € R", pienimman nelibGsumman
ratkaisu matriisiyhtaldlle Xc = y on vektori ¢* € R™, jolle patee

ly — Xc*ll < lly — Xcll
kaikilla ¢ € R™.

25



Etsitdan seuraavaksi ratkaisu maaritelman 19 mukaiselle yhtaldlle. Tarkastellaan
matriisin X sarakeavaruutta Col X, johon vektori Xc aina kuuluu. Tarkoituksena
on siis etsia vektori c, jolla Xc on Iahimpana vektoria y sarakeavaruudessa Col X.
Oletetaan, etta vektori y ei kuulu matriisin X sarakeavaruuteen, silla jos se
kuuluisi, on olemassa c, jolla Xc = y. Parhaan approksimaation lauseen nojalla
vektorin y paras approksimaatio sarakeavaruudessa Col X on

y' = projeorx(¥)
Koska y* kuuluu matriisin X sarakeavaruuteen, on yhtalolla Xc = y* ratkaisu.
Talldin on olemassa vektoriavaruuteen R™ kuuluva vektori c*, jolle patee

Xc =y’

Vektori ¢* on pienimman nelidsumman ratkaisu yhtalolle Xc* = y. [21]

Oletetaan etta c* toteuttaa yhtaloén Xc* = y*. Lauseen 13 eli ortogonaalisen
hajotelman lauseen nojalla projektiolla y* on ominaisuus, etta y —y* on
ortogonaalinen sarakeavaruuteen Col(X) nahden. Talldin y—Xc* on
ortogonaalinen jokaiseen matriisin X sarakkeeseen nahden. Olkoon a; matriisin
X sarake. Tall6in a; - (y — Xc*) =0 ja ajT(y — Xc¢*) = 0 kaikille j. Edelleen koska
al on matriisin X7 rivi, niin

XT(y—Xc*) =0
XTy—X"Xc*=0
XTXc* =XTy
Taten pienimman nelidsumman ratkaisu matriisiyhtalolle Xc = y on siis vektori c¢*,
jolle patee yhtalé X7 Xc* = XTy. Tata yhtaloa kutsutaan pienimman neliGsumman
ratkaisua vastaavaksi normaaliyhtaloksi. [21] Edella johdettu voidaan esittaa

seuraavana lauseena.

Lause 20. [21] Pienimman neliosumman ratkaisujen joukko matriisiyhtalolle

Xc¢ = y vastaa normaaliyhtalon X7 Xc¢* = XTy ratkaisujen joukkoa.

Todistus. Kuten ylla on esitetty, pienimman neliGsumman ratkaisujen joukko on
epatyhja ja jokainen ratkaisu c* toteuttaa normaaliyhtalon. Oletetaan sitten, etta
¢* toteuttaa yhtalon X7 Xc¢* = XTy. Tall6in ¢* toteuttaa myos yhtalon

X"(y —Xc") =0,
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mika osoittaa, ettd y — Xc* on ortogonaalinen matriisin XT riveihin ja edelleen
matriisin X sarakkeisiin nahden. Koska matriisin X sarakkeet virittavat
sarakeavaruuden Col X, vektori y — Xc* on ortogonaalinen sarakeavaruuden
Col X kanssa. Talléin voidaan muodostaa yhtalo
y=Xc"+ (y—Xc),

joka on vektorin y  ortogonaalihajotelma. Ortogonaalihajotelman
yksikasitteisyyden nojalla Xc* on vektorin y ortogonaalinen projektio
sarakeavaruuteen Col X. Talldin Xc* =y ja ¢* on pienimman nelidGsumman

ratkaisu. O

Rajataan lopuksi tapaus, jolloin pienimman nelibsumman ratkaisu on

yksikasitteinen.

Lause 21. [21] Matriisi X7 X on kaantyva, jos ja vain jos matriisin X sarakkeet ovat
lineaarisesti riippumattomia. Talldin pienimmalla nelidsummalla on vain yksi

ratkaisu, joka on muotoa ¢* = (XTX)"1xT y.

Todistus. Matriisin X n kappaletta sarakkeita ovat lineaarisesti riippumattomia,
jos rank(X) = n. Tama puolestaan on totta vain jos X7X on kaantyva. Jos XTX
on kaantyva, saadaan
XTXc* =XTy
XTX) Y (XTX) " = (XTX)"1xTy
¢ =X"xX)"xTy

On siis saatu yksikasitteinen pienimman nelioGsumman ratkaisu c¢* =

XTX)"1xTy. O

Todistus matriisin asteen ja kaantyvyyden valisesta yhteydesta 10ytyy esimerkiksi
lahteesta [20].
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3.3 Polynomin interpolointi

Pistejoukosta voidaan maarittaa sovite myos muilla tavoin kuin pienimman
neliosumman avulla. Tarkastellaan seuraavaksi, miten pistejoukkoon voidaan

sovittaa polynomi. Maaritellaan ensin, mita tarkoittaa polynomin interpolointi.

Maaritelma 22. [23] Funktio y = P(x) interpoloi pisteet (xq,vo), ..., (X1, Yn), jOS
P(x;) = y; kaikille i =0, ..., n.

Esitetaan seuraavaksi lause, joka ilmaisee, millainen polynomi pistejoukkoon

voidaan sovittaa.

Lause 23. [23] Olkoot (xq, Vo), (X1, V1), .., (Xn, ¥) € R? n + 1 kappaletta pisteit3,
joille x;:t ovat eri pisteita. Talldin on olemassa yksikasitteinen korkeintaan astetta

n oleva polynomi P(x) , jolle patee P(x;) = y; kaikille i =0, ..., n.

Todistus. Todistetaan yksikasitteisyys. Tehdaan vastaoletus, ettd on olemassa
polynomit P(x) ja Q(x), jotka molemmat interpoloivat kaikki n + 1 pistetta ja ovat
korkeintaan astetta n. Oletetaan siis, ettda P(x;) = Q(x;) = y; kaikilla i =0, ..., n.
Olkoon sitten H(x) = P(x) — Q(x). Talldin myds H:n aste on korkeintaan n ja
H(x;) = 0 kaikilla i = 0, ..., n. Algebran peruslauseen mukaan astetta n olevalla
polynomilla voi olla korkeintaan n nollakohtaa tai se on nollapolynomi. Siis H:n
on oltava nollapolynomi ja P(x) = Q(x) eli kaikilla x; € R" patee P(x;) = Q(x;).
On siis osoitettu, etta jos on olemassa korkeintaan astetta n oleva polynomi P(x),
joka interpoloi pisteet (xq,y0), (X1, V1), ., (X, ¥), ON Kyseinen polynomi
yksikasitteinen.

Lauseen mukaisen polynomin  olemassaolo voidaan todistaa
maarittelemalla Lagrangen polynomi. Nyt jokaiselle k =0,..,n voidaan
maaritella astetta n oleva polynomi

(x = x9) -+ (0 = Xp—1) (X = Xpeqq) -+ (X — X)
G = x0) +++ O = Xpe—1) O = Xpeqq) =+ (g — x)

Todetaan, ettd polynomilla on ominaisuudet L, (x;) = 1 ja kaikilla muilla arvoilla

Li(x) =

xj, missd j = 0,...,n ja j # k, L,(x;) = 0. Tatd polynomia kutsutaan Lagrangen

polynomiksi. Talldin voidaan edelleen maaritella astetta n oleva polynomi
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Po(x) = yoLo(x) + -+ + ynLn ()
Tarkastellaan polynomia arvolla x = x;,. Talloin Lagrangen polynomin
ominaisuuksien perusteella
Po(x) = YoLo(x) + -+ ynLn(x) =0+ -+ 0+ yiLp(x) + 0+ -+ 0 =y
On siis I6ydetty polynomi, joka kulkee jokaisen pisteen kautta ja on astetta n.
Taten on todistettu polynomin olemassaolo ja |0ydetty tapa maarittaa tallainen

polynomi. o

Esimerkki 24. Etsitdan interpoloiva polynomi pisteille (1,2),(0,2) ja (2,4)
Lagrangen polynomin avulla. Kaytettavissa on kolme datapistetta, joten etsitaan
astetta kaksi oleva polynomi. Nyt

(x—=0)(x—2)

a-oa-2 ~ &

Lo(x) =

x—-Dkx-2) 1, 3
O-—Do-2 2° ~z**1

Li(x) =

(x—l)(x—O)_l , 1
2-D2z-0) 2 2

Edelleen Lagrangen polynomiksi saadaan

L,(x) =

X.

Py(x) = 2( 2+2)+2<1 2 _3 +1>+4<1 2 1)
H(x) = X X Zx Zx Zx Zx

=—2x24+4x+x2—-3x+2+2x> - 2x=x?—x+2.
Tarkistetaan viela, etta polynomi toimii kaikissa datapisteissa
P,(1)=1*-1+4+2=2
P(0)=02—-0+2=2
P,(2)=22-2+2=4.

Polynomi toimii kaikissa pisteissa ja interpoloi siis kaikki pisteet.
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4 TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

4.1 Tutkimuskysymykset

Tassa tutkimuksessa on tarkoitus selvittaa, miten matematiikkaa kielennetaan
matematiikan oppikirjojen esimerkkitehtavien ratkaisuissa. Tarkoitus on myods
tutkia, miten kielentdminen muuttuu luokka-asteelta toiselle siirryttdessa, ja
millaisia yleisohjeita sanallisten tehtavien ratkaisuun oppikirjoista I0ytyy.
Aineistoa tutkitaan teoriaosiossa esiteltyjen kielentamisen mallien pohjalta.
Tarkemmat tutkimuskysymykset ovat:

1. Mitd kolmen kielen mallin matematiikan kielistd kaytetdan oppikirjojen
esimerkkitehtavien ratkaisuissa ja mika on niiden merkitys ratkaisun
kannalta?

2. Mita ratkaisumalleja oppikirjojen esimerkkitehtavien ratkaisuista 10ytyy?

3. Miten kolmen kielen mallin kielten kayttd ja eri ratkaisumallien kayttod
muuttuu luokka-asteelta toiselle siirryttdessa?

4. Millaisia yleisohjeita oppikirjoissa on sanallisten tehtavia ratkaisua varten?

Tutkimuksen  aineistona  toimii  valikoidut = matematiikan  oppikirjojen
esimerkkitehtavat eri luokka-asteilta. Tutkimuskysymyksiin etsitdan aineiston
pohjalta vastauksia seka maarallisen etta laadullisen tutkimuksen keinoin.

Aineistosta kerrotaan tarkemmin seuraavassa alaluvussa.

4.2 Aineisto

Tutkimukseen valittiin aineistoksi Sanoma Pron oppikirjoja kolmelta eri luokka-
asteelta. Kuudennen luokan kirja on Milli-kirjasarjasta Milli 6A [24],
kahdeksannen luokan kirja Kuutio-sarjasta Kuutio 8 [25] ja lukiosta lyhyen
matematiikan Binomi-sarjasta kirja Binomi 4 Matemaattisia malleja [26]. Naiden
lisdksi aineistoksi valikoitui Otavan Tuhattaituri-sarjan kuudennen luokan

oppikirja Tuhattaituri 6a [27]. Tutkimukseen valittiin kirjoja eri luokka-asteilta, jotta

30



paastaan tutkimaan, miten matematiikan kielentdminen muuttuu ja kehittyy
ylemmille luokille siirryttaessa. Kirjat pyrittiin valitsemaan tasaisesti eri luokka-
asteilta, jotta kielentdmisen kehittymistd paastaan tutkimaan tasaisesti
perusopetuksen ja lukion aikana. Kirjat valittiin suurilta kustantajilta, silla ne ovat
laajalti kaytossa ja siten mielenkiintoista tutkimusmateriaalia.

Aineistoksi valittiin Milli 6 A kirjasta viisi esimerkkia, joista yksi oli sanallinen
tehtava ja muut nelja peruslaskutehtavia. Kuutio 8 — ja Binomi 4 -kirjoista valittiin
kummastakin  kymmenen sanallisen tehtavan esimerkkida ja nelja
peruslaskutehtavan esimerkkia. Koska Milli 6A -kirjasta [Oytyi vain yksi esimerkki
sanallisesta tehtavasta, naiden oppikirjojen lisaksi aineistoon valittiin viisi
sanallisen tehtdvan esimerkkia Tuhattaituri 6a -kirjasta. Aineistoksi valittiin lisaksi
Milli 6A -kirjan opettajan ohjeista I0ytyva ohje sanallisten tehtavien ratkaisuun
seka Kuutio 8 -kirjan yleisohje ongelmatehtavan ratkaisemiseksi.

Esimerkit pyrittiin valitsemaan niin, etta ne kuvaisivat mahdollisimman hyvin
koko kirjan sisaltéa. Lisaksi aineistoon haluttiin esimerkkeja siten, etta eri kirjojen
tehtavanannot olisivat luonteeltaan samankaltaisia. Talldin voidaan tarkastella,
miten saman tehtavatyypin ratkaisujen kielentaminen muuttuu luokka-asteelta
toiselle. Sanallisten tehtavien esimerkit kahdeksannen Iluokan ja Ilukion
oppikirjoista valittiin siten, ettd kaikki oppikirjan esimerkit luokiteltiin karkeasti
Joutsenlahden [4, 5] ratkaisumallien mukaan. Taman jalkeen aineistoon valittiin
kustakin ratkaisumallista prosentuaalisesti koko kirjaa kuvaava maara
esimerkkeja. Lahes kaikki peruslaskutehtavat olivat yhden oppikirjan sisalla
laskettu samalla kaavalla, joten peruslaskutehtavat pyrittiin valitsemaan siten,
etta kirjojen valilla tehtavatyypit olisivat samankaltaisia.

Aineistoa tutkittin Joutsenlahden ja Kuljun [3] kolmen kielen mallin seka
Joutsenlahden [4, 5] tehtavien ratkaisumallien pohjalta. Esimerkkeja luokiteltiin
sen mukaan, mita kielia tai ratkaisumalleja ne sisaltavat. Yksi tehtava voi kuulua
useampaan kolmen kielen mallin luokkaan. Taman lisdksi analysoitiin, mika on
kielen merkitys tehtavan ratkaisun kannalta ja miten kielten kaytté6 muuttuu

luokka-asteiden valilla.
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4.3 Siséllbnanalyysi

Sisallénanalyysin avulla voidaan tutkia erilaisia kirjallisessa muodossa olevia
dokumentteja, kuten kirjoja, artikkeleita tai haastatteluja. Se on tekstianalyysia,
jossa pyritaan sanallisesti kuvaamaan aineiston sisaltoa. Sisallonanalyysin avulla
pyritaan luomaan tutkittavasti ilmiosta sanallisesti selked kuvaus. Aineisto
pyritddn samaan tiiviseen muotoon ilman ettd sen informatiivisuus Kkarsii.
Sisallénanalyysissa aineisto ensin puretaan osiin, sitten kasitteellistetaan ja
lopuksi kootaan yhteen loogiseksi kokonaisuudeksi. Analyysia tehdaan prosessin
jokaisessa vaiheessa. Sisallonanalyysin yhteydessa voidaan puhua myods
sisallon erittelysta, jossa tekstien sisaltda kuvataan kvantitatiivisesti. Yleensa
sisallonanalyysilla aineistosta saadaan enemman tietoa, ja sisallon erittelya
voidaan kayttaa tassa apuvalineena. [28]

Sisallonanalyysi  voi  olla  aineistolahtoista, teorialdhtdista tai
teoriasidonnaista.  Aineistolahtoisessa analyysissa rakennetaan teoria
aineistosta tehtyjen havaintojen pohjalta [29]. AineistolahtGisen analyysin
haasteena on tehda taysin “puhtaita” havaintoja, ja tutkijan onkin pyrittava
tekemaan aineistosta havaintoja ilman omien ennakkoluulojensa vaikutusta [28].

Teorialahtdisessa analyysissa aineistoa luokitellaan aiempaan teoriaan tai
malliin pohjautuen. Teoriaohjaava sisallonanalyysi puolestaan yhdistelee
aineistolahtoista ja teorialahtdista analyysia. Se etenee aineiston ehdoilla, mutta
havainnot litetdan jo tunnettuun teoriaan. Ero teorialahtdiseen sisalldonanalyysin
on se, etta teorialahtdisessa analyysissa tutkija poimii aineistosta havaintoja
jonkin teorian mukaisesti ja teoriaohjaavassa tehdaan ensin havainnot
aineistosta ja taman jalkeen "pakotetaan” tehdyt havainnot teoriaan. [28] Taman
tutkimuksessa analyysia tehdaan valmiiden teorioiden pohjalta teorialahtdisesti

sisallonanalyysin ja sisallon erittelyn keinoin.
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5 AINEISTON ANALYYSI

5.1 Sanalliset tehtavét

Tassa alaluvussa esitetaan sanallisista tehtavista saadut tutkimustulokset.
Sanallisten tehtavien esimerkkeja analysoitiin yhteensa 26 kappaletta. Milli 6A -
kirjasta analysoitiin yksi esimerkki, Tuhattaituri 6a -kirjasta viisi esimerkkia ja
Kuutio 8 — seka Binomi 4 — kirjoista kummastakin kymmenen esimerkkia.
Esimerkeista tutkittiin, mita matematiikan kolmen kielen mallin kielista ja mita
ratkaisumalleista niissa oli kaytetty ja miten. Oppikirjoista tutkittin myos

sanallisten tehtavien ratkaisun yleisohjeita.
Sanallisissa tehtavissa kaytetyt matematiikan kielet

Taulukossa 1 on esitetty tutkituissa sanallisissa tehtavissa kaytetyt matematiikan
kielet. Yksi esimerkki voi kuulua useampaan kategoriaan. Taulukosta nahdaan,
etta Milli 6A -kirjan ainoassa esimerkissa kaytettiin matematiikan symbolikielta ja
kuviokielta. Tuhattaituri 6a -kirjassa kaikissa esimerkeissa esiintyi symbolikielta,
kahdessa luonnollista kielta ja yhdessa kuviokielta. Kuutio 8 -kirjan esimerkeista
kaikissa kaytettiin symbolikielta, yhdeksassa esimerkissa kymmenesta
luonnollista kieltda ja kolmessa kuviokielta. Lukioon siirryttdessa luonnollisen
kielen ja kuviokielen kaytto lisaantyi hieman lisaa, silla luonnollista kielta oli
Binomi 4 -kirjan kaikissa tarkastelluissa esimerkeissa ja kuviokielta neljassa
esimerkissa kymmenesta. Taulukosta on nahtavissa, etta kaikissa
tarkasteltavissa esimerkeissa kaytettiin matematiikan symbolikielta, suuressa
osassa (21/26 esimerkkia) luonnollista kielta ja alle puolissa (9/23 esimerkkia)
kuviokielta. Merkittavaa on, etta kaikissa tehtavissa kaytettiin vahintaan kahta

kielta.
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Taulukko 1. Sanallisissa tehtévissé kaytettyja matematiikan kieli&d kuvaava frekvenssitaulukko

Kielentaminen | Milli 6A | Tuhattaituri 6a | Kuutio 8 | Binomi4 | Yhteensa
Matematiikan 1 5 10 10 26
symbolikieli

Luonnollinen 0 2 9 10 21
kieli

Kuviokieli 1 1 3 4 9
Esimerkkien 1 5 10 10 23
maara

Kuudennen luokan kirjoissa kaytetyt kielet erosivat osaksi toisistaan, mutta
koska Milli 6A -kirjasta tarkasteltiin vain yhta esimerkkia, eivat tulokset ole kovin
vertailtavissa. Merkillepantava ero on se, etta Milli-kirjan esimerkissa ei kaytetty
ollenkaan luonnollista kielta, ja Tuhattaiturissa se oli kaytdossa kahdessa
esimerkissa  viidesta. Kuudennelta  luokalta  ylospain  siirryttaessa
huomattavimmin lisdantyy juuri luonnollisen kielen kayttd. Kuutio 8 — ja Binomi 4
-kirjojen esimerkeissa kaytetyissa kielissa ei ollut isoja eroja. Symbolikielta
kaytetaan molempien kirjojen kaikissa tehtavissa ja luonnollinen kieli puuttuu vain
yhdesta Kuutio 8 -kirjan esimerkkiratkaisusta. Kuviokielta kaytettiin myods lahes
yhta paljon.

Osa kaytetysta kuviokielestd on oleellinen osa tehtdvaa ja osa vain
virikkeena. Kuvioiden, jotka ovat oleellinen osa tehtavaa, poistaminen tekee
ratkaisusta epataydellisen. Kuviot voivat olla pyydettyja tehtavanannossa tai ne
voivat toimia perusteluina tehdyille laskuille. Virikekuvat puolestaan esittavat
saman asian, joka on kerrottu myds muilla tavoin. Taulukossa 2 on esitetty
tutkituissa oppikirjoissa kaytetyn kuviokielen merkitys ratkaisun kannalta. Seka
Milli- etta Tuhattaituri-kirjojen yhdessa esimerkissa kaytetty kuviokieli toimi
virikekuvana ja esitti sen, mika seuraavaksi Kkirjoitettin matematiikan
symbolikielella. Virikekuvaa kaytettiin apuna hahmottamaan tehtavan tilannetta.
Kuution 8 -kirjan esimerkeissa kaytetty kuviokieli oli kahdessa tapauksessa
virikekuva ja yhdessa kuvio oli oleellinen osa ratkaisua. Binomi 4 -kirjan
tarkastelluissa esimerkeissa virikekuvia oli kolmessa ratkaisussa, ja kuvio oli
oleellinen osa ratkaisua yhdessd esimerkissa. Virikekuvia oli siis
kokonaisuudessaan kuudessa ratkaisusta kahdeksasta, ja kuviot olivat oleellinen

osa ratkaisua kahdessa esimerkissa kahdeksasta.
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Taulukko 2. Kuviokielen merkitystd sanallisten tehtédvien esimerkeissé kuvaava frekvenssitaulukko

Kuvat Milli 6A | Tuhattaituri 6a | Kuutio 8 | Binomi4 | Yhteensa
Virikekuva 1 1 2 3 6
Oleellinen 0 0 1 1 2
osa

ratkaisua

Kuvien 1 1 3 4 8
maara

Sanallisissa tehtavissa kaytetyt ratkaisumallit

Tarkastellaan seuraavaksi tutkituissa sanallisten tehtavien esimerkeissa
kaytettyja ratkaisumalleja. Tulokset on esitetty taulukossa 3. Yksi tutkituista
esimerkeista kuuluu kahteen kategoriaan ja muut yhteen. Kuudennen luokan
Milli-kirjassa sanallinen tehtava oli ratkaistu “tiekartta”-mallilla. Tuhattaituri 6 -
kirjan ratkaisuista 10ytyi seka "standardi’- ettd "kertomus”-mallia. Yksi tehtava oli
ratkaistu nailla molemmilla malleilla, yksi pelkastaan "kertomus”-mallilla ja kolme
”standardi’-mallilla. Kuutio-kirjassa vain yksi tehtava kymmenesta oli ratkaistu
"standardi’-mallilla ja lukion lyhyen matematiikan Binomi 4 -kirjassa "standardi’-

mallia ei enaa kaytetty ollenkaan.

Taulukko 3. Sanallisten tehtédvien esimerkeissé kéytettyjé ratkaisumalleja kuvaava frekvenssitaulukko

Ratkaisumalli | Milli 6A Tuhattaituri 6a | Kuutio 8 | Binomi4 | Yhteensa
Standardi 0 4 1 0 4
Kertomus 0 2 5 7 14
Tiekartta 1 0 3 3 7
Kommentti 0 0 1 0 1
Paivakirja 0 0 0 0 0
Esimerkkien 1 5 10 10 23
maara

Kaytetyin ratkaisumalli oli “kertomus”malli. Sitd kaytettin viidessa

esimerkissa Kuutio 8 -kirjassa ja seitsemassa esimerkissa Binomi 4 -kirjassa.
Kaikista tarkastelluissa esimerkeissa "kertomus”-mallia kaytettiin yli puolissa
ratkaisuista (14/23 esimerkkia). Toiseksi kaytetyin ratkaisumalli oli "tiekartta”-
malli (7/23 esimerkkia), jota kaytettiin Kuutio- ja Binomi-kirjoissa kummassakin
kolmessa esimerkissa ja ainoassa Milli 6A -kirjan esimerkissa. Yksi "lkommentti”-

mallilla ratkaistu esimerkki I0ytyi Kuutio 8 -kirjasta. "Paivakirja”-mallia ei tehtavista
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I6ytynyt. Siina luonnollinen kieli ja kuviokieli onkin tarkoitettu ratkaisijan oman
ajattelun selkeyttamisen eika niinkaan ratkaisun lukijalle.

Tarkastelluissa kuudennen luokan kirjoissa oli ero ratkaisumallien kaytossa.
Milli 6A -kirjasta 10ytyi vain yksi sanallisen tehtavan esimerkki, joka on esitetty
kuvassa 10. Esimerkki oli ratkaistu ’tiekartta’-mallin mukaisesti kayttaen
matematiikan symbolikielta ja kuviokielta. Apukuvion avulla hahmotellaan sita,

mitd seuraavassa vaiheessa Kkirjoitetaan matematiikan symbolikielella

lausekkeeksi
Mallit sanallisissa tehtavissa
Parturi leikkaa Ollin ja Jalon Sijoitetaan luvut apukuvioon. 100€-2-28¢€
hiukset. Yksi hiustenleikkaus
= 100€-56¢€
maksaa 28 euroa. Kuinka 100 € ‘
paljon he saavat vaihtorahaa 28€ | 28€ ? ‘ = 44 €
100 eurosta? V.44 €

Kuva 10. Milli 6A -kirjan esimerkki sanallisen tehtédvén ratkaisusta [24]

Tuhattaiturista puolestaan tarkasteltiin viitta tehtavaa, joissa oli kaytetty joko
"standardi’- tai "kertomus”-mallia. Yksi Tuhattaiturin tarkastelluista esimerkeista
oli ratkaistu molempien mallien mukaan. Tama esimerkki on esitetty kuvassa 11.
Merkittavaa on, miten paljon vihemman sanallisia tehtavia Ioytyi Milli 6A -kirjasta
kuin Tuhattaituri 6a -kirjasta. On myos huomattava, etta vaikka Tuhattaituri-kirjan
alussa opetetaan ratkaisemaan lasku osissa, myohemmissa esimerkeissa

kaytetaan enimmakseen “standardi’-mallia.

Laatikossa on 27 hedelmiakarkkia ja 43 salmiakkikarkkia. Karkit jaetaan
seifsemaéan pussiin tasan. Kuinka monta karkkia jokaiseen pussiin fulee?

Laskun laskeminen osissa Laskun laskeminen yhdella lausekkeella

karkkeja yhteensa 27 +43=70 (27 +43):7
=70:7
karkkeja pussissa 70:7=10 -10
Tulos: 10 karkkia Tulos: 10 karkkia

Kuva 11. Tuhattaituri 6a -kirjan esimerkki sanallisen tehtévéan ratkaisusta [27]

Kahdeksannen luokan ja Ilukion lyhyen matematiikan kirjojen sanallisten
tehtavien esimerkkiratkaisuissa ei ollut suuria eroja ratkaisumallien kaytossa.
Seka Kuutio 8 — ettéd Binomi 4 -kirjoissa kaytetyin ratkaisumalli oli "kertomus”-
malli, ja toiseksi eniten tehtavia oli ratkaisu "tiekartta”-mallin mukaan. Kuvassa 12

on Kuutio 8 -kirjan esimerkkitehtava, joka on ratkaistu “kertomus”-mallin
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mukaisesti osissa. Siind kuva on virikkeena, ja siis selventdmassa sita, mika

luonnollisella kielella on viereen kirjoitettu.

Esimerkki 6 120 cm pitka lauta on katkaistava kahteen osaan siten, ettd osien suhde
on 1: 2. Kuinka pitkia osat ovat?

40 cm
[ | | | Osien lukumddrd on suhteen jasenten summa. 1+2=3
h N ’ Jaetaan lauta 3 osaan. 120:3=40cm
120em Lyhyempi osa on 40 cm.
Pitempi osa on 2 jako-osaa. 2-40cm=80cm

Vastaus: 40 cm ja 80 cm

Kuva 12. Kuutio 8 -kirjan esimerkki "kertomus"-mallin mukaisesti ratkaistuna [25]

Vaikka kahdeksannen luokan ja lukion kaytetyissa ratkaisumalleissa tai
kielessa ei ollut maarallista eroa, on oppikirjojen esimerkkien ratkaisut kielellisesti
erilaisia. Binomi 4 -kirjassa luonnollisella kielella esitetyt perustelut olivat usein
pidempia virkkeita ja Kuutio 8 -kirjassa yksittaisia lyhyita lauseita. Kuvassa 13 on
Binomi 4 -kirjan esimerkki "kertomus”-mallin mukaisesti ratkaistuna. Kuvia 12 ja
13 vertailtaessa huomataan, ettd lukion oppikirjan esimerkkitehtavassa
luonnollista kielta kaytetaan enemman kuin kahdeksannen luokan kirjassa.
Molemmissa esimerkeissa on kaytetty Kkuviokieltda havainnollistamaan

matematiikan symbolikielelld ja luonnollisella kielella ilmaistua asiaa.

37



ihen verotulojen vuoksi vihentimain me.

& Viden. Kaapunki joutus pienentyne

Esimeriin 3 |m:|g:1| Kaupungin on siastettava budjetistaan yhieensd 6,5 % seuraivan

m“ms mveljis visnden aikana. SEdsiiit (olcutctaan siten, ettd budpettia leikataan
joka vuosi yhti monta proscnitia.

ab  Kuinka monia prosenttia on ascicitava wutuiseksi s-’fis_lmimnlwk.su?

bl Neljn vuoden filkeen kanpunki jatkaa edelleen budjetin ledkkaamista
1.0 % vuosittain kolmen seuraavan viroden ajan. Kuinka monta
prosenitia alkuperisestd budjetista on timin Jillkceen leikattu?

Kivska ahsssa olevas budj Ratkaisu
el ol annettu, sE merkitsin ———+ &) Merkitiin tarkastelun ahussa olevaa budjertia kirfaimella o {a > 0)
Icllakin kitjaimaila, MNehin vuoded kuluttua bedjetti on pienentynyl 6,5 %.

100 % - 6,5 % = 93,5 % =0935
Baadictti on siis neljissh vuodessa 0,935-kertaistunut cli se on 0,935a.

Budjetti sussy

Budjetti neljin vooden kulutiua:

s [ELY

Merkitaan vuotuista vilenemisti kuvaavaa prosentiikerrointa kirjai-
mella k eli budjett k-kertaistun vuosittain, N.rl;iin vuoden kuluties
se on g kY. Todsaalta budjetin arvo till%in on 0,935, Mundostetaan
yhidla ja ratkaistaan kerroin k.

a-k' = 09352
k= 109833...
Kun prosentiibesroin on alle 1,
S S e — Frosenttikerroin k on positiivieen luky, joten k = 0,9833, .,

Vuotuinen siistitavoite on siis | — 09833 = D.0066... = 1,7 %

Neliin vunden jilkeen budjetti on 0,935 Budjetin leikkausta
Jatketaan 1.0 % vuosittain kolmen seuraavan vuoden ajan, Budjetti
0,99 kerialstun vundessa, Lasketaan buddjetin arve kolme vuoden

jilkeen,
0,935 a-0.99° = 0,9072. . 4

Alkuperiinen budjetti on 0,9072. ,-kertaistunut.
Budpettia on sits leikatia | - 09072, = 00927, =93 %

Vastaus
al 1.7 % b) 93 %

Kuva 13. Binomi 4 -kirjan esimerkki "kertomus"-mallin mukaisesti ratkaistuna [26]

Kuudennen luokan oppikirjoissa tehtavien ratkaisua ohjaa myos kirjan
rakenne. Jos tehtavat ratkaistaan kirjaan, on siind annettu tietty tila ratkaisua
varten. Kuvassa 14 on esitetty sanallisen tehtavan ratkaisuun osoitettu tila Milli
6A -kirjasta. Oppilasta ohjeistetaan ensin tdydentamaan apukuvio ja sitten
laskemaan lasku. Tilalla ohjataan tietynlaiseen ratkaisumalliin, eika siina ole
jatetty tilaa Iluonnolliselle kielelle tai muulle ratkaisun hahmottelulle.
Tehtavanannolla halutaan opettaa oppilasta kayttamaan sanallisten tehtavien

ratkaisuun apukuviota. Vihkotehtavissa sanotaan: "voit piirtda apukuvion”.
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n Taydenna apukuvio. Tee lasku ja laske.

a. Eena ja Kati syovat hampurilais- ‘
aterian. Yksi ateria maksaa
8 euroa. Kuinka paljon heille
jaa rahaa 40 eurosta?

Kuva 14. Milli 6A -kirjan sanallinen tehtévé [24]

Tuhattaituri 6a -kirjasta |Oytyy kappale, jossa opetetaan ratkaisemaan
sanallisia tehtavia joko osissa tai yhdella lausekkeella. Tehtavanantojen avulla ja
kirjan rakenteella opetetaan siis ratkaisemaan sanallisia tehtavia seka
"kertomus”- etta "standardi’-mallin mukaisesti. Osissa ratkaistaessa oppilaalle ei
ole kuitenkaan jatetty oppikirjaan tilaa itse kirjoittaa ratkaisuvaiheita luonnollisella
kielelld, vaan ne on kirjoitettu valmiiksi. Vihkotehtavissa oppilaan annetaan itse
valita, kumpaa ratkaisutapaa tama haluaa kayttdd. Kuvassa 15 on esitetty

Tuhattaituri-kirjan tehtava.

2. Ratkaise.
Vihko maksaa 3 euroa ja kyna 2 euroa. Emma ostaa kaksi vihkoa ja kahdeksan kynaa.
Kuinka paljon ostokset maksavat yhteensa?

a. Laske lasku osissa. b. Merkitse lauseke ja laske.

vihkojen yhteishinta P

kynien yhteishinta

ostokset yhteensa

Tulos: Tulos:

Kuva 15. Tuhattaituri 6a -kirjan sanallinen tehtéva [27]

Sanallisten tehtavien yleisohjeet

Peruskoulun oppikirjoista [0ytyi yleisohjeita, miten ratkaista sanallisia tai
ongelmanratkaisua vaativia tehtavia. Lukion oppikirjasta vastaavaa ohjetta ei
lO0ytynyt. Tarkastellaan seuraavaksi Milli 6A -oppikirjan ohjetta sanallisen
tehtavan ratkaisuun ja Kuutio 8 -oppikirjan ohjetta ongelmanratkaisuun.

Milli 6A -kirjan yleisohje sanallisen tehtavan ratkaisemiseen ei [0ytynyt
oppilaan kirjasta, vaan opettajalle tarkoitetuista opetusvinkeista. Materiaalissa
ohjeistetaan ratkaisemaan sanallinen tehtava apukuviota hyédyntaen. Kuvassa

16 annettu ratkaisuohje on erityisesti kuvassa 10 esitetylle esimerkille, mutta se
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voidaan yleistda myds muille sanalliselle tehtaville. Ohjeen mukaan aluksi taytyy
miettia, mita tietoja tehtavassa on annettu ja mita siina kysytaan. Taman jalkeen
taydennetaan apukuvio tarkastelemalla, miten tehtavan tiedot sijoitetaan kuvioon
ja mihin tulee kysymysmerkki. Ennen tata vaihetta tehtavan ratkaisijalla tulisi olla
tiedossa, etta kuvion ylin yhtenainen palkki esittaa kokonaisuutta, alempiin osiin
jaettu palkki kokonaisuuden eri osia ja kysymysmerkilla merkitaan tehtavassa
kysyttya asiaa. Apukuvion tayton jalkeen tulee miettia, milla laskutoimituksella
tehtava ratkeaa. Lopuksi suoritetaan laskutoimitukset ja merkitaan vastaus.
Ohjeen eri vaiheista I6ytyy valmiit kysymykset, joihin kyseisessa vaiheessa
halutaan vastaus. Tassa vaiheen peraan on Kkirjoitettu, mita se tarkasteltavan
tehtdvan kannalta tarkoittaa, mutta kysymyksia voi kayttaa myoOs yleisesti
sanallisten tehtavien ratkaisuun. Ohjeessa on paljon tekstia, minka vuoksi
ratkaisun vaiheita voi olla haastava erottaa toisistaan. Ohje on Kkuitenkin

tarkoitettu opettajan kayttoon eika sellaisenaan oppilaille.

Asetetaan ndkyviin sanallinen tehtava Taydennetiin apukuvio:
ja tyhja apukuvio:

"Parturi leikkaa Ollin ja Jalon hiukset. it 2 (Yl o Ikkii
Yksi hiustenleikkaus maksaa 28 euroa. APNGEON - TR paan N

Kuinka paljon he saavat vaihtorahaa tulee maksettu summa 100 €.
100 eurosta?” Alempaan tulee kaksi kertaa hius-

tenleikkauksen hinta 28 €.)
« Mihin kohtaan tulee kysymysmerk-
Opetellaan esittim3ain sanallisen ki? (Alemman palkin kolmas osa
tehtﬁuén tilanne apukuv[on avu"a: esitté‘a tuntematonta Vaihtol’ahaa.

- Miten tehtavan tiedot sijoitetaan

Kuvioon merkitdan tehtavissi Siihen merkitdan kysymysmerkki.)
annetut (oleelliset) luvut.
Kysyttyd asiaa merkitddn kysymys- 100 €
merkill3. 28€ | 28€ ?
Ylin yhtendinen palkki esitta3 i ) i
kokonaisuutta.

+  Alempi osiin jaettu palkki esitt3d3

Ratkaistaan tehtava loppuun:
«  Milla laskutoimituksella tehtava

kokonaisuuden eri osia. ratkeaa? (100 € -2-28 €)
Tehtivissd voidaan kysya mité - Suoritetaan laskutoimitukset ja
tahansa osaa tai kokonaisuutta. merkitian vastaus:

Tarkastellaan tehtavaa jarjestelmallises- 100E—_56€=44€ V:44€

ti ja annetaan oppilaiden kertoa tehta-

i - ) - Todetaan, ettd pojat saavat vaihto-
van tiedot omin sanocin:

i o rahaa 44 euroa.
Mita tietoja on annettu? (Yksi hius-

tenleikkaus maksaa 28 €. Leikataan
kahden pojan hiukset. Maksetaan
100 euron setelill3.)

Mita tehtdvassa kysytaan? (Kuinka
paljon pojat saavat vaihtorahaa?)

Kuva 16. Milli 6A -kirjan ohje sanallisen tehtédvén ratkaisuun apukuvion avulla [30]
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Kuutio 8 -oppikirjassa on annettu yleisohjeet seka ongelmanratkaisulle etta
ongelmanratkaisulle yhtaléon avulla. Ohjeet on esitetty kuvassa 17. Ohjeiden
mukaan ongelmanratkaisu tulisi aloittaa lukemalla tehtava huolellisesti ja
keraamalla ylos lahtotiedot esimerkiksi taulukkoon tai piirrokseen. Yhtalolla
ratkaistessa taytyy valita muuttujat ja merkita muut tekijat muuttujan avulla.
Taman jalkeen tulee kayttaa jotain ongelmanratkaisumenetelmaa, kuten
paattelemista, kokeilua tai ratkaisua takaperin. Yhtalon avulla ratkaistessa tulee
muodostaa yhtald annetuista tiedoista. Seuraavaksi tehtava ratkaistaan ja
tarkistetaan, onko saatu ratkaisu jarkeva ja alkuehdot tayttava. Lopuksi tulisi viela
tutkia, onko ldydetty ainoa mahdollinen ratkaisu vai onko olemassa muita
ratkaisuja. Ratkaisuprosessin vaiheet on ohjeissa esitetty luettelomaisesti vaihe

vaiheelta.

NAIN RATKAISET ONGELMIA

« Perehdy ongelmaan huolellisesti.

- Keraa kaikki mahdolliset [ahtotiedot. Tee tarvittaessa taulukko tai
piirra ongelmaa selventava piirros.

- Kay lapi yleisia ongelmanratkaisumenetelmia kuten
paatteleminen, kokeileminen, taulukoiminen, piirtaminen ja
ratkaiseminen takaperin eli lopusta alkuun.

- Ratkaise ongelma.

- Tarkasta, etta saamasi ratkaisu on jarkeva ja tayttaa alkuehdot.

« Tutki, onko muita ratkaisuja. Onko |6ytamasi ratkaisu ainoa

mahdollinen?
ONGELMANRATKAISU YHTALON AVULLA

« Lue tehtava huolella.

- Kayta tarvittaessa apuna kuviota tai taulukkoa.

« Valitse muuttuja ja merkitse sita kirjaimella.

« Merkitse mahdolliset muut tekijat muuttujan avulla.

« Muodosta yhtalo tehtavassa annetuista tiedoista.

« Ratkaise yhtalo.

« Laske tarvittaessa lisatietoja.

- Kirjoita vastaus kysymykseen.

- Tarkista, toteuttaako vastaus tehtavassa annetut tiedot.

Kuva 17. Kuutio 8 -kirjan yleisohje ongelmanratkaisuun ja ongelmanratkaisuun yhtélén avulla [25]
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5.2 Peruslaskutehtavét

Tassa alaluvussa esitetaan peruslaskutehtavista saadut tutkimustulokset.
Peruslaskutehtavien esimerkkeja analysoitiin yhteensa 12 kappaletta. Milli 6A -,
Kuutio 8 - ja Binomi 4 -kirjoista kustakin valittin aineistoon nelja esimerkkia.
Esimerkeista tutkittin mitd matematiikan kolmen kielen mallin mukaisia kielia
ratkaisuista loytyi, minka ratkaisumallin mukaisesti esimerkki etenee ja miten

kaytettyja kielia hyodynnetaan.

Peruslaskutehtavissa kaytetyt matematiikan kielet

Taulukossa 4 on esitetty peruslaskutehtavien esimerkkien ratkaisuissa kaytetyt
matematiikan kielet. Kaikissa tarkastelluissa esimerkeissa kaytettiin
matematiikan symbolikielta. Milli 6A -kirjan esimerkeissa ei kaytetty luonnollista
kieltd, mutta tutkituista esimerkistd kahdessa neljasta kaytettiin kuviokielta.
Kuutio 8-kirjassa kolmessa esimerkissa neljasta kaytettiin luonnollista kielta ja
vain yhdessa kuviokielta. Binomi 4 -kirjassa luonnollinen kieli oli osa jokaista
esimerkkia, mutta yhdessakaan ei kaytetty kuviokielta. Luonnollisen kielen maara
siis lisdantyi ja kuviokielen maara vaheni luokka-asteilla ylemmas siirryttaessa.
Ratkaisuissa kaytetty kuviokieli oli kaikissa esimerkeissa virikekuvana
auttamassa ratkaisun ymmartamista. Merkittavin ero on, ettd kuudennen luokan
kirjassa yhdessakaan tutkituista esimerkeista ei kaytetty luonnollista kielta ja

lukion lyhyen matematiikan kirjassa sita kaytettiin jokaisessa tehtavassa.

Taulukko 4. Peruslaskutehtdvissé kaytettyjen matematiikan kielten frekvenssitaulukko

Kielentaminen | Milli 6A | Kuutio 8 | Binomi 4 | Yhteensa
Symboli 4 4 4 12
Luonnollinen 0 3 4 7
Kuvio 2 1 0 3
Esimerkkien 4 4 4 12
maara
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Peruslaskutehtavissa kaytetyt ratkaisumallit

Peruslaskutehtavien esimerkkien ratkaisut luokiteltin niiden ratkaisumallin
mukaisesti. Kaytettyjen ratkaisumallien maarat on esitetty taulukossa 5. Kaikki
Milli 6A -kirjan tehtavat oli ratkaistu "standardi”-mallin mukaisesti. Kuutio 8 -
kirjassa enaa 1 esimerkki oli ratkaistu "standardi”-mallilla ja kolme "kommentti’-
mallilla. Binomi 4 -kirjassa kolme tarkastelluista esimerkeista oli ratkaistu
"kommentti”-mallin ja yksi "tiekartta”-mallin mukaan. Kahdeksannen luokan ja

lukion peruslaskutehtavissa selvasti kaytetyin malli oli siis "lkommentti”-malli.

Taulukko 5. Peruslaskutehtédvissé kéytettyjen ratkaisumallien frekvenssitaulukko

Ratkaisumalli Milli 6A Kuutio 8 Binomi 4 Yhteensa
Standardi
Kertomus
Tiekartta
Kommentti
Paivakirja
Esimerkkien
maara

AOO|IO|IO|N
AOWO|IO|—~
AlOW|—~|O|O
NOIO|—=OO;

Jokaisella tutkitulla luokka-asteella esimerkeilld on tietty ratkaisutapa, joka
eroaa muiden luokka-asteiden tavasta. Milli 6A-kirjan esimerkeissa ratkaisu oli
esitetty lahinna symbolikielella, osassa tehtavista myos kuviokielella.
Analysoidussa aineistossa kuviokielen avulla havainnollistettin tehtavaa
laskutoimitusta. Kuvioiden avulla pyritddan mallintamaan ilmiéta ja tekemaan
symbolikielella tehdysta ratkaisusta lukijalle ymmarrettavan. Kuudennen luokan
kirjassa luonnollinen kieli ei ole osa tehtavien ratkaisua. Osassa tehtavista
luonnollista kieltd kaytetdan kuitenkin ylimaaraisissa kommenteissa, kuten
vinkeissa miten lahtea ratkaisemaan tehtavaa. Kirjassa ei siis rohkaista oppilasta
kayttamaan luonnollista kielta tdman omassa ratkaisussa, vaan annetaan ohjeita,
miten tehda laskutoimituksia. Kuvassa 18 on esimerkki tallaisesta luonnollisen

kielen kaytosta.
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Lukujen 267 ja 405 summa

267 + 405 Summan ja erotuksen
= 267 + 400 + 5 voi laskea esimerkiksi
= 66745 vaiheittain tai allekkain.
= 672

Lukujen 405 ja 267 erotus

405 - 267
9
3[M|15
3(0|5
— |2 | &4
1138

Kuva 18. Milli 6A -kirjan esimerkkiratkaisu peruslaskutehtévén ratkaisemisesta [24]

Kuutio 8 -kirjan esimerkkien ratkaisuissa luonnollisen kielen maara lisaantyi.
Esimerkit oli ratkaistu vaiheittain allekkain matematiikan symbolikielella, ja
jokaisen ratkaisuvaiheen viereen oli Kkirjoitettu luonnollisella kielella, mita
kyseisessa vaiheessa tehdaan. Sama "kommentti”-mallin rakenne toistui l&hes
kaikissa tarkastelluissa esimerkeissa. Yhdessa tarkastelluista esimerkeista
luonnollisella kielelld tehtdva vaiheiden selitys puuttui ja se luokiteltiinkin
"standardi’-mallin mukaisesti ratkaistuksi. Kuvassa 19 on esimerkki Kuutio 8 -
kirjan ratkaisusta. Siina on edella kuvatun rakenteen lisaksi annettu vastaus
myOs kuviokielellda. Kuviokieli ei ole osa tehtdvan ratkaisua, vaan se
havainnollistaa lukijalle matematiikan symbolikielelld annettua vastausta.

Ratkaisun lopuksi vastaus on viela annettu luonnollisella kielella.

Esimerkki 6 Ratkaise epayhtald 3(x — 4) > 5x + 8.

3(x—4)>5x+8 Poistetaan sulkeet.
) 3x—-12>5x+8 Siirretaan termeja.
Avopallo tarkoittaa, etta
luku ei kuulu joukkoon. 3X=-5x>8+12 Yhdistetddn samanmuotoiset termit.
:\ . _ —2x > 20 | :(=2) Jaetaan muuttujan kertoimella.
-10 0 X X <—10 Muutetaan erisuuruusmerkin suunta.

Kaikki muuttujan x arvot, jotka ovat pienempia kuin —-10, toteuttavat
alkuperdisen epayhtélon.

Kuva 19. Kuutio 8 -kirjan esimerkki peruslaskutehtéavén ratkaisemisesta [25]
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Lukion lyhyen matematiikan Binomi 4 -kirjan esimerkeissa ratkaisun alussa
kerrotaan luonnollisella kielella, mita ratkaisussa aiotaan tehda, ja taman jalkeen
ratkaisu on Kkirjoitettu matematiikan symbolikielella. Jokaista vaihetta ei enaa
esiteta luonnollisella kielella, kuten kahdeksannen luokan kirjassa tehtiin.
Esimerkeissa on kuitenkin luonnollisella kielella kommentoitu joitain
matematiikan laskusaantoja tai ratkaisun vaiheita. Tallaisen ratkaisun voisi lukea
kuuluvaksi myos “tiekartta®-malliin, mutta nakyvan kommentoinnin vuoksi
esimerkit on luokiteltu ’kommentti”-malliksi. Yhdessa tarkastelluista esimerkeista
ratkaisun vieressa kulkevaa kommentointia ei ollut, ja tama ratkaisu luokiteltiinkin
“tiekartta”-mallin mukaiseksi. Kuvassa 20 on esimerkki Binomi 4 -kirjan
ratkaisusta. Kyseisessa esimerkissa opiskelijalla on mahdollista nahda ratkaisu

myds videon muodossa.

Video Ri\lk.w:u' yhitali, :
Esimerkin 4 a) Sx*-12=8 b} 4x* =12x
ratkaisu

Ratkaisu

a) Yhtalista 5x° =12 = 8 puuttuu ensimmaisen asteen termi, eli b = 0.
Muokataan yhiilii siten, etta vasemmalle puolelle jia vain toisen
asteen termi ja vakio siirretidn vhiilon otkealle puolelle,

Sx —12=8
Sxt =R+12
Sx? =20 |:5

=4 — —— Ratkaistaan yhtali nelidjuuren avulla.

Yhialin ratkaisun vod psittad myds
muodossa €= 2 i x= -2,

b) Yhiilostd dx® = 12x puuttuu vakiotermi, eli ¢ = 0, Muckataan yhsilid
siirtamalli kaikkl termit yhtilon vasemmalle puolelle. Sovelletaan
sitten tulon nollassdntd.

4x? =12x
4xf —12x=0 4—— Emtetaan yhelseksl tekijals) x.
Tubon nollaskinmbn mukaan tuks (e =12y=0
on nolla, jos jompikuempi tlon _ . )
tekijonts » tai 4x — 12 on nolla. =0 tai dx=12=10
dx=12 |: 4
x=3
Vastaus
a) x=142 bl x=0talx=3

Kuva 20. Binomi 4 -kirjan esimerkki peruslaskutehtévén ratkaisemisesta [26]
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6 POHDINTA

Taman tutkimuksen tarkoituksena oli selvittaa, miten matematiikkaa kielennetaan
matematiikan oppikirjojen esimerkkitehtavien ratkaisuissa. Lisaksi tarkasteltiin,
millaisia yleisohjeita sanallisten tehtavien ratkaisuun oppikirjoista I0ytyy.
Aineiston perusteella kielten kaytdossa ja esimerkkitehtavien ratkaisutavoissa
tapahtuu muutosta siirryttaessa luokka-asteelta toiselle. Yleishuomiona voidaan
sanoa, etta tehtavien ratkaisut pitenevat ja kielenkayttd monipuolistuu
siirryttdessa ylemmille luokille. Matematiikan kielentamista tarkasteltin muun
muassa Joutsenlahden ja Kuljun [3] kolmen kielen mallin pohjalta. Kuten olettaa
saattoi, kaikki tutkitut esimerkkiratkaisut sisalsivat matematiikan symbolikielta.
Kiinnostavampaa tutkimuksessa olikin se, miten muiden matematiikan kolmen
kielen mallin kielten, luonnollinen kieli ja kuviokieli, kayttd muuttuu luokka-
asteiden valilla.

Luonnollinen  kieli lisaantyi seka tutkituissa sanallisten etta
peruslaskutehtavien esimerkkiratkaisuissa siirryttaessa ylemmille Iluokille.
Tarkastellaan ensin luonnollista kielta peruslaskutehtavissa. Kuudennen luokan
oppikirjan tarkastelluista peruslaskutehtavien esimerkeistd yhdessakaan ei
kaytetty luonnollista kielta, kahdeksannen luokan Kkirjasta loytyi viela yksi
peruslaskutehtavan esimerkkiratkaisu ilman luonnollista kielta, ja lukiossa sita
kaytettiin kaikissa ratkaisuissa. Alaluokilla tehtavat ovat yksinkertaisempia,
eivatka ratkaisut siksi valttamatta vaadi paljoa perusteluja. Ylakouluun
siirryttaessa tehtavat vaikeutuvat, ja tassa vaiheessa havaittiinkin suurin
harppaus luonnollisen kielen lisaantymisessa. Esimerkiksi yhtalot ratkaistiin
kuudennen luokan kirjassa symbolikielta ja kuviokieltd hyodyntaen. Ylakoulussa
jokainen ratkaisun vaihe selitettin myds luonnollisella kielella, ja oppikirjan
yhtalonratkaisun esimerkeissa oli myds huomattavasti enemman vaiheita kuin
kuudennella luokalla. Lukiossa peruslaskutehtavat alkavat olla jo tuttuja, eika
tutkitussa oppikirjassa enaa perusteltu luonnollisella kielella kaikkia ratkaisun

vaiheita, vaan perustelut laskutoimituksille annetaan heti ratkaisun alussa ja vain
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osa vaiheista perustellaan kommenteilla. Vaikka tehtavat ovat alaluokilla
yksikertaisempia, olisi luonnollisen kielen kaytto jo tassa vaiheessa tarkeaa, silla
sen voidaan nahda olevan tie matematiikan kasitteiden ja symbolikielen
ymmartamiseen. Luonnollisen kielen avulla oppilas voi jdsentaa ja syventaa
omaa ajatteluaan. [31]

Myos sanalliset tehtavat vaikeutuvat ja monipuolistuvat luokka-asteilla
ylemmas siirryttdessa, mika nakyy lisaantyvana luonnollisen kielen kayttona.
Kahdeksannella luokalla jo lahes kaikki ja lukiossa kaikki esimerkkiratkaisut
sisalsivat luonnollista kielta. Ratkaisuissa on enemman vaiheita ja tehtavat laskut
perustellaan luonnollista kielta kayttaen. Monivaiheisissa ratkaisuissa kielten
monipuolinen kayttd auttaa niin ratkaisijaa itseaan kuin mahdollista ratkaisun
lukijaa [4]. Kuudennen luokan kirjoissa tarkastellut ratkaisut olivat vain muutaman
rivin vastauksia. Peruskoulussa sanallisten tehtavien ratkaisut ovatkin yleensa
lyhyita [3]. Vaikka Milli-kirjassa ei kaytetty luonnollista kielta sanallisten tehtavien
ratkaisemiseen, Tuhattaiturissa sita kaytettin. Jos opettaja siis noudattaa
oppikirjan ratkaisutapaa, saavat eri oppikirjoja kayttavat oppilaat hyvin erilaiset
lahtokohdat ylakouluun siirryttaessa. Tama on merkittavaa, silla opettajat kokevat
oppikirjan kayton tarkeaksi osaksi opetusta, ja niiden sisalto- seka
rakenneratkaisut vaikuttavatkin huomattavasti matematiikan opetukseen [9].

Tutkitun aineiston peruslaskutehtavien esimerkeissa kuviokielta kaytettiin
eniten kuudennen luokan oppikirjassa. Alakoulussa kuviokielen avulla usein
havainnollistetaan tutkittavaa matemaattista ilmiéta. Sen avulla voidaan muun
muassa ilmaista lukumaarien muutoksia esittamalla tehtavan alku- ja
lopputilanne [15]. Tutkittavat ilmidt ovat alaluokilla riittavan yksikertaisia kuvioiden
tai konkreettisten esineiden avulla havainnollistettaviksi. Sanallisten tehtavien
esimerkeissa kuviokielta kaytettiin Milli 6A -kirjan ainoassa esimerkissa ja osassa
Tuhattaituri 6a -kirjan esimerkeista. Milli-kirjassa tehtavan ratkaisemiseksi
opetettiin kayttamaan apukuviota, jonka avulla voidaan hahmottaa annettujen
tietojen yhteyksia. Kahdeksannen luokan ja Ilukion sanallisten tehtavien
esimerkeissa kuviokielta kaytettiin vain muutamassa esimerkissa, ja kuviot olivat
yleisimmin virikekuvia. Kuviokielta kaytettiin yleisesti esimerkkitehtavien
ratkaisuissa valitettavan vahan, silla aiemman tutkimuksen mukaan merkittava

osa opiskelijoista kokee kuvion piirtdmisen auttavan tehtavien ratkaisussa [5].

47



Esimerkkeja tarkasteltin myds Joutsenlahden [4, 5] ratkaisumallien
pohjalta. Kaytetyin ratkaisumalli kahdeksannen luokan ja lukion sanallisten
tehtavien esimerkeissa oli "kertomus”-malli ja peruslaskutehtavissa "kommentti’-
malli. Joutsenlahden [4] mukaan "kertomus”-malli on kaytetty lukion sanallisten
tehtavien esimerkeissa, mita taman tutkimuksen tulokset siis vahvistavat. Myos
opiskelijat kayttavat mieluiten kyseista mallia omissa ratkaisuissaan [5].
"Kertomus”mallissa kielten valilld vaihdellaan sujuvasti ja sama asia on voitu
esittda kahden tai useamman kielen avulla. Monipuolinen kielten kaytto edistaa
oppimista ja syvemman ymmarryksen syntymista, silla oppijoita on monenlaisia
[2]. Toinen oppija voi ymmartaa tehtavan ratkaisun pelkan symbolikielen avulla,
mutta toinen tarvitsee rinnalle esimerkiksi luonnollisella kielella tehdyt perustelut
lausekkeille.

Kuudennella luokalla peruslaskutehtavien esimerkeissa kaytettiin
ainoastaan ’standardi”-mallia. Sanalliset tehtavat ratkaistiin Milli-kirjassa
“tiekartta”-mallin mukaisesti ja Tuhattaituri-kirjassa “standardi’- tai "kertomus”-
mallin  mukaisesti. “Standardi”-malli onkin yleisesti kaytetty ratkaisumalli
erityisesti peruskoulun oppikirjoissa [4]. Hyvaa on, etta alakoulun oppikirjoissa
opetetaan “standardi’-mallin lisdksi myods muiden ratkaisumallien kayttdéa
sanallisia tehtavia ratkaistaessa. Useamman kielen kayttd jo alakoulussa on
tarkeaa, silla nain voidaan taata jokaiselle oppilaalle hanelle sopivin tapa lahestya
matematiikan tehtavia. Joku tai jotkut kielista voivat olla oppilaalle luonnollinen
tapa ilmaista ajatteluaan [13].

Joutsenlahden [4] mukaan perusopetuksen oppikirjat antavat yhdenlaisen
mallin sanallisten tehtavien ratkaisuun, eivatka rohkaise kayttamaan muita
malleja tai kuviokieltd ja luonnollista kieltd ratkaisuissa. Lukiossa
esimerkkitehtavat on puolestaan ratkaistu monipuolisesti kaikkia kolmen kielen
mallin kielia kayttaen, joten uudet tavat ilmaista matematiikkaa tulisi oppia
nopeasti [4]. Myos tata tutkimusta varten analysoidussa aineistossa ol
huomattavissa, ettd peruskoulussa sanallisten tehtavien ratkaisujen esimerkit
olivat kielellisesti yksipuolisempia kuin lukiossa. Erityisesti kuudennella luokalla
ratkaisut olivat hyvin yksinkertaisia ja myo0s oppikirjan asettelu ohjasi
ratkaisemaan tehtavia yhdella tietylla tavalla. Positiivista on, ettd kahdeksannen
luokan oppikirjan esimerkkien ratkaisuista |0ytyi luonnollista kielta ja kuviokielta.

Talloin harppaus lukion pidempiin ja kielellisesti monipuolisempiin ratkaisuihin ei
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ole liilan suuri. On kuitenkin huomattava, ettd jo peruskoulun oppikirjojen
esimerkeissa kaytettiin matematiikan symbolikielen lisaksi muita kielia. Aiemman
tutkimuksen mukaan peruskoulun oppikirjoissa sanallisten tehtavien ratkaisuun
on ohjattu kayttamaan vain symbolikielta ja standardimallia [4]. Tassa voidaan
siis nahda kehitysta aiempaan tutkimukseen verrattuna.

On merkillepantavaa, miten vahan sanallisia tehtavia Milli 6A -oppikirjasta
IOytyi. Tutkimukseen jouduttiin ottamaan mukaan toinen kuudennen luokan
oppikirja, koska Millista 10ytyi vain yksi haluttu esimerkki. Tata tutkimusta varten
tehdyn aineiston hankinnan perusteella sanallisten tehtavien maara kasvaakin
merkittavasta ylakouluun mentdessa. Sanallisia tehtavia tulisi ratkoa kaikilla
luokka-asteilla, silla niiden avulla opitaan matemaattisten operaatioiden lisaksi
matemaattisen ajattelun kehitystd [3], ongelmanratkaisua [32] sekd oman
ajattelun tekemistda nakyvaksi matematiikan kaikilla kielilla. Lukiossa
ylioppilaskokeissa opiskelijan odotetaan osaavan Kkirjallisesti ilmaista
matemaattista ajattelua selkeasti ja monipuolisesti [5]. Jos alaluokilla sanallisten
tehtavien tekoa on harjoiteltu vain vahan, on harppaus ylékouluun ja edelleen
lukioon mentaessa suuri. Alakoulun opettajan tulisikin ymmartaa, mita
myohemmilla luokilla tehtavien ratkaisuun vaaditaan. Nain han voi ohjata
oppilasta kohti haluttuja ratkaisutapoja.

Alakoulussa oppilaat tekevat viela paljon tehtavia suoraan oppikirjaan,
jolloin oppikirjan asettelu voi rajata mahdollisuuksia ratkaista tehtava.
Tarkastelluissa kuudennen luokan oppikirjoissa tehtavien asettelu ei jattanyt tilaa
oppilaan omalle luonnollisen kielen tai kuviokielen kaytdlle. Matematiikan
oppituntien vaarana onkin yksipuolisten tehtavien mekaaninen laskeminen [9].
Jokaisella luokka-asteella oppilaan tulisi ratkaista monipuolisesti erilaisia
tehtavia, silla lian samankaltaiset tehtavatyypit voivat aiheuttaa sen, etta oppilas
oppii vain pinnallisen strategian tehtavien ratkaisuun [31]. Ylakoulussa ja lukiossa
tehtavat ratkaistaan vihkoon, mika jattdéda enemman tilaa oppilaan omalle
hahmottelulle.

Tutkimuksessa tarkasteltiin kolmen kielen mallin kielia, silla esimerkit eivat
sisaltaneet neljan kielen mallin neljatta eli taktiilista toiminnan kielta. Taktiilista
toiminnan kieltad voitaisiin lisatd myos oppikirjoihin sarjoittamalla toimintoja
kuviksi. Esimerkiksi murtokakkujen kuvilla avulla voitaisiin esittda vaiheittain

murtolaskuja. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden [16] mukaan
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konkretian ja toiminnallisuuden tulisi olla keskeinen osa matematiikan opetusta.
Taktiilisen toiminnan kielen avulla voidaan tuoda naita sisaltdja opetukseen.
Konkretian avulla oppilaat voivat hahmottaa abstrakteja matematiikan kasitteita
ja tutkia, miten kasitteet muuttuvat operaatioita tehtaessa.

Lukio oppimateriaaliin kuuluu nykypaivana sahkoista materiaalia, ja osassa
tutkituista esimerkeista olikin annettu ratkaisu Kirjallisen version lisaksi myos
videona. Tassa tutkimuksessa naitd videoratkaisuja ei tarkasteltu, mutta on
huomioitava niiden mahdollisuudet oppimisen kannalta. Videolla tehtava ratkaisu
voidaan esittaa selkeasti vaihe vaiheelta ilman etta seuraavat vaiheet viela
nakyvat. Tallainen esitystapa voi nayttaytya osalle oppilaista selkeampana kuin
pitkd kokonainen vastaus. Taman lisaksi videoiden avulla opetukseen voidaan
lisata neljan kielen mallin mukaista taktiilista toiminnan kielta.

Kuudennella luokalla yleisohjetta sanallisten tehtavien ratkaisuun ei l0ytynyt
oppilaan omasta kirjasta, vaan se oli opettajalle tarkoitetussa materiaalissa.
Talléin on opettajasta kiinni, opettaako han tallaisen yleisohjeen vai
tarkastellaanko aihetta vain yksittaisten tehtavien kautta. Kahdeksannen luokan
oppilaan kirjasta puolestaan 10ytyi yleisohje ongelmanratkaisuun. Huomattava
ero ohjeissa oli se, etta kuudennen luokan opettajan kirjan ohjeessa ei ohjeisteta
miettimaan ratkaisun jarkevyytta, mika loytyy kahdeksannen luokan oppikirjasta.
Ratkaisun jarkevyyden tarkastelu on oleellinen osa tehtavan ratkaisua. TallGin
oppilas oppii arvioimaan, onko tehtdavan ratkaisussa jokin selkea virhe tai
ongelma. Kuudennen luokan oppikirja jattaakin paljon opettajan osaamisen
varaan, mika voi olla ongelmallista, silld luokanopettajien matemaattisessa
osaamisessa on suuria eroja [32]. Puutteita on niin peruslaskutaidoissa kuin
matematiikan rakenteiden ymmartamisessa [32]. Jos oppikirja ei ohjeista
tiettyinin tapoihin eika opettajalla ole riittavia taitoja ottaa naita opetuksessa
huomioon, jaa tulevaisuuden kannalta tarkeita taitoja oppimatta. Tuhattaituri 6a -
oppikirjasta ei 10ytynyt ollenkaan yleisohjetta sanallisten tehtavien ratkaisuun.
Tallainen ohje on kuitenkin kyseisesta oppikirjasta 16ytynyt ainakin vuonna 2006,
ja olisikin mielenkiintoista tietaa, milloin ja milla perustein ohje on oppikirjasta
poistunut.

Kaikki matematiikan kielet ovat yhta tarkeita, eika yhta tulisi arvottaa toisen
ylapuolelle [2]. Erityisesti alakoulun oppikirjossa on kuitenkin taman tutkimuksen

mukaan nahtavissa, ettd symbolikielta kaytetaan muita kielida enemman.
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Ylaasteella ja lukiossa luonnollisen kielen kayttd lisaantyy, mutta kuviokielen
maara erityisesti peruslaskutehtavien ratkaisuissa jopa vahenee alakouluun
verrattuna. Kielentamisella on merkittava rooli matematiikan oppimisessa. Sen
avulla voidaan edistaa matemaattista osaamista ja ymmarrysta seka parantaa
asenteita matematiikkaa kohtaan. [33] Oppijan tulisi liikkua kielten valilla
tarpeidensa mukaan tehtavan ratkaisemiseksi, ja opettajan toimia ohjaajana eri
kielten valilla [13].

Esimerkkiratkaisujen tutkiminen on tarkeaa, silla ne toimivat usein mallina
oppilaan omille ratkaisuille vastaavanlaisissa tehtavissa. Hyvin esitetty esimerkki
edistaa oppimista ja voi auttaa oppilasta myos ilmaisemaan omaa matemaattista
ajatteluaan. Joutsenlahden [5] tutkimuksessa ilmeni, ettd opiskelijat kokevat
kirjallisen kielentamisen mallien opetuksen tarkeaksi. Taman lisaksi oppikirjojen
esimerkit voivat toimia myds opettajalle mallina siita, mita kullakin luokka-asteella
voidaan oppilaalta odottaa. Koska opettajat tukeutuvat edelleen opetuksessa
oppikirjoihin [9], on oppikirjatutkimuksella ja oppikirjojen kehittamisella paikkansa
tutkimuskentalla.

Taman tutkimuksen otoskoko ei ollut kovin suuri, mutta jo talla maaralla
esimerkkeja saatiin nakemys siita, miten matematiikka kielennetaan laajalti
kaytdssa olevissa oppikirjoissa. Tutkimuksen haasteena olikin valita sellainen
otos, joka kuvaa mahdollisimman hyvin koko oppikirjan sisaltéa. Tahan pyrittiin
arvioimalla ensin karkeasti erilaisten ratkaisutapojen maara, ja sitten valitsemalla
esimerkit siten, ettd ne kuvaavat maarallisesti koko sisaltoa. Erityisesti
peruslaskutehtavien ratkaisutavoissa ei oppikirjan sisalla ollut eroja, joten pieni
maara tarkasteltavia tehtavia riittda kuvaamaan koko kirjan sisaltoa.

Tutkimuksen tekijan omat tulkinnat aineistosta voivat vaikuttaa tutkimuksen
luotettavuuteen. Tassa tutkimuksessa luokiteltin oppikirjojen esimerkkeja
valmiiden tieteellisesti hyvaksyttyjen mallien pohjalta. Mallit ovat selkeita ja siksi
esimerkkien luokittelu oli suhteellisen yksinkertaista. Joidenkin esimerkkien
kohdalla taytyi kayda pohdintaa siita, mihin luokkaan ne kuuluvat, mutta tallaisten
tehtavien luokittelun ratkaisut on perusteltu tulososiossa.

Tutkimuksessa oltiin kiinnostuneita siitd, miten matematiikan kielentaminen
muuttuu luokka-asteelta toiselle siirryttdessa. Aineistoksi valittiin oppikirjoja
kuudennelta luokalta, kahdeksannelta luokalta ja lukiosta. Tallainen otanta antaa

hyvan kuvan siitd, miten kielentaminen kehittyy opintojen edetessa.
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Alkuopetuksesta ei valittu oppikirjoja, silla ajatuksena oli, ettd vasta alakoulun

viimeisilla luokilla oppikirjoissa alkaa esiintya enemman sanallisia tehtavia.
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7 JOHTOPAATOKSET JA
JATKOTUTKIMUS

Tutkimuksen tarkoitus oli selvittaa, miten matematiikan oppikirjojen
esimerkkitehtavien ratkaisuissa kielennetaan matematiikkaa. Kiinnostuksen
kohteena oli myds se, miten kielentaminen muuttuu luokka-asteelta toiselle
siirryttaessa. Tarkastellaan lopuksi, miten tutkimus vastasi esitettyihin
tutkimuskysymyksiin.

Ensimmaisessa tutkimuskysymyksessa oltiin kiinnostuneita siita, mita
kolmen kielen mallin matematiikan kielistd kaytetdan oppikirjojen
esimerkkitehtavissa, ja mika on niiden merkitys ratkaisun kannalta.
Esimerkkitehtavista 10ytyi kaikki kolmen kielen mallin kielet eli matematiikan
symbolikieli, luonnollinen kieli ja kuviokieli. Symbolikielen avulla esitettiin
matemaattiset lausekkeet ja luonnollisen kielen avulla joko lausekkeiden merkitys
tai perustelut naihin. Kuviokielen avulla enimmakseen kuvattiin graafisesti jotain,
mika esitettiin myos luonnollisen kielen tai symbolikielen avulla. Kuvioilla pyrittiin
siis selkeyttamaan ratkaisua lukijalle. Osa kuvioista toimi myos valttamattomana
osana tehtavan ratkaisua.

Toisen tutkimuskysymyksen mukaan haluttin vastaus siihen, mita
ratkaisumalleja  oppikirjojen  esimerkkitehtavista loytyy. Tutkimuksessa
tarkasteltin seka sanallisia tehtavia etta peruslaskutehtavia, ja naiden
tehtavaluokkien valilta 16ytyi eroja ratkaisumallien kaytdssa. Kuudennella luokalla
sanallisissa tehtavissa kaytettiin "kertomus”-, "standardi’- seka "tiekartta”-malleja,
ja peruslaskutehtavat ratkaistiin "standardi’-mallin mukaisesti. Kahdeksannella
luokalla ja lukiossa sanalliset tehtavat ratkaistiin paaosin “kertomus”-mallin
mukaisesti, ja peruslaskutehtavat ’kommentti”-mallin mukaisesti.

Kolmas tutkimuskysymys oli, miten kolmen kielen mallin kielten kaytto ja eri
ratkaisumallien kayttd muuttuu luokka-asteelta toiselle siirryttaessa. Kielenkayton

muutoksesta voidaan tutkimuksen perusteella sanoa, etta luokka-asteilla
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ylemmas siirryttdessa luonnollisen kielen kayttd lisdantyy ja kuviokielen kayttd
vahenee erityisesti peruslaskutehtavien esimerkkien ratkaisuissa. Sanallisissa
tehtavissa ratkaisumalleja kaytetdan ylemmilla luokilla monipuolisemmin ja
"standardi’-mallin kayttd loppuu kokonaan viimeistdan lukioon siirryttdessa.
Peruslaskutehtavissd puolestaan siirrytdan “standardi”-mallin  kaytosta
"kommentti”-mallin kayttéon.

Viimeinen tutkimuskysymys oli, millaisia yleisohjeita oppikirjoissa on
sanallisten tehtavia ratkaisua varten. Lukion oppikirjasta yleisohjetta ei 10ytynyt
ollenkaan, kuudennella luokalla se |0ytyi opettajan materiaalista ja kahdeksannen
luokan oppikirjasta 10ytyi yleisohje ongelmanratkaisuun. Kuudennen luokan ohje
oli monivaiheinen ja se sisalsi paljon tekstia, mika teki siitd epaselvan. Ohje ei
kuitenkaan ollut tarkoitettu oppilaan vaan opettajan kayttoon. Kahdeksannen
luokan ohje loytyi oppilaan kirjasta, ja se olikin kuudennen luokan ohjetta
selkeampi. Molemmissa ohjeet olivat vaihe vaiheelta allekkain listattuna, ja
molemmissa ohjeistettiin tarkastelemaan aluksi, mita tietoja tehtdvassa on
annettu. Taman jalkeen tehtava ratkaistaan, ja kahdeksannen luokan ohjeessa
kehotetaan lopuksi viela pohtimaan ratkaisun jarkevyytta.

Tassa tutkimuksessa analysoitin  esimerkkitehtavia vain yhdesta
oppikirjasta luokka-astetta kohden, pois lukien kuudennen luokan sanalliset
tehtavat. Olisi mielenkiintoista tutkia aihetta edelleen vertailemalla eri
oppikirjasarjojen esimerkkitehtavien ratkaisuiden kielentamista. Tutkituista
kuudennen luokan oppikirjoista jo huomataan, etta kirjasarjojen valilla on eroja.
Taman lisaksi voitaisiin tutkia useampaa eri luokka-astetta, jolloin saataisiin

jatkumo matemaattisen kielentamisen kehityksesta luokka-asteiden valilla.
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