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Tama tyd kéasittelee Riemann-Stieltjes-integraalia. Riemann-Stieltjes-integraalia voidaan pitaa
usein kaytetyn Riemann-integraalin yleistyksend, joka lisda integraaliin integraattorifunktion. Ta-
ta integraattorifunktiota voidaan pitdé erdénlaisena painofunktiona, joka maarda mitka osat inte-
graalista vaikuttavat enemman integraalin arvoon. Ty6n tarkoituksena on esittda Riemann—Stieltjes-
integraalille maaritelma, josta johdetaan sille joitain ominaisuuksia. Taman liséksi esitetdan tyéssa
esitetdan integraalille graafinen tulkinta, seka tapa laskea integraalin arvo yksinkertaisissa tapauk-
sissa.

Ensin ty6ssé kaydaan lapi joitain tarvittavia taustatietoja, joiden perusteella Riemann-Stieltjes-integraalin
maaritelm&a voidaan lahted kehittdmaan. Samalla kdydaan myds suppeasti |api tavallisen Riemann-
integraalin m&aritelma ja graafinen esitys, joita voidaan vertailla myéhemmin esitettdvdan Riemann—
Stieltjes-integraalin méaritelméan ja graafiseen esitykseen.

Taustatietojen jalkeen aloitetaan pa&daiheen kasittely maérittelemalla Riemann-Stieltjes-summa, jon-
ka kautta voidaan maaritella Riemann—Stieltjes-integraali. Taman jalkeen voidaan Riemann—Stieltjes-
integraalin maaritelméast4 johtaa joitakin perusominaisuuksia, jotka helpottavat integraalin késittelya
ja laskemista.

Taman jalkeen esitetdan yksi Riemann-Stieltjes-integraalin graafinen tulkinta, jonka avulla voidaan
havainnollistaa sita, mitd Riemann—Stieltjes-integraalilla lasketaan ja miten integraattori- ja integran-
difunktiot vaikuttavat integraalin arvoon.

Lopuksi katsotaan, miten joitain yksinkertaisia Riemann—Stieltjes-integraaleja voidaan kéytdnnds-
sd laskea. Tydssa kasitelladan integraalien laskua tapauksissa, joissa integraattorifunktio on askel-
funktio, tai joissa integraattorifunktiolla on Riemann-integroituva derivaattafunktio. Naiden kahden
tapauksen seurauksena voidaan myds tarkastella tapausta, jossa integraattorifuntkio on paloittain
jatkuva.

Avainsanat: integrointi, Riemann-Stieltjes, integraattori, integrandi
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1. JOHDANTO

Yleensd, kun halutaan laskea matemaattisesti jonkinlaista kertymii, kdytetddn apuna Riemann-
integraalia. Riemann-integraali on hyvin tunnettu matemaattinen operaattori, jolle on monia sovel-
luskohteita. Riemann-integraalille 16ytyy useita laajennuksia, jotka mahdollistavat integroimisen ti-
lanteissa, joissa tavallinen Riemann-integraali on liian suppea. Yksi téllaisista Riemann-integraalin
laajennuksista on Riemann—Stieltjes-integraali.

Riemann-Stieltjes-integraali tuo tavalliseen Riemann-integraaliin lisdyksena integraattorifunktion
a(x), jonka suhteen integroitavana olevaa integrandifunktiota integroidaan. Tdmén integraattori-
funktion voidaan katsoa olevan erddnlainen painofunktio, jonka mukaan integrandifunkton arvo-
ja painotetaan. Valitsemalla integraattorifunktio sopivasti, voidaan Riemann—Stieltjes-integraalia
kayttdd sovelluskohteisiin, joihin tavallinen Riemann-integraali ei riitd. Koska Riemann—Stieltjes-
integraali on tavallisen Riemann-integraalin laajennus, voi sen avulla laskea myos tavallisia Riemann-
integraaleja.

Téssd tyossd kiydadn 14pi Riemann—Stieltjes-integraalin méiritelmd, josta johdetaan joitain Riemann—
Stieltjes-integraalin perusominaisuuksia. Tamin jédlkeen esitetddn graafinen tulkinta Riemann—
Stieltjes-integraalille, jonka jilkeen kidydadn léapi sitd, miten Riemann—Stieltjes-integraaleja kiy-

tanndssa lasketaan.



2. TAUSTAA

2.1 Jako

Mairitelmé 2.1. Reaalilukujoukkoa P = {xg,x1,...,Xn-1, X, } kutsutaan vilin [a, b] jaoksi, jos
se toteuttaa seuraavat ehdot:

®* Xpo=a

* x,=b

* x; <xjainakuni < j

Jaon P voidaan katsoa jakavan vilin [a, b] pienempiin osavileihin [xg, x1 ], [x, x2] ja niin edelleen.

Jaossa esiintyvid lukuja x; kutsutaan jakopisteiksi. [1]

Madiritelmi 2.2. Olkoon P vilin [a, b] jako. Jakoa P’ kutsutaan jaon P hienonnukseksi jos se on
myo0s vilin [a, b] jako ja jos jokainen jaon P jdsen on my0s jaossa P’.

Jaon P hienonnus P’ voidaan saada jaosta P lisadmilld jakoon P jakopisteitd. Jaon hienonnuksen
voidaan katsoa jakavan jaon P luomia osavilejd [xx_1, xx] pienempiin osiin. Kun jako P’ on jaon

P hienonnus, voidaan merkitd P’ 2O P. [1]

Miaritelma 2.3. Pisintd jaossa esiintyvéd osavilid kutsutaan jaon normiksi. Jaon P normi || P||
voidaan esittdd kaavalla

1P|l = max (x; —x;-1).
1<i<n

(4]

Jaon normi on yksi tapa kuvata jakopisteiden tiheyttd jakovililld. Jaon hienonnuksen ja normin

vilille 16ytyykin seuraava yhteys:

Lause 2.4. Jos P C P’, niin ||P’|| < ||P]l.

Todistus. Olkoot P ja P’ vilin [a, b] jakoja siten, ettd P’ on jaon P hienonnus. Merkitddn pisintd
jaon P’ jakovilid merkinndlld [x_1,xx]. Koska timai jakovili on pisin, voidaan kirjoittaa ||P’|| =
Xk — Xk—1-

Koska jako P’ on jaon P hienonnus ja xj sekd xp_; ovat vierekkdisid jakopisteitd jaossa P’, ei



jaossa P voi olla ndiden jakopisteiden vilissd jakopistettd. TAlloin jaossa P on olemassa jakovili,
jonka pituus on (xg +c1) — (xg—1—¢2) = (X —xp-1)+(c1+c2) = ||P’|| +(c1+c¢2), missdac; > 0on
pisteen xj etdisyys lahimmasti sellaisesta pisteestd x,,, joka kuuluu jakoon P ja jolle on voimassa
epayhtdlo xx < x, ja co > 0 on pisteen x;_; etdisyys ldhimmasté sellaisesta pisteestd x,_1, joka

kuuluu jakoon P ja jolle on voimassa epayhtdld x;_; > x,—1. Talldin
IP|l < Xn —xp-1 < max (x; —x;-1) = [|P|l.
1<i<m
Haluttu tulos on nyt saatu, joten viite on todistettu. O

Jakoa P hienonnettaessa jaon normi siis pysyy samana tai pienenee. Lausetta 2.4 ei kuitenkaan voi
kirjoittaa toisin péin: vaikka jaon Q normi olisi pienempi kuin jaon P normi, ei jako Q silti ole

vilttdmattd jaon P hienonnus.

2.2 Riemann-integraali

Miaritelma 2.5. Olkoon funktio f médritelty valilld [a, b] ja olkoon P = {xg,x1,...,x,} Vvilin
[a, b] jako. T&ll6in summaa
n
o= flep)xj—xj), @.1)
j=1

missd x; < ¢; < x;_1, kutsutaan Riemannin summaksi jaon P yli. [4]

Riemannin summa ei ole yksikisitteisesti médritelty, silld jaon P jakovileiltd valitut pisteet ¢ ; voi-
daan valita mielivaltaisesti ja valitsemalla pisteet eri tavalla voidaan saada summalausekkeelle eri
arvo. On myos huomionarvoista, ettd vaikka usein Riemannin summaan liittyvina jakona kéytetdadn
tasavdlistd jakoa, ei se kuitenkaan ole vaatimus vaan jakovilin leveys voi vaihdella.

Graafisesti Riemannin summan jisenten voidaan ajatella olevan suorakulmioita, joiden leveys on
jdsentd vastaavan jakovilin leveys ja joiden korkeus on funktion f arvo jakovililtd mielivaltaisesti
valitun pisteen c; kohdalla. Riemannin summaa kokonaisuudessaan voidaan ajatella approksi-
maationa funktion ja x-akselin viliselle pinta-alalle vililld [a, b], jos pinta-alan ajatellaan olevan

negatiivinen funktion ollessa x-akselin alapuolella.



Kuva 2.1. Riemannin summan graafinen esitys

Miaritelma 2.6. Olkoon funktio f maddritelty vililld [a, b]. Funktiota f kutsutaan Riemann-
integroituvaksi, jos on olemassa luku L siten, ettd kaikilla € > 0 on olemassa ¢ > 0, joka toteuttaa
ehdon

lo—L| <e

aina kun o on Riemannin summa sellaisen vilin [a, b] jaon suhteen, jonka normi || P|| < 6. Téll6in
lukua L kutsutaan funktion f Riemann-integraaliksi vilin [a, b] suhteen. Funktion f integraalille

vilin [a, b] yli kéytetddn yleisesti merkintdd

Lb f(x)dx = L.

(4]

Riemann-integraalin miéritelmaissa esiintyvad lukua L voidaan pitdd funktion ja x-akselin vilisend
etumerkilld varustettuna pinta-alana vililld [a, b].

Riemann-integraalin mééaritelméa voidaan ajatella jaon hienontamisena. Kun jakoa hienonnetaan,
saadaan Riemannin summan arvo ldhemmaéksi ja 1dhemméksi lukua L, jolloin myos graafisessa
esityksessi olevat suorakulmiot vastaavat paremmin ja paremmin funktion ja x-akselin vélisti pinta-
alaa. Koska médritelméssi oleva € voi olla mielivaltaisen pieni, voidaan ajatella, etti tarpeeksi jakoa

hienontamalla voidaan saada Riemannin summan arvo mielivaltaisen ldhelle funktion pinta-alaa.



Kuva 2.2. Kuvan 2.1 jaon hienonnuksen tuottama Riemannin summa

Kuva 2.3. Kun jakoa hienonnetaan tarpeeksi, alkaa Riemannin summa vastaamaan hyvin funktion
pinta-alaa

Lause 2.7. Jos Riemann-integraali on olemassa, se on yksikdsitteinen. [4]

Todistus. Tehddin vastaoletus. Olkoot L; ja L, kaksi eri lukua L, jotka toteuttavat mééritelmén

2.6 mukaisen ehdon. Koska L ja L, ovat eri lukuja, voidaan kirjoittaa |L; — Lp| > 0. Valitaan €



siten, etta
- |L1 — L]
—
Voidaan siis kirjoittaa
Ly-L, . Ly—-L
|0'—L1|<|4—| ja |0'—L2|<|4—|.
Lisddmailla epayhtalot toisiinsa saadaan
2|Ly - L
o~ Lil+lor - Lol < 222
Ly-L,
(o~ L)~ (o - L] < 22
|L1 — L]
|L1 — La| < s
1
1 < =
2

Saatiin aikaiseksi ristiriita, joten vastaoletus ei voi pitdd paikkansa. Koska vastaoletus ei pida

paikkansa, on alkuperiisen viitteen oltava tosi. O

2.3 Differentiaalilaskennan valiarvolause

Lause 2.8. Olkoot a ja b reaalilukuja siten, ettdi a < b ja olkoon f : [a,b] — R funktio, joka on
Jatkuva vdlilld [a, b] ja derivoituva vdlilli (a, b). Tdlloin on olemassa sellainen luku x € (a, b),

Joka toteuttaa yhtdlon f'(x) = W. [3]

Lausetta 2.8 kutsutaan differentiaalilaskennan viliarvolauseeksi. Se on hyvin tunnettu lause, joka

tulee usein vastaan analyysin yhteydessa.



3. RIEMANN-STIELTJES-INTEGRAALI

Nyt voidaan alkaa tutkimaan Riemann—Stieltjes-integraalia. Riemann—Stieltjes-integraali on mai-
ritelty eri ldhteissd eri tavoin, joten kirjallisuutta tutkimalla 16ytda monia eri ldhestymistapoja
aiheeseen. Tdmin kappaleen ldhestymistapa Riemann—Stieltjes-integraaliin pohjautuu ldhteeseen

[1].

3.1 MaAaéritelma

Ennen kuin voidaan maééritelld Riemann—Stieltjes-integraali, on miiriteltivd Riemann—Stieltjes-

summa. Se mairitelldan seuraavanlaisesti:

Midéritelma 3.1. Olkoon P = {xg,x{,...,X,—1,X,} vilin [a, b] jako ja olkoon ¢t jokin vilille
[x%-1, xx] kuuluva piste. Olkoot f ja a reaaliarvoisia funktioita, jotka ovat vélilld [a, b] midriteltyjd

ja rajoitettuja. Summaa, joka on muotoa

n n
S(P, fr) = " Fte) (@) = a(xxm)) = ) f(1) dax
k=1 k=1
kutsutaan funktion f Riemann—Stieltjes-summaksi funktion a suhteen. [1]

Riemann-Stieltjes-summan maéiritelma ndyttdd hyvin samanlaiselta Riemannin summan mééri-
telmén kanssa. Ainoa ero Riemannin summan maéiritelméain on se, etti Riemannin summassa
kerrotaan funktion f arvoa pisteiden xx_; ja xj viliselld etdisyydelld reaalilukuakselilla, kun taas
Riemann-Stieltjes-summan tapauksessa kerroin saadaan sijoittamalla nimaé pisteet funktioon « ja
laskemalla saatujen lukujen vilinen erotus.

Riemann-Stieltjes-summan miiritelmdd voidaan hyodyntdd Riemann—Stieltjes-integraalin mia-

rittelemiseen.

Mairitelma 3.2. Funktiota f kutsutaan Riemann-integroituvaksi funktion a suhteen vdlilld [a, b],
jos on olemassa luku A jolla on seuraava ominaisuus:

Kaikille Iuvuille €, joille on voimassa epdyhtdlo € > 0, 10ytyy vastaava vilin [a, b] jako P, siten,
ettd jokainen jaon P, hienonnus P ja jokainen pisteiden #; valinta vileiltd [xz_,xx] toteuttaa
epayhtdlon |S(P, f,a@) — A| < e. Jos tillainen luku A 16ytyy, voidaan merkitd f € R(«a) vililld
[a,b]. [1]



Jos luku A on olemassa, sitd kutsutaan funktion f Riemann—Stieltjes-integraalin arvoksi funktion
a suhteen ja voidaan sanoa, etti Riemann—Stieltjes-integraali on olemassa. Jos tillaista lukua A
ei 16ydy, voidaan sanoa, ettd integraalia ei ole olemassa. Riemann—Stieltjes-integraalista kaytetdin
merkintdd fa b f(x)da(x).Jos integroimismuuttuja selvidd kontekstista, voidaan kayttdd lyhennettya
merkintaa /a b fda. Tassd merkinnidssd funktiota f kutsutaan integrandiksi ja funktiota @ puolestaan

kutsutaan integraattoriksi.

Riemann-Stieltjes-integraalin miiritelméssad esiintyvd jako P riippuu yleensd muuttujasta €.
Kéaytinnossd madritelmad kiytettdessd oletetaan yleensd, etti € on annettu, jonka jdlkeen valitaan
P ¢ annetun muuttujan € mukaan. Koska méaaritelmian mukaisen epédyhtélon on oltava tosi kaikille

nollaa suuremmille muuttujille €, ei muuttujalle € kuitenkaan anneta lukuarvoa.

Riemann-Stieltjes-integraalia voidaan pitdd Riemann-integraalin yleistyksend. Mink& tahansa Riemann-
integraalin saa muutettua Riemann—Stieltjes-integraaliksi valitsemalla funktioksi a funktion a (x) = x.
Talloin médritelmén 3.1 mukaisen Riemann—Stieltjes-summan arvo on sama kuin tavallisen Riemann-
summan, minkd seurauksena Riemann-Stieltjes-integraalin mééritelmé ja tavallisen Riemann-
integraalin médritelmi vastaavat toisiaan. Tavallista Riemann-integraalia voidaan siis pitdd Riemann—
Stieltjes-integraalin erikoistapauksena, jossa @ (x) = x. Huomioitavaa Riemann-Stieltjes-integraalissa
on kuitenkin se, ettd toisin kuin Riemann-integraali, Riemann—Stieltjes-integraali ei yleisessd ta-
pauksessa anna funktion ja x-akselin vélistd pinta-alaa.

Riemann-Stiletjes-integraali on hyvin usein kirjallisuudessa madritelty mairitelméan 2.6 tapaisesti.
Néin médritellyn Riemann—Stieltjes-integraalin olemassaolo takaa my6s mééritelmén 3.2 mukaisen
integraalin olemassaolon siten, ettd kummankin integraalin arvo on sama. Miiritelmat eivit kui-
tenkaan ole tdysin ekvivalentteja, silld médritelmén 3.2 mukaisen integraalin olemassaolo ei takaa
mairitelmin 2.6 tapaisesti méadritellyn integraalin olemassaoloa Riemann—Stieltjes-integraaleille.

Madéritelmit ovat kuitenkin ekvivalentteja tavalliselle Riemann-integraalille. [1]

3.2 Ominaisuuksia

Riemann-Stieltjes-integraalin ei voida olettaa toteuttavan kaikkia Riemann-integraalille tyypilli-
sid ominaisuuksia, vaan kaikki ominaisuudet on todistettava Riemann—Stieltjes-integraalille erik-
seen. Kuitenkin, koska Riemann-integraali on Riemann-Stieltjes-integraalin erikoistapaus, voi-
daan Riemann-Stieltjes-integraalin toteuttamien ominaisuuksien olettaa olevan myds Riemann-
integraalin toteuttamia, jos funktio @(x) = x toteuttaa lauseen yhteydessd mahdollisesti tehdyt

oletukset integraattorin suhteen.

Lause 3.3. Jos f, g € R(«a) vdlilld [a, b] ja c1, ca ovat vakiokertoimia, niin ¢ f + c2g € R(a) ja

b b b
/(clf+cQg)d0/=c1/ fda/+cz/ g da. 3.D

[1]

Todistus. Merkitddn funktiota ¢ f + cpg kirjaimella 4. Vilin [a, b] jakoa P vastaava Riemann—



Stieltjes-summa on

S(P, h,a) = Z h(ti)dag = ¢y Z ft)dag +c2 Zg(tk)dolk =c1S(P, f,a) +c2S(P, g, a).
=1 =1 =1

Olkoon € > 0. Koska f ja g ovat Riemann—Stieltjes-integroituvia, voidaan valita jaot P’e ja P’;
siten, ettd mikd tahansa jaon P_ hienonnus P toteuttaa epdyhtilon |S(P, f, ) — fa fda| < €

ja miki tahansa jaon P, hienonnus P toteuttaa epiyhtilon |S(P, g, ) — fa b g da| < e. Valitaan
jaoksi P jakojen P'e ja Pg yhdiste P'e U Pe Talloin miké tahansa jaon P, hienonnus P toteuttaa

epayhtalon
b b
S(P,h,a/)—(cl/ fda/+cz/ gda/)'
‘ b ¢ b
< clS(P,f,cx)—(q/ fda/)‘+ czS(P,g,a/)—(cZ/ gda/)|
ha b ¢
= cl(S(P,f,oz)—/ fda)|+}02(S(P,g,a/)—‘/ gda)|
a a
b b
=leil[S(P. £.) - / f dal+1cal[S(P.g. @) - / g daf
a a
<lcile + |cale.
Koska lauseke |c1|e + |c2|€ voi olla mielivaltaisen pieni, on viite todistettu. [1] O

Voidaan siis sanoa, ettd Riemann—Stieltjes-integraali on integrandin suhteen lineaarinen. Inte-
grandin lineaarisuudesta heréddkin kysymys siiti, onko Riemann—Stieltjes-integraali mahdollisesti

lineaarinen myos integraattorin suhteen.

Lause 3.4. Jos f € R(a) vdlilld [a, b], f € R(B) vdlilld [a, b] ja c1, ¢y ovat vakiokertoimia, niin
f € R(cia +cyB) ja

b b b
/ fd(cla+c2ﬁ)=c’1/ fda/+(:2/ f dB. (3.2)

[1]

Todistus. Merkitdan funktiota ¢y« + ¢ kirjaimella y. Vilin [a, b] jakoa P vastaava Riemann—

Stieltjes-summa on

S(P, f,y) = Zf(lk)AYk =y Zf(fk)ﬁafk +Csz(lk)A,3k =c1S(P, f,a) +c2S(P, [, B).
g =l =l

Olkoon € > 0. Koska f on Riemann-Stieltjes-integroituva seki funktion @ ettd funktion S8 suh-
teen, voidaan valita jaot P, ja P, siten, ettd miki tahansa jaon P, hienonnus P toteuttaa epiyh-
tdlon |S(P, f,a) — fa b f da| < € ja miké tahansa jaon P,é hienonnus P toteuttaa epiyhtilon
IS(P. f.B) - [, " £ dp| < e. Valitaan jaoksi P jakojen P, ja P” yhdiste P, U P". Tilloin mika
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tahansa jaon P hienonnus P toteuttaa epidyhtilon

s syt [ pdaves [ 1 ap)

IA

asp s~ [ paw|+fes - ex [ ap)

b b
g~ [ rao|slasers - [ rap)
a a
b b
~leilsp. g0 - [ g da]icallsierp - [ g a
a a
<lcile +|cale.
Koska lauseke |c1|e + |c2|€ voi olla mielivaltaisen pieni, on viite todistettu. O

Lauseet 3.3 ja 3.4 yhdistimalld voidaan siis sanoa, ettd Riemann-Stieltjes-integraali on seka
integrandin, ettd integraattorin suhteen lineaarinen. TAdma tulos helpottaa huomattavasti Riemann—

Stieltjes-integraalilla laskemista.

Lause 3.5. Oletetaan, ettd b kuuluu vdlille [a, c]. Tdalloin jos kaavan 3.3 vasemmanpuoleiset

integraalit ovat olemassa, on oikeanpuoleinen integraali myos olemassa ja yhtdlo

/abfda+/bcfda=/acfda (3.3)

on voimassa. [1]

Todistus. Jos P on vilin [a, c] jako, joka on médritelty siten, ettd b € P, merkitddan P’ = P N [a, b]
jaP” = Pn[b,c]. Tilldin jakoja P, P’ ja P” vastaavat Riemann-Stieltjes-summat voidaan yhdis-
tad kaavalla

S(P, f,a) =S(P', f,a)+S(P", f,a).

Oletetaan, ettd integraalit /a b ja /bc ovat olemassa. Talloin kun € > 0, 16ytyy sellainen vilin [a, b]

jako P ja sellainen vilin [b, c] jako P, ettid
b €
|S(P',f, @) — / f doz| <3 kun P’ on jaon P’ hienonnus ja
a
c
(S(P”,f, @) — / f doz’ < % kun P” on jaon P hienonnus.
b

Merkitdén jakojen P ja P! yhdistettd merkinnélld P, = P, U P?. Télléin P on vilin [a, c] jako

ja miki tahansa sen hienonnus P toteuttaa lausekkeet P’ 2 P/ ja P”” 2 P/. Sijoittamalla saatuja
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tuloksia saadaan seuraava epayhtilo:

S(P,f,a)—(/abfda+/bcfda)’
- S(P’,f,a)+S(P”,f,a/)—(/abfda+/bcfda)|

- S(P’,f,a/)—/abfda+S(P”,f,a)—/bcfda/)‘

<|s’, £, ) —/abfda‘+|S(P”,f, ) —/bcfda|

< < + €
—+ = =¢€.
2 2
Koska € > 0 on mielivaltainen, on viite todistettu. [1] ]

Voidaan siis sanoa, ettd integroimisvélin voi jakaa kahteen osaan ja integraalin arvo koko vililld on
summa integraalin arvoista vélin osissa. Jos lausetta 3.5 sovelletaan uudestaan osavileihin, voidaan
integraali jakaa mielivaltaiseen dérelliseen méérddn osavilejd, jolloin kokonaisintegraalin arvo on

integraalin osavélien arvojen summa.

3.3 Osittaisintegrointi

Lause 3.6. Olkoon f € R(«a) vdlilld [a,b)]. Tdlléin @« € R(f) vidlilld [a, b] ja kaava 3.4 on

voimassa. [1]
b b
/ Fx) da(x) + / a(x) df (x) = f(D)a(b) - f(a)aa) (3.4)

Todistus. Olkoon € > 0. Koska fa b f da on olemassa, 16ytyy sellainen jako P, jonka jokaiselle

hienonnukselle P’ on voimassa epayhtilo
b
|S(P’, fra) - / ¥ da| <e.
a

Otetaan jokin mielivaltainen integraalia fa a df vastaava Riemann-Stieltjes-summa, jossa esiin-

tyvi jako P on jaon P hienonnus. Se voidaan kirjoittaa muodossa

S(P,a, f) = ) a(t)Afi = ) () (fx) = f(xam) = D @) f(xi) = ) @) f(xi-n)-

k=1 k=1 k=1 k=1

Merkitddn nyt A = f(b)a(b) — f(a)a(a). Timi voidaan avata muotoon

A=) Afrn) = ) Flaaa) = freDa() = )| Feat) = ) Frnao-).
k=1 k=1 k=1 k=1
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Kun otetaan kahden edellisen yhtdlon erotus, saadaan

A-S(P.a.f) :(i Fat) - fOknata)) - (i a0 fl) - () f (xi1))
k=1 k=1 k=1 k=1

(3 a0 - Yt x0) (3 F et - 3 et fn)
k=1 k=1 k=1 k=1

= > Fe) (@) = a(m)) + ) fla-)(@(t) = ).
=1

k=1 k

Nidméi summat voidaan yhdistdd yhdeksi summaksi muotoa S(P’, f, @), missd P’ on se vilin [a, b]
jako, joka saadaan yhdistdmailla pisteet xj ja t. Télloin P’ on jaon P hienonnus ja koska P 2 P,
on P’ my6s jaon P, hienonnus. Voidaan siis sijoittaa edellinen lauseke alkuperdiseen epayhtdloon,

josta saadaan

’A—S(P,a,f)—/bfda/ <e.

|S(P,a,f)—A+/bfda <e.

’S(P,a,f)—(A—/bfda/) <e.

Ollaan siis osoitettu, ettd summan S(P, «, f) voi saada maéritelmén 3.2 mukaisesti mielivaltaisen

lahelle lukua A — /ab f da, joten integraali /ab a df on olemassa ja sen arvo on A — fab fda =
Fb)a(b) - f(a)a(a) - [ f(x) da(x), joten viite on todistettu. [1] 0

Yhtilod 3.4 kutsutaan osittaisintegroinnin kaavaksi. Se helpottaa huomattavasti integraalin laske-
. . . - e e . b .
mista tilanteissa, joissa alkuperdistd integraalia fa f(x) da(x) on vaikea laskea suoraan, mutta

integraalin fa b a(x) df (x) saa laskettua helposti.

3.4 Muuttujanvaihto

Lause 3.7. Olkoon f € R(a) vililld [a, b] ja olkoon g aidosti monotoninen jatkuva funktio,joka on
mddritelty valillid S = [c, d] siten, ettd a = g(c) ja b = g(d). Olkoot h ja B yhdistettyjdi funktioita

h(x) = f(g(x)),  Bx)=a(g(x)) jos xeS.

Télloin h € R(B) vdlilld S ja yhtdlo /ab fda= fcd h dp on voimassa. Tdimd yhtdlo voidaan myos

esittdad muodossa

g(d) d
/ £(0) dar) = / Flg(0] d(alg(]). (3.5)
g(c) c

[1]

Todistus. Oletetaan, ettd funktio g on aidosti kasvava vililld S. Talloin funktiolle g 16ytyy jatkuva
ja aidosti kasvava vililld [a, b] méiritelty kizinteisfunktio g~! ja funktiot g ja g~! ovat bijektioita.

Nyt jokaiselle vilin [c,d] jaolle P = {yo, ¥1,--->Yn-1,Yn} 10ytyy tdsmélleen yksi vilin [a, b]
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jako P’ = {x0,X1,...,Xn_1, X} siten, ettd x; = g(yx). Voidaan merkitd P’ = g(P)ja P = g~'(P’).

Témin liséksi hienontamalla jakoa P voidaan saada vastaava jaon P’ hienonnus ja toisin péin.

Olkoon € > 0. Talloin 16ytyy jako PZ siten, ettd mille tahansa jaon P, hienonnukselle P’ on

voimassa epayhtélo |S(P’, f,a) — fa b f da| < e. Merkitédin nyt jakoa P, vastaavaa vilin [c, d]

jakoa merkinnilld P.. Olkoon P = {yy,...,y,} jokin mielivaltainen jaon P, hienonnus. T&ll6in
n

jakoa P vastaava Riemannin summa on S(P, h,8) = Z h(up)ABx. Merkitddn 1, = g(ug) ja

k=1
Xi = g(yk). Tdlloin jako P’ = {xo, ..., x,} onjaon P/ hienonnus. Nyt jakoa P vastaava Riemannin

summa saadaan muotoon.

S(P,h.B) = Z J(gu)[a(g(yi)) — a(g(yr-1))]

k=1
= Z flt)[alxr) — alxk-1)]
k=1

=S(P', f.a)

Nyt voidaan siis merkitd |S(P, h, 8) — /a b fda| < €,joten alkuperdinen viite on todistettu. Todistus
etenee samankaltaisesti, kun funktio g on aidosti viheneva. [1]

Kaavaa 3.5 kutsutaan muuttujanvaihtokaavaksi. Se on hyvin samankaltainen tavallisen Riemann-
integraalin muuttujanvaihtokaavan kanssa. Erona tavalliseen Riemann-integraalin kaavaan on kui-
tenkin se, ettd kuten osittaisintegroinnin tapauksessa, on kaavassa esiintyvd derivaatta korvattu
integraattorifunktiolla. Muuttujanvaihto on hyddyllinen tydkalu integraalien laskemiseen erityi-
sesti tilanteissa, joissa muuttujanvaihdon tekemélld saa hankalasti integroitavat f ja a-funktiot
yksinkertaisesmpaan muotoon tai kun integroinnin saa tehtyd luonnollisemmin jossain toisessa

koordinaatistossa. ]

3.5 Askelfunktio integraattorifunktiona

Yksi tarkeda Riemann—Stieltjes-integraalin ominaisuus on sen kayttdytyminen integraattorifunktion
a epdjatkuvuuskohdissa. Tutkitaan ensin Riemann—Stieltjes-integraalin kayttdytymistd, kun funktio

« on askelfunktio.

Lause 3.8. Olkoon a < b < c ja olkoon funktio a(x) mddritelty vdlilld [a, c] siten, ettd

a(x) = ala) |la<x<b

a(x) = a(c) | b<x<ec.
Olkoon funktio f on mddritelty vililld [a, c] siten ettd ainakin toinen funktioista f ja a on pisteessd
b vasemmalta jatkuva ja ainakin toinen on pisteessd b oikealta jatkuva. Tilldin f € R(a) vdlilld
la,c] ja

/ fda = F(b)(a(b+) - a(b)). (3.6)

missd a(b+) ja a(b—) ovat funktion a oikean- ja vasemmanpuoleiset raja-arvot pisteessd b. [1]
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Todistus. Olkoon piste b yksi Riemann—Stieltjes-summan jakopisteisti x. Tdlloin jokaisen Riemann—
Stieltjes-summan jésenen arvo on nolla, poislukien ne kaksi jdsent, joita vastaavan osavilin toinen

paitepiste on piste b. Voidaan kirjoittaa

S(P, f,a) = f(tx-1)(a(b) —a(b-)) + f(1x)(a(b+) — a(b)).

Jos merkitddan 4 = S(P, f,a) — f(b)(a(b+) — a(b-)), voidaan aiempi yhtilo kirjoittaa muotoon

A= (f(tr-1) = f(0))(a (D) — a(b=)) + (f(1x) = (b)) (a(b+) — a(b)).

Ottamalla tistd yhtdlosti itseisarvot puolittain saadaan kolmioepéyhtilon avulla

4] < 1f (te-1) = F (D) la(b) = a(b=-)[ +[f (1) = f(D)] la(b+) — a(b)].

Jos funktio f on jatkuva pisteesséd b voidaan mille tahansa reaaliluvulle € > 0 10ytii sitd vastaava

reaaliluku § > O siten, ettd kun ||P|| < §, seuraavat epdyhtalot toteutuvat:

|f(tk=1) — f(b)] < €.
|f(tx) — f(D)] < e.

Nyt aiempaa epayhtdlod voidaan arvioida ylospiin, jolloin se saadaan muotoon
4] < €|la(b) — a(b-)| + €|la(b+) — a(b)]. (3.7

Aiemmin oletettiin, ettd funktio f on jatkuva pisteessd b, mutta saatu epayhtilo toteutuu, vaik-
ka funktiolla olisikin epdjatkuvuuskohta pisteessd b. Jos funktio f on vasemmalta epdjatkuva
pisteessd b, on voimassa yhtasuuruus a(b) = a(b-), jolloin |4| < €|a(b+) — a(b)]. Jos taas
funktio f on oikealta epdjatkuva pisteessd b on voimassa yhtdsuuruus a(b) = a(b+), jolloin
|4] < €|la(b) — a(b—)|. Jos funktio f on sekd vasemmalta ettd oikealta epdjatkuva, saadaan puo-
lestaan |4]| = 0. Epdyhtédl6é 3.7 on siis aina voimassa. Koska jakoa hienonnettaessa jaon normi
pienenee, voidaan mééritelmén 3.2 mukaiseksi jaoksi P, valita mikd tahansa jako, jonka normille
on voimassa ||P¢|| < 6. Talldin epdyhtidlo 3.7 on voimassa tdmén jaon kaikille hienonnuksille,

joten alkuperiinen viite on todistettu. [1] O

Riemann-Stieltjes-integraalin kdyttaytyminen a-funktion epdjatkuvuuskohdissa on hyvin keskei-
nen osa sen toiminnallisuutta. TAtd ominaisuutta hyodyntamailld voidaan muuttaa summalausek-
keita Riemann—Stieltjes-integraaleiksi, jolloin voidaan myds esimerkiksi yhdistaa jatkuvia ja dis-

kreettejd jakaumia yhdeksi integraalilausekkeeksi.
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4. GRAAFINEN ESITYS

Kun Riemann-Stieltjes-integraali on méadritelty, herdd kysymys siitd, mitd Riemann—Stieltjes-
integraalilla oikeastaan lasketaan. Kuten tavalliselle Riemann-integraalille, myos Riemann—Stieltejs-
integraalille 16ytyy graafinen esitys, mutta se on tavallisen integraalin graafista esitystd monimut-

kaisempi. Tadméan kappaleen lahestymistapa pohjautuu pitkélti 1dhteeseen [2].

4.1 Monotoninen ja jatkuva a(x)

Oletetaan ensin, ettd integraattorifunktio @ (x) on kasvava seki jatkuva funktio integroimisvalilla
ja f € R(a). Funktiot f(x) ja a(x) voidaan esittdd kuvan 4.1 esimerkkifunktioiden tapaisesti

kaksiulotteisissa koordinaatistoissa.

10 10
8 8
6 B
fx) afx)
4 4
2 2
] . 1]
o 2 4 & 8 10 o 2 4 & 8 10

Kuva 4.1. Funktiot f(x) ja a(x) esitettynd 2-ulotteisissa koordinaatistoissa

Nyt kuvan 4.1 koordinaatistot voidaan yhdistdéd yhdeksi kolmiulotteiseksi koordinaatistoksi. Koska
funktiot f(x) ja a(x) eivit ole toisistaan riippuvia, on funktio f(x) vakio koordinaatiston @ (x)
suuntaan katsottuna ja toisin pdin. Tdlloin funktioista f(x) ja a@(x) saadaan koordinaatistoon kaksi

pintaa, joiden voidaan katsoa olevan eri suuntiin kdinnettyja.
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Kuva 4.2. Funktiot f(x) ja a(x) esitettynd 3-ulotteisissa koordinaatistoissa

Integraattorifunktion ja integrandifunktion voi nyt yhdistdi samaan koordinaatistoon, jolloin huo-
mataan ettd ne leikkaavat toisensa.

10

fix)

= ke &

10 10

Kuva 4.3. Funktiot f(x) ja a(x) esitettynd samassa koordinaatistossa

Nyt integraattorifunktiosta a(x) jdd osa integrandifunktion f(x) ja tason f(x) = 0 viliin. Tama
osa a-funktiosta muistuttaa hyvin paljon tavallisen Riemann-integraalin graafisen esityksen pinta-

alaa, mutta kolmiulotteisena. Néin saatua pintaa kutsutaan usein aidaksi (fence). Aidan pinta-ala
ei kuitenkaan ole vield suoraan Riemann—Stieltjes-integraalin arvo.

16
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Kuva 4.4. Funktiosta a(x) funktion f(x) ja tason f(x) = 0 vdliin jddnyt osa.

Nyt kuvan 4.4 pinnasta on vield otettava sen x-akselin suuntainen projektio, jonka seurauksena

saadaan uusi pinta johonkin x = ¢ tasoon. Tdmén pinnan pinta-ala on Riemann—Stieltjes-integraalin
arvo. Niin saatua projektiota kutsutaan myos joskus nimelld varjo (shadow).

Kuva 4.5. Aita ja sen x-akselin suuntainen projektio.

Kuvien esimerkistd saatu projektio on kokonaan tason f(x) = O yldpuolella, mutta yleisessa ta-
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pauksessa saatu projektio saattaa olla osittain sen alapuolella. Samoin kuin tavallisen Riemann-
integraalin tapauksessa, voidaan timén nollatason alapuolelle jifineen osuuden katsoa olevan nega-
tiivista pinta-alaa. Téll6in nollatason alapuolelle jainyt pinta-ala vihennetdidn kokonaispinta-alasta
sen sijaan, ettd se liséttéisiin siihen.

Jos integraalin aidasta otettaisiinkin x-akselin suuntaisen projektion sijaan sen a(x)-akselin suun-
tainen projektio, olisi projektion pinta-ala tavallisen Riemann-integraalin pinta-ala [2]. Jos inte-
graattorifunktio on @(x) = x, ovat aitafunktion x-akselin ja a-akselin suuntaiset projektiot sym-
metrian vuoksi yhté suuret, jolloin Riemann—Stieltjes-integraalin arvo vastaa tavallisen Riemann-
integraalin arvoa.

Aikaisemmin tehtiin oletus, ettd integraattorifunktio a(x) on kasvava funktio. Jos a(x) on sen
sijaan vaheneva funktio, katsotaan siitd saadun aidan projektion tuottavan negatiivista pinta-alaa.
Télloin f(x) = O tason alapuolelle jdéineen pinta-alan voidaan katsoa olevan tuplanegatiivisuu-
den seurauksena positiivista. Voidaankin sanoa, ettd jos vihenevistd a-funktiosta saatu projektio
on tdysin sama, kuin jostain kasvavasta a-funktiosta saatu projektio, ovat nédiden projektioiden

tuottamien Riemann—Stieltjes-integraalen arvot itseisarvoltaan samat, mutta erimerkkiset.

4.2 Yleinen a(x)

Olkoon a/(x) epamonotoninen jatkuva funktio ja olkoon f(x) jokin sellainen mielivaltainen funktio,
ettd f € R(a). Jos funktion a(x) voi jakaa monotonisiin osiin, voidaan integroimisvili jakaa
palasiin, joissa & (x) on monotoninen. T&ll6in integraalin arvo koko vililld on lauseen 3.5 mukaisesti
osavilien integraalien summa. Graafisesti timidn arvon voidaan katsoa olevan nédiden osavélien

tuottamien projektioiden pinta-alojen summa.

flx)

10 10

Kuva 4.6. Epiimonotonisen funktion Riemann—Stieltjes-integraali
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Kuvan 4.6 esimerkin Riemann—Stieltjes-integraalin arvo on siis sinisen projektion pinta-ala - pu-
naisen projektion pinta-ala + vihreédn projektion pinta-ala.

Olkoon a(x) jokin funktio, jolla on epdjatkuvuuskohta pisteessd xy ja olkoon f(x) jokin sel-
lainen mielivaltainen funktio, ettd f € R(«a). Epdjatkuvien funktioiden kuvaajissa ei tavallisesti
yhdistetd kuvaajaa epdjatkuvuuskohdassa, mutta Riemann—Stieltjes-integraalista tulee graafisesti
jarkevampi, jos epdjatkuvuuskohtaan xg lisdtdén «(x)-akselin suuntainen jana, jonka péitepisteet

ovat a-funktion kummankinpuoleiset arvot epdjatkuvuuskohdassa.
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Kuva 4.7. Funktion epdjatkuvuuskohtaan lisdtddn a(x)-akselin suuntainen jana, joka yhdistdd
epdjatkuvuskohdan pisteet

Kun epégjatkuvuuskohdan pisteet on yhdistetty janalla, voidaan saatu kuvaaja piirtdd aiempien
tapausten kaltaisesti kolmiulotteiseen koordinaatistoon, jolloin epdjatkuvuuskohtaan lisdtyn janan
muodostaman pinnan normaali on x-akselin suuntainen. Nyt jos @-funktion muodostamalle pinnalle

tehddén samat toimenpiteet kuin jatkuvan a-funktion tapauksessa, saadaan aikaan projektio.

flx}

Kuva 4.8. Epdjatkuvan funktion Riemann—Stieltjes-integraali
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Kuvassa 4.8 esiintyvid projektiota tarkastaessa huomataan, ettd epédjatkuvuuskohta xo muodostaa
projektioon suorakulmion, jonka leveys on epdjatkuvuuskohdan kummankin puoleisten arvojen
erotus toisistaan ja jonka korkeus on funktion f arvo pisteessd xg. Tdma kdy hyvin jirkeen,
silld epdjatkuvuuskohtien aiheuttama lisdys Riemann—Stieltjes-integraalin arvoon on analyyttisesti
laskettuna f(xg)(a(xo+) — @(xo-)). Muuten projektio muodostuu samankaltaisesti, kuin jatkuvan

funktion tapauksessa.
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5. RIEMANN-STIELTJES-INTEGRAALIN LASKEMINEN

5.1 Jatkuva integraattorifunktio

Lause 5.1. Olkoon f € R(a) vdlilli [a, b] ja olkoon funktiolla « jatkuva derivaatta vdlilli |a, b].

Télloin Riemannin integraali /a b f(x)a’(x) dx on olemassa ja

b b
/ ) da(x) = / Floa (x) d,
1]

Todistus. Merkitddan g(x) = f(x)a’(x). Funktiosta g voidaan muodostaa seuraava Riemannin

summa

S(P.g) = ), () A(x) = ), Fti)a’ (1) A(xe).
k=1 k=1

Nyt voidaan valita sama jako P ja samat vilien pisteet ¢, jolloin voidaan muodostaa seuraava

Riemann-Stieltjes-summa:

S(P, fr) = ) Flt)A(e).
k=1

Soveltamalla lausetta 2.8 saadaan Aoy = @’ (vi ) Axy, missd vi € [xk_1, xx]. Tdlloin summalausek-

keiden erotus saadaan muotoon
n
S(P, f,@) = S(P,g) = > f(ti) (@' (vi) = o’ (1)) Axi..
k=1

Koska f on rajoitettu, 16ytyy sellainen luku M > 0, jolle on voimassa | f(x)| < M vililld [a, b].
Funktion a’(x) jatkuvudesta vililld [a, b] seuraa, ettd se on my0s tasaiseti jatkuva vililld [a, b].
Talloin mille tahansa annetulle € > 0 16ytyy vastaava ¢ siten, ettd jos 0 < [x — y| < &, niin
la’(x) —a’(y)| < m Tutkitaan nyt jakoa P, jonka normille on voimassa ehto ||PL|| < 4.
Nyt miki tahansa jaon P, hienonnus P toteuttaa epdyhtilon |a’(vi) — a’(tx)| <
voidaan kirjoittaa |S(P, f, @) — S(P, g)| < 5.

Koska funktio f € R(a), on olemassa sellainen vilin [a, b] jako P/, jonka jokainen hienonnus P
toteuttaa epdyhtalon |S(P, f, @) — fab fdal < 3.

Merkitdédn aiempien jakojen yhdistettd P, = P U P//. Nyt mille tahansa jaon P, hienonnukselle

m , jolloin

on aiempien kahden epédyhtidlon seurauksena voimassa epayhtdlo |S(P, g) < fa b f da| < e. Tami

epdyhtilo on haluttua muotoa, joten lause on todistettu. [1] 0
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Lause 5.1 antaa hyvin keinon sellaisten Riemann—Stieltjes-integraalien laskemiselle, joiden in-
tegraattorifunktiolla @ on jatkuva derivaatta. Téllaisissa tapauksissa voidaan laskea integraatto-
rifunktion derivaatta, jonka jilkeen Riemann—Stieltjes-integraalin arvo saadaan ottamalla inte-
grandifunktion f ja integraattorifunktion derivaatan o’(x) vilinen tulo ja laskemalla tdmén tulon
tavallinen Riemann-integraali.

Lauseeseen 5.1 liittyi oletus siitd, ettd integraattorifunktiolla on jatkuva derivaatta halutulla valilla.
Voidaan kuitenkin todistaa lauseen 5.1 yleistys, joka on voimassa aina kun integraattorifunktio «

on jatkuva ja sen derivaatta on Riemann-integroituva.

Lause 5.2. Olkoon f € R(«) vdlilli [a, b] ja olkoon a(x) sellainen funktio, joka on jatkuva vdlilld
[a, b] ja jonka derivaattafunktio o’ (x) on Riemann-integroituva vdlilld [a, b]. Tdlléin seuraavat

integraalit ovat olemassa ja ovat yhtdsuuria:

b b
[ rwdew= [ rwaw e
[1]
Todistus. Todistus 16ytyy Apostolin kirjasta (I&hde [1]) sivulta 163. O

Tamai lauseen 5.1 yleistys antaa keinon integraalin laskemiselle my0s sellaisissa tilanteissa, joissa
integraattorifunktiolla on yksittdisid derivaattafunktion epdjatkuvuuspisteitd. Se on erittdin hyo-
dyllinen etenkin Riemann-Stieltjes-integraalin laskemiseen paloittain méédriteltyjen integraattori-

funktioiden suhteen.

5.2 Askelfunktion suhteen integrointi

Lause 5.3. Olkoon f € R(a) vdlilld [a,b] ja olkoon funktio a askelfunktio, jolla on n < oo
hyppdyskohtaa vdlilld |a, b[. Olkoot funktiot f ja a mddiritelty siten, ettd jokaisessa vilin [a, b]
pisteessd ainakin toinen funktioista on oikealta jatkuva ja ainakin toinen vasemmalta jatkuva.

Tdlloin integraalin arvoksi saadaan
b n n
[ 70 de) = Y ) taes) - atuo) = 3 fla)data. 5.1
a k=1 k=1

missd pisteet xj ovat integraattorifunktion « hyppdyskohtia ja Aa(xy) on hypyn suuruus.

Todistus. Jaetaan integroimisvali lauseen 3.5 mukaisesti osiin siten, ettd jokaisessa osavilissd on
yksi funktion @ hyppéyskohta. Tdlldin jokaisen osaintegraalin arvoksi saadaan lauseen 3.8 mukai-
sesti f(x;)(a(x;+) — a(x;—)) = f(x;)da(x;), missd x; on kyseiselld osavililld oleva a-funktion
hyppéayskohta. Lauseen 3.5 mukaisesti kokonaisintegraalin arvo on osaintegraalien summa, jolloin

kokonaisintegraalin arvoksi saadaan

b n
[ 5 da =Y rodatan,
a k=1
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Tdma on haluttu lopputulos, joten viite on todistettu. O

Tatd tulosta voidaan pitdd jatkona aiemmin todistetulle yhden askeleen askelfunktion tapauksel-
le. Sen seurauksena voidaan muuttaa summalauseke Riemann—Stieltjes-integraaliksi valitsemalla

funktiot f(x) ja a(x) sopivasti niin, ettd yhtdlon 5.1 oikea puoli vastaa summalauseketta.

5.3 Paloittain jatkuva integraattori

Lause 5.4. Olkoon f € R(a) vidlillid [a,b] ja olkoon funktio a mddiritelty siten, ettd silld on
n < oo epdjatkuvuuspistettd xi, . . . ,x, vdlilld [a, b] ja olkoon funktiolla « jatkuva ja Riemann-
integroituva derivaattafunktio kaikilla sellaisilla vilin [a, b] osavdleilld, jotka eiviit sisdlld epdjat-
kuvuuspisteitd. Olkoot funktiot f ja a mddritelty siten, ettd jokaisessa vilin [a, b] pisteessd ainakin
toinen funktioista on oikealta jatkuva ja ainakin toinen on vasemmalta jatkuva. Tilloin integraalin

arvo on
n+l

b Xk n
[ rwdew =Y [ rwaedre Y, e,
a k=1 ¥ Xk=1 k=1

missd xo = a ja Xp+1 = b.

Todistus. Olkoot funktiot f ja @ méiéritelty siten, ettd ne toteuttavat lauseen mukaiset alkuehdot
integroimisvililld [a, b].

Lahdetéddn nyt muodostamaan funktiosta @ jatkuvaa funktiota. Tami voidaan saada aikaiseksi li-
sdadmilld jokaiseen funktion « jatkuvaan osaviliin ]x;, x;4+1] sellainen vakio c¢;, jonka seurauksena
pisteen x; vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot saadaan yhtisuuriksi. Merkitién ndin muodos-
tettua funktiota merkinnilld y; ja lisdttyjen vakioiden muodostamaa funktiota merkinnilld y,.
Tarkastellaan nyt funktion y, muodostavien vakioiden c¢; arvoja. Ensimméinen osavili [xg, x1] on
jo a-funktiossa vasemmalta jatkuva, joten tille vilille lisdtty vakio co = 0.

Toiselle osavilille ]x1, x;] lisdtty vakio ¢ puolestaan on epéjatkuvuuspisteessi x| tapahtuvan hy-
pyn suuruus, mutta erimerkkisend. ¢; = —A4a(x;). Timin vakion lisddmisen seurauksena saatu
funktio on nyt jatkuva pisteessid x;.

Kolmannelle osavilille ]x;,x3] lisdtty vakio ¢, saadaan samanlaisesti alkuperdisessd funktiossa
olevan hypyn suuruudesta, mutta tdméin lisdksi on vield lisattava toiseen osaviliin lisétty vakio,
jolloin ¢; = ¢ — Aa(x3). Nyt funktio on jatkuva my0s pisteessa x;.

Yleistetysti osavilille ]x;, x;11] lisdtty vakio ¢; saadaan kolmannen osavilin tapaisesti vihentdmal-
ld edelliselle osavilille lisatystd vakiosta pisteessd x; olevan hyppayskohdan suuruus. Lisétty vakio
¢; on siis muotoa ¢; = ¢;_1 — Ada(x;).

Koska funktio y; saatiin lisadmalli funktioon a funktio y,, voidaan kirjoittaa y; = a + y,. Téstd
saadaan @ = y; — 3.

Koska funktio y, on muodostettu jakamalla sen méérittelyjoukko osavileihin, joissa funktion saa-
ma arvo on vakio, on se askelfunktio. Funktio y; puolestaan on jatkuva funktio.

Lihdetddn nyt laskemaan Riemann-Stieltjes-integraalin arvoa. Koska funktion @ voi ilmoittaa
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kahden funktion summana, voidaan kirjoittaa

b b
/ F(x) dar(x) = / F) dOn () - 72(x).

Tdma voidaan lauseen 3.4 mukaisesti jakaa kahdeksi integraaliksi:

b b b
/ £ don () - y2(x)) = / £ dyi(x) + / F() d(=y2(x)). (52)

Koska lausekkeen 5.2 oikea puoli on Riemann—Stieltjes-integraali askelfunktion suhteen voidaan

soveltaa kaavaa 5.3, jolloin:
b n n
/ f@) d(=72(0)) = Y. fx)A(=y2(x0) = Y fx)(=cx = (=)
a k=1 k=1

= > = F ) (chor = da(x)) = cxr) = ) =f () (=4 (x1))
k=1

k=1

= 3" F ) dar(xe)
k=1

Koska lausekkeen 5.2 vasen puoli on Riemann—Stieltjes-integraali jatkuvan funktion suhteen,

voidaan soveltaa kaavaa 5.2, jolloin:

/ £ dyi(x) = / FOY () dx—m / F0Y] () d

n+l

S rw

k=1 ¥ *k-1

n+1
—d(a(x) *ex) dx = / f(x)a’(x) dx

Sijoittamalla edelliset tulokset lausekkeeseen 5.2 saadaan

n+l

b b Xk n
[ rwans [ r@aere =Y, [ rwewdce Y feam).
a a k=1 Y Xk-1 k=1

Tadma on haluttu lopputulos, joten véite on todistettu. O

Lause 5.4 antaa hyvin tyokalun tavallisimpien Riemann—Stieltjes-integraalien laskemiseen. Sen
avulla saadaan helposti laskettua sellaiset Riemann—Stieltjes-integraalit, jotka toteuttavat alkueh-
dot, jos osavilien Riemann-integraalit ovat helposti laskettavissa. Tdmin lauseen tulos on myos

hyvin intuitiivinen graafista esitysti tarkasteltaessa.
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6. YHTEENVETO

Tyossd kisiteltiin Riemann—Stieltjes-integraalia. Ensin tyossd esiteltiin jaon mééritelmi ja joi-
tain sen ominaisuuksia. Tatd madritelmdd tarvittiin sekd tavallisen Riemann-integraalin, ettd
Riemann-Stieltjes-integraalin médrittelemiseen. Kiytiin my0s ldpi Riemann-integraalin mééri-
telmé ja graafinen esitys kaksiulotteisessa koordinaatistossa, joita voitiin myohemmin vertailla
Riemann-Stieltjes-integraaliin. Esiteltiin my0s differentiaalilaskennan véliarvolause, jota tarvittiin
my6hemmin eridén tuloksen todistamiseksi.

Riemann-Stieljes-summa on miéritelty hyvin samankaltaisesti Riemann-summan kanssa. Riemann—
Stieltjes-summan mairitelmén avulla voidaan esittdd Riemann—Stieltjes-integraalille mééritelma.
Madritelmin avulla Riemann—Stieltjes-integraalille voidaan johtaa useita ominaisuuksia, kuten
lineaarisuus seké integraattorin, ettd integrandin suhteen, integroimisvilin jako osiin ja osittaisin-
tegroinnin, sekd muuttujanvaihdon kaavat.

Samoin kuin tavalliselle Riemann-integraalille, on myods Riemann—Stieltjes-integraalille olemassa
graafinen esitys. Toisin kuin Riemann-integraalin tapauksessa, vaatii Riemann—Stieltjes-integraalin
graafinen esitys kuitenkin kolmiulotteisen koordinaatiston kayttamistd. TyOssd esiteltiin Riemann—
Stieltjes-integraalin graafinen esitys joissain yksinkertaisissa tapauksissa.

Ty0ssd esiteltiin myds Riemann—Stieltjes-integraalien laskemista yksinkertaisimmissa tapauksis-
sa. Ensin kisiteltiin tapausta, jossa integraattorifunktio on jatkuva ja silld on jatkuva derivaatta-
funktio. Tamén jédlkeen laajennettiin lause koskemaan myos tapauksia joissa integrattorifunkiton
derivaattafunktio on Riemann-integroituva, mutta ei vilttamittd jatkuva. Esiteltiin myos lasku-
kaava tapauksessa, jossa integraattorifunktio on askelfunktio. Lopuksi voitiin yhdistii jatkuvan ja

askelfunktion tapaukset yhdeksi lauseeksi paloittain jatkuvalle integraattorifunktiolle.
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