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Ongelmanratkaisutaidot ovat tarkeitd tyéelamataitoja nyky-yhteiskunnassa. Matemaattiset on-
gelmanratkaisutaidot on kirjattu myds perusopetuksen opetussuunnitelmaan yhdeksi matematii-
kan opetuksen tavoitteista. Taman vuoksi ongelmanratkaisutaitoja on tarkeaa tutkia. Matemaat-
tisen ongelmanratkaisun tutkimusten pohjalta on muodostunut erilaisia jaotteluja taidoista, joita
oppilaat ongelmatehtavan ratkaistakseen tarvitsevat. Muodostetut jaottelut on kuvattu kirjallisuu-
dessa usein hyvin yleisella tasolla. Lisaksi ongelmanratkaisun tutkimiseen on usein kaytetty sul-
jettuja ongelmatehtavia, joissa ongelman alkutilanne on hyvin maaritelty ja tehtavaan on yksi ainut
oikea vastaus. Avoimia ongelmatehtavid, siis tehtavid, joissa ongelman alku- tai lopputilanne on
jatetty avoimeksi, nékyy tutkimuksissa vain véhan. Ongelmanratkaisun taitoja ja avoimia ongelma-
tehtavia on siis tarpeellista tutkia liséa.

Taman tutkimuksen tarkoituksena on selvittdd, millaisia haasteita yhdekséasluokkalaiset op-
pilaat kohtaavat avointa ongelmatehtévéd ratkaistessaan. Lisaksi tutkimuksessa havainnoidaan,
millaista matemaattista osaamista oppilaat tarvitsevat ongelmatehtavén ratkaisemisen aikana.

Matemaattisella osaamisella tarkoitetaan téssa tutkimuksessa matemaattisia tietoja ja taitoja,
joita oppilas tarvitsee oppiakseen matematiikkaa. Matemaattista osaamista on jaoteltu erilailla eri
tutkimusten yhteydessa. Téssa tutkimuksessa matemaattisesta osaamisesta kéaytetédan Kilpatric-
kin, Swaffordin ja Findellin jaottelua, jossa matemaattinen osaaminen jakautuu konseptuaalisen
ymmartamiseen, proseduraalisen sujuvuuteen, strategiseen kompetenssiin, soveltuvaan paatte-
lyyn ja yrittelidisyyteen.

Avoimen ongelmatehtévan ratkaisemisen haasteiden tutkimista varten jarjestettiin opetusko-
keilu, jossa oppilaat ratkaisivat avointa ongelmatehtévaa ryhmissa. Opetuskokeiluun osallistui 10
oppilasta. Tutkimuksen tutkimusaineisto koostui oppilaiden ratkaisukeskusteluista, jotka nauhoitet-
tiin. Lisaksi oppilaiden tuottamat ratkaisut kerattiin. Aineistoa analysoitiin sek& aineistoléhtdisesti
havainnoiden ongelmatehtavén ratkaisemisessa ilmenevid haasteita etta teorialahtdisesti etsien
matemaattisen osaamisen piirteita ratkaisukeskusteluista.

Tutkimustuloksena havaittiin haasteita esimerkiksi tehtdvanantoon liittyvan matematiikan tun-
nistamisessa, ratkaisustrategian valinnassa ja perustelujen muodostamisessa. Havaittuja haastei-
ta on mahdollista huomioida opetuksessa. Tutkimuksessa esiintyneiden haasteiden ja tehtédvésséa
tarvittavan matemaattisen osaamisen pohjalta muodostettiin myds lista matemaattisen avoimen
ongelmatehtavan ratkaisemiseen tarvittavasta osaamisesta. Tutkimuksessa havaitut ongelmateh-
tavan ratkaisemiseen tarvittavat tiedot ja taidot osaltaan taydentavat ongelmatehtévan ratkaise-
misen taitoihin liittyvaé teoriaa ja tuovat siihen avoimen ongelmatehtévén nakdkulman.

Avainsanat: matemaattinen osaaminen, avoin ongelmatehtava, ongelmanratkaisu, konseptuaali-
nen ymmartaminen, proseduraalinen sujuvuus, strateginen kompetenssi, soveltuva paattely
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1. JOHDANTO

Ongelmanratkaisutaidot ovat korostuneet nyky-yhteiskunnassa. Esimerkiksi OECD:n jul-
kaisun [28] mukaan tyénantajat etsivat tydntekijéita, jotka osaavat ratkoa ongelmia. Tama
johtuu siita, ettéd koneet pystyvat suorittamaan rutiininomaiset tehtavat, jolloin tydntekijéi-
den ei tarvitse ratkoa tai suorittaa niitd manuaalisesti [28]. Sen sijaan tydntekijdiden tu-
leekin selviytyd odottamattomissa ja aiemmin tuntemattomissa tilanteissa mahdollistaak-
seen esimerkiksi koneiden toiminnan [28].

Ongelmanratkaisun tarkeys matematiikassa on ilmeista. Leppaaho osoittaa vaitéskirjas-
saan [22] kirjallisuuden perusteella, ettd ongelmanratkaisu on matematiikan ydin. Laine
[19] toteaa ongelmanratkaisun kehittavan lahes kaikenlaisia matemaattisia taitoja. Ongel-
manratkaisun tarkeys on huomioitu my6s perusopetuksen opetussuunnitelmassa [30],
jossa vuosiluokkien 7-9 kohdalla matematiikan tehtédvéksi oppiaineena mainitaan oppi-
laiden innostaminen kayttdmaan matematiikkaa omassa elaméassééan ja valmiuksien an-
taminen ongelmien matemaattiseen mallintamiseen ja ratkaisemiseen seka ratkaisujen
esittamiseen ja niista keskustelemiseen. Ongelmanratkaisutaidot ovat tarkeitéd sen vuok-
si, ettd niiden avulla oppilas voi kdyttdd muita oppimiaan matemaattisia tietoja ja taitoja
arjessaan. Tassa tutkimuksessa on tarkoitus selvittda, millaisia haasteita oppilaat kohtaa-
vat ongelmatehtévaa ratkaistessaan. Haasteiden havaitseminen on tarkeéd, jotta niihin
voidaan opetuksessa reagoida.

Suomessa nousee keskustelunaiheeksi aika-ajoin, etta peruskoululaisten matemaattinen
osaaminen on laskenut. Matemaattista osaamista tutkitaan esimerkiksi PISA-tutkimuk-
silla. PISA (Programme for International Student Assessment) on OECD:n jasenmai-
den tutkimusohjelma, joka tuottaa tietoa koulutuksen tilasta ja tuloksista kansainvélisesti
[16]. PISA-tutkimuksien mukaan suomalaisnuorten matemaattinen osaaminen on laske-
nut 2000-luvun alusta alkaen [31]. Vuonna 2003 teetetyssd PISA-tutkimuksessa Suomi oli
matemaattisen osaamisen osalta osallistujamaista toisena, kun taas vuonna 2012 Suomi
oli kahdestoista [31].

Matemaattinen osaaminen on Joutsenlahden [11] mukaan yksi oppilaan matemaattisen
ajattelun ilmentymistd. Matemaattiseen osaamiseen liittyvia késitteita esiintyy kirjallisuu-
dessa useita ja jokaisella on oma maérittelytapansa. Esimerkiksi Kilpatrick, Swafford ja
Findell [14] kayttavat nimitysta matemaattinen osaaminen (mathematical proficiency), kun



taas OECD:n julkaisussa [27] matemaattista osaamista kuvataan kéasitteella matemaatti-
nen lukutaito (mathematical literacy).

Kilpatrick, Swafford ja Findell [14] ovat yhdistdneet matemaattisen osaamisen kasittee-
seen matemaattiset tiedot ja taidot. Matemaattiseen osaamiseen kuuluu se, millaista tie-
toa, ymmarrysta ja taitoa yksild nykytiedon valossa tarvitsee oppiakseen matematiikkaa
[14]. Matemaattisen osaamisen osa-alueisiin kuuluu Kilpatrickin ym. [14] mukaan konsep-
tuaalinen ymmartaminen, proseduraalinen sujuvuus, strateginen kompetenssi, soveltuva
paattely ja yrittelidisyys.

Matemaattinen lukutaito -kasite on esitetty PISA-tutkimuksen viitekehyksessa [27]. Ma-
temaattinen lukutaito kasitteena tarkoittaa matemaattista osaamista, jota kaytetaan eri-
laisissa tilanteissa [27]. Matemaattinen lukutaito on yksilén kykya tunnistaa ja ymmartaa,
mihin matematiikkaa kaytetaan, tehda perusteluja ja arvioita seka kayttaa tarpeita vastaa-
vaa matematiikkaa [27]. Lukutaito -termi viittaa siihen, etta oppilaiden tulee kyeta kaytta-
maan matematiikan kieltd, johon siséltyvat esimerkiksi kasitteet, rakenteet, merkinnat ja
symbolit [27].

PISA-tutkimuksessa matemaattisella osaamisella tarkoitetaan tiivistetysti sanoen oppilai-
den tietoja ja taitoja erityisesti, kun oppilaat ratkovat matemaattisia ongelmia erilaisissa ti-
lanteissa [16]. Matemaattiset ongelmanratkaisutaidot siis korostuvat PISA-tutkimuksissa.
PISA-tulosten lasku voi kertoa siita, ettd matemaattisissa ongelmanratkaisun taidoissa on
puutteita.

Matemaattiset ongelmatehtavat perustuvat siihen, etta oppilas itse muodostaa tehtdvaan
ratkaisun aiempien tietojensa pohjalta yhdistellen vanhoja tietoja uudella tavalla [22]. Jos
tehtavasta voi heti tunnistaa toimenpiteet, joita tehtavan suorittaminen vaatii, tehtava on
rutiinitehtava [22]. Ongelmatehtavat voivat olla suljettuja tai avoimia riippuen ongelman
asettelusta. Avoimeen ongelmatehtédvaan ei usein ole yhté oikeaa vastausta, vaan op-
pilaan tulee joko tehda alkutilanteeseen tai ratkaisustrategiaan liittyvia valintoja, mitka
vaikuttavat lopputulokseen.

Ongelmatehtavat kehittdvat ongelmanratkaisua, mika todettiin tarkeéksi taidoksi mate-
matiikassa. Kuitenkin Lepp&ahon [22] mukaan ongelmatehtévien tekeminen, saati niiden
opettaminen jaavat koulussa vahaiseksi ja usein niité ehtivat tekemaan vain lahjakkaim-
mat oppilaat. Kaikki matematiikan opettajat eivat siis vield ole ottaneet omaan opetuk-
seensa ongelmatehtavid. Tama voi johtua esimerkiksi siitd, ettd opettajalla on negatiivi-
sia kokemuksia ongelmatehtavan kayttdmisesta oppitunnilla. Oppilaiden itseohjautuvuus
tehtavien parissa saattaa joskus olla taysin kadoksissa, jolloin he tarvitsevat perustehta-
viinkin runsaasti opettajan apua. Tdéma ei valttdmatta ole omiaan kannustamaan opetta-
jaa kayttdmaan opetuksessaan ongelmatehtavaa, jossa oppilaan taytyisi entistd enem-
man pyrkia itseohjautuvasti etsimaan ratkaisua.



Ongelmanratkaisussa esiin tulevien haasteiden tutkiminen voisi osaltaan vahentda opet-
tajien ennakkokasityksia ongelmatehtavia kohtaan. Kun opettaja tietda, millaisia haas-
teita oppilaalle voi tehtavassé tulla vastaan, han pystyy reagoimaan niihin jo etukateen.
Ongelmanratkaisun aikana tulevia haasteita onkin jonkin verran tutkittu ja niiden avulla on
muodostettu jaotteluja taidoista, joita oppilas tarvitsee ongelmatehtavaa tehdessaan. Esi-
merkiksi Moses [24] on tutkinut ongelmanratkaisun haasteita ja sita kautta luonut oman
jaottelunsa taidoista, joita ongelmanratkaisuun tarvitaan. Jaotteluun kuuluu esimerkiksi
lukutaito ja visualisointi [24]. Nama kasitteet itsessdan sisaltavat jo useita taitoja, esi-
merkiksi lukutaitoon voi liittya seka kielellinen ettd matemaattinen lukutaito ja tehtévan
ymmartadminen, kun taas visualisointiin voi liittyd tilanteen hahmottaminen ja kuvittami-
nen. Teoriassa esiintyvat jaottelut ongelmanratkaisuun tarvittavista taidoista eivat siis ole
useinkaan tarkkoja.

Pascual ja San Pedro [29] tutkivat tutkimuksessaan opiskelijoiden ongelmanratkaisuky-
kyé toisen asteen koulutuksen jalkeen. Tutkimuksessa pyrittiin muodostamaan reaalimaa-
ilman ongelmatilanteita, joita oppilaat ratkaisivat. Yksi esimerkki tehtavista oli:

Mr. Galangilla on suorakulmion muotoinen pelto, jonka sivut ovat 1000 met-
ria ja 1500 metrid. Han jakaa maansa lapsilleen siten, etté jokainen lapsi
saa nelién muotoisen pellon. Mika on tassa tapauksessa Mr. Galangin pienin
mahdollinen lasten maara? [29].

Pascualin ja San Pedron tutkimuksen [29] yksi paatavoitteista oli tunnistaa opiskelijoi-
den vaikeudet ongelmanratkaisuprosessissa [29]. Tutkimustuloksena saatiin, etta opiske-
ljoiden haasteet ongelman esittelyvaiheessa olivat kielelliset haasteet ja opiskelijoiden
tottumattomuus ongelmatehtaviin. Tutkimuksessa selvisi, ettd osa opiskelijoista ei ollut
aiemmin ratkaissut vastaavia ongelmatehtavia. Talléin on vaikea suunnitella strategioita
ongelman ratkaisemiseksi. Tutkimuksessa nousi esiin myds, etté oppilailla ei ole tapana
tarkistaa ratkaisuaan, joten arviointivaihe jai ongelmanratkaisuprosessista puuttumaan
[29].

Useimmissa ongelmanratkaisua tutkivissa tutkimuksissa kaytetyt ongelmatehtavéat ovat
suljettuja tehtavida. Myds Pascualin ja San Pedron [29] tutkimuksessa kaytetyt tehtavat,
mainittu peltotehtdvd mukaan lukien, olivat suljettuja. Avoimiin ongelmatehtéviin ja sen
ratkaisemisen haasteisiin liittyvia tutkimuksia on tehty verrattain vahéan.

Ongelmanratkaisun haasteita ja ongelmanratkaisuun tarvittavia taitoja on siis tutkittu ai-
emmissa tutkimuksissa. Tutkimuksissa kaytetyt tehtavat ovat kuitenkin usein olleet suljet-
tuja ongelmatehtavia ja niiden pohjalta luodut jaottelut matemaattiseen ongelmanratkai-
suun tarvittavista taidoista melko ylimalkaisia. Taman tutkimuksen tarkoituksena on sel-
vittdd avoimen ongelmatehtévén ratkaisemisen haasteita. Haasteita tutkimalla voidaan
saada selville, mihin ongelmanratkaisun taitoihin olisi hyva kiinnittdd huomiota opetuk-
sessa. Lisaksi avoimen ongelmatehtavan ratkaisemisen haasteiden tunteminen voi auttaa



opettajia jarjestdméaan ongelmanratkaisua siséaltavia oppitunteja. Haasteita tutkitaan seka
tehtavan ratkaisemisessa tulevien ongelmien ettd matemaattisen osaamisen havainnoin-
nin kautta. Matemaattista osaamista havainnoidaan Kilpatrickin ym. [14] matemaattisen
osaamisen jaottelun avulla.

Taman tutkimuksen tutkimuskysymykset ovat:

1. Millaisia haasteita oppilaat kohtaavat avoimen ongelmatehtavan ratkaisemisessa?

2. Millaista matemaattista osaamista oppilaat tarvitsevat ratkaistessaan avointa on-
gelmatehtavaa?



2. TEOREETTINEN VIITEKEHYS

Luvussa maaritelladn, mitd matemaattinen osaaminen tarkoittaa ja esitetdan tutki-
muksessa kaytetty Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin [14] matemaattisen osaamisen
jaottelu viiteen eri osa-alueeseen. Luvussa [2.2] esitellddn ongelmanratkaisuun, ongelma-
tehtavaan ja ongelmatehtavan ratkaisemiseen tarvittaviin taitoihin liittyvaa teoriaa.

2.1 Matemaattinen osaaminen

Yksi tdmén tutkimuksen tavoitteista on havainnoida oppilaiden matemaattista osaamis-
ta. Matemaattinen osaaminen on Joutsenlahden [11] mukaan matemaattisen ajattelun
ilmentymd. Oppilaiden matemaattista ajattelua voidaan siis havainnoida matemaattisen
osaamisen kautta. Tassa tutkimuksessa matemaattinen osaaminen maaritellaan Kilpat-
rickin, Swaffordin ja Findellin esittdmalla tavalla, jonka mukaan matemaattinen osaami-
nen tarkoittaa matemaattisia tietoja ja taitoja, joita oppilas tarvitsee oppiakseen matema-
tikkaa.

Kun tutkitaan matemaattista osaamista, on hyva pohtia, mitd osa-alueita siihen liittyy.
Kilpatric, Swafford ja Findell [14] ovat jakaneet matemaattisen osaamisen viiteen osa-
alueeseen: konseptuaaliseen ymmartamiseen, proseduraaliseen sujuvuuteen, soveltu-
vaan paattelyyn, strategiseen kompetenssiin ja yrittelidisyyteen. Matemaattista osaamis-
ta havainnoidaan téssé tutkimuksessa naiden osa-alueiden avulla. Osa-alueisiin sisal-
tyvia matemaattisia tietoja ja taitoja on téssa tydssa laajennettu myds muun kirjallisuu-
den perusteella. Kilpatrickin ym. [14] mukaan matemaattisen osaamisen viisi osa-aluetta
ovat toisiinsa kytkoksissa ja riippuvaisia toisistaan, kun kehitetddn oppilaan matemaat-
tista osaamista. Osa-alueet ovat toisiinsa kytkOksissa, silla Kilpatrickin ym. [14] mukaan
syva ymmarrys vaatii, ettd oppija kykenee yhdistaméaan tiedon palasia. Tiedon yhdistele-
minen on avainasemassa siind, pystyvatkd oppijat kayttdmaan osaamistaan ongelman-
ratkaisutilanteessa. Lisdksi metakognitio eli tieto omasta ajattelusta ja taito kayttda omaa
ymmartamistaan ja ongelmanratkaisua on ratkaisevassa osassa ongelmanratkaisutilan-
teessa [14].

Kuvaan [2.1] on koottu yhteen tdmén tutkimuksen kannalta oleellisia k&sitteita, jotka liitty-
vat matemaattiseen osaamiseen. Oppilaan matemaattista ajattelua voidaan havaita ma-
temaattisten tietojen ja taitojen kautta. Matemaattinen osaaminen voidaan ajatella mate-



maattisen ajattelun ilmentyména ja se siséltda matemaattiset tiedot ja taidot. Matemaat-
tinen osaaminen jakautuu Kilpatrickin ym. [14] mukaan viiteen eri osa-alueeseen, joita
tdssa tutkimuksessa havainnoidaan.

|Matemaattinen ajattelul

Havaitaan

Matemaattiset tiedotl | Matemaattiset taidotl

|Konseptuaa|inen ymméirtéiminenl—‘ |Matemaattinen osaaminen Yritteligisyys

|Proseduraa|inen sujuvuusl |Strateginen kompetenssil |SOV€|tUV3 pééttelyl

Kuva 2.1. Kaavio tutkimuksen kannalta oleellisista matemaattiseen osaamiseen liittyvista
késitteista.

T&ssa tutkimuksessa matemaattisen osaamisen osa-alueina kaytetdan siis Kilpatrickin
ym. [14] jaottelua, jonka mukaan matemaattiseen osaamiseen kuuluu konseptuaalinen
ymmartaminen, proseduraalinen sujuvuus, strateginen kompetenssi, soveltuva paattely
ja yrittelidisyys. Jokaiseen osa-alueseen kuuluu erilaisia matemaattisia tietoja ja taitoja,
jotka nakyvat opiskelijan suorituksessa.

Konseptuaalista ymmartamistd méaériteltdessa on hyddyllistd pohtia ensin konseptuaali-
sen tiedon késitettd. Matemaattinen tieto jaetaan usein konseptuaaliseen eli kasitteelli-
seen ja proseduraaliseen eli menetelmiin liittyvaan tietoon [22]. Kasitteella tarkoitetaan
yksilén henkista rakennetta, ja toisaalta yhteisesti hyvaksyttya ilmauksen merkitysta [11].
Toisin sanoen kasite voi tarkoittaa esimerkiksi kolmion késitetta. Kuvio on kolmio, kun se
tayttaa tietyt ehdot. Toisaalta yksildn ymmarrys esimerkiksi kolmion kasitteesta kehittyy
lapsuudesta aikuisuuteen kokemuksen perusteella. Lapsena kolmio voi tarkoittaa tietyn
muotoista, varityskirjaan piirrettya kuviota. Aikuisuuteen mennessé nakdhavainto on laa-
jentunut tarkoittamaan tietyn maaritelmén mukaista geometrista kéasitettd. Kuitenkin ky-
seessa on koko ajan sama kasite, kolmio, eli se on yksilén henkinen rakenne. Konsep-
tuaalinen tieto on aina yhteydessa muihin tietoyksikkéihin, joten se on osa tietoverkkoa
[11]. Tietoverkko muodostuu siis ké&sitteistd ja menetelmistd ja niiden valisista yhteyk-
sistd. Oppijan tieto on konseptuaalista, jos han tunnistaa sen paikan tietoverkossa [11].
Kasitteellinen tieto eli konseptuaalinen tieto on siis, kuten Haapasalo [6] toteaa, tietoa
riippuvuuksista.

Konseptuaalinen ymmartaminen (conceptual understanding) yhdistdd konseptuaalisen



tiedon ja ymmarryksen. Se on matemaattisten kasitteiden, operaatioiden ja niiden valis-
ten suhteiden ymmartamista [22]. Oppilaat, joilla on konseptuaalista ymmarrystd ymmar-
tavat, miksi matemaattinen kasite on térkea ja missa konteksteissa se on hyddyllinen [14].
He ovat siis jarjestdneet matemaattiset tietonsa yhtenaiseksi kokonaisuudeksi ja uusien
asioiden oppiminen tapahtuu liittdmalla uudet asiat aiempiin tietoihin [14]. Konseptuaali-
nen ymmartdminen auttaa Kilpatrickin ym. [14] mukaan oppilasta muistamaan esimerkiksi
proseduureja, silla jos jokin tieto paddsee unohtumaan, oppilas kykenee rekonstruoimaan
sen aiempien tietojensa pohjalta. Talléin Kilpatrickin ym. [14] mukaan on myds epatoden-
nakoista, ettd oppilas muistaa opitun metodin vaarin. Kun oppilas ymmartaa, miksi metodi
toimii, virheen sattuessa han huomaa, ettei tulos ole jarkeva. Joutsenlahden [11] mukaan
konseptuaalinen ymmartaminen nakyy opiskelijan suorituksissa esimerkiksi silloin, kun
opiskelija luo esimerkkeja ja vastaesimerkkeja vaitteesta, kayttéda ja yhdistaa malleja ja
erilaisia kasitteiden esitysmuotoja seké vertaa ja yhdistaa toisiaan Iahelld olevia kasitteita
ja periaatteita.

Proseduraaliseksi tiedoksi voidaan luokitella Haapasalon [6] mukaan formaalin kielen ja
kasitteen symboliset esitykset sekd sdannot, toimintakaavat ja algoritmit, joita kaytetaan
ongelmien ratkaisemiseksi. Formaalin kielen ja kasitteen symbolisiin merkityksiin kuuluu
symbolien seka niiden kaytt6a koskevien saantéjen ymmartaminen. Esimerkisi symbolien
kayttd6a koskevista sdanndistd Haapasalo [6] antaa yhtalén oikein kirjoittamisen. Prose-
duraalinen tieto voi olla matemaattisten symbolien liséksi my6s esimerkiksi apuvalineiden
ja piirrosten avulla esitettya [6]. Saé&ntdihin, toimintakaavoihin ja algoritmeihin liittyva pro-
seduraalinen tieto muodostuu perattaisista, lineaarisesti etenevista askeleista [6]. Tama
tarkoittaa sita, ettd edellisesta prosessin vaiheesta tunnistetaan aina seuraava vaihe.

Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency) on yhdistelm& proseduraalisia tietoja ja
taitoja. Se ilmenee Kilpatrickin ym. [14] mukaan taitona toteuttaa matemaattiset menette-
lytavat joustavasti, tdsmaéllisesti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti. Proseduraalinen
sujuvuus siséaltaa siis tiedon miten ja milloin kayttda proseduureja ja taidon esittda ne
tehokkaasti [14]. Proseduraalinen sujuvuus nakyy Joutsenlahden [11] mukaan, kun opis-
kelija valitsee tehtdvaan asianmukaisen proseduurin ja soveltaa sité oikein, osoittaa va-
litun proseduurin soveltuvaksi tehtdvan ratkaisuun ja laajentaa ja muokkaa tuntemiaan
proseduureja annetun tehtavan ratkaisemiseksi.

Koulussa oppilaat ratkovat usein hyvin maariteltyja ongelmia, mutta koulun ulkopuolella
oppilaan onkin vaikeampi 16ytaa, mika ongelma oikeastaan on [14]. Tall6in oppilaan tay-
tyy formuloida ongelma, jotta han voi kdyttdd matematiikkaa ratkaisemaan sen [14]. Tata
Kilpatrick, Swafford ja Findell [14] kutsuvat strategiseksi kompetenssiksi (strategic com-
petence). Se sisaltdd taidon muotoilla, esittédé ja ratkaista matemaattisia ongelmia. Ma-
temaatiikan opetuksen kirjallisuudessa strategista kompetenssia voidaan kutsua myds
ongelmanratkaisuksi tai ongelman muotoiluksi [14].



Strateginen kompetenssi nékyy, kun oppija tietda erilaisia ratkaisutapoja, valitsee strate-
gian ongelman ratkaisemiseen, muodostaa ongelmia, tietdd ongelmien esitysmuotoja ja
valitsee hyddyllisimman ja pystyy ratkaisemaan uusia tilanteita [1]. Liséksi oppija havait-
see matemaattisia suhteita ja suunnittelee uusia ratkaisumenetelmia tarvittaessa [14].

Soveltuva paattely (adaptive reasoning) siséltdad kyvyn loogiseen ajatteluun, reflektoin-
tiin, selityksiin ja perusteluihin [14]. Sen avulla oppija varmistuu, etta ajattelu on oikeaa
ja patevaa [14]. Soveltuva paattely perustuu vaihtoehtojen huolelliseen harkintaan ja si-
saltad tiedon siitd, kuinka johtopaatokset perustellaan [14]. Soveltuvaan paattelyyn kyke-
neva oppija ajattelee ratkaisun olevan oikein, jos se seuraa hyvaksyttyja loogisia jalan-
jalkia [14]. Talldin oppilas ei anna suurta painoarvoa saadulle vastaukselle. Soveltuvaan
paattelyyn sisaltyy myds intuitio [25]. Intuitivinen ymmarrys nakyy, kun oppilas ennus-
taa jonkin asian totuuden epardimétta ja analysoimatta ensin analyyttisesti [25]. Intuition
vuoksi soveltuvalla paattelylla on laajempi ulottuvuus kuin yleisella paattelylla, joka sisal-
taa vain induktiivisen ja deduktiivisen paattelyn [25]. Soveltuva paattelyn taitoihin kuuluu
kyky ajatella loogisesti tilanteiden ja kasitteiden valistd suhdetta [25]. Lisaksi soveltuvan
paattelyn avulla oppilas kykenee antamaan epavirallisia selityksia ja perusteluja ja tietda
kuinka todistaa tai perustella tulokset [1].

Yrittelidisyys (productive disposition) koostuu yksilén ahkeruudesta ja tehokkuudesta, jot-
ka seuraavat yksilon asenteesta nahdd matematiikka jarkevand, hyddyllisena ja vaiva-
narvoisena [14] . Jotta oppilas kehittdd matemaattiseen osaamiseen liittyvia kykyjaan,
hénen taytyy uskoa, ettd matematiikka on ymmarrettavissa ja tietylla vaivannaélla opitta-
vissa [14]. Toisaalta myds jonkun matemaattisen osaamisen osa-alueen kehittyessa oppi-
laan asenteet ja uskomukset muuttuvat positiivisemmiksi, mika edistda muiden piirteiden
kehittymista [11].

Yrittelidisyyteen liittyvia keskeisia kéasitteitd ovat siis uskomukset ja asenteet. Nama vai-
kuttavat metakognition kautta opiskelijan suorituksiin [11]. Metakognitiot ohjaavat opis-
kelijan ajattelua, paatdksentekoa ja saatelevat strategioiden kayttéa, silld niiden kautta
opiskelija tietoinen omasta ajattelustaan [11]. Opiskelijalla taytyy olla kuva siita, mita han
hallitsee, jotta han voi kehittyd tehokkaammaksi ongelmanratkaisijaksi [11].

Matemaattisen osaamisen osa-alueet ja se, miten ne nakyvat opiskelijan suorituksessa
on koottu taulukkoon Taulukosta on jatetty pois yrittelidisyys, silla tAman tutkimuksen
tutkimusmenetelmilla (ratkaisukeskusteluiden aanittdminen ja ratkaisujen kerdédminen) ei
pystyta luotettavasti havainnoimaan oppilaiden yrittelidisyytta. Taulukkoa kaytetaan
hyvaksi tutkimusaineiston analysoinnissa.

Myés muita matemaattisen osaamisen osa-alueiden jaotteluita I6ytyy kirjallisuudesta. Yh-
dysvaltalainen jatkuva tutkimussarja, NAEP (The National Assessment of Educational
Progress), tutkii perus- ja toisen asteen opiskelijoiden osaamista [23]. NAEP:n julkaisus-
sa [23] matemaattista osaamista on mitattu tehtdvien matemaattisen monimutkaisuuden



Taulukko 2.1. Matemaattisen osaamisen osa-alueet oppilaan suorituksessa

Konseptuaalinen ymmartaminen

Késitteiden kayttd oikein eri yhteyksissa
Késitteiden vélisten yhteyksien tunnistaminen
Menetelmien muistaminen ja rekonstruointi
Erilaisten esitysmuotojen kasittely
Esimerkkien ja vastaesimerkkien luonti [14} [11]

Proseduraalinen sujuvuus

Asianmukaisen proseduurin valinta
Rutiininomaiset laskutoimitukset
Symboleja ja kaavoja sisaltavien
lausekkeiden kasittely
Matemaattisen tiedon esitys- ja
merkintatavat [14,|11]

Strateginen kompetenssi

Tilanteeseen liittyvan matematiikan
tunnistus

Tieto erilaisista ratkaisutavoista
Ongelmanratkaisustrategian valinta
Ongelmien muodostaminen

Uusien ratkaisumenetelmien
suunnitteleminen [14} (11, 1]

Soveltuva paattely

Intuitiivinen ymmarrys

Epéaviralliset selitykset ja perustelut
Tieto, kuinka perustella tulos
Looginen ajattelu

Vaihtoehtojen huolellinen harkinta [14, 11,1, 25|

(mathematical complexity) avulla. Tehtavien matemaattinen monimutkaisuus maaraytyy

sen mukaan, mitd osaamisalueita sen suorittamiseen liittyy [23]. Naitd osaamisalueita

ovat: kasitteiden muistaminen ja tunnistaminen, joustava ajattelu, ratkaisumenetelman va-

linta, perustelu, paattely, suunnittelu, analysointi, luova ajattelu ja erityistapauksien yleis-

tdminen [23].

Myds OECD on julkaisussaan [27] esittdnyt oman jaottelunsa matemaattisen osaamisen

osa-alueista. Osa-alueet maaraytyvat siten, etta niille voidaan maarittda eri osaamisen

tasoja [27]. OECD luokittelee julkaisussaan [27] matemaattisen osaamisen osa-alueet

seuraavasti:
* ajattelu ja paattely
* perustelu

* viestinta
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mallintaminen

+ ongelman muotoileminen ja ratkaiseminen

+ esittdminen

» symbolisen, formaalin ja teknisen kielen kayttd ja operaatiot

+ apuvalineiden kaytto.

Kilpatrick ym. [14] toteavat, etta heidan jaottelussaan on yhtélaisyyksia NAEP:n luomaan
jaotteluun. OECD:n jaottelu eroaa kuitenkin aika paljon Kilpatrickin ym. jaottelusta. Osa
OECD:n luettelemista osa-alueista kuuluu useaan Kilpatrickin ym. esittamaan osa-aluee-
seen. Esimerkiksi mallintaminen on maaritelty tarkoittavan tilanteen jasentémisté, todelli-
suuden muokkaamista matemaattisiksi rakenteiksi, mallin varmistamista, arviointia ja esit-
tamista [27]. Mallintaminen kuuluu siis seké strategiseen kompetenssiin, johon kuuluu ti-
lanteeseen liittyvan matematiikan tunnistaminen etta soveltuvaan péaattelyyn, johon kuu-
luu ratkaisutavan perustelu. Kuitenkin suurin osa Kilpatrickin ym. esittdmistéd osa-alueista
on yhdistettédvisséd OECD:n luettelemiin osa-alueisiin. Konseptuaaliseen ymmartédmiseen
littyy OECD:n esittdmista osa-alueista esittaminen. Proseduraaliseen sujuvuuteen liittyy
symbolisen ja formaalin kielen kayttd, operaatiot ja apuvalineiden kayttd. Strategiseen
kompetenssiin kuuluu mallintamisen lisdksi ongelman muotoileminen kun taas soveltu-
vaan paattelyyn kuuluvat ajattelu, paattely ja perustelu.

Kaikki OECD:n julkaisussa [27] luetellut osa-alueet eivat kuitenkaan sisélly Kilpatrickin
ym. [14] esittdmaan jaotteluun. Esimerkiksi viestintdén liittyvada osa-aluetta ei Kilpatric-
kin ym. jaottelusta I16ydy. Viestinnalla tarkoitetaan itsensa ilmaisemista suullisesti ja kirjal-
lisesti seka muiden kirjallisten tai suullisten lausuntojen ymmartamista [27]. Kielen kayt-
t66n ei mydskaan kiinniteta yhta paljon huomiota Kilpatrickin ym. jaottelussa kuin OECD:n
luomassa jaottelussa. Toisaalta esimerkiksi késitteisiin liittyva osaaminen on Kilpatrickin
ym. osa-alueissa selvemmin nakyvilla.

OECD:n jaottelu on luotu tuomaan esiin eri matemaattisen osaamisen tasoja. Esimer-
kiksi OECD:n jaottelussa ongelman muotoileminen ja ratkaiseminen omana osaamisalu-
eenaan vastaa erilaisten ongelmatehtavien ratkaisua [27]. Tassa tutkimuksessa on tar-
koitus havaita mitd matemaattista osaamista oppilaat tarvitsevat ongelmatehtavaa rat-
kaistessaan. Matemaattisen osaamisen havainnoimiseen kaytetaan Kilpatrickin ym. [14]
luomaa jaottelua, silla jaottelun avulla on luontevampaa tarkastella avoimeen ongelman-
ratkaisuprosessiin liittyvaéd osaamista, johon liittyy vahvasti strategiseen kompetenssin ja
soveltuvaan paattelyyn liittyvat taidot. Lisaksi konseptuaaliseen ymmartamiseen liittyva
osaaminen korostuu Kilpatrickin ym. [14] jaottelussa, mika on olennaista avointen ongel-
matehtévien ratkaisemista tutkiessa.
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2.2 Matemaattinen ongelmanratkaisu ja ongelmatehtava

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden [30] oppimisk&sityksen mukaan oppi-
las on aktiivinen toimija. Tama tarkoittaa sita, ettéd oppilaan tulisi oppia asettamaan ta-
voitteita ja ratkaisemaan ongelmia itsendisesti ja ryhméassa [30]. Tdma osa oppimiskéa-
sityksen kuvauksesta liittyy konstruktivistiseen oppimiskésitykseen, jonka mukaan tieto
ei siirry, kuten behavioristisessa oppimiskasityksessé, vaan oppilas jasentda sen itse ai-
emman tiedon pohjalta [22]. Lepp&aho [22] toteaa, ettd Matematiikan oppitunti rakentuu
usein siten, ettd uusi asia opetellaan ensin. Taman jalkeen oppilaat tekevat perustehta-
via ja sen jalkeen sovelletaan. Nopeimmat saattavat edetd ongelmanratkaisua vaativiin
tehtaviin [22]. Konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaan luonnollisempi tapa olisi, etta
oppilaat itse, esimerkiksi ongelmatehtavan avulla, pohtisivat uutta, opeteltavaa asiaa ja
pyrkisivat littdmaan sen aiemmin opittujen tietojen avulla osaksi tietoverkkoaan.

Matemaattinen ongelmanratkaisu lahtee ongelmatilanteesta. Ongelmatilanne on tehtava-
tilanne, jonka ratkaisemiseksi oppilaan tulee yhdistella tuttuja tietoja uudella tavalla [22].
Jos tehtévasta voi heti tunnistaa toimenpiteet, joita tehtdvan suorittaminen vaatii, tehtava
on rutiinitehtava [22]. Oleellista ongelmatilanteessa siis on, ettei ratkaisu 16ydy heti, mutta
oppilaalla on valmiudet ratkaista tehtava [22].

Ongelmalahtéinen oppiminen tarkoittaa ajattelu- ja oppimistaitojen opettamista integroitu-
neena oppiaineen opettamiseen [15]. Talléin tavoitteena ei ole vain sisaltéjen oppiminen
vaan lisata strategisia ja metakognitiivisia taitoja, joiden avulla oppilaat kykenevét entis-
ta tehokkaammin késittelem&an oppiainetta konstruktiivisesti [15]. Toisin sanoen ongel-
malahtdisessa oppimisessa uusi asia voidaan oppia esimerkiksi ongelmatehtavan kaut-
ta, jolloin oppilaan taytyy itse muodostaa tapa, jolla tehtavan voi ratkaista. Esimerkiksi
tallainen tehtava voisi olla avaruuslavistajan pituuden kaavan muodostaminen aiempien
tietojen pohjalta [34]. Ongelmalahtdinen oppiminen vastaa siis opetusuunnitelman oppi-
miskasitykseen.

Ongelmatehtavat voidaan luokitella avoimiin ja suljettuihin alku- ja lopputilanteen mukaan
[22]. Suljetussa tehtavassa seka alku- ettd lopputilanne ovat suljettuja ja ongelmaan on
talldin vain yksi oikea vastaus [22]. Avoimessa ongelmatehtavassa joko alku tai lopputi-
lanne on avoin [22]. Avoimessa alkutilanteessa opiskelijan annetaan tehda valintoja al-
kutilanteen suhteen ja hén saa itse paattda, mista lahtdkohdista han paasee vaadittuun
lopputulokseen [22]. Avoimessa lopputilanteessa tehtavaan ei ole yhté ainoaa oikeaa vas-
tausta, vaan ratkaisu on oikein, kun se toteuttaa annetut alkuehdot [22]. Ongelman alku-
ja lopputilanteen molempien ollessa avoimia ratkaisijan tulee luoda oma tehtava anne-
tusta tilanteesta ja ratkaista se haluamallaan tavalla [22]. Kuvassa [2.2 on esimerkkeja
erilaisista avoimista tehtavista. Suljettua tehtavaa edustaa tehtava, jossa on suljettu alku-
seka lopputilanne.
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Avoin lopputilanne Suljettu lopputilanne

Suunnittele huone, jossa on
Avoin mahdollisimman vahan hukkatilaa. Piirra huoneen pohjapiirustus ja
alkutilanne Huoneeseen tulee mahtua sanky, laske sen pinta-ala
kirjoituspoyta ja vaatekaappi.

Laske suorakulmion muotoisen

Suljettu Piirra kaksi erilaista huonetta, joiden | huoneen pinta-ala, kun sen
alkutilanne kummankin pinta-ala on 15 m?2. pituus on 4 metria ja leveys 2,5
metria.

Kuva 2.2. Esimerkkejéd avoimista ja suljetuista alku- ja lopputilanteista

Avoin ongelmatehtava on kayttdkelpoinen silloin, kun ratkaisussa pyritdan korostamaan
ymmartamista ja luovuutta [22]. Avoimet tehtavét voivat olla esimerkiksi tutkimustehtavia
tai alun perin suljettuja tehtavia, joiden tehtdvanannoista on poistettu joitain ehtoja [22].

Minkéalainen sitten on hyva ongelmatehtava? Leppéaaho [22] mainitsee, ettd ongelmati-
lanteen tulisi saada oppilas motivoitumaan ongelman ratkaisemisesta. Leinhardtin [21]
mukaan tehtavan autenttisuus on tarked ominaisuus hyvalle ongelmatehtavalle. Autentti-
sessa ongelmatilanteessa on jokin matemaattinen ominaisuus, joka ei ole itsestaanselva
mutta on luonnostaan tarkea [21]. Leinhardt [21] toteaa, ettd usein tarvitaan empiirista tut-
kimusta selvittdmaan, minkalainen ongelmatilanne toimii. Pélya [34] antaa my6s ohjeeksi
valita ongelmatehtava hyvin: tehtava ei saa olla liian vaikea eika lilan helppo. Lisaksi sen
tulee olla luonnollinen ja kiinnostava. Ongelmatehtévéan valinta tulee siis tehdé huolella
niin, etta tehtava on motivoiva ja tarpeeksi haastava, muttei kuitenkaan liian vaikea.

2.3 Ongelmatehtavan ratkaisemiseen tarvittavat taidot

Ongelmanratkaisun taitoja pidetdan matematiikassa korkeatasoisen oppimisen tavoittee-
na, silla ongelmanratkaisu kehittad lahes kaikenlaisia matemaattisia taitoja [19]. Eri 1&h-
teissa ongelmanratkaisuun tarvittavia taitoja lahestyta@n kuitenkin eri lahtékohdista ja
nain on syntynyt useita erilaisia luetteloita ja luokitteluja taidoista, joita ongelmanratkai-
suun tarvitaan.

Joutsenlahden [11] mukaan ongelmanratkaisun hallinta edellyttaa, etté opiskelija

+ tunnistaa ja muotoilee ongelmia

+ paattda annetun tiedon riittvyydesta ja loogisesta ristiriidattomuudesta

kayttaa strategioita, tietoa, malleja ja tehtavaan sopivaa matematiikkaa

luo, laajentaa ja muokkaa proseduureja

kayttaa paattelya uusissa tilanteissa
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« arvioi ratkaisujen jarkevyytta ja oikeellisuutta.

Kinnunen ja Vauras [15] ovat esittédneet nelja matemaattista erityisosaamista edustavaa
toiminnan tasoa, jotka liittyvat ongelmanratkaisuun: kasitteellinen, strateginen, tekninen ja
operaatioiden taso. Kasitteelliselle tasolle kuuluu késitteiden, strategioiden ja tekniikkojen
ymmartdminen ja ongelman matemaattisten elementtien tunnistaminen. Strateginen taso
tarkoittaa ongelmalle erityisten ratkaisustrategioiden valitsemista ja toteutusta. Tekninen
taso sisdltada ratkaisua kohti vievat sdannét, merkitsemistavat ja laskutekniikat. Operaa-
tioiden tasolle kuuluvat mentaaliset operaatiot ja automaatioiksi muuntuneet laskutoimi-
tukset. Kinnusen ja Vauraan [13] luokittelussa ei ole huomioitu ongelman muotoilua ja
tunnistamista eikd péaattelyn ja arvioinnin osuutta Joutsenlahden [11] esittdmiin ongel-
manratkaisuun tarvittaviin taitoihin verrattuna. Toisaalta Joutsenlahti [11] ei ole erikseen
maininnut kasitteiden ymmartamista jaottelussaan.

Ballew ja Cunningham [2] ovat tiivistdneet ongelmanratkaisuun tarvittavat taidot neljaan
eri kykyyn:
* kyky lukea ongelma

» kyky asettaa ongelma siten, etta tarpeelliset laskutoimitukset on mahdollista suorit-
taa

+ kyky suorittaa tarvittavat laskutoimitukset
* kyky yhdistad lukeminen ja ongelman kasittely ongelman kokonaisratkaisuksi.
Ballewn ja Cunninghamin [2] jaottelussa kasitteelliselld osaamisella ei ole painoarvoa.

Ongelman lukemiseen on sen sijaan Kiinnitetty enemmé&n huomiota kuin Joutsenlahden
[11] ja Kinnusen ja Vauraan [15] jaotteluissa.

Moses esittaad artikkelissaan [24] oman havainnoinninsa kautta kolme tasoa, jotka aiheut-
tavat oppilaille haasteita ongelmanratkaisussa. Haasteet esitetd&dn ongelmanratkaisussa
tarvittavina taitoina.

» Taso 1: ongelmaan tutustuminen
— oppilaan motivointi

» Taso 2: perustaidot
— matemaattiset taidot, kuten laskutaito ja termien ja kasitteiden hallinta
— lukutaito

» Taso 3: Yleiset kognitiiviset taidot

— visualisointi
— joustava ajattelu

— analogioiden muodostaminen [24]
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Mosesin [24] havaintojen mukaan oppilat eivat pida tuntemattomia tilanteita tarkeina ja
kiinnostavina, mink& vuoksi oppilaan motivointi on téarkedd. Ongelman asetteluun tulee
siis kayttaa erityisesti vaivaa [24]. Lukutaito tarkoittaa erityisesti matematiikan kielen tun-
temista, siis ongelmassa esiintyvien matemaattisten kasitteiden ymmartamista. Jousta-
valla ajattelulla Moses tarkoittaa, etté oppilas tuottaa ideoita ja tunnistaa ongelmasta muu-
takin kuin siind annetut faktat [24]. Talla voidaan tarkoittaa esimerkiksi, ettd oppilas tun-
nistaa matemaattisia kasitteita ja rajoituksia, jotka tilanteeseen liittyvat, mutta tehtavanan-
nossa naita ei ole sanottu. Mosesin [24] jaottelussa esiintyvat kasitteet ovat hieman erilai-
sia kuin Joutsenlahden [11] ja Kinnusen ja Vauraan [15]. Esimerkiksi joustavan ajattelun
ja analogioiden muodostamisen voidaan ajatella liittyvan ratkaisustrategian valintaan.

Mydés Pélyan ratkaisemisen taito- kirjassa [34] esitetddn ongelmanratkaisuun liittyvia vai-
heita ja vaiheisiin liittyvia taitoja. Ensimmaisessa vaiheessa oppilaan tulee ymmartaé on-
gelma ja selvittdd, mik& on ongelmanratkaisun tavoite. Tahan tarvitaan lukutaitoa ja lu-
kemisen ymmartamista. Toisessa vaiheessa oppilas muodostaa suunnitelman ongelman
ratkaisemiseksi. T&han vaiheeseen oppilaan tulee valita, mita laskutoimituksia, selvityksia
ja kehitelmié ratkaisemiseen tarvitaan. Kolmannessa vaiheessa oppilas toteuttaa suunni-
telman, jolloin tarpeellisia taitoja ovat paattelyn oikeellisuuden varmistaminen, muodollis-
ten sadéantéjen noudattaminen ja proseduurien tietdminen. Neljas vaihe sisaltaa ratkaisun
tarkastelun, arvioinnin, uudelleen harkinnan ja tehtadvanantoon palaamisen.

Kaikki edelld mainitut ndkemykset ongelman ratkaisuun tarvittavista taidoista ovat omia
versioitaan, joissa on hieman eroavaisuuksia ja toisaalta myés jotain yhteista. Taulukkoon
[2.2] on koottuna tiivistetysti yhdistelma naist& kaikista ongelmanratkaisuun tarvittavista
taidoista.

Taulukko 2.2. Ongelmanratkaisuun tarvittavat taidot |2, |24, 34, |15, 11|]

Ongelman ymmartaminen | Lukutaito, matemaattisten elementtien tunnistaminen

ongelmasta

Strategiset taidot Joustava ajattelu, vastaavuuksien muodostaminen,
ratkaisustrategian valinta

Tekninen suorittaminen Kasitteiden hallinta, proseduurien luominen ja
laajentaminen, laskutoimitusten suoritus

Arviointi Ongelman ymmartamisen ja kasittelyn yhdistaminen
ratkaisuksi, ratkaisun loogisuus

2.4 Tutkimuksen avoin ongelmatehtava

Tassa tutkimuksessa tarkastellaan haasteita, joita ylakoululaisille tulee ongelmatehtavaa
ratkaistessaan. Lisdksi tarkastellaan millaista matemaattista osaamista ylakoululaiset tar-
vitsevat avoimen ongelmatehtavan aikana. Tutkimuksen ongelmatehtéva paatettiin valita
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geometriaan liittyvista tehtavist, silla geometriaan liittyvat tehtavéat ovat helposti yhdistet-
tavissa arkimaailmaan. Liséksi geometrian tehtaviin liittyy usein kuvien piirtdmista. Teh-
tavan ratkaisuihin piirretyt kuvat auttavat tutkijaa hahmottamaan, mita oppilaat ovat rat-
kaisuillaan tarkoittaneet. Lisdksi kuviokielen avulla oppilas voi viestid matemaattisesta
osaamisesta.

Luvussa[2.2]todettiin, ett& usein tarvitaan empiirista tutkimusta selvittdméaan, minké&lainen
on hyva ja toimiva ongelmatehtava. Tassa tutkimuksessa ongelmatehtavag ei ollut mah-
dollista kokeilla etukdteen, joten tutkimukseen p&adyttiin valitsemaan aiemmin tehty ja
kokeiltu ongelmatehtava. Vaihtoehtoisia ongelmatehtavia 16ytyi esimerkiksi Hirvosen [8]
tekemastd GeoGebra-materiaalista. Yksi tehtavista oli linkkitornitehtavé, jossa oppilaan
tuli Yl6jarven karttapohjaan selvittag karttaan merkittyjen linkkitornien kantama-alueet [8].
Tehtava on suljettu ongelmatehtava. Avoimia ongelmatehtavia I0ytyi oppikirjoista ja aiem-
mista tutkimuksista hyvin vahan. Tutkimuksen opetuskokeilussa paadyttiin kayttAmaan
ongelmatehtavana huvipuistotehtavad, joka on esitetty Hahkibniemen ym. tutkimuksessa
[10]:

Huvipuistotehtava

Nelja kaupunkia rakennuttaa yhteisty6ssa hulppean huvipuiston. Tutki Geo-
Gebraa apuna kayttden, mika olisi optimaalisin ja tasapuolisin sijainti huvi-
puistolle. Pohdi erilaisia tilanteita sen mukaan, miten kaupungit ovat sijoittu-
neet toisiinsa nahden.

Samaa tehtédvaa kaytettiin Christoun, Mousoulidesin, Pittaliksen ja Pitta-Pantazin tutki-
muksessa [3], jossa huvipuiston tilalla oli lentokentta, joten vastaavaa tehtavaa on kéay-
tetty kahdessa tutkimuksessa. Tutkimuksissa on kuvattu oppilaiden tuottamia ratkaisuja
tehtavaén, mikd osaltaan vahvistaa sitd, etta huvipuistotehtava on hyva ongelmatehtava,
jonka ratkaisemiseen tarvitaan geometrian kasitteita. Lisdksi huvipuistotehtava on avoin
ongelmatehtéva, joihin liittyvid haasteita ei ole aiemmissa tutkimuksissa juurikaan tutkittu.

Hahkidniemen ym. [10] tutkimuksen tuloksissa esitettiin erilaisia hypoteeseja, joita op-
pilaat esittivat ratkaisuksi huvipuisto-ongelmaan. Myés Christoun ym. tutkimuksessa [3]
kerrottiin opiskelijoiden muodostamia ratkaisuja. Taulukkoon [2.3|on koottu muutamia Hah-
kiéniemen ym [10] ja Christoun ym. [3] tutkimuksissa esiintyneité ratkaisuja huvipuistoteh-
tavaan.

Nelidén tai suorakulmion lavistajien leikkauspiste
Epasymmetrisen nelikulmion lavistgjien leikkauspiste
Ympéri piirretyn ympyran keskipiste

Piste, johon on pienin yhteenlaskettu etaisyys kaupungeista [3, |10].

Taulukko 2.3. Oppilaiden esittdmié ratkaisuja huvipuistotehtdvadn aiemmissa tutkimuk-
sissa
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3. TUTKIMUKSEN AVOIMEN ONGELMATEHTAVAN
RATKAISUJEN TAUSTAA

Téssé luvussa kasitellaan taulukkoon [2.3] keréttyja, oppilaiden aiemmissa tutkimuksissa
tekemia, ratkaisuja huvipuistotehtavaan. Tehtava on avoin ongelmatehtava, joten siihen
on olemassa useita oikeita vastauksia. Oppilaiden tuottamiin ratkaisuihin muodostetaan
Euklidisen geometrian keinoin perusteluja ja lisdhuomioita. Lopuksi esitellaan viela Fer-
mat’n neljan pisteen sijaintiongelma, jonka avulla voidaan I6ytaa piste, josta on lyhin yh-
teenlaskettu etéisyys neljaan pisteeseen.

3.1 Valmistavia maaritelmia ja lauseita

Esitetddn ensin méaritelmia ja lauseita, joita tarvitaan, kun tarkastellaan aiemmissa tut-
kimuksissa esiintyneita ratkaisuja. Lukijalta oletetaan joidenkin geometrian perustietojen
tuntemusta. Kaikkia valmistavia lauseita ei todisteta, vaan todistuksissa viitataan teoksiin,
joissa kyseinen lause on todistettu. Mydskaan Eukleideen tasogeometrian aksioomia ei
esiteta.

Maaritelma 3.1. Kulmaa sanotaan:

* koveraksi, jos se on pienempi kuin oikokulma,

* kuperaksi, jos se on suurempi kuin oikokulma. [37, 12 §]
Maaritelmé 3.2. Kahta kulmaa sanotaan:

» eksplementtikulmiksi, jos niiden summa on taysi kulma,

* suplementtikulmiksi, jos niiden summa on oikokulma. [37, 12 §].

Maaritelméa 3.3. Kun kaksi suoraa leikkaa toisensa, muodostuu nelja koveraa kulmaa.
T&ll6in vierekkain olevia kulmia sanotaan toistensa vieruskulmiksi ja vastakkain olevia
toistensa ristikulmiksi. [37, 13 §].

Kuvaan [3.1] merkitys kulmat ovat kaikki koveria. Lisaksi kuvassa [3.1] kulmat «; ja 7y ovat
suplementtikulmia ja myds vieruskulmia. Vastakkain olevat kulmat «; ja as ovat ristikul-
mia, kuten myds 3, ja (.

Lause 3.1. Ristikulmat ovat yhtdsuuret. [37, 13 §, lause]
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Todistus. Ks. [20] s. 23—24] O]

Maaritelmé 3.4. Jos suora [ leikkaa suoria a ja b, syntyy kaksi neljan koveran kulman
muodostamaa ryhmaa. Kahta eri ryhmaan kuuluvaa kulmaa sanotaan samankohtaisiksi,
jos suora [ on niilla samannimisena kylkena. [37, 17 §]

Kuvassa [3.1]Kulmat o4 ja 3; sekd s ja O, ovat samankohtaisia.

Kuva 3.1. Havainnollistus kulmista, jotka syntyvét suoran leikatessa kahta muuta suoraa.

Lause 3.2. Suoral leikkaa suoratn jam siten, ettd samankohtaiset kulmat ovat yhtenevét
tdsmélleen silloin, kun n ja m ovat yhdensuuntaiset. [20, s.32]

Todistus. Ks. [20] s.31-32]. O]

Ympéri piirrettyyn ympyraén liittyvad ratkaisuehdotusta tarkastellessa tarvitaan seuraa-
vaa ympyran kehakulmiin ja keskuskulmiin liittyvaa lausetta.

Lause 3.3. Ympyrédn kehdkulma on puolet samaa kaarta vastaavasta keskuskulmasta
[37, 80§].

Vaisalan [37] mukaan kahta kuviota sanotaan yhteneviksi, jos ne voidaan asettaa paal-
lekkain siten, ettd kuviot yhtyvat taydellisesti. Tallaisia yhtenevia kuvioita voivat olla esi-
merkiksi janat ja kulmat, jolloin yhtenevyyden sijaan voidaan puhua myds niiden yhta-
suuruudesta [20]. Kolmioiden yhtenevyyslauseet kertovat, milla ehdoilla voidaan sanoa
tiettyjen kolmioiden olevan yhtenevat. Lehtinen ym. [20] esittédvat yhden kolmion yhtene-
vyyslauseista (yhtenevyyslause sks) aksioomana, jonka jalkeen loput todistetaan taméan
avulla. Tassa tutkielmassa tarvittavat kolmion yhtenevyyslauseet esitetdan kaikki lausei-
na ilman todistuksia.

Lause 3.4 (Yhtenevyyslause ksk). Jos kolmion kaksi kulmaa ja niiden vélinen sivu ovat
yhtdsuuret kuin vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevét [37, 34 §, Yh-
tenevyyslause »ksk»].
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Lause 3.5 (Yhtenevyyslause sks). Jos kolmion kaksi sivua ja niiden vélinen kulma ovat
yhtd suuret kuin vastinosat foisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevét |37, 36 §,
Yhtenevyyslause »sks»].

Lause 3.6 (Yhtenevyyslause sss). Jos kolmion sivut ovat yhtdsuuret kuin toisen kolmion
sivut, niin kolmiot ovat yhtenevét. [37, 33 §, Yhtenevyyslause »sss»]

Huvipuistotehtdvan tehtadvanannossa pyydetdén kirjaamaan eri ratkaisuvaihtoehtoja, kun
kaupungit ovat sijoittuneet eri tavoilla. Nelja kaupunkia muodostaa nelikulmion, joten on
tarpeellista maéritella nelikulmioihin liittyvia kasitteita ja esittaa niihin liittyvia lauseita.

Maaritelma 3.5. Nelikulmiota sanotaan suunnikkaaksi, jos sen molemmat parit vastak-
kaisia sivuja ovat yhdensuuntaiset. [37, 62 §]

Maaritelma 3.6. Suorakulmio on suunnikas, jonka kulmat ovat suoria kulmia. [37, 65 §]

Lause 3.7. Suunnikkaan molemmat parit vastakkaisia sivuja ovat yhta suuret. |37, 62 §,
lause 1]

Todistus. Vrt.[37, s. 68-69]. Olkoon ABC'D suunnikas. Suunnikkaan lavistdja AC' ja-
kaa suunnikkaan kahteen kolmioon kuvan [3.2l mukaisesti. Suunnikkaan maaritelméan [3.5]
mukaan sivut AB ja DC ovat yhdensuuntaiset, joten lauseen perusteella ay = as.
Lisaksi v ja arg ovat ristikulmia, joten lauseen [3.1] perusteella oy = ar3. Nyt siis a3 =
Samalla tavalla sivut AD ja BC' ovat yhdensuuntaiset, joten 51 = (5.

Nyt kolmioiden AACD ja AABC kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu AC' ovat yhta suu-
ret. Kolmiot ovat siis yhtenevat yhtenevyyslauseen perusteella. Talldin kaikki kolmioi-
den vastinsivut ovat yhta suuret, siis AB = CD ja AD = CB.

Kuva 3.2. Suunnikas ABC D, jolle on piirretty ldvistdja AC

Lause 3.8. Suunnikkaan lavistéjét puolittavat toisensa. [37, 64 §, Lause 1]
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Kuva 3.3. Suunnikas ABC D, jolle on piirretty lavistdjét ja ldvistédjien leikkauspiste E

Todistus. [37, s. 70] Olkoot ABC' D suunnikas ja E sen lavistajien leikkauspiste. Kuvaan
on piirretty suunnikas ABCD ja sen lavistajat. Nyt suunnikkaan méaaritelman 3.5
mukaan janat AB ja DC' ovat yhdensuuntaiset, joten lauseen mukaan a; = as.
Lis&ksi lauseen [3.1] perusteella a3 = aw, joten a; = a. Samalla tavalla 51 = (.

Lauseen [3.7| perusteella | AB| = |C'D|. Nyt siis lauseen [3.4 mukaan kolmiot AABE ja
ACDE ovat yhtenevét. Talloin |[FA| = |EC| ja |EB| = |ED|.

0
Seuraavaksi esitetddn Pythagoraan lause ja erds sen todistuksista. Todistukseen tarvi-

taan nelididen, kolmioiden ja suorakulmioiden pinta-alan kasitettd, jotka oletetaan tassa
tunnetuiksi. Pinta-alaa merkitdén kyseisen kuvion nimella.

Lause 3.9 (Pythagoraan lause). Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan nelié on yhta
suuri kuin kateettien neliéiden summa. [37, 44 § ja 109 §]

Pythagoraan lause voidaan siis kirjoittaa kuvan [3.4] suorakulmaiselle kolmiolle
|AC|? = |AB|* + | BC|?

Todistus. Vrt. [37) s. 47] Olkoot suorakulmainen kolmio A AC B, jonka kateetit ovat AB ja
BC jatoinen teravista kulmista merkitty kirjaimella o, suorakulmaisen kolmion kateeteille
piirretyt neliét A; ja B; ja hypotenuusalle piirretty nelié C';. Nelididen pinta-alat ovat siis

A, = |ABJ? (3.1)
B, =|BC|* ja (3.2)
C, = |AC]*. (3.3)
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Kuva 3.4. Pythagoraan lauseen todistuksen apukuva.

Nelié C on jaettu kolmion A AC'B korkeussuoralla suorakulmioihin A; ja Bs. Nyt on siis
Ay + By = C)

Liséksi kuvan [3.4] osoittamalla tavalla on piirretty kolmiot K (siniselld) ja K5 (vihrealld).

Nyt kolmion K kanta ja korkeus ovat samat kuin neliélla Bj, siis kateetin BC' pituus.
Kolmion pinta-ala on puolet vastaavan kantaisesta ja korkuisesta nelidsta, siis K; = %
Kolmion K, kanta on sama kuin suorakulmiolla B, ja sen korkeus on myés sama kuin
suorakulmion By korkeus. Kolmion K5 pinta-ala on puolet suorakulmion B, pinta-alasta,

_B
Ky, =22,

Kolmioilla K7 ja K> on yhté pitkat sivut, joista toisen pituus on | BC'| ja toisen | AC|. Lisaksi
naiden sivujen valinen kulma sisaltdd molemmissa kolmioissa suoran kulman ja kulman
a, siis sivujen valinen kulma on molemmissa yhta suuri. Taten kolmiot K, ja K, ovat
yhtenevyyslauseen [3.5 perusteella yhtenevia. Talldin kolmioiden pinta-ala on yhta suuri,
joten

% = %, siis B; = DBs.
Samalla tavalla voidaan nayttaa, etta

A1:A2
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(ks. [37, s. 47]).

Yhtalosta
AQ + Bg = Cl

saadaan siis
Cl == Al + Bl-

Kun pinta-alat kirjoitetaan kolmion A AC' B sivunpituuksien avulla, saadaan
|AC|? = |AB|? + | BC|*.
O

Oppilaiden tekemien ratkaisujen késittelyyn tarvitaan lisaksi kolmioepayhtaléa. Kolmio-
epayhtalén todistamiseen tarvitaan lausetta, jonka mukaan kolmion suurempaa kulmaa
vastapaata on pidempi kylki kuin pienempaa kulmaa vastapaata oleva kylki [37]. Todis-
tuksessa oletetaan myds tunnetuksi tieto, etté tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yh-
tasuuret.

Lause 3.10. Kolmiossa suurempaa kulmaa vastapdéaté oleva sivu on suurempi kuin pie-
nempdéa kulmaa vastapdaté oleva sivu [37, 78§, Lause 2]

Todistus. Ks. [37, s. 83]. O]

Lause 3.11 (Kolmioepayhtald). Kolmion ANABC' sivujen pituudelle pétee epdyhtald
|BA| + |AC| > |BC|

[5, s.77, Kolmioepdyhtald].

Todistus. Vrt. [5, s. 77 Kolmioepayhtaldn todistus].

Olkoot AABC ja piste D janan AB kautta kulkevalla suoralla siten, ettd |AD| = |AC|.
Merkitaan liséksi ZADC = «y, ZDCA = oy, ZACB = pja ZDCB = ~ Tilanne on
kuvattu kuvassa[3.5

Nyt
|BD| = |BA| + |AD| = |BA| + |AC.

Koska v = ap + (3, niin ay < 7. Lisdksi AAC' D on tasakylkinen kolmio, joten ar; = .
Nyt siis myds a; < 7.

Koska a7 < 7, niin kulmaa v vastapaata oleva sivu BD on pidempi kuin kulmaa o,
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Kuva 3.5. Kolmioepdyhtélén todistuksen apukuva.

vastapaata oleva sivu BC' lauseen perusteella. Voidaan siis kirjoittaa

IBC| < |BD| = |BA| + |AC).

3.2 Aiemmissa tutkimuksissa esiintyneiden ratkaisuiden
pohdintaa

Taulukkoon [2.3| kerattyja, aiemmissa tutkimuksissa esiintyneitd, ratkaisuja pohditaan ala-
luvussa [3.2.1] Euklidisen geometrian keinoin. Luvussa osoitetaan esimerkiksi ett& suora-
kulmion lavistdjien leikkauspiste on yhta kaukana suorakulmion kulmista. Lis&ksi pohdi-
taan tilannetta, jossa nelikulmion ympari voi piirtdd ympyran. Alaluvussa [3.2.2] esitetaan
lause, jonka avulla voidaan I6ytaa piste, johon on Iyhin yhteenlaskettu etaisyys neljasta
kaupungista.
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3.2.1 Suorakulmio ja nelikulmion ympari piirretty ympyra

Hahkiéniemen ym. tutkimuksessa [10] suurin osa oppilaista ratkaisi tehtavan asettamalla
kaupungit suorakulmion tai nelién kulmiin ja sijoittamalla huvipuiston kuvion lavistgjien
keskipisteeseen. Esimerkissa [3.1] osoitetaan, etta tdma ratkaisu on tasapuolinen kaikille
kaupungeille.

Esimerkki 3.1. Osoitetaan, ettd suorakulmion lavistdjat leikkaavat toisensa pisteessa,
joka on yhta kaukana kaikista kulmista.

Olkoot ABC'D suorakulmio ja piste £ suorakulmion lavistdjien leikkauspiste. Suorakul-
mio on kuvassa|3.6] Talldin maaritelman[3.6)mukaan ABC'D on suunnikas, joten lauseen
3.8 perusteella |[EA| = |EC| ja |ED| = |EB|. Voidaan siis kirjoittaa

Kuva 3.6. Kuva suorakulmiosta ABC' D, johon on merkitty lavistdjien leikkauspiste E.

|AC| = |EBA| + |EC| = 2| EA| (3.4)

|BD| = |EB| + |DE| = 2|EB|. (3.5)

Lauseen 3.7 perusteella | AB| = |DC| ja |AD| = | BC|, joten Pythagoraan lauseen
avulla patee
|ACJ? = |ABJ? + |BC|® = |DCJ? + |ADJ = |DB".

Nyt siis
|AC|* = |DB|?, joten |AC|= |DB|.

Kun tahéan sijoitetaan yhtéalét[3.4]ja[8.5] saadaan

9|EA| = 2|EB| sis |EA| = |EB,
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jolloinka myds on yhtapitavaa, etta
|EA| = |EB|=|EC|=|ED|.

Siis suorakulmion kulmien etaisyys pisteestd FE, joka on suorakulmion lavistajien leik-
kauspiste, on yhta suuri.

Christoun ym. tutkimuksessa [3] eras oppilas oli ratkaissut tehtavan piirtamalla nelikul-
mion ymparille ympyrén ja selvittdmalla ympyran keskipisteen. Kaikkien nelikulmioiden
ympari ei voi piirtdd ympyraa, mutta niille, joiden ymparille voi, voidaan todistaa seuraava
ominaisuus.

Lause 3.12. Jos nelikulmion ympéri voidaan piirtdd ympyréa, niin sen vastakkaiset kulmat
ovat suplementtikulmia. [37, 83 §, Lause 1]

Todistus. Vrt. [37, 83, Lauseen 1 todistus]. Oletetaan, ettd nelikulmion ABC'D ympari
voidaan piirtdd ympyra. Osoitetaan, etté nelikulmion vastakkaisten kulmien a4 ja 31 sum-
ma on oikokulma, siis suuruudeltaan 180°. Tilanne on kuvattu kuvassa[3.7]

Kuva 3.7. Kuva nelikulmion ympdri piirretystd ympyrasta.

Nyt kulmat «; ja 81 ovat ympyran kehakulmia. Kulma «; vastaa kaarta DC'B, jonka kes-
kuskulma on as ja kulma 3, vastaa kaarta BAD, jonka keskuskulma on ;. Kehakulma
on puolet keskuskulmasta lauseen [3.3] perusteella, joten

Ba
2

Qg
ap=— ja B =

5 (3.6)

Ympyra on piirretty nelikulmion ympéri, joten kaaret DC'B ja BAD muodostavat koko
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ympyran kehan. Siis niiden keskuskulmien summa on taysi kulma, 360°. Siis

s + P = 360° joten
o 32

72 + 5 = 180°. Kun tahén sijoitetaan yhtalét[3.6] saadaan
oy + B1 = 1800.

3.2.2 Pienin yhteenlaskettu etaisyys

Mika olisi tasapuolisin ja optimaalisin sijainti huvipuistolle? Edella ké&sitellyt suorakulmion
lavistajien leikkauspiste ja ympari piirretyn ympyran keskipiste patevat vain, kun kaupun-
git on sijoitettu hyvin rajoitetulla tavalla. Hahkiéniemen ym. [10] tutkimuksessa oppilaiden
ratkaisuissa nousi esiin myds ratkaisuehdotus: huvipuiston kannattaa sijaita pisteessa,
josta on pienin yhteenlaskettu matka kaikkiin kaupunkeihin. Ratkaisu olisi varmasti op-
timaalinen ja mahdollisesti myés melko tasapuolinen, mutta miten téllaisen pisteen voi
l6ytaa?

Jo Fermat esitti ongelman pisteen, jonka yhteenlaskettu etaisyys kolmesta pisteesta on
pienin mahdollinen, 16ytamisesta [33]. Huvipuistotehtavassa kyseessa on nelja kaupun-
kia, jotka rakennuttavat huvipuiston, siis pyritdan selvittdmaan pisteen pieninta yhtenlas-
kettua etaisyyttd neljasta pisteesta. Taté kutsutaan usein Fermat’n neljan pisteen sijain-
tiongelmaksi (4-point Fermat location problem) [33]. Ongelmaan on kuin onkin I6ydet-
ty ratkaisu. Jos pisteet muodostavat kuperan nelikulmion, siis nelikulmion, jonka kulmat
ovat alle 180 astetta, pienin yhteenlaskettu etéisyys on nelikulmion lavistajien keskipis-
teessa [33]. Jos nelikulmio ei ole kupera, pienin yhteenlaskettu etdisyys on pisteessa,
joka kuuluu kolmen muun pisteen muodostamaan suljettuun kolmioon [33].

Lause 3.13. Piste, josta Euklidinen etdisyys neljélle kiinteélle pisteelle A, B, C' ja D on
pienin mahdollinen on:

1. ldvistdjien leikkauspiste, kun pisteet A, B, C' ja D muodostavat kuperan nelikul-
mion,

2. se Kiinteistd pisteistd, joka kuuluu kolmen muun kiintedn pisteen muodostamaan
kolmioon tai janaan. [33, Theorem 1].

Todistus. Vrt. [33] s. 2]. Osoitetaan ensin kohta [1] Kohdan [1] todistuksessa Plastria [33]
mukailee Fagnanon vuonna 1775 julkaistussa atrikkelissa, "Problemata quaedam ad met-
hodum maximorum et minimorum spectantia"(1775) [4], esittdmaa todistusta.

Oletetaan, etta pisteet A, B, C' ja D muodostavat kuperan nelikulmion ja piste £ kuuluu
janojen AC ja DB leikkauspisteeseen. Olkoon liséksi piste X € R? ja X # FE. Nyt
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pisteet A, C' ja X muodostavat kolmion tai janan. Tall6in kolmioepayhtalén 3.11] mukaan
|AE| + |[EC| = |AC| < |AX| + | X .

Yhtasuuruus péatee, jos piste X on janalla AC. Talléin X ei voi olla janalla DB. Siis
samalla tavalla
|DE| + |EB| = |DB| < |DX|+ |XB].

Nyt siis

|AE| + |EC| + |DE| + |[EB| < |AX| + |XC| + |DX| + | XB|.

Siis pisteestd F on lyhin mahdollinen yhteenlaskettu matka pisteisiin A, B, C'ja D.
Osoitetaan sitten kohta [2|

Oletetaan, etta piste D kuuluu pisteiden A, B ja C' muodostamaan kolmioon tai janaan.
Osoitetaan ensin, etta piste, jonka etaisyys pisteistd A, B, C' ja D on pienin mahdollinen,
on kolmion A ABC tai naista pisteistd muodostuneen janan sisalla.

Olkoon piste X € R? siten, ettd X ¢ A ABC. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa pisteet
A, B ja C' muodostavat kolmion.

Nimetaan kolmion A ABC' kérkipisteet siten, etté piste X ei kuulu pisteiden C' ja B kautta
kulkevalle suoralle ja on eri puolella pisteiden C' ja B kautta kulkevaa suoraa kuin pisteet
A ja D. Olkoot lisaksi piste X’ pisteen X projektio pisteiden C ja B kautta kulkevalle
suoralle ja piste D’ janan DX ja pisteiden C ja B kautta kulkevan suoran leikkauspiste.
Tilanne on piirretty kuvaan [3.8]

Nyt Pythagoraan lauseen 3.9 avulla

x| = |V/JCXPE — [XXP < V/]OXP = |XC. @.7)

Samoin
|BX’] < |BX]|.

Liséksi kolmioepayhtalén [3.11]avulla saadaan
|DX'| < |DD'| + |D'X'| (3.8)

Pytagoraan lauseen mukaan

ID'X'| = |/|D'X|2 - |XX']2 < |D'X|2=|D'X|. (3.9)
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Kuva 3.8. Kuva kohdan@ todistuksessa kuvatusta tilanteesta, jossa piste X on kolmion
ANABC' ulkopuolella.

Siispé epayhtéldiden [3.8]ja [3.9| perusteella
|IDX'| < |DD'| + |D'X| = |DX|.

Samoin voidaan osoittaa
|AX’| < |AX]|

Siis piste X’ on lahempana kaikkia pisteitd A, B, C'ja D kuin piste X.

Tarkastellaan viela erikoistapausta, jossa pisteet A, B, C' muodostavat janan AC'. Olkoon
X' pisteen X projektio janan AC' kautta kulkevalle suoralle. Talléin voidaan Pythagoraan
lauseen [3.9|avulla, epayhtalén [3.7]tavoin, osoittaa, ettd X’ on lahempana kaikkia pisteita
A, B,CjaD.

Jos piste X kuuluu janan AC kautta kulkevalle suoralle, valitaan pisteeksi X’ janan AC'
paatepisteista 1ahempéna oleva. Talldin selvasti piste X’ on lahempéané kaikkia pisteita
A, B,CjaD.

Siis optimaalisen pisteen on oltava kolmion sisalla.

Oletetaan sitten, etta piste X kuuluu kolmioon AABC'. Nimetaan pisteet A, B ja C siten,
ettd D € AAXB. Talléin pisteiden A ja D kautta kulkeva puolisuora leikkaa pisteiden
X ja B kautta kulkevan suoran pisteessa Y. Tilanne on kuvattu kuvassa 3.9 Jos pisteet
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Kuva 3.9. Kuva kohdan@ todistuksessa kuvatusta tilanteesta, jossa piste X kuuluu kol-
mioon NABC..

A, B, C muodostavat janan AC, valitaan pisteeksi Y janan X B paatepisteista pistettd A
lahempang oleva.

Tallsin kolmioepéayhtalén 8.1 mukaan

IDB| < |DY |+ |Y'B] (3.10)
IAY| < |AX| + |XY| (3.11)
ICD| < |CX|+|XD| (3.12)

Nyt epayhtéldiden [3.10ja[3.11]avulla saadaan

|AD|+ |BD| < |AD|+ |DY |+ |YB| = |AY |+ |BX| - |Y X| < |[AX|+|BX| (3.13)

Siis epayhtaldiden ja mukaan
|AD|+ |BD|+ |CD| + |DD| < |AX|+ |BX|+ |CX|+ |DX],
joten pisteeseen D on lyhin mahdollinen yhteenlaskettu matka. O

Yhteenvetona voidaan siis todeta, etta kaikki taulukossa [2.3] esitetyt ratkaisuideat vastaa-
vat tehtavanantoon ainakin osittain. Piste, johon on lyhin yhteenlaskettu matka kaupun-
geista on optimaalisin mahdollinen ratkaisu. Taman pisteen voi 16ytad Fermat'n neljan
pisteen sijaintiongelman ratkaisun, lauseen [3.13] avulla. Euklidisen geometrian keinoin
osoitettiin, ettd suorakulmion tai nelion lavistdjien leikkauspiste on tasapuolinen sijainti
huvipuistolle esimerkin[3.7]mukaan. Lisaksi lauseen[3.13|perusteella suorakulmion tai ne-
lién lavistajien leikkauspiste on optimaalinen ratkaisu. Lauseen [3.13 mukaan myds epé-
sdanndllisen nelikulmion lavistajien leikkauspiste on optimaalinen ratkaisu, jos kaupun-
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kien muodostama nelikulmio on kupera. Kaupunkien ympéri piirretyn ympyran keskipiste
on tasapuolinen ratkaisu, silla kaikkien kaupunkien etéisyys keskipisteesta on ympyran
sateen verran. Tama ratkaisu saattaa kuitenkin olla hyvin kaukana optimaalisuudesta, jos
kaikki kaupungit sijaitsevat esimerkiksi puolikkaalla ympyran kaarella.
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4. TUTKIMUSASETELMA

Téassé tutkimuksessa tutkittiin ongelmatehtavan ratkaisemisen haasteita luvussa [2.4] esi-
tetyn huvipuistotehtavan avulla. Haasteita tutkittiin havainnoimalla sek& ongelmatehtavan
ratkaisemisessa syntyvid ongelmia ettd matemaattisen osaamisen osa-alueiden naky-
mista ongelmatehtavan ratkaisussa. Osaamisen tarkastelu on tarkeda sen kannalta, etté
haasteita voi 16ytdd myds pohtimalla, mitkd osaamisen osa-alueet eivat tehtavan ratkai-
sussa nousseet esiin. Tutkimuskysymykset ovat:

1. Millaisia haasteita oppilaat kohtaavat avoimen ongelmatehtavan ratkaisemisessa?

2. Millaista matemaattista osaamista oppilaat tarvitsevat ratkaistessaan avointa on-
gelmatehtavaa?

4.1 Opetuskokeilu

Tutkimusta varten jarjestettiin yksi 45 minuutin opetuskokeilu, jonka aikana oppilaat ratkai-
sivat pareittain tai kolmen hengen ryhméssa ongelmatehtavaa. Opetuskokeiluun osallistui
10 yhdeksasluokkalaista oppilasta, joista muodostettiin nelja ryhmaa. Opetuskokeilu suo-
ritettiin tietokoneluokassa. Tunnin aluksi oppilaille kerrottiin tutkimuksesta ja heilta kerattiin
tutkimusluvat. Taméan jalkeen oppilaiden tietokoneille tuotiin muistitikulta tehtdvanannon
sisaltava Word-dokumentti, johon ratkaisut kirjattiin. Tehtavanantona oli huvipuistotehta-
v4, joka on hieman muokattu versio Hahkiéniemen ym. [10] esittdmastéa tehtavasta:

Huvipuistotehtava

Nelja kaupunkia rakennuttaa yhteisty6ssa huvipuiston. Tutki GeoGebran avul-
la, mika olisi optimaalisin ja tasapuolisin sijainti huvipuistolle.
Kirjaa yl6s eri ratkaisuvaihtoehtoja, kun kaupungit ovat sijoittuneet eri tavoilla.

Word-dokumentissa oli ohjattu oppilaita etsimaan useita ratkaisuja merkitsemalla neljalle
ratkaisulle tayttdkohta. Word-dokumentti on liitteessa [Al Alkuvalmisteluihin kului aikaa
noin 10 minuuttia. Taman jalkeen oppilaat suorittivat tehtdvaa noin 30 minuuttia ja tunnin
lopuksi oppilaiden ratkaisut kerattiin muistitikulle.
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4.2 Tutkimusmetodi

Tutkimus on laadullinen tutkimus. Laadulliselle tutkimukselle on ominaista, ettad aineistoa
tulkitaan osana kontekstia [13]. Matemaattisen ongelmanratkaisun haasteita tutkittaessa
on tarkedd huomioida esimerkiksi, ovatko oppilaat aiemmin ratkaisseet ongelmatehtéa-
vid. Tama vaikuttaa tutkimuksen tulokseen. Siis kontekstin huomioiminen on tarkeaa tut-
kimuksessa. Yksi laadullisen tutkimuksen ominaispiirteista on sitoutuminen lahelle me-
nevaan tarkasteluun [13]. Tama tarkoittaa, ettd tutkija on suorassa kontaktissa ihmisiin
ja asioihin, joita han yrittda tutkimuksessaan ymmartaa [13]. Suora kontakti voi tapah-
tua esimerkiksi havainnoinnin kautta [13]. Ongelmatehtavan ratkaisun haasteisiin sisalle
paaseminen toteutuu tasséa tutkimuksessa oppilaiden havainnointina, kun he suorittavat
ongelmatehtavaa.

4.3 Aineistonkeruu ja analysointi

Opetuskokeilun aikana aineistonkeruu tapahtui oppilaiden ratkaisukeskusteluita nauhoit-
tamalla. Lisaksi oppilaiden ratkaisuna tuottamat Word-dokumentit kerattiin opetuskokei-
lun jalkeen muistitikulle. Nauhoitteita syntyi nelja kappaletta ja niiden jokaisen kesto oli
noin 30 minuuttia. Aénitteet ensin kuunneltiin ja muodostettiin yleiskuvaa, mit4 oppilaat
ovat kokeilun aikana tehneet. Taman jalkeen aanitteet kuunneltiin uudelleen ja litteroitiin.
Litterointi tapahtui kdsin kirjoittamalla oppilaiden keskustelut ja opettajan kommentit ylés.
Tasséa vaiheessa aineistosta poistettiin tutkimukseen oleellisesti kuulumattomat seikat.
Esimerkiksi jos oppilaat tehtavan aluksi pelasivat muutaman minuutin shakkia, keskuste-
lu jatettiin huomiotta. Lisaksi, jos oppilaat keskustelivat muusta kuin tehtavanantoon tai
ongelman ratkaisemiseen liittyvastd, tdma poistettiin litterointivaiheessa.

Tutkimusaineistoa analysoitiin kahdella laadullisen siséllénanalyysin tavalla: perinteisella
sisdlldnanalyysilla (conventional content analysis) ja suunnatulla sisallénanalyysilla (di-
rected content analysis). Perinteisen sisdlldnanalyysin avulla analysoitiin ongelmatehta-
van ratkaisemisessa esiintyvid haasteita. Perinteistd sisalldnanalyysia kaytetdén usein,
kun tavoitteena on kuvata jotain ilmiéta ja teoriaa ja tutkimuskirjallisuutta ilmiésta on ra-
joitetusti [9]. Perinteiselle siséllénanalyysille on tyypillista, etté tutkija valitda kayttamasta
ennakkoon méaariteltyja kategorioita aineiston havainnoimisessa [9)]. Sen sijaan kategoriat
nousevat aineistosta [9]. Tutkimuksessani kdytettiin ainoastaan yhta ongelmatehtavaa, jo-
ten analyysissa kasitellddn tdman tietyn ongelmatehtavan ratkaisemiseen liittyvia haas-
teita. Ongelmatehtavan ratkaisemiseen liittyvat haasteet on usein kuvattu teoriassa hyvin
yleisella tavalla. Tietylla oppitunnilla tehtyyn ongelmatehtéavéan liittyvat haasteet voivat
olla paljon tarkemmin luokiteltavissa, kuin teoriassa kuvatut, joten perinteista sisélléna-
nalyysia on perusteltua kdyttaa, jottei analyysimenetelma rajoita mahdollisia havaintoja.

Perinteisen siséllénanalyysin avulla aineistosta havainnoitiin tehtavan ratkaisemisen ai-
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kana syntyneitd ongelmia. Tama toteutettiin seka kuuntelemalla &anitteita etta lukemalla
litteroitua tekstia. Aluksi litteroidusta tekstista korostettiin kohdat, joissa oppilailla oli jokin
haaste tai ongelma. Ongelmiksi luokiteltiin esimerkiksi tilanteet, joissa oppilaat jaivat ju-
miin ratkaistessaan tehtavaa, heidan tuottamansa ratkaisu oli vajaa tai jokin sisalté osoit-
tautui virheellisesti ymmarretyksi. Tekstista korostetuista havainnoista kirjoitettiin kuvaus
Excel-dokumenttiin. TAman jalkeen havainnoille annettiin nimitys ja havainnot varikoodat-
tiin siten, ettd samaan aihealueeseen liittyvat havainnot saivat saman varin. Esimerkiksi
perustelujen puuttumiseen liittyvat havainnot varikoodattiin siniselld. Taman jalkeen sa-
man varikoodin saaneista havainnoista muodostettiin nimitys, joka kuvasi niité kaikkia.
Esimerkiksi perusteluihin liittyvat haasteet saivat nimityksen vajaat perustelut. Kuvassa
[4.1] on ote muodostuneesta Excel-taulukosta. Nain ilmenneitd ongelmia saatiin yhdistel-
tya ja luokiteltua eri luokkiin kuuluviksi. Luokkia muodostui yhteensa seitseméan kappalet-
ta:

+ tehtdvanannon rajaaminen

« strategian harkitseminen

* silm@maarainen ratkaiseminen
* perustelujen muodostaminen
* GeoGebran kayttd

* kasitteiden tdsmallisyys

+ proseduurin |6ytyminen.

Havaintoluokat ja kuinka monta kertaa havaintoja esiintyi eri ryhmien keskusteluissa on
koottu luvussa [9 esitettavaan taulukkoon

Suunnattua sisallénanalyysia kaytettiin analysoimaan matemaattisen osaamisen osa-a-
lueita ja niiden nakymista oppilaiden ratkaisuissa. Suunnatulle sisallénanalyysille on omi-
naista, ettd teoria tai asiaa koskevat tutkimustulokset ovat luokittelun 1&ht6kohtana [9].
T&ll6in eri havaintoluokille on annettu nimitykset etuk&teen ja aineistosta esiin nousevat
havainnot sijoitetaan valmiisiin luokkiin [9].

Matemaattisen osaamisen osa-alueiden havainnoinnin pohjana kaytettiin Kilpatrickin ym.
[14] matemaattisen osaamisen jaottelua viiteen osa-alueeseen. Tutkimuksen havainto-
luokiksi valittiin naista nelja: konseptuaalinen ymmartaminen, proseduraalinen sujuvuus,
strateginen kompetenssi ja soveltuva paattely. Yrittelidisyys jatettiin tutkimuksesta pois,
silld sen havainnointi vaatisi oppilaiden motivaation ja omiin kykyihinsd uskomisen ana-
lysointia, mihin ei talla tutkimusmenetelmalla voinut ottaa kantaa. Kilpatrickin, Swaffordin
ja Findellin esittamia esimerkkeja siitd, miten eri osa-alueet nakyvét tehtavan ratkaise-
misessa on laajennettu muiden l&hteiden avulla luvussa Taulukkoon on koottu
yhteenveto, kuinka matemaattisen osaamisen osa-alueet nakyvat oppilaan suoritukses-
sa.
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A B { [

Haaste: Mitd jdd sanomatta? Mihin jdddaan jumiin? Mistd Haasteen

1 olisi voinut pdadsta vield eteenpdin? nimedminen
Ryhma 1, Ratkaisu 3 Huvipuisto sijoitetaan "ympyran kehalle" yhta kauas Ei
kaikista kaupungeista johonkin satunnaiseen suomen matemaaattista

kaupunkiin. Perustelu: kaikista sama matka. Tassa sama maaritysta
kuin 1. ratkaisussa, jdd ndyttdmatta onko matka oikeasti

yhtd pitkd kaikkiin, mitddn matemaattista perustetta

tilanteelle ei anneta.

2
Ryhma 1, Ratkaisu 3 Ryhmi ei perustele, miksi olisi optimaalista sijoittaa se Perustelut
johonkin muuhun kaupunkiin.
3
Ryhma 1, Ratkaisu 4 Suomen karttaan sijoitettuna huvipuisto sijoitetaan lahteen, Kasitteen
silld Lahti on "keskeisimmalld paikalla" Minka suhteen Lahti tésmallisyys
on keskeisimmalla paikalla, mita t3lla tarkoitetaan?
4
Ryhma 1, Ratkaisu 4 Optimaalisin- ja tasapuolisin perustelut jaavat vajaaksi. Perustelut
5
Ryhm&2 Ratkaisu 1 Eivdt pddse tehtdvdssd alkuun, lukevat tehtdvinantoa, Tehtdvassa
eivat ymmarrd yhtddn, mitd pitdisi tehda alkuun
6 pddseminen

Kuva 4.1. Ote analyysivaiheessa muodostetusta Excel-taulukosta.

Analyysi aloitettiin korostamalla litteroidusta tekstistd kohtia, joissa esiintyy matemaat-
tista osaamista. Téllaisia kohtia olivat esimerkiksi matemaattisten kasitteiden kayttami-
nen, ymmartamista osoittavat kommentit, ratkaisun muodostamiseen liittyvat kommentit
ja perustelemiseen liittyvat keskustelunvaiheet. Naistd havainnoista kirjoitettiin kuvaus ja
havainnot nimettiin taulukon [2.1] mukaan. Jotkut havainnot sopivat useampaan kohtaan
taulukossa, jolloin tilanne nimettiin kohdalla, joka tarkimmin vastasi havainnon tilannetta.
Havaintoja verrattiin myds aiempiin havaintoihin, jotta samaan asiaan liittyvia havaintoja
ei nimettaisi eri tavoilla. Jos osaamiselle ei 16ytynyt nimitysté taulukosta [2.1] se luokitel-
tiin kohtaan "muut" ja nimitys annettin myéhemmin sen mukaan, mika kuvasi tilannetta
parhaiten. Analyysin lopputuloksena syntyi kuvan [5.4] taulukko, johon on merkitty analyy-
sissa havaitut taulukon 2.7l osa-alueet seka kuinka monta kertaa néita suorituksen aikana
havaittiin kunkin ryhméan kohdalla.

4.4 Eettiset nakokulmat

Jokainen tutkija vastaa ensisijaisesti itse hyvan tieteellisen kdytdnndén noudattamisesta
[38]. Tampereen yliopisto on tiivistanyt hyvaan tieteelliseen kaytantéon liittyvan ohjeis-
tuksen verkkosivuillaan [38]. Hyvaéan tieteelliseen kdytédntddn kuuluu eettisesti kestavat
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tiedonhankinta-, tutkimus- ja arviointimenetelméat [38]. Vuori [36] tiivistda tAman tarkoitta-
van sita, ettd tutkimuksessa tulee kunnioittaa tutkittavien ihmisarvoa, yksityisyytta, itse-
maaraamisoikeutta ja muita oikeuksia. Lisaksi Vuori [36] mainitsee, ettei tutkittaville tule
aiheutua merkittdvaa haittaa tutkimukseen osallistumisesta. Tassa tutkimuksessa tutkit-
tavien oikeudet on varmistettu jakamalla oppilaille oppitunnin aluksi tietosuojailmoitukset,
joissa kerrottiin, miten kerattyja tietoja kasitellaan tutkimuksessa. Tietosuojailmoitus 16y-
tyy liitteena [C] Tutkittavien tietosuojaa parannettiin kera@maélla tutkittavista mahdollisim-
man vahan tietoja. Henkilbtietoina tutkimuksessa kasiteltiin ainoastaan oppilaiden aanta,
joka my®s poistettiin analyysivaiheessa aanitteiden litteroimisella.

Hyvaan tieteelliseen kaytantd6n kuuluu myds vaadittavien tutkimuslupien hankinta [38].
Tutkimukseni tapahtui yl&koulussa, joten hain tutkimusluvan yldkoulun rehtorilta ja kun-
nan sivistysjohtajalta. Lupahakemukseen liitin kuvauksen tutkimuksesta, aineistonkeruu-
tavasta ja kerattavista tiedoista ja niiden séilytyksesté ja tuhoamisesta.

Tutkimukseni on ihmisiin kohdistuva tutkimus, joten tutkimuksessa on Tampereen yliopis-
ton ohjeistuksen mukaan otettava huomioon tutkimuslupien lisaksi tutkittavien tiedottami-
nen, tietoon perustuva suostumus, henkildtietojen kasittely ja tietosuoja.

Oppilaita ja oppilaiden vanhempia tiedotettiin tutkimuskokeilusta etukateen. Tiedote |a-
hetettiin vanhemmille Wilma-viesting, jossa pyydettiin ilmoittamaan, jos vanhemmat eivat
halua oppilaan osallistuvan tutkimukseen. Talla varmistettiin myds, ettd vanhemmat voivat
halutessaan vaikuttaa lapsensa osallistumiseen tutkimukseen. Wilma-viestissa oli myds
tutkijan séhkdposti. Tiedote on liitteessé [Bl Liséksi oppilaille jaettiin tunnin aluksi tieto-
suojailmoitukset, joissa kerrottiin, miten kerattyja tietoja kasitelldan tutkimuksessa. Tieto-
suojailmoitus I6ytyy liitteena[C| Tietosuojailmoitukseen on myés kirjattu oppilaille tiedoksi
heidan oikeutensa esimerkiksi vetaytya tutkimuksesta halutessaan. Oppilaiden vapaaeh-
toisuus tutkimuksen osallistumiseen varmistettiin oppilaiden tayttdmilld suostumuslomak-
keilla. Lomakkeessa oli kohdat seka henkilétietojen kerdamista varten etta tutkimukseen
osallistumista varten. Henkil6tieto, joka tutkimuksessa keréttiin, oli oppilaan aéni. Lomake

I6ytyy liitteesta
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5. TULOKSET

Tassé luvussa esitellaan tutkimuksen tulokset ja perusteluja, mista tilanteista tai havain-
noista tulokset on muodostettu. Luvussa kasitelladn haasteita, joita havaittiin ongel-
matehtavan ratkaisussa. Luvussa kasitelladn oppilaiden ongelmatehtéavan ratkaise-
misen aikana havaittua matemaattista osaamista. Tuloksista muodostetaan luvussa 5.3
yhteenveto taidoista, joita avoimen ongelmatehtévan ratkaisemiseen tarvitaan.

5.1 Avoimen ongelmatehtavan ratkaisemisen haasteet

Ongelmatehtavéan ratkaisemisen ongelmia tutkittaessa kaytettiin perinteista sisallénana-
lyysia havainnoimalla ongelmakohtia ja nimeamalla niitd. Havainnoista nousi esiin seitse-
man eri kategoriaa: tehtdvanannon rajaaminen, ratkaisustrategian harkitseminen, ongel-
man ratkaiseminen silmamaaraisesti, perustelujen muodostaminen, GeoGebran kayttd,
kasitteiden tdsmallinen kéayttd ja proseduurin |6ytyminen.

Ryhmien ongelmatehtavan ratkaisemisessa kohtaamat haasteet on koottu taulukkoon
[5.1] Taulukkoon [5.1] on my&s merkitty, kuinka monesti haaste esiintyi ryhman ratkaisu-
keskustelun aikana. Taulukosta voidaan lukea, etté eniten haasteita on ollut perustelujen
riittAvyydessa. Perustelujen vajavuus havaittiin seitseman kertaa. Ongelma ratkaistiin sil-
mamadraisesti iiman matemaattisia perusteluja kuudessa eri kohdassa. Myds késitteiden
tasmallisyyteen liittyvid ongelmia esiintyi viisi kertaa.

Taulukko 5.1. Ongelmatehtévén ratkaisemisen haasteet

Ryhm& 1 | Ryhma 2 | Ryhm& 3 | Ryhma 4
Tehtdvanannon rajaaminen 1 1
1

Strategian harkitseminen

Silmamaéaréinen ratkaiseminen

Perustelujen muodostaminen

GeoGebran kayttd

—_ = N W -

Kasitteiden tdsmallisyys

SO B |G T [ G R G Y

Proseduurin 16ytyminen
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5.1.1 Tehtavanannon rajaaminen

Huvipuistotehtavan tehtdvanannossa kehotettiin etsimaéan huvipuistolle mahdollisimman
optimaalinen ja tasapuolinen sijainti. Tehtdvanannossa ei kuitenkaan kerrottu, miten kau-
pungit olivat sijoittuneet, vaan oppilaiden tuli tehtdvan alussa sijoittaa kaupungit halua-
mallaan tavalla. Ryhmilld 2 ja 4 oli vaikeuksia tehtdvassé alkuun padasemisessa. Ryhman
2 keskustelussa paiviteltiinkin tehtavanantoa:

Oppilas 2: Tas ei oo mitddn jarked tassad tehtévassa.

Oppilas 1: Geometria... Ma en ymm&drrad t&td yhtaan.
Oppilas 2: Siis millad tavalla miten niinku.
Oppilas 1: (Lukee teht&dvénannon)

Oppilas 2: Ma en nyt ihan tajunnu, té&ssi on ehka

ideana tajuta se mahollisimman hyvin.

Ryhmalle 2 tilanne lahti aukeamaan, kun opettaja kehotti heitd sijoittamaan kaupungit
GeoGebraan. Talldin oppilaat ymmarsivat, ettd heidan tulee itse muodostaa tehtavan al-
kutilanne, siis rajata tehtdvanantoa. Ryhmalla 4 taas ongelmana oli se, ettei tehtdvanan-
nossa selkeasti sanottu, milta kantilta optimaalisuutta ja tasapuolisuutta tulisi kasitella.

Oppilas 1: M& mietin, ettd pitadko tdssd miettid sitd taloudellista,

val sita et mika on se keskikohta.

Oppilas 2: Optimaalisin... se on matemaattisesti.
Oppilas 1: Pitaisko tassad geogebrassa ndkyd jotain?
Oppilas 2: No jos laitetaan ne kaupungit vaikka pisteind.
Oppilas 1: Vaikka tonne ja tonne...
Oppilas 2: No jos tdlleen mietitd&n ni A:n (kaupungin)

el kannata osallistua ollenkaan.
Oppilas 1: Laitetaa ihan l&hekk&in.
Oppilas 2: Mita meian pitd&d nyt niinku tutkia tassa?
Oppilas 1: Keskikohta?
Oppilas 2: Nii kaupunkien keskelld.. vai oisko se

suurimmassa kaupungissa.

Oppilas 1: Mietitaan t&atd nyt taloudellisesti.

Keskustelu on koottu otteista ryhméan 4 kdymasta keskustelusta, kun he aloittivat teke-
maan tehtavaa. Keskustelussa oppilaat heittelivat ideoita kaikenlaisista ratkaisumahdol-
lisuuksista. Aluksi ryhmaldiset pohtivat, etta pitagko tehtavassa miettia taloudellista ta-
sapuolisuutta ja optimaalisuutta vai pyrkia |6ytdmaan kaupunkien muodostaman kuvion
keskikohta. Ryhma alkoi rajaamaan tehtavanantoa merkitsemalla kaupungit pisteind. Lo-
pulta ryhma hylk&si idean pohtia etdisyyksia ja valitsi tutkivansa tehtédvaa taloudellisesta
nakdkulmasta. Tehtdvdnannon rajaaminen siis tuotti tdssakin tapauksessa haasteen teh-
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tavassa alkuun paasemiselle. Oikeastaan ryhma 4 olisi naihin ideoihin paneutuessaan
saanut jo monta eri ratkaisua tehtavalle. Kuitenkaan ratkaisuideoita ei 1ahdetty oikeasti
toteuttamaan. Lisaksi ryhma 4 rajasi lopulta tehtavanannosta GeoGebran kaytdn koko-
naan pois, vaikka tehtdvanannossa kehotettiin pohtimaan tilannetta GeoGebran avulla.

5.1.2 Ongelman ratkaiseminen silmamaaraisesti

Kun kaupungit oli sijoitettu GeoGebraan, oli vuorossa huvipuiston mahdollisen sijainnin
pohtiminen. Tahan liittyat haasteet olivat ongelman silmamaarainen ratkaiseminen ja rat-
kaisustrategian harkinta. Ryhmat 1 ja 3 I&htivat ratkaisemaan tehtavaa silmamaaraisesti
sijoittamalla. Molemmat ryhmat asettivat huvipuiston ensimmaiseksi ratkaisukseen suo-
rakulmion keskipisteeseen.

Opettaja: Mitd te ootte saanu sinne?
Oppilas 2: YkkoOs tuossa, kakkos tuossa, kolmas tuossa, neljas tuossa,
ni sitte tuohon keskelle.
Opettaja: Okei. Miten te saitte sen siihen keskelle? Laitoitte vaan?
Oppilaat: Laitettiin vaan.
Opettaja: No miten te pystyisitte n&yttamdd, ettd se on keskelld
Oppilas 1: Se pités mitata et jos kattoo téllee...
(oppilas piirtdd lavistdjéat suorakulmiolle)

Oppilas 2: Nii se keskikohta kylla kannattaa kattoo.

Keskustelussa ryhman 3 kanssa opettaja pyysi oppilaita osoittamaan, etta heidan huvi-
puistonsa todella sijaitsee keskelld. Ryhman 3 oppilaat keksivat heti tavan piirtaa lavista-
jat suorakulmiolle ja siirtdd huvipuisto lavistajien leikkauspisteeseen. Ryhman 3 oppilaat
muodostivat toisen ratkaisunsa samalla tavalla siirtamalla kaupungit vinonelién muotoon
ja selvittamalla sen lavistjien leikkauspisteen. Kolmannessa ratkaisussa oppilaat sijoit-
tivat kaupungit silmamaaraisesti samalle suoralle ja huvipuiston jalleen silmamaéaraisesti
yhta kauas kaikista. Opettaja kavi tdssa vaiheessa jalleen kehottamassa oppilaita naytta-
maan, ettd huvipuisto tosiaan on yhta kaukana kaikista kaupungeista. Oppilaat eivat siis
ymmartaneet, etté huvipuiston paikka tulisi maarittaa ja perustella matematiikan avulla.

5.1.3 Strategian harkitseminen

Ryhmissé 1, 3 ja 4 ratkaisustrategia valittiin niin, ettd tehtdvaan muodostettiin ratkaisu
sen mukaan, mitd mieleen sattui juolahtamaan. Esimerkiksi ryhman 3 keskustelussa tul
esiin, etta ratkaisu tehtiin vain sen kummempia vaihtoehtoja miettimatta.

Oppilas 1: 8.8 noin, t&&4 on meidn neljias (ratkaisu)
Oppilas 2: Toi on aika samanlainen. (kuin ryhmdn kolmas ratkaisu)

Oppilas 1: Nii on mut onhan noi ylem&tkin. M& sanon et t&i kay.
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Keskustelussa esiintyvéa neljas ratkaisu on kuvassa [5.3] Kuvassa [5.2] on ratkaisu, johon
oppilas 2 keskustelussa viittasi. Oppilaat perustelivat erilaisuuden silla, ettd "huvipuisto
on sijoitettu nurkkaan". Tilanne on kuitenkin matemaattisesti samanlainen. Huvipuistot si-
jaitsevat ympyran kehalla ja huvipuisto ympyran keskipisteessa. Oppilaat eivat miettineet
mahdollisia ratkaisuvaihtoehtoja, vaan muodostivat ratkaisut mahdollisimman nopeasti.

5.1.4 Perustelujen muodostaminen

Kun ryhma oli saanut ratkaisuideansa valmiiksi, tuli heidan liittdd kuvakaappaus ratkai-
susta Word-dokumenttiin ja kirjoittaa ratkaisun alle perustelut. Useimmilla ryhmilla oli rat-
kaisuissa vajaat perustelut. Ryhma 3 vastasi kaikissa ratkaisuissaan ainoastaan kysy-
mykseen, mika olisi tasapuolisin sijainti huvipuistolle ja sijoittivat huvipuiston aina yht&
kauas kaikista kaupungeista. Kuvat [5.2] ja [5.3] ovat esimerkkeja ryhman 3 ratkaisuista.
Optimaalisuuden perusteleminen puuttuu ratkaisuista. Kuvassa [5.1] nakyy ryhman 1 rat-
kaisu, jossa huvipuisto on sijoitettu suurimpaan kaupunkiin. Perusteluna tédssa on, etta
siella on eniten kavij6ita ja muut kaupungit hyotyisivat silti rahallisesti. Tassa ratkaisussa
on mietitty optimaalisuutta sen kannalta, misséd kaupungissa kavijéita on eniten. Kuitenkin
tasapuoliseen ratkaisuun vaadittaisiin lisda perusteluja esimerkiksi siitd, miten muut kau-
pungit hyétyvat rahallisesti ja hydtyvatkd ne yhta paljon kuin Helsinki, johon huvipuisto on
sijoitettu.

Ratkaisu 2:

Helsink Turku
® )

vipuisto

Laht Kouvola
anu ®

Perustelut:
Helsinki on ndistd kaupungeista suurin, jolloin kavijamaara olisi suuri, ja muut kaupungit
hyotyisivat silti rahallisesti. Tama toimisi varmasti.

Kuva 5.1. Ryhmén 1 toinen ratkaisu.

5.1.5 GeoGebran kaytto

GeoGebran kayton ongelmat liittyivat kaikilla ryhmilld siihen, ettd GeoGebran tydkaluja
kaytettiin hyddyksi tehtdvan ratkaisemiseen vain vahan. GeoGebran tydkaluista ryhmat
2 ja 3 kayttivat vain pisteita ja janoja. Ryhma 1 kaytti monikulmiota liséksi huvipuiston
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Ratkaisu 3:

Perustelut:huvipuisto on sijoitettu kaiken keskelle ja kaupungit yhteen riviin

Kuva 5.2. Ryhméan 3 kolmas ratkaisu

merkitsemiseen. Janojen pituuksia kayttivat kaksi ryhmaa opettajan opastamana, mutta
niiden hy6ty jai vahaiseksi tehtavan ratkaisussa.

5.1.6 Kasitteiden tasmallisyys

Kasitteiden tdsmallinen kayttd olisi auttanut useita ryhmia ratkaisuja tehdessaan. Kasit-
teitd kuitenkin kuului ryhmien keskusteluissa hyvin vahan. Ryhmissa 1, 2 ja 3 esiintyi
jollain tavalla keskipisteen késite. Oppilaat kuitenkin huomasivat, ettei keskipiste riita aina
kuvaamaan tilannetta, jolloin he eivat enaa kayttaneetkdan puheessaan keskipisteen ka-
sitettd vaan muita tilannetta kuvaavia sanoja, kuten: keskeinen paikka ja kaiken keskella.
Lisdksi suorakulmion kasitetta ei kuulunut, vaikka useimmat aloittivat tehtavan ratkaisun
tarkastelemalla suorakulmiota. Tehtédvan kannalta olisi hyddyllista tunnistaa suorakulmion
ominaisuudet ja verrata niitd muihin nelikulmioihin, kuten suunnikkaisiin tai epasaannolli-
siin nelikulmioihin. Kuvassa 5.2 on ryhmén 3 ratkaisu, johon ryhmé on kirjoittanut perus-
teluksi, ettd kaupungit on sijoitettu yhteen riviin ja huvipuisto kaiken keskelle. Ryhma ei
kuitenkaan ole huomannut, etté oikeastaan kaupungit ovat ympyran kaarella ja sita kautta
huvipuisto on taman ympyran keskipisteessa. Téllaiset kédsitteelliset havainnot auttaisivat
oppilaita myds perustelujen tdsmallisyydessa. Vastaava tilanne on ryhméan 3 neljannessa
ratkaisussa, joka loytyy kuvasta [5.3] Oppilaat huomasivat keskustelussa, etta tilanne on
samanlainen, mutta eivat osanneet sanoittaa, milla tavalla.

5.1.7 Proseduurin loytyminen

Huvipuistotehtavassa proseduraalinen osaaminen on hyvin pienessa roolissa, silla tehta-
van ratkaisemiseen ei valttamatta tarvita esimerkiksi laskutoimituksia. Kuitenkin ryhman 2
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Ratkaisu 4:
A

Perustelut:samalainen kuin nro kolme, mutta huvipuisto on sijoitettu nurkkaan

Kuva 5.3. Ryhméan 3 neljés ratkaisu

ratkaisu jai jumiin lopulta proseduurin I6ytymiseen. He keksivat strategian selvittaa piste,
josta on lyhin yhteenlaskettu matka kaikkiin pisteisiin, mutta eivéat |6ytaneet proseduuria,
jolla pisteen olisi saanut selville. Yhdeksasluokkalaiselle olisi tuossa vaiheessa riittanyt
kokeileminen ja sita kautta havainnoida, mihin suuntaan huvipuistoa siirrettdessa summa
pienenee ja mihin suuntaan kasvaa.

5.2 Matemaattinen osaaminen avoimessa ongelmatehtavéassa

Kuvan [5.4] taulukkoon on koottu ryhmien keskusteluissa havaitut matemaattisen osaami-
sen piirteet. Ryhmien keskusteluissa havaittiin konseptuaaliseen ymmartamiseen, strate-
giseen kompetenssiin ja soveltuvaan paattelyyn liittyvia piirteitd. Proseduraaliseen suju-
vuuteen ei littynyt havaintoja. Liséksi ryhmén 2 keskustelussa havaittiin viestintaan liit-
tyvda osaamista. Viestintd on sijoitettu kuvan taulukossa kohdan "muut" alle, silla
viestintdan liittyvaa kohtaa ei 16ytynyt taulukosta[2.1]

Kaiken kaikkiaan matemaattisen osaamisen piirteitd havaittiin eniten ryhman 2 suorituk-
sessa. Muilla ryhmilla havaittin matemaattisen osaamisen piirteitéd yhteensa yhdeksassa
eri tilanteessa, kun taas ryhmalla 2 naitd piirteitd nakyi kahdeksassa eri tilanteessa. Ta-
man vuoksi havainnot esitetddn ryhmén 2 keskustelun ja ratkaisuiden avulla. Ryhmaan 2
kuului kaksi oppilasta, joista kaytetdan nimityksia oppilas 1 ja oppilas 2.

Ryhma 2 paasi tehtavassa alkuun, kun opettaja kehotti heita sijoittamaan kaupungit Geo-
Gebraan. Oppilaat sijoittivat kaupungit heti suorakulmion muotoon ja totesivat, etta keski-
piste olisi hyva sijainti huvipuistolle. Tassa vaiheessa oppilaat kayttavat strategista kom-
petenssia. He tunnistivat tilanteeseen liittyvan matematiikan. Keskipisteen ryhma 16ysi
piirtamalla suorakulmion lavistajat. Tama vaihe liittyy konseptuaaliseen ymmartamiseen.
Oppilaat muistivat menetelmén ja kayttivat sita keskipisteen méaarittamiseen.
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Matemaattisen osaamisen osa-alue Ryhma 1 | Ryhma2 | Ryhma 3 Ryhma 4
Kasitteiden kaytto oikeineri | 1 1
yhteyksissa
Konseptuaalinen Menetelmien muistaminen 1 1
ymmartaminen ja rekonstruointi
Esimerkkien ja 1
vastaesimerkkien luonti
Ongelman muodostaminen 1
Tilanteeseen liittyvan 1 1
Strateginen matematiikan
kompetenssi tunnistaminen
Ongelmanratkaisustrategian 1 1
valinta
Epaviralliset selitykset ja 2 1 1
Soveltuva paattely | perustelut
Intuitiivinen ymmarrys 1
Muut Viestinta 2

Kuva 5.4. Taulukko, johon on koottu tutkimuksessa havaitut matemaattisen osaamisen
piirteet

Ryhman keskustelussa kuitenkin kuuluu, etteivat ryhmalaiset olleet ratkaisuun aivan tyy-

tyvaisia:

Oppilas 2: Se on neljan kaupungin keskelld, jolloinka
se on tasapuolisesti kaikilla.

Oppilas 1: Yhtd 1l&helld kaikkia... mutta onko se?

Oppilas 2: Miten niin onko se?

Oppilas 1: Nii onko se yht&d l&hell&d kaikkia, jos me esimerkiksi
tehtdis.. (oppilas piirt&dd nelikulmion, joka ei ole
suorakulmio) ni onhan se paljon l&hemp&nd nytte niiku
vaikka naita kahta.

Taa on tammoénen niinku radikaalimpi,mutta t&ss& huomataan,

ettd ei oo yhtd lahelld n&itad kaikkia.

Oppilaat eivat piirrosta tilanteesta omaan ratkaisuunsa sijoittaneet, mutta kuvassa
nakyy esimerkki tilanteesta, jota oppilaat kuvailevat keskustelussaan. Tilanteessa nakyy
soveltuva paattely ja konseptuaalinen ymmartaminen. Oppilas 1 paatteli intuitiivisesti, et-
tei heidan ratkaisunsa ole taysin aukoton ja osoitti vastaesimerkin avulla, ettei lavistajien
piirtaminen sovellu kaikkiin nelikulmioihin. Tilanteessa huomataan myés viestintaan liitty-
vaa osaamista. Oppilas 1 ilmaisi matemaattista sisaltéad suullisesti ja kirjallisesti kuvion
avulla.

Ryhma 2 siirtyi seuraavaksi pohtimaan tilannetta, jossa kaupungit ovat sijoittuneet niin,
ettd kolme kaupunkia on l[ahempana toisiaan ja neljas kaupunki kauempana. Kuvassa
[5.6]on esitetty oppilaiden esittdma ratkaisu. Perusteluissa ratkaisun kohdalla luki: "Kolme
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Kuva 5.5. Kuva ryhmén 2 kuvailemasta tilanteesta.

kaupungeista ovat lahella huvipuistoa. Olisi mahdotonta saada huvipuisto lahelle kaikkia."

Opettaja kehotti oppilaita perustelemaan, miksi huvipuisto on juuri tuossa, eika ylempana,

alempana, oikealla tai vasemmalla.

Oppilas

Oppilas

Oppilas
Oppilas
Oppilas
Oppilas
Oppilas

N = N =N

@]

EC=76
A
D
AE=18 P
E
B EB=47

—

Kuva 5.6. Kuva ryhmén 2 toisesta ratkaisusta.

: Jokaista mahollista suuntaa kohtaan perustelu: emme nosta

sita oikealle ylos, koska.., emme ota sitd oikealle

koska.., emme ota sita myodskaan...

: No jos sen tekis jotenki.. Mitenka ndita sais?

Tassd kaupunkien jarjestelyssd mitaa parempaa paikkaa?
Onks t&ssi nyt se sama jarjestys?

On, mutta saisko sen mitenk&@& paremmin?

Sillee ettd se on A:ssa.

Sitte se ois hirveen kaukana kaikista muista.

Sit se ois 13helld yht&d mutta myos kaukana.
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Oppilas 1: Oisko joku tapa saaha se sellaseen kohtaan
tavallaan, ettd se ois aina niinku,
ne matkat... se ois pienin mahollinen yhteenlaskettu

matka... jos sais laskettua semmosen kohan.

Tilanteessa huomataan jalleen strategisen kompetenssin kayttd. Oppilaat esittivat itsel-
leen kysymyksen, miten tilanteen saisi optimoitua eli miten voisi saada huvipuistolle pa-
remman paikan. He keksivat strategian ongelman ratkaisemiseen: taytyy etsia kohta, jo-
hon on pienin yhteenlaskettu matka kaikista kaupungeista. Oppilailla kuitenkin loppui ai-
ka tehtadvan kanssa ja he jaivat jumiin koittaessaan etsia geogebrasta apuja pienimman
yhteenlasketun matkan laskemiseen. Lopulta he merkitsivdt ensimmaisen ratkaisunsa
kohdalle, etta tdssa kuviossa toteutuu lyhin yhteenlaskettu matka. Kuvassa [5.7] nakyy
oppilaiden tekema kuvio ja perustelu, joka on kirjattu Word-dokumenttiin. Jaa kuitenkin
epaselvaksi, miten opiskelijat paattelivat, ettd kuvan tilanteessa yhteenlaskettu matka on
lyhin mahdollinen, mika pitaa kylla paikkansa, kuten luvussa [3.2.2] todettiin. Tilanteessa
huomataan jalleen myds viestintda: oppilaat viestivat toisilleen matematiikan avulla.

Ratkaisu 1:

Perustelut: Huvipuisto on kaikille neljille kaupungille suotuisammassa paikassa. Yhteenlaskettu
matka kaupungeista on lyhyin mahdollinen.

Kuva 5.7. Kuva ryhmén 2 ratkaisusta ja perusteluista.

5.3 Avoimen ongelmatehtavan ratkaisemiseen tarvittava
osaaminen

Luvuissa [5.1] ja [5.2] kasiteltiin avoimen ongelmatehtavan, siis huvipuistotehtavan, ratkai-
semisen haasteita sekd tehtavassa tarvittavia matemaattisen osaamisen piirteita. Naista
tuloksista on koottu yhteenvetona tutkimuksen avoimen ongelmatehtavan ratkaisemiseen
tarvittavasta osaamisesta kertova taulukko Taulukko [5.2] on muodostettu taulukon
[2.2] jaotteluun. Uutena kategoriana taulukkoon on lisdtty viestinta, joka tdman tutkimuk-
sen pareittain tehtdvassa ongelmatehtavassa oli tarkedssa roolissa. Vaikka taulukossa
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puhutaankin ongelmanratkaisuun tarvittavista tiedoista ja taidoista, voi sen ajatella myés
tarkoittavan avoimessa ongelmatehtavassa vastaan tulevia haasteita, jos tama taito tai
tieto ei ole oppilaalla hallussa.

Taulukko 5.2. Tutkimuksen avoimeen ongelmatehtdvaan tarvittavat tiedot ja taidot. Vrt.
taulukko[2.2

Ongelmatehtavan ratkaisemiseen | Tutkimuksen avoimen ongelmatehtavan
tarvittava osaaminen ratkaisemiseen tarvittava osaaminen

Ongelman ymmartaminen tehtadvanannon rajaaminen
tehtavaan liittyvan matematiikan tunnistaminen

Strategiset taidot ratkaisuideoiden luominen
ongelman muodostaminen
intuitiivinen ymmarrys

vaihtoehtojen huolellinen harkinta

Tekninen suorittaminen kasitteiden nimedminen

ja niihin liittyvien ominaisuuksien tunnistaminen
esimerkkien luominen

menetelmien muistaminen

GeoGebran kaytté

proseduurien I6ytdminen

Arviointi perustelujen muodostaminen

Viestinta oman ajattelun selittminen
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6. POHDINTA

Taman tutkimuksen tavoitteena oli havainnoida haasteita, joita oppilaille tulee avointa on-
gelmatehtavaa tehdessaén. Lisaksi tutkimuksessa havainnoitiin ongelmatehtévassa tar-
vittavaa matemaattista osaamista, joka osaltaan tadydentaa myés haasteiden havainnoin-
tia.

Haasteita, joita oppilaat kohtasivat ongelmatehtavaa ratkaistessaan, kuvaa tutkimuksen
tulososion taulukko Naistd haasteista esiin nousevat erityisesti ongelman ymmar-
tamiseen, ratkaisustrategiaan, kasitteiden tunnistamiseen ja perustelujen muodostami-
seen liittyvat haasteet. Liséksi tulosten yhteenvedon taulukkoon on koottu tutkimuk-
sen avoimessa ongelmatehtavassa, huvipuistotehtavassa, tarvittavat tiedot ja taidot. Tau-
lukon kohdat on siis kdannettavissd mahdollisesti tehtédvassa tuleviksi haasteiksi.

Huvipuistotehtavassa tarvittavaa osaamista havainnoitiin Kilpatrickin ym. [14] osaamisen
osa-alueiden avulla. Tutkimuksen tuloksista yhteenvetona koottu taulukko [5.2] kuvaa tai-
toja ja tietoja, joita oppilaat tarvitsivat tdmén tutkimuksen huvipuistotehtdvan ratkaisemi-
seen.

6.1 Ratkaisemisen haasteet ja niiden selattaminen

Tutkimuksen tuloksissa huomattiin, ettd avointa ongelmatehtavaa ratkaistessaan oppilail-
la oli haasteita ongelman ymmartamiseen, strategiaan, arviointiin ja kasitteisiin liittyvissa
taidoissa. Ongelman ymmartdmisen haasteet liittyivat tdssa tutkimuksessa tehtavanan-
non rajaamiseen ja tehtavaén liittyvan matematiikan tunnistamiseen. Strategiset haas-
teet liittyivat erityisesti ratkaisustrategian harkintaan. Oppilaat eivat myéskaan arvioineet
ratkaisuaan, mika nakyi tehtdvan ratkaisuissa vajaina perusteluina. Lisaksi kasitteet, siis
kasitteiden nimeaminen ja kasitteisiin liittyvien ominaisuuksien tunnistaminen, tuottivat
oppilaille haasteita.

Tutkimuksen taustateoriassa luvussa [2.3] todettiin, ettd ongelman ymmartamisen, ratkai-
sustrategiaan, kasitteisiin ja arviointiin liittyvia taitoja tarvitaan ongelmatehtavéan ratkaise-
misessa. Tutkimuksessa havaitut ongelmatehtavan ratkaisemisen haasteet ovat siis lin-
jassa aiemman tutkimuksen kanssa. Tutkimus kuitenkin tuo avoimen ongelmatehtévan
ratkaisemisen nakdékulman aiemmin esitettyyn teoriaan. Tehtavanannon avoimuuteen liit-
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tyivat erityisesti ongelman ymmartamisen haasteet, jotka tasséa tutkimuksessa olivat teh-
tdvanannon rajaaminen ja tehtavan silmamaarainen ratkaiseminen. Namé& ongelman ym-
martamiseen liittyvat haasteet liittyivat vahvasti avoimeen tehtadvanantoon, eika tutkimuk-
sen taustateorioissa ollut huomioitu naihin haasteisiin liittyvia taitoja.

Pascual ja San Pedro totesivat tutkimuksessaan [29] ongelmatehtéavien haasteiksi ongel-
man ymmartamisen ja arvioinnin haasteet. He esittivat ongelman ymmartéamiseen liitty-
vien haasteiden johtuneen tutkimuksessaan suurimmaksi osaksi siitd, etteivat oppilaiden
kielelliset taidot olleet riittdvia ongelman ymmartamiseen. Arvioinnista Pascual ja San
Perdo [29] toteavat, ettei oppilailla ole tapaa arvioida ratkaisuaan. Tama huomattiin myds
Huvipuistotehtdvan yhteydessa. Arviointiin liittyvat haasteet nékyivat tassa tutkimuksessa
perustelujen muodostamisen haasteena. Oppilaiden tuottamat ratkaisut tehtédvaan toteut-
tivat usein vain toisen tehtdvanannossa annetuista kriteereisté: ratkaisu oli joko tasapuo-
linen tai optimaalinen. Jos oppilaat olisivat arvioineet ratkaisuaan, siis palanneet tehta-
vanantoon, he olisivat mahdollisesti huomanneet, ettd heidan ratkaisunsa kaipaa lisaa
perusteluja.

Strategiset haasteet liittyivat tutkimuksen ongelmatehtavassa ratkaisustrategian harkitse-
miseen. Ratkaisustrategian valinta nakyy erityisesti Kinnusen ja Vauraan [15] esittdmien
ongelmanratkaisuun liittyvien toiminnan tasojen strategisessa tasossa, joka tarkoittaa on-
gelmalle erityisten ratkaisustrategioiden valitsemista. Taman tutkimuksen avoimessa on-
gelmatehtavassa pyydettiin useita ratkaisuja ongelmaan, jolloin ratkaisustrategian valinta
tapahtui useita kertoja ongelman ratkaisemisen aikana.

Moses [24] on aiemmin havainnut ongelmanratkaisun haasteeksi kasitteiden hallinnan.
Késitteelliset haasteet liittyivat tdssa tutkimuksessa kéasitteiden nimedmiseen ja késittei-
siin liittyvien ominaisuuksien tunnistamiseen. Tama tutkimus siis tarkentaa kasitteellisiin
haasteisiinkin liittyvia havaintoja.

PISA-tutkimuksessa halutaan korostaa matematiikan osaamista tilanteissa, jotka edel-
Iyttavat asioiden ymmartamistd, pohtimista ja perustelemista [17]. PISA-tutkimuksessa
oppilaiden osaamista arvioidaan suoritustasojen mukaan. Esimerkiksi suoritustasoa 2 pi-
detdan vahimmaistasona nuorten selviytymiselle nykyajan yhteiskunnassa [17]. Suoritus-
taso 2 kertoo siita, ettd oppilas kykenee ilman suoria ohjeita huomaamaan, kuinka yksin-
kertaisen tilanteen voi esittdd matemaattisesti [32]. Ongelman ymmartémiseen liittyvia
taitoja pidetéan siis PISA-tutkimuksessa vahimmaisvaatimuksena nyky-yhteiskunnassa.
Myds strategian valitsemiseen ja arviointiin liittyvat taidot korostuvat PISA-tutkimuksessa.

Ongelmanratkaisutaitojen tarkeys matematiikassa todettiin johdannossa (1} Tulevaisuu-
den tydelamassa ongelmanratkaisutaidot korostuvat yhd enemman. Myds matematiikan
osalta ongelmanratkaisutaidot korostuvat, kun laskimet kykenevat hoitamaan laskutoimi-
tukset ja jopa analysoimaan. Toisaalta PISA-tutkimusten tulosten lasku osoittaa sen, et-
td matemaattiset ongelmanratkaisutaidotkin ovat laskussa. Tdma on huolestuttavaa, silla
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koulumme tulisi kyeté tarjpamaan oppilaille tybelaméssa tarvittavia taitoja.

Tassé tutkimuksessa havaitut avoimen ongelmatehtavan ratkaisemisen haasteet osoit-
tavat puutteita oppilaiden ongelmanratkaisun taidoissa. Tutkimuksen ongelmatehtéva oli
kuitenkin hyvin avoin, joten tehtdvanannon vaikutusta haasteisiin ei voida vaheksya. Teh-
tavdnannon ymmartaminen ja tehtavaan liittyvdn matematiikan tunnistaminen on térkeés-
s& osassa ratkaisustrategian valinnan ja koko tehtdvan suorittamisen kannalta. Tassa
tutkimuksessa osa haasteista saattoi johtua siita, etteivat oppilaat olleet ratkaisseet ai-
emmin vastaavia ongelmatehtavia. Haapasalo kehottaakin [7] aloittamaan ongelmateh-
tavien harjoittelun tehtévista, joissa oppilaat tarvitsevat korkeintaan muutamaa yksinker-
taista menetelmaa ratkaistakseen ongelman.

Tehtavassa alkuun paéasemista ja ratkaisustrategioiden l16ytamista voisi harjoitella esimer-
kiksi pitamalla aina matematiikan tunnin aluksi pienen ongelmatehtavatuokion, jossa op-
pilaille esitetdén jokin ongelma, johon he keksivat erilaisia ratkaisutapoja. Taman jalkeen
ratkaisut keratdan taululle, jotta oppilaat kuulevat myés muiden keksimia ratkaisutapoja
tehtavaan.

Leppaahon [22] vaitdstutkimuksessa ongelmanratkaisun opettamisesta todettiin, ettéd op-
pilaiden perustelun taidot paranivat, kun heille opetettiin ongelmatehtavien ratkaisemista.
Yksi perustelun taitoja parantava tekija tutkimuksessa oli ratkaisukartta. Ratkaisukarttaan
merkitdan tehtadvanannon tiedot huolellisesti, mahdollinen apupiirros ja kaikki ratkaisuyri-
tykset [22]. Lopuksi ratkaisukarttaan merkitdéan oikea ratkaisu [22]. Ratkaisukartan avulla
opettaja saa lisaksi tietoa, missd kohtaa ratkaisua oppilaalla on vaikeuksia [22].

Opettajan on myds hyva huomioida tutkimuksessa havaitut haasteet avoimen ongelma-
tehtdvan valinnassa ja omassa ohjauksessaan ongelmanratkaisua sisaltavalla tunnilla.
Ongelmatehtavan asettelu on térkeassa roolissa sen kannalta, miten oppilaat Iahtevat
ongelmaa ratkaisemaan. Esimerkiksi huvipuistotehtédvén tehtavananto antoi mahdollisuu-
den késitella asiaa arjen nakékulmasta, jolloin oppilaat eivat valttamatta kokeneet tarpeel-
liseksi kayttdd matematiikkaa ratkaisussaan. Matematiikan ndkékulmaa lisatékseen teh-
tavdnannossa voisi pyytaa oppilaita maarittamaan geometrian tietojen avulla huvipuiston
sijainti. Vastaavasti tassd tutkimuksessa esimerkiksi kehotus "maaritd matemaattisesti"
olisi voinut tuottaa hyvin erilaisia ratkaisuja.

Opettajan kannattaa heti ongelmatehtavan annettuaan kiertda ryhmat Iapi ja varmistaa,
ettd ongelma on ymmarretty oikein. Jos oppilaat eivat ole aiemmin ratkaisseet avoimia on-
gelmatehtavid, opettaja voi ohjata ryhmaa esimerkiksi keraamalla taululle joitain apukysy-
myksia johdattelemaan ratkaisuja haluttuun suuntaan. Nain opettaja helpottaa seka teh-
tavassa alkuun paasemista, strategian 16ytymista etta perustelujen muodostamista. Huvi-
puistotehtdvassd nama apukysymykset voisivat olla esimerkiksi: Mitd geometrisia kuvioita
nelja kaupunkia voivat muodostaa? Onko muodostamanne ratkaisu optimaalinen, miksi?
Onko muodostamanne ratkaisu tasapuolinen, miksi? Kysymyksistd ensimmainen ohjaa



48

oppilaita geometriseen ratkaisutapaan ja auttaa rajaamaan ongelmaa. Kaksi seuraavaa
kysymysta taas kyseenalaistavat oppilaiden muodostamaa ratkaisua ja pyrkivat heratta-
maan keskustelua perusteluista. Myéskin opettajan perustelua vaativat kysymykset voi-
sivat herattdd oppilaissa enemman keskustelua, siis lisaisivat viestintdd mutta myés pe-
rusteluja. Opettajan kysymysten asettelulla on myés merkitysta. Esimerkiksi on taysin eri
asia kehottaa "keskustelkaa, onko tuo sijainti optimaalinen huvipuistolle" kuin kysya "mik-
si tuo sijainti on optimaalinen huvipuistolle". Jalkimmainen kysymys vaatii oppilailta heti
jonkin nakoista perustelua, kun taas ensimmaisen tarkoitus on herattda keskustelua.

6.2 Avoin ongelmatehtava matemaattista osaamista kehittamassa

Tutkimuksessa havaittu avoimessa ongelmatehtavassa, siis huvipuistotehtavéassa, tarvit-
tava osaaminen on koottu taulukkoon [5.2] Taulukon [5.2] mukaan huvipuistotehtédvéssa
alkuunpaasemiseen tarvittiin ongelman ymmartamiseen liittyvid taitoja, kuten tehtavan-
annon rajaaminen ja tehtédvaan littyvan matematiikan tunnistaminen. Ongelman ymmar-
tamisen jalkeen oppilas tarvitsi strategisia taitoja, kuten ratkaisuideoiden luomista, ongel-
man muodostamista, intuitiivista ymmarrysta ja vaihtoehtojen huolellista harkintaa vali-
takseen tehtavaan sopivan ratkaisustrategian. Ongelman ratkaistakseen oppilas tarvitsi
myds tekniseen suorittamiseen liittyvid taitoja. Naita taitoja olivat: kasitteiden nimeami-
nen ja niihin liittyvien ominaisuuksien tunnistaminen, esimerkkien luominen, menetelmien
muistaminen, GeoGebran kaytt6 ja proseduurien I6ytdminen. Tutkimuksen ongelmatehta-
va tehtiin pareittain, joten oppilaiden tuli kyetd myds viestimdan matematiikasta toisilleen.
Lopuksi oppilas muodosti ratkaisun ja perustelut tehtadvaan. Tassa vaiheessa oppilaan
tulisi arvioida, vastasiko han tehtavan kysymykseen.

Tutkimuksen tehtédvaan tarvitut ongelmanratkaisun taidot 16ytyvéat lahes kaikki luvussa[2.3]
esitellyista teorioista. Kuitenkaan mikaan ongelmanratkaisutaitoja esittavista teorioista ei
yksindan kata tutkimuksessa havaittuja avoimeen ongelmanratkaisuun tarvittavia taito-
ja. Esimerkiksi Joutsenlahden [11] luomasta jaottelusta ei 16ydy kasitteellistd osaamista.
Kinnusen ja Vauraan [15] luoma jaottelu taas korostaa kasitteellistd osaamista, mutta hei-
dan jaottelustaan ei I6ydy ongelman arviointiin liittyvia taitoja. Ballewn ja Cunninghamin
[2] sekd Polyan [34] jaotteluissa ongelman ymmartamiselle on annettu paljon painoar-
voa, mutta k&sitteellinen osaaminen ei juurikaan ndy. Jokaisesta teoriasta 16ytyi kuitenkin
jotain yhtalaisyyksia tutkimuksessa havaittuun osaamiseen. Ongelmatehtavassa tarvitta-
vaa osaamista ei siis kokonaisuudessaan I6ytynyt mistddn aiemmasta teoriasta. Teorioita
yhdistelemalld voidaan saada kattava kuva tarvittavasta osaamisesta. Tutkimuksessa ha-
vaitut avoimen ongelmatehtdvan ratkaisemiseen tarvittavat taidot myds osaltaan tarken-
tavat aiemmissa tutkimuksissa huomattuja ongelmatehtavassa tarvittavia taitoja, kuten
luvussa [6.7]todettiin.

Avoimessa ongelmatehtavassa tarvitaan siis paljon erilaista matemaattista osaamista.
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Kilpatrickin ym. [14] matematiikan osaamisen osa-alueista ainoastaan proseduraalinen
sujuvuus jai tAssa tehtavassa pienemmalle painoarvolle, mutta toisenlaisessa tehtivassa
sekin osa-alue voisi korostua. Avoimia ongelmatehtavia kayttamalla on siis mahdollisuus
kehittéda kaikkia matemaattisen osaamisen osa-alueita. Kaikkien matemaattisen osaami-
sen osa-alueiden kehittAminen on oppilaiden kannalta tarkea3, silld osa-alueet tukevat
toisiaan ja mahdollistavat yhdessé asioiden oppimisen, kuten Kilpatrick ym. [14] toteavat.
Téssakin tutkimuksessa havaittiin, miten osa-alueet tukevat toisiaan. Ryhmén 2 suorituk-
sessa havaittiin huomattavasti enemman matemaattista osaamista kuin muilla ryhmilla.
Matemaattinen osaaminen nakyi ryhmalla 2 1dhes kaikilla osaamisen osa-alueilla prose-
duraalista sujuvuutta lukuun ottamatta.

Kouluissa olisi siis tarkedd kehittda kaikkia matemaattisen osaamisen osa-alueita eika
vain esimerkiksi proseduraalista sujuvuutta. Haapasalo [6] toteaakin, ettd ymmartava op-
piminen on mahdollista vain, kun konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto liittyvat vah-
vasti toisiinsa. Talldin ne tukevat toistensa muodostumista. Tassé tutkimuksessa konsep-
tuaalisen ymmartéamisen ja proseduraalisen sujuvuuden rinnalle tulevat viela strategioihin
ja paattelyyn liittyva osaaminen, jotka liittyvat yht& kiinteésti oppilaiden matemaattiseen
osaamiseen.

Kaikkien matemaattisen osaamisen osa-alueiden kehittdminen voisi tapahtua esimerkiksi
ongelmatehtavia tekemalla. Kuten tutkimuksen huvipuistotehtavan ratkaisuissa huomat-
tiin, ongelmatehtavassa tarvittiin erityisesti strategiaan, paattelyyn ja kasitteisiin liittyvaa
osaamista, joten ongelmatehtavien avulla, naihin liittyvad osaamista voitaisiin myos ke-
hittaa.

6.3 Luotettavuus ja eettisyys

Kvalitatiivisen tutkimuksen luotettavuuden arvioinnissa voidaan kayttaa esimerkiksi kate-
gorioita: totuusarvo, johdonmukaisuus, puolueettomuus ja sovellettavuus [26]. Tutkimuk-
sen johdonmukaisuuteen ja luotettavuuteen vaikuttaa tutkimusmetodi [35]. Tassa tutki-
muksessa tutkittiin oppilaiden osaamista ja ongelmatehtéavan ratkaisemisen haasteita ja
tutkimusmetodiksi valikoitui ratkaisukeskustelujen danittdminen ja havainnointi ja oppilai-
den tuottamien ratkaisujen tarkastelu. Oppilaan matemaattinen osaaminen todettiin lu-
vussa [2.1] matemaattisen ajattelun iimentymaéksi. Joutsenlahden ja Tossavaisen [12] mu-
kaan matematiikan kielentdminen on matemaattisen ajattelun ilmaisemista kielen avulla.
Matemaattista osaamista voidaan siis havainnoida, kun oppilaat kielentavat matematiik-
kaa. Joutsenlahti ja Tossavainen [12] luettelevat myés matematiikan opiskelussa kaytet-
tyja kielid. Naita kielia ovat matematiikan symbolikieli, taktiilinen toiminnan kieli, kuviokieli
ja luonnollinen kieli. Tamén tutkimuksen tutkimusmetodilla saatiin tietoa oppilaiden mate-
maattisesta osaamisesta oppilaiden kayttdman luonnollisen kielen ja kuviokielen avulla.
Luonnollisen kielen avulla ilmaistua matemaattista osaamista havaittiin ratkaisukeskuste-
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lujen &anitteiden avulla. Tehtavanannossa oli kehotettu oppilaita littdmaan ratkaisuihinsa
kuvakaappaukset GeoGebraan piirtdmistaan kuvioista ja kirjoittamaan perustelut kuvan
alle. Ratkaisujen tekeminen toi esiin siis oppilaiden matemaattista osaamista seka kuvio-
kielen etté luonnollisen kielen keinoin. Tutkimuksen tutkimusmetodi soveltui siis tutkimuk-
sen tavoitteisiin hyvin.

Ratkaisukeskustelujen aanittamiselld oli pientd vaikutusta ryhmien keskusteluihin. Tutki-
musaineistossa tama vaikutus huomattiin etenkin rynmalla 1, jonka jasenet eivat ensim-
maiseen kymmeneen minuuttiin sanoneet juuri mitdan. Kuitenkin hekin sittemmin unoh-
tivat &anityksen tuoman jannityksen ja juttelivat tehtavan ratkaisemisesta normaaliin ta-
paan. Muilla ryhmilld téllaista jannitysta ei havaittu. Muiden ryhmien oppilaat saattoivat
keskustelun tauottua koputella d&ninauhurin mikrofonia. Liséksi oppilaat muistivat aani-
nauhurin olemassaolon usein sanottuaan jotain kritiikkia tehtavad kohtaan ja kiirehtivat
korjaamaan sanomisiaan. Aaninauhuri ei siis ratkaisevasti vaikuttanut oppilaiden ratkai-
sukeskusteluihin tai etenkaan tutkimustehtdvan ratkaisemisessa tuleviin ongelmiin.

Totuusarvoa arvioidessa on otettava huomioon tutkijan havaintoihin vaikuttaneet henkil®-
kohtaiset kokemukset, jotka ovat voineet johtaa puolueellisuuteen [26]. Tassa tutkimuk-
sessa tutkija ei tuntenut luokkaa entuudestaan, mik& auttaa analysoinnin objektiivisuu-
dessa. Kuitenkin analyysi on aina subjektiivista ja siihen liittyy vaistamatta myds tulkin-
taa [35]. Sekad aineisto- etta teorialahtdisessa sisallénanalyysissd on omat haasteensa
tutkijan objektiivisuudelle aineistoa kasitellessa. Suunnatun siséllénanalyysin haasteena
on, ettd tutkija l&hestyy dataa vahvalla puolueellisuudella, jolloin tutkija I6ytaa todenna-
kéisemmin todisteita, jotka tukevat teoriaa kuin todisteita, jotka eivat tue [9]. Perinteisen
sisdlldnanalyysin haasteena on, ettd jos konteksti ei ole taysin hallussa, analyysissa syn-
tyvat luokittelukategoriat eivat valttamatta ole keskeisid, jolloin havainnot eivat edusta tar-
kasti tietoja [9]. Tassa tutkimuksessa objektiivisuutta pyrittiin lishdméaéan analysoimalla ai-
neistoa useaan otteeseen niin, etté liian pitkalle viedyt johtopaatdkset saataisiin kitkettya
pois. Tavoitteena analyysissa on ollut, ettd kuka tahansa tutkija olisi voinut tehda samoja
johtopaatdksia. Suunnatussa analyysissa pyrittiin myds siihen, ettei osaamiseen viittaavia
piirteita tulkita tietyn osaamisen osa-alueen alle, ellei sita teoriassa ole tarkasti sanottu.

Tutkimuksen johdonmukaisuutta voi parantaa silla, etté aineistoa tulkitaan johdonmukai-
sesti ja lapinakyvasti [26]. Myds tAma toteutuu tutkimuksessa, silla aineistoa ja siita tehty-
ja tulkintoja on kuvattu luvussa [b|tarkasti oppilaiden keskusteluja kuvaamalla ja kertomal-
la, mité4 johtopaatdksia keskustelusta on tehty. Paattelyketjut on kuvattu mahdollisimman
tarkasti.

Tutkimuksen yleistettavyyttd pohtiessa on hyva verrata toisiin vastaavanlaisiin tutkimuk-
siin. Hahkiéniemen ym. tutkimukseen [10] verrattuna etenkin oppilaiden GeoGebran kay-
t0ssé tehtdvan ratkaisemiseen oli runsaasti eroja. Hahkiébniemen ym. tutkimuksessa [10]
oppilaat eivat olleet kayttdneet GeoGebraa aiemmin ja oppilaille esitettiin tunnin alkuun
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GeoGebran kayttodn liittyvia esimerkkeja. Tassa tutkimuksessa oppilaat olivat kayttaneet
GeoGebraa jonkin verran. Kuitenkaan oppilaat tassa tutkimuksessa eivat hyddyntaneet
GeoGebraa yhta monipuolisesti kuin Hahkiéniemen ym. [10] tutkimuksessa. Lisaksi Hah-
kidniemen ym. muodostamaan [10] taulukkoon hypoteeseista, joita oppilaat muodostivat
tehtavan ratkaisussa, ei siséltynyt yhtaan silmamaaraisesti tehtya ratkaisua. Ongelmateh-
tavan ratkaisemisen haasteet saattavat siis riippua esimerkiksi oppitunnin kulusta. Kuiten-
kin taysin vastaavalla tavalla teetetty tutkimus luultavasti tuottaisi samanlaisia haasteita
oppilaille.

Tampereen yliopiston hyvan tieteellisen kdytdnndn ohjeistuksessa [38] on kehotettu re-
hellisyyteen, yleiseen huolellisuuteen ja tarkkuuteen kaikissa tutkimuksen vaiheissa. Re-
hellisyys tarkoittaa sita, ettei tutkimuksen havaintoja ja tuloksia ole vaaristelty tai sepitet-
ty eli muodostettu tekaistuja havaintoja [38]. Tassa tutkimuksessa tutkimuksen toteutus
ja tulosten analysointi on pyritty tekemaan mahdollisimman I&pindkyvasti. Lisaksi ohjeis-
tuksessa kehotetaan muiden tutkijoiden tydn huomioimiseen esimerkiksi viittauskaytan-
noissa [38]. Tutkimuksessa on pyritty viittaamaan muiden tutkimuksiin ja [&hteisiin asiaan
kuuluvalla tavalla huolellisesti ja tarkasti.

Tutkimuksen suorittamiseen liittyvia eettisid kysymyksié on pohdittu luvussa [4.4] Tutki-
muslupien ja tutkimukseen osallistuneiden tiedottamisen lisaksi olen pyrkinyt anonymi-
soimaan henkil6t jo tutkimuksen aineistonkeruuvaiheessa. Mahdollisimman hyva anony-
misointi kertoo myds tutkittavien oikeuksien kunnioittamisesta. Opetuskokeilun aikana ni-
mesin oppilaat jo ryhmien numeroiden mukaan ja tallensin &anitteet ja ryhmien tekemat
tuotokset myds ryhmien numeroiden mukaan. Litteroinnin yhteydessd muokkasin puhe-
tapoja ja murteellisia ilmauksia niin, ettei mydskaan niista voisi tunnistaa puhujaa. Olen
myds jattanyt tutkimukseen kaytetyn koulun ja kunnan mainitsematta, jotta tutkittavien
henkiléiminen olisi entisté4 haastavampaa.

6.4 Yhteenveto ja jatkotutkimusehdotuksia

Tutkimuksessa havaittu avoimeen ongelmatehtavaan tarvittava osaaminen patee taman
tutkimuksen ongelmatehtavaan ja tutkimuksen opetusryhmaan, mutta esimerkiksi kvan-
titatiivisen lisdtutkimuksen avulla voitaisiin tutkia, pateekd saatu tulos kaikkiin ryhmissa
tehtaviin avoimiin ongelmatehtaviin.

Tutkimuksen tarkoituksena oli my@s havaita haasteita, jotta opettaja pystyisi reagoimaan
niihin. Opettajan ohjaus on merkittdvassa roolissa avointa ongelmatehtédvaé ratkaistes-
sa. Seuraavaan listaan on koottu asioita, joiden avulla opettaja voi ohjata oppilaita joko
yksiléind tai ryhména ongelmatehtévén aikana:

* varmistus, etta tehtdvananto on ymmarretty,

» apukysymyksien kirjoittaminen taululle oppilaiden ratkaisujen tueksi,
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» keskustelua herattavien kysymysten kysyminen,

» tehtdvdnannon muokkaaminen.

Listaan kootut asiat olisivat voineet auttaa oppilaita tdman tutkimuksen avoimessa ongel-
matehtavassa, mutta samat ohjeet patevat myds muissa ongelmatehtavissa.

Tassé tutkimuksessa havainnoitiin Kilpatrickin ym. [14] esittdmistd matemaattisen osaa-
misen osa-alueista konseptuaalista ymmartamistd, proseduraalista sujuvuutta, soveltu-
vaa paattelya ja strategista kompetenssia. Yrittelidisyys jatettiin pois havainnoinnista, sil-
1a tAman tutkimuksen tutkimusmetodi ei soveltunut sen havainnointiin. Suomalaisnuorten
ongelmanratkaisutaitoja on tutkittu vuoden 2012 PISA-tutkimuksessa [18]. Tutkimuksessa
huomattiin, ettd suomalaisnuorten menestyminen ongelmanratkaisutehtavissa oli kaikis-
ta osallistujamaista selvimmin kiinni oppilaan sinnikkyydesta [18]. Voisi siis olla tarpeellis-
ta tehda jatkotutkimusta, jossa havainnoidaan oppilaiden yrittelidisyytta ja sen vaikutusta
oppilaan suoriutumiseen matemaattisessa ongelmanratkaisussa. Kuten Moses [24] tote-
aakin, ongelmatehtédvan asettelu on ratkaisevassa asemassa siina, motivoituuko oppilas
tehtavasta. Oppilaiden motivaatiota ja yrittelidisyytta voisi havainnoida siis erityisesti eri-
laisten ongelmatehtavien asettelujen kautta.
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LIITE A: ONGELMANRATKAISUTEHTAVAN
TEHTAVANANTO

Huvipuistotehtava

Nelja kaupunkia rakennuttaa yhteisty6ssa huvipuiston. Tutki GeoGebran avulla, mika
olisi optimaalisin ja tasapuolisin sijainti huvipuistolle.

Kirjaa ylOs eri ratkaisuvaihtoehtoja, kun kaupungit ovat sijoittuneet eri tavoilla.

GeoGebraan paaset linkista: https://www.geogebra.org/calculator A Graafi =~

Vaihda graafi -ndkyma geometria -ndkymaksi. A/ Graafi

Liitd ratkaisuistasi tahan tiedostoon kuvakaappaus ja kirjoita sen alle & 3D-laskin
erustelut.

P @ Geometria

Kuvakaappauksen ohjeet: x- CAS

Kirjoita hakuun kuvakaappaustyokalu ja valitse se luettelosta. Paina uusi  _

ja maalaa se osa ndytostd, josta haluat kuvankaappauksen ottaa. A\ Todennakdisyys

\ Ryhmén numero: | \

Ratkaisu 1:
Perustelut:

Ratkaisu 2:
Perustelut:

Ratkaisu 3:
Perustelut:

Ratkaisu 4:
Perustelut:
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LIITE B: KIRJE VANHEMMILLE

Arvoisat vanhemmat!

Teen tutkimusta matematiikan tehtavien ratkaisemisen haasteista pro graduani varten.
Tata varten olen suunnitellut yhden oppitunnin mittaisen opetuskokeilun, jossa oppilaat
ratkaisevat geometriaan liittyvda ongelmatehtéavaa ryhmissa. Kokeilu suoritetaan mate-
matiikan tunnilla xx.xx.

Aineistonkeruu tutkimuksessa tapahtuu nauhoittamalla oppilaiden ratkaisukeskusteluja ja
kerdamalla ryhmien ratkaisut. Tutkimustulokset kasitellddn anonyymisti, eika tutkimuk-
sessa tuoda julki mitdan tietoja, joiden perusteella tutkimukseen osallistuneet voitaisiin
tunnistaa. Aineisto séilytetdan ainoastaan tutkijan nahtavilla ja kuultavilla ja h&vitetaan
tutkimuksen valmistuttua.

Tutkimukseen osallistuminen on vapaaehtoista. Mikéli ette halua lapsenne osallistuvan
tutkimukseen, ilmoitattehan siité keskivilkkkoon xxxx mennessa luokanvalvojalle.

Jos haluatte lisétietoja tutkimukseen osallistumisesta, voitte laittaa viestia suoraan minulle
alla olevaan séhkdpostiin.

Yhteistyoterveisin:

Henna Katainen, matematiikan opettajaopiskelija
Tampereen yliopisto

henna.katainen@tuni.fi



LIITE C: TIETOSUOJAILMOITUS

Tietosuojailmoitus 3.2.2023

Pro gradu -tutkimus
EU:n yleinen tietosuoja-asetus (EU 2016/679) artiklat 12-14

1. Tutkimuksen nimi, luonne ja kesto
Tutkimuksen nimi: Pro gradu -tutkimus

X Kertatutkimus

Tutkimuksen kestoaika: 1.6.2023 asti.
Henkil6tietojen kasittelyaika: 1.6.2023 asti.

2. Rekisterinpitéja

Kyseesséd on opiskelijatutkimus (rekisterinpitdja ei tyosuhteessa Tampereen
korkeakoulusaatioon), jolloin rekisterinpitaja on opiskelija.

Nimi Henna Katainen
Sahkopostiosoite henna.katainen@tuni.fi

3. Tutkimusrekisterin tietosisalto

Rekisterissa kasitelldan opetuskokeilun aikana nauhoitettuja &anitiedostoja ja oppilasryhmien
tuottamia ratkaisuja tehtdvaan (Microsoft Word-tiedostot). Tutkimuksen yhteydessa keratyt
tutkimuslupalomakkeet sailytetdan myds niin, ettei ulkopuoliset paase niihin kasiksi.

4. Henkilotietojen tietoldhteet
Tiedot keratdan matematiikan oppitunnilla opetuskokeilun aikana.

5. Henkilotietojen kasittelyn tarkoitus
Pro gradu -tutkielman tekeminen

6. Henkilotietojen kasittelyn oikeusperusta
Henkil6tietojen kasittelyn oikeusperusta EU:n yleinen tietosuoja-asetus, artikla 6 kohta 1 seka
tietosuojalaki 4 §:

Tutkittavan suostumus

7. Arkaluonteiset henkildtiedot (erityisiin henkildtietoryhmiin kuuluvat tiedot ja rikostiedot)
Tutkimuksessa ei kasitelld arkaluonteisia henkilétietoja
O Tutkimuksessa kasitellaén seuraavia arkaluonteisia henkilétietoja:

O Rotu tai etninen alkupera

O Poliittiset mielipiteet

O Uskonnollinen tai filosofinen vakaumus

O Ammattiliiton jasenyys

O Geneettiset tiedot

O Biometristen tietojen kasittely henkilon yksiselitteisté tunnistamista varten

O Terveystiedot
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O Luonnollisen henkilon seksuaalinen kayttaytyminen tai suuntautuminen

8. Rekisterin suojauksen periaatteet

Manuaalisen aineiston (esim. paperiaineisto) suojaaminen:
X Lukitussa tilassa

[0 Lukitussa kaapissa

O Muuten, miten:

Digitaalisen aineiston suojaaminen (esim. tietojarjestelmat ja laitteet):
X kayttajatunnus

X salasana

kaksivaiheinen kayttajan tunnistus (MFA)

O paasynhallinta verkko-osoitteiden avulla (IP-osoitteet)

O kaytdn rekisterointi (lokitietojen keradminen)

O kulunvalvonta

O muu, mika:

Suorien tunnistetietojen kasittely:

Suorat tunnistetiedot poistetaan analysointivaiheessa

O Aineisto on pseudonymisoitu

O Aineisto analysoidaan suorin tunnistetiedoin, koska (peruste suorien tunnistetietojen
sailyttamiselle): Kirjoita tekstida napsauttamalla tai napauttamalla tata.

Tietojen suojaus tietojen siirroissa:

X tiedonsiirron salaus (kuvaile miten): Tieto siirretddn &aninauhureista suoraan tutkijan
tietokoneelle Tampereen yliopiston Office 365 -palveluun.

[ tiedoston salaus (kuvaile miten): Kirjoita tekstia napsauttamalla tai napauttamalla tata.

O muu, mikéa: Kirjoita tekstia napsauttamalla tai napauttamalla tata.

9. Henkilotietojen kasittely tutkimuksen paattymisen jalkeen
Tutkimusrekisteri havitetaan

O Tutkimusrekisteri arkistoidaan anonymisoituna ilman tunnistetietoja
O Tutkimusrekisteri arkistoidaan tunnistetiedoin

Mihin aineisto arkistoidaan ja miten pitkaksi aikaa: Aineisto havitetaan tutkimuksen paattymisen
jalkeen, viimeistaan kesakuussa 2023.



10. Rekisterdidyn oikeudet ja niiden mahdollinen rajoittaminen

Rekisterdidylla on, ellei tietosuojalainsdadanndstéd muuta johdu:
- Tietojen tarkastusoikeus (oikeus saada paasy henkilétietoihin)
o Rekisterdidylla on oikeus tietda, kasitelladnkd hanen henkildtietojaan vai ei, ja mita
henkil6tietoja héanesta on tallennettu.

- Oikeus tietojen oikaisemiseen
o Rekisteroidylld on oikeus vaatia, ettd hantd koskevat virheelliset, epatarkat tai
puutteelliset henkildtiedot oikaistaan tai tdydennetdan ilman aiheetonta viivytysta.
Lisaksi henkildlla on oikeus vaatia, etta tarpeettomat henkilétiedot poistetaan.

- Oikeus tietojen poistamiseen
o Rekisterdidylld on poikkeustapauksissa oikeus saada henkildtietonsa kokonaan
poistettua rekisterinpitajan rekistereista (oikeus tulla unohdetuksi).

- Oikeus kasittelyn rajoittamiseen
o Rekisteroidylla on tietyissa tilanteissa oikeus pyytda henkildtietojensa kasittelyn
rajoittamista siksi aikaa, kunnes hanen tietonsa on asianmukaisesti tarkistettu ja

korjattu tai taydennetty.

- Vastustamisoikeus
o Henkildlla on tietyissa tilanteissa oikeus henkilokohtaiseen, erityiseen tilanteeseensa
perustuen milloin tahansa vastustaa henkilétietojensa kasittelya.

- Oikeus siirtaa tiedot jarjestelmasta toiseen
o Rekisterdidylla on tietyissa tilanteissa oikeus saada hanta koskevat henkilétiedot,
jotka han on toimittanut rekisterinpitajalle, jasennellyssa, yleisesti kaytetyssa ja
koneellisesti luettavassa muodossa, ja oikeus siirtéa tiedot toiselle rekisterinpitajalle.

- Oikeus tehdé valitus valvontaviranomaiselle
o Rekisterdidylla on oikeus tehda valitus erityisesti vakinaisen asuin- tai tydpaikkansa
sijainnin mukaiselle valvontaviranomaiselle, jos han katsoo, ettd henkiltietojen
kasittelyssa rikotaan EU:n yleista tietosuoja-asetusta (EU) 2016/679. Rekisterdidylla
on lisdksi oikeus kayttdad hallinnollisia muutoksenhakukeinoja sekd muita
oikeussuojakeinoja.

Yhteystiedot:

Tietosuojavaltuutetun toimisto

Kéyntiosoite: Lintulahdenkuja 4, 00530 Helsinki
Postiosoite: PL 800, 00531 Helsinki

Vaihde: 029 56 66700

Faksi: 029 56 66735

Séahkoposti: tietosuoja@om.fi

Rekisterdidyn oikeuksien kayttamistéd koskevissa pyynndisséa noudatetaan rekisterinpitajan
tietopyyntdprosessia.



LIITE D: SUOSTUMUSLOMAKE
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! J Tampereen yliopisto

SUOSTUMUSLOMAKE

Tutkimus matematiikan tehtavien ratkaisemisen haasteista

Suostumus harjoitustutkimukseen osallistumiseksi

Minua on pyydetty osallistumaan ylla mainittuun harjoitustutkimukseen ja olen saanut
kirjallista tietoa tutkimuksesta, tietosuojailmoituksen ja mahdollisuuden esittaa siita
tutkijalla (-joille) kysymyksia.

Ymmarran, ettd tutkimukseen osallistuminen on vapaaehtoista ja ettd minulla on oikeus
kieltaytya siita seka peruuttaa suostumus ja keskeyttaa tutkimus valiaikaisesti syyta
ilmoittamatta. Ymmarran myos, etta tiedot kasitellaan luottamuksellisina.

Annan suostumukseni tutkimukseen. Q

Annan suostumukseni henkildtietojen késittelyyn tutkimuksessa. 0

Paikka ja paivamaara

Allekirjoitus

Nimenselvennys
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