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Richard Feynman kehitti vaihtoehtoisen kvanttimekaniikan muotoilun, niin sanotun polkuintegraa-
limuotoilun. Tämän mukaan kvanttihiukkanen kulkee pisteestä 𝐴 pisteeseen 𝐵 ajassa ∆𝑡 kaikkia 

mahdollisia polkuja pitkin. Näitä pisteitä 𝐴 ja 𝐵 yhdistäviä polkuja 𝒓(𝑡) on käytännössä ääretön 
määrä. Jokaiseen tällaiseen polkuun liittyy todennäköisyysamplitudi 𝜙[𝒓(𝑡)], joka riippuu kysei-

sen polun vaikutuksesta 𝑆. Tällöin todennäköisyysamplitudi 𝐾(𝐵, 𝐴) saadaan näiden amplitudien 

summana. Todennäköisyys 𝑃(𝐵, 𝐴) sille, että hiukkanen kulkee pisteestä 𝐴 pisteeseen 𝐵 ajassa 

∆𝑡 saadaan todennäköisyysamplitudin itseisarvon neliönä 𝑃(𝐵, 𝐴) = |𝐾(𝐵, 𝐴)|2. 
 
Tässä työssä tutkitaan epärelativistisella nopeudella liikkuvan elektronin dynamiikkaa Feynmanin 
polkuintegraalimenetelmällä. Elektronia kuvataan Gaussin funktiolla ja sen dynamiikkaa erilai-
sissa potentiaaleissa tutkitaan numeerisesti simulaatioiden avulla. Aluksi tutkitaan vapaata elekt-
ronia yksi- ja kaksiulotteisessa avaruudessa. Tämän jälkeen tutkitaan elektronia yksi- ja kaksi-
ulotteisessa ajasta riippumattomassa harmonisessa potentiaalissa 𝑉(𝒓). Seuraavaksi tutkitaan 
liikkeessä olevaa elektronia homogeenisessä magneettikentässä 𝑩(0,0, 𝐵𝑧). Lopuksi tutkitaan ho-
mogeenisessä magneettikentässä liikkuvaa elektronia, joka on poikittaisessa suunnassa hiukka-
nen laatikossa perustilalla. Tästä simuloinnista voidaan nähdä Hall-ilmiön syntymekanismi. Saa-
tujen tulosten riippuvuutta parametrien valintaan esitetään ja numeerisia tuloksia verrataan ana-
lyyttisiin tuloksiin.  
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Richard Feyman developed path integral formulation of quantum mechanics. According to it a 
particle can travel from point 𝐴 to point 𝐵 in time ∆𝑡 along different paths. The number of paths 
connecting these points 𝐴 and 𝐵 is in practice infinite. There is a probability amplitude 𝜙[𝒓(𝑡)] 
associated with each such path, depending on the action 𝑆 of that path. The total probability 

amplitude is the sum of these amplitudes. The probability 𝑃(𝐵, 𝐴) of the particle going from point 

𝐴 to point  𝐵 in time ∆𝑡 is the absolute square of the probability amplitude 𝑃(𝐵, 𝐴) = |𝐾(𝐵, 𝐴)|2. 
 

In this thesis we study the dynamics of an electron moving with non-relativistic velocity by Fey-
man’s path integral method. The electron is described by Gaussian function and its dynamics in 
various potentials are numerically examined using simulations. In the beginning, we study the 
dynamics of a free electron in one- and two-dimensional space. Then we study the dynamics of 
an electron in one- and two-dimensional time independent harmonic potential 𝑉(𝒓). Next, we 
study the dynamics of a moving electron in the homogeneous magnetic field 𝑩(0,0, 𝐵𝑧). Finally, 
we study the dynamics of a moving electron in a homogeneous magnetic field which is in the 
ground state of a particle-in-a-box in perpendicular direction. From this simulation we can see the 
mechanism of the Hall effect. The dependence of the obtained results on the choice of parameters 
is presented and numerical results are compared with analytical results. 
 
 
The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service. 
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1. JOHDANTO 

Tämän työn tarkoituksena on perehtyä Richard Feynmanin kvanttimekaniikan polkuinte-

graali muotoiluun ja tutkia sen avulla epärelativistisella nopeudella liikkuvan yksittäisen 

elektronin dynamiikkaa. Työ jakautuu neljään osaan. Työ aloitetaan perehtymällä 

Feymanin polkuintegraaliin kaksoisrakokokeen avulla ja tutustumalla Lagrangen meka-

niikkaan. Tässä luvussa esitellään myös Feynmanin polkuintegraali ja sen toimivuus 

klassisella rajalla.  

Luvussa kolme tutustutaan klassiseen elektrodynamiikkaan. Tutkitaan epärelativistisella 

nopeudella liikkuvan hiukkasen liikerataan homogeenisessä magneettikentässä ja tästä 

johtuvaa Hall-ilmiötä. Seuraavaksi luvussa viisi perehdytään todennäköisyysamplitudei-

hin, jotka ovat tämän työn kannalta tärkeitä. Tullaan näkemään, että todennäköisyys-

amplitudi riippuu siitä millainen potentiaali vaikuttaa hiukkaseen. Tässä luvussa esitel-

lään mm. vapaan hiukkasen ja hiukkanen homogeenisessä magneettikentässä toden-

näköisyysamplitudit. 

Luku kuusi aloitetaan Ehrenfestin teoreemalla, jonka mukaan kvanttimekaniikan ope-

raattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtälöitä. Tämä jälkeen tut-

kitaan elektronin dynamiikkaa erilaissa potentiaaleissa. Alkuhetken aaltofunktioksi vali-

taan Gaussin funktio ja sen myöhemmän ajanhetken todennäköisyystiheydet ja odotus-

arvot lasketaan numeerisesti polkuintegraalia käyttäen. Aluksi tutkitaan vapaata elektro-

nia yksi- ja kaksiulotteisessa avaruudessa. Tämän jälkeen tutkitaan elektronia yksi- ja 

kaksiulotteisessa ajasta riippumattomassa harmonisessa potentiaalissa 𝑉(𝒓). Seuraa-

vaksi tutkitaan liikkeessä olevaa elektronia homogeenisessä magneettikentässä 

𝑩(0,0, 𝐵𝑧). Lopuksi tutkitaan homogeenisessä magneettikentässä liikkuvaa elektronia, 

joka on poikittaisessa suunnassa hiukkanen laatikossa perustilalla. Saatujen tulosten 

riippuvuutta parametrien valintaan esitetään ja numeerisia tuloksia verrataan analyytti-

siin tuloksiin. 
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2. KVANTTIMEKANIIKAN POLKUINTEGRAALI-
MUOTOILU 

Richard Feynman julkaisi vaihtoehtoisen kvanttimekaniikan muotoilun, niin sanotun pol-

kuintegraalimuotoilun vuonna 1948. Toisin kuin Schrödingerin muotoilu, joka on laajen-

nus Hamiltonin mekaniikasta, polkuintegraalimuotoilu juontaa juurensa Lagrangen me-

kaniikasta ja polun käsitteeseen perustuvasta pienimmän vaikutuksen periaatteesta. 

[1,2]  

 

2.1 Kaksoisrakokoe ja todennäköisyysamplitudi 

 

Lähdetään tutustumaan Feynmanin polkuintegraalimuotoiluun kaksoisrakokokeen 

avulla. Kuva 2.1 esittää laitetta, jolla koe voidaan suorittaa. Siinä on vasemmalla elekt-

ronitykki, joka lähettää yksittäisiä elektroneja. Kaikilla elektroneilla on sama energia, 

mutta ne lähtevät satunnaisessa suunnassa kohti seinää A. Seinällä A on kaksi rakoa, 1 

ja 2, joiden läpi elektronien on mentävä. Seinällä B on detektori, joka laskee, kuinka 

monta elektronia saapuu eri kohtiin seinälle B. 

 

 

Kuva 2.1: Elektronien avulla suoritettu kaksoisrakokoe. Perustuu lähteeseen [4]. 
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Kokeen tuloksena saadaan interferenssikäyrä 𝑃(𝑥), joka kuvaa elektronin todennäköi-

syyttä saapua eri kohtiin seinään B. Muodostunut interferenssikäyrä voidaan ymmärtää 

helpoiten matemaattisesti [3,4]. 

Ensimmäinen yleinen periaate 

Jokaista mahdollista tapahtumaa voidaan kuvata kompleksisella todennäköisyysampli-

tudilla 𝜙(𝑥). Tapahtuman todennäköisyys on tällöin tämän kompleksisen todennä-

köisyysamplitudin itseisarvon neliö 

𝑃(𝑥) = |𝜙(𝑥)|2. (1) 

Toinen yleinen periaate 

Kun tapahtuma voidaan saavuttaa usealla toisistaan poikkeavalla tavalla, on kokonais-

amplitudi näiden amplitudien summa 

𝜙(𝑥) =∑𝜙𝑖
𝑖

(𝑥). (2) 

Olkoon 𝜙D,1,S(𝑥) todennäköisyysamplitudi sille, että elektroni lähtee elektronitykiltä ja 

saapuu raon 1 kautta detektorille. Ja 𝜙D,2,S(𝑥) todennäköisyysamplitudi sille, että elekt-

roni lähtee elektronitykiltä ja saapuu raon 2 kautta detektorille. Tällöin todennäköisyys 

sille, että elektroni saapuu detektorille on 

𝜙(𝑥) = 𝜙D,1,S(𝑥) + 𝜙D,2,S(𝑥) (3) 

ja tapahtuman todennäköisyys on 

𝑃(𝐷, 𝑆) = |𝜙D,1,S(𝑥) + 𝜙D,2,S(𝑥)|
2
. (4) 

 

Kolmas yleinen periaate 

Hiukkasen kulkiessa tiettyä mahdollista reittiä pitkin, voidaan kyseisen reitin todennä-

köisyysamplitudi lausua, reitin eri osien todennäköisyysamplitudien tulona. 

Olkoon 𝜙1,S(𝑥) todennäköisyysamplitudi sille, että elektroni lähtee elektronitykiltä ja saa-

puu rakoon 1 ja 𝜙D,1(𝑥) todennäköisyysamplitudi sille, että elektroni saapuu raon 1 

kautta detektorille. Tällöin todennäköisyysamplitudi sille, että elektroni lähtee elektronity-

kiltä ja saapuu detektorille raon yksi kautta, on 

𝜙D,1,S(𝑥) = 𝜙D,1(𝑥)𝜙1,S(𝑥). (5) 

Yllä esitetyt periaatteet voidaan yleistää koskemaan mielivaltaista tilannetta, missä elekt-

ronitykin ja detektorin välillä on mielivaltainen määrä seiniä ja niissä mielivaltainen määrä 
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rakoa. Tarkastellaan tilannetta, jossa kaksoisrakokokeeseen on lisätty yksi lisäseinä, ku-

van 2.2 mukaisesti. [3,4] 

 

Kuva 2.2: Kaksoisrakokoe kahdella seinällä. [4] 

 

Elektronilla on nyt kuusi vaihtoehtoista reittiä kulkea elektronitykiltä detektorille. Jokai-

sella mahdollisella polulla on oma todennäköisyysamplitudinsa ja kokonaisamplitudi on 

näiden summan [4], eli 

𝜙D,S = ∑ 𝜙D,j𝜙i,S
i=1,2
J=a,b,c

 . (6)
 

Tarkastellaan vielä tilannetta, jossa seinien ja niissä olevien rakojen määrä lähestyy ää-

retöntä. Kun elektronitykin ja detektorin välille lisätään jatkuvasti seiniä ja niihin lisätään 

jatkuvasti rakoja, muodostuu jatkuvasti uusia mahdollisia polkuja, joiden kautta elektroni 

voi kulkea. Jatkettaessa tätä prosessia päädytään lopulta tilanteeseen, jossa elektronity-

kin ja detektorin välillä ei ole mitään (kuva 2.3). Elektronin kulkema polku voidaan mää-

rittää aika avaruudessa funktiona 𝑥(𝑡). Jokaiseen mahdolliseen polkuun liittyy todennä-

köisyysamplitudi. Kokonaisamplitudi on tällöin integraali kaikkien mahdollisten polkujen 

todennäköisyysamplitudien yli. [3] 
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Kuva 2.3: Kaksoisrakokoe, kun seinien määrä ja niissä olevien rakojen määrä lä-
hestyy ääretöntä. 

 

2.2 Lagrangen mekaniikka ja polun vaikutus 

 

Olkoon hiukkanen ajasta riippumattomassa potentiaalissa 𝑉(𝑥) ja ajanhetkellä 𝑡𝑎 koh-

dassa 𝑥𝑎 ja ajanhetkellä 𝑡𝑏 kohdassa 𝑥𝑏. Kutsutaan funktiota 𝑥(𝑡) hiukkasen poluksi 

ajanhetkien 𝑡𝑎 ja 𝑡𝑏 välillä. Klassinen polku 𝑥cl(𝑡) saadaan erotettua muista mahdollisista 

poluista, jotka yhdistävät alkuhetken ja loppuhetken pisteet, seuraavasti [2]: 

1. Selvitetään Lagrangen funktio 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉, (7) 

missä 𝑇 on hiukkasen liike-energia ja 𝑉 potentiaalienergia. 

2. Lasketaan jokaisen mahdollisen polun 𝑥(𝑡), joka yhdistää pisteet (𝑥𝑎 , 𝑡𝑎) ja 

(𝑥𝑏 , 𝑡𝑏), vaikutus (action) 𝑆[𝑥(𝑡)] yhtälöstä 

𝑆[𝑥(𝑡)] = ∫ 𝐿(𝑥, 𝑥̇)d𝑡

𝑡𝑏

𝑡𝑎

. (8) 
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3. Klassinen polku 𝑥cl(𝑡) on se, missä polun vaikutus (action) 𝑆 on stationäärinen. 

 

2.3 Feynmanin polkuintegraali 

 

Polkuintegraalia voidaan tarkastella reaali- tai imaginaariajassa (𝑡 = −i𝜏) [5]. Tässä tut-

kielmassa tullaan rajoittumaan vain reaaliajan polkuintegraaliin. Seuraavaksi määritel-

lään reaaliajan polkuintegraali hiukkaselle, jonka Hamiltonin operaattori ei riipu ajasta. 

2.3.1 Polkuintegraali 
 

Tarkastellaan yhdessä ulottuvuudessa olevaa hiukkasta. Todennäköisyysamplitudi ta-

pahtumalle, että hiukkanen lähtee pisteestä 𝑥𝑎 ajanhetkellä 𝑡𝑎 ja saapuu pisteeseen 𝑥𝑏 

ajanhetkellä 𝑡𝑏 saadaan laskettua seuraavasti [2,3]: 

1. Lasketaan kaikkien mahdollisten polkujen 𝑥(𝑡), jotka yhdistävät pisteet (𝑥𝑎, 𝑡𝑎) ja 

(𝑥𝑏 , 𝑡𝑏) vaikutus 𝑆[𝑥(𝑡)]. 

2. Tapahtuman todennäköisyysamplitudi kerneli 𝐾 saadaan laskettua näiden eri 

polkujen amplitudien summasta 

𝐾(𝑏, 𝑎) = ∑ 𝐴𝑒
(
i
ℏ
)𝑆[𝑥(𝑡)]

Mahd.  polut

, (9) 

missä 𝐴 on normitusvakio. 

Käytännössä näitä mahdollisia polkuja on yleensä ääretön määrä, jolloin summan sijaan 

käytetään niin sanottua polkuintegraalia. 

Lähdetään laskemaan alkupistettä (𝑥0, 𝑡0) ja päätepisteitä (𝑥𝑁 , 𝑡𝑁) yhdistävien mahdol-

listen polkujen summaa seuraavalla tavalla. Olkoon aika kausaalinen, eli 𝑡𝑁 > 𝑡0 ja 𝑡𝑁 −

𝑡0 = 𝑡. Jaetaan tapahtuman aikaväli 𝑁:n tasapitkään osaväliin 𝜀, jolloin 𝑡𝑛 = 𝑡0 + 𝑛𝜖, 𝑛 =

0,… ,𝑁 ja 𝜀 = 𝑡/𝑁. Tällä tavalla jokainen polku 𝑥(𝑡) voidaan määrittää 𝑁 + 1 peräkkäisen 

pisteen 𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1),… , 𝑥(𝑡𝑁) avulla. Kaikkien mahdollisten polkujen summa saadaan, 

kun integroidaan paikan arvo 𝑥𝑖 = 𝑥(𝑡𝑖)  avaruuden yli jokaisella aikavälin jaon hetkellä. 

Tarkka arvo saadaan, kun otetaan raja-arvo 𝑁 →  ∞. Tällöin tapahtuman todennä-

köisyysamplitudi saadaan polkuintegraalista 

𝐾(𝑥𝑁 , 𝑥0) = lim
𝜀→0

𝐴−𝑁 ∫ … ∫ ∫ 𝑒
(
i
ℏ
)𝑆[𝑥(𝑡)]

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

d𝑥1d𝑥2…d𝑥𝑁−1 (10) 
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missä 𝐴 on normitusvakio. Polkuintegraali on tapana lyhentää merkinnällä 

𝐾(𝑥𝑁 , 𝑥0) = ∫ 𝑒
(
i
ℏ
)𝑆[𝑥(𝑡)]

𝑥𝑁

𝑥0

𝒟𝑥(𝑡), (11) 

missä 

∫ 𝒟𝑥(𝑡)

𝑥𝑁

𝑥0

= lim
𝜀→0

𝐴−𝑁 ∫ … ∫ ∫ d𝑥1

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

d𝑥2…d𝑥𝑁−1 (12) 

 

kutsutaan funktionaali-integraaliksi. [1,2,3] 

 

2.3.2 Klassinen raja 
 

Kun kvanttimekaniikkaa sovelletaan makroskooppiseen systeemiin, sen pitäisi antaa sa-

mat tulokset kuin klassinen mekaniikka. Yllä päädyttiin siihen tulokseen, että jokaiseen 

mahdolliseen polkuun, joka yhdistää pisteet 𝑥𝑎 ja 𝑥𝑏 ajassa ∆𝑡 = 𝑡𝑏 − 𝑡𝑎 liittyy todennä-

köisyysamplitudi 𝜓[𝑥(𝑡)] = vakio ∙ 𝑒
(
i

ℏ
)𝑆[𝑥(𝑡)]

. Koska tapahtuman aika ∆𝑡 on kaikille po-

luille sama, täytyy hiukkasen kulkea eri nopeuksilla näillä poluilla. Tästä seuraa, että jo-

kaisella polulla on eri vaikutus 𝑆 ja näin ollen eri vaihe 𝑆/ℏ. Todennäköisyysamplitudin 

reaaliosa (tai imaginääriosa) on kosini (tai sini) kulmalla 𝑆/ℏ. [3] Makroskooppisen kap-

paleen polkujen vaikutusten 𝑆 arvot ovat hyvin suuria verrattuna Planckin vakioon näh-

den (𝑆 ≫ ℏ). Jos kaksi polkua eroaa toisistaan klassisesta näkökulmasta vähän, eroaa 

myös niiden vaikutus 𝑆 vähän klassisesta näkökulmasta. Näiden polkujen amplitudien 

vaiheet poikkeavat kuitenkin hyvin paljon toisistaan, Planckin vakion ℏ(= 1,05 ∙

10−27 𝐽/𝑠) pienuuden takia. Käytännössä kaikki paitsi klassisen polun läheisyydessä ole-

vat amplitudit kumoavat toisiinsa ja eivät vaikuta todennäköisyysamplitudin arvoon. Lä-

hellä klassista polkua, missä pieni muutos polussa ei aiheuta muutosta vaikutuksen 𝑆 

arvoon, amplitudit summautuvat konstruktiivisesti. [1,2,3]   

Tapahtuman todennäköisyysamplitudiin vaikuttaa siis eniten klassinen polku ja sen lä-

heisyydessä olevat polut. Klassisesta polusta eroavat polut, vaikuttavat todennäköisyys-

amplitudiin, jos niiden vaikutusten arvo poikkeaa klassisesta vaikutuksen arvosta 𝑆𝑐𝑙 kor-

keintaan noin ℏ verran. [2,3] 
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Yllä esitetyt tulokset pätevät klassisen fysiikan toimivuusalueella, missä pätee ehto      

𝑆 ≫ ℏ. Kun tarkastellaan atomi tason ilmiötä, polun vaikutus 𝑆 voi olla verrattavissa ℏ:n, 

jolloin kaikki polut on otettava huomioon todennäköisyysamplitudia (11) laskiessa. [3] 

2.4 Aaltofunktio 

 

Lähdetään tarkastelemaan Schrödingerin aaltoyhtälön ja Feymanin polkuintegraalin vä-

listä yhteyttä. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan yhtä hiukkasta yksiulotteisessa 

avaruudessa. Schhrödingerin kvanttimekaniikka perustuu seuraaviin postulaatteihin, 

jotka voidaan johtaa polkuintegraalin avulla [2,6]: 

1. Hiukkasen tilaa kuvaa täysin sen aaltofunktio Ψ(𝑥, 𝑡). Aaltofunktion ollessa nor-

mitettu ilmaisee |Ψ(𝑥, 𝑡)|2d𝑥 todennäköisyyttä löytää hiukkanen paikasta 𝑥 tila-

vuus elementistä d𝑥. 

2. Klassista suuretta 𝐴(𝑥, 𝑝) vastaa kvanttimekaniikassa hermiittinen operaattori 

𝐴̂ = 𝐴̂(𝑥 → 𝑥, 𝑝 → 𝑝̂). 

3. Mitattavan suureen keskiarvo on sama kuin suuretta vastaavan operaattorin 𝐴̂ 

odotusarvo 〈𝐴̂〉. Aaltofunktion oltaessa normitettu saadaan odotusarvo laskettua 

yhtälöstä 

〈𝐴̂〉 = ∫ Ψ(𝑥, 𝑡)∗𝐴̂Ψ(x, 𝑡)d𝑥
∞

−∞

. (13) 

4. Aaltofunktion aikakehitys määräytyy ajasta riippuvasta Schrödingerin yhtälöstä 

iℏ
d

d𝑡
|Ψ(𝑡)⟩ = 𝐻̂|Ψ(𝑡)⟩, (14) 

missä 𝐻̂ = 𝐻̂(𝑡) on Hamiltonin operaattori. 

Systeemin Schrödingerin yhtälö (14) voidaan ratkaista, jos tiedetään sen klassista Ha-

miltonin funktiota vastaava Hamiltonin operaattori. Hamiltonin operaattorin muoto riippuu 

siitä, esitetäänkö aaltofunktio koordinaatti vai liikemääräavaruudessa. Voidaan valita 

koordinaattiesitys, missä 

𝑥 →  𝑥 

𝑝̂  → iℎ∇ (15) 

⟨𝑥|𝜓⟩ = 𝜓(𝑥). 

 tai liikemääräesitys, missä 
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𝑝̂  → 𝑝 

𝑥  → iℏ
d

d𝑝
(16) 

⟨𝑝|𝜓⟩ = 𝜓(𝑝). 

Molemmat esitykset ovat matemaattisesti yhtäpitäviä, mutta riippuen tarkasteltavasta ti-

lanteesta toinen voi olla toista käytännöllisempi. Tässä työssä tullaan pääsääntöisesti 

käyttämään koordinaattiesitystä. Koordinaattiesityksessä voidaan osoittaa [2], että pai-

kan ominaisfunktiot ovat deltafunktioita 

⟨𝑥|𝑥′⟩ = 𝛿(𝑥 − 𝑥′) = 𝜓𝑥′(𝑥) (17) 

ja liikemäärän ominaisfunktiot tasoaaltoja 

⟨𝑥|𝑝⟩ =
1

√2𝜋ℏ
𝑒
i𝑝𝑥
ℏ = 𝜓𝑝(𝑥). (18) 

Tarkastellaan vielä energian ominaisfunktioita paikkaesityksessä. Olkoon hiukkanen 

ajasta riippumattomassa potentiaalissa 𝑉 = 𝑉(𝑥). Tällöin aaltofunktio voidaan esittää 

paikasta ja ajasta riippuvaisista osista seuraavalla tavalla 

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑓(𝑡). (19) 

Schrödingerin yhtälössä (14) esiintyvä Hamiltonin operaattori on tällöin mahdollista se-

paroida ajan ja paikan suhteen 

iℏ

𝑓(𝑡)

d𝑓(𝑡)

d𝑡
=

1

𝜓(𝑥)
[−

ℏ2

2𝑚

d2𝜓(𝑥)

d𝑥2
 + 𝑉(𝑥)𝜓(𝑥)] = vakio = 𝐸. (20) 

Ratkaisemalla saatu yhtälö vakion suhteen, saadaan pelkästään ajasta riippuva funktio 

𝑈(𝑡) = 𝑒−
i𝐸
ℏ
𝑡, (21) 

sekä energian ominaisarvot ja ominaisfunktiot  

𝐸𝑛 = 𝐸1, 𝐸2, … 

𝜓𝑛(𝑥) = 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥),… . (22) 

Tällöin mielivaltainen aaltofunktio voidaan esittää energian ominaisfunktioiden lineaari-

kombinaatioina 

𝜓(𝑥, 𝑡) =∑𝑐𝑛𝜓𝑛 𝑒
−
i𝐸
ℏ
𝑡. (23) 

Aaltofunktio myöhempänä ajan hetkenä saadaan yhtälöstä 

|𝜓(𝑥, 𝑡)⟩ = 𝑈̂(𝑡)|𝜓(𝑥, 𝑡0)⟩, (24) 
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missä 𝑈̂(𝑡) on aaltofunktion aikakehitysoperaattori. Esittämällä yhtälö (24) energian omi-

naisfunktioiden avulla saadaan 

|𝜓(𝑡)⟩ =∑|𝐸⟩⟨𝐸|𝜓(0)⟩

𝐸

𝑒−
i𝐸
ℏ
𝑡. (25) 

Vertaamalla saatua tulosta yhtälöön (24) saadaan aikakehitysoperaattoriksi 

𝑈̂(𝑡) =∑|𝐸⟩⟨𝐸|

𝐸

𝑒
−
i𝐸
ℏ
𝑡
. (26) 

Aaltofunktio Ψ(𝑥, 𝑡) on todennäköisyysamplitudi sille, että hiukkanen saapuu pisteeseen 

(𝑥, 𝑡). Aaltofunktio ei ota kantaa siihen, miten se on päättynyt tähän pisteeseen. Tämä ei 

poikkea siitä, mitä ollaan tähän mennessä tarkastelleet polkuintegraalin yhteydessä. To-

dennäköisyysamplitudi on käytännössä myös aaltofunktio, eli 𝐾(𝑥b, 𝑡𝑏; 𝑥a, 𝑡𝑎) =

 Ψ(𝑥b, 𝑡𝑏). Aaltofunktio noudattaa myös tapahtumien kertomissääntöä. [1,2,3] Tällöin, jos 

tiedetään aaltofunktio tietyllä ajanhetkellä, saadaan myöhemmän ajanhetken aaltofunk-

tio yhtälöstä 

Ψ(𝑥b, 𝑡𝑏) = ∫ 𝐾(

∞

−∞

𝑥b, 𝑡𝑏; 𝑥𝑐 , 𝑡𝑐)Ψ(𝑥𝑐 , 𝑡𝑐)d𝑥𝑐 (27) 

2.5 Hiukkanen 𝑫-ulotteisessa avaruudessa 

 

Tähän saakka on tarkasteltu ainoastaan yhtä hiukkasta yhdessä ulotteisessa avaruu-

dessa. Tarkastellaan seuraavaksi systeemiä, jonka avaruudellinen dimensio on suu-

rempi kuin yksi. 

Olkoon vapaa hiukkanen kaksi ulotteisessa avaruudessa. Hiukkasen mielivaltainen 

polku voidaan tällöin määrittää funktioiden 𝑥(𝑡) ja 𝑦(𝑡) avulla. Hiukkasen vaikutus (ac-

tion) on tällöin 

𝑆[𝑥(𝑡), y(t)] =
𝑚

2
∫(𝑥̇2(𝑡) + 𝑦̇2(𝑡))d𝑡

𝑡𝑏

𝑡𝑎

. (28) 

Todennäköisyysamplitudi tapahtumalle, että hiukkanen lähtee pisteestä (𝑥𝑎 , 𝑦𝑎) ajanhet-

kellä 𝑡𝑎 ja saapuu pisteeseen (𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) ajanhetkellä 𝑡𝑏 saadaan yhtälöstä 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏 , 𝑡𝑏; 𝑥𝑎 , 𝑦𝑎 , 𝑡𝑎) = ∫ 𝑒
(
i
ℏ
)𝑆[𝑥(𝑡),y(t)]

𝑥𝑏

𝑥𝑎

𝒟𝑥(𝑡)𝒟y(𝑡). (29) 
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Koska integrointi tapahtuu kahden muuttujan suhteen jokaisella aikavälin jaon hetkellä, 

on integraaleja kaksinkertainen lukumäärä verrattuna yksi ulotteiseen systeemin (10). 

Tällöin normalisointivakio on 𝐴−2𝑁 pelkän 𝐴−𝑁 sijaan. [3] 

Yllä saadut tulokset voidaan yleistää koskemaan mielivaltaista 𝐷-ulotteista avaruutta. 

Tällöin paikka on tapana esittää vektorilla 𝐱(t), joka edustaa systeemin kaikkia 𝐷 koor-

dinaattia. Todennäköisyysamplitudi voidaan kirjoittaa yksinkertaisesti muodossa 

𝐾(𝐱𝑏 , 𝑡𝑏; 𝐱𝑎 , 𝑡𝑎) = ∫ 𝑒
(
i
ℏ
)𝑆[𝐱(t)]

𝑥𝑏

𝑥𝑎

𝒟𝐱(t). (30) 

Lisäksi on muistettava, että integraaleja on 𝐷 kertainen määrä verrattuna yksiulotteiseen 

tapaukseen. [3,7] 
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3. KLASSINEN ELEKTRODYNAMIIKA 

Ennen kvanttimekaanista tarkastelua on syytä tutustua klassiseen elektrodynamiikkaan. 

Tässä luvussa tarkastellaan epärelativistisella nopeudella liikkuvaa hiukkasta sähkö-

magneettisessa kentässä. 

3.1 Hiukkanen homogeenisessä magneettikentässä 

Tarkastellaan varattua hiukkasta, joka kulkee epärelativistisella nopeudella 𝒗 ≪ 𝑐 säh-

kömagneettisessa kentässä. Tällöin hiukkaseen, jonka varaus on 𝑞, kohdistuu Lorentzin 

voima 

𝑭 = 𝑞(𝑬 + 𝒗 × 𝑩), (31) 

missä 𝑬 on sähkökentän ja 𝑩 on magneettikentän arvo hiukkasen kohdalla 𝒓. [2] Hiuk-

kasen liike noudattaa Newtonin liikeyhtälöä 

𝑭 = 𝑚
𝑑𝒑

𝑑𝑡
= 𝑞(𝑬 + 𝒗 × 𝑩). (32) 

Olkoon sähkökenttä 𝑬 = 0 ja magneettikenttä 𝑩 = vakio. Hiukkasen liikeyhtälö ho-

mogeenisessä magneettikentässä 𝑩 on 

𝑚
𝑑𝒗

𝑑𝑡
= −𝑞𝒗 × 𝑩 (33) 

Olkoon magneettikenttä 𝑧- akselin suuntainen, eli 𝑩 = 𝑩(0,0, 𝐵) ja hiukkasella liikettä ai-

noastaan poikittaisessa tasossa 𝒓 = (𝑥, 𝑦, 0). Tällöin liikeyhtälö (33) voidaan [8] jakaa 

yhtälöpariksi 

{
 
 

 
 𝑚

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑞𝐵

𝑑𝑦

𝑑𝑡 
 

𝑚
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝑞𝐵

𝑑𝑥

𝑑𝑡
.

(34) 

Yhtälöparin yleinen ratkaisu on 

𝑥(𝑡) = 𝑋 − 𝑟 sin(𝜔𝐵𝑡 + ∅)
 

𝑦(𝑡) = 𝑌 + 𝑟 cos(𝜔𝐵𝑡 + ∅) .
(35) 

Ympyräliikkeen keskipiste (𝑋, 𝑌), säde 𝑟 ja vaihe-ero ∅ ovat mielivaltaisia vakioita, jotka 

saadaan, kun ratkaistaan yhtälöpari (35). Ympyräliikkeen kulmataajuus on riippumaton 

näistä vakioista ja sen arvo saadaan yhtälöstä 
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𝜔𝐵 =
𝑒𝐵

𝑚
, (36) 

missä 𝜔𝐵 on tapana kutsua syklotronitaajuudeksi. [8] 

 

3.2 Hall-ilmiö 

 

Edellä nähtiin, että hiukkaseen kohdistuu homogeenisessä magneettikentässä Lorentz 

voima (31), joka saa hiukkasen ympyräliikkeeseen. Tämä voima on pääasiallinen syy 

Hall-ilmiön syntymiselle.  

Tarkastellaan kuvan 3.1 tilannetta, missä elektronit on pakokettu liikkumaan johteessa, 

joka on asetettu homogeeniseen magneettikenttään 𝑩 = 𝑩(0,0, 𝐵𝑧).  Kun johteessa kul-

kee sähkövirta 𝑥- suunnassa, aiheuttaa magneettikenttä liikkuviin varauksenkuljettajiin 

Lorentzin voiman (31), joka saa nämä siirtymään toiselle puolelle johdinta. Tällöin johti-

meen muodostuu 𝑦- suunnassa sähkökenttä 𝑬 = 𝑬(0, 𝐸𝑦, 0) ja varauseroerosta johtuva 

jännite 𝑉𝐻, joka pyrkii tasapainottamaan magneettikentän aiheuttamaa vaikutusta. Tätä 

ilmiötä kutsutaan Hall-ilmiöksi. [8,9] 

 

 

Kuva 3.1: Klassinen Hall-ilmiö. [8,9] 

 

Tasapainossa, liikkuvaan elektroniin kohdistuva kokonaisvoima on nolla  

𝑭 = 𝑞(𝑬 + 𝒗 × 𝑩) = −𝑒(𝐸𝑦 + 𝑣𝑥𝐵𝑧) = 0 (37) 

𝐸𝑦 = 𝑣𝑥𝐵𝑧 (38) 

Ohjausvirta on 

𝐼𝑥 =
Δ𝑄

Δ𝑡
=
−𝑛𝑒𝑣𝑥∆𝑡𝐴

∆𝑡
= −𝑛𝑒𝑣𝑥𝐴, (39) 
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missä 𝑛 on johdinelektronien lukumäärä, 𝑣𝑥 on keskimääräinen nopeus ja 𝐴 on johtimen 

poikkipinta-ala. Virrantiheys 𝑗𝑥 on virranvoimakkuus pintayksikköä kohta ja se saadaan 

laskettua yhtälöstä 

𝑗𝑥 = −𝑛𝑒𝑣𝑥  →  𝑣𝑥 = −
𝑗𝑥
𝑛𝑒
. (40) 

Sijoittamalla saatu tulos yhtälöön (37) saadaan 

𝐸𝑦 = −
𝑗𝑥𝐵𝑧
𝑛𝑒

(41) 

Tämän yhtälön avulla voidaan määrittää Hallin vakio 

𝑅𝐻 = −
1

𝑛𝑒
(42) 

Hallin resistiivisyys voidaan määrittää Ohmin laista seuraavalla tavalla 

𝑅𝑥𝑦 =
𝑉𝐻
𝐼𝑥
=
𝐸𝑦𝐿𝑦

𝑗𝑥𝐿𝑦
=
𝐸𝑦

𝑗𝑥
= −𝜌𝑥𝑦. (43) 

Yhdistämällä yhtälöt (42) ja (43) voidaan Hallin resistiivisyys lausua Hallin vakion avulla 

seuraavalla [8,9] tavalla 

𝜌𝑥𝑦 = 𝑅𝐻𝐵𝑧. (44) 
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4. TODENNÄKÖISYYSAMPLITUDI 

Luvussa 2 perehdyttiin kvanttimekaniikan polkuintegraali muotoiluun. Päädyttiin siihen, 

että kvanttimekaniikassa tiettyä tapahtumaa kuvaa todennäköisyysamplitudi 𝐾(𝑥𝑏 , 𝑥𝑎). 

Tässä luvussa tutustutaan todennäköisyysamplitudeihin, jotka ovat tämän työn kannalta 

tärkeitä. 

4.1 Vapaa hiukkanen 

 

Vapaan hiukkasen todennäköisyysamplitudi saadaan yhtälöstä 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑥𝑎; ∆𝑡) = 𝑒
i𝑚(𝑥𝑏−𝑥𝑎)

2

2ℏ∆𝑡 ∫𝑒
(
i
ℏ
)∫ (

1
2
𝑚𝑦̇2)d𝑡

𝑡′

𝑡

0

0

𝒟y(𝑡) = 𝐹(∆𝑡)𝑒
i𝑚(𝑥𝑏−𝑥𝑎)

2

2ℏ∆𝑡 , (45) 

missä ∆𝑡 = 𝑡𝑏 − 𝑡𝑎. Vapaalle hiukkaselle voidaan osoittaa [2,3], että normitustekijä on 

𝐹(∆𝑡) = (
𝑚

2𝜋ℏi∆𝑡
)

1
2
. (46) 

 

4.2 Hiukkanen harmonisessa potentiaalissa. 

 

Yksiulotteisen harmonisen potentiaalin todennäköisyysamplitudi [3] saadaan yhtälöstä 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑥𝑎; ∆𝑡) = (
𝜔

2𝜋i sin(𝜔∆𝑡)
)
1/2

exp {
𝑖𝜔

2 sin(𝜔∆𝑡)
[(𝑥𝑏

2 − 𝑥𝑎
2) cos(𝜔∆𝑡) − 2𝑥𝑎𝑥𝑏]} , (47) 

missä ∆𝑡 = 𝑡𝑏 − 𝑡𝑎. Kaksiulotteisen harmonisen potentiaalin todennäköisyysamplitudi 

[10] saadaan yhtälöstä 

𝐾 = 𝐹(∆𝑡) exp {
𝑖𝜔

2 sin(𝜔∆𝑡)
[(𝑥𝑏

2 + 𝑦𝑏
2) + (𝑥𝑎

2 + 𝑦𝑎
2) cos(𝜔∆𝑡) − 2(𝑥𝑏𝑥𝑎 + 𝑦𝑏𝑦𝑎)]} , (48) 

missä  

𝐹(∆𝑡) =
𝜔

2𝜋i sin(𝜔∆𝑡)
. 
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4.3 Hiukkanen homogeenisessä magneettikentässä 

 

Tässä luvussa esitetään lyhyesti Feynman-Hibbs kirjan [3] tehtävän 3–10 ratkaisua, joka 

on tämän työn kannalta hyvin oleellinen. Lukija voi halutessaan perehtyä ratkaisun väli-

vaiheisiin tarkemmin lähteen [11] avulla. 

Tarkastellaan hiukkasen, jonka varaus on 𝑒 ja massa 𝑚, liikettä ulkoisessa homogeeni-

sessä magneettikentässä 𝑩 = 𝑩(0,0, 𝑧). Hiukkasen Lagrangen funktio on 

𝐿 =
1

2
𝑚(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2) + 

𝑒𝐵

2𝑐
(𝑥𝑦̇ − 𝑥̇𝑦). (49) 

Koska Lagrangen funktio on korkeintaan neliöllinen koordinaattien ja nopeuksien suh-

teen, voidaan todennäköisyysamplitudi laskea yhtälöstä 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑥𝑎; ∆𝑡) = 𝑒
(
i
ℏ
)𝑆𝑐𝑙𝐹(∆𝑡), (50) 

missä 

𝐹(∆𝑡), = ∫𝑒
i𝑚
2ℏ ∫ (𝑥̇2+𝑦̇2+𝑧̇2+𝜔𝑥𝑦̇−𝜔𝑦𝑥̇)d𝑡

𝑡𝑏
𝑡𝑎

0

0

𝒟𝑥(𝑡)𝒟𝑦(𝑡)𝒟𝑧(𝑡). (51) 

Voidaan osoittaa [11], että klassisen vaikutuksen arvo on  

𝑆𝑐𝑙 =
𝑚

2
{
(𝑧𝑏 − 𝑧𝑎)

2

∆𝑡
+

𝜔
2

tan (
𝜔∆𝑡
2 )

[(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)
2 + (𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)

2] + 𝜔[𝑥𝑎𝑦𝑏 − 𝑥𝑏𝑦𝑎]} . (52) 

Ja ajasta riippuvan funktion 𝐹(∆𝑡) arvo on 

𝐹(∆𝑡) = (
𝑚

2𝜋𝑖ℏ∆𝑡
)

3
2

𝜔∆𝑡
2

sin (
𝜔∆𝑡
2 )

. (53) 

Sijoittamalla nämä yhtälöön (50) saadaan todennäköisyysamplitudiksi 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑥𝑎; ∆𝑡) = (
𝑚

2𝜋𝑖ℏ∆𝑡
)
3/2 𝜔∆𝑡/2

sin(𝜔∆𝑡/2)
 

exp{
i𝑚

2ℏ
[
 
 
 (𝑧𝑏 − 𝑧𝑎)

2

∆𝑡
+

𝜔
2

tan (
𝜔∆𝑡
2 )

[(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)
2 + (𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)

2] + 𝜔[𝑥𝑎𝑦𝑏 − 𝑥𝑏𝑦𝑎]

]
 
 
 
} , (54) 

 

missä ∆𝑡 = 𝑡𝑏 − 𝑡𝑎 ja 𝜔 = 𝑒𝐵/𝑚. 
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4.4 Trotterin propagaattori 

 

Yleisesti systeemin tarkka todennäköisyysamplitudi tunnetaan harvoin ja usein joudu-

taan nojautumaan approksimaatioihin. Aaltofunktio noudattaa tapahtumien kertomis-

sääntöä ja tämä mahdollistaa lyhyen aikavälin approksimaation käyttöä, jota on tapana 

kutsua ”Trotterin propagaattoriksi”. [2,3,7] Olkoon Hamiltonin operaattori ajasta riippu-

maton ja muotoa 

𝐻̂ =
𝑝̂2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥). (55) 

Tällöin 

𝑒−
i
ℏ
𝐻̂𝜀 = 𝑒

−
i
ℏ
𝜀(
𝑝2

2𝑚
+𝑉(𝑥))

, (56)
 

missä 𝜀 = 𝑡/𝑁. Käyttämällä kaavaa 

𝑒 𝐴̂+𝐵̂ = 𝑒 𝐴̂𝑒𝐵̂𝑒−
1
2⁄ [𝐴̂,𝐵̂]+⋯, (57) 

saadaan 

𝑒−
i
ℏ
𝐻̂𝜀 = 𝑒

i
ℏ
𝜀
𝑝2

2𝑚𝑒−
i
ℏ
𝜀𝑉(𝑥)𝑒𝑂(𝜀

2) ≈ 𝑒
i
ℏ
𝜀
𝑝2

2𝑚𝑒−
i
ℏ
𝜀𝑉(𝑥). (58) 

Lyhyen aikavälin todennäköisyysamplitudi voidaan esittää tällöin muodossa 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑡𝑏; 𝑥𝑎𝑡𝑎) = ⟨𝑥𝑏|𝑒
−
i
ℏ
𝐻̂𝜀
|𝑥𝑎⟩ = ⟨𝑥𝑏|𝑒

i
ℏ
𝜀
𝑝2

2𝑚𝑒−
i
ℏ
𝜀𝑉(𝑥)|𝑥𝑎⟩ (1 + 𝑂(𝜀

2). (59) 

 

Trotterin propagaattori on tällöin yksiulotteisessa avaruudessa 

𝐾(𝑥𝑏 , 𝑥𝑎; ∆𝑡) = [
𝑚

2𝜋𝑖ℏ∆𝑡
]

1
2
exp [

𝑖

ℏ
(
𝑚

2∆𝑡
(𝑥𝑏−𝑥𝑎)

2 −
∆𝑡

2
(𝑉(𝑥𝑎) + 𝑉(𝑥𝑏))] , (60) 

missä ∆𝑡 = 𝑡𝑏 − 𝑡𝑎. Kun aikaero lähestyy raja-arvoa 𝜀 → 0, muuttuu yhtälössä (58) esiin-

tyvä approksimaatio merkki yhtäsuuruusmerkkiin. Toisaalta tämä tarkoittaa, että Trotte-

rin propagaattori (60) muuttuu vapaan hiukkasen todennäköisyysamplitudiksi tällä ra-

jalla. [2,3,7] 
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5. KOHERENTIN TILAN DYNAMIIKKA 

Kvanttimekaniikassa koherentti tila on harmonisen oskillaattorin perustila, jonka aikake-

hitys muistuttaa klassisen harmonisen oskillaattorin aikakehitystä. Koherentit tilat ovat 

siksi tärkeässä asemassa, kun halutaan tutkia kvanttimekaanisen systeemin dynamiikka 

ja sen vastaavuutta klassisen systeemin dynamiikkaan. [12] 

5.1 Ehrenfestin teoreema 

 

Olkoon Hamiltonin funktio ajasta riippumaton. Tällöin klassisia suureita vastaavat ope-

raattorit ovat ajasta riippumattomia. Postulaatin 4 mukaan kvanttimekaniikassa tilan ai-

kakehityksen määrää Schrödingerin yhtälö  

iℏ
d

d𝑡
|Ψ⟩ = 𝐻̂|Ψ⟩. (61) 

Ja postulaatin 3 mukaan operaattorin 𝐴̂ odotusarvo kyseisessä tilassa Ψ on 

〈𝐴̂〉 = ⟨Ψ|𝐴̂|Ψ⟩. (62) 

Operaattorin odotusarvon aikaderivaataksi saadaan tällöin 

𝑑〈𝐴̂〉

𝑑𝑡
= ⟨

𝜕Ψ
𝜕𝑡 |

𝐴̂Ψ⟩ + ⟨Ψ|𝐴̂
𝜕Ψ
𝜕𝑡
⟩ , (63) 

joka voidaan Schrödingerin yhtälön (61) avulla esittää muodossa 

𝑑〈𝐴̂〉

𝑑𝑡
=
i

ℏ
[⟨𝐻̂Ψ|𝐴̂Ψ⟩ − ⟨Ψ|𝐴̂𝐻Ψ̂⟩]. (64) 

Hamiltonin operaattorin 𝐻̂ hermiittisyydestä [2,16] seuraa, että 

𝑑〈𝐴̂〉

𝑑𝑡
=
i

ℏ
⟨Ψ|𝐻̂𝐴̂ − 𝐴̂𝐻̂|Ψ⟩, (65) 

eli 

𝑑〈𝐴̂〉

𝑑𝑡
=
i

ℏ
〈[𝐻̂, 𝐴̂]〉. (66) 

 

Saatu tulos tunnetaan Ehrenfestin teoreemana, jonka mukaan operaattoreiden odotus-

arvot noudattavat klassisia liikeyhtälöitä 
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𝑑

𝑑𝑡
〈𝒓̂〉 =

〈𝒑̂〉

𝑚
, (67) 

𝑑

𝑑𝑡
〈𝒑̂〉 = 〈𝑭̂〉. (68) 

 

Yleisesti Ehrenfestin teoreemasta ei seuraa suoraan operaattoreiden odotusarvojen 

klassinen käyttäytyminen. Jotta odotusarvot noudattaisivat klassisen mekaniikan liikeyh-

tälöitä, on seuraavan ehdon toteuduttava edellä olevassa tarkastelussa 

〈𝑭(𝒓̂)〉 ≈ 𝑭(〈𝒓̂〉). (69) 

Voidaan osoittaa, että tämä ehto toteutuu potentiaaleille, jotka ovat korkeintaan neliöllisiä 

paikan 𝒓 suhteen. [2,13,14,15] 

 

5.2 Atomiyksiköt 

 

Atomiyksiköt muodostavat mittayksikköjärjestelmän, joka perustuu atomien ja alkeis-

hiukkasien ominaisuuksiin. Tämä mittausyksikköjärjestelmä on erityisen hyödyllinen, kun 

tutkitaan atomitason ilmiöitä. Työn simulaatioissa tullaan käyttämään Hartreen atomiyk-

siköitä. Alla olevassa taulukossa on esitetty tämän työn kannalta olennaiset Hartreen 

atomiyksiköt ja niitä vastaavat arvot SI-yksiköissä. 

 

Mitattava suure suureen tunnus atomiyksikössä (a.u) SI-yksikössä 

Elektronin varaus 𝑒 1 1.60 ∙ 10−19 𝐶 

Elektronin massa 𝑚𝑒 1 9.11 ∙ 10−31 𝑘𝑔 

Redusoitu Planckin vakio ℏ 1 1.05 ∙ 10−34 𝐽𝑠 

Aika 𝑡 1 24.19 ∙ 10−18 𝑠 

Pituus 𝑙 1 5.29 ∙ 10−11 𝑚 

Nopeus 𝑣 1 2.19 ∙ 106 𝑚/𝑠 

Energia 𝐸 1 4.36 ∙ 10−18 𝐽 

Magneettivuon tiheys 𝐵 1 2.35 ∙ 105 𝑇 
 

 

 



20 
 

5.3 Gaussin funktio 

 

Tarkastellaan yhtä liikkeessä olevaa vapaata elektronia yksi- ja kaksiulotteisessa ava-

ruudessa. Elektronin alkutilaksi valitaan Gaussin funktio, joka on yksi- ja kaksiulottei-

sessa avaruudessa [10] muotoa 

𝜓(𝑥) = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)
1
4⁄

𝑒−
𝑚𝜔
2ℏ

(𝑥−𝑥0)
2

𝑒
i𝑝0𝑥
ℏ , (70) 

𝜓(𝑥, 𝑦) = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)
1
2⁄

𝑒−
𝑚𝜔
2ℏ [

(𝑥−𝑥0)
2+(𝑦−𝑦0)

2]𝑒
i
ℏ
(𝑝0𝑥+𝑝0𝑦). (71) 

Atomiyksiköiden avulla yhtälöt (70) ja (71) voidaan esittää muodossa 

𝜓(𝑥) = (
𝜔

𝜋
)
1
4⁄

𝑒−
𝜔
2
(𝑥−𝑥0)

2

𝑒i𝑣𝑥, (72) 

𝜓(𝑥, 𝑦) = (
𝜔

𝜋
)
1
2⁄

𝑒−
𝜔
2[
(𝑥−𝑥0)

2+(𝑦−𝑦0)
2]𝑒i(𝑣𝑥𝑥+𝑣𝑦𝑦). (73) 

Eksponentissa oleva kerroin 𝜔 määrittää, millä tarkkuudella hiukkanen on lokalisoitunut 

pisteen 𝑥0 ja 𝑦0 ympäristöön. Mitä suurempi 𝜔 on, sitä tarkemmin aaltofunktio on lokali-

soitunut.  

 

5.4 Vapaa hiukkanen 

 

Alussa lähdettiin tutkimaan simulaation toimivuutta yksinkertaisille tapauksille. Tavoit-

teena oli löytää sopivat numeeriset parametrit, joiden avulla saadaan riittävän tarkat tu-

lokset. Lähdettiin tarkistamaan paikallaan olevaa vapaata hiukkasta yksi- ja kaksiulottei-

sessa avaruudessa. Alkutilan aaltofunktiot saadaan helposti yhtälöistä (72) ja (73) 

𝜓(𝑥) = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)
1
4⁄

𝑒−
𝑚𝜔
2ℏ

(𝑥−𝑥0)
2

, (74) 

𝜓(𝑥, 𝑦) = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)
1
2⁄

𝑒−
𝑚𝜔
2ℏ [

(𝑥−𝑥0)
2+(𝑦−𝑦0)

2]. (75) 

Myöhemmän ajanhetken aaltofunktio voidaan laskea yhtälöstä (27), jossa todennä-

köisyysamplitudina käytetään vapaan hiukkasen todennäköisyysamplitudia (45). Tällöin 

ajasta riippuva aaltofunktio yksi- ja kaksiulotteisessa avaruudessa ovat [10] muotoa 
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𝜓(𝑥, 𝑡) = (
𝜔

𝜋
)
1
4⁄ 1

√1 + i𝜔𝑡
𝑒
−
𝜔(𝑥−𝑥0)

2

2(1+i𝜔𝑡) , (76) 

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (
𝜔

𝜋
)
1
2⁄ 1

1 + i𝜔𝑡
𝑒
−𝜔(𝑥−𝑥0)

2−𝜔(𝑦−𝑦0)
2

2(1+i𝜔𝑡) . (77) 

Näitä vastaavat todennäköisyystiheydet [16] saadaan yhtälöistä 

𝑃(𝑥, 𝑡) = (
𝜔

𝜋
)
1
2⁄ 1

√1 + (𝜔𝑡)2
𝑒
−
𝜔(𝑥−𝑥0)

2

1+(𝜔𝑡)2 , (78) 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
ω

𝜋(1 + (𝜔𝑡)2)
𝑒
−𝜔(𝑥−𝑥0)

2−𝜔(𝑦−𝑦0)
2

1+(𝜔𝑡)2 . (79) 

Saaduista yhtälöistä nähdään, että alkuhetken aaltofunktio leveys kasvaa ajan funktiona. 

Numeerisesti saatuja tuloksia on verrattu näihin tarkkoihin tuloksiin (78) ja (79).  

Yksiulotteiselle tapaukselle, jonka kulmataajuus on 𝜔 = 0,1 ja aika-askel ∆𝑡 = 1, hyviä 

tuloksia saatiin tasavälisellä pisteistöllä, jonka koko on 𝑁 = 2 ∙ 103 ja joka oli rajattu välille 

−50 < 𝑥 < 50. Kuvassa 1 on verrattu numeerisesti saatuja tuloksia analyyttisesti saatui-

hin tuloksiin. Nähdään, että numeerisesti saadut arvot poikkeavat hyvin vähän analyytti-

sista arvoista, luokkaa 1 ∙ 10−4. Mitä myöhempää ajan hetkeä halutaan tarkistaa sitä suu-

rempi, on oltava pisteiden määrä 𝑁. 

 

Kuva 1: Vapaan elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä analyyttisesti ja numeerisesti.  

  

Seuraavaksi tarkasteltiin kaksiulotteista tapausta, jonka kulmataajuus on 𝜔 = 0.1 ja joka 

oli rajoitettu alueelle −30 ≤ 𝑥 < 30 ja −30 ≤ 𝑦 ≤ 30. Pisteistön kokoa jouduttiin rajoitta-

maan välille 𝑁 = 100 − 200, jotta simulaatiot saataisiin ajettua kohtuullisessa ajassa. So-
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piva aika-askel näillä pisteiden lukumäärällä oli 𝑑𝑡 = 2. Aika-askeleen pituus ja myöhem-

män ajanhetken aaltofunktion tarkkuus riippuvat vahvasti pisteiden lukumäärästä 𝑁. Mitä 

suurempi on pisteiden lukumäärä 𝑁, sitä pienemmän aika-askeleen voi valita ja sitä pi-

demmälle aaltofunktion aikakehitystä voidaan tarkastella. Tämä on havainnollistettu ku-

villa 2 ja 3. 

 

Kuva 2: Vapaan elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä, kun pisteiden lukumäärä on 𝑵 = 𝟏𝟎𝟎. 
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Kuva 3: Vapaan elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä, kun pisteiden lukumäärä on 𝑵 = 𝟏𝟓𝟎. 

 
 

5.5 Yksiulotteinen harmoninen oskillaattori ODHO 

 

Seuraavaksi tarkasteltiin Glauberin funktion (76) aikakehitystä ajasta riippumattomassa 

harmonisessa potentiaalissa 

𝑉(𝑥) =
1

2
𝑚𝜔2𝑥2. (80) 

Myöhemmän ajanhetken aaltofunktio voidaan laskea yhtälöstä (27) käyttämällä toden-

näköisyysamplitudia (47). Tällöin myöhemmän ajanhetken aaltofunktio atomiyksiköissä 

[3] voidaan laskea yhtälöstä 

𝜓(𝑥, 𝑡) = exp (−
i𝜔𝑡

2
−
𝜔

2
(𝑥2 − 2𝑥0𝑥𝑒

−i𝜔𝑡 + 𝑥0
2 cos(𝜔𝑡) 𝑒−i𝜔𝑡) . (81) 
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Aaltofunktio asetettiin 𝑥0 = 5 ympäristöön ja se rajoitettiin välille −15 ≤ 𝑥 ≤ 15. Kulma-

taajuuden ollessa 𝜔 = 0.1 saadaan jaksonajaksi 𝑇 = 2𝜋/𝜔 ≈ 62.83. Kun tarkasteltiin aal-

tofunktion aikakehitystä ajanhetkeen 𝑡 = 2𝑇 ≈ 125.66 asti, aika-askeleella ∆𝑡 ≈ 1.27, 

huomattiin että pienkin tasavälinen pisteistö 𝑁 = 200  on riittävä tarkkojen tulosten saa-

miseksi. Kuvassa 1 on esitetty aaltofunktion todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä ja ku-

vassa 2 hiukkasen paikan odotusarvot eri ajanhetkillä. Numeeriset arvot on verrattu ana-

lyyttisesti saatuihin (81) arvoihin. Kuvasta 5 nähdään hyvin Ehrenfestin teoreeman en-

nakoima odotusarvon klassinen käyttäytyminen.  

 

 

Kuva 4: Harmonisessa potentiaalissa olevan elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä. 
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Kuva 5: Harmonisessa potentiaalissa olevan elektronin paikan odotusarvo eri ajanhetkillä. 

5.6 Kaksiulotteinen harmoninen oskillaattori 2DHO 

 

Seuraavaksi tarkasteltiin Glauberin funktion (77) aikakehitystä ajasta riippumattomassa 

harmonisessa potentiaalissa 

𝑉(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑚𝜔2𝑥2𝑦2. (82) 

Myöhemmän ajanhetken aaltofunktio voidaan laskea yhtälöstä (27) käyttämällä toden-

näköisyysamplitudia (48). Alkutilan aaltofunktio asetettiin (𝑥0 = 5, 𝑦0 = 5) ympäristöön ja 

se rajoitettiin välille −10 ≤ 𝑥 ≤ 10 ja −10 ≤ 𝑦 ≤ 10. Kulmataajuuden ollessa 𝜔 = 0.4 

saadaan jaksonajaksi 𝑇 = 2𝜋/𝜔 ≈ 15.71. Jaksonajan perusteella aaltofunktion on oltava 

potentiaalikuopassa ajanhetkellä 𝑇/4 ≈ 3.93 ja ajanhetkellä 𝑇/2 ≈ 7.85 toisella puolella 

potentiaalikuoppaa. Kuvassa 6 on esitetty numeerisesti saadut myöhemmän hetken to-

dennäköisyystiheydet. Kuvassa 7 on esitetty aaltofunktion odotusarvot eri ajanhetkillä. 

Odotusarvot on laskettu numeerisesti 𝑑𝑡 = 1 aika-askeleen välein ja muut arvot näiden 

väliltä on saatu interpoloimalla. Aika-askeleen pituus, kulmataajuuden suuruus ja myö-

hemmän ajanhetken aaltofunktion tarkkuus riippuvat vahvasti pisteiden lukumäärästä 𝑁. 

Mitä suurempi on pisteiden lukumäärä 𝑁, sitä pidemmälle aaltofunktion aikakehitystä 

voidaan tarkastella. 
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Kuva 6: Elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä, kun pisteiden lukumäärä on 𝑵 = 𝟐𝟎𝟎. 

 

Kuva 7: Elektronin paikan x-koordinaatin odotusarvo eri ajanhetkillä. 
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5.7 Hiukkanen homogeenisessä magneettikentässä 

 

Seuraavaksi tarkasteltiin x-suunnassa liikkuvan Gaussin funktiota (72) aikakehitystä 

ajasta riippumattomassa homogeenisessä magneettikentässä. Myöhemmän ajanhetken 

aaltofunktio voidaan laskea yhtälöstä (27) käyttämällä todennäköisyysamplitudia (54). 

Alkutilan aaltofunktio asetettiin (𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0) ympäristöön ja sille annettiin x-suuntai-

nen liikemäärä 𝑣 = 1. Aaltofunktio rajoitettiin välille −15 ≤ 𝑥 ≤ 15 ja −15 ≤ 𝑦 ≤ 15. Klas-

sisen elektrodynamiikan mukaan liikkeessä oleva varattu hiukkanen joutuu ympyräliik-

keeseen magneettikentän vaikutuksesta. Syklotronitaajuus atomiyksiköissä saadaan 

suoraan magneettivuon tiheydestä 𝜔𝐵 = 𝐵. Magneettivuon tiheyden oltaessa 𝐵 = 0.4 

saadaan ympyräliikkeen jaksonajaksi 𝑇 = 2𝜋/𝐵 ≈ 15.71 ja ympyrän säteen pituudeksi 

𝑟 = 𝑣/𝐵 = 2.5. Näiden perusteella aaltofunktio on oltava pisteen (𝑥0 = 0, 𝑦0 = 5) ympä-

ristössä ajanhetkellä 𝑇/4 ≈ 7.85. Kuvassa 8 on esitetty muutama myöhemmän hetken 

aaltofunktion todennäköisyystiheys. Kuvassa 9 on esitetty aaltofunktion paikan odotus-

arvot y-akselin suunnassa eri ajanhetkillä. Odotusarvot on laskettu numeerisesti 𝑑𝑡 = 1 

aika-askeleen välein ja muut arvot näiden väliltä on saatu interpoloimalla.   
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Kuva 8: Elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä, kun 𝑵 = 𝟐𝟎𝟎. 

 

 

Kuva 9: Elektronin paikan y-koordinaatin odotusarvo eri ajanhetkillä. 
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5.8 Hiukkanen potentiaalikuopassa ja magneettikentässä 

 

Seuraavaksi tarkasteltiin x-suunnassa liikkuvaa hiukkasta potentiaalikuopassa. Hiukka-

nen kuvattiin aaltofunktiona, joka oli y-suunnassa 1D-hiukkanen laatikossa ominaistilalla 

𝜓(𝑦) = sin (
𝜋𝑥

𝐿
) (83) 

ja x-suunnassa Gaussin funktio (72), eli muotoa 

𝜓(𝑥, 𝑦, ) = (
𝜔

𝜋
)
1
4⁄

𝑒−
𝜔
2
(𝑥−𝑥0)

2

𝑒i𝑣𝑥 sin (
𝜋𝑥

𝐿
) . (84) 

Alkutilan aaltofunktiolle annettiin x-suuntainen nopeus 𝑣 = 1 ja rajoitettiin välille −5 ≤

𝑥 ≤ 50 ja 0 ≤ 𝑦 ≤ 30. Myöhemmän ajanhetken aaltofunktiot on laskettu yhtälöstä (27), 

jossa todennäköisyysamplitudina on käytetty vapaan hiukkasen todennäköisyysamplitu-

dia (45).  Myöhemmän ajanhetken aaltofunktioita laskettiin 𝑑𝑡 = 4 aika-askel välein. Ku-

vassa 10 nähdään kuinka aaltofunktio jatkaa matkaansa suoraviivaisesti ja leviää x-

suunnassa myöhemmillä ajanhetkillä. 

 

Kuva10: Potentiaalikuopassa olevan elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä, kun grid pisteiden 

lukumäärä on 𝑵 = 𝟐𝟓𝟎.  

 

Seuraavaksi annettiin homogeenisen magneettikentän vaikuttaa kaikkialla potentiaali-

kuopassa. Myöhemmän ajanhetken aaltofunktiot on laskettu yhtälöstä (27), jossa toden-

näköisyysamplitudina on käytetty todennäköisyysamplitudia (54). Kuvasta 11 ja 12 näh-

dään kuinka aaltofunktio (84) joutuu magneettikentän vaikutuksesta ympyräliikkeeseen 

ja ajautuu kohti potentiaalikuopan toista reunaa. 
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Kuva 11: Elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä, kun pisteiden lukumäärä 𝑵 = 𝟐𝟓𝟎.  
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Kuva 12: Elektronin todennäköisyystiheys eri ajanhetkillä xy-tasossa. 
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6. JOHTOPÄÄTÖKSET 

Tässä työssä perehdyttiin Feynmanin kvanttimekaniikan polkuintegraalimenetelmään ja 

sen avulla tutkittiin yksittäisen epärelativistisella nopeudella liikkuvan elektronin dyna-

miikkaa numeerisesti. Feynmanin mukaan hiukkanen kulkee pisteestä 𝐴 pisteeseen 𝐵 

ajassa ∆𝑡 kaikkia eri polkuja pitkin. Näitä pisteitä 𝐴 ja 𝐵 yhdistäviä polkuja on käytän-

nössä ääretön määrä. Jokaiseen tällaiseen polkuun liittyy todennäköisyysamplitudi 

𝜙[𝒓(𝑡)], joka riippuu kyseisen polun vaikutuksesta 𝑆. Tällöin todennäköisyysamplitudi 

𝐾(𝐵, 𝐴) saadaan näiden amplitudien summana. Todennäköisyys 𝑃(𝐵, 𝐴) sille, että hiuk-

kanen kulkee pisteestä 𝐴 pisteeseen 𝐵 ajassa ∆𝑡 saadaan todennäköisyysamplitudin 

itseisarvon neliöstä 𝑃(𝐵, 𝐴) = |𝐾(𝐵, 𝐴)|2. 

Elektronia kuvatiin Gaussin funktiolla ja sen dynamiikkaa erilaisissa potentiaaleissa tut-

kittiin.  Gaussin funktion myöhemmän ajanhetken todennäköisyystiheydet ja odotusarvot 

simuloitiin numeerisesti. Saatujen tulosten riippuvuutta parametrien valintaan esiteltiin ja 

numeerisia tuloksia verrattiin analyyttisiin tuloksiin. 

Simulaatioissa käytettiin tasavälistä pisteistöä. Pisteistön koko vaikutti simulaation ajoai-

kaan ja kaksiulotteisille tapauksille jouduttiin rajoittumaan pisteistön kokoluokkaan 𝑁 =

200 − 300. Tuloksista nähtiin, että numeerisesti lasketut arvot riippuvat vahvasti pisteis-

tön koon suuruuteen. Mitä suurempi on pisteistön koko, sitä pienempi virhe tehdään seu-

ravan aika-askeleen aaltofunktion laskemisessa ja sitä pidemmän ajanhetken aaltofunk-

tiota voidaan tarkastella. Pisteistön koko määrittää myös sen mitkä ovat sopivat para-

metrien arvot, joiden avulla saadaan numeerisesti riittävän tarkat tulokset. 

Yksiulotteisille tapauksille saatiin numeeriset arvot, jotka poikkesivat tarkoista analyytti-

sista arvoista hyvin vähän. Kaksi ulotteisille tapauksille saatiin myös riittävän tarkat tu-

lokset ja numeeriset arvot vastasivat ennakoituja tuloksia. Nämä näkyivät hyvin odotus-

arvojen kohdalla, jotka toteuttivat Ehrenfestin teoreemasta ennakoitua tulosta. 

Työssä ongelmia aiheutti laskentatehon puute simulaatioissa. Pidemmän ajanhetken dy-

namiikan tutkimuksissa on käytettävä suurta pisteistön kokoa, mikä käytännössä tarkoit-

taa supertietokoneiden käyttämistä. Työn tuloksia voidaan laajentaa Hall-ilmiön tutki-

mukseen. 
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