(.

- J Tampereen yliopisto

Katariina Niemi

MUUTOKSET PITKAN MATEMATIIKAN
YLIOPPILASKIRJOITUSTEN TEHTAVISSA

Ylioppilaskirjoitusten sahkoistyminen ja uudet

opetussuunnitelmat

Pro gradu -tutkielma
Informaatioteknologian ja viestinnén tiedekunta
Huhtikuu 2023



TIVISTELMA

Katariina Niemi: Muutokset pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoitusten tehtavissa
Pro gradu -tutkielma

Tampereen yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen tutkinto-ohjelma

Huhtikuu 2023

Téasséa pro gradu -tutkielmassa on aiheena pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtavat ja
muutokset niissd vuosina 2014-2022. Tutkielman tavoitteena on selvittdd, miten lukion opetus-
suunnitelman perusteiden (LOPS) muutos seka kokeen sahkdistyminen on vaikuttanut koetehta-
viin. Molemmat muutokset ajoittuivat kevadseen 2019. Tutkimus toteutettiin teorialdhtdisena sisal-
I6nanalyysina ja aineistona tutkimuksessa toimi pitkdn matematiikan ylioppilaskokeiden tehtavat
kevailtd 2014—2022. Lisdksi aineistona oli tehtdvakohtaiset pistekeskiarvot ja tehtaviin tulleiden
vastausten lukumaara. Naiden osalta haettiin tutkimuslupaa Ylioppilastutkintolautakunnalta. Tutki-
muksen teoreettisen viitekehyksen muodostivat uudistettu Bloomin taksonomia sek& lukion ope-
tussuunnitelmien perusteiden 2003 ja 2015 mukaiset lukiokurssit.

Bloomin taksonomian tason 3. soveltaa osuus on ollut yli puolet ldhes kaikissa kokeissa ja
kevaalla 2019 sen osuus nousi vield aiempaa korkeammalle. Kevaan 2022 kokeessa pisteitéa sai
ensimmaisen kerran vain tason 1. muistaa osaamisella, kun aiemmin taso 2. ymmadrtad oli ollut
alin, jolla oli mahdollista saada pisteitd. Muiden Bloomin taksonomian tasojen osuudet vaihtelivat
melko tasaisesti. A-, B1- ja B2-osiin jakautuneista kokeista havaittiin, ett&d A-osat koostuivat paé-
osin tasojen 1-3 osaamisesta ja B1- ja B2-osissa tarvittiin myds tasojen 4—6 osaamista. Kevaan
2019 jalkeen A-osan tehtavissa on tarvittu hieman vahemman tason 2. ymmdrtdd osaamista ja
toisaalta myds tason 5. arvioida osaamista tarvittiin kevaalla 2022.

Kevaan 2019 jalkeen koetehtavissa oli tasaisemmin kaikkien kurssien siséltéa. Kurssien pai-
notukset vaihtelivat kokeissa satunnaisesti sek& ennen kevattd 2019 ettd sen jalkeen. Joillakin
kursseilla vaihtelua painotuksissa oli enemman ennen kevatta 2019 ja toisilla sen jalkeen. Syven-
tavien kurssien MAA11-MAA13 osuus kokeesta vaihteli enemman ennen kevattd 2019 ja niiden
osuus tasaantui sen jalkeen. Kokeiden A-osa oli aina mahdollista tehda vain pakollisten kurssien
osaamisella ja pddosin myés kokeiden B1- ja B2-osat. Koetehtavissd on myds ollut yhd enemman
usean eri kurssin asioita siséltavia alakohtia.

Tehtavissad menestymista tarkasteltiin tehtévakohtaisilla pistekeskiarvoilla. Koko kokeen tasolla
pistekeskiarvojen osuus oli korkein kevaiden 2014 ja 2015 kokeissa, jonka jalkeen kevaina 2016—
2018 se laski matalammalle tasolle. Kevaan 2019 jalkeen se laski viela hieman matalammalle
tasolle, mista voidaan p&éatell, etta kokeen vaikeustaso on hieman noussut tarkasteluajan aikana.
Parhaan pistekeskiarvon sai ldhes kaikissa kokeissa sen ensimmaisesta tehtavasta.

Yksi keskeisimmista havainnoista oli se, etta kevaan 2019 jélkeen usean eri kurssin siséltéja
testaavat tehtévét ovat hieman lisdantyneet. Sahkdistymisen yhteydessd myos kokeen pisteytys
muuttui 6 pisteen tehtavisté 12 pisteen tehtaviin, mikd mahdollisti tehtdvan jakamisen yh& useam-
paan erilliseen alakohtaan. Tdma mahdollistaa esimerkiksi Bloomin alimpien tasojen testaamisen
tai ensimmaisten kurssien sisallén kysymisen, kun tehtavan ei tarvitse olla niin laaja.

Avainsanat: Pitk& matematiikka, ylioppilaskirjoitukset, séhkdistyminen, tehtévat, luokittelu, todis-
taminen

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Pitk&n matematiikan ylioppilaskoe on kokenut isoja muutoksia viimeisen 10 vuoden sisél-
1&. Ensimmainen iso muutos tapahtui kevaalla 2016, kun koe jaettiin A-, B1- ja B2 -osiin.
Kokeen kokonaistehtavaméaara laski 15 tehtavasta 13 tehtavaan, tehtavien valinnaisuus
vaheni, 9 pisteen arvoiset jokeritehtavat jaivat pois ja kaikista tehtavista tuli samanarvoi-
set [24]. Toinen iso muutos tapahtui puolestaan kevaalla 2019, kun matematiikan yliop-
pilaskoe muuttui sdhkéiseksi. Tuolloin myés tehtavien pisteytys meni uusiksi ja tehtavien
maksimipistemaara nousi kaikissa tehtavissa 12 pisteeseen [22]. Samoihin aikoihin lu-
kion opetussuunnitelmien perusteet muuttuivat ja myds lukion kurssijako muuttui. Kaik-
kien naiden muutosten vuoksi on mielenkiintoista lahtea tutkimaan pitkdn matematiikan
ylioppilaskokeiden tehtavid ja tarkastella sitd, miten ne ovat muuttuneet kaikkien muiden
muutosten mukana.

Tassé pro gradu -tutkielmassa tutustutaan siihen, miten pitkAn matematiikan ylioppilas-
kokeen tehtavat ovat muuttuneet vuodesta 2014 vuoteen 2022. Tarkastelu on jaettu kol-
meen eri nakdkulmaan, jotta tehtavien muutoksia voidaan tarkastella monipuolisesti. Tut-
kimus toteutettiin luokittelemalla ylioppilaskokeiden tehtavid ja tarkastelemalla tehtava-
kohtaisia pistekeskiarvoja seka tehtaviin tulleiden vastausten lukumaaria.

Ensimmaisena ndkdkulmana on tehtavien muutosten tarkastelu Bloomin uudistetun tak-
sonomian mukaan. Bloomin taksonomia on alun perin Benjamin Bloomin vuonna 1956
kehittdma luokittelutapa opetuksen tavoitteille [5]. Anderson ja Krathwohl julkaisivat tas-
ta taksonomiasta uudistetun version vuonna 2001 ja siitd kaytetdan nimitysta uudistettu
Bloomin taksonomia [1]. Tassa tutkielmassa toteutettu tehtavien luokittelu noudattaa ta-
man uudistetun Bloomin taksonomian mukaista jaottelua. Seka alkuperaisesta ettd uu-
distetusta Bloomin taksonomiasta on kerrottu laajemmin luvussa 2|

Tehtavat luokitellaan myds lukiokurssien perusteella, jotta saadaan selville mink& kurs-
sien taitoja ylioppilaskokeissa testataan. Lukion opetussuunnitelmien perusteet vaihtuivat
kesken tarkastellun ajanjakson, joten on tarpeen esitelld sekd vanhemman ettd uudem-
man lukion opetussuunnitelmien perusteiden mukaiset lukiokurssit. Nama on esitelty lu-
vussa [3] Téssa luvussa on myos esitelty tarkemmin ylioppilaskokeen tarkastelujakson
aikana kohtaamat muutokset.

Lukion kurssien muutoksia tarkastellessa havaittiin, ettd uudemman lukion opetussuun-



nitelmien perusteiden mukaisessa kurssissa MAAT 1 todistamista painotettiin yhéd enem-
man. Todistaminen on siis tarked teema myds lukiossa. Luvussad|tutustutaan tarkemmin
erilaisiin todistusmenetelmiin ja esitellddn muutama esimerkki ylioppilaskokeissa olleista
todistustehtavista.

Tama tutkimus toteutettiin teoreettisena siséllonanalyysina. Tarkemmat tutkimuskysymyk-
set, tutkimusmenetelma ja tutkimuksen aineisto seka sen hankinta on esitelty luvussa 5
Tutkimuksen tulokset ja havaintoja niist& on esitetty luvussa[6] Tulokset on esitetty erilais-
ten pylvasdiagrammien, kuvaajien ja taulukoiden avulla. Tuloksia on pyritty esittaméan
mahdollisimman paljon visuaalisesti, jotta niita olisi helpompi lukea. Viimeisessa luvus-
sa[7|on esitelty vastaukset tutkimuskysymyksiin. Liséksi luvussa on pohdittu tutkimuksen
luotettavuutta. Liitteessd A on esitetty tarkemmat kuvaajat tehtédvakohtaisista pistekes-
kiarvoista ja tehtaviin tulleiden vastausten lukumaarista.



2. BLOOMIN TAKSONOMIA

Bloomin taksonomia on Benjamin Bloomin johdolla kehitetty luokittelutapa osaamista-
soille. Bloomin taksonomian tarkoituksena on antaa luokittelutapa opetuksen osaamis-
tavoitteille ja nain konkretisoida osaamisen tasoja. Osaamistasoista on helpompaa kes-
kustella, kun ne on nimetty ja maaritelty selkeasti. Tama helpottaa opettajia, silla takso-
nomian avulla he pystyvat hahmottamaan paremmin oppilaiden osaamistasoja. Takso-
nomian avulla myds koetehtavien valinta on helpompaa, silla on helpompi hahmottaa,
minkalaista osaamista kukin tehtava vaatii. [5] Bloomin taksonomiaa on hyddynnetty ma-
tematiikan opetuksessa sen julkaisusta vuodesta 1956 lahtien [21].

Bloomin taksonomiasta on tehty myds paivitetty versio, jota kutsutaan uudistetuksi Bloo-
min taksonomiaksi [1]. K&dydaan seuraavaksi lapi alkuperdinen Bloomin taksonomia ja
paivityksen siihen tuomat muutokset ja tadydennykset.

2.1 Alkuperainen Bloomin taksonomia

Bloomin taksonomia koostuu kolmesta paaalueesta, joita ovat kognitiivinen eli ajattelun
taso, affektiivinen eli tunteiden taso ja psykomotorinen taso. Kognitiiviseen tasoon kuu-
luvat muun muassa tiedon muistaminen ja tunnistaminen seka erilaiset kyvyt ja taidot.
Affektiiviseen eli tunteiden tasoon kuuluvat puolestaan esimerkiksi muutokset tunteissa
ja asenteissa seka arvostuksen kehittdminen. Psykomotorinen taso eli kasittelyn tai mo-
toriikan taso jaa pieneen rooliin toisella ja sitéd ylemmilla kouluasteilla, joten sen tarkas-
telua ei ole pidetty niin tarpeellisena. [5] Tassé tutkielmassa toteutettu luokittelu siséltyy
kognitiiviseen tasoon.

Taksonomian haluttiin olevan koulutuksellinen, looginen ja psykologinen luokittelujarjes-
telma. Koulutuksellinen ngkdkulma huomioitiin tekemall& luokista sellaiset, ettd ne nou-
dattavat opettajien tekemia huomioita opetussuunnitelmien laatimisesta ja opetustapojen
valitsemisesta. Loogisuus nakyy siing, etta jokainen k&site on maaritelty hyvin ja etta ka-
sitteitd k&ytetdan oikein ja sdannénmukaisesti. Psykologinen ndkdkulma puolestaan var-
mistaa sen, etta taksonomia on yhteensopiva useimpien psykologisten teorioiden kanssa.
[l

Bloomin taksonomian kognitiivisen alueen kuusi paéatasoa ovat:



1. Tietdminen (Knowledge)
. Ymmartaminen (Comprehension)

. Soveltaminen (Application)

2

3

4. Analysointi (Analysis)
5. Syntetisointi (Synthesis)
6

. Arviointi (Evaluation).

Tasojen jarjestys noudattaa paaosin ylla olevan listan mukaista jarjestysta. Seuraavan ta-
son tavoitteiden saavuttaminen perustuu aina edeltavan tavoitetason osaamiseen. [5] Esi-
merkiksi se, ettd osaa soveltaa, vaatii ensin pohjalle asian ymmartamisen. Taksonomian
tasot etenevat yksinkertaisesta kohti monimutkaista ja konkreettisesta kohti abstraktim-
paa tasoa [13]. Kukin taso voidaan jakaa viela tarkempiin osa-alueisiin, jotka on esitelty
seuraavissa alaluvuissa.

2.1.1 Tietdminen

Taksonomian ensimmainen taso on tietdminen. Tietdminen on maaritelty asioiden tai eri
kokoisten kokonaisuuksien muistamiseksi. TietAminen voidaan jaotella kolmeen eri ala-
luokkaan. Nama alaluokat ovat alakohtainen perustieto, menetelmatieto ja alan kasitteel-
linen tieto. [9]

Alakohtaiseen perustietoon kuuluu alan terminologian tietdminen eli esimerkiksi oman
alan sanaston hallitseminen. Téhan alaluokkaan kuuluu myés tarkkojen yksityiskohtien
muistaminen, kuten esimerkiksi kemiallisten aineiden ominaisuuksien muistaminen. [5]
Matematiikassa tallainen tehtdva voisi olla esimerkiksi ympyrdn geometriaan liittyvien
kappaleen osien tunnistaminen kuvasta ja niiden nimeaminen.

Menetelmétiedolla tarkoitetaan tietdmysta kasitteiden ja ilmididen opiskelutavoista, jarjes-
tamistavoista, arvostelutavoista ja kritisointitavoista. Siihen siséltyy yleisten kaytantéjen
tunteminen, kuten pilkutussaantdjen hallitseminen. Myés trendien ja jarjestysten tuntemi-
nen kuuluu tahan, ja esimerkki siitd on evoluutioteorian ymmartaminen. Luokittelu ja kate-
gorisointi sek& kriteerien ja metodologian tunteminen kuuluvat myds téhan alaluokkaan.
(3]

Alan kasitteelliseen tietoon kuuluu alan teorioiden, rakenteiden ja yleistysten hallitsemi-
nen. Tamakin alaluokka voidaan jakaa tdsmallisempiin kategorioihin, joita ovat periaattei-
den ja yleistysten tunteminen seka teorioiden ja rakenteiden tunteminen. Kemian paape-
riaatteiden tunteminen on esimerkki ensimmaisesta ja ymmarrys niiden yhteyksista toi-
siinsa on esimerkki jalkimmaisesta kategoriasta. [5]

Taman tason tehtavissa voi olla asioiden luokittelua, nimeamista tai erilaisten huomioiden
tekemista [21]. Tehtavanannossa voidaan pyytaa piirtdmista, kuvailua, etsimista, kerto-



mista tai tunnistamista [14]. Matematiikan tehtéavéssa voitaisiin pyytaé esimerkiksi piirta-
maan toisen asteen funktion kuvaaja, jolloin opiskelijan taytyisi muistaa, minkd muotoinen
toisen asteen funktion kuvaaja on ja miten se kayttaytyy.

2.1.2 Ymmartaminen

Toisena tasona taksonomiassa on ymmdrtdminen. Talla tasolla yksilo k&sittaa, mita ha-
nelta kysytaan, ja osaa hyddyntaa kaytdssé olevaa materiaalia vastaamiseen. Ymmarta-
minen voidaan jakaa kdantdmiseen, tulkitsemiseen ja paattelyyn. [9]

K&antaminen tarkoittaa, etté hallitsee tiedon muuttamisen muodosta toiseen niin, etta sen
merkitys sailyy. Matematiikassa esimerkki téllaisesta on symbolin ja sen merkityksen yh-
teys. [5] Oppilas esimerkiksi ymmartaa, etté laskutoimituksessa esiintyva symboli 7 tar-
koittaa lukua pii ja osaa myds kayttaa sitd. Bloomin ym. mukaan k&dantamista on myoés
siirtyminen abstraktiotasolta toiselle eli esimerkiksi yksinkertaistavan esimerkin kertomi-
nen abstraktista aiheesta tai kaantamista voi tapahtua myds kielesta toiseen [5]. Talléin
tehtdvana voi olla esimerkiksi lauseen kaantdminen suomesta ruotsiksi.

Tulkitseminen tarkoittaa tiedon uudelleenjarjestelya tai uutta ndkdkulmaa aiheeseen. Esi-
merkki tulkinnasta on kyky tulkita erilaisia aineistotyyppeja. Tulkintaan kuuluu, etta oppilas
osaa tunnistaa ja ymmartaa aiheen ydinasiat sek& niihin vaikuttavat tekijat [5].

Paattely tarkoittaa, ettd oppilas ymmartaa aineiston erilaisia syy-seuraussuhteita kuten
trendeja tai taipumuksia. Han siis osaa esimerkiksi ennustaa tulevia trendeja. [9]

Talle tasolle tyypillisia tehtavia (matematiikassa) ovat kdantadminen, yhteenvedon tekemi-
nen, havainnollistaminen ja keskusteleminen [21]. Tehtdvanannossa esiintyy usein verbe-
ja kuten kuvaile, tee yhteenveto, selita, vertaile, ennusta, kdanna, tulkitse tai erottele [14].
Jotta matematiikan tehtédvasta pystyy keskustelemaan, se vaatii yleensa tehtavan ym-
martamisen. TAman vuoksi taito keskustella matematiikan tehtavasta osoittaa, ettéd myds
ymmartaa tehtavan.

2.1.3 Soveltaminen

Taksonomian kolmas taso on sovelfaminen. Sen hallitseminen vaatii siis pohjalle seka
tietdmisen ettd ymmartamisen, koska ne ovat Bloomin taksonomiassa sitd ennen. [5]
Tama tuntuu luontevalta, silla esimerkiksi matemaattisen tehtéavén ratkaiseminen ilman,
ettd osaa tulkita aineistoa tai muistaa teorioita, on luultavasti mahdotonta.

Soveltamista on teorioiden, periaatteiden tai yleistysten kayttdminen yksittaisten tehta-
vien ratkaisemisessa. Naissa tehtavissa oppilaan tulee itse osata valita sopivin teoria tai
menetelma ratkaistakseen tehtdvan. Bloom ym. esittelevat myos vuokaaviomallin taméan
tehtavatyypin ratkaisuprosessista, ja se on jaettu kuuteen askeleeseen. Yksi askel on



esimerkiksi tehtavaan soveltuvan ratkaisumenetelman valitseminen. Muun muassa trigo-
nometrian sdantéjen hydédyntdminen tosielaman ongelmiin on soveltamista. [5]

Taman luokan tyypillisia matematiikan tehtévia ovat erilaiset tiedon kayttamista ja sovelta-
mista tai ongelmanratkaisumenetelmien kayttamisté vaativat tehtavat. Tehtévat voivat ol-
la myds suunnittelua, kokeilua tai tiedon manipulointia. [21] Matematiikassa manipulointia
on esimerkiksi jonkin yhtalén muokkaaminen toiseen muotoon, josta se on helpompi rat-
kaista. Lordin ja Baviskarin mukaan tehtdvanannossa esiintyvid verbeja voivat olla muun
muassa sovella, ratkaise, muodosta, havainnollista, laske tai nayta [14].

2.1.4 Analysointi

Bloomin taksonomian neljas taso on analysointi. Analysoinnilla tarkoitetaan tiedon jaka-
mista pienempiin kokonaisuuksiin tai osiin siten, ettd sen eri osat erottuvat toisistaan.
Talloin siité voidaan 16ytaa esimerkiksi asioiden valisia riippuvuussuhteita tai tutkia, miten
tieto on jarjestetty materiaalissa. Analysointi voidaan jakaa perusosien analyysiin, suhtei-
den analyysiin ja organisaation periaatteiden analyysiin. [5]

Perusosien analyysissa pyritdan tunnistamaan tekstin eri osia ja esimerkiksi tunnista-
maan oletukset, joita ei ole mainittu erikseen [5]. Varsinkin matematiikassa tdma taito
on oleellinen, silla laskutehtaviin siséltyy usein oletuksia, joita ei erikseen mainita tehta-
vanannossa. Téllainen voisi olla esimerkiksi oletus siita, etta yhtalénratkaisussa ei voida
jakaa nollalla. Sanallisissa tehtavissa taytyy myds usein osata poimia tehtdvanannosta
oleelliset tiedot, jotta tehtédvan saa ratkaistua.

Suhteiden analyysissa tutkitaan materiaalin tekijéiden tai osien valistd kommunikointia.
Esimerkiksi kyky havaita loogiset virheet tehtdvasta tai arvio siitd, mika on tehtavan kan-
nalta tarked oletus, ovat suhteiden analysointia. [5] Naista varsinkin ensimmaista voi esiin-
tyd matematiikan tehtéviss4, jos tehtavassa on esitetty tehtavan ratkaisu vélivaiheineen ja
opiskelijan tulee havaita virhe paattelyketjusta. Toisaalta voi olla tehtavan kannalta oleel-
lista tarkistaa jonkin funktion maarittelyjoukko, jotta se on voimassa halutulla alueella.

Organisaation periaatteiden analyysissa keskitytdan siihen, miten kokonaisuus pysyy ka-
sassa. Usein sitd yhdistda organisaatio, systemaattinen jarjestys tai jokin muu rakenne.
Rakenne voi olla selkeéasti nékyvissa tai vain paateltavissa ja se sisaltéda perustan, tarvitta-
van jarjestyksen seka toiminnot, jotka muodostavat kokonaisuuden. Kirjoittajan tieteena-
lan tai filosofian tunnistaminen hanen tyéstdan on esimerkki organisaation periaatteiden
analyysista. [9]

Taman tason tehtava voi olla jonkin rakenteen tunnistaminen ja analysoiminen, ideoi-
den jarjestaminen tai trendien tunnistaminen [21]. Tehtidvanannossa voi esiintya verbeja
tarkastele, analysoi, muodosta, tutki, erottele, vertaile tai luokittele [14]. Matematiikas-
sa tAman tason tehtava voisi olla kahden eri yhtaldnratkaisutavan vertailua. Tehtavassa



opiskelija voisi vertailla esimerkiksi valivaiheiden maaraa tai erotella ratkaisun eri vaiheet.

2.1.5 Syntetisointi

Viides taso on syntetisointi. Siina pyritddn muodostamaan itse uusi kokonaisuus saatavilla
olevista elementeistd. Niitd jarjestetddn ja yhdistellddn niin, ettd saadaan muodostettua
uusi kuvio tai rakenne. Syntetisointi voidaan jakaa henkil6kohtaisen tiedon tuottamiseen,
suunnitelman tai ehdotetun toimintojoukon tuottamiseen ja abstraktien suhteiden joukon
johtamiseen. Talla tasolla opiskelijan on mahdollista k&yttaa myods luovuuttaan tehtavan
sallimissa rajoissa. [9]

Henkildkohtaisen tiedon tuottaminen tarkoittaa, etta opiskelija osaa kehittéda viestintaan-
sd siten, ettad han pystyy ilmaisemaan tunteensa, kokemuksensa ja ideansa muille. Tehta-
vananto antaa tehtavalle kuitenkin tiettyja vaatimuksia, jotka ohjaavat tiedon tuottamista.
Tallaista on esimerkiksi kyky kertoa vaikuttavasti omista henkilékohtaisista kokemuksis-
taan. [9]

Suunnitelman tai ehdotetun toimintojoukon tuottaminen tarkoittaa siis tehtdvanannon vaa-
timusten mukaisesti toteutettua suunnitelmaa. Vaatimuksena voi olla esimerkiksi tietynlai-
sen datan kerdédminen, ja opiskelijan tulee suunnitella, miten han saa sen kerattya. Esi-
merkiksi se, ettd annetuista tiedoista osaa johtaa ratkaisutavan, jolla saadaan haluttu lop-
putulos, on suunnitelman luomista. [5] Taman tyyppisia tehtavia on matematiikassa usein
sanallisissa tehtavissa, joissa annetaan tietoja ja kerrotaan, mitd halutaan saada selville.
Itse ratkaisuprosessi taytyy kuitenkin suunnitella itse.

Abstraktien suhteiden joukon johtaminen koostuu siita, ettd opiskelija osaa késitelld val-
mista dataa tai iimiéta ja selittda tai luokitella sitéd. Opiskelija osaa my6s johtaa tavan-
omaisten perusoletusten tai symbolisten esitysten pohjalta uusia yhteyksia asioiden valil-
le tai jopa luoda uutta tietoa. Esimerkiksi kyky tehdd matemaattisia havaintoja ja yleistyk-
sia kuuluu tahan kategoriaan. [5]

Taman tason tehtavissa voi hyédyntdd aiemmin opittuja késitteitd ja luoda niiden avulla
uusia ideoita. Tehtavat voivat sisaltdd myds suunnittelua ja keksimista, paattelya, muok-
kaamista, ennustamista tai yhdistelya. [21] Lordin ja Baviskarin mukaan tehtdvédnannossa
esiintyvia verbeja ovat muun muassa luo, suunnittele, keksi, kehita, ehdota, muodosta tai
jarjesta uudelleen [14].

2.1.6 Arviointi

Kuudes taso on arviointi. Talla tasolla opiskelija siis arvioi, miten valitut ratkaisut, mene-
telmét, materiaalit tai ideat sopivat tehtavan tarkoitukseen. Opiskelijan taytyy hyédyntaa
erilaisia kriteereja ja standardeja, jotta han osaa arvioida tiedon vaikuttavuutta, tyydytta-



vyytta tai paikkansapitavyytta. Tiedon arviointi voi perustua opiskelijalle annettuihin kri-
teereihin tai opiskelija voi méaritella kriteerit itse. Arviointi voi myds perustua joko maaral-
liseen tai laadulliseen lahestymistapaan. Arviointi on Bloomin taksonomiassa ylimmalla
tasolla, silld osatakseen tehda arvioita opiskelijan tulee hallita kaikki alemmat tasot. [5]

Opiskelija voi arvioida tietoa joko sen sisaisista lahtdkohdista tai perustuen ulkopuolisiin
kriteereihin. Siséisia 1ahtdkohtia tiedon arvioinnille ovat esimerkiksi sen looginen paik-
kansapitavyys tai johdonmukaisuus. Esimerkki tstd on se, ettq osaa havaita loogisesta
paattelyketjusta virhepaatelman. Ulkopuolisia arviointikriteereja voivat olla esimerkiksi ky-
seiselle aineistolle ja tieteenalalle tyypilliset standardit, sdannét tai tekniikat. Opiskelijan
taytyy siis osata sijoittaa arvioitava aineisto oikeaan kontekstiin, jotta han tietaa sille so-
veltuvat arviointikriteerit. Esimerkiksi kyky arvioida jonkin asian terveyshyotyja kriittisesti
perustuu ulkopuolisiin arviointikriteereihin. [5]

Taman tason tehtavissé voi olla teorioiden ja tulosten arvioimista sekd ideoiden vertai-
lua. Tehtavissa voi olla myds ratkaisemista, arvostelua, suosittelemista tai arvosanan an-
tamista. [21] Lordin ja Baviskarin mukaan tehtévissé esiintyvia verbeja ovat arvioi, anna
arvosana, suosittele, osoita oikeaksi, paata, vaittele tai tarkista [14]. Taman tason tehtéava
matematiikassa voisi siis olla esimerkiksi toisen opiskelijan tekeman tehtavan vertaisar-
viointi.

2.2 Uudistettu Bloomin taksonomia

Anderson ja Krathwohl [1] julkaisivat uudistetun Bloomin taksonomian vuonna 2001. Uu-
distettu versio tehtiin, jotta opettajat suhtautuisivat taksonomiaan hyédyllisena tyékaluna
eika vain historiallisena teoksena. Lisdksi alkuperainen taksonomia kaipasi heidan mie-
lestdan paivitystd, silla tieto oppimisesta ja opettamisesta on lisdantynyt alkuperadisen
taksonomian julkaisun jalkeen. [1]

Oppimisen tavoitteet, joihin opetuksella pyritdén, voidaan usein jakaa johonkin asiasisal-
t66n sekd kuvaukseen siitd, mita asiasisallélla tehdaan tai mita sille on tehty. Asiasisaltéa
kuvataan usein substantiivilla, kun taas sen kasittelyd kuvaa parhaiten verbi. Alkuperai-
sessd taksonomiassa ndma molemmat nédkékulmat siséltyivat samaan luokittelujarjestel-
maan eika niit4 tarkasteltu erikseen. Uudistetussa taksonomiassa ndma kaksi nédkodkul-
maa erotettiin omiksi dimensioiksi eli ulottuvuuksiksi, jolloin oppimista voidaan tarkastella
pelkastdan joko tiedon tai ajattelun dimensiolla. Tiedon dimensio perustuu substantiivei-
hin eli se kuvaa sitd, minka asiasisallén osaamista tehtava vaatii. Ajattelun dimensio pe-
rustuu verbeihin eli se kuvaa sitd, mita tiedolla tehdaan tai mita sille on tehty. [13] Dimen-
siot voidaan yhdista& taksonomiataulukon avulla, jolloin saadaan vielakin tarkempi kuva
oppimisen tavoitteista. Tahan palataan alaluvussa[2.2.3] Tarkastellaan seuraavaksi seka
ajattelun etta tiedon dimensioita erikseen.



2.2.1 Ajattelun dimensio

Uudistetussa taksonomiassa ajattelun dimension tasot vastaavat suurelta osin alkuperai-
sen taksonomian kognitiivisen alueen mukaisia paatasoja. Uudistetun Bloomin taksono-
mian ajattelun dimension tasot ovat:

1. Muistaa (Remember)
. Ymmartaa (Understand)

. Soveltaa (Apply)

2
3
4. Analysoida (Analyze)
5. Arvioida (Evaluate)

6

. Luoda (Create).

Uudistetussa taksonomiassa ajattelun dimension tasojen nimet muuttuivat substantiiveis-
ta verbeiksi eli esimerkiksi ensimmaisen tason nimi tietdminen muuttui muotoon muistaa.
Toinen muutos tapahtui tasojen jarjestyksessa, silla uudistetussa taksonomiassa taso /uo-
da on viimeisena, kun taas alkuperaisessa taksonomiassa sita vastaava taso synfetisointi
oli viidentend. Vastaavasti alkuperaisen taksonomian viimeinen taso arviointi on uudiste-
tussa taksonomiassa viidentena nimella arvioida. Tasot ymmadrtdminen, soveltaminen ja
analysointi pysyivat samoilla paikoilla, mutta tasojen nimet ovat nyt ymmaértad, soveltaa
ja analysoida.

Myds tasojen siséllét on uudistetussa taksonomiassa jaoteltu uudestaan. Tarkastellaan
seuraavaksi kunkin tason jaottelua tarkemmin. Nyt tasojen jaottelussa ei ole mukana asia-
sisdllén osaamista, joten luokittelu keskittyy taysin siihen, mitd tiedolla tehddan tai mita
sille on tehty. Uudistetussa taksonomiassa kukin taso on siis jaettu kognitiivisiin proses-
seihin, joita on nyt yhteensa 19 kappaletta 1, [13].

Ensimmainen taso eli muistaa tarkoittaa olennaisten asioiden sailyttamista pitkakestoi-
sessa muistissa. Se voidaan jakaa tunnistamiseen ja mieleen palauttamiseen. Tunnista-
misella tarkoitetaan sitd, ettd osaa yhdistaa pitkékestoisessa muistissa olevan asian esi-
tetyn materiaalin kanssa. Mieleen palauttaminen tarkoittaa olennaisen tiedon hakemis-
ta pitkékestoisesta muistista. [1] Matematiikassa tunnistaminen voisi tarkoittaa sita, etta
opiskelija osaa tunnistaa kuvaajasta esimerkiksi toisen asteen funktion kuvaajan. Mieleen
palauttaminen puolestaan voisi olla esimerkiksi helpon kertolaskun tuloksen muistaminen
ilman, etta laskee sita. Alkuperaisessa taksonomiassa taso tietdminen oli jaettu useisiin
eri tasoihin sekd niiden alatasoihin [9]. Uudistetussa taksonomiassa tdma ei ole enaa
tarpeen, silla tiedon dimensio keskittyy tiedon eri tasoihin. Palataan tiedon dimensioon
tarkemmin alaluvussa 2.2.2,

Toinen taso eli ymmdrt4é tarkoittaa, etta osaa suullisten, kirjallisten ja graafisten ohjeiden
avulla muodostaa yhteyksia asioiden vdlille. Taso jaetaan seitsem&én alatasoon, jotka
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ovat tulkitseminen, esimerkin antaminen, luokitteleminen, yhteenvedon tekeminen, paat-
teleminen, vertaileminen ja selittdminen. Tulkitsemisella tarkoitetaan, ettd osaa vaihtaa
esitystapaa esimerkiksi suullisesta numeeriseksi. Esimerkin antaminen tarkoittaa puo-
lestaan havainnollistavan tai yksityiskohtaisen esimerkin antamista periaatteesta tai ka-
sitteesta. Luokitteleminen on asioiden jakamista kategorioihin. Yhteenvedon tekemisella
tarkoitetaan keskeisen teeman tai ydinasioiden kertomista lyhyesti. Paattelemista on loo-
gisen johtopaatéksen tekeminen annetusta tiedosta ja vertaileminen on yhtalaisyyksien
etsimistd kahden asian valilta. Selittiminen tarkoittaa, ettd osaa muodostaa systeemille
syy-seuraussuhteen. [1]

Kolmas taso eli soveltaa tarkoittaa, ettéd osaa toteuttaa tai kayttaa jotakin menettelytapaa
annetussa tilanteessa. Se voidaan jakaa toteuttamiseen ja taytantéénpanoon. Toteutta-
misessa menettelytapaa kaytetdan tuttuun tehtavaan, mutta taytantéénpanossa tehtava
ei ole ennalta tuttu. Toteuttamista on esimerkiksi muistikaavan hyddyntadminen annettuun
yhtéldédn. [1] Taytantédnpanoa on puolestaan sanallisessa matematiikan tehtavassa, jo-
hon taytyy kayttaa jotain tiettyd menettelytapaa.

Neljas taso eli analysoida tarkoittaa, ettd materiaali jaetaan osatekijéihin ja tutkitaan, mi-
ten ne liittyvat toisiinsa ja kokonaisuuden rakenteeseen tai tarkoitukseen. Se voidaan ja-
kaa erottelemiseen, jarjestamiseen ja dekonstruointiin. Erotteleminen tarkoittaa, ettad ma-
teriaalista erotellaan olennainen ja ep&olennainen sisalt6 tai tarkeéa ja merkitykseton si-
séaltd. Esimerkiksi sanallisessa matematiikan tehtavassa voi olla annettuna mydés tarpeet-
tomia lukuja, jolloin taytyy osata erottaa olennaiset luvut turhista. Jarjestelemisessa maa-
ritellddn, miten osat sopivat tai toimivat rakenteessa. Dekonstruointi tarkoittaa materiaalin
taustalla olevien ngkdkulmien, arvojen tai tarkoitusten maarittamista. [1]

Viides taso eli arvioida tarkoittaa arvion tekemisté kriteereihin ja standardeihin perustuen.
Se voidaan jakaa tarkastamiseen ja kritisointiin. Tarkastaminen tarkoittaa, ettd materiaa-
lista etsitddn epajohdonmukaisuuksia tai virheita, tarkastellaan kokonaisuuden johdon-
mukaisuutta tai tutkitaan toteutetun prosessin vaikuttavuutta. Kritisoinnissa materiaalia
verrataan ulkoisiin kriteereihin ja muun muassa etsitdan epajohdonmukaisuuksia materi-
aalin ja ulkoisten kriteerien valiltd seka tutkitaan, onko materiaali johdonmukainen myds
ulkoisten kriteerien mukaan. Kritisoinnissa voidaan myds arvioida sita, onko kaytetty rat-
kaisuprosessi soveltuva ongelman ratkaisuun. [1] Matematiikassa tarkistamista on esi-
merkiksi laskutoimituksen vélivaiheiden loogisen paikkansapitavyyden tarkistaminen. Ul-
koisia kriteereja ei huomioida, joten tehtavassa on voitu laskea esimerkiksi vaaraa asiaa,
mutta itse laskutoimitus on oikein. Kritisointia siséltava tehtava olisi esimerkiksi sellai-
nen, jossa tulee arvioida valittua yhtalénratkaisumenetelmag, jos tehtavassa on useampi
vaihtoehtoinen tapa ratkaista se.

Kuudes taso eli luoda tarkoittaa uuden kokonaisuuden muodostamista annetuista osis-
ta. Osat voidaan my®s jarjestaa uudelleen uudeksi kuvioksi tai rakenteeksi. Taso voidaan
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jakaa kehittdmiseen, suunnittelemiseen ja tuottamiseen. Kehittdmisessa keksitaan annet-
tujen kriteerien nojalta vaihtoehtoisia vaitteitd. Suunnittelemisessa suunnitellaan prosessi
jonkin tehtavan suorittamiseksi. Tuottamisessa keksitdan uusi tuote. [1] Matematiikassa
tarvitaan usein suunnittelemista, kun ratkaistaan sanallista tehtavaa ja mietitdan, miten
saadaan ratkaistua annetuista tiedoista haluttu tieto.

Myds uudistetussa taksonomiassa ajattelun dimension tasot ovat hierarkkisessa jarjes-
tyksessa siten, ettd tason muistaa kognitiiviset prosessit ovat yksinkertaisimpia ja tason
luoda kognitiiviset prosessit ovat monimutkaisimpia. Uudistetussa taksonomiassa hierar-
kian noudattaminen ei ole kuitenkaan niin tarkkaa ja tasot voivat myds leikata toisiaan.
Jonkin alemman tason kognitiivinen prosessi voi olla esimerkiksi hierarkiassa korkeam-
malla olevan tason kognitiivista prosessia monimutkaisempi. [13]

2.2.2 Tiedon dimensio

Alkuperaisessa taksonomiassa tiedon eri tasot siséltyivat tason tietdminen eri alatasoille.
Uudistetussa taksonomiassa tiedon dimension tasot noudattavat pitkalti samaa jaottelua,
mutta tasojen nimid on paivitetty ja alatasoja on yhdistetty. [1] Neljas taso, metakognitii-
vinen tieto, on uusi taso, jota ei tunnistettu vield alkuperaisen taksonomian teon aikana
[13].

Uudistetun taksonomian tiedon dimensio siséltda nelja eri tasoa, jotka ovat:

A. Perustieto (Factual Knowledge)
B. Kasitteellinen tieto (Conceptual Knowledge)
C. Prosessitieto (Procedural Knowledge)

D. Metakognitiivinen tieto (Metacognitive Knowledge).

Myds nama tasot etenevat perustiedosta kohti metakognitiivista tietoa eli tiedon taso sy-
venee konkreettisesta kohti abstraktimpaa tietoa. Kaydaan seuraavaksi lapi kunkin tason
tiedon maaritelma ja sen alakategoriat.

Perustieto tarkoittaa tiedon peruselementteja, jotka opiskelijan tulee tietaa ratkaistakseen
ongelmia tai tutustuakseen johonkin tieteenalaan. Perustieto voidaan jakaa terminologian
tietdmiseen ja tiettyjen yksityiskohtien ja elementtien tuntemiseen. [1]] Perustieto vastaa
melko pitkalti alkuperaisen taksonomian tiedon tason alaluokkaa alakohtainen perustieto.

Kasitteellinen tieto tarkoittaa peruselementtien valisia keskindisid suhteita laajemmassa
rakenteessa, joka mahdollistaa niiden toimimisen yhdessa. Kasitteellinen tieto voidaan
jakaa luokittelujen ja kategorioiden tuntemiseen, periaatteiden ja yleistysten tuntemiseen
seka teorioiden, rakenteiden ja mallien tuntemiseen. [1] Kasitteellinen tieto vastaa lahinna
alkuperaisen taksonomian tiedon tason alaluokkaa alan késitteellinen tieto, mutta mukana
on my®s osia alaluokasta menetelmétieto.
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Prosessitieto tarkoittaa tietoa siitd, miten tehda jotain tai tietoa tutkimusmenetelmista.
Prosessitietoon kuuluu myds kriteerit erilaisten tekniikoiden, algoritmien, menetelmien tai
taitojen ké@yttdmiseen. Prosessitieto voidaan jakaa alakohtaisten taitojen ja algoritmien
tuntemiseen, alakohtaisten tekniikoiden ja menetelmien tuntemiseen seka kriteereiden
tuntemiseen siten, ettd osaa valita sopivan menettelytavan. [1] Prosessitiedossa on osit-
tain samoja teemoja kuin alkuperéisen taksonomian tiedon tason alaluokassa menetel-
métieto.

Metakognitiivinen tieto tarkoittaa kognition tuntemista yleisesti seka tietoisuutta ja tunte-
musta omasta kognitiostaan. Kognitiolla tarkoitetaan tapaa, jolla ihminen ajattelee eli mi-
ten han késittelee tietoja aivoissaan. Metakognitiivisen tiedon taso voidaan jakaa strategi-
seen tietoon, kognitiivisten tehtavien tuntemiseen seka itsensa tuntemiseen. Strategista
tietoa on muun muassa erilaisten muistisdantdjen osaaminen tai omien opiskelutavoittei-
den asettaminen. Kognitiivisten tehtdvien tunteminen voi tarkoittaa esimerkiksi sita, etta
tietdd opetettavan asian jadvan paremmin mieleen avoimesta tehtavastad kuin moniva-
lintatehtdvasta. Vastaavasti yhteenvedon tekeminen auttaa ymmartaméaén asiaa syvem-
min, silld se vaatii aivoilta enemman ty6ta. ltsensa tuntemista on se, etta tunnistaa, mité
0saa ja mitd taas ei osaa. Itsensa tuntemista on myds se, ettd osaa arvioida, minkalai-
siin tehtaviin oma osaaminen riittda. [1] Kuten luvun alussa todettiin, tata tasoa ei ollut
alkuperéisessa taksonomiassa ollenkaan, vaan sen tarve tunnistettiin vasta myéhemmin.

2.2.3 Taksonomiataulukko

Bloomin alkuperaisessa taksonomiassa oli mukana vain yksi dimensio eli ajattelun taso
ja se eteni tietdmisesta kohti arvioimista. Uudistetussa taksonomiassa on mukana myés
toinen dimensio, tiedon dimensio. Toinen ulottuvuus mahdollistaa sen, ettd taksonomia
voidaan esittaa taulukkona, kuten taulukossa[2.7] Pystysarakkeissa esitetaan talléin ajat-
telun tasot 1-6 ja vaakariveilla tiedon tasot A-D. [1}, s. 4-5]

Taulukko 2.1. Taksonomiataulukko. Kirjaimet vastaavat tiedon dimension tasoja siten,
ettd A on perustieto, B on késitteellinen tieto, C on prosessitieto ja D on metakognitiivinen
tieto.

1. Muistaa | 2. Ymmartaa | 3. Soveltaa | 4. Analysoida | 5. Arvioida | 6. Luoda

Esim. 1

Esim. 2

oo >

Kun ajattelun ja tiedon dimensiot yhdistetaan taulukoksi[2.1] dimensioiden eri tasojen leik-
kauksiin muodostuu soluja. Taulukon avulla mika tahansa tavoite voidaan luokitella sijoit-
tamalla tavoitteen verbi sopivaan pystysarakkeeseen ja vastaavasti tavoitteen substantiivi
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sopivalle vaakariville. [13] Esitellaan tehtavien asettelusta taulukkoon kaksi esimerkkia.
Esimerkissd 1 on tehtava, jossa on tehtdvanantona “Luettele viisi ensimmaista alkulu-
kua”. Tama tehtava kuuluu tiedon dimension tasolle perustieto ja ajattelun dimension
tasolle muistaa. Nain ollen tehtavéan tavoite on sarakkeessa 1 ja rivilla A. Tata solua mer-
kitdan yhdistelmalla A1 eli esimerkin 1 tehtavan tavoite on solussa A1. Esimerkkina 2 on
Airasian et al. esitteleméa tehtava, jossa taytyy erotella rationaaliluvut irrationaaliluvuista.
Tehtava kuuluu tiedon dimension tasolle kasitteellinen tieto ja ajattelun dimension tasol-
le analysoida. [1] Tehtava sijoittuu soluun B4. Molemmat esimerkkitehtavat on merkitty
taulukkoon 211

Taksonomiataulukon kayttaminen tavoitteiden, toiminnan ja arvioinnin luokitteluun tarjo-
aa tiivistetyn, selkeén ja visuaalisen esityksen halutusta kokonaisuudesta [13]. Taulukko
antaa tavoitteesta tarkan kuvauksen, mutta selkeyden vuoksi tédssa tutkielmassa keskity-
tdan luokittelemaan tehtavia vain uudistetun taksonomian ajattelun dimension mukaisiin
tasoihin. Talldin Bloomin uudistetun taksonomian mukaisessa luokittelussa keskitytaan
tehtavien ratkaisutapoihin, eikd niinkaéan siihen, mita tietoja tehtavissa kysytaan. Tehta-
vien siséllét luokitellaan luvussa [3] esiteltyjen kurssijakojen mukaan.
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3. MATEMATIIKKA LUKIOSSA JA YLIOPPILASKOE

Tassé luvussa tutustutaan lyhyesti lukion pitkddn matematiikkaan ja sen kurssijakoon.
Tarkastellaan myés lukion opetussuunnitelman vaihdoksen tuomia muutoksia pitkdn ma-
tematiikan kursseihin. Liséksi tutustutaan pitkdn matematiikan ylioppilaskokeeseen ja sen
muutoksiin.

3.1 Lukion pitka matematiikka

Suomen lukioissa on ollut viimeisen 10 vuoden aikana kaytéssa lukion opetussuunnitel-
man perusteet 2003 ([15], LOPS 2003), lukion opetussuunnitelman perusteet 2015 ([16] ,
LOPS 2015) ja lukion opetussuunnitelman perusteet 2019 ([17], LOPS 2019). LOPS 2003
on ollut kaytdssa 1.8.2005 lahtien ja se poistui kaytésta 1.8.2016, kun LOPS 2015 otet-
tiin kayttéén. LOPS 2015 oli voimassa 1.8.2021 asti, jolloin otettiin kayttdon LOPS 2019.
LOPS 2019 on otettu kayttéon syksylla 2021 aloittaneille lukiolaisille, joten tutkielman kir-
joitushetkelld he eivat ole vield ehtineet osallistua ylioppilaskokeisiin. TAman vuoksi tut-
kielman kannalta kiinnostavia ovat LOPS 2003 ja LOPS 2015.

Lukion matematiikka on jaettu pitkdan ja lyhyeen oppimaaraan. Tutkielmassa tarkas-
tellaan vain pitkdn matematiikan ylioppilaskokeita, joten keskitytddn vain pitkdn mate-
matiikan siséltdihin. Taulukossa on esitetty LOPS 2003:n mukaiset ja taulukossa
LOPS 2015:n mukaiset pitkdn matematiikan lukiokurssit. Lukion pitkdn matematii-
kan kurssit koostuvat pakollisista, valtakunnallisista syventavista ja koulukohtaisista so-
veltavista kursseista. Ylioppilaskoe perustuu vain valtakunnallisiin pakollisiin ja syventa-
viin kursseihin, jotka on maaritelty mydés LOPS:ssa [25]. Kunkin kurssin vaativuustaso
(pakollinen/syventévéa) on iimoitettu taulukoissa [3.1]ja[3.2 kurssin tasona.

Yksi isoimmista muutoksista lukion opetussuunnitelmien perusteissa on ensimmaisen
kurssin muutos pitkdn matematiikan kurssista MAA1 Funktiot ja yhtélét (LOPS 2003) kai-
kille yhteiseksi pakolliseksi matematiikan kurssiksi MAY'1 Luvut ja lukujonot (LOPS 2015).
Nyt lukion ensimmaisella matematiikan kurssilla ovat kaikki lukion aloittavat opiskelijat, ja
jako pitkdan ja lyhyeen matematiikkaan tapahtuu vasta toisella matematiikan kurssilla.
MAY1-kurssin tavoitteena on muun muassa kerrata lukualueet ja peruslaskutoimitukset
sekd ymmartaa lukujonon kasite [16]. LOPS 2003:ssa lukujonot mainitaan ensimmaisen
kerran vasta kurssilla MAA9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot [15].



Taulukko 3.1. Pitkdn matematiikan lukiokurssit LOPS 2003 [15].

Kurssi Taso

MAAT1 Funktiot ja yhtal6t Pakollinen
MAAZ2 Polynomifunktiot Pakollinen
MAAS3 Geometria Pakollinen
MAA4 Analyyttinen geometria Pakollinen
MAAS Vektorit Pakollinen
MAAG Todennakdisyys ja tilastot Pakollinen
MAA7 Derivaatta Pakollinen
MAAS8 Juuri- ja logaritmifunktiot Pakollinen
MAA9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot Pakollinen
MAA10 Integraalilaskenta Pakollinen
MAA11 Lukuteoria ja logiikka Syventava
MAA12 Numeerisia ja algebrallisia menetelmia Syventava
MAA13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi | Syventava

Taulukko 3.2. Pitkdn matematiikan lukiokurssit LOPS 2015 [16].

Kurssi Taso

MAY1 Luvut ja lukujonot Pakollinen
MAAZ2 Polynomifunktiot ja -yht&lét Pakollinen
MAA3 Geometria Pakollinen
MAA4 Vektorit Pakollinen
MAAS5 Analyyttinen geometria Pakollinen
MAAG Derivaatta Pakollinen
MAA7 Trigonometriset funktiot Pakollinen
MAAS8 Juuri- ja logaritmifunktiot Pakollinen
MAAQ9 Integraalilaskenta Pakollinen
MAA10 Todennakdisyys ja tilastot Pakollinen
MAA11 Lukuteoria ja todistaminen Syventava
MAA12 Algoritmit matematiikassa Syventéva
MAA13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi | Syventava

15

Toinen muutos on tapahtunut kurssien nimissa. Kurssin MAA11 nimi on muuttunut muo-
dosta Lukuteoria ja logiikka (LOPS 2003) muotoon Lukuteoria ja todistaminen (LOPS
2015). Molemmissa lukion opetussuunnitelmien perusteissa tavoitteena on tutustua todis-
tusperiaatteisiin seké harjoitella todistamista. Sekad LOPS 2003:n ettd LOPS 2015:n kes-
keisissa sisalldissa on mainittu “suora, kdanteinen ja ristiriitatodistus”, minka lisaksi LOPS
2015:ssa on mainittuna induktiotodistus ja geometrinen todistaminen [15 s. 123—-124,16,
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s. 135]. Opetukseen siséltyvat todistustavat on maaritelty tarkemmin LOPS 2015:ssa ja
tdma korostuu myds kurssin nimen muutoksessa.

Myés muiden kurssien nimet ja sisallét seké kurssien keskindinen jarjestys on muuttunut
jonkin verran. Kurssien tarkemmat sisallot ja kuvaukset 16ytyvat lukion opetussuunnitel-
mien perusteista [15] [16].

Kolmas selked muutos on tapahtunut teknisten apuvélineiden kaytdssa. LOPS 2003:ssa
yhtend matematiikan opetuksen tavoitteena mainitaan tarkoituksenmukaisten teknisten
apuvalineiden kayttaminen. Taman lisaksi kurssin MAA 12 Numeerisia ja algebrallisia me-
netelmi& tavoitteena on, etta “opiskelija harjaantuu kayttamaan nykyaikaisia matemaatti-
sia valineitd” [16, s. 135]. LOPS 2015:ssa mainitaan heti alussa, etta “opiskelija harjaan-
nutetaan kayttdamaan tietokoneohjelmistoja matematiikan oppimisen ja tutkimisen seké
ongelmanratkaisun apuvaélineind” [16, s. 129]. Taman liséksi LOPS 2015:ssa on listattu
esimerkkeja hyddynnettavista ohjelmistoista. Jokaisen kurssin tavoitteisiin on myds tés-
mennetty se, mihin teknisid apuvalineita tulisi osata kayttaa.

3.2 Ylioppilaskoe

Pitk&n matematiikan ylioppilaskoetta on uudistettu vuosien saatossa jonkin verran. Kay-
daan seuraavaksi lapi tutkielman ja tehtavien analysoinnin kannalta oleelliset muutokset.

Ennen vuotta 2016 pidetyissa kokeissa oli 15 tehtavaa, joista sai vapaasti valita ja tehda
10 tehtavaa. Tehtavat pisteytettiin asteikolla 0—6 pistetta. Koe sisalsi myds jokeritehtavia,
joista oli mahdollisuus saada 9 pistetta. [23] Opiskelijoilla oli laskin kaytettavissdan koko
kokeen ajan. Vuodesta 2012 eteenpain opiskelijoilla oli kokeessa kaytdssa symbolinen
laskin [20].

Koetta uudistettiin kevaalla 2016, jolloin koe jaettiin A- ja B-osiin. A-osassa oli nelja tehta-
Va4, joista kaikkiin tuli vastata. Opiskelijoilla oli kdytdssaan paperinen taulukkokirja, mutta
ei laskinta. B-osa jakaantui B1- ja B2-osiin. B1-o0sa sisalsi viisi tehtavaa, joista kolmeen
tuli vastata. B2-osa sisélsi nelja tehtdvaa, joista myds kolmeen tuli vastata. B1- ja B2-
osissa opiskelijoilla oli kaytéssadan seka taulukkokirja etta laskin. Opiskelijat saivat laski-
men kayttdonsd palautettuaan A-osan vastaukset kokeen valvojalle. A-osan tehtavissa
vastattiin suoraan kysymyspaperiin ja B-osan tehtavissa erilliselle vastauspaperille. Jo-
kaisesta tehtdvasta oli mahdollisuus saada 0—6 pistetta eli kokeen maksimipistemaara oli
60 pistetta. [24]

Kevaalla 2019 tapahtui seuraava uudistus, jossa koe muuttui sdhkodiseksi. Kokeen teh-
tavien maara pysyi samana kuin paperisessa kokeessa ja kokeessa oli edelleen A- ja
B-osat. A-osassa opiskelijoilla oli kdytdssdan vain peruslaskinohjelmisto. Opiskelija sai
kaikki kokeessa kaytettavat ohjelmistot kayttddnsa, kun oli palauttanut kokeen A-osan.
[11] Tarkempi listaus kokeessa kaytdssa olleista ohjelmista 16ytyy Matematiikan digitaali-
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sen kokeen méaarayksista. Sahkdistymisen my6ta tehtaviin oli mahdollista ottaa mukaan
aineistoja erillisind tiedostoina. Jos aineisto on esimerkiksi taulukkomuodossa, kokees-
sa on kaytettavissa taulukkolaskentaohjelmisto, jolla sitd on mahdollista kasitella. Kokeen
pisteytys muuttui siten, etta jokaisesta tehtavasta sai 0—12 pistetta ja kokeen maksimipis-
temé&éra nousi taten 120 pisteeseen. [22]
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4. TODISTAMINEN

Kuten luvussa [3] huomattiin, todistaminen on nyky&an merkittava osa myés lukion pitkaa
matematiikkaa. Esimerkiksi kurssin MAA 11 nimi muuttui LOPS:n vaihtuessa Lukuteorias-
ta ja logiikasta Lukuteoriaan ja todistamiseen. Mita todistaminen siis on?

Todistamista voidaan ajatella keinona, jolla voidaan perustella matemaattista tietoa [10].
Todistus koostuu yhdesta vaitteesta eli aksioomasta ja paattyy toiseen vaitteeseen eli
lauseeseen [18]. Garnierin ja Taylorin mukaan todistus voi olla jatkumo erilaisia loogi-
sesti etenevia vaiheita, jotka koostuvat I1dhinnd symbolisista merkinndista. Viimeisessa
vaiheessa vaite osoitetaan todeksi. Taman méaéritelman mukaan todistus on siis ehdoton
ja tiukka testi matemaattiselle totuudelle. Toisaalta todistaminen voidaan nahdé myés ta-
pana selittéda tai esittdd ideoita. Todistuksen avulla matemaatikko voi esittaé kollegalleen
perustelut ja osoittaa nain saamansa tuloksen patevaksi. [7] Matemaatikoiden mukaan
todistuksen tarkoitus on vakuuttaa heille, etta véite on tosi [10].

Todistus voi olla hyvin muodollinen, jolloin se koostuu I&hinna loogisista argumenteista.
Todistus voi olla myés vahemman muodollinen, jolloin se voi sisaltdd muun muassa ku-
vaajia, sanoja ja symboleita. Talldin todistus on usein helpommin ymmarrettavissa. [7]

Hemmi esittelee vaitdksessaan [10] kaksi eri lahestymistapaa todistukselle. Ne ovat va-
kuuttavuus (conviction) ja selitys (explanation). Vakuuttavuus tarkoittaa, etta jonkin vait-
teen uskotaan olevan tosi matematiikassa. Selitys puolestaan kertoo, miksi jokin vaite on
tosi matematiikassa. Vakuuttua voi esimerkiksi deduktiivisesta todistuksesta tai esimer-
kistd. Selityksen voi saada puolestaan esimerkiksi kokeellisesta vaitteesta tai muodolli-
sesta esityksesta. Opiskelijat ovat usein vakuuttuneita esimerkiksi opettajan esittdman
vaitteen totuudesta eivatka taman vuoksi koe tarvetta sen todistamiselle. [10]

Jotta todistamista ymmartaa paremmin, taytyy tuntea sen takana olevaa logiikkaa. En-
simmaisessa alaluvussa kaydaan lapi yleisimmat logiikan termit ja joitain todistustapojen
kannalta oleellisia tuloksia. Toisessa alaluvussa esitelldan erilaisia todistustapoja ja kol-
mannessa alaluvussa esimerkkeja niiden kaytosta.
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4.1 Logiikka

Tama alaluku perustuu p&éosin lahteeseen [3]. Muut luvussa kaytetyt Iahteet on merkitty
erikseen.

Maaritelma 4.1. Propositio on lause, joka on joko tosi tai epatosi. Propositio ei voi olla
molempia samanaikaisesti. Logiikassa propositiota merkitdan usein kirjaimilla p, ¢, r tai s.

Propositio voi olla matemaattinen, kuten esimerkissa Propositio voi olla myés esi-
merkiksi lause: "Tampere on Suomen paakaupunki'. Kyseinen lause on siis propositio,
koska sen tiedetaan olevan epatosi ja taten silla on totuusarvo eli se on aina joko tosi tai
epatosi.

Esimerkki 4.1. Olkoon propositio p : 1 + 1 = 2 ja olkoon propositio ¢ : 1 +1 = 3.
Propositio p on siis tosi ja propositio ¢ on epatosi.

Maaritelma 4.2. Negaatio muuttaa vaitteen merkityksen ja totuusarvon painvastaiseksi.
Negaatiota merkitdan symbolilla —.

Jos propositio on tosi, sen negaatio on epatosi. Vastaavasti jos propositio on epatosi, sen
negaatio on tosi. Jos propositio on "Tampere on Suomen paakaupunki”, sen negaatio on
"Tampere ei ole Suomen paédkaupunki". Negaatio voidaan merkita eri tavoin eri lahteissa.
Proposition p negaatiota voidaan merkitd myés muiden symboleiden avulla, esimerkiksi
~ p [3], p [7] tai se voidaan kirjoittaa sanallisesti ei-p [2].

Esimerkki 4.2. Olkoon propositio p : 1 + 1 = 2, joka on tosi. Talldin sen negaatio on —p:
1+ 1 # 2, joka on siis epéatosi.

Propositioita voidaan myds yhdistada keskenéén, jolloin saadaan vaitteitd. Propositiot voi-
daan yhdistaé erilaisilla loogisilla konnektiiveilla. Naita ovat ja, tai, jos... niin ja jos ja vain
jos. Méaaritelladn nama seuraavaksi.

Maaritelma 4.3. Konjunktiossa kaksi propositiota yhdistetdan sanalla ja. Sitd merkitaan
symbolilla A. Konjunktio on tosi, kun sen molemmat propositiot ovat tosia. Konjunktio on
epatosi, jos toinen tai molemmat propositiot ovat epatosia.

Propositioiden p ja g konjunktio on p A g, joka luetaan: p ja q.

Esimerkki 4.3. Olkoon propositio p : 3 on alkuluku ja olkoon propositio ¢ : 1 + 1 = 2.
Nyt konjunktio p A ¢ on tosi, koska propositio p on tosi ja propositio g on tosi. Konjunktio
—p A g taas on epatosi, koska propositio —p on epatosi.

Maaritelma 4.4. Disjunktiossa kaksi propositiota yhdistetdan sanalla taj, joka on mate-
matiikassa inklusiivinen eli se sisdltda joko toisen tai molemmat. Sitd merkitdédn symbolilla
V. Disjunktio on tosi, kun toinen tai molemmat propositiot ovat tosia. Disjunktio on epéatosi,
kun molemmat propositiot ovat epéatosia.
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Propositioiden p ja ¢ disjunktio on p V ¢, joka luetaan: p tai ¢ tai molemmat.

Esimerkki 4.4. Olkoon propositio p : 3 on alkuluku ja olkoon propositio ¢ : 1 + 1 = 2.
Nyt disjunktio p V ¢ on tosi, silld propositio p on tosi ja propositio ¢ on tosi. Mutta myés
disjunktiot =p V g ja p V —q ovat tosia, silla disjunktiossa riittdd, etta toinen propositioista
on tosi. Ainoastaan disjunktio —pV —q on epatosi, koska molemmat propositiot ovat tallgin
epatosia.

Maaritelma 4.5. Implikaatiossa yhdesté propositiosta seuraa toinen propositio. Implikaa-
tiota merkitdan implikaationuolella —. Implikaatio on tosi aina, kun sen ensimmainen pro-
positio eli etujasen on epatosi. Liséksi se on tosi, kun etujasen on tosi ja toinen propositio
eli takajasen on tosi. Implikaatio on epéatosi vain silloin, kun etujdsen on tosi ja takajasen
epatosi.

Kun propositiosta p seuraa propositio ¢, niin se merkitddn Maaritelman4.5|mukaan p — ¢
ja luetaan: jos p, niin g. Implikaatiota kutsutaan myds ehdolliseksi vaitteeksi.

Maaritelmé 4.6. Ekvivalenssissa kaksi propositiota ovat yhtapitéavat. Ekvivalenssia merki-
tdan ekvivalenssinuolella <+. Ekvivalenssi on tosi, kun molemmilla propositioilla on sama
totuusarvo. Jos propositioiden totuusarvot ovat eri, ekvivalenssi on epatosi.

Propositioiden p ja g vélinen ekvivalenssi on p <+ ¢, joka luetaan: p jos ja vain jos q. Jos
ja vain jos lyhennetaan tekstissa usein muotoon joss. Ekvivalenssi p <> ¢ siséltda vaitteet
p — q ja g — p. Jotta ekvivalenssi on voimassa, taytyy molempien implikaatioiden olla
tosia eli konjunktio (p — ¢) A (¢ — p) on tosi.

Loogisten véitteiden tarkastelussa hyédynnetddn totuustauluja, joissa propositioiden ja
vaitteiden totuusarvoja merkitaan kirjaimilla 7' (tosi/true) ja F' (epatosi/false).

Maaritelma 4.7. Tautologia on vaite, joka on aina tosi.
Maaritelma 4.8. [12, s. 7] Ristiriita (contradiction) on véite, joka on aina epatosi.

Totuustaulussa tautologia tarkoittaa, etté kaikilla propositioiden totuusarvoilla véitteen to-
tuusarvo on kaikissa tilanteissa tosi. Tama tarkoittaa, etta vaite on tosi kaikissa mahdol-
lisissa tilanteissa. Totuustaulussa ristiriita puolestaan tarkoittaa tilannetta, jossa vaite on
epatosi kaikilla propositioiden totuusarvoilla. Mikéli vaite johtaa ristiriitaan, se on epatosi
kaikissa tilanteissa.

Maaritelma 4.9. Kontrapositio saadaan, kun vaihdetaan ehdollisen vaitteen p — ¢ etu-
jasenen p ja takajadsenen ¢ paikkoja ja otetaan niista negaatiot. Kontrapositio on muotoa

Lause 4.1. Ehdollisen véitteen p — q ja sen kontraposition ~q — —p totuusarvo on aina
sama.
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Todistus. Muodostetaan totuustaulu seka ehdollisesta vaitteesta ettd sen kontrapositios-
ta. Totuustaulusta [4.1] ndhdéan, etté ehdollinen véite p — ¢ ja kontrapositio ¢ — —p
ovat yhtapitavia, silla niiden ekvivalenssi on tautologia. Taten ehdollisella vaitteelld ja sen
kontrapositiolla on aina sama totuusarvo.

Taulukko 4.1. Ehdollisen véitteen ja kontraposition ekvivalenssi. [3, s. 129]

plalp—=q|-p|—-q|-q—-p]|({p—q (g~ p)
TIT| T |F|F T T
T\ F| F |F|T F T
FlT| T | T|F T T
FIF| T | T|T T T

Lause 4.2. Proposition p ja sen negaation negaation —(—p) totuusarvot ovat samat.

Todistus. Totuustaulusta [4.2| nahdaan, etta vaite p <> (—(—p)) on tautologia. Propositio
p ja sen negaation negaatio —(—p) ovat taten yhtapitavia.

Taulukko 4.2. Negaation negaatio.

p|-p| -G | pe(=6p)
TIF| T T

F| T F T

O

Lause 4.3. Implikaation p — q negaatio —=(p — q) on yhtépitdva konjunktion p N\ —q
kanssa.

Todistus. Osoitetaan vaitteet —(p — ¢) ja p A =g yhtépitaviksi totuustaulun avulla.

Taulukko 4.3. Implikaation negaatio [3, s. 132].

plalr—=q|-(—q|-q|pA-q|(=p—q) (PAq)
TIT| T F F| F T
T|F| F T T| T T
FlT| T ja Fl| F T
FIF| T F T| F T

Totuustaulun [4.3) viimeisest4 sarakkeesta nahdééan, etta vaitteiden —(p — ¢) jap A —q
ekvivalenssi on tautologia eli vaitteet ovat aina yhtapitavat. O]
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Todistuksissa tarvitaan myds kvanttoreita. Maaritellddn ne seuraavaksi.

Maaritelma 4.10. [8, s. 100] Kaikkikvanttori V tarkoittaa, etta kaikilla muuttujilla z on jokin
ominaisuus D.

Maaritelma 4.11. [8, s. 100] Olemassaolokvanttori 3 tarkoittaa, ettd on olemassa muut-
tuja x, jolla on jokin ominaisuus D.

Méaaéritelmien [4.10] ja ominaisuus D voi olla esimerkiksi se, ettd muuttuja = kuuluu
joukkoon U. Talléin kaikkikvanttorille vaite Vx € U tarkoittaa, ettd kaikki muuttujat x
kuuluvat joukkoon U. Vastaavasti olemassaolokvanttorille vaite dx € U tarkoittaa, etta
on olemassa muuttuja x joka kuuluu joukkoon U.

Lause 4.4. |7, s. 41] Véitteen Vx A(z) negaatio —(Vx A(x)) on yhtépitdva véitteen 3x—A(x)
kanssa.

Todistus. Katso esimerkiksi [7} s. 41-42]. O

4.2 Todistusmenetelmat

Tassé alaluvussa kaydaan lapi erilaisia tapoja tehda todistus. Todistusmenetelmat perus-
tuvat kirjoihin [3], [4], [6], [7], [8] ja [9].

Edellisesséa alaluvussa propositioita merkittiin pienilla kirjaimilla p, ¢, r tai s. Tassa alalu-
vussa vaitteitd merkitaan isoilla kirjaimilla P, (), R tai S. Nama vaitteet ovat kokonaisuuk-
sia, jotka voivat sisaltd& eri konnektiiveilla yhdistettyja propositioita. Esimerkiksi vaite P
voi sisaltaa disjunktion p V q.

Lause 4.5. /3, |/] Ehdollisen vditteen suora todistus (direct proof of a conditional propo-
sition). Olkoon vdite P — () ja olkoon sen etujdsen P tosi. Osoitetaan, ettd implikaatio
P — Q) on tosi. Télldin takajdsen () on tosi.

Todistus. Etujasen P on tosi ja suorittamalla sarja loogisia paattelyitd voidaan osoittaa,
ettd implikaatio P — () on tosi. Naista ehdoista seuraa, ettéd konjunktio P A (P — () on
tosi vain, kun implikaation (P A (P — Q)) — @ takajasen @ on tosi. Taten takajasen @
on tosi, kun etujasen P ja implikaatio P — () ovat tosia. Vaitteen totuustaulu on esitetty
taulukossa [4.4]

Totuustaulun[4.4]viimeisesta sarakkeesta nahdaan, etta annettu vaite (P A (P — Q)) —
(2 on tosi, silld se on tautologia ja taten tosi kaikissa tilanteissa. O

Ehdollisen vaitteen suorassa todistuksessa kaytettya paattelytapaa kutsutaan modus po-
nens -paattelysaannoksi. Lauseessa [4.5] esiteltiin yksi todistustapa ehdolliselle vaitteelle
P — (@. Ehdollinen vaite voidaan todistaa myds kontrapositiolla Lauseen |4.6| mukaan.
Tata paattelytapaa kutsutaan modus tollens -paattelysdanndksi.
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Taulukko 4.4. Ehdollisen véitteen suoran todistuksen totuustaulu.

Pl QIP-Q|PANP—-Q)|(PN(P—Q)—Q
T|T T T T
T | F F F T
F|T T F T
F|F T F T

Lause 4.6. [/, s. 64] Ehdollisen véitteen todistaminen kontrapositiolla (Proof of a Condi-
tional Proposition using the Contrapositive). Olkoon vdite P — (). Oletetaan, etta takaja-
senen negaatio —() on tosi. Vdite on tosi, kun sen kontrapositio —~() — —P on tosi.

Todistus. Maaritelman |4.9] mukaan implikaation P — () kontrapositio on =) — —P ja
Lauseen(4.1|mukaan implikaatio ja sen kontrapositio ovat yhtapitavat. Osoitetaan kontra-
positio —() — — P todeksi vastaavasti kuin suorassa todistuksessa.

Oletetaan, etta vaitteen P — () takajasenen negaatio —() on tosi. Osoitetaan loo-
gisten paattelyiden avulla, ettd implikaatio (kontrapositio) =() — —P on tosi. Naista
ehdoista seuraa, ettd konjunktio (—() — —P) A =@ on tosi vain, kuin implikaation
((-Q — —P) A—Q) — —P takajasen =P on tosi. Kontraposition takajasen =P on taten
tosi, kun negaatio —() ja kontrapositio =() — — P ovat tosia. Vaitteen totuustaulu on esi-
tetty taulukossa [4.5] Koska implikaatio P — ) on yhtapitavé kontraposition =) — —P
kanssa, implikaatio P — () on tosi.

Taulukko 4.5. Ehdollisen véitteen kontrapositiotodistuksen totuustaulu [3, s. 129].

PlQ|-P|-Q|-@—=-P|(-Q=-P)A-Q|(-Q=~P)A-Q) > -P
T|T | F F T F T
T|F | F T F F T
F T | T F T F T
FI|F | T T T T T

Totuustaulun viimeisestad sarakkeesta nédhdaan, ettd annettu vaite ((—-Q — —P) A
—()) — —P on tosi, silla se on tautologia ja taten tosi kaikissa tilanteissa. O]

Lause 4.7. [4, s. 58-59] Todistaminen ristiriidan avulla (Proof by Contradiction) . Olkoon
véite P — (). Oletetaan, etta vditteen etujdsen P ja takajdsenen negaatio —() ovat tosia.
Osoitetaan, etta tasta seuraa ristiriita. Téllbin véite P — () on tosi.

Todistus. Todistetaan vaite P — (). Lauseen [4.7] oletuksen mukaan implikaation etuja-
sen P ja takajadsenen negaatio —() ovat tosia, joten konjunktio P A —() on tosi.
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Osoitetaan loogisten paattelyiden avulla, etta oletuksesta "P A —() on tosi", seuraa ristirii-
ta. Tama tarkoittaa, etté vaite P A —() ei voi olla tosi missaan tilanteessa. Usein ristiriitaan
johtava vaite on konjunktio B A —B, jossa B on jokin vaite. Vaitteilld B ja =B on aina eri
totuusarvot, joten niiden konjunktio on aina ristiriita.

Koska véaite P A —() johti ristiriitaan, se on aina epatosi. Lauseen [4.3| mukaan vaitteet
P A —=Q ja—(P — Q) ovat yhtapitavat eli vaite =(P — () on myds epatosi. Vaitteen
—(P — @) negaatio —=(—=(P — ()) on taten tosi. Lauseen [4.2| nojalla vaite —(—(P —
())) ja vaite P — () ovat yhtapitavat, joten vaite P — () on tosi.

O

Vaite voidaan myds todistaa vaiheittain (Proof by Cases). Tama tarkoittaa, ettéd todistus
jaetaan pienempiin todistettaviin kokonaisuuksiin. Yksi esimerkki todistuksen vaiheisiin
jakamista vaativasta tehtavasta on sellainen, jossa tarkastellaan esimerkiksi parillisia ja
parittomia lukuja (katso esimerkiksi [12}, s. 27]). Toinen esimerkki on Lauseessa [4.8 esi-
tetty ekvivalenssivaitteen todistus.

Lause 4.8. [/, s. 64] Ekvivalenssivditteen todistaminen (Proof of a Biconditional Propo-
sition). Olkoon véite P < (). Vdite on tosi, kun implikaatiot P — () ja () — P ovat
tosia.

Todistus. Jaetaan todistus kahteen tapaukseen, silla ekvivalenssi P <+ () on yhtapitava
véitteen (P — Q) A (@ — P) kanssa. Todistetaan ensin implikaatio P — () aiem-
min esitetyilla implikaatioiden todistustavoilla. TAman jalkeen todistetaan myds implikaa-
tio ) — P vaitteelle sopivalla todistustavalla.

Konjunktio (P — Q) A (Q — P) on tosi, kun molemmat implikaatiot P — @Q ja @ —
P ovat tosia. Totuustaulusta néhdaan, ettd konjunktio (P — Q) A (Q — P) on
tosi, kun vaitteilld P ja () on sama totuusarvo. Konjunktion totuusarvo on mydés sama
kuin ekvivalenssin P < (@, silla niiden ekvivalenssi on tautologia, kuten totuustaulun
[4.6] viimeisesta sarakkeesta nahdaan. Implikaatioiden P — @ ja Q — P osoittaminen
todeksi todistaa taten ekvivalenssin P <> Q).

Taulukko 4.6. Ekvivalenssivéitteen totuustaulu |3, s. 119].

PIlQIPo2Q|Qo>P|(Po2QNQ—P) | PeQ| (P=Q)AQ—P))
« (P Q)

T T T T T T T

T F F T F F T

F|T T F F F T

F I F T T T T T
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Aina vaitetta ei pysty todistamaan todeksi, mutta vaite voidaan kumota osoittamalla se
epatodeksi. Usein tehtavissa on oletuksena, ettd se toteutuu kaikilla tehtdvasséa olevan
muuttujan arvoilla. Talldin voidaan etsia yksi ratkaisu, jolle se ei toteudu ja nojata siihen.
Taman voi tehda vastaesimerkin avulla Lauseen mukaisesti.

Lause 4.9. |7, s. 67] Vastaesimerkilld todistaminen (Use of Counter-Examples). Vdite,
joka on voimassa Kaikilla mé&darittelyjoukon alkioilla, voidaan osoittaa epdtodeksi yhdell
vastaesimerkilla.

Todistus. Vaite Vz[A(x) — B(x)] halutaan osoittaa epatodeksi. Vaite tarkoittaa, ettd
kaikilla muuttujilla z, joilla on ominaisuus A, on myds ominaisuus B. Vaite voidaan myds
yleistdd kuvaamaan mita tahansa ehdollista vaitetta, joka toteutuu kaikilla muuttujan =
arvoilla. Oletetaan nyt, etta kaikilla muuttujilla = on ominaisuus A.

Vaite on epétosi, jos vaite Vo B(x) on epétosi. Osoitetaan, ettd vaitteen VY B(z) negaa-
tio =(VzB(z)) on tosi. Lauseen mukaan vaite —(VzB(z)) on yhtapitdva véitteen
Jz—B(x) kanssa. Vaite 3z—B(x) tarkoittaa, ettd on olemassa muuttuja x siten, etta silla
ei ole ominaisuutta B. Tama voidaan osoittaa etsimalla esimerkkitapaus z, jolla ei ole
ominaisuutta B. Taten vaite 3z—B(z) on osoitettu todeksi ja myds sen kanssa yhtapita-
va vaite —(Vx B(x)) on tosi. Vaitteen —(VzB(x)) negaatio —=(—(VxzB(x))) on siis epatosi
ja Lauseen nojalla se on yhtapitava véitteen Va B(z) kanssa, joten vaite Yz B(x) on
epatosi. O

Induktiolla tai induktiivisella paattelylla tarkoitetaan prosessia, jossa esimerkkitilanteista
voidaan tehda yleisesti patevia paatelmia [3, s. 3]. Se voidaan maaritella matemaatti-
sesti Lauseiden [4.11] ja 4.12] mukaan. Matemaattisella induktiolla voidaan aukottomasti
todistaa jokin sdantd tai malli myds aarettémille tapauksille ja sen voimassaolo seuraa
positiivisten kokonaislukujen aksioomista [9, s. 1-2]. Jotta induktioperiaatteiden voidaan
osoittaa olevan voimassa kaikille kokonaisluvuille, tarvitaan todistuksiin Lauseen [4.70|Hy-
vinjarjestysperiaatetta.

Lause 4.10. [8, s. 184] Hyvinjarjestysperiaate (the Well-Ordering Principle). Jokaisella
epdtyhjélla positiivisten kokonaislukujen osajoukolla on pienin alkio.

Todistus. Katso esimerkiksi [6, s. 9]. O

Lauseissa [4.11]ja vaihetta a kutsutaan perusaskeleeksi ja vaihetta b induktioaske-
leeksi. Perusaskeleessa osoitetaan, ettéd vaite on voimassa tilanteessa, jossa n = k.
Usein luku £ = 0 tai £ = 1, mutta se voi olla myds jokin muu positiivinen kokonaisluku.
Induktioaskel koostuu induktio-oletuksesta, induktiovéitteesta seké todistuksesta, jossa
osoitetaan, ettd induktio-oletuksesta seuraa induktiovaite.
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Lause 4.11. [8, s. 184] Induktioperiaate. Olkoon S(n) vdite, jossa luku n on positiivinen
kokonaisluku. Jos

a. S(1) on tosi, ja

b. jollakin kokonaisluvuilla n = m induktio-oletuksesta S(m) seuraa induktiovdite
S(m+ 1),

niin véite S(n) on tosi kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

Todistus. [8| s. 184] Todistetaan Lause [4.11]osoittamalla, etta ei ole olemassa positiivista
kokonaislukua, joka ei toteuta vaitettd S(n) annetuilla ehdoilla.

Olkoon S(n) véite, joka toteuttaa ehdot a ja b. Olkoon
F ={t e Z"|S(n) on epétosi}.

Osoitetaan, ettd F' = () Lauseen [4.7| mukaisen ristiriitatodistuksen avulla.

Oletetaan, ettd F' # (). Maaritelman [4.10| mukaan joukolla F' on olemassa pienin alkio s.
Koska ehdon a mukaan S(1) on tosi, niin s # 1 ja taten s > 1. Siis s — 1 € Z'. Koska
s—1 ¢ F,niin S(s—1) ontosi. Endosta b seuraa, ettd S((s—1)+1) = S(s—1+1) = S(s)
on tosi ja s € F. Tasta seuraa ristiriita, silla s € F ja S(s) on tosi. Oletus F' # () johti
ristiriitaan, joten ' = () on tosi. Ei siis ole olemassa positiivista kokonaislukua, jolle vaite
S(n) on epatosi. O

Lause 4.12. [9, s. 36] Toinen induktioperiaate. Olkoon S(n) vdite, jossa luku n on positii-
vinen kokonaisluku. Olkoon k jokin positiivinen kokonaisluku. Jos

a. S(k) on tosi, ja

b. jollakin kokonaisluvuillan = m > k induktio-oletuksesta S(k) A S(k + 1) A--- A
S(m) seuraa induktiovéite S(m + 1) ,

niin véite S(n) on tosi kaikilla kokonaisluvuilla n > k.

Todistus. [8| s. 37] Todistetaan Lause [4.12] osoittamalla, etté ei ole olemassa kokonaislu-
kua, joka ei toteuta vaitettd S(n) annetuilla ehdoilla.

Oletetaan, etta vaite S(k) on tosi jollakin kokonaisluvulla & ja etta implikaatio
[S(E)ANS(k+1)A---ANS(m)] — S(m+1)
on voimassa kaikilla kokonaisluvuilla m > k. Olkoon joukko

B = {n > m| S(n)on epatosi}.
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Osoitetaan Lauseen [4.7| mukaisen ristiriitatodistuksen avulla, ettd B = ().

Oletetaan, etta joukko B # (). Nyt joukko B on epétyhja positiivisten kokonaislukujen
joukko, joten silla on Mé&aritelmén |4.10| mukaan pienin alkio. Olkoon td&ma pienin alkio [.

Joukon B maaritelman mukaan kaikilla kokonaisluvuilla & < ¢ < [ vaite S(t) on tosi.
Ehdon b tulee olla voimassa, joten siita seuraa, ettd myos vaite S(1) on tosi. Tasta seuraa
ristiriita, silla [ € B ja S(I) on tosi. Oletus B # () aiheuttaa ristiridan, joten B = (). Taten
on osoitettu, ettd ei ole olemassa kokonaislukua n, jolla vaite S(n) ei ole tosi.

O

Lauseend.T1]induktioperiaatetta kutsutaan myds ensimmaiseksi induktioperiaatteeksi tai
heikoksi matemaattiseksi induktioksi. Vastaavasti Lauseen [4.12]toista induktioperiaatetta
kutsutaan vahvaksi induktioperiaatteeksi. Tama johtuu siita, etta siind induktio-oletus on
vahvempi. Ensimmaisesséd induktioperiaatteessa oletetaan, ettd vaite on tosi jasenelle
n — 1 ja todistetaan, etté se on tosi jasenelle n. Toisessa induktioperiaatteessa oletetaan,
etta vaite on tosi kaikille luvuille m, kun m < n ja todistetaan, etta se on tosi jasenelle n.
Induktioperiaate ja toinen induktioperiaate ovat keskendan ekvivalentteja. [9]

4.3 Esimerkkeja

Tehdaadn muutama esimerkkitehtava todistuksista. Ensimmaisena tehdaan kevaan 2020
pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen [27] tehtdvan 11 kohdan 1 induktiotodistus.

Lause 4.13. [27] Olkoon a, = V2 jaa,i1 =+/2+ a,, kunn > 1. Osoita induktiolla, ettd
jono a,, on kasvava.

Todistus. Ratkaistaan tehtdva Lauseen ensimmaisen induktioperiaatteen mukaan.
Osoitetaan ensin perusaskel todeksi.

Perusaskel. Osoitetaan, etté jono (a,) on kasvava, kunn = 1. Nyt a, 1 = a111 = as ja
a, = a; = /2. Saadaan, etta

agz\/m: \/2+\/§

Koska a; = v/2 < v/2 + v/2 = a, niin jono a,, on kasvava, kun n = 1.

Induktioaskel. Nyt induktio-oletus on, etta jono a, on kasvava, kunn = kja k > 1.
Induktiovaite on, ettd jono (a,) on kasvava, kun n = k + 1 ja k > 1. Osoitetaan, etta
induktio-oletuksesta seuraa induktiovaite.

Koska jono (ay) on kasvava, niin jonon jasen a;, on suurempi kuin jasen ay_;. Jonon (ay,)

ar = /2 + ap_1.

k:s jasen on
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1 n=0
n 1 1 n=1
1 2 1 n=2
1 3 3 1 n=3
1 4 6 4 1 n=4
>

Kuva 4.1. Pascalin kolmio.

Jonon (ay41) jasen k + 1 on

g1 = V2 + a.

Nyt
ar = /2 + ag_1 < V2 -+ ap = apy1,

silld ax_1 < ay. Taten jono (ax41) on kasvava.
Induktiotodistuksen perusteella jono (a,,) on kasvava kaikilla n > 1.

O

Toisena esimerkkind tehddan kevaan 2022 pitkdn matematiikan kokeen [29] tehtdvan 12
mukainen Pascalin kolmioon liittyva todistustehtava. Tehtavan ratkaisu on esitetty esimer-
kissa [4.5] Pascalin kolmio on kuvan [4.1] mukainen kolmio, joka muodostuu binomikertoi-
mista (Z) Muuttuja n on Pascalin kolmion rivi ja muuttuja k& kertoo, monesko jasen se on
kyseiselld rivilla. Pascalin kolmion ensimmainen rivi on n = 0 ja kyseisella rivilla on vain
yksi jasen, joten myés k£ = 0. Ensimmaisen rivin jasenen binomikerroin on siis (8) =1,
mika on merkitty kuvaan H Toisella rivilla n = 1 ja sen rivin jasenet ovat () = 1 ja
(1) = L. Kun Pascalin kolmiossa edetaan riville n = 2, saadaan jasen (}) = 2 laskettua
binomikertoimen lisaksi edellisen rivin jasenten (}) = 1ja (;) = 1 summana. Vastaavasti
saadaan laskettua myds mydhempien rivien jasenid, kuten huomataan myés esimerkissa
tarvittavasta Lemmasta

Lemma 4.14. Pascalin kolmion rivin n + 1 jdsen k saadaan rivin n jdsenten k ja k — 1

(=)

Todistus. Osoitetaan vaite todeksi osoittamalla termit (") ja (1) + (") yhtapitaviksi.

summana eli
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Aloitetaan avaamalla binomilauseke, jolloin saadaan

Cﬁf)szgi;{mr

Lavennetaan yhtalon oikea puoli termilla (n — k)!(k — 1)! ja jasennelldén lauseke uudel-

leen. Nyt
=(n+1)-n!
——
(n+1)! B (n+1t-n—Fk)!-(k—-1)!
E-(n+1—k)! kl-(n—k+1)!-(n—Ek)!(k—1)

a1t TR ) (k) (k1)
El-(n—k+1)!-(n—Fk)!-(k—1)!
=k +1) 40!k (n—k)(k-1)!
kK (n—k+D - (n—k) - (k—1)!
=k!
n-n—k+1)-(k—1!4+nl- k- (k=D (n—k)!
- K-(n—k+ - (n—k)!-(k—1)
=(n—k+1)!
nl-(n—k)-(n—k+1)-(k— D! +nl-kl-(n—Fk)
K-(n—k+ 1) (n—k)-(k—1)
nl-(n—k+1!-(k—=1!4+nl-kl-(n—k)!
El-(n—k+1D!-(n—Fk)! (k—1)!
nl-(n—k+1)-(k—1)!
El-(n—k+1!-(n—Fk)!-(k—1)!

N n!-kl-(n—k)!
El-(n—k+1!-(n—Fk)!-(k—1)!
n! n!
TR =R kD (k1)
n! n!

Sk (n—k)! (k=1 (n—(k—1))

O

Esimerkki 4.5. [29] Osoita induktiolla, ettéa Pascalin kolmion rivilla n olevien lukujen sum-
ma on 2", el

> pap=2" (4.1)
k=0

Todistus. Ylioppilaskokeen tehtdvanannossa Pascalin kolmion luvut on maaritelty rekur-
siivisesti ja haluttu todistus on tehty niihin perustuen. Osoitetaan lause todeksi kombina-
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toriikan avulla ilman tehtdvdnannon mukaista rekursiivista méaarittelya.

Merkitd&n Pascalin kolmion lukuja binomikertoimina siten, etta rivilla n kohdassa k oleva
luku on (7). Talla tavalla merkittyna todistettava vaite on muotoa

- n
= 2"
> (1)
k=0
Ratkaistaan tehtava Lauseen [4.11]induktioperiaatteen mukaan.

Perusaskel. Osoitetaan, etta vaite on tosi Pascalin kolmion ensimmaisella rivilla, kun n =

0. Ensimmaisell4 rivilld on vain luku () = ;% = 1 = 2°. Rivin summa on siis 2", kun

n = 0.

Induktioaskel. Induktio-oletus on, ettd Pascalin kolmion rivilla m olevien lukujen summa

S (3) -2

k=0

on 2™ eli

Induktiovéite on, ettd Pascalin kolmion rivilld m -+ 1 olevien lukujen summa on 2™*! eli

m+1
Z m+ 1 _ 2m+1.
k

k=0
Osoitetaan, ettd induktio-oletuksesta seuraa induktiovéite.

Kirjoitetaan induktiovaitteen summa auki
m—+1
Z m+1\ [(m+1 N m—+1 n m—+1 N
E ) U 0 1 2 o

k=0

m+1 m+1 m+1

+ + +
m—1 m m—+1

ja hyddynnetddn Lemmaa binomikertoimien avaamiseen. Summan ensimmainen

m+1 m+1
0 m+1

2 () =6+ ()= (] -
o [ A N | [ R PR | ot

Havaitaan, etta binomikertoimet toistuvat summassa kahdesti lukuun ottamatta kertoimia

luku on ("F') = 1 ja viimeinen luku on ("7]) = 1. Summaksi saadaan

(73) =1lja (Z) = 1. Sijoitetaan lasketut kertoimet ja jarjestelladn lauseke uudestaan,
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jolloin saadaan

() e (e (3) e () e ()

Edelleen saadaan

2 () el () () e () ()]

Induktio-oletuksen mukaan summa on

S (1) 1o (3 + (3) e () () e

joten saadaan, etta

m—+1
1
(7 41)

k=0
Induktiotodistuksen perusteella Pascalin kolmion rivilla n olevien lukujen summa on 2".

O
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5. TUTKIMUSMENETELMAT

Tassé luvussa esitelldan tutkimuskysymykset, tutkimusmenetelma seka tutkimuksen ai-

neisto.

5.1 Tutkimuskysymykset

Tutkimuskysymykset ovat listattuna alla. Tavoitteena on siis hahmottaa, miten LOPS:n
muutos ja ylioppilaskokeen sahkdistyminen ovat vaikuttaneet tehtaviin ja niiden vaikeus-

tasoon.

1. Miten ylioppilaskokeen tehtévéat ovat muuttuneet vuosina 2014-2022 Bloomin tak-
sonomian nakdékulmasta?

2. Miten ylioppilaskokeen tehtavat ovat muuttuneet LOPS:n muutoksen myéta eli mi-
ten kokeessa kysyttavat kurssisisalldét ovat muuttuneet vuosina 2014-20227

3. Miten ylioppilaskokeen vaikeustaso on muuttunut vuosina 2014-2022 ja miten muu-
tokset ovat vaikuttaneet siihen?

Aineistoa tarkastellaan siis kolmesta eri ndkdkulmasta, jotka ovat Bloomin taksonomia,
LOPS:ien mukaiset kurssijaot seka koetehtavien vaikeustaso.

5.2 Tutkimusmenetelma

Tutkimus toteutettiin teorialahtdisena sisallénanalyysina eli aineiston analyysin luokitte-
lussa kaytettiin ennalta méariteltya viitekehysta [19]. Aineiston luokittelu tehtiin luvussa 2]
madritellyn uudistetun Bloomin taksonomian mukaan seké luvussa [3]esitellyn lukion ope-
tussuunnitelman perusteiden mukaisen kurssijaon mukaan. Ne toimivat luokittelun viite-
kehyksena.

Tutkimuksessa oli aineistona pitkdn matematiikan ylioppilaskokeiden tehtavat kevaasta
2014 kevaaseen 2022 siten, ettd tarkastelussa olivat vain kevaalla pidettyjen kokeiden
tehtavat. Luokittelun tukena on hyédynnetty Ylioppilastutkintolautakunnan julkaisemia Hy-
van vastauksen piirteita kustakin kokeesta.

Aineiston luokittelu lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaisten kurssien mukaan
toteutettiin siten, ettd ennen kevatta 2019 pidetyt pitkdn matematiikan ylioppilaskokeet
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luokiteltin LOPS 2003:n mukaan. Kevaastd 2019 eteenpain ylioppilaskokeet luokiteltiin
LOPS 2015:n mukaisesti. Kevaalla 2019 pitkdn matematiikan kirjoittaneista opiskelijois-
ta suurin osa on aloittanut lukio-opinnot syksylla 2016, jolloin he ovat olleet ensimmaiset
LOPS 2015:n mukaan opiskelleet opiskelijat. Kevaalla 2019 ja mahdollisesti myds sen
jalkeen ylioppilaskoetta on ollut tekeméassa myés LOPS 2003:n mukaan opiskelleita opis-
kelijoita, mutta valtaosa opiskelijoista on opiskellut LOPS 2015 mukaiset pitkan matema-
tiikkan opinnot. Pitkdn matematiikan ylioppilaskoe muuttui sahkdiseksi kevaalla 2019 ja
LOPS 2015:n tavoitteet tukivat paremmin sahkdisen kokeen vaatimia taitoja, kuten tek-
nisten apuvalineiden hallintaa.

Tehtévien luokittelu LOPS:n mukaan toteutettiin niin, etté jokainen tehtéva luokiteltiin ko-
konaisuutena sen kurssin mukaan, joka oli LOPS:n mukaisessa kurssijarjestyksessa vii-
meisimpand. Jos tehtavassa oli selkeasti useampi alakohta, esimerkiksi a- ja b-osat, ja
ne kuuluivat eri kurssien sisaltéihin, molemmat kurssit otettiin huomioon. Tehtavia luoki-
teltaessa esimerkiksi analyyttistd geometriaa vaatinut tehtava, jossa taytyi derivoida, luo-
kiteltiin tehtdvan vaativimman derivoinnin mukaisen kurssin mukaan. Jos siis derivoitiin
esimerkiksi trigonometrista funktiota, se luokiteltiin joko MAA9-kurssin (LOPS 2003) tai
MAA?7-kurssin (LOPS 2015) mukaan.

Luokittelu Bloomin taksonomian mukaan toteutettiin niin, etta jokainen tehtava luokitel-
tiin kokonaisuutena. Poikkeuksena oli tehtavat, joissa oli erillisia tehtavia tai tehtavan osia
alakohtina. Tehtava luokiteltiin siihen Bloomin taksonomian tasoon, jonka osaaminen on
taksonomiassa ylimpana. Eli jos tehtava sisalsi esimerkiksi suoraviivaisen yhtalénratkai-
sun, se sijoittui taksonomian tasolle 3. soveltaa. Jos tehtava vaatisi kahden yhtalénratkai-
sutavan vertailua, se sijoittuisi taksonomiassa ylemmalle tasolle 5. arvioida tason 3. so-
veltaa sijaan. Esimerkiksi tyypillinen tason 6. luoda tehtava on sellainen, jossa taytyy itse
kehittda ratkaisumenetelma ja muodostaa tarvittavat yhtalét esimerkiksi geometrisen on-
gelman ratkaisemiseksi. Jos tehtdvéssa oli useampi alakohta, jotka sijoittuivat eri tasoille,
on molemmat tasot mainittu.

Luvussa [6] kasitellaén ensin muutoksia tehtavissa Bloomin taksonomian ja LOPS:n mu-
kaan. Néisséa tarkasteluissa on huomioitu tehtévien alakohtien eriavat pistemaarat. Jos
tehtdvassa oli useampi alakohta, joista oli mahdollista saada eri pistemaara, on tdma pai-
notus huomioitu tulosten tarkastelussa. Esimerkiksi tehtavéassa, jossa a-kohdasta saisi
2 pistettd ja b-kohdasta 10-pistettd, on huomioitu niin, ettd a-kohdan vaatima Bloomin
taksonomian osaamistaso ja lukiokurssi huomioitiin 2 pisteen arvoisena ja vastaavasti
b-kohdan 10 pisteen arvoisena. Koe huomioitiin kokonaisuutena ja kunkin Bloomin takso-
nomian tason tai kurssin osuus kokeesta laskettiin prosentteina. Vertailussa kokonaispis-
temaarana oli kokeen kaikista tehtavista yhteenlaskettu pistemaara. Yksittainen opiskelija
vastasi kokeissa korkeintaan 10 tehtavaan, kun vaihtoehtoisia tehtavia oli 13 tai 15 kappa-
letta. TAman vuoksi yksittédisen opiskelijan kokeessa eri luokkien painotus saattoi poiketa
nyt lasketusta. Kokonaisuuden tarkastelu antaa kuitenkin laajemman kuvan kokeesta ja
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taman vuoksi painotukset laskettiin kaikkien tehtavien yhteispisteista.

Aineistona oli luokiteltujen koetehtavien liséksi kustakin kokeesta jokaisen tehtavan pis-
tekeskiarvot ja tehtdvaan vastanneiden opiskelijoiden lukuméaéra. Taté aineistoa varten
haettiin Ylioppilastutkintolautakunnalta tutkimuslupaa kevaiden 2012-2022 pitk&n mate-
matiikan ylioppilaskokeiden tehtavien pistekeskiarvojen hyddyntdmiseen tutkimuksen tu-
kena. Tutkimusalueeksi rajautui myéhemmin kokeet kevéiltd 2014-2022. Saatua aineis-
toa kasiteltiin tutkimuseettisida periaatteita noudattaen ja tutkimuksessa esitetyt tulokset
ovat anonyymeja.

Saadussa aineistossa oli kerrottu tehtavékohtaisesti se, kuinka monta prosenttia vastan-
neista oli saanut esimerkiksi 1 pisteen. Naista tiedoista laskettiin painotetut pistekeskiar-
vot, jotta saatiin tehtdvakohtaiset pistekeskiarvot kullekin tehtavalle. Tata tietoa hyddyn-
nettiin tulosten analysoinnissa.

Tehtavien pistekeskiarvot ja tehtaviin vastanneiden lukum&arat oli ilmoitettu aineistossa
tehtavakohtaisesti, joten tehtavien alakohtien tietoja ei ollut mahdollista tarkastella tar-
kemmin. TAman vuoksi luokitellut tehtédvat on ilmoitettu tehtédvakohtaisesti myds ilman
painotuksia, jotta niitd on mahdollista verrata pistetietoihin ja vastausten lukumaariin. Nai-
hin palataan luvussa 6]

Pistekeskiarvoista voidaan analysoida sitd, miten hyvin opiskelijat menestyivat tehtavés-
sé eli miten hyvin he asian osasivat. Tehtaviin vastanneiden lukum&éra kertoo puolestaan
sen, minkélaisia tehtavid opiskelijat mieluiten tekivét tai minkalaisissa tehtavissa he us-
koivat menestyvansa parhaiten. Kaikissa kokeissa on jonkin verran valinnaisuutta, joten
myds tata ndkdkulmaa on kiinnostava tutkia.
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6. TUTKIMUSTULOKSET

Tassa luvussa kaydaan lapi tutkimuksen tuloksia. Tulosten késittelyssa on huomioitu kol-
me eri nakdkulmaa. Ensin tarkastellaan tehtdvien muutosta Bloomin taksonomian mu-
kaan ja toisena tehtévien muutoksia LOPS:ien mukaan. Viimeisend tarkastellaan tehta-
vien vaikeustason muutoksia pistekeskiarvojen ja tehtaviin tulleiden vastausten lukumaa-
rien perusteella.

6.1 Bloomin taksonomian mukaan

Kuvassa [6.1] on esitelty kunkin Bloomin taksonomian tason painotus prosentteina koko
kokeen pistemaarastd. Kokeen kokonaispistemaaréand on nyt kaytetty kokeen kaikkien
tehtévien yhteenlaskettua pistemé&ara eli vuosien 2014 ja 2015 kohdalla on huomioitu
myds jokeritehtavien 14 ja 15 suurempi pistemaara. Tehtavat luokiteltiin kokonaisuuksi-
na, mikali niissa ei ollut erikseen pisteytettavia alakohtia. Pisteet jaettiin Bloomin taksono-
mian tasoille tehtavien pisteytyksen mukaan ja tdma pistemé&éara jaettiin koko kokeen pis-
temé&éaralld, jolloin saatiin kunkin tason osuus prosentteina koko kokeesta. Saadut tiedot
on koottu kuvan pylvasdiagrammiin. Selite B1 tarkoittaa Bloomin taksonomian tasoa
1. muistaa. Vastaavasti merkinnat B2, B3, B4, B5 ja B6 tarkoittavat seuraavia Bloomin
taksonomian tasoja.

Kuvasta [6.7] voidaan havaita, etté violetin Bloomin taksonomian tason 3. soveltaa osuus
on ollut kaikissa kokeissa suurin. Ennen A-, B1- ja B2-osiin jakamista kevaind 2014 ja
2015 tason 3. soveltaa osuus oli noin 59 % ja jaon jalkeen sen osuus pieneni 45-54 %
vélille. Ylioppilaskokeen sa&hkdistymisen jalkeen kevaalla 2019 tason 3. soveltaa osuus
nousi jopa noin 67 %:iin, kun se oli aiemmin pysynyt alle 60 %:ssa. Viela kevaalla 2020
soveltamisen osuus oli noin 69 %, mutta kevaind 2021 ja 2022 sen osuus jai alle 50
%:n. Kokeen sahkdistymisen aikaan soveltamisen osuus oli siis korkeampi, mutta se laski
takaisin vuosien 2016—2018 tasolle jo kevdiden 2021 ja 2022 kokeissa.

Muiden kysyttyjen tasojen osuudet vaihtelivat kokeittain eikéd kaikissa kokeissa testattu
kaikkien tasojen hallitsemista. Ainoastaan tasoja 3. soveltaa, 4. analysoida ja 6. luoda
tarvittiin kaikissa kokeissa. Kuvastal[6.1]havaitaan, ettd missédan kokeessa ei ollut kaikkien
tasojen tehtavid, vaan aina jokin puuttui. Suurimmassa osassa kokeita puuttuva taso oli
alin taso 1. muistaa.
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Bloomin taksonomian tasojen painotus
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Kuva 6.1. Bloomin taksonomian tasojen painotus koetehtédvissé.

Tehtaviad luokiteltaessa havaittiin, etta sdhkbistymisen myété kokeissa lisdantyi usean ala-
kohdan sisaltavéat tehtévat, jotka mahdollistivat pienempien kokonaisuuksien kysymisen.
Tama nakyy kuvan|[6.]pylvasdiagrammissa esimerkiksi siten, ettd kevaan 2022 kokeessa
pisteitd sai pelkan tason 1. muistaa osaamisella eli tehtavassé sai pisteitad vain tunnista-
malla tai palauttamalla mieleen kysyttyja asioita. Kokeen tehtévéssa 5 [29] oli seuraava
monivalintatehtava:

“Suora, jolla on ympyrdn kanssa kaksi yhteistd pistettd, on ympyrén... kaari, sekantti,
tangentti vai segmentti.”

Tehtavassa piti valita oikea vaihtoehto ja siité sai 1 pisteen. Valitun luokittelutavan mukaan
kokonaisuus luokiteltiin sen vaativimman osaamistason mukaan, joten muissa tehtavissa
tai kokeissa tarvittua tasoa 1. muistaa ei ole huomioitu luokittelussa, vaikka sen tason
osaamista tarvittaisiin myés muissa tehtavissa.

Kahden alimman tason osuus on vaihdellut 1,9-16,7 % valilla ja kaikissa kokeissa oli
mahdollista saada pisteita hallitsemalla tasot 1. muistaa ja 2. ymmadrtaa. Tyypillinen tason
2. ymmdrtad tehtava oli kuvaajien tulkitsemista vaativa tehtava, kuten esimerkiksi kevaan
2016 kokeen tehtava 4 [26]. Tehtavassé oli annettu derivaattafunktion f’(z) kuvaaja tie-
tylla valilla ja kuvaajasta tuli maarittdd muun muassa funktion f(x) &ariarvokohdat. Teh-
tavan ratkaisemiseksi riitti derivaattafunktion kayttaytymisen ymmartadminen.

Bloomin taksonomian tasoa 5. arvioida esiintyi koetehtavissa vaihdellen. Kevaiden 2015,
2016, 2018 ja 2020 kokeissa sité ei tarvinnut ollenkaan tai sita vaatineissa tehtavissa tar-
vittiin my@s tason 6. luoda osaamista. Kevaan 2022 kokeessa tason 5. arvioida osaamista
tarvittiin kahdessa tehtévassa. Kokeen tehtévassé 2 oli annettu kaksi yhtaléa ja kaksi yh-
talénratkaisutapaa, ja opiskelijan tehtavana oli valita kumpaa ratkaisutapaa han kayttaa
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ensimmaiselle yhtaldlle ja kumpaa toiselle yhtéldlle [29]. Opiskelijan taytyi siis arvioida,
mika ratkaisutapa toimi parhaiten millekin yhtalélle. Tason 5. arvioida esiintyminen kokeis-
sa on hieman kasvanut kokeen sahkéistymisen jélkeen, silla ennen sahkdistymista sita ol
2/5 kokeista ja sahkdistymisen jalkeen 3/4 kokeista. Tason osuus on kuitenkin melko pieni
ja tarkasteltujen kokeiden méaara pieni, joten vield tdman tarkastelun perusteella ei pys-
tyta toteamaan, onko tason 5. arvioida tehtavien maéra lisdéntynyt/lisdédntymassa pitkén
matematiikan ylioppilaskokeissa.

Tasojen 4. analysoida ja 6. luoda osuudet olivat toiseksi suurimmat I1&dhes kaikissa kokeis-
sa ja niiden jarjestys vaihteli melko tasaisesti. Tason 4. analysoida osuus vaihteli 7,7—-28,2
% valilla eikd sahkoistyminen vaikuttanut sen esiintymiseen. Arvot vaihtelevat tasaises-
ti sekd ennen ettéd jalkeen sahkdistymista ja LOPS:n muutosta. Tason 6. luoda osuus
vaihteli 7,7-23,1 % valilla. My6s tamé&n tason osuus vaihteli melko tasaisesti koko tarkas-
teluaikana. Tyypillinen tason 6. luoda tehtava oli geometriaa tai analyyttistd geometriaa
vaativa tehtava, jossa piti itse muodostaa lausekkeet ja ratkaista se, miten saavuttaa teh-
tdvanannossa haluttu ratkaisu. Opiskelijan taytyi siis luoda itse ratkaisutapa ja muodostaa
esimerkiksi yhtald, jotta sai ratkaistua halutun tiedon.

Kaikki tdssa alaluvussa esitetyt prosentit laskettiin suhteessa koko kokeen kaikkien tehta-
vien kokonaispistemaaraan. Yksittainen opiskelija vastasi kuitenkin korkeintaan 10 tehta-
vaan, joten yksittaiselle opiskelijalle Bloomin taksonomian tasojen painotukset menisivat
eri tavalla. Esimerkiksi kevaiden 2014 ja 2015 kokeissa 9 pisteen jokeritehtaviin vastaa-
minen antaa isomman painotuksen naiden tehtavien vaatimalle tasolle. Opiskelijoilla oli
mahdollisuus valita tehtavat, joihin he vastasivat, joten valinnaisten tehtavien Bloomin
taksonomian tasoja voi jadda kokonaan pois hanen kokeestaan.

Kuvan [6.2] taulukossa on Bloomin taksonomian mukaan luokitellut koetehtavat tehtava-
kohtaisesti kullekin kokeelle. Taulukossa keltaisella pohjalla on A-osan tehtévat, sinisella
pohjalla B1-osan tehtavat ja vihredlla pohjalla B2-osan tehtavat. Kevaiden 2014 ja 2015
kokeiden tehtavat ovat oranssilla pohjavarilla. Bloomin taksonomian tasot 7. muistaa, 2.
ymmdrtad ja 3. soveltaa ovat taulukossa vaaleamman savyisina ja tasot 4. analysoida, 5.
arvioida ja 6. luoda hieman tummemman savyisind. Taulukon solujen varit on maaritelty
tehtavan korkeimman Bloomin taksonomian tason mukaan.

Kuvasta havaitaan, ettd kevaalla 2014 oli mahdollista valita 9 tehtavaa ja kevaalla
2015 10 tehtavaa, joiden tekemiseen riitti Bloomin taksonomian kolme alinta tasoa. Koe
oli siis mahdollista tehda lahes kokonaan tai jopa kokonaan pelkastdan kolmen alimman
tason vaatimilla taidoilla.

Kevaina 2016—2022 koe jakaantui A-, B1- ja B2-osiin, joista A-osassa opiskelijat vasta-
sivat kaikkiin tehtaviin. Kun tarkastellaan kokeiden A-osion Bloomin taksonomian tasoja,
voidaan havaita, etta Iahes kaikki A-osan tehtavat sijoittuvat Bloomin taksonomian tasoil-
le 1-3. Ainoa poikkeus on kevaan 2022 tehtava 2, joka vaatii tason 5 osaamista. Kokeen
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Tehtdva | K2014 | K2015 | K2016 | K2017 | K2018 | K2019 | K2020 | K2021 | K2022
B2 B2
1 B3 B2 B3 B3 B3 B3 B3
B3 B3
2 B2 B3 B3 B2 B3 B3 B3 B3 B5
3 B3 B4 B3 B3 B3 B3 B3 B3 B3
4 B3 B3 B2 B3 B2 B2 B3 B3 B3
5 B3 B3 B4 B3 B3 B6 B6 B6 E;
6 B3 B4 B4 B6 B6 B4 B3 B4 B3
7 B4 B3 B6 B6 B4 B4 B4 B4 B4
8 B3 B6 B3 B3 B4 B3 B3 g: B6
9 B6 B6 B3 B3 B3 B3 B6 B3 B5
10 B6 B3 B3 B5 B2 53 B3 o4 B6
B4 B5 B5
11 B3 B3 B6 B4 B6 B3 B3 B3 53
B4 B6
12 B5 B3 52 B6 B3 B3 52 B6 B3
B3 B4
13 B3 B3 B4 B3 B4 B3 B3 B4 B4
14 B3 B2
B6 B4
15 B3 B3

Kuva 6.2. Kokeiden 2014—-2022 tehtévien luokittelu Bloomin taksonomian mukaan.

sahkoistymisen ja LOPS:n muutoksen jalkeen A-osasta on vahentynyt tason 2. ymmadrtaa
vaativat tehtavat. Ennen sahkoistymista jokaisessa A-osassa oli vahintaan yksi tehtava,
joka oli mahdollista tehda tason 2. ymmértda osaamisella. Esimerkiksi kevaiden 2020 ja
2022 kokeiden A-osien kaikki tehtévat vaativat vahintdan tason 3. soveltaa osaamista.

Kokeiden B1- ja B2-osissa tulevat mukaan myds Bloomin taksonomian ylemmat tasot
4—6. Tehtavissa on edelleen myds tason 3. soveltaa tehtavia sekd alakohdissa mydés ta-
sojen 1. muistaa ja 2. ymmdrtad tehtavia. Seka B1-osassa ettd B2-osassa opiskelijoiden
tulee vastata kolmeen tehtdvaan, joten kaikissa kokeissa opiskelijan on vastattava aina-
kin yhteen tehtavaan, joka vaatii tasojen 4—6 osaamista. Tasoja 4-6 (taulukossa[6.2)tum-
memmalla) vaativia tehtavia oli ennen kevattd 2019 tasaisesti 5-6 kappaletta kokeiden
B1- ja B2-osissa yhteensa. Kevaina 2019 ja 2020 niiden maaré oli alimmillaan ja tehta-
via oli 4 kappaletta, mutta kevaalla 2021 niiden maara oli korkeimmillaan, kun tehtavia oli
jopa 7 kappaletta. Sahkdistyminen tai LOPS:n muutos ei aiheuttanut huomattavia muu-
toksia Bloomin taksonomian tasojen jakautumisessa B1- ja B2-osan tehtaviin. Kuvan (6.2
taulukkoon palataan alaluvussal6.3|
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6.2 Lukion opetussuunnitelman mukaan

Tarkastellaan seuraavaksi sita, miten kurssien painotus on muuttunut ylioppilaskokeissa.
Kuvassa [6.3]on esitelty pylvasdiagrammina kunkin LOPS 2003 mukaisen kurssin siséltda
vaativien tehtavien osuus koko kokeen pistemaéarasta kevailtd 2014—-2018. Tarkastelussa
on huomioitu tehtavéat kokonaisuuksina ja luokiteltu ne sen mukaan. Tehtavien erikseen
pisteytetyt alakohdat on huomioitu eri kursseille, jos ne olivat eri kurssin sisaltéa. Pylvas-
diagrammi muodostettiin vastaavasti kuin Bloomin taksonomian mukaan tehty alaluvussa
mutta nyt tehtavét jaettiin Bloomin taksonomian tasojen sijaan LOPS:ien mukaisille
kursseille. Kurssit ovat listattuna luvussa [3.1]taulukoissa[3.]ja[3.2} Luokittelusta kerrottiin
tarkemmin luvussal5.2

Kurssien painotus koetehtavissa 2014-2018 (LOPS 2003)
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Kuva 6.3. Kurssien painotus ylioppilaskokeissa vuosina 2014-2018.

Kuvasta [6.3] havaitaan, etta kurssien painotukset vaihtelevat kokeiden vélilla melko pal-
jon. Esimerkiksi kevaalla 2014 MAA10 Integraalilaskenta -kurssin osuus kokeen tehtavis-
ta oli 20,8 %, mutta kevainad 2015-2019 se on ollut melko tasaisesti 3,9-9,0 % valilla. Ke-
vaan 2017 kokeessa ei kuvan [6.3)mukaan ollut kurssien MAA4 Analyyttinen geometria tai
MAAS Vektorit sisaltdja ollenkaan ja vastaavasti kurssin MAA7 Derivaatta osuus oli jopa
23,1 %. Todellisuudessa koe sisélsi analyyttisen geometrian tehtavan ja vektoritehtavan,
mutta naissa taytyi myds derivoida. Valitun luokittelutavan vuoksi ndma tehtavat sijoittui-
vat MAA7-kurssin alle ja sen vuoksi nayttaa, ettda MAA4- tai MAA5-kurssien tehtavia ei
ollut kokeessa ollenkaan.

Kuvassa on esitelty vastaavat tiedot kevaiden 2019-2022 kokeista LOPS 2015 -
kurssijaon mukaisesti. Kuten luvussa [3] esiteltiin, kurssien jarjestys ja myds sisallét ovat
osittain muuttuneet LOPS 2003 ja LOPS 2015 valilla, joten kuvien [6.3]ja[6.4] kurssikohtai-
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nen vertailu suoraan ei ole mielekasta.

Kurssien painotus koetehtavissa 2019-2022 (LOPS 2015)
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Kuva 6.4. Kurssien painotus ylioppilaskokeissa vuosina 2019-2022.

Sahkoistymisen ja LOPS:n muutoksen jalkeen koetehtavissa on ollut tasaisemmin kaik-
kien kurssien siséltod. Pisteiden jakautuminen tasaisemmin eri kursseille johtuu ainakin
osittain siita, ettd sahkoéistymisen jalkeen kokeissa on ollut enenevissd maarin tehtavia,
joissa on useampia alakohtia. TAm& mahdollistaa pienempien kokonaisuuksien kysymis-
ta, jolloin tehtdva on helpommin kohdistettavissa esimerkiksi ensimmaisten kurssien si-
séltoihin, silla tehtavéan ei tarvitse olla kovin laaja.

Kuvan [6.3] mukaan vuosina 2014 ja 2017 kokeessa ei ollut kolmen kurssin tehtavia ollen-
kaan ja vuonna 2015 kahden kurssin tehtavat puuttuivat kokonaan. Seka vuonna 2014
ettd 2015 puuttui tehtava, jossa olisi parjannyt MAA1 Funktiot ja yhtalét -kurssin tiedoil-
la. Vuoden 2019 jalkeen kokeista on puuttunut korkeintaan yksi puhtaasti tietyn kurssin
sisaltéihin perustuva tehtava. Aiemmin todettiin, etté valittu luokittelutapa aiheuttaa sen,
etta kaikkia kursseja ei valttamatta nay kuvissa[6.3)ja[6.4] vaikka niiden tietoja kokeessa
tarvitaankin. Kuitenkin se, mitd enemman kursseja kuvaajissa on, kertoo sen, ettd ko-
keessa kysytddn enemman suoraan jonkin kurssin aiheeseen liittyvia tehtavid. Esimer-
kiksi vektoritehtévissa tama tarkoittaa sita, ettd tehtava perustuu vektorikurssien MAA5
Vektorit (LOPS 2003) tai MAA4 Vektorit (LOPS 2015) siséltdihin. Lisaksi tehtavassa voi
tarvita myds aiempien kurssien siséltéja. Jos tehtédvassa olisi vield liséksi esimerkiksi de-
rivointia, vaadittaisiin tehtavassa myo6s derivaattakurssien MAA7 Derivaatta (LOPS 2003)
ja MAAG6 Derivaatta (LOPS) osaamista. Taman tarkastelutavan vuoksi erityisesti MAA3—
MAAS5 -kurssien (LOPS 2003, LOPS 2015) osuudet kuvissa [6.3]ja [6.4] ovat osittain har-
haanjohtavia eiké niita tarkastella sen vuoksi Iahemmin.
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Ensimmaisten kurssien MAA1 Funktiot ja yhtalét (LOPS 2003) ja MAY'1 Luvut ja lukujonot
(LOPS 2015) sisallét ovat hyvin erilaiset, joten niiden vertailu ei ole mielekasta. Kurssien
MAAZ2 Polynomifunktiot (LOPS 2003) ja MAAZ2 Polynomifunktiot ja -yhtélét (LOPS 2015)
sisallét ovat pysyneet 1ahes samoina. Kevaind 2014-2018 kurssin MAAZ2 osuus vaihteli
6,4—15,4 % valilla ja kevaind 2019-2022 2,6—24,4 % valilla. Sahkodistymisen ja LOPS:n
muutoksen jalkeen sen osuus on vaihdellut enemman kuin sita ennen.

Derivaattakurssien MAA7 Derivaatta (LOPS 2003) ja MAA6 Derivaatta (LOPS 2015)
osuuksissa on ollut hieman muutoksia. Ennen kevéattd 2019 ja LOPS:n muutosta kurs-
sin MAA7 osuus vaihteli 2,6-23,1 % valilla ja kevaan 2019 jalkeen kurssin MAA6 osuus
3,9-11,5 % valilla. Ennen kevattd 2019 kurssin osuus kokeissa vaihteli huomattavasti
enemman kuin kevaédn 2019 jalkeen. Kurssien sisédllét ovat LOPS:ien mukaan séilyneet
samoina lukuun ottamatta LOPS 2015 tdsmennyksia teknisten apuvélineiden kayttami-
seen [15, 16]. Kurssien muuttunut sisaltd ei siis selitd osuuden tasaantumista.

Sekd LOPS 2003:ssa ettd LOPS 2015:ssa on kurssi MAA8 Juuri- ja logaritmifunktiot.
Ennen LOPS:n muutosta ja sahkdistymisté sen osuus kokeista oli melko pieni. Kevéaina
2014 ja 2016 ei ollut ollenkaan tadhan kurssiin pohjautuvaa tehtavaa, kevaalla 2015 sen
osuus oli 6,3 % ja kevaind 2017 ja 2018 vain 3,9 %. LOPS:n muutoksen ja sdhkoistymisen
jalkeen sen osuus nousi kevaalla 2019 jopa 15,4 %:iin, kevaalla 2020 se oli 7,7 % ja
kevaind 2021-2022 se oli taas vain 2,6 %. Muutoksen jalkeen kevaalla 2019 sen osuus
nousi aiempaa korkeammalle, mutta myds laski aiempaa matalammalle tasolle kevaina
2021 ja 2022. Tamakin voi selittya lisdantyneilla tehtavien useilla erillisilla alakohdilla,
jolloin on mahdollista kohdistaa talle kurssille suuntautuva pienempi kokonaisuus.

Syventavien kurssien MAA11 Lukuteoria ja logiikka seké MAA12 Numeerisia ja algebral-
lisia menetelmid (LOPS 2003) ja niitd vastaavien kurssien MAA11 Lukuteoria ja todis-
taminen sekd MAA12 Algoritmit matematiikassa (LOPS 2015) osuudet ovat pysyneet la-
hes samoina koko tarkasteluajan. MAA11-kurssin osuus on vaihdellut kevéina 2014-2022
valilla 4,2—7,7 % ja sitd on kysytty kaikissa kokeissa. MAA12-kurssin osuus on samana
aikana vaihdellut valilla 3,1-7,7 %, mutta kevaalla 2021 sita ei ollut ollenkaan. Kolman-
nen syventéavan kurssin MAA13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi osuus on
vaihdellut enemmén, kevaan 2014 kokeessa sité ei kysytty ollenkaan ja kevéina 2015-
2022 se on vaihdellut melko tasaisesti valilla 3,9—15,6 %. Yksittaisten syventavien kurs-
sien osuuksiin sahkdistymiselld tai LOPS:n muutoksella ei vaikuta olevan vaikutusta.

Kuvassa on esitelty pylvédsdiagrammina pakollisten ja syventavien kurssien osuudet
kustakin kevaan kokeesta aikavalilla 2014-2022. Syventavien kurssien osuus on ollut
korkeimmillaan kevaalla 2019, jolloin niiden osuus oli 28,9 %. Vastaavasti syventavien
kurssien osuus oli alimmillaan kevaalla 2014, jolloin niiden osuus oli vain 10,4 %. LOPS:n
muutoksen ja sdhkoéistymisen jalkeen kevaalla 2019 syventavien kurssien osuus oli kor-
keimmillaan, mutta sen jalkeen niiden osuus on ollut tasaisesti 23,1 %. Ennen vuotta
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Pakollisten ja syventavien kurssien osuus kokeissa
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Kuva 6.5. Pakollisten ja syventévien kurssien osuus ylioppilaskokeen tehtévisséd kevéina
2014-2022.

2019 syventavien kurssien osuus vaihteli enemman, mutta kevaésta 2020 alkaen se on
pysynyt tdysin samana. Isoja muutoksia tdssakaan ei kuitenkaan ole tapahtunut.

Taulukossa [6.6 on LOPS 2003:n kurssijaon mukaan luokitellut tehtavéat. Vuodesta 2016
eteenpain koe jakautui A-, B1- ja B2-osiin, joten ndma kokonaisuudet on eroteltu taulu-
koissa eri varein. Keltaisella pohjavarilld on A-osan tehtavat, siniselld B1-osan tehtavat ja
vihredlla B2-osan tehtavat. Kevaiden 2014 ja 2015 kokeiden tehtavéat on oranssilla pohja-
varilla. Pakolliset kurssit MAA1/MAY1-MAA10 on merkitty taulukkoon hieman vaaleam-
man savyisina ja syventavat kurssit MAA11-MAA 13 hieman tummemmalla pohjavarilla.
Taulukon solun savy maaraytyi tehtavan jarjestyksessa viimeisimman kurssin mukaan.

Kuvan [6.6]taulukossa téhdelld * merkityn kevaan 2016 kokeen tehtavésséa 9 oli vaihtoeh-
toiset tehtavéat 9.1 ja 9.2, joista toiseen tuli vastata ja siité oli mahdollista saada 6 pistetta.
Tehtavassa 9.1 oli MAA12 Numeerisia ja algebrallisia menetelmié -kurssin asiaa ja tehta-
va 9.2 kurssin MAA13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi asiaa. Osuuk-
sia laskiessa tdma on huomioitu siten, ettd molemmat alakohdat on huomioitu 3 pisteen
arvoisina.

Kevaiden 2014 ja 2015 osalta kuvan |6:6| taulukosta huomataan, ettd suurin osa tehta-
vista koostuu yhdesta kokonaisuudesta tai alakohdista, jotka kuitenkin perustuvat saman
kurssin asiaan. Tama havaitaan siita, ettd taulukon soluissa on mainittu vain yksi kurssi.
Kevaan 2014 kokeessa neljassa tehtavassa ja kevaan 2015 kokeessa vain yhdessa teh-
tavassa on ollut mahdollista jaotella tehtava kahden eri kurssin alle. Liséksi havaitaan,
ettd syventavien kurssien sisalt6ihin perustuvat tehtévéat painottuvat paaosin kokeiden vii-
meisiin tehtaviin 11-15.
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Tehtava K2014 K2015 K2016 K2017 K2018
MAA1
1 MAA1 MAA7
MAA2 MAA9 MAA2 MAA2 MAA10
5 MAA1
MAA7 MAA2 MAA2 MAA1 MAA2
3 MAA7 MAAS5
MAA10 MAAS8 MAA10 MAA7 MAA9
4 MAAS8
MAA2 MAA2 MAA7 MAA10 MAA2
MAA1
> MAA4 MAA4 MAA6 MAA10 MAA4
6 MAA9 MAAG6 MAA3 MAA3 MAA3
7 MAAG6 MAA9 MAA3 MAA7 MAAG6
8 MAA5 MAA3 MAA4 MAA12 | MAA1ll
9 MAA3 MAA12
MAAS MAA7 | MAA13 * | MAA1l | MAA12
10 MAA10 | MAA10 | MAA11 MAA7 MAAS
11 MAA7
MAA10 | MAA1l MAA7 MAAG6 MAA7
MAA7 MAAS8
12 MAA12 | MAA12 MAA9 MAA3 MAA10
13 MAA9
MAA1l | MAA13 MAA4 MAA13 | MAA13
14 MAA3 MAAG6
15 MAA10 | MAA13

Kuva 6.6. Kokeiden 2014—2019 tehtévien luokittelu LOPS 2003 mukaan.

Kevaiden 2016—2018 osalta kuvan taulukosta nahdaan, ettd kokeen A-osa perustuu
vain pakollisten kurssien sisalt6ihin. Kokeiden B1- ja B2-osissa tarvitaan puolestaan se-
k& pakollisten ettd syventavien kurssien tietoja. Koska B1- ja B2-osissa tuli molemmis-
sa vastata kolmeen tehtavaan, opiskelijan on mahdollista valita tehtévat niin, etta han voi
tehda vain pakollisiin kursseihin pohjautuvia tehtavia. Kevaiden 2016—2018 koetehtavissa
oli korkeimmillaan kolmen eri kurssin sisaltéa kevaan 2018 kokeen ensimmaisessa tehta-
vassa. Lisaksi kevaalla 2016 kolmessa tehtavassa, kevaalla 2017 kahdessa tehtavassa
ja kevaalla 2018 yhdessa tehtédvassa oli alakohtia, joissa oli eri kurssien asiaa.

Taulukossa[6.7]on LOPS 2015 -kurssijaon mukaisesti luokitellut tehtévat. Naméakin kokeet
jakautuvat vastaavasti A-, B1- ja B2-osiin ja niiden pohjavarit ovat samat kuin taulukossa
Myds tasséd taulukossa pakolliset kurssit ovat vaaleampina ja syventavat tummem-
man savyisina.

Kuten kevaiden 2016—2018 kokeissa, myds kevaina 2019-2022 kokeiden A-osat perus-
tuivat pakollisten kurssien siséltéihin ja B1- sekd B2-osissa tarvittin myds syventavien
kurssien siséaltdja. Opiskelijoiden oli myds naissa kokeissa padosin mahdollisuus vali-



44

Tehtava K2019 K2020 K2021 K2022
1 MAY1 MAYL MAY1 miié
MAA2 MAAG6
MAAS8
2 MAA4 MAA4 MAA4 MAA2
MAAS
3 MAA8 MAAS MAA2 MAA2
MAA9 MAA7
4 MAA2 MAAG6 MAA3 MAAS
MAA7 MAA9
MAA2
MAA3
5 MAAS MAA3 MAA6 MAAS
MAAS MAAS5
MAAG
MAAS8
6 MAA10 MAAS MAA3 MAA9
7 MAAS5 MAA10 | MAA10 | MAA10
8 MAA11 MAA12 MAA10 | MAA13
9 MAA12 MAA13 MAA13 | MAA12
10 MAA13 MAAS MAA11 MAA6
11 MAA7 MAALL MAAL MAA4
MAA13 MAAS8
12 MAAS MAAL MAA3 MAA11l
MAA10
13 MAA2 MAA7 MAA2 MAA2
MAA13

Kuva 6.7. Kokeiden 2019-2022 tehtédvien luokittelu LOPS 2015 mukaan.

ta tehtavat niin, ettd pakollisten kurssien sisallbilla voi tehda vaaditun tehtdvamaaran.
Ainut poikkeus oli kevaalla 2019, jolloin B2-osassa tarvitsi tehtavissa 10 ja 13 MAA13
Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi -kurssin osaamista. Tehtdvéssa 13 osan
pisteistd sai kuitenkin myds MAA2 Polynomifunktiot-kurssin osaamisella. Kevaan 2022
kokeen tehtavassa 5 oli jopa kuuden eri kurssin sisaltéa ja tehtivassa 1 kolmen eri kurs-
sin sisdltda. Liséksi kokeen tehtavissd 3 ja 4 tarvittiin myds kahden eri kurssin siséltdja.
Kevaalla 2019 kahdessa, kevaallad 2020 kolmessa ja kevaalla 2021 viidessa eri tehtavas-
sa tarvitsi kahden eri kurssin sisaltéja.

Sahkoistyminen ja LOPS:n muutos on mahdollistanut sen, ettd koetehtédvassa voi olla
useita eri kursseihin pohjautuvia alakohtia. Esimerkiksi kokeiden pisteytyksen muutos 6
(tai 9) pisteen tehtavista 12 pisteen tehtaviin mahdollistaa tehtavien jakamisen pienem-
piin erillisiin osiin. Kun tehtdvan maksimipistemaara oli 6 (tai 9) pistettd, tehtavan pystyi
jakamaan korkeintaan 6 (tai 9) erilliseen osaan. Kun tehtavien maksimipistemaara nousi
12 pisteeseen, on tehtadva mahdollista jakaa jopa 12 erilliseen osaan.



45

6.3 Pistekeskiarvojen ja vastausten lukumaarien mukaan

Tarkastellaan seuraavaksi kokeiden vaikeustasojen muutoksia koetehtavien pistekeskiar-
vojen avulla. Tarkastellaan my6s opiskelijoiden valitsemia tehtavia tehtéviin tulleiden vas-
tausten lukumaarien perusteella. Tarkastelussa on muutokset koko kokeen tasolla seka
kevaiden 2016—2022 osalta myds kokeiden eri osien mukaan. Liitteessd A on esitetty pis-
tekeskiarvot ja tehtaviin vastanneiden lukumaarat tehtavakohtaisesti kullekin tarkastelta-
valle kokeelle. N&it4 tietoja hyddynnetdén analysoinnin tukena. My6s tutkielman lukija voi
halutessaan tutustua naihin tietoihin tarkemmin ja vertailla niita esimerkiksi kuviin 6.2, [6.6]
jale.7}

Taulukossa6.]on esitetty kokeiden kaikkien tehtavien yhteenlasketut pistekeskiarvot se-
k& niiden osuus koko kokeen pistemaarasta. Esimerkiksi kevaalla 2014 kokeen kaikkien
15 tehtavan yhteenlasketut pistekeskiarvot olivat 47,6 pistetta. Koko kokeen kaikkien teh-
tavien yhteenlasketut maksimipisteet olivat 96 pistetta, joten osuus koko kokeen pisteista
on % x 100% =~ 49,6%. Koetehtavien pisteytys muuttui LOPS:n muutoksen ja sah-
koistymisen jélkeen, joten yhteenlasketut pistekeskiarvot eivat ole suoraan vertailtavissa.
Taman vuoksi on laskettu myds yhteenlaskettujen pistekeskiarvojen osuus koko kokeen

pistemaarasta.

Taulukko 6.1. Yhteenlasketut pistekeskiarvot ja niiden osuus koko kokeen pisteméaérésta.

Kevat | Yhteenlasketut | Osuus koko kokeen
pistekeskiarvot pistemaarasta
2014 47,6 49,6 %
2015 48,9 51,0 %
2016 36,6 46,9 %
2017 38,2 49,0 %
2018 34,5 44,2 %
2019 64,9 41,6 %
2020 60,7 38,9 %
2021 56,8 36,4 %
2022 72,5 46,5 %

Taulukosta [6.7] voidaan havaita, ettd ennen kokeen jakamista osiin kevéina 2014 ja 2015
yhteenlaskettujen pistekeskiarvojen osuus oli valilla 49,6-51,0 %, mika on hieman kor-
keampi kuin mybdhempina kevaina. Tuolloin kokeissa oli siis 15 tehtavaa, joista 13 tehta-
vasta oli mahdollisuus saada 6 pistetta ja kahdesta tehtavasta jopa 9 pistetta. Yhteensa
opiskelijat vastasivat 10 vapaavalintaiseen tehtdvaan. Kevaasta 2016 eteenpain kokeis-
sa on ollut nelja kaikille pakollista tehtavaa ja lisdksi mahdollisuus valita B1-osassa 3/5
tehtavasta ja B2-osassa 3/4 tehtavasta. Kevaina 2014 ja 2015 opiskelijoilla oli enemman
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valinnanvaraa tehtavissa ja he pystyivat valitsemaan itselleen helpoimmat tehtavat, mika
voi selittdd hieman korkeampaa tulosta.

Ennen sahkoéistymistd ja LOPS:n muutosta kevaalla 2019 yhteenlaskettujen pistekeskiar-
vojen osuus koko kokeen pistemaérasta on ollut padosin hieman korkeampi kuin kevaan
2019 jalkeen, mutta erot eivat ole huomattavia. Kevaan 2019 jalkeen kokeiden vaikeus-
tasoissa on ollut melko isoja eroja. Kevaalla 2021 yhteenlaskettujen pistekeskiarvojen
osuus koko kokeen pistem&arasta on 36,4 % ja kevaalla 2022 jopa 46,5 %. Yhteenlas-
kettujen pistekeskiarvojen osuus nousi siis yli 10 % yhdesséa vuodessa eli kevaan 2022
kokeen tehtavistd on saatu keskimaarin huomattavasti paremmat pisteet kuin kevaalla
2021. Tama voidaan havaita myds liitteen A kuvista[A.8]ja[A.9]

Taulukossal6.2|on eritelty kevaiden 2016—-2022 A-, B1- ja B2-osien tehtavien yhteenlaske-
tut pistekeskiarvot ja niiden osuus koko osan kokonaispistemaarasta. Taulukossa kirjain
A tarkoittaa A-osan tehtévien yhteenlaskettua pistekeskiarvoa ja merkintd A % tarkoit-
taa A-osan yhteenlaskettujen pistekeskiarvojen osuutta koko A-osan pisteista. Vastaavat
merkinnat ovat my6s B1- ja B2-osilla.

Taulukko 6.2. Kokeen eri osien yhteenlasketut pistekeskiarvot ja niiden osuus koko osan
pistemddrasta.

Kevat | A A % B1 B1 % B2 B2 %

2016 | 17,3 | 721 % | 14,0 | 46,7 % | 5,3 | 22,1 %
2017 | 14,6 | 60,8 % | 13,2 | 44,0% | 10,4 | 43,3 %
2018 | 14,3 | 59,6 % | 15,2 | 50,7 % | 5,0 | 20,1 %
2019 | 28,9 [ 60,2% | 28,9 | 482% | 7,1 | 148 %
2020 | 245 | 51,0% | 279 | 46,5% | 83 | 17,3%
2021 | 27,3 | 56,9 % | 20,3 | 33,8% | 9,2 | 19,2%
2022 | 32,4 | 67,5% | 32,0 | 53,3% | 8,1 | 16,9 %

Taulukosta [6.2] voidaan havaita, ettd suurin muutos pistekeskiarvoissa on tapahtunut ko-
keiden B2-osissa. Ennen sahkdistymista ja LOPS:n muutosta yhteenlaskettujen pistekes-
kiarvojen osuus koko osan pistemaarasta vaihteli valilla 20,1-43,3 %. Kevaan 2019 jal-
keen tuo vali on ollut 14,8-19,2 %, mika jaa aiempaa matalammaksi. Opiskelijat ovat siis
saaneet muutoksen jalkeen B2-osion tehtdvista suhteessa vahemman pisteitd kuin aiem-
min. A- ja B1-osien kohdalla ei ole havaittavissa niin selkedd muutosta ennen ja jalkeen
kevaan 2019.

Yhteenlasketut pistekeskiarvot on laskettu aina kunkin osan mukaan ja ne suhteutettu
sen osan kaikkien tehtavien kokonaispistemaaraén. Opiskelijat eivat kuitenkaan vastan-
neet valttamatta kaikkiin tehtaviin ja B1- sekd B2-osissa tehtavia piti tehdd molemmista
osioista kolme kappaletta. Tarkastelussa on nyt kokeiden vaikeustason muutos kokonai-
suudessaan, joten oli mielekk&ddmpaa verrata koko kokeen tai osuuksien kaikkia tehtavia.
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Korkeimman pistekeskiarvon saanut tehtédva kevaina 2016—2022 on ollut tehtava 1 kai-
kissa kokeissa lukuun ottamatta kevaan 2017 koetta, jossa se oli tehtava 2. Kun tarkas-
tellaan kuvan [6.2) taulukkoa, havaitaan, ettd parhaan pistekeskiarvon saanut tehtdvé on
Bloomin taksonomian tasoilla 2. ymmadrtaé ja/tai 3. soveltaa. Kevaiden 2016—-2018 osalta
korkeimman pistekeskiarvon saaneessa tehtavassa ollut mahdollista saada pisteitéd vain
ensimmaisen MAAT Funktiot ja yhtélét -kurssin (LOPS 2003) osaamisella. Lisaksi ke-
vaalla 2016 tehtavassa tarvitsi kurssin MAA2 Polynomifunktiot sisdlt6a ja kevaalla 2018
kurssien MAA7 Derivaattaja MAA10 Integraalilaskenta siséltdja. Kevaind 2019-2021 teh-
tavassa 1 oli mahdollista saada pisteitd edelleen vain ensimmaisen kurssin MAY1 Lu-
vut ja lukujonot osaamisella. Kevaalla 2020 tehtévassa oli lisdksi MAA2 Polynomifunktiot
ja -yhtélét -kurssin sisaltéa ja kevaalla 2021 MAAG6 Derivaatta -kurssin sisaltda. Kevaal-
la 2022 ensimmaisessa tehtavassa tarvitsi kurssien MAA2 Polynomifunktiot ja -yhtéldt,
MAAG6 Derivaatta ja MAA8 Juuri- ja logaritmifunktiot (LOPS 2015) osaamista. Kevéina
20162022 parhaan pistekeskiarvon tehtavasta oli siis mahdollista saada pisteitd ensim-
maisten kurssien osaamisella ja lisdksi myds vaihtelevien mydhempien kurssien osaa-
misella. Ensimmaisten kurssien sisallét muuttuivat LOPS:n muutoksen yhteydessa, joten
joko Ylioppilastutkintolautakunta on huomioinut muutoksen tehtavia laatiessa tai opiskeli-
jat ovat osanneet ensimmaisten kurssien asian riippumatta siitd, mita kurssin sisalté on.
Kevaan 2016 jalkeen tehtava 1 tai 2 oli myds kaikille pakollinen tehtavé, koska se kuului
kokeen A-osaan.

Kevaina 2014 ja 2015 korkeimmat pistekeskiarvot tulivat myds kokeen alkupuolen teh-
tavista, kevaalla 2014 tehtavasta 2 ja kevaalla 2015 tehtavastd 1. Kuvan [6.2] mukaan
molemmat tehtévét sijoittuivat Bloomin taksonomian tasolle 2. ymmaért4a. Kuvasta [6.6|
nahdaan, ettd kevaan 2014 tehtava perustui kurssiin MAA7 Derivaatta ja kevaan 2015
kurssiin MAA9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot. Mybhemmisséa kokeissa helpoimmat
tehtavat perustuivat ensimmaisten kurssien sisalt6ihin, mutta naissé pisteita sai vain huo-
mattavasti pidemmalle edenneiden kurssien osaamisesta. Molemmat ovat kuitenkin tason
2. ymmértad tehtavia, joten niissé ei ole esimerkiksi tarvinnut ratkaista yhtaloita.

B1-osassa eniten vastauksia kertyi kaikissa kokeissa tehtavaan, joka perustui pakolli-
seen kurssiin. Ennen kevattd 2019 B1-osassa myds vahiten vastauksia saanut tehtéava
perustui kaikissa kokeissa pakolliseen kurssiin, mutta kevaan 2019 jalkeen vahiten vas-
tauksia kerasi 3/4 kokeesta syventavaan kurssiin perustuva tehtava. Vahiten vastauksia
saanut pakolliseen kurssiin perustuva tehtédva oli kevaan 2021 tehtava 8, jossa tuli ar-
vioida pinta-alaa simuloimalla [28]. Tehtava luokiteltin MAA10 Todenn&kdisyys ja tilastot
-kurssin (LOPS 2015) alle, mutta luokitteluvaiheessa vaihtoehtona mietittiin myds syven-
tavaa kurssia MAA12 Algoritmit matematiikassa (LOPS 2015). LOPS 2015:a paadyttiin
tulkitsemaan niin, ettéd tdma tehtava oli ratkaistavissa myés MAA70-kurssin avulla. Mikali
myds tdma tehtéva olisi luokiteltu MAA12-kurssin alle, olisi kaikki kevaan 2019 jélkeiset
B1-osan vahiten vastatut tehtavéat vaatineet syventavien kurssien osaamista. Ennen ke-
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vattd 2019 vahiten vastattu tehtava oli pakollisen kurssin tehtava ja kevaasta 2019 eteen-
pain vahiten vastattu tehtava on ollut Iahes aina syventavaan kurssiin perustuva. Vaikka
syventavien kurssien tehtavat eivat olleet vastatuimpia, niistd on tullut kevaina 2016 ja
2021 B1-osan parhaat pisteet. Tama voi johtua siita, etta vain tehtdvaéan tarvitun syven-
tavan kurssin opiskelleet vastasivat ja he menestyivat tehtavassa hyvin.

Myo6s B2-osassa opiskelijat vastasivat eniten tehtaviin, joissa parjasi pakollisten kurssien
osaamisella. Ainoastaan kevaalla 2019 suosituin tehtava oli 10, joka perustui kurssin
MAA11 Lukuteoria ja todistaminen (LOPS 2015) sisalté6n. Vastaavasti vahiten vastauk-
sia tuli kevaina 2016, 2017, 2019 ja 2022 syventavien kurssien osaamista vaativiin tehta-
viin.

B1-osassa eniten vastattu tehtdva oli myds 4/7 kokeessa saanut osion parhaan pistekes-
kiarvon. Vahiten vastattu tehtava oli 4/7 kokeesta saanut puolestaan osion matalimman
pistekeskiarvon. Yli puolessa kokeista opiskelijat ovat osanneet vastata tehtavaan, jonka
he osaavat. Vastaavasti he ovat myds osanneet jattda vastaamatta vaikeimpiin tehtaviin.
B2-osassa eniten vastattu tehtava oli saanut 5/7 kokeesta myds korkeimman pistekeskiar-
von, mutta vahiten vastattu tehtava oli saanut huonoimman pistekeskiarvon vain kevaan
2017 kokeessa. B2-osassa opiskelijat ovat puolestaan osanneet vield paremmin vastata
tehtaviin, jotka he osaavat. Toisaalta he eivat ole osanneet arvioida niin hyvin sita, mika
tehtava on heille vaikein. LOPS:n muutoksella tai sahkdistymisella ei vaikuttanut olevan
tahan vaikutusta.

Aiemmin havaittiin, ettd tehtdvissd on yha useamman kurssin alla olevia yksittéisia ky-
symyksia ja esimerkiksi kevaalla 2022 tehtavéassa 5 oli jopa kuuden eri kurssin sisaltéa.
Tama tehtava oli kyseisen kokeen B1-osan suosituin tehtava ja se sai myds B1-osan kor-
keimman pistekeskiarvon. Tehtava testasi Bloomin taksonomian tasoja 1. muistaa ja 3.
soveltaa, joten kovin haastavia tehtavat eivat olleet siitdkaan nakdkulmasta. Usean eri
kurssin siséltdjen testaaminen saman tehtavéan alla oli opiskelijoiden mieleen ja he myds
menestyivat tehtdvassa. Se, ettd tehtava on vastatuin ja pistekeskiarvo on korkein kertoo
my06s sen, ettd Idhes kaikki kokeeseen vastanneet ovat menestyneet tehtdvassa.
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7. POHDINTA

Tassé luvussa kaydaan lapi tutkimuksen tarkeimpia tuloksia ja esitetdan pohdintaa niista.
Lisaksi tarkastellaan tutkimuksen luotettavuutta.

7.1  Tulosten tarkastelua

Tutkimuksen tavoitteena oli selvittda, onko lukion opetussuunnitelman perusteiden muu-
tos LOPS 2003:sta LOPS 2015:iin vaikuttanut pitkdn matematiikan ylioppilaskokeiden
tehtaviin tai niiden vaikeustasoon. Samaan aikaan LOPS:n muutoksen kanssa pitkén
matematiikan ylioppilaskoe sahkdistyi ja sen pisteytystapa muuttui. Muutos ajoittui ke-
vaaseen 2019, jolloin koe oli ensimmaista kertaa séhkéinen ja ensimmaiset LOPS 2015
mukaan opiskelleet opiskelijat olivat tekeméassa koetta.

Tutkimuksen teoreettisena viitekehyksena toimi uudistettu Bloomin taksonomia, josta ker-
rottiin tarkemmin luvussa[2] Luokittelua ohjasi my&s lukion opetussuunnitelman perusteet
LOPS 2003 ja LOPS 2015 ja erityisesti nilden mukainen lukion kurssijako. Naista kerrottiin
tarkemmin luvussaf3l

Luvussa [6.1] tarkasteltiin Bloomin taksonomian tasojen osuuksia koko kokeen tasolla se-
k& niiden esiintymista tehtavakohtaisesti. Tasojen osuuksissa ei ollut tapahtunut merkitta-
vid muutoksia ennen ja jalkeen sahkoéistymisen ja LOPS:n muutoksen. Kaikissa kokeissa
suurimman painoarvon sai taso 3. soveltaa ja sen osuus oli yli puolet koko kokeen piste-
maarasta lahes kaikissa kokeissa. Sahkoéistymisen jalkeen tason 3. soveltaa osuus nousi
jopa 69 %:iin, mutta sen osuus palasi aiemmalle tasolle jo kevaalla 2021. Toiseksi eniten
painoarvoa kokeissa sai vaihtelevasti tasot 4. analysoida ja 6. luoda, joiden osaamista ky-
syttiin myds kaikissa kokeissa. Tason 1. muistaa taidoilla sai pisteitd ensimmaisen kerran
vasta sadhkoistymisen jalkeen kevaalla 2022. Tata saattaa selittdad kokeissa sdhkodistymi-
sen jalkeen lisdantyneet usean erillisen alakohdan sisaltavat tehtavat, jotka mahdollista-
vat pienten kokonaisuuksien kysymisen.

Tehtavakohtaisessa tarkastelussa havaittiin, ettéd sahkdistymisen jalkeen kokeiden 2016—
2022 A-osissa on hieman vahentynyt tason 2. ymmdrtdg osuus. Liséksi kevaalla 2022
A-osan tehtava vaati jopa tason 5. arvioida osaamista, kun kaikissa aiemmissa kokeis-
sa A-osassa on ollut korkeintaan tason 3. soveltaa tehtavia. Kokeiden B1- ja B2-osissa
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tehtavat olivat kokonaisuutena vahintaan tason 3. sovelfaa tehtavia ja jos tasoja 1. muis-
taa tai 2. ymmértaa oli tehtavissa, tehtédvan toisessa alakohdassa vaadittiin myés jonkin
korkeamman tason taitoja. Sahkdistyminen tai LOPS:n muutos vaikutti tasojen jakautumi-
seen kokeen eri osien kesken 1&dhinna siten, ettd kevaan 2019 jalkeen A-osassa on ollut
kerran korkeamman tason tehtava ja tason 2. ymmadrtdd osuus on hieman vahentynyt.
Sahkoistyminen ja LOPS:n muutos ei ole aiheuttanut tehtaviin suuria muutoksia Bloomin
taksonomian nakdkulmasta, mutta pienid muutoksia on havaittavissa.

Ennen tehtavien luokittelua osattiin odottaa, ettd Bloomin taksonomian alimmat tasot 7.
muistaa ja 2. ymmdartdd jaavat pieneen rooliin ylioppilaskokeissa. Tama johtui siita, etta
valtaosa ylioppilaskokeen tehtavista vaatii laskemista tai yhtalonratkaisua, ja ne puoles-
taan vaativat vahintdan tason 3. soveltaa taitoja. Oli kuitenkin yllattdvaa, kuinka vahan
vain kahden alimman tason taidoilla sai pisteitd kokeissa. Korkeampien tasojen tehtavat
vaativat myds ndiden tasojen osaamista ja taten naiden kahden alimman tason osaamis-
ta vaaditaan kokeessa todellisuudessa laajemmin. Naissé tehtavissa tarvitaan kuitenkin
myds korkeampien tasojen osaamista. Kevaan 2019 sahkdoistymisen jalkeen kokeen pis-
teytys muuttui, jolloin koetehtavat oli mahdollista jakaa aiempaa pienempiin kokonaisuuk-
siin ja tehtaviin oli mahdollista tulla aiempaa enemman erillisid alakohtia. Tama vaikutti
siihen, ettd kokeissa voidaan kysya tarkemmin jonkin tietyn tason tehtavia, mutta niiden
osuus koko kokeesta voi olla hyvin pieni. Téllaisissa tehtavissa tasojen 1. muistaa ja 2.
ymmadrtdd kysyminen on helpompaa, kun usein “helposta” tehtdvasta voi antaa vain 1
pisteen, joka on % koko tehtavan pisteistd. Aiemmalla pisteytystavalla 1 piste olisi ollut
% koko tehtavan pisteista, jolloin tehtdvan alakohdan painoarvo on suurempi. Naiden ha-
vaintojen perusteella on odotettavissa, ettd myds jatkossa ylioppilaskokeissa on usean
alakohdan tehtavia, joissa vaaditaan usean eri Bloomin taksonomian tason mukaisia teh-
tavia.

Luvussal6.2|tarkasteltiin LOPS:ien mukaisten kurssien osuuksia koko kokeen tasolla seka
niiden sijoittumista eri osien tehtaviin. Kun tarkasteltiin eri kurssien osuuksia koko kokees-
ta, havaittiin, ettd LOPS:n muutoksen jalkeen koetehtavissa on ollut tasaisemmin kaikkien
kurssien sisaltda eli kokeen pisteet jakautuivat tasaisemmin eri kurssien alle. Tehtavat luo-
kiteltiin aina jarjestyksessé viimeisimman siina tarvitun kurssin mukaan ja tama luokittelu
johtaa harhaan erityisesti geometrian, analyyttisen geometrian ja vektoreita kasittelevien
kurssien osalta. Naissa tehtavissa tarvitaan usein myds jonkin mydhaisemman kurssin
osaamista. TAman vuoksi naiden kurssien osuuksien muutoksia ei vertailtu tarkemmin.
Kurssin MAA2 Polynomifunktiot (LOPS 2003) osuus koko kokeesta vaihteli vahemman
ennen kevattd 2019, kun taas sitd padosin vastaavan kurssin MAA2 Polynomifunktiot ja
-yhtéldt osuus vaihteli enemman kevaan 2019 jalkeen. Derivaattakurssien MAA6 (LOPS
2003) ja MAA6 (LOPS 2015) osuus kokeissa puolestaan vaihteli enemman ennen ke-
vattd 2019 ja vdhemman sen jalkeen. Kurssin MAA8 Juuri- ja logaritmifunktiot (LOPS
2003, LOPS 2015) osuus koetehtavista nousi aiempaa korkeammalle heti sahkdistymi-
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sen ja LOPS:n muutoksen jalkeen, mutta laski kevaind 2021 ja 2022 jopa matalammalle
tasolle kuin ennen muutosta. Yksittaisten syventavien kurssien osuuksiin muutoksella ei
ollut vaikutusta, mutta kaikkien syventavien kurssien yhteenlaskettu osuus koetehtavista
tasaantui muutosten jalkeen samaksi jopa kolmessa perakkaisessa kokeessa. Aiemmin
niiden osuudessa oli ollut enemman vaihtelua.

Ennen sahkdistymisté ja LOPS:n muutosta koetehtévissa oli korkeintaan kolmen kurssin
sisaltod ja tamakin oli vain kerran kevaalla 2018. Muutamissa tehtavissa oli myos kah-
den kurssin sisaltda. Kevaan 2019 jalkeen kokeissa on ollut jopa viiden kurssin sisalt6a
samassa tehtavassa erillisind kohtina. Samoissa tehtévissa on ollut myds kahden tai kol-
men eri kurssin siséliéja enemman kuin ennen kevatta 2019. Useamman eri kurssin asiaa
testaavia tehtavia on siis ollut hieman enemman kevaan 2019 jalkeen. Kaikissa kokeis-
sa A-osa perustui vain pakollisiin kursseihin ja B1- ja B2-osissa tarvittiin myds syventa-
vien kurssien sisaltda. Ennen sahkodistymista kokeesta oli mahdollista valita 10 tehtavaa,
jotka pystyi tekemaan pakollisten kurssien osaamisella. Sahkdistymisen jalkeen kevaal-
l&a 2019 B2-osassa tarvitsi syventavien kurssien osaamista kahdessa tehtavéassa, jolloin
niista taytyi vastata vahintaan toiseen. Kevaasta 2020 eteenpain on ollut mahdollista vas-
tata 10 tehtavaan pakollisten kurssien osaamisella.

Kurssien osuuksien vertaileminen kokeissa oli mielenkiintoista, mutta haastavaa, silla
kurssisisallét muuttuivat LOPS:n muutoksen yhteydessa. Oletus oli, ettd ylioppilaskokees-
sa pyritdén testaamaan laajasti kaikkien kurssien osaamista ja paaosin nain olikin. Yllat-
tavaa tuloksissa oli se, miten lahes kaikissa kokeissa jonkin kurssin osuus oli suuri, mutta
taas edellisesséd tai seuraavassa kokeessa saman kurssin osuus saattoi olla huomatta-
vasti pienempi tai sité ei ollut ollenkaan. Eri kurssien sisaltdjen painotus vaihteli kokeittain
ja tdma oli taysin satunnaista. Osalle kursseista niiden osuus kokeesta vaihteli enemman
ennen kevattd 2019 ja osalle enemman kevaén 2019 jalkeen. Sahkoéistymiselld ja LOPS:n
muutoksella ei taten ollut juurikaan vaikutusta kurssien painotuksiin yleiselld tasolla.

Kolmantena nakdékulmana luvussa 6.3 tutkittiin koetehtavien vaikeustason muutoksia ja
opiskelijoiden tekemia tehtavavalintoja. Ensin verrattiin kunkin kokeen kaikkien tehtéavien
yhteenlaskettuja pistekeskiarvoja ja niiden osuutta koko kokeen pistemaarasta. Tasta tar-
kastelusta havaittiin, ettd yhteenlaskettujen pistekeskiarvojen osuus oli kaikkein korkein
kevaiden 2014 ja 2015 osalta. Talléin opiskelijat saivat valita vapaasti tehtavéat, joihin he
vastasivat. Kevaan 2019 jalkeen yhteenlaskettujen pistekeskiarvojen osuus on vaihdellut
enemman kuin ennen kevéattad 2019, mutta toisaalta se on pysynyt p&éosin hieman mata-
lammalla tasolla kuin ennen kevatta 2019. Lisaksi verrattiin kevaiden 2016—2022 osalta
kunkin osion kaikkien tehtavien yhteenlaskettuja pistekeskiarvoja ja niiden osuutta koko
osion pistemaaraan. Suurin muutos oli tapahtunut B2-osion tehtavien kohdalla, silla ke-
vaan 2019 jalkeen B2-osan tehtavien pistekeskiarvojen osuus koko osan pistemé&éarasta
on ollut hieman alempi kuin ennen kevéatta 2019. A- ja B1-osien kohdalla ei ole tapahtunut
selkedd muutosta.



52

Parhaan pistekeskiarvon sai kaikissa tarkastelluissa kokeissa sen ensimmainen tai toinen
tehtava. Kevaina 2014 ja 2015 parhaan pistekeskiarvon sai kursseihin MAA7 Derivaatta ja
MAA9 Trigonometriset funktiot ja lukujonot perustuvat tehtéavat. Tama oli poikkeuksellista,
silla tman jalkeen olleissa kokeissa parhaan pistekeskiarvon saaneessa tehtavassa on
saanut pisteitd myds joko kokonaan tai osittain vain ensimmaisten kurssien osaamisella.
Erityisesti ensimmaisen kurssin sisélté muuttui LOPS:in muutoksen my6td, mutta se on
silti pitanyt paikkansa tehtavassa, jolla on ollut kokeen korkein pistekeskiarvo. Parhaan
pistekeskiarvon saaneissa tehtavissa on myoés ollut usein useamman eri kurssin sisaltéa
eli myds erillisia alakohtia.

Vuodesta 2016 eteenpéin B1-osion suosituin tehtdva oli kaikissa kokeissa pakolliseen
kurssiin perustuva. Vahiten vastattu tehtava oli ennen kevattd 2019 myds pakolliseen
kurssiin perustuva, mutta kevaan 2019 jalkeen vahiten vastattu tehtava oli yhtéa poikkeus-
ta lukuun ottamatta kaikissa kokeissa syventavaan kurssiin perustuva tehtava. Myds B2-
osassa vastatuin tehtava oli yhtd poikkeusta lukuun ottamatta pakolliseen kurssiin pe-
rustuva tehtava. Vahiten vastauksia tuli melko tasaisesti seka pakollisiin etta syventaviin
kursseihin perustuvista tehtavista. Tahén ei ollut vaikutusta sahkdistymisella ja LOPS:n
muutoksella. Yli puolissa kokeista B1-osan eniten vastattu tehtava sai osan parhaan pis-
tekeskiarvon ja vahiten vastattu osan matalimman pistekeskiarvon. B2-osassa eniten vas-
tatussa tehtavassa oli enemmistdssé kokeista myds osan paras pistekeskiarvo. Sen si-
jaan B2-osassa vahiten vastattu tehtdva sai huonoimman pistekeskiarvon vain yhdessa
kokeessa. LOPS:n muutoksella tai sdhkoistymiselld ei ollut juurikaan vaikutusta opiskeli-
joiden tehtavavalintoihin.

Erityisesti kokeiden vaikeustasojen muutoksen tarkastelu oli kiinnostavaa, silla kokeen
luonne muuttui melko paljon sen muuttuessa paperisesta sahkdiseksi. Matematiikan osaa-
misen lisdksi opiskelijoiden tuli hallita myds séhkdisten apuvélineiden, kuten erilaisten
ohjelmistojen, kayttdminen, jotta he voivat menestya kokeessa. Koko kokeen yhteenlas-
kettujen pistekeskiarvojen osuus koko kokeen pisteméaarasta laski hieman matalammalle
tasolle heti kevaan 2019 jalkeen, miké kertoo siita, etté kokeiden tehtéavista on tullut keski-
maarin heikommat pisteet kuin ennen sahkdistymista. Vasta kevaalla 2022 yhteenlasket-
tujen pistekeskiarvojen osuus nousi samalle tasolle kuin ennen sahkoéistymista. Kokeiden
vaikeustaso siis nousi hieman kevaalla 2019, minké takana saattoi olla seka vaikeammat
koetehtavat ettd kokeen s&hkdistyminen.

7.2 Tutkimuksen luotettavuus

Té&ssa tutkimuksessa oli aineistona vain kevaina 2014—-2022 pidetyt ylioppilaskokeet. Jos
aineisto laajennettaisiin myds syksyisin pidettyihin kokeisiin tai aikajanaa laajennettaisiin,
tulokset perustuisivat laajempaan aineistoon ja ne olisivat taten luotettavampia. Aineistos-
ta voisi tehdd myds tdsmallisemman tarkastelemalla yksittéisia tehtavia tarkemmin. Ta-
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man voisi toteuttaa jakamalla kunkin tehtavan vaatiman osaamisen viela pienempiin ko-
konaisuuksiin esimerkiksi YTL:n pisteytysohjeiden avulla. Talléin esimerkiksi eri kurssien
sisdltéjen esiintymisesta saisi paremman kuvan. Nyt tehtavat luokiteltiin kokonaisuuksi-
na, jos niissa ei ollut erillisia alakohtia. TAma osittain vaaristi tuloksia, silla esimerkiksi
derivointia siséltava vektoritehtéava luokiteltin myéhemmin tulevan derivaattakurssin alle.
Tuloksissa saattoi siis ndkya koe, jossa ei ollut ollenkaan vektorikurssiin liittyvaa tehta-
vaa. Jos tehtava jaettaisiin pienempiin osiin ja laskettaisiin painoarvo vektoreita siséalta-
van kurssin, derivaattaa sisaltavan kurssin ja muiden tarvittavien kurssien mukaan, nama
kaikki nékyisivat tuloksissa, miké tekisi tuloksista luotettavampia ja yksityiskohtaisempia.

Laadullisen tutkimuksen luotettavuudessa yksi keskeinen ndkdkulma on tiedon objektii-
visuus [19]. Tassa tutkimuksessa tehtavien luokittelu perustui tutkijan omaan arviointiky-
kyyn ja tulkintaan tutkimuksen teoreettisesta viitekehyksesta. Todenn&koisesti toinen tut-
kija luokittelisi tehtavat hieman eri tavalla, vaikka hanella olisi kaytdssaan sama teoreet-
tinen viitekehys. Tulosten luotettavuutta parantaisi se, etté tehtavat luokittelisi useamman
henkildon tiimi tai useampi yksittainen tutkija, joiden luokittelua voitaisiin verrata keske-
naan. Tama vahentaisi virheellisten tulkintojen mahdollisuutta.
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LIITE A: TEHTAVAKOHTAISET PISTEKESKIARVOT JA
TEHTAVIIN VASTANNEIDEN LUKUMAARAT

Tassa liitteesséa on esitetty tehtévien pistekeskiarvot ja tehtaviin vastanneiden lukumaarat
kuvaajien muodossa. Kuvaajien varit noudattavat samaa varitystéd kuin luvun [6] kuvissa
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Kuva A.1. Kevdédn 2014 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukumé&ara.
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Kuva A.2. Kevdédn 2015 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukum&aré.
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Kuva A.3. Kevdédn 2016 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukumé&ara.
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Kuva A.4. Kevédén 2017 kokeen pistekeskiarvot ja tehtéviin vastanneiden lukuma&aré.
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Kuva A.5. Kevdan 2018 kokeen pistekeskiarvot ja tehtédviin vastanneiden lukumééara.
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Kuva A.6. Kevdédn 2019 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukumé&ara.
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Kuva A.7. Kevddn 2020 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukum&aré.
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Kuva A.8. Kevdédn 2021 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukumé&ara.
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Kuva A.9. Kevddn 2022 kokeen pistekeskiarvot ja tehtdviin vastanneiden lukum&aré.
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