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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld pseudo- eli ndenniisalkulukujen erilaisia
maiiritelmid ja sitd, miten ndmd méiritelmat liittyvit lukuteorian perustavanlaatui-
siin késitteisiin, kuten jaollisuuteen. Tutkielmassa rajataan laajuussyistéd ulos aihetta
koskevat kdytannon sovellukset. Teoksen lahdeaineistona kéytetddn kahta oppikirja-
lahdetta.

Tutkielman toinen luku sisdltdd aiheen kannalta olennaiset esitiedot. Lukuteorian
kisitteistd esitellddn jaollisuuden, suurimman yhteisen tekijin, alkuluvun, kongruens-
sin sekd Diofantoksen yhtdlon ratkaisujen madaritelmét. Jaollisuuden, kongruens-
sin sekd Diofantoksen yhtilon ratkaisujen osalta esitellddn myohemmin tarvittavia
lauseita todistuksineen. Lukuteorian lisiksi esitiedoissa késitelldin havainnollistavi-
na keinoina myos logiikan perustavanlaatuisia kisitteitd, kuten vilttiméattoman ehdon
(implikaation) sekd viélttiméttomaén ja riittdavdan ehdon (ekvivalenssin) méaaritelmait.

Tutkielman kolmannessa luvussa esitelldédn erds alkulukuja koskeva valttdmaton
ja riittdvad ehto, Wilsonin lause, seké todistetaan, ettd lause on todella yhtépitava sen
kanssa, ettd tarkasteltava luku on alkuluku. Wilsonin lauseesta annetaan yksittdi-
nen esimerkki, jota hyddynnetidin todistuksen havainnollistamisessa. Tamén jdlkeen
esitellddn erds alkulukuja koskeva vilttamiton ehto, Fermat’n pieni lause, seké todis-
tetaan, ettd alkuluvut toteuttavat kyseisen ehdon, mutta ettei lauseen toteutumisesta
seuraa, etta tarkasteltava luku olisi valttamatta alkuluku. Luvussa todistetaan lisak-
si, ettd Fermat’n pienessd lauseessa tarkoitettu ehto voidaan esittdd vaihtoehtoisessa
muodossa, jota hyodynnetdédn esimerkiksi ndenndisalkuluvun méairitelméssa.

Tutkielman neljdnnessd ja viimeisessd luvussa késitellddn nimenomaan néen-
ndisalkulukuja. Luvussa esitelldéin kolme erilaista ndennéisalkuluvun tyyppia: (Fer-
mat’n) ndaenndisalkuluvut, ndennaisalkuluvut kantaluvun a suhteen sekid absoluut-

tiset ndenndisalkuluvut eli Carmichaelin luvut. Kaikista ndenndisalkulukutyypeista



annetaan esimerkit, ja erityisesti absoluuttisten ndenniisalkulukujen osalta my0s to-

distetaan, milla ominaisuuksilla tillaiset luvut voidaan 10ytaa.

Avainsanat: Lukuteoria, alkuluvut, ndennaisalkuluvut

Tdmaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Tutkielmassa esitelldéin ndenndis- eli pseudoalkulukuja ja niitd koskevia olennaisia
madritelmid ja lauseita seki lauseiden todistuksia. Miiritelmid ja lauseita havainnol-
listetaan esimerkein.

Ensin tutkielman esitietoja koskevassa luvussa kisitelldin lukuteorian valmiste-
levat tiedot, joihin sisiltyy sekd perustavanlaatuisia miéritelmid etti myohemmissa
todistuksissa tarvittavia lauseita. Tutkielman esitietoja koskevassa luvussa kisitel-
laan omana osanaan logiikan valmistelevat tiedot, joita ovat lihinna implikaation ja
ekvivalenssin maaritelmit esimerkkeineen.

Toiseksi tutkielmassa tarkastellaan alkulukujen ominaisuuksia. Tarkemmin ka-
sitellddn alkulukujen a) vilttaméattomia ja riittdvid ehtoja sekd niiden b) vilttamait-
tomid ehtoja. Erityisesti Wilsonin lauseen ja Fermat'n pienen lauseen merkitysten
tarkastelussa hyodynnetéién logiikan valmistelevia esitietoja.

Lopulta tutkielmassa kisitellddn nidenndisalkulukujen kisitettd ja eri tyyppisten
nidenndisalkulukujen miiritelmia.

Lukijan odotetaan tuntevan lukuteorian peruskisitteitd kuten jakoyhtdlon seki
lukujoukkoja, erityisesti kokonaislukujen joukon, ja kombinatoriikan peruskasittei-
td, erityisesti binomilauseen. Esityksen selkeyden nimissd kuitenkin lukuteorian ja
logiikan peruskisitteitd, kuten jaollisuus ja kongruenssi seka riittdva ehto ja viltti-
méton ehto, kisitellddn valmistelevissa esitiedoissa. Tutkielman ldhdeteoksena kiy-
tetddn Burtonin teosta Elementary Number Theory seki logiikan mééritelmien osalta

Genslerin teosta Introduction to Logic.



2 Valmistelevia esitietoja

2.1 Lukuteorian valmistelevat esitiedot

Luvussa 2 esitelldén joitakin padaiheen késittelyssa tarpeellisia médéritelmid ja lausei-
ta. Tassd alaluvussa esitellddn viisi madritelméé: jaollisuuden, suurimman yhteisen
tekijin, alkuluvun, kongruenssin ja Diofantoksen yhtdlon mairitelmét. Lisaksi lu-
vussa esitellddn Diofantoksen yhtiloiden ratkeavuutta ja lineaarisen kongruenssin

ratkaisujen madrdd koskevat lauseet.

Miiéritelmi 2.1 ([1, s. 20]). Olkoot a ja b kokonaislukuja. Luvun b sanotaan olevan
jaollinen luvulla a, jos on olemassa kokonaisluku c siten, ettdi b = ac. Talloin

merkitddn a | b. Jos b ei ole jaollinen luvulla a, merkitiédn a £ b.

Maaritelma 2.2 ([1, s. 21]). Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista vihintdén yksi on
nollasta poikkeava. Lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd on positiivinen kokonaisluku

d, joka tiyttad seuraavat ehdot:

1. d|ajad| b;ja

2. Josc|ajac|b,niinc <d.
Jos d tayttdd ehdot edelld kuvatulla tavalla, niin sitd merkitdén syt(a, b) = d.
Lause 2.1. Jos a | b, niin myés 2¢ —1 | 20 — 1.

Todistus. Lauseen oletuksesta tunnetaan, ettd a | b, siis toisin sanoen b = ka jollakin

kokonaisluvulla k. x* — 1 = x¥¢ — 1 voidaan kirjoittaa uudelleen muotoon
(= D@D T+ @) P+ 29,

Niinollen x4 — 1 | x* — 1, kuna | b.

O

Miaéritelma 2.3 ([1, s. 40]). Kokonaisluku p > 1 on alkuluku, jos 1 ja p ovat ainoat
positiiviset kokonaisluvut, joilla se on jaollinen. Kokonaislukua, joka on suurempi

kuin 1, mutta joka ei ole alkuluku, kutsutaan yhdistetyksi luvuksi.



Mairitelmi 2.4 ([1, s. 64]). Olkoon r kiinnitetty positiivinen kokonaisluku. Koko-
naislukujen a ja b sanotaan olevan kongruentteja (modulo n),jos n | (a—b), tai toisin
sanoen jos @ — b = kn jollekin kokonaisluvulle k. T&lloin merkitddn a = b (mod n).
Muussa tapauksessa kokonaislukujen a ja b sanotaan olevan epdkongruentteja (mo-
dulo n).

Mairitelma 2.5 ([1, s. 33]). Olkoot a, b ja c kiinnitettyjd kokonaislukuja siten,
ettd vihintddn a tai b on nollasta poikkeava. Yhtédlon, joka on muotoa ax + by = c,
sanotaan olevan Diofantoksen yhtdlo, jonka (yksittdinen) ratkaisu on kokonaislukujen

X ja y muodostama pari.

Lause 2.2 ([1, s. 34]). Lineaarisella Diofantoksen yhtdlolld ax + by = ¢ on ratkaisu
tasmdlleen silloin, kun d | ¢, missd d = syt(a, b). Jos xo, yo on jokin nimenomainen

ratkaisu, niin muut ratkaisut loytyvdt yhtdloilld

x:xo+ét
d
_ a

missd t kdy ldpi kaikki kokonaisluvut.
Todistus (ks. [1, s. 34-35]). Todistus oletetaan tunnetuksi ja sivuutetaan. O

Lause 2.3 ([1, s. 75]). Kongruenssilla ax = b (mod n) on ratkaisu tdsmdlleen
silloin, kun d | b, missd d = syt(a,n). Jos d | b, niin kongruenssilla on d keskendicin

epdikongruenttia ratkaisua modulo n.

Todistus (ks. [1, s. 76]). Todistuksessa oletetaan tunnetuksi lause perusteluineen: Jos
ca = cb (mod n), niin a = b (mod n), missa d = syt(c, n). [1, s. 67].

Tarkasteltava kongruenssi on ekvivalentti Diofantoksen yhtdlon ax — ny = b
kanssa. Lauseen 2.2 perusteella tunnetaan, ettd tdlld yhtdlolla on ratkaisu tdsmilleen
silloin, kun d | b. Lisdksi jos yhtélo on ratkeava ja jos xq, yo on yksi nimenomainen
ratkaisu, niin kaikkien muiden ratkaisujen muoto on

n
x:x0+3t

= +af
Y=Y a4’

jollakin mielivaltaisella kokonaisluvulla 7.



Tarkastellaan nyt ensimmaéisen yhtdlon osalta sellaisia ratkaisuja, jotka esiintyvit

luvun ¢ arvoillat =0,1,2,...,d — 1:
o +2n +(d—l)n
X0, X0+ =, X0+ —, ..., X0+ ————
0, X0 + X0+ — 0 p

Viitamme, ettd kaikki nama ratkaisut ovat keskenididn epakongruentteja modulo 7 ja
ettd jokainen muu ratkaisu on kongruentti tismilleen yhden edelld mainitun ratkaisun
kanssa. Todistetaan ensin ratkaisujen inkongruenssi epdsuorasti osoittamalla, ettd

lauseesta poikkeava oletus johtaa ristiriitaan. Jos olisi niin, etta

+ =t =x0+ =t (mod n)
X =X mod n),
0 ll 0 12

missd 0 < t; < ) < d — 1, niin saadaan

"=l
=1 = =h
d d

Selvisti syt(n/d,n) = n/d. Tunnetuksi oletetun lauseen perusteella sieventamaillad
saadaan kongruenssi

t1 =t (mod d),

eli toisin sanoen d | t; — t;. Tdma on kuitenkin mahdotonta ottaen huomioon, etta

tarkastelun alussa valittujen luvun ¢ arvojen valinnan perusteella O < #, — ] < d.
Osoitetaan sitten, ettd mikad tahansa muu ratkaisu xo +(n/d)t on kongruentti

(modulo n) yhden edelld mainituista d kokonaisluvusta kanssa. Jakoyhtidlon avulla ¢

voidaan kirjoittaa muotoon t = gd +r, missda 0 < r < d — 1. Niin ollen

n n
x0+gt=x0+g(qd+r)
+ +n
=X n —r
0Tng d

=xp+ gr (mod n),

missd xo + (n/d)r on yksi valituista d ratkaisuista. O

2.2 Logiikan valmistelevat esitiedot

Seuraavaksi esitelldédn riittavdan ehdon, vilttiméttoman ehdon ja riittdvén ja valtta-
mittoman ehdon késitteet ja niiden méaritelmat.

Lauseen 1 riittavilld ehdolla tarkoitetaan sellaista lausetta 2, jonka toteutumisesta
voidaan paitelld lauseen 1 toteutuminen. Vilttamaittda kuitenkaan lauseen 1 toteutu-
misesta ei voida paitelld lauseen 2 toteutumista, eli paittely ei ole yhtédpitava toisin

pain.



Mairitelma 2.6 (vrt. [2, s. 140]). Olkoot p ja n lauseita. Jos n on tosi tai jos n ja p
ovat molemmat epitosia, niin p:n (totuuden) sanotaan olevan riittdivd ehto n:lle (n:n
totuudelle). Talloin merkitdin

p=n

Lauseen 1 vilttamiattomailld ehdolla tarkoitetaan sellaista lausetta 2, jonka on
toteuduttava vihintddn silloin, kun lause 1 toteutuu. Kuitenkaan lauseen 2 toteutu-
misesta ei voida péételld lauseen 1 toteutumista, eli paittely ei ole yhdenpitéva toisin

pain.

Mairitelma 2.7 (vrt. [2, s. 140]). Olkoot p ja n lauseita. Jos p on tosi tai jos n ja p
ovat molemmat epitosia, niin p:n (totuuden) sanotaan olevan vdlttdimdton ehto n:lle

(n:n totuudelle). Talloin merkitdan
p&En

Lauseen 1 riittdvalla ja valttamattomalla ehdolla tarkoitetaan sellaista lausetta 2,
joka toteutuu tismailleen silloin, kun lause 1 toteutuu. Niin ollen lauseen 2 toteutu-

misesta voidaan paitelld lauseen 1 toteutuminen ja pdinvastoin.

Mairitelma 2.8 (vrt. [2, s. 140]). Olkoot p jan lauseita. Jos p on tosi vain silloin, kun
n on tosi ja n on tosi vain silloin, kun p on tosi, niin n:n (totuuden) sanotaan olevan

riittdvd ja valttimdton ehto p:lle (p:n totuudelle) ja toisin pain. Téalloin merkitaan

nep



3 Alkulukujen ehtoja

3.1 Alkuluvun riittavat ja valttamattomat ehdot

Kokonaisluku voidaan tunnistaa alkuluvuksi edelld kuvatun méaaritelmén 2.3 perus-
teella. Jaollisuuden tutkimisen lisdksi myos madritelmén 2.3 kanssa yhtépitavén, riit-
tivin ja valttimattoméan ehdon toteutumisen osoittaminen on myos keino tunnistaa
luku alkuluvuksi. Tallaiseksi riittdviksi ja valttiméattomaksi ehdoksi voidaan osoit-
taa Lagrangen vuonna 1771 todistamassa Wilsonin lauseessa esitetty kongruenssi [1,
s. 98].

Lause 3.1. Luku p on alkuluku téismdilleen silloin, kun (p — 1)! = —1 (mod p).

Todistetaan ensin ehdon vilttiméttomyys, eli jos p on alkuluku, niin lauseessa

3.1 esitetty kongruenssi on tosi.

Todistus (ks. [1, s. 98]). Tapauksissa p = 2 ja p = 3 voidaan helposti havaita, etti
kongruenssion tosi: (2—-1)!=1=-1(mod2)=1(mod2)ja(3-1)!=2=-1
(mod 3) =2 (mod 3).

Tarkastellaan sitten tapauksia, joissa p > 3. Oletetaan, ettd a on kokonaisluku
joukossa {1,2,3, ..., p—1}. Tarkastellaan sitten kongruenssia ax = 1 (mod p). Nyt
syt(a, p) = 1. Lauseen 2.3 mukaisesti kongruenssissa on yksikésitteinen ratkaisu
modulo p, ja ndin ollen on olemassa yksikésitteinen a’ siten, ettdi 1 < a’ < p — 1, ja
aa’ =1 (mod p). Koska p on alkuluku, @ = @’, jos ja vainjosa = 1 taia = p — 1.
Timin todistamiseksi todetaan, etti kongruenssi > = 1 (mod p) on ekvivalentti
yhtédlon (@ — 1) - (a + 1) = 0 (mod p). Ndin ollen on oltava, ettd jokoa — 1 = 0
(mod p), jolloina = 1, taiettd a+ 1 = 0 (mod p), jolloina = p — 1.

Edelld osoitetulla tavalla muut kokonaisluvut a ja a’ (kuin 1 ja p — 1) ovat
toisiinsa nahden erisuuria. Nima muut kokonaisluvut {2, 3, . . ., p—2} voidaan esittda
pareittain siten, ettd niiden tulo aa’ = 1 (mod p). Niitéd parien a ja a’ perusteella
muodostettuja kongruensseja on yhteensa (p —3) /2 kappaletta, silld joukon alkioiden
midrd oli alun perinkin p — 1, ja tdstd joukosta on edelleen poistettu alkiot 1 ja
p — 1. Siten alkioita on p — 3 kappaletta, jotka muodostavat (p — 3)/2 paria. Kun
ndma kongruenssit kerrotaan keskendin ja kertoimet esitetddan suuruusjérjestyksessa,
saadaan

2-3...(p=2)=1 (mod p)

10



tai toisin ilmaistuna
(p=2)!'=1 (mod p)
Kun tamai kerrotaan puolittain luvulla p — 1, saadaan kongruenssi
(p-D!'=p-1=-1 (mod p).
O

Esimerkki 3.1 (vrt. [1, s. 99]). Esitetddn asian havainnollistamiseksi kdytinnon
esimerkki Wilsonin lauseen ensin todistetusta implikaatiosta, eli ettd kongruenssi
(p—1)! = -1 (mod p) pitee, kun p on alkuluku. Olkoon p = 17. Luku p on alkuluku,
silld se ei ole jaollinen milldan muilla positiivisilla kokonaisluvuilla kuin luvuilla 1
ja 17. Jaetaan nyt kokonaisluvut 2,3, ..., 16 (p — 3)/2 = 7 pariksi seuraavasti siten,

ettd jokaisen parin tulo on kongruentti luvun 1 kanssa (modulo p = 17):
2-9=18=(17+1)=1 (mod 17)
3:6=18=(17+1)=1 (mod 17)
4.-13=52=3-17+1)=1 (mod 17)
5:-7=35=2-17+1)=1 (mod 17)
8-15=120=(7-17+1=1 (mod 17)
10-12=120=(7-17+1) =1 (mod 17)
11-14=154=09-17+1)=1 (mod 17).

Niiden kongruenssien tulo voidaan esittdd muodossa

15!=(2-9)@3-6)(4-13)(5-7)(8-15)(10-12)(11-14) =1 (mod 17)
ja ndin ollen
16!=16=-1 (mod 17)

Todistetaan seuraavaksi kuvatun ehdon riittavyys eli lauseen 3.1. implikaation
voimassaolo myds toiseen suuntaan. Toisin sanoen, jos lauseessa 3.1 esitetty kongruens-

si on tosi, niin p on alkuluku.

Todistus (ks. [1, s. 99]). Todistetaan viite episuorasti osoittamalla, ettd oletuksesta
"p on yhdistetty luku" seuraa ristiriita. Jos p on yhdistetty luku, niin se on jaollinen
luvulla d siten, ettd 1 < d < p. Edelleen koska d < p — 1, niin d esiintyy myos
luvun (p — 1)! kertoimena, eli d | (p — 1)!. Oletuksen mukaan p | (p — 1)! + 1, ja
siten myos d | (p — 1)! + 1. Néin ollen d | 1, miké on ristiriidassa sen kanssa, etta

1 < d < p. Ndin ollen péinvastaisen oletuksen on oltava tosi. O

11



3.2 Alkuluvun valttaméittomat ehdot

Alkulukujen vilttamittomista ja riittdvistd ehdoista on aiheellista erottaa vain vilt-
tamattomat ehdot. Alkuluvun vilttiméaton ehto on ehto, joka on tosi kaikille alkulu-
vuille, mutta jonka totuudesta ei seuraa, ettd luku olisi alkuluku. Téllaiseksi ehdoksi

voidaan osoittaa Fermat'n pienessa lauseessa esitetty kongruenssi [1, s. 92].

Lause 3.2. Olkoon a kokonaisluku ja olkoon p alkuluku siten, ettd p 1 a. Tdlloin
a’~! =1 (mod p).

Todistus (ks. [1, s. 92]). Aloitetaan todistus tarkastelemalla luvun a ensimmaisid

(p — 1) monikertaa, eli kokonaislukuja
a,2a,3a,...,(p—-1)a

Koska p {1 a, niin mikdan ylla mainituista luvuista ei ole toisen kanssa kongruentti

modulo p eiki toisaalta kongruentti luvun O kanssa modulo p. Jos olisi niin, ettid
ra=sa (modp),l<r<s<p-1

niin a voitaisiin supistaa, koska syt(a, p) = 1 ja saada r = s (mod p), miki on ylla
mainituin rajoituksin mahdotonta. Néain ollen kokonaislukujen a,2a,3a,...,p — 1
on oltava kongruentteja modulo p lukujen 1,2, 3, ..., p — 1 kanssa (jossakin jarjes-

tyksessd.) Kun néistd kongruensseista otetaan tulo, havaitaan etti
a-2a-3a...(p—1)a=1-2-3...(p—1) (mod p)

joka voidaan kirjoittaa uudelleen

a’f(p-Dl=(p-1! (mod p)

Kun (p — 1)! supistetaan molemmilta puolilta (miki on sallittua, silla p 1 (p — 1)!);

erillinen todistus sivuutetaan) niin havaitaan, ettd a?~! = 1 (mod p). O

Edelld on todistettu, ettd jos p on alkuluku, niin Fermat’'n pieni lause pitee. Kui-
tenkin vastaesimerkilld voidaan osoittaa, ettd Fermat'n pienen lauseen péatemisesta

el seuraa, etti p olisi alkuluku.

Esimerkki 3.2. Olkoon a = 2 ja olkoon p = 341. Nyt 2% = 1 (mod p). Kuitenkin
11 | 341, eli p ei ole alkuluku. Jaollisuus voidaan ilmaista myos muodossa 341 |
2341 —2.

12



Lause 3.3. Olkoon p kokonaisluku siten, ettd p 1 2. Nyt 2°~1 = 1 (mod p) eli
p | 2771 =1, jos (ja vain jos) p | 2P — 2.

Todistus. Osoitetaan ensin implikaatio vasemmalta oikealle, eli ettd oletuksesta seu-
raa lauseessa esitetty johtopéitos. Lauseke 27 — 2 voidaan kirjoittaa uudelleen muo-
dossa 2 - (27~! —1). Oletuksen mukaan 27~! — 1 on jaollinen luvulla p, joten selvisti
my6s 2 - (2P~! — 1) on jaollinen luvulla p.

Osoitetaan sitten, etti lauseen mukaisesta johtopiitoksesti seuraa, ettd p | 2P~ 1.
Jos p | 2-(2°~1 — 1), niin joko

1. p|2;tai
2. pl2rt -1

Implikaation ulkopuolisen oletuksen mukaan 2 ei ole kuitenkaan jaollinen luvulla p,
joten jidlkimmadisen ehdon on oltava voimassa. Siten my0s implikaation toinen suunta

on todistettu. O

Lause 3.4. Olkoot p ja a kokonaislukuja Fermat'n pienessd lauseessa kuvatulla

tavalla. Luvulle a pitee, ettii p | aP?~' — 1, jos (ja vain jos) p | a? — a.

Todistus. Lauseke a” — a voidaan kirjoittaa lauseen 3.3 todistuksessa vastaavalla
tavalla uudelleen a - (a”~! — 1). My6s nyt todistettavassa tapauksessa oletuksesta
p | aP~! — 1 seuraa, etti p | a - (a?~' — 1). Implikaation toinen suunta pitee tiysin

vastaavasti. O

Lauseessa 3.3 ja sen yleistykseni toimivassa lauseessa 3.4 osoitetulla tavalla Fer-

mat’n pienessi lauseessa kuvattu ehto voidaan esittdd yhtépitivilli tavalla uudelleen.
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4 Naennaisalkuluvut

4.1 Naennaisalkuluvut

Néenndisalkuluvulla tarkoitetaan sellaista yhdistettyd lukua, joka toteuttaa alkulu-
vulle valttamittoman ehdon, kuten Fermat'n pienen lauseen tai sen kanssa yhdenpi-
tdvian ehdon. Vastaavia vilttaméattomia ehtoja on muitakin, mutta ilman eri mainintaa
yleensi tarkoitetaan nimenomaan Fermat'n pienessi lauseessa tarkoitettua ehtoa [1,
s. 941].

Edelld lauseissa 3.3 ja 3.4 kuvatulla tavalla Fermat'n pienen lauseen mukainen
valttdimiton, mutta kuitenkin riittdméaton ehto alkuluvuille voidaan kirjoittaa muo-
dossa p | a? — a. Siten myos jdljempédnd midritelmissd 4.1, 4.2 ja 4.3 esitetty jaol-
lisuutta koskeva ehto on yhtipitidvd juuri Fermat’n pienen lauseen ehdon kanssa.

Mairitelmissa kisitellddn ensin tapaus a = 2, ja sen jilkeen ehdon yleistetty muoto.

Mairitelmi 4.1. Yhdistettyd lukua p sanotaan (Fermat’n) ndenndisalkuluvuksi, jos
p|2r-2.

Esimerkki 4.1. Olkoon p = 561. Selvisti p 1 2. Nyt 561 | 261 —2(=2-(2°%0 - 1)).
Kuitenkin 561 = 11 - 51, eli 561 on yhdistetty luku ja siten nidenndisalkuluku. Ks.

myoOs esimerkki 3.2.

Nienndisalkulukuja voidaan osoittaa olevan ddreton mééra. Tarkastellaan asiaa

sitd havainnollistavan lauseen ja sen todistuksen perusteella [1, s. 94].

Lause 4.1. Jos p on pariton néienndisalkuluku, niin M, = 2P —1 on lukua p suurempi

pariton ndenndisalkuluku.

Todistus. Koska p on yhdistetty luku, niin se voidaan kirjoittaa muotoon p = rs,
missd 1 < r < s < p. Lauseesta 2.1 ja sen todistuksesta seuraa, ettd koska r | p,
niin myos 2" — 1 | 27 — 1. Toisin sanoen 2" — 1 | M), eli M, on yhdistetty luku.
Lauseessa esitetyn oletuksen mukaan 27 = 2 (mod p), ja ndin ollen 2”7 — 2 = kp

jollekin kokonaisluvulle k. Tistd seuraa, etta

IMp=1 _ 72P=2 _ Hkp

Edelleen tistid seuraa, ettd
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2Mp=l 1 =2k

= (2P = 1)(2P*=D) 4 2P=2) Lo 4 2P 4 1)
= M, (2P 4 op(=2) g g 0P 4 )

=0 (mod M))

Edelld luvatun perusteella havaitaan, ettéd 2Mp 2 =0 (mod M p), eli M, on nien-

naisalkuluku. O

4.2 Nienniisalkuluvut kantaluvun a suhteen

Néenndisalkuluvun méiritelméssi kadytetdan aiemmin kuvatulla tavalla kantalukua
2. Luku voi kuitenkin periaatteessa olla myos jokin muu kokonaisluku, joka ei ole
jaollinen kokonaisluvulla p. Télloin on kuitenkin yksiloitdvd, minkd kantaluvun

suhteen p on ndenndisalkuluku.

Mairitelma 4.2 ([1, s. 95]). Yhdistettyd lukua n sanotaan (Fermat’n) néienndisal-

kuluvuksi kantaluvun a suhteen, jos n | a" — a.

Esimerkki 4.2. Olkoota = 3jap = 91. Selvisti p ¥ a. Nyt 91 | 3°1-3(=3-(3%°-1).
Kuitenkin 91 = 7- 13, eli 91 on yhdistetty luku ja siten ndenndisalkuluku kantaluvun

3 suhteen.

4.3 Carmichaelin luvut

Mairitelma 4.3 ([1, s. 95]). Yhdistettyd lukua n sanotaan absoluuttiseksi néenncdii-
salkuluvuksi tai Carmichaelin luvuksi, jos n | a" — a kaikilla kokonaisluvuilla a eli

jos a" = a (mod n) kaikilla kokonaisluvulla a.

Carmichaelin lukua koskevan esimerkin antaminen edellyttdd keinoa osoittaa,

ettd jokin luku on todellakin ndenndisalkuluku kaikkien kantalukujen suhteen.

Lause 4.2. Olkoon n yhdistetty, nelioton kokonaisluku muotoa pip; ... py, jossa
Jjokainen luku p; on toisistaan poikkeava alkuluku. Jos p; — 1 | n — 1 kaikille i =

1,2,...,r, niin n on absoluuttinen naenndisalkuluku.

Todistus (ks. [1, s. 96]). Oletetaan, ettd a on kokonaisluku, jolle syt(a,n) = 1. Néin

ollen syt(a, p;) = 1 jokaiselle kokonaisluvulle i. Fermat’'n pienesti lauseesta seuraa,

15



ettd p; | a?~! — 1. Lauseen oletuksesta p; — 1 | n — 1 seuraa, etti p; | a" ' — 1, ja

siten p; | a" —a kaikillaamnjai=1,2,...,r arvoilla. O

Esimerkki 4.3. Olkoon p = 1729 = 7-13-19. Nyt p on yhdistetty luku, joka koostuu
kolmesta alkuluvusta edella todistetussa lauseessa 4.2 kuvatulla tavalla. Nain ollen

1729 on absoluuttinen ndennaisalkuluku.
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