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Tämän kandidaatintyön aiheena ovat geometriset sommitelmat Pascalin kolmio, Pascalin py-
ramidi ja trinomikolmio. Näiden kolmen muodostus, ominaisuudet ja sovellukset ovat lähellä toisi-
aan, mutta niiden teoreettiset erot kuitenkin jakavat ne omiin hyödynnettäviin sovelluksiinsa. Työs-
sä pyritään aluksi määrittelemään olennaiset asiat näiden teoriasta ja yhteyksistä eri matemaatti-
siin lauseisiin. Näitä yhteyksiä hyödynnetään myöhemmin luvussa 3, jossa tutustutaan tarkemmin
Pascalin kolmion ominaisuuksiin ja sovelluksiin. Sovelluksien tarkastelussa mietitään varsinkin eri
tapoja, joilla Pascalin kolmiota voidaan hyödyntää matemaattisen ymmärryksen laajentamisessa
sekä laskurutiinien helpottamisessa. Työn teoria ja sovelluksien tutkimus toteutettiin kirjallisuuskat-
sauksena.

Tutkittaviin aiheisiin liittyvät olennaisesti multinomikertoimet, joiden avulla sommitelmat voidaan
muodostaa. Pascalin kolmioon liittyvät kaksipaikkaiset multinomikertoimet, jotka tunnetaan parem-
min binomikertoimina. Pascalin pyramidin multinomikertoimet ovat kolmipaikkaisia ja tunnetaan täs-
sä työssä termillä pyramiditrinomikerroin. Pascalin pyramidin yhteydessä käsitellään myös multino-
mikertoimien idea yleisenä tapauksena, eli lausekkeen termien määrästä riippumattomana. Trino-
mikolmion kohdalla kyseessä on kolmipaikkaisten multinomikertoimien erikoistapaus, josta nyt käy-
tetään termiä kolmiotrinomikerroin.

Pascalin kolmiosta löydetään erilaisia ominaisuuksia, esimerkiksi kolmiosta voidaan kuviopäät-
telyllä löytää muista yhteyksistä tuttuja lukujonoja ja toisaalta yksittäisisiä Pascalin kolmion lukuja
voidaan päätellä tiettyihin kuviomuodostelmiin liittyvien alkioiden summina. Näiden kuviomuodos-
telmien nimiksi on työtä varten valittu L-maila, Pystymaila ja kiekko, sekä Iso pystymaila ja kiekko.
Pascalin kolmion sovelluksista löydetään yhteyksiä esimerkiksi kombinatoriikkaan, todennäköisyys-
laskentaan sekä binomimuunnokseen.

Avainsanat: Pascalin kolmio, Pascalin pyramidi, trinomikolmio, binomikerroin, multinomikerroin, tri-
nomikerroin, pyramiditrinomikerroin, kolmiotrinomikerroin
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1. JOHDANTO

Pascalin kolmiolla, Pascalin pyramidilla ja trinomikolmiolla on läheiset yhteydet kombinatoriik-
kaan niiden yhteydestä multinomikertoimiin. Kombinatoriikka on tuhansia vuosia vanha mate-
maattinen käsite, jonka tutkiminen on alkanut jo ensimmäisten sivilisaatioiden rakentuessa [26,
s. 3]. Analyyttinen kombinatoriikka tutkii mahdollisia joukkoja, jotka toteuttavat tietyt halutut
ominaisuudet. Se pyrkii ennustamaan tarkasti suurienkin kombinatoristen kokoonpanojen ominai-
suuksia, joka on olennainen osa varsinkin algoritmien analyysissä ja todennäköisyyslaskennassa.
[8] Kombinatoriikassa tutkitaan menetelmiä erilaisten äärellisten joukkojen alkioiden lukumäärien
laskemiseksi [16].

Käsiteltävistä käsitteistä Pascalin kolmio on periaatteessa vanhin ja käsitteet Pascalin pyramidi
ja trinomikolmio ovat syntyneet Pascalin kolmion teoriaa muokatessa ja laajennettaessa. Tästä
syystä tässäkin työssä painotetaan Pascalin kolmion käsittelyä enemmän kuin Pascalin pyramidin
tai trinomikolmion. Aiheet ovat niukasti käsiteltyjä varsinkin suomenkielisissä teoksissa, joten
tämän työn tavoitteena on selkeästi esittää sommitelmien teoria selkeänä helposti ymmärrettävänä
kokonaisuutena, josta myös tunnistaa sommitelmien yhteydet eri matemaattisiin osa-alueisiin.

Luvussa 2 määritellään, mitä Pascalin kolmio, Pascalin pyramidi ja trinomikolmiot ovat. Jokainen
voidaan määritellä ensin kokonaisuutena, jonka alkiot saadaan yksinkertaisimmillaan edellisten
alkioiden summasta. Teorian yhteydessä löydetään yhteys näiden geometristen sommitelmien ja
erityyppisten multinomikertoimien välille. Tämä yhteys puolestaan antaa näiden sommitelmien en-
sisijaisen sovelluksen eli erilaisten eksponenttilausekkeiden avaamisen purettuun muotoon. Myö-
hemmin luvussa 3 esitellään sommitelmien triviaaleja ominaisuuksia ja sommitelmien hyödylli-
syyttä eri sovelluksissa. Viimeiseksi luvussa 4 kootaan työssä käsitellyt aiheet yhteen ja annetaan
viimeiset johtopäätökset.
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2. MATEMAATTINEN TEORIA

Eräs matemaattisen ymmärryksen tärkeistä osa-alueista on polynomeihin liittyvien yhtälöiden rat-
kaiseminen niin peruspolynomien kuin myös korkeampaa astetta olevien polynomien tapauksessa.
Olennaisiin matematiikan taitoihin kuuluvat mm. korkeamman potenssin avaaminen tai ryhmittely
takaisin suppeampaan muotoon. Tässä voi esimerkiksi auttaa selkeä laskurutiini ja toisen asteen
yhtälön binomin neliön hyödyntäminen. Korkeampien potenssien kohdalla sulkujen avaaminen
puhtaasti laskemalla käy kuitenkin työlääksi ja turhan monimutkaiseksi. Erilaisia oikopolkuja
suurten potenssilausekkeiden avaamiseen voidaan saada Pascalin kolmion, Pascalin pyramidin tai
trinomikolmion avulla. Tässä luvussa tutustutaan näiden kolmen teoriaan ja muodostukseen.

2.1 Pascalin kolmio

Pascalin kolmio on geometrinen binomikerrointen kokoelma kolmion muodossa. Ranskalainen ma-
temaatikko Blaise Pascal julkaisi vuonna 1665 teoksen "Aritmeettisen kolmion tutkielma" (Traité
du triangle arithmétique [11]), jossa oli ensimmäistä kertaa koottu yhteen kaikki siihen mennessä
tutkittu tieto Pascalin kolmiosta. Kolmio tunnetaan eri puolilla maailmaa aikojen saatossa muu-
tamilla eri nimillä, esimerkiksi Kiinassa nimillä aritmeettinen kolmio (the arithmetical triangle)
tai kombinatoriikkakolmio (the combinatorial triangle), Kreikassa kuviolukukolmio (the figurate
triangle), ja Intiassa binomikolmio (the binomial triangle). Matemaatikot ovat tutkineet kysei-
seen kolmioon liittyvää matematiikkaa jo 450 eaa. lähtien. Nykyisin yleisesti käytettävän nimen
"Pascalin kolmio" antoi matemaatikko Pierre Raymond de Montmort vuonna 1708. [9]

Pascalin kolmion ylin alkio on 1. Seuraavien rivien keskimmäiset alkiot saadaan kahden ylem-
pänä olevan alkion summasta. Reuna-alkiot tulevat suoraan edellisestä reuna-alkiosta 1. Pascalin
kolmiossa siis jokainen rivi alkaa ykkösellä ja päättyy ykköseen ja kolmio rakentuu symmetrisesti
keskisarakkeensa ympärille. [13]

Kuvassa 2.1 on esitettynä Pascalin kolmion ensimmäiset 7 riviä.
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Kuva 2.1. Pascalin kolmion muodostus summamenetelmällä. Nuolet osoittavat alkiot, jotka sum-
mataan yhteen osoitetuksi alkioksi.

Määritelmä 2.1. Binomikertoimet ovat muotoa [13, s. 25](︃
𝑛

𝑘

)︃
=
𝑛(𝑛 − 1) · · · (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘!
=

𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

olevia lukuja, missä 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ ja 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Muille luvuille määritellään(︃
𝑛

𝑘

)︃
= 0.

Matemaattisesti Pascalin kolmio on merkittävä, koska voidaan huomata, että se rakentuu binomi-
kertoimien kokoelmasta. Rivien alkiot saadaan niin sanotusti binomikertoimina

(︁𝑛
𝑘

)︁
, joka luetaan

𝑛 alle 𝑘 , ja jossa 𝑛 on rivin numero ja 𝑘 tarkoittaa rivillä olevan alkion järjestyslukua vasemmalta
oikealle edettäessä, kun ensimmäisen alkion järjestysluvuksi sovitaan 𝑘 = 0. Pascalin kolmion
rivit alkavat termistä 𝑛 = 0 eli 0. rivistä. Esimerkiksi siis 4. rivin alkiot vasemmalta oikealle ovat(︁4
0
)︁
= 1,

(︁4
1
)︁
= 4,

(︁4
2
)︁
= 6,

(︁4
3
)︁
= 4 ja

(︁4
4
)︁
= 1.

Binomikertoimien avulla voidaan siis muodostaa Pascalin kolmio seuraavasti.

𝑛 = 0
(︁0
0
)︁

𝑛 = 1
(︁1
0
)︁ (︁1

1
)︁

𝑛 = 2
(︁2
0
)︁ (︁2

1
)︁ (︁2

2
)︁

𝑛 = 3
(︁3
0
)︁ (︁3

1
)︁ (︁3

2
)︁ (︁3

3
)︁

𝑛 = 4
(︁4
0
)︁ (︁4

1
)︁ (︁4

2
)︁ (︁4

3
)︁ (︁4

4
)︁

𝑛 = 5
(︁5
0
)︁ (︁5

1
)︁ (︁5

2
)︁ (︁5

3
)︁ (︁5

4
)︁ (︁5

5
)︁

𝑛 = 6
(︁6
0
)︁ (︁6

1
)︁ (︁6

2
)︁ (︁6

3
)︁ (︁6

4
)︁ (︁6

5
)︁ (︁6

6
)︁

Yksinkertaisempi ja nopeampi tapa muodostaa Pascalin kolmio on kuitenkin jo aikaisemmin
mainittu summamenetelmä. Tämä onnistuu seuraavan binomikertoimien yhteyden ansiosta.
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Lause 2.2. (Pascalin sääntö). Pascalin kolmion termit saadaan laskettua rekursiivisesti kolmion
ylemmällä rivillä olevien kahden termin summana, sillä [14](︃

𝑛

𝑘

)︃
=

(︃
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)︃
+

(︃
𝑛 − 1
𝑘

)︃
,

kun 𝑛 ja 𝑘 ovat luonnollisia lukuja ja k ≤ n.

Todistus. Olkoot 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Tällöin Pascalin kolmiossa rivillä 𝑛 − 1 olevien
peräkkäisten binomikerrointen summan voi kirjoittaa muodossa(︃

𝑛 − 1
𝑘 − 1

)︃
+

(︃
𝑛 − 1
𝑘

)︃
=

(𝑛 − 1)!
(𝑘 − 1)!((𝑛 − 1) − (𝑘 − 1))! +

(𝑛 − 1)!
𝑘!((𝑛 − 1) − 𝑘)!

=
𝑘 (𝑛 − 1)!

𝑘 (𝑘 − 1)!(𝑛 − 𝑘)! +
(𝑛 − 𝑘) (𝑛 − 1)!

𝑘!(𝑛 − 𝑘) ((𝑛 − 𝑘) − 1)!

=
𝑘 (𝑛 − 1)! + (𝑛 − 𝑘) (𝑛 − 1)!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=
(𝑘 + (𝑛 − 𝑘)) (𝑛 − 1)!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=
𝑛(𝑛 − 1)!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=
𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)! =

(︃
𝑛

𝑘

)︃
,

joka on kolmion seuraavan rivin alkio.

Huomautus 2.3. Lauseen 2.2 voi esittää myös muodossa [25](︃
𝑛 + 1
𝑘

)︃
=

(︃
𝑛

𝑘

)︃
+

(︃
𝑛

𝑘 − 1

)︃
. (2.1)

Tämän lisäksi voidaan olla varmoja muista Pascalin kolmion ominaisuuksista seuraavien binomi-
kertoimiin liittyvien lauseiden ansiosta.

Lause 2.4. Olkoot 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑘 ≤ 𝑛. Tällöin [13, s. 28](︃
𝑛

𝑘

)︃
=

(︃
𝑛

𝑛 − 𝑘

)︃
.

Todistus. Olkoot 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑘 ≤ 𝑛. Kirjoitetaan binomikerroin muodossa(︃
𝑛

𝑛 − 𝑘

)︃
=

𝑛!
(𝑛 − 𝑘)!(𝑛 − (𝑛 − 𝑘))!

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!(𝑘)!

=
𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)! =

(︃
𝑛

𝑘

)︃
,

eli saadaan, että 𝑘 ja 𝑛−𝑘 päässä keskisarakkeesta olevat binomikertoimet ovat aina yhtä suuret.
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Lause 2.5. Olkoon 𝑛 ∈ ℕ. Tällöin (︃
𝑛

1

)︃
=

(︃
𝑛

𝑛 − 1

)︃
= 𝑛.

Todistus. Olkoot 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑘 ≤ 𝑛. Kirjoitetaan binomikerroin muodossa(︃
𝑛

𝑛 − 1

)︃
=

𝑛!
(𝑛 − 1)!(𝑛 − (𝑛 − 1))!

=
𝑛!

(𝑛 − 1)!1!

=
𝑛!

1!(𝑛 − 1)! =

(︃
𝑛

1

)︃
=

𝑛!
(𝑛 − 1)!

=
𝑛(𝑛 − 1) (𝑛 − 2) · · · 1
(𝑛 − 1) (𝑛 − 1 − 1) · · · 1

= 𝑛.

Mikäli 𝑛 ≥ 3, toistuu kerroin 𝑛 Pascalin kolmion 𝑛. rivillä kahteen kertaan.

Lause 2.6. Olkoot 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑘 ≤ 𝑛. Tällöin [19, s. 20](︃
𝑛

0

)︃
=

(︃
𝑛

𝑛

)︃
= 1.

Todistus. Olkoot 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑘 ≤ 𝑛. Kirjoitetaan binomikerroin muodossa(︃
𝑛

0

)︃
=

𝑛!
0!(𝑛 − 0)!

=
𝑛!

1 · 𝑛!
=

𝑛!
𝑛!(𝑛 − 𝑛)! =

(︃
𝑛

𝑛

)︃
= 1,

eli Pascalin kolmion rivit alkavat ja päättyvät aina alkiolla yksi.

Lauseista 2.4, 2.5 ja 2.6 johtuen voidaan olla varmoja, että Pascalin kolmio on aina symmetrinen
keskisarakkeensa suhteen, jokaiselta riviltä 𝑛 ≥ 3 löytyy toisena ja toiseksi viimeisenä 𝑛. rivin
suuruinen kerroin 𝑛, ja jokainen rivi alkaa ja päättyy ykkösellä.

Binomikerroinyhteydensä ansiosta Pascalin kolmio on erityisen kätevä työkalu varsinkin astelukua
𝑛 > 2 olevien polynomien summalausekkeiden avaamisessa mekaanisesti. Tämä tulee suoraan
Newtonin binomikaavasta, jossa hyödynnetään binomikerroin kaavaa. Newtonin binomikaavan
avulla voidaan avata (𝑎 + 𝑏)𝑛 muotoisia lausekkeita.

Lause 2.7. (Newtonin binomikaava). Kun 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ja 𝑛 ∈ ℕ, niin [14]

(𝑎 + 𝑏)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 ,
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joka voidaan kirjoittaa myös muodossa

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = 𝑥0𝑎
𝑛 + 𝑥1𝑎

𝑛−1𝑏 + 𝑥2𝑎
𝑛−2𝑏2 + ... + 𝑥𝑛−1𝑎𝑏

𝑛−1 + 𝑥𝑛𝑏
𝑛,

missä 𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ovat binomikertoimia.

Todistus. Todistetaan Newtonin binomikaava induktiotodistuksen avulla [25].

Olkoon induktioväite 𝐻𝑛: (𝑎 + 𝑏)𝑛 =
∑︁𝑛

𝑘=0
(︁𝑛
𝑘

)︁
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 , jonka väitetään olevan voimassa aina, kun

𝑛 on luonnollinen luku.

Alkuaskel. Kun 𝑛 = 0 saadaan, että

(𝑎 + 𝑏)0 = 1 =

(︃
0
0

)︃
𝑎0𝑏0

eli väite pätee, kun 𝑛 = 0.

Induktioaskel. Oletetaan, että 𝐻𝑛 toteutuu jollekin luonnolliselle luvulle 𝑛. Todistetaan, että väite
pätee myös, kun alkio on 𝑛 + 1.

(𝑎 + 𝑏)𝑛+1 = (𝑎 + 𝑏) (𝑎 + 𝑏)𝑛

= (𝑎 + 𝑏)
𝑛∑︁

𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘

= 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 + 𝑏

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘

=

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘+1𝑏𝑘 +

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘+1

=

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘+1𝑏𝑘 +

𝑛+1∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛

𝑘 − 1

)︃
𝑎𝑛−(𝑘−1)𝑏 (𝑘−1)+1

=

(︃
𝑛

0

)︃
𝑎𝑛+1𝑏0 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛+1−𝑘𝑏𝑘 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑎0𝑏𝑛+1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛

𝑘 − 1

)︃
𝑎𝑛+1−𝑘𝑏𝑘

=

(︃
𝑛

0

)︃
𝑎𝑛+1𝑏0 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑎0𝑏𝑛+1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃(︃
𝑛

𝑘

)︃
+

(︃
𝑛

𝑘 − 1

)︃)︃
𝑎𝑛+1−𝑘𝑏𝑘 .

Kaavan (2.1) avulla saadaan

(𝑎 + 𝑏)𝑛+1 =

(︃
𝑛

0

)︃
𝑎𝑛+1𝑏0 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑎0𝑏𝑛+1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛 + 1
𝑘

)︃
𝑎𝑛+1−𝑘𝑏𝑘

=

(︃
𝑛 + 1

0

)︃
𝑎𝑛+1𝑏0 +

(︃
𝑛 + 1
𝑛 + 1

)︃
𝑎0𝑏𝑛+1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛 + 1
𝑘

)︃
𝑎𝑛+1−𝑘𝑏𝑘

=

𝑛+1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛 + 1
𝑘

)︃
𝑎𝑛+1−𝑘𝑏𝑘 .

Näin ollen myös 𝐻𝑛+1 pätee. Induktioperiaatteen mukaan siis askelista 1 ja 2 seuraa, että väite
pätee kaikille 𝑛 ∈ ℕ.
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Binomikaavaa hyödyntämällä voidaan siis aukaista esimerkkinä (𝑎 + 𝑏)4.

Esimerkki 2.8. Newtonin binomikaavan avulla saadaan [14]

(𝑎 + 𝑏)4 =

4∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 =

(︃
4
0

)︃
𝑎4−0𝑏0 +

(︃
4
1

)︃
𝑎4−1𝑏1 +

(︃
4
2

)︃
𝑎4−2𝑏2 +

(︃
4
3

)︃
𝑎4−3𝑏3 +

(︃
4
4

)︃
𝑎4−4𝑏4,

joka on sievennettynä

(𝑎 + 𝑏)4 = 1 · 𝑎4 + 4 · 𝑎3𝑏1 + 6 · 𝑎2𝑏2 + 4 · 𝑎1𝑏3 + 1 · 𝑏4

= 𝑎4 + 4𝑎3𝑏 + 6𝑎2𝑏2 + 4𝑎𝑏3 + 𝑏4.

Newtonin binomikaavan puretusta muodosta on hyvä huomata, että vakion 𝑎 potenssit vähenevät
ja vakion 𝑏 potenssit kasvavat yhdellä termistä seuraavaan siirryttäessä vasemmalta oikealle.
Ensimmäisessä termissä alkion 𝑎 eksponentti on sama kuin eksponentti 𝑛 lausekkeessa (𝑎 + 𝑏)𝑛 ja
viimeisessä termissä ei ole termiä 𝑎 ollenkaan, eli kertojana on 𝑎0. Vastaavasti alkiolle 𝑏 eksponentit
etenevät toiseen suuntaan nollasta lukuun 𝑛. Kertoimet puolestaan voidaan saada suoraan Pascalin
kolmiosta 𝑛. riviltä. Näiden huomioiden avulla on helppoa ja nopeaa avata suurienkin potenssien
lausekkeet auki hetkessä.

Esimerkki 2.9. Käytetään Pascalin kolmion 10. riviä apuna seuraavan lausekkeen esittämisessä.

(𝑎 + 𝑏)10 = 𝑎10 + 10𝑎9𝑏 + 45𝑎8𝑏2 + 120𝑎7𝑏3 + 210𝑎6𝑏4 + 252𝑎5𝑏5

+ 210𝑎4𝑏6 + 120𝑎3𝑏7 + 45𝑎2𝑏8 + 10𝑎𝑏9 + 𝑏10.

Pascalin kolmion hyödyntämistä esitetään lisää luvussa 3.
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2.2 Pascalin pyramidi

Pascalin kolmiolle löytyy monia sovelluksia, mutta potenssien avaaminen on rajoittunut vain kahden
termin lausekkeisiin. Jos haluaa avata kolmen termin lausekkeita, pitää Pascalin kolmio laajentaa
Pascalin pyramidiksi.

Pascalin pyramidi tai Pascalin tetraedri on Pascalin kolmion laajennus, jossa pyramidin sivut ovat
Pascalin kolmioita ja keskimmäiset alkiot muodostuvat edellisen tason kolmen alkion summasta.
Pyramidin huipussa on taas vain alkio 1 ja sen reunat ovat aina ykkösiä.

Kuva 2.2. Pascalin pyramidin ensimmäiset seitsemän tasoa. Perustuu lähteeseen [6].

Pascalin pyramidi voidaan määritellä kolmipaikkaisten multinomikertoimien avulla. Englanniksi
termi trinomikerroin (trinomial coefficient) voi viitata sekä Pascalin pyramidin että trinomikolmion
multinomikertoimiin. Täsmällisyyden vuoksi tässä työssä molemmat multinomikertoimet saavat
oman nimellisen tarkennuksensa, eli Pascalin pyramidin tapauksessa nimitys on pyramiditrinomi-
kerroin ja trinomikolmion kohdalla kolmiotrinomikerroin. Toinen käännös pyramidin kertoimille
voisi olla myös tetraedritrinomikerroin (tetrahedron trinomial coefficient [18]).

Määritellään ensin näiden kertoimien laskukaava.

Määritelmä 2.10. Pyramiditrinomikertoimet ovat muotoa [3](︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
=

𝑛!
𝑖! 𝑗!𝑘!
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olevia lukuja, missä 𝑖, 𝑗 , 𝑘 ∈ ℕ ja 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑛.

Pascalin pyramidi on helpompi esittää tasoina. Kuvassa 2.3 on esitettynä Pascalin pyramidin tasojen
3. − 5. alkiot multinomikertoimien avulla.

Kuva 2.3. Pascalin pyramidin tasot 3.-5. multinomikertoimilla.

Pascalin kolmiosta tuttuun tapaan myös Pascalin pyramidi voidaan rakentaa summamenetelmällä,
mikä onnistuu seuraavan multinomikerroinyhteyden ansiosta.

Lause 2.11. (Pascalin pyramidin rekursiokaava). Pascalin pyramidin 𝑛. tasolla oleva luku saadaan
kolmen edellisellä tasolla olevan luvun summana seuraavasti [3](︃

𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
=

(︃
𝑛 − 1

𝑖 − 1, 𝑗 , 𝑘

)︃
+

(︃
𝑛 − 1

𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘

)︃
+

(︃
𝑛 − 1

𝑖, 𝑗 , 𝑘 − 1

)︃
.

Todistus. Olkoot 𝑖, 𝑗 , 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑛. Tällöin Pascalin pyramidissa tasolla 𝑛 − 1
olevien vierekkäisten multinomikerrointen summan voi kirjoittaa muodossa(︃

𝑛 − 1
𝑖 − 1, 𝑗 , 𝑘

)︃
+

(︃
𝑛 − 1

𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘

)︃
+

(︃
𝑛 − 1

𝑖, 𝑗 , 𝑘 − 1

)︃
=

(𝑛 − 1)!
(𝑖 − 1)! 𝑗!𝑘!

+ (𝑛 − 1)!
𝑖!( 𝑗 − 1)!𝑘!

+ (𝑛 − 1)!
𝑖! 𝑗!(𝑘 − 1)!

=
𝑖(𝑛 − 1)!

𝑖(𝑖 − 1)! 𝑗!𝑘!
+ 𝑗 (𝑛 − 1)!
𝑖! 𝑗 ( 𝑗 − 1)!𝑘!

+ 𝑘 (𝑛 − 1)!
𝑖! 𝑗!𝑘 (𝑘 − 1)!

=
𝑖(𝑛 − 1)! + 𝑗 (𝑛 − 1)! + 𝑘 (𝑛 − 1)!

𝑖! 𝑗!𝑘!

=
(𝑖 + 𝑗 + 𝑘) (𝑛 − 1)!

𝑖! 𝑗!𝑘!

=
𝑛(𝑛 − 1)!
𝑖! 𝑗!𝑘!

=
𝑛!

𝑖! 𝑗!𝑘!
=

(︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
,

joka on pyramidin seuraavan tason alkio.

Pascalin pyramidin alkioiden summaaminen yhteen voi olla hankalaa hahmottaa sen kolmiulottei-
sen rakenteen takia. Tämän takia kuvassa 2.4 on hahmottamisen avuksi esimerkkejä siitä, mitkä
multinomikertoimet summataan yhteen seuraavaksi alkioksi. Summasysteemistä on hyvä muis-
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taa, että pyramidin sivut ovat Pascalin kolmioita ja niiden termit summataan tuttuun tapaan vain
kahdesta yllä olevasta reunatermistä.

Kuva 2.4. Pascalin pyramidin tasot 3.-5. multinomikertoimilla ja kertoimilla esitettynä. Kuvassa
3. ja 4. tasoista on eri väreillä osoitettu alkiot, jotka summaamalla yhteen saadaan 4. tai 5. ta-
son alkio, joka on merkitty samalla värillä. Käytetyt värit ovat violetti, sininen, punainen ja oranssi.

Esimerkiksi punaisella on merkitty 4. tasosta alkiot
(︁ 4
0,2,2

)︁
= 6,

(︁ 4
1,1,2

)︁
= 12 ja

(︁ 4
1,2,1

)︁
= 12, jotka

yhteenlaskettuna muodostavat 5. tason punaisella merkityn alkion
(︁ 5
1,2,2

)︁
= 30.

Lause 2.12. Pyramiditrinomikertoimilla on myös seuraava yhteys binomikertoimiin [18](︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
=

(︃
𝑛

𝑖

)︃ (︃
𝑛 − 𝑖

𝑗

)︃
.

Todistus. Olkoot 𝑖, 𝑗 , 𝑘 ∈ ℕ, joille pätee 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑛. Kirjoitetaan näistä binomikertoimien
kertolasku muodossa (︃

𝑛

𝑖

)︃ (︃
𝑛 − 𝑖

𝑗

)︃
=

𝑛!
𝑖!(𝑛 − 𝑖)! ·

(𝑛 − 𝑖)!
𝑗!((𝑛 − 𝑖) − 𝑗)!

=
𝑛!
𝑖!

· 1
𝑗!(𝑛 − 𝑖 − 𝑗)!

=
𝑛!

𝑖! 𝑗!(𝑖 + 𝑗 + 𝑘 − 𝑖 − 𝑗)!

=
𝑛!

𝑖! 𝑗!𝑘!
=

(︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
,

joka on pyramiditrinomikerroin.
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Pascalin pyramidin tasot ovat suoraan yhteydessä lausekkeen (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑛 kertoimiin ja eksponent-
teihin. Tämä voidaan huomata pyramiditrinomilauseesta (trinomial expansion), joka on esitetty
lauseessa 2.13.

Lause 2.13. (Pyramiditrinomilause). Kun 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ ja 𝑛 ∈ ℕ, niin [3]

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖+ 𝑗+𝑘=𝑛

(︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
𝑎𝑖𝑏 𝑗𝑐𝑘 .

Todistus. Sivuutetaan. Myöhemmin todistetaan kaava kaikille multinomikertoimille.

Pyramiditrinomilauseesta nähdään, että kertoimet saadaan lukuun 𝑛 liittyvältä Pascalin pyramidin
tasolta. Lukujen 𝑎, 𝑏 ja 𝑐 eksponentit ovat multinomikertoimissa esiintyvien lukujen 𝑖, 𝑗 ja 𝑘 arvot
vastaavassa järjestyksessä.

Esimerkki 2.14. Käytetään Pascalin pyramidin 3. tasoa apuna seuraavan lausekkeen esittämisessä
puretussa muodossa. Yhteyttä Pascalin pyramidiin on korostettu rivittämällä lausekkeen termit
samaan tapaan kuin alkiot Pascalin pyramidin kolmannella tasolla.

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑐 + 3𝑎𝑐2 + 𝑐3

+ 3𝑎2𝑏 + 6𝑎𝑏𝑐 + 3𝑏𝑐2

+ 3𝑎𝑏2 + 3𝑏2𝑐

+ 𝑏3.

Jos Pascalin pyramidista halutaan siirtyä vieläkin useamman termin lausekkeen avaamiseen, on-
nistuu tämä multinomikertoimien ja multinomilauseen avulla.

Määritelmä 2.15. Multinomikertoimet (multinomial coefficients) ovat muotoa [4, s. 56](︃
𝑛

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
=

𝑛!
𝑟1!𝑟2! · · · 𝑟𝑘!

olevia lukuja, missä 𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘 ∈ ℕ ja 𝑟1 + 𝑟2 + · · · + 𝑟𝑘 = 𝑛.

Lause 2.16. (Multinomilause). Kun 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘 ∈ ℝ ja 𝑛 ∈ ℕ, niin lausekkeen avatun muodon
saa kaavalla [4, s. 56]

(𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑘)𝑛 =
∑︁

𝑟1+𝑟2+···+𝑟𝑘=𝑛

(︃
𝑛

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘

𝑘
.

Todistus. Todistetaan multinomilause induktiotodistuksen avulla [17]. Tiedetään jo valmiiksi, että
lauseke on tosi, kun 𝑘 = 0 tai 𝑘 = 1. Lisäksi, kun 𝑘 = 2, on kyseessä Newtonin binomikaava, joka
on jo todistettu. Oletetaan siis, että tässä todistuksessa 𝑘 ≥ 3.
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Olkoon induktioväite 𝐻𝑛: (𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑘)𝑛 =
∑︁ (︁ 𝑛

𝑟1,𝑟2,...,𝑟𝑘

)︁
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘

𝑘
, jonka väitetään olevan

voimassa aina, kun 𝑛 on luonnollinen luku.

Induktioaskel. Oletetaan, että 𝐻𝑛 toteutuu jollekin alkiolle 𝑘 = 𝑝. Todistetaan, että väite pätee
myös, kun alkio on 𝑘 = 𝑝 + 1. Hyödyntämällä Newtonin binomikaavaa eli lausetta 2.7 saadaan

(𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑝 + 𝑥𝑝+1)𝑛 = (
(︁
𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑝

)︁
+ 𝑥𝑝+1)𝑛

=

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
(𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑝)𝑛−𝑘 · 𝑥𝑘𝑝+1.

Induktio-oletuksen avulla saadaan

(𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑟 + 𝑥𝑝+1)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃ ∑︁
𝑟1+𝑟2+···+𝑟𝑘=𝑛−𝑘

(︃
𝑛 − 𝑘

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘𝑝 · 𝑥𝑘𝑝+1

=

𝑛∑︁
𝑘=0

(︄ ∑︁
𝑟1+𝑟2+···+𝑟𝑘=𝑛−𝑘

(︃
𝑛

𝑘

)︃ (︃
𝑛 − 𝑘

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘𝑝 𝑥𝑘𝑝+1

)︄
.

Merkitään 𝑟𝑘+1 = 𝑘 , jolloin saadaan

(𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑟 + 𝑥𝑝+1)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑟𝑘+1=0

(︄ ∑︁
𝑟1+𝑟2+···+𝑟𝑘=𝑛−𝑟𝑘+1

(︃
𝑛

𝑟𝑘+1

)︃ (︃
𝑛 − 𝑟𝑘+1

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘𝑝 𝑥𝑟𝑘+1

𝑝+1

)︄
=

∑︁
𝑟1+𝑟2+···+𝑟𝑘+𝑟𝑘+1=𝑛

(︃
𝑛

𝑟𝑘+1

)︃ (︃
𝑛 − 𝑟𝑘+1

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘𝑝 𝑥𝑟𝑘+1

𝑝+1 .

Nyt binomikertoimien ja multinomikertoimien määritelmien avulla voidaan kirjoittaa(︃
𝑛

𝑟𝑘+1

)︃ (︃
𝑛 − 𝑟𝑘+1

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘

)︃
=

𝑛!
𝑟𝑘+1!(𝑛 − 𝑟𝑘+1)!

· (𝑛 − 𝑟𝑘+1)!
𝑟1!𝑟2! · · · 𝑟𝑘!

=
𝑛!

𝑟1!𝑟2! · · · 𝑟𝑘!𝑟𝑘+1!

=

(︃
𝑛

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘 , 𝑟𝑘+1

)︃
eli saadaan

(𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑟 + 𝑥𝑝+1)𝑛 =
∑︁

𝑟1+𝑟2+···+𝑟𝑘+𝑟𝑘+1=𝑛

(︃
𝑛

𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑘 , 𝑟𝑘+1

)︃
𝑥
𝑟1
1 𝑥

𝑟2
2 · · · 𝑥𝑟𝑘𝑝 𝑥𝑟𝑘+1

𝑝+1 .

Näin ollen myös 𝐻𝑛+1 pätee. Induktioperiaatteen mukaan seuraa, että väite pätee kaikille luonnol-
lisille luvuille 𝑛.

Lauseen 2.16 mukaan saadaan avattu muoto kaikille eksponenttilausekkeille riippumatta termien
määrästä tai potenssin suuruudesta. Pascalin kolmion ja Pascalin pyramidin yhteydessä käsitellyt
multinomikertoimet voidaan luonnehtia kaksi- ja kolmepaikkaisina multinomikertoimina. Bino-
mikerroin on siis kaksipaikkainen ja pyramiditrinomikerroin kolmipaikkainen multinomikerroin.
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2.3 Trinomikolmio

Pascalin pyramidin muodostus ja hahmotus voi käydä hankalaksi suuremmilla eksponenteilla, joten
vaikka Pascalin pyramidin soveltaminen esimerkiksi muotoa (1 + 𝑥 + 𝑥2)𝑛 olevien lausekkeiden
esittämiseen puretussa muodossa voisikin onnistua, on yksinkertaisempaa ja nopeampaa hyödyntää
trinomikolmiota.

Trinomikolmio on Pascalin kolmion laajennus, jossa kahden alkion sijaan summataan kolme ylä-
puolella olevaa alkiota yhteen. Tuttuun tapaan rivit alkavat 0. rivistä termillä 1 ja jokaisen myö-
hemmän rivin aloittaa ja päättää alkio 1. Pascalin kolmion tapaan trinomikolmio muodostuu sym-
metrisesti keskisarakkeensa ympärille.

Kuva 2.5. Trinomikolmion muodostus summamenetelmällä. Nuolet osoittavat alkiot, jotka summa-
taan yhteen osoitetuksi alkioksi.

Trinomikolmio voidaan määritellä myös kolmiotrinomikertoimien avulla. Kolmiotrinomikertoimet
ovat multinomikertoimien erikoistapaus, ja niiden muodostus ja laskeminen tapahtuu hyvin eri
tavalla verrattuna Pascalin kolmion tai Pascalin pyramidin multinomikertoimiin. Trinomikolmion
kertoimet lasketaan keskisarakkeesta symmetrisesti. Keskisarakkeen alkio on se, jolla 𝑘 = 0.
Siirryttäessä yhden alkion oikealle arvo 𝑘 nousee yhdellä ja vastaavasti vasemmalle siirryttäessä
vähenee yhdellä, kunnes viimeisten alkioiden kohdalla 𝑘 = ±𝑛. Kolmion symmetrian perusteella
kolmiotrinomikertoimille pätee (︃

𝑛

𝑘

)︃
2
=

(︃
𝑛

−𝑘

)︃
2
,

missä 𝑛 ja 𝑘 ovat luonnollisia lukuja ja −𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 [24].

Trinomikertoimen
(︁𝑛
𝑘

)︁
2 alaindeksi 2 tulee siitä, että siitä saadaan kertoimet muotoa (1 + 𝑥 + 𝑥2)𝑛

olevien lausekkeiden avatulle muodolle. Jos kyseessä olisi usemman termin lauseke (1 + 𝑥 + 𝑥2 +
· · · + 𝑥𝑞)𝑛, merkittäisiin sen multinomikerrointa

(︁𝑛
𝑘

)︁
𝑞

[2]. Tästä tulee myös yksi englanninkielinen
termi kolmiotrinomikertoimille eli q-trinomikerroin (q-trinomial coefficient [1]).

Määritelmä 2.17. Yksinkertaisin muoto trinomikertoimille on [12, s. 3](︃
𝑛

𝑘

)︃
2
=

∑︁
𝑗≥0

𝑛!
𝑗!(𝑘 + 𝑗)!(𝑛 − 2 𝑗 − 𝑘)! ,
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missä 𝑛 ja 𝑘 ovat luonnollisia lukuja ja 𝑗 on kaikkien luonnollisten luvujen joukko, joilla 𝑛−2 𝑗−𝑘 ≥
0. Jos ehto −𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ei toteudu, määritellään(︃

𝑛

𝑘

)︃
2
= 0.

Trinomikertoimet voidaan esittää myös muodoissa [1, s. 653](︃
𝑛

𝑘

)︃
2
=

∑︁
𝑗≥0

(−1) 𝑗
(︃
𝑛

𝑗

)︃ (︃
2𝑛 − 2 𝑗
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

)︃
=

∑︁
𝑗≥0

(−1) 𝑗 𝑛!
𝑗!(𝑛 − 𝑗)!

(2𝑛 − 2 𝑗)!
(𝑛 − 𝑘 − 𝑗)!((2𝑛 − 2 𝑗) − (𝑛 − 𝑘 − 𝑗)!

=
∑︁
𝑗≥0

(−1) 𝑗 𝑛!
𝑗!(𝑛 − 𝑗)!

(2𝑛 − 2 𝑗)!
(𝑛 − 𝑘 − 𝑗)!((𝑛 − 𝑗 + 𝑘)! .

Esimerkki 2.18. Käytetään yllä esitettyä hyödyksi trinomikolmion rivin 7. termin 𝑘 = 3 laskemi-
seen, missä 𝑗 = 0, 1, 2, koska tulee olla 7 − 3 − 2 𝑗 ≥ 0. Saadaan siis(︃

7
3

)︃
2
=

𝑛∑︁
𝑗=0,1,2

7!
𝑗!( 𝑗 + 𝑘)!(𝑛 − 2 𝑗 − 𝑘)! =

7!
0!3!4!

+ 7!
1!4!2!

+ 7!
2!5!0!

= 35 + 105 + 21 = 161.

Huomautus 2.19. Jos kolmiotrinomikertoimet haluttaisiin esittää samalla indeksoinnilla kuin mul-
tinomikertoimet, onnistuisi se käyttämällä kaavaa [13, s. 385](︃

𝑛

𝑟

)︃
2
=

∑︁
𝑖, 𝑗 ,𝑘≥0
𝑖+2 𝑗=𝑟
𝑖+ 𝑗+𝑘=𝑛

𝑛!
𝑖! 𝑗!𝑘!

,

missä 0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑛.

Trinomikertoimien avulla voidaan siis muodostaa trinomikolmio seuraavasti.

𝑛 = 0
(︁0
0
)︁
2

𝑛 = 1
(︁ 1
‧1

)︁
2

(︁1
0
)︁
2

(︁1
1
)︁
2

𝑛 = 2
(︁ 2
‧2

)︁
2

(︁ 2
‧1

)︁
2

(︁2
0
)︁
2

(︁2
1
)︁
2

(︁2
2
)︁
2

𝑛 = 3
(︁ 3
‧3

)︁
2

(︁ 3
‧2

)︁
2

(︁ 3
‧1

)︁
2

(︁3
0
)︁
2

(︁3
1
)︁
2

(︁3
2
)︁
2

(︁3
3
)︁
2

𝑛 = 4
(︁ 4
‧4

)︁
2

(︁ 4
‧3

)︁
2

(︁ 4
‧2

)︁
2

(︁ 4
‧1

)︁
2

(︁4
0
)︁
2

(︁4
1
)︁
2

(︁ 4
22

)︁ (︁4
3
)︁
2

(︁4
4
)︁
2

𝑛 = 5
(︁ 5
‧5

)︁
2

(︁ 5
‧4

)︁
2

(︁ 5
‧3

)︁
2

(︁ 5
‧2

)︁
2

(︁ 5
‧1

)︁
2

(︁5
0
)︁
2

(︁5
1
)︁
2

(︁5
2
)︁
2

(︁5
3
)︁
2

(︁5
4
)︁
2

(︁5
5
)︁
2

𝑛 = 6
(︁ 6
‧6

)︁
2

(︁ 6
‧5

)︁
2

(︁ 6
‧4

)︁
2

(︁ 6
‧3

)︁
2

(︁ 6
‧2

)︁
2

(︁ 6
‧1

)︁
2

(︁6
0
)︁
2

(︁6
1
)︁
2

(︁6
2
)︁
2

(︁6
3
)︁
2

(︁6
4
)︁
2

(︁6
5
)︁
2

(︁6
6
)︁
2

Trinomikertoimien laskeminen ei ole yhtä yksiselitteistä kuin binomi- tai multinomikertoimien las-
keminen, koska jokaisen termin kohdalla joutuu selvittämään mahdolliset muuttujan 𝑗 arvot ennen
kuin summafunktion käyttäminen on mahdollista. Trinomikerroin kaavan lisäksi trinomikertoimet
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pystyy ratkaisemaan trinomikolmion avulla edellisen rivin termien summalla seuraavan yhteyden
ansiosta.

Lause 2.20. (Trinomikolmion rekursiokaava). Trinomikolmion 𝑛. rivillä oleva alkio 𝑘 saadaan
kolmen edellisellä rivillä olevan alkion summana seuraavasti [24](︃

𝑛

𝑘

)︃
2
=

(︃
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)︃
2
+

(︃
𝑛 − 1
𝑘

)︃
2
+

(︃
𝑛 − 1
𝑘 + 1

)︃
2
.

Todistus lauseelle 2.20 löytyy lähteestä [12, s. 6-7].

Esimerkki 2.21. Lasketaan
(︁5
2
)︁
2 sekä kolmiotrinomikerroin kaavalla ja lauseen 2.20 avulla.(︃

5
2

)︃
2
=

5!
0!2!3!

+ 5!
1!3!1!

= 10 + 20 = 30

ja (︃
5
2

)︃
2
=

(︃
4
1

)︃
2
+

(︃
4
2

)︃
2
+

(︃
4
3

)︃
2

=

(︃
4!

0!1!3!
+ 4!

1!2!1!

)︃
+

(︃
4!

0!2!2!
+ 4!

1!3!0!

)︃
+ 4!

0!3!1!

= (4 + 12) + (6 + 4) + 4

= 30.

Koska trinomikolmion voi muodostaa kolmiotrinomikertoimilla, ovat trinomikolmion rivit suoraan
yhteydessä sekä muotoa (𝑥2 + 𝑥 + 1)𝑛 että (1 + 𝑥 + 𝑥−1)𝑛 olevien lausekkeiden puretussa muodossa
esiintyviin kertoimiin.

Lause 2.22. (Kolmiotrinomilause). Kun 𝑥 ∈ ℝ ja 𝑛 ∈ ℕ, niin [15]

(1 + 𝑥 + 𝑥2)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

(︃
𝑛

𝑘

)︃
2
𝑥𝑛+𝑘 .

Lause 2.23. (Laurentin polynomin kolmiotrinomilause). Kun 𝑥 ∈ ℝ ja 𝑛 ∈ ℕ, niin [1, s. 653]

(1 + 𝑥 + 𝑥−1)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

(︃
𝑛

𝑘

)︃
2
𝑥𝑘 .

Todistus. Sivuutetaan.

Hyödynnetään kolmiotrinomilausetta ja Laurentin polynomin kolmiotrinomilausetta, kun aukais-
taan lauseissa määritellyille eksponenttilausekeille avattu muoto, kun 𝑛 = 4. Esimerkeissä kolmiot-
rinomikertoimet otetaan suoraan trinomikolmiosta, joka on esitettynä kuvassa 2.5.
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Esimerkki 2.24. Kolmiotrinomilauseen avulla saadaan

(𝑥2 + 𝑥 + 1)4 =

4∑︁
𝑘=−4

(︃
4
𝑘

)︃
2
𝑥4+𝑘

= 𝑥4−4 + 4𝑥4−3 + 10𝑥4−2 + 16𝑥4−1 + 19𝑥4+0 + 16𝑥4+1 + 10𝑥4+2 + 4𝑥4+3 + 𝑥4+4

= 𝑥0 + 4𝑥1 + 10𝑥2 + 16𝑥3 + 19𝑥4 + 16𝑥5 + 10𝑥6 + 4𝑥7 + 𝑥8

= 1 + 4𝑥 + 10𝑥2 + 16𝑥3 + 19𝑥4 + 16𝑥5 + 10𝑥6 + 4𝑥7 + 𝑥8.

Esimerkki 2.25. Laurentin polynomin kolmiotrinomilauseen avulla saadaan

(1 + 𝑥 + 𝑥−1)4 =

4∑︁
𝑘=−4

(︃
4
𝑘

)︃
2
𝑥𝑘

= 𝑥−4 + 4𝑥−3 + 10𝑥−2 + 16𝑥−1 + 19𝑥0 + 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥3 + 𝑥4

=
1
𝑥4 + 4

𝑥3 + 10
𝑥2 + 16

𝑥
+ 19 + 16𝑥 + 10𝑥2 + 4𝑥3 + 𝑥4.

Toisin kuin Pascalin kolmiossa, trinomikolmiossa on jokaisella rivillä keskustrinomikerroin (cent-
ral trinomial coefficient) [13, s. 386]. Trinomikolmion ensimmäiset kymmenen keskimmäistä
alkiota ovat 1, 1, 3, 7, 19, 51, 141, 393, 1107, 3139.

Määritelmä 2.26. Trinomikolmion 𝑛. rivin keskustrinomikerroin saadaan kaavalla [22, s. 2](︃
𝑛

0

)︃
2
=

𝑛/2∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

2𝑘

)︃ (︃
2𝑘
𝑘

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃ (︃
𝑛 − 𝑘

𝑘

)︃
,

missä 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ.

Esimerkki 2.27. Käytetään määritelmän 2.26 molempia muotoja hyödyksi 4. ja 12. rivin keskustri-
nomikertoimien laskemiseksi. Saadaan(︃

4
0

)︃
2
=

4∑︁
𝑘=0

(︃
4
𝑘

)︃ (︃
4 − 𝑘

𝑘

)︃
=

(︃
4
0

)︃ (︃
4
0

)︃
+

(︃
4
1

)︃ (︃
3
1

)︃
+

(︃
4
2

)︃ (︃
2
2

)︃
+

(︃
4
3

)︃ (︃
1
3

)︃
+

(︃
4
4

)︃ (︃
0
4

)︃
= 1 · 1 + 4 · 3 + 6 · 1 + 4 · 0 + 1 · 0

= 19
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ja (︃
12
0

)︃
2
=

12/2∑︁
𝑘=0

(︃
12
2𝑘

)︃ (︃
2𝑘
𝑘

)︃
=

(︃
12
0

)︃ (︃
0
0

)︃
+

(︃
12
2

)︃ (︃
2
1

)︃
+

(︃
12
4

)︃ (︃
4
2

)︃
+

(︃
12
6

)︃ (︃
6
3

)︃
+

(︃
12
8

)︃ (︃
8
4

)︃
+

(︃
12
10

)︃ (︃
10
5

)︃
+

(︃
12
12

)︃ (︃
12
6

)︃
= 1 · 1 + 66 · 2 + 495 · 6 + 924 · 20 + 495 · 70 + 66 · 252 + 1 · 924

= 73789.

Lausekkeille (1 + 𝑥 + 𝑥−1)𝑛 keskustrinomikerroin on aina lausekkeen avatun muodon vakiotermi.
Trinomikolmion keskustrinomikertoimille löytyy yhteys Fibonaccin lukujonoon, mitä käsitellään
tarkemmin luvussa 3.3.
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3. PASCALIN KOLMION SOVELLUKSIA

Tässä luvussa käsitellään ensin Pascalin kolmion ominaisuuksia ennen sen muihin sovelluksiin
paneutumista. Lopuksi mielenkiinnon vuoksi käsitellään myös Pascalin pyramidista ja trinomikol-
miosta pari kiinnostavaa huomiota. Ominaisuuksien ja sovelluksien tarkastelu on keskitetty Pasca-
lin kolmioon, sillä Pascalin pyramidi ja trinomikolmio ovat vähemmän tutkittuja sommitelmia ja
niiden sovellukset käsittelevät paljon syvällisempää matemaattista teoriaa kuin tässä tutkielmas-
sa on oleellista käsitellä. Lisäksi nämä kaksi sommitelmaa ovat muodostukseltaan ja idealtaan
hyvin samankaltaisia, joten niistä voidaan löytää varsin samantyyppisiä ominaisuuksia ja sovelluk-
sia, joiden toistuva käsittely ei olisi mielekästä. Pascalin kolmiosta yksinään löytyisi sovelluksia
kokonaisen kirjan verran, joten senkin käsittelyssä pyritään rajaamaan tarkastelu vain muutamiin
olennaisiin sovelluksiin.

3.1 Ominaisuuksia

Pascalin kolmiosta voidaan löytää yhteys luvun kaksi potensseihin.

Lause 3.1. (Rivin alkioiden summan potenssisääntö). Jokaisen Pascalin kolmion 𝑛. rivin alkiot
yhteen laskemalla saadaan vastaukseksi arvo 2𝑛. Toisin sanoen [13, s. 86]

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
= 2𝑛.

Todistus. Sijoittamalla Newtonin binomikaavaan 2.7 𝑎 = 1 ja 𝑏 = 1 saadaan

(1 + 1)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
1𝑛−𝑘1𝑘

⇔ 2𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
eli jokaisen Pascalin kolmion 𝑛. rivin alkioiden summa on yhtä suuri kuin 2𝑛.

Ensimmäisille viidelle riville Pascalin kolmiossa myös pätee, että rivillä olevat alkiot luettuna
yhteen ovat 11𝑛 vastaus, missä 𝑛 on rivin numero. Esimerkiksi viimeinen rivi, jolle tämä sääntö
toimii on 4. rivi, jonka alkiot ovat 1, 4, 6, 4, 1 ja 114 = 14641.

Pascalin kolmiosta voidaan myös löytää useampi kuuluisa lukujono. Vinoittain meneviltä riveiltä
löytyy luonnollisten lukujen lukujono, kun 𝑛 ≥ 1 ja 𝑘 = 1, kolmioluvut, kun 𝑛 ≥ 2 ja 𝑘 = 2,
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tetraedriluvut, kun 𝑛 ≥ 3 ja 𝑘 = 3, ja viimeisenä pentatooppiluvut, kun 𝑛 ≥ 4 ja 𝑘 = 4. [13, s.
86-87] Näiden lukujonojen löytyminen Pascalin kolmiosta esitetään selkeämmin kuvassa 3.1.

Kuva 3.1. Pascalin kolmiosta löytyviä lukujonoja. Kuvassa lukujonojen vierelle on merkitty kirjai-
mella a) luonnolliset luvut, b) kolmioluvut, c) tetraedriluvut ja d) pentatooppiluvut.

Kolmioluvut (triangular numbers), tetraedriluvut (tetrahedral numbers) ja pentatooppiluvut (pen-
tatope numbers) ovat kaikki kuviolukuja (figurate numbers). Kuvioluvut ovat määrä pisteitä, jotka
voivat esittää tasaisen ja säännöllisen geometrisen kuvion [7, s. XV]. Kolmioluvuilla saadaan muo-
dostettua tasasivuinen kolmio [7, s. 2-3] ja tetraedriluvuilla saadaan kolmiuloitteinen tetraedri [7,
s. 89]. Pentatooppiluvut puolestaan ovat määrä pisteitä, joilla saa yksinkertaisimman neliulotteisen
simpleksin/hypertetraedrin (hyper tetrahedron) [7, s. 162].

Koska tetraedrin sivut ovat tasasivuisia kolmioita, on tetraedri- ja kolmiolukujen välillä yhteys.
Yksittäisen tetraedriluvun saa laskemalla kaikki sitä pienemmät kolmioluvut yhteen. Tämä käy
myös järkeen niiden yhteydestä Pascalin kolmioon, sillä luonnollisesti Pascalin kolmiosta löytyvät
tetraedriluvut ovat muodostuneet edellisten alkioiden summasta, joista ensimmäinen termi on aina
tetraedrilukua pienempi kolmioluku ja toinen summattava termi aina edellinen tetraedrialkio.

Kolmioluvuilla ja tetraedriluvuilla on myös yhteys Pascalin kolmion ja Pascalin pyramidin alkioiden
lukumäärään. Kolmioluvut 𝑆3 voidaan saada kaavalla [7, s. 6]

𝑆3(𝑥) =
𝑥(𝑥 + 1)

2
(3.1)

ja tetraedriluvut 𝑆3
3 puolestaan voidaan saada kaavalla [7, s. 89]

𝑆3
3 (𝑥) =

𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2)
6

, (3.2)

missä 𝑥 on luonnollinen luku. Muuttamalla Pascalin kolmion tai Pascalin pyramidin alkiot pisteiksi,
voidaan huomata, että alkioiden kokonaisuus muodostaa tasasivuisia kolmioita tai tetraedrejä. Näin
ollen kolmioluvut ja tetraedriluvut suoraan kertovat 𝑛. riviin tai tasoon mennessä esiintyneiden
alkioiden lukumäärän. Tämä voidaan siis laskea esimerkiksi sijoittamalla kaavoihin (3.1) ja (3.2)
muuttujan 𝑥 paikalle 𝑛 + 1, jossa 𝑛 on Pascalin kolmion rivin tai Pascalin pyramidin tason numero.
Kuvassa 3.2 on demonstroitu Pascalin kolmion ja Pascalin pyramidin leikkauksia, kun 𝑛 = 4 eli
Pascalin kolmion alkioiden summa on (5 · 6)/2 = 15 ja Pascalin pyramidin alkioiden summa on
(5 · 6 · 7)/6 = 35.
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Kuva 3.2. Pascalin kolmio ja Pascalin pyramidi, joissa alkiot ovat korvattu pisteillä. Molemmista
on esimerkkinä sinisellä rajattu 4. rivin/tason leikkaus.

Lukujonoista ehkä yksi kuuluisimmista on Fibonaccin lukujono. Fibonaccin lukujono saadaan
aloittamalla lukujono nollalla ja ykkösellä ja tämän jälkeen summaamalla aina kaksi edellistä
lukua yhteen.

Lause 3.2. (Fibonaccin lukujono) Fibonaccin lukujonon alkiot saadaan [1, s. 655]

𝐹𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, kun 𝑛 = 0,

1, kun 𝑛 = 1,

𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2, kun 𝑛 > 1.

Pascalin kolmiosta Fibonaccin lukujono löytyy kolmion diagonaalisummista. Tämä voidaan pa-
remmin nähdä kuvasta 3.3.

Kuva 3.3. Fibonaccin jono Pascalin kolmiossa.

Pascalin kolmiosta löytyvistä tetraedriluvuista mainittiin jo, kuinka ne muodostuvat kaikkien tet-
raedrilukua pienempien kolmiolukujen summasta ja miten tämä käy järkeen Pascalin kolmion sum-
mamenetelmän suhteen. Tämä sama ominaisuus voidaan yleistää koko Pascalin kolmiolle ja saatua
lausetta kutsutaan L-mailayhtälöksi (hockey stick identity) [10]. Lause on nimetty Pascalin kol-
miossa esiintyvän jääkiekkomailaa muistuttavan lukujen muodostelman mukaan. Kuvio esitetään
kuvassa 3.4.
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Lause 3.3. (L-maila). Kaikille luonnollisille luvuille 𝑟 ≥ 𝑘 pätee [10]

𝑟∑︁
𝑛=𝑘

(︃
𝑛

𝑘

)︃
=

(︃
𝑟 + 1
𝑘 + 1

)︃
.

Todistus lauseelle 3.3 löytyy lähteestä [10].

Kuva 3.4. L-mailayhtälön muoto Pascalin kolmiossa. Kuvassa merkittynä yksi esimerkki alkioista,
joille lause pätee. L-mailan pituus vaihtelee alkioiden määrästä riippuen.

Samantyylisiä lauseita L-mailayhtälön kanssa ovat Pystymaila ja kiekko -lause (The Little Hockey
Stick and Puck Theorem) ja Iso pystymaila ja kiekko -lause (The Big Hockey Stick and Puck
Theorem) [13, s. 96-97]. Näistä on esitetty esimerkit kuvassa 3.5.

Lause 3.4. (Pystymaila ja kiekko) Kaikille luonnollisille luvuille 𝑛 pätee [13, s. 96](︃
𝑛

0

)︃
+

(︃
𝑛 + 2

1

)︃
+

(︃
𝑛 + 4

2

)︃
=

(︃
𝑛 + 5

2

)︃
−

(︃
𝑛 + 5

0

)︃
.

Lause 3.5. (Iso pystymaila ja kiekko) Kaikille luonnollisille luvuille 𝑛 pätee [13, s. 97](︃
𝑛

0

)︃
+

(︃
𝑛 + 2

1

)︃
+

(︃
𝑛 + 4

2

)︃
+

(︃
𝑛 + 6

3

)︃
=

(︃
𝑛 + 7

3

)︃
−

(︃
𝑛 + 6

1

)︃
.

Todistus. Sivuutetaan.

Kuva 3.5. Pystymaila ja kiekko -lauseiden muoto Pascalin kolmiossa. Vasemmalla Pystymaila ja
kiekko -lause ja oikealla Iso pystymaila ja kiekko -lause.
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3.2 Sovelluksia

Luvussa 2 esiteltiin jo ilmeisin ja suorin sovellus määritellyille sommitelmille eli lausekkeiden
avaaminen purettuun muotoon. Nykyaikana tietokoneiden ja laskimien tehokas hyödyntäminen on
kuitenkin reilusti vähentänyt Pascalin kolmion suoraa hyödyntämistä käsin laskemisessa. Sommi-
telman tuntemista voidaan kuitenkin hyödyntää matemaattisen ymmärryksen laajentamisessa ja
tietyissä tapauksissa sen hyödyntäminen yksinkertaistaa asioita.

Pascalin kolmion jatkuva auki kirjoittaminen sovelluksia varten on työlästä. Varsinkin, jos kolmios-
ta tarvitaan enemmän kuin muutama ensimmäinen rivi. On siis hyvä huomata, että tämä ei aina
ole tarpeen. Käsin laskiessa voi esimerkiksi hyödyntää painettuja tai internetistä löytyviä versioita
Pascalin kolmiosta [5]. Lisäksi Pascalin kolmioon liittyviä lukujonoja on kirjattuna verkkopoh-
jaiseen OEIS-tietokantaan. Esimerkiksi Pascalin kolmion keskibinomikertoimet (central binomial
coefficients) ja Gouldin jonon voi löytää OEIS-listoilta [23]. Gouldin jono muodostetaan siten, että
sen 𝑛. alkio ilmoittaa Pascalin kolmion 𝑛. rivin parittomien lukujen määrän [23, A001316].

Pascalin kolmiolla on oleellinen yhteys kombinatoriikkaan johtuen sen yhteydestä binomikertoi-
miin. Kombinatoriikka puolestaan liittyy olennaisesti todennäköisyyslaskentaan. Todennäköisyys-
laskennassa binomikertoimet esittävät kombinaatioiden lukumääriä. Kombinaatioilla tarkoitetaan
tietystä joukosta poimittujen alkioiden osajoukkoa, kun alkioiden järjestyksellä ei ole väliä [4, s.
42]. Tämä eroaa permutaatioista, joissa järjestyksellä on väliä. Eräs esimerkki kombinaatioihin
liittyvistä todennäköisyyslaskuista on lottoarvonnan päävoiton saamisen todennäköisyyden mää-
rittäminen. Tällöin todennäköisyys on 1/

(︁𝑛
𝑘

)︁
, missä 𝑛 on käytettävien numeroiden määrä ja 𝑘 arvot-

tavien numeroiden määrä. Kuten luvussa 2.1 esiteltiin, todennäköisyys saataisiin Pascalin kolmion
𝑛. rivin alkion 𝑘 esittämän luvun käänteislukuna.

Vähemmän tunnettu sovellus Pascalin kolmiolle on sen hyödyntäminen binomimuunnoksessa (bi-
nomial transformation). Binomimuunnos on lukujonolle tehtävä muunnos, jonka tuloksena saadaan
sellainen lukujono, jonka alkiot ovat alkuperäisen jonon alkioiden summia tai erotuksia, riippuen
käytetystä määritelmästä [21]. Määritelmästä on kirjallisuudessa erilaisia versioita, joista tähän
työhön on valittu versio lähteestä [21].

Määritelmä 3.6. Olkoot {𝑎𝑛} ja {𝑏𝑛} kaksi jonoa, missä 𝑛 ∈ ℕ. Jono 𝑏𝑛 on jonon 𝑎𝑛 binomi-
muunnos, kun [21, s. 2]

𝑏𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑘 .

Muunnetusta jonosta pääsee takaisin alkuperäiseen jonoon käänteisbinomimuunnoksen avulla.
Käänteisbinomimuunnos (inverse binomial transform) saadaan kaavalla [21, s. 9]

𝑎𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
(−1)𝑛−𝑘𝑏𝑘 .

Huomataan, että binomimuunnoksen määritelmässä hyödynnetään binomikerrointa. Näin ollen
Pascalin kolmiota voi suoraan hyödyntää binomimuunnoksen tekemisessä.
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Binomimuunnokselle käytetään lähteistä riippuen erilaisia määritelmiä. Esimerkiksi Prodinger
määrittelee binomimuunnoksen niin, että 𝑏𝑛 =

∑︁𝑛
𝑘=0

(︁𝑛
𝑘

)︁
(−1)𝑘𝑎𝑘 [20], jolloin saadaan selvästi

erilainen binomimuunnos.

Esimerkissä 3.7 on esitetty erään lukujonon binomimuunnos määritelmän 3.6 mukaisesti.

Esimerkki 3.7. Tehdään binomimuunnos Fibonaccin lukujonon ensimmäiselle yhdeksälle alkiolle
𝐹𝑛 = 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 eli saadaan

1 · 0 = 0

1 · 0 + 1 · 1 = 1

1 · 0 + 2 · 1 + 1 · 1 = 3

1 · 0 + 3 · 1 + 3 · 1 + 1 · 2 = 8

1 · 0 + 4 · 1 + 6 · 1 + 4 · 2 + 1 · 3 = 21

1 · 0 + 5 · 1 + 10 · 1 + 10 · 2 + 5 · 3 + 1 · 5 = 55

1 · 0 + 6 · 1 + 15 · 1 + 20 · 2 + 15 · 3 + 6 · 5 + 1 · 8 = 144

1 · 0 + 7 · 1 + 21 · 1 + 35 · 2 + 35 · 3 + 21 · 5 + 7 · 8 + 1 · 13 = 377

1 · 0 + 8 · 1 + 28 · 1 + 56 · 2 + 70 · 3 + 56 · 5 + 28 · 8 + 8 · 13 + 1 · 21 = 987.

Eli Fibonaccin lukujonon 𝐹𝑛 binomimuunnos 𝑏𝑛 = 0, 1, 3, 8, 21, 55, 144, 377, 987.

Lauseen 3.6 binomimuunnos voidaan myös määrittää kolmiosommitelman avulla, jonka summa-
systeemi muistuttaa hieman Pascalin kolmiota. Tämä on esitetty lauseessa 3.8 ja kuvassa 3.6.

Lause 3.8. Jonon {𝑎𝑘} binomimuunnoksen saa muodostamalla seuraavanlaisen kolmion. [21, s.
3]

1. Kolmion vasemmaksi diagonaaliksi sijoitetaan jonon 𝑎𝑛 alkiot.

2. Kaikki muut alkiot muodostetaan niin, että otetaan summa samalla rivillä vasemmalla ole-
vasta alkiosta ja lähimmästä edellisellä rivillä ylävasemmalla olevasta alkiosta.

Saadun kolmion oikea diagonaali on jonon {𝑎𝑘} binomimuunnos.

Todistus lauseelle 3.8 löytyy lähteestä [21, s. 4].
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Kuva 3.6. Suunnattu graafi binomimuunnoksesta. Nuolet osoittavat alkiot, jotka summataan yhteen
seuraavaksi alkioksi. Perustuu lähteeseen [21, s. 4].

Kuvassa 3.7 on esitetty lauseen 3.8 mukaisesti esimerkin 3.7 ensimmäisten viiden alkion muodos-
tus.

Kuva 3.7. Suunnattu graafi binomimuunnoksesta Fibonaccin lukujonolle. Nuolet osoittavat alkiot,
jotka on summattu yhteen seuraavaksi alkioksi. Vasemmalla diagonaalilla on Fibonaccin lukujonon
alkiot ja oikealla diagonaalilla on saatu binomimuunnos.

Binomimuunnos voidaan myös määritellä kombinaatioteorian avulla. Tällöin, jos jono 𝑎𝑛 kuvaa
määrää osajoukkoja, joissa on 𝑛 määrä alkioita tietyllä ominaisuudella 𝑃, niin jono 𝑏𝑛 kuvaa
määrää tapoja, joilla 𝑛 alkion joukko voidaan jakaa kahteen osajoukkoon niin, että ensimmäisellä
osajoukolla on ominaisuus 𝑃 [21].
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3.3 Huomioita Pascalin pyramidista ja trinomikolmiosta

Tässä kappaleessa esitellään muutamia huomiota Pascalin pyramidin ja trinomikolmion sommitel-
mien ominaisuuksista tai sovelluksista. Ensimmäiseksi, samaan tapaan kuin Pascalin kolmiossa,
myös Pascalin pyramidin tason ja trinomikolmion rivin alkioiden summasta löytyy mielenkiintoi-
nen yhteys.

Lause 3.9. (Tason alkioiden summan potenssisääntö). Laskemalla yhteen Pascalin pyramidin 𝑛.
tason alkiot saadaan tulokseksi 3𝑛. Toisin sanoen [13, s. 386]

𝑛∑︁
𝑖+ 𝑗+𝑘=𝑛

(︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
= 3𝑛.

Todistus. Sijoittamalla pyramiditrinomilauseeseen 2.13 𝑎 = 1, 𝑏 = 1 ja 𝑐 = 1 saadaan

(1 + 1 + 1)𝑛 =
∑︁

𝑖+ 𝑗+𝑘=𝑛

(︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
1𝑖1 𝑗1𝑘

⇔ 3𝑛 =
∑︁

𝑖+ 𝑗+𝑘=𝑛

(︃
𝑛

𝑖, 𝑗 , 𝑘

)︃
eli Pascalin pyramidin 𝑛. tason alkioiden summa on yhtä suuri kuin 3𝑛 kaikilla 𝑛.

Koska trinomikolmio on Pascalin pyramidin tapaisesti suunnattu kolmen termin kertoimien rat-
kaisemiseen, myös siitä löytyy yhteys luvun kolme potensseihin. Trinomikolmion tapauksessa 𝑛.
rivin alkioiden summa on yhtä kuin 3𝑛.

Pascalin kolmioon verrattuna trinomikolmiota on tutkittu varsin vähän. Suurin osa siihen liitty-
västä tiedosta löytyy muihin multinomikertoimiin paneutuvissa teksteissä enemmän sivuhuomau-
tuksena. Monet matemaatikot ovat kuitenkin tutkineet kolmiotrinomikertoimia, vaikkakin kutsuen
kertoimia jollain muulla nimellä, tai jättäen ne nimeämättä. Esimerkiksi Leonhard Euler on tut-
kinut kolmiotrinomikertoimia ja tehnyt muun muassa seuraavassa esimerkissä esitetyn huomion
keskisarakkeen alkioille. [1, s. 653]

Esimerkki 3.10. Trinomikolmion keskialkioilta löytyy seuraava yhteys Fibonaccin lukujonoon.
Kun 0 ≤ 𝑛 ≤ 7 pätee kaava [1, s. 655]

3
(︃
𝑛 + 1

0

)︃
2
−

(︃
𝑛 + 2

0

)︃
2
= 𝐹𝑛 (𝐹𝑛 + 1),

missä 𝐹𝑛 on Fibonaccin lukujonon 𝑛. alkio.

Seuraavaksi demonstroidaan kaavan yhteyttä ensimmäiselle yhdeksälle Fibonaccin alkiolle.
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3
(︃
1
0

)︃
2
−

(︃
2
0

)︃
2
= 3 · 1 − 3 = 0 = 0(0 + 1) = 𝐹0(𝐹0 + 1)

3
(︃
2
0

)︃
2
−

(︃
3
0

)︃
2
= 3 · 3 − 7 = 2 = 1(1 + 1) = 𝐹1(𝐹1 + 1)

3
(︃
3
0

)︃
2
−

(︃
4
0

)︃
2
= 3 · 7 − 19 = 2 = 1(1 + 1) = 𝐹2(𝐹2 + 1)

3
(︃
4
0

)︃
2
−

(︃
5
0

)︃
2
= 3 · 19 − 51 = 6 = 2(2 + 1) = 𝐹3(𝐹3 + 1)

3
(︃
5
0

)︃
2
−

(︃
6
0

)︃
2
= 3 · 51 − 141 = 12 = 3(3 + 1) = 𝐹4(𝐹4 + 1)

3
(︃
6
0

)︃
2
−

(︃
7
0

)︃
2
= 3 · 141 − 393 = 30 = 5(5 + 1) = 𝐹5(𝐹5 + 1)

3
(︃
7
0

)︃
2
−

(︃
8
0

)︃
2
= 3 · 393 − 1107 = 72 = 8(8 + 1) = 𝐹6(𝐹6 + 1)

3
(︃
8
0

)︃
2
−

(︃
9
0

)︃
2
= 3 · 1107 − 3139 = 182 = 13(13 + 1) = 𝐹7(𝐹7 + 1)

3
(︃
9
0

)︃
2
−

(︃
10
0

)︃
2
= 3 · 3139 − 8953 = 464 ≠ 462 = 21(21 + 1) = 𝐹8(𝐹8 + 1).

Euler itse kutsui tätä esimerkkiä "merkittäväksi esimerkiksi harhaanjohtavasta päättelystä", joka
saattaa tarkoittaa, että hän on muutaman alkupään alkion laskettuaan ensin luullut, että kaava voisi
päteä kaikilla 𝑛, kun näin ei ole. Niin kuin esimerkin viimeisistä alkioista nähdään, kaava pätee
vain alkioille 𝑛 ≤ 7.
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4. YHTEENVETO

Tässä työssä tutustuttiin Pascalin kolmioon, Pascalin pyramidiin ja trinomikolmioon. Näistä geo-
metrisista sommitelmista määriteltiin ensin niiden muodostus edellisten alkioiden summamenetel-
mällä. Tämän jälkeen todennettiin sommitelmien yhteys eri multinomikertoimiin, eli järjestykses-
sä binomikertoimiin, pyramiditrinomikertoimiin sekä kolmiotrinomikertoimiin. Tämän yhteyden
ansiosta huomattiin, että jokainen sommitelma sopii kätevästi erilaisten eksponenttilausekkeiden
avaamiseen. Pascalin pyramidin yhteydessä määriteltiin myös multinomikertoimet yleisellä tasol-
la, jotta eksponenttilausekkeiden avaaminen pystyttiin määrittelemään myös lausekkeille, joissa on
enemmän kuin 3 termiä. Trinomikolmiosta myös esiteltiin sen keskustrinomikerrointen määritel-
mä.

Teoreettisesti käsitellyillä sommitelmilla on useita ominaisuuksia ja hyödyllisiä sovelluksia. Näiden
käsittelyssä keskityttiin Pascalin kolmion ominaisuuksiin ja sovelluksiin. Pascalin kolmion omi-
naisuuksista käsiteltiin sen alkioiden yhteys kakkosen potensseihin ja ensimmäisten rivien yhteys
yhdentoista potensseihin. Lisäksi Pascalin kolmiosta huomattiin löytyvän useampi tärkeä lukujo-
no. Kolmio- ja tetraedrilukujonoista huomattiin niiden suora yhteys Pascalin kolmion ja Pascalin
pyramidin alkioiden määrään. Lopuksi määriteltiin kolme lausetta Pascalin kolmion lukujen sum-
mista, jotka liittyivät kolmiossa esiintyvien lukujen kuviomuodostelmiin, nimittäin L-mailayhtälö,
Pystymaila ja kiekko - lause sekä Iso pystymaila ja kiekko -lause.

Luvussa 3 esiteltiin myös Pascalin kolmioon liittyvien lukujen käyttöyhteyksiä muun muassa to-
dennäköisyyslaskennassa ja binomimuunnosta käyttettäessä. Tämän yhteydessä määriteltiin bi-
nomimuunnokselle myös vaihtoehtoinen muunnostapa tietynlaisen kolmiosommitelman avulla.
Viimeiseksi tehtiin muutama havainto Pascalin pyramidista ja trinomikolmiosta. Esimerkiksi esi-
teltiin niiden yhteys kolmosen potensseihin ja trinomikolmion ylimmillä riveillä esiintyvien lukujen
yhteyttä Fibonaccin lukujonoon.

Tämän tutkielman tarkoituksena oli esittää selkeä kokonaisuus käsitellyistä sommitelmista, joiden
sisäistämisen tavoitteena on auttaa eri matemaattisten aihealueiden ymmärtämisessä ja yhdistele-
misessä. Työssä pyrittiin vastaamaan miten Pascalin kolmion, Pascalin pyramidin ja trinomikol-
mion muodostus onnistuu ja miten niiden yhteydet eri multinomikertoimiin voivat auttaa niiden
hyödyntämisessä eri tavoilla.
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