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Taméan kandidaatintydén aiheena ovat geometriset sommitelmat Pascalin kolmio, Pascalin py-
ramidi ja trinomikolmio. Naiden kolmen muodostus, ominaisuudet ja sovellukset ovat 1dhella toisi-
aan, mutta niiden teoreettiset erot kuitenkin jakavat ne omiin hyédynnettaviin sovelluksiinsa. Tyés-
sa pyritdan aluksi maarittelemaén olennaiset asiat naiden teoriasta ja yhteyksista eri matemaatti-
siin lauseisiin. Naita yhteyksia hyédynnetdan myéhemmin luvussa 3, jossa tutustutaan tarkemmin
Pascalin kolmion ominaisuuksiin ja sovelluksiin. Sovelluksien tarkastelussa mietitdan varsinkin eri
tapoja, joilla Pascalin kolmiota voidaan hyédyntdd matemaattisen ymmarryksen laajentamisessa
seka laskurutiinien helpottamisessa. Tyon teoria ja sovelluksien tutkimus toteutettiin kirjallisuuskat-
sauksena.

Tutkittaviin aiheisiin liittyvat olennaisesti multinomikertoimet, joiden avulla sommitelmat voidaan
muodostaa. Pascalin kolmioon liittyvat kaksipaikkaiset multinomikertoimet, jotka tunnetaan parem-
min binomikertoimina. Pascalin pyramidin multinomikertoimet ovat kolmipaikkaisia ja tunnetaan tas-
sa ty6ssa termilla pyramiditrinomikerroin. Pascalin pyramidin yhteydessa kasitelladn myds multino-
mikertoimien idea yleisena tapauksena, eli lausekkeen termien maéarasta riippumattomana. Trino-
mikolmion kohdalla kyseessa on kolmipaikkaisten multinomikertoimien erikoistapaus, josta nyt kay-
tetdan termié kolmiotrinomikerroin.

Pascalin kolmiosta I8ydet&éan erilaisia ominaisuuksia, esimerkiksi kolmiosta voidaan kuviopaat-
telylla 16ytad muista yhteyksista tuttuja lukujonoja ja toisaalta yksittaisisia Pascalin kolmion lukuja
voidaan paétella tiettyihin kuviomuodostelmiin liittyvien alkioiden summina. Néiden kuviomuodos-
telmien nimiksi on ty6ta varten valittu L-maila, Pystymaila ja kiekko, seké& Iso pystymaila ja kiekko.
Pascalin kolmion sovelluksista |6ydetdan yhteyksia esimerkiksi kombinatoriikkaan, todennékdisyys-
laskentaan sek& binomimuunnokseen.

Avainsanat: Pascalin kolmio, Pascalin pyramidi, trinomikolmio, binomikerroin, multinomikerroin, tri-
nomikerroin, pyramiditrinomikerroin, kolmiotrinomikerroin
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1. JOHDANTO

Pascalin kolmiolla, Pascalin pyramidilla ja trinomikolmiolla on I&heiset yhteydet kombinatoriik-
kaan niiden yhteydestd multinomikertoimiin. Kombinatoriikka on tuhansia vuosia vanha mate-
maattinen késite, jonka tutkiminen on alkanut jo ensimmdisten sivilisaatioiden rakentuessa [26,
s. 3]. Analyyttinen kombinatoriikka tutkii mahdollisia joukkoja, jotka toteuttavat tietyt halutut
ominaisuudet. Se pyrkii ennustamaan tarkasti suurienkin kombinatoristen kokoonpanojen ominai-
suuksia, joka on olennainen osa varsinkin algoritmien analyysissé ja todennékoisyyslaskennassa.
[8] Kombinatoriikassa tutkitaan menetelmid erilaisten dérellisten joukkojen alkioiden lukuméérien
laskemiseksi [16].

Kisiteltdvistd kasitteistd Pascalin kolmio on periaatteessa vanhin ja kisitteet Pascalin pyramidi
ja trinomikolmio ovat syntyneet Pascalin kolmion teoriaa muokatessa ja laajennettacssa. Tasta
syysté tdssdkin tydssd painotetaan Pascalin kolmion késittelyd enemmin kuin Pascalin pyramidin
tai trinomikolmion. Aiheet ovat niukasti késiteltyjd varsinkin suomenkielisissd teoksissa, joten
tdmén tyon tavoitteena on selkedsti esittdd sommitelmien teoria selkedni helposti ymmaérrettivina

kokonaisuutena, josta myOs tunnistaa sommitelmien yhteydet eri matemaattisiin osa-alueisiin.

Luvussa 2 méiritellddn, mitd Pascalin kolmio, Pascalin pyramidi ja trinomikolmiot ovat. Jokainen
voidaan méiiritelld ensin kokonaisuutena, jonka alkiot saadaan yksinkertaisimmillaan edellisten
alkioiden summasta. Teorian yhteydessd 10ydetdidn yhteys ndiden geometristen sommitelmien ja
erityyppisten multinomikertoimien vélille. Timi yhteys puolestaan antaa ndiden sommitelmien en-
sisijaisen sovelluksen eli erilaisten eksponenttilausekkeiden avaamisen purettuun muotoon. Myo-
hemmin luvussa 3 esitelldéin sommitelmien triviaaleja ominaisuuksia ja sommitelmien hyodylli-
syyttd eri sovelluksissa. Viimeiseksi luvussa 4 kootaan tyossa kasitellyt aiheet yhteen ja annetaan

viimeiset johtopaatokset.



2. MATEMAATTINEN TEORIA

Erds matemaattisen ymmaérryksen tirkeistd osa-alueista on polynomeihin liittyvien yhtéldiden rat-
kaiseminen niin peruspolynomien kuin my0s korkeampaa astetta olevien polynomien tapauksessa.
Olennaisiin matematiikan taitoihin kuuluvat mm. korkeamman potenssin avaaminen tai ryhmittely
takaisin suppeampaan muotoon. Téssd voi esimerkiksi auttaa selked laskurutiini ja toisen asteen
yhtélon binomin nelion hyddyntiminen. Korkeampien potenssien kohdalla sulkujen avaaminen
puhtaasti laskemalla kiy kuitenkin tyolddksi ja turhan monimutkaiseksi. Erilaisia oikopolkuja
suurten potenssilausekkeiden avaamiseen voidaan saada Pascalin kolmion, Pascalin pyramidin tai

trinomikolmion avulla. Tissa luvussa tutustutaan ndiden kolmen teoriaan ja muodostukseen.

2.1 Pascalin kolmio

Pascalin kolmio on geometrinen binomikerrointen kokoelma kolmion muodossa. Ranskalainen ma-
temaatikko Blaise Pascal julkaisi vuonna 1665 teoksen "Aritmeettisen kolmion tutkielma" (Traité
du triangle arithmétique [11]), jossa oli ensimméisti kertaa koottu yhteen kaikki sithen mennessi
tutkittu tieto Pascalin kolmiosta. Kolmio tunnetaan eri puolilla maailmaa aikojen saatossa muu-
tamilla eri nimilld, esimerkiksi Kiinassa nimilld aritmeettinen kolmio (the arithmetical triangle)
tai kombinatoriikkakolmio (the combinatorial triangle), Kreikassa kuviolukukolmio (the figurate
triangle), ja Intiassa binomikolmio (the binomial triangle). Matemaatikot ovat tutkineet kysei-
seen kolmioon liittyvdda matematiikkaa jo 450 eaa. ldhtien. Nykyisin yleisesti kéytettdvin nimen

"Pascalin kolmio" antoi matemaatikko Pierre Raymond de Montmort vuonna 1708. [9]

Pascalin kolmion ylin alkio on 1. Seuraavien rivien keskimmaéiset alkiot saadaan kahden ylem-
pina olevan alkion summasta. Reuna-alkiot tulevat suoraan edellisestd reuna-alkiosta 1. Pascalin
kolmiossa siis jokainen rivi alkaa ykkoselld ja paittyy ykkoseen ja kolmio rakentuu symmetrisesti

keskisarakkeensa ympirille. [13]

Kuvassa 2.1 on esitettynéd Pascalin kolmion ensimmaéiset 7 rivii.
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Kuva 2.1. Pascalin kolmion muodostus summamenetelmdlld. Nuolet osoittavat alkiot, jotka sum-
mataan yhteen osoitetuksi alkioksi.

Mairitelma 2.1. Binomikertoimet ovat muotoa [13, s. 25]

n\ nn-1)---(n-k+1) n!
(k) B k! Ckl(n—k)!

olevia lukuja, missid n, k € Nja 0 < k < n. Muille luvuille mééritelldén

iR

Matemaattisesti Pascalin kolmio on merkittivé, koska voidaan huomata, ettd se rakentuu binomi-
kertoimien kokoelmasta. Rivien alkiot saadaan niin sanotusti binomikertoimina (Z), joka luetaan
n alle k, ja jossa n on rivin numero ja k tarkoittaa rivilld olevan alkion jirjestyslukua vasemmalta
oikealle edettidesséd, kun ensimmaéisen alkion jéirjestysluvuksi sovitaan k = 0. Pascalin kolmion

rivit alkavat termistd n = O eli O. rivistd. Esimerkiksi siis 4. rivin alkiot vasemmalta oikealle ovat
4 4 4 4 .4
(o) =1, (1) =4, (2) =0, (3) =4ja (4) = 1.

Binomikertoimien avulla voidaan siis muodostaa Pascalin kolmio seuraavasti.

n=0 (o)

n=1 (o) (1)

n=2 ) (3) G)

n=3 () () G) G)

n=4 (o) (3) G) G) (i)

n=S5 ) () G) G) () ()
n=6 (g (4) () () () ) (©)

Yksinkertaisempi ja nopeampi tapa muodostaa Pascalin kolmio on kuitenkin jo aikaisemmin

mainittu summamenetelma. Tami onnistuu seuraavan binomikertoimien yhteyden ansiosta.



Lause 2.2. (Pascalin sddnto). Pascalin kolmion termit saadaan laskettua rekursiivisesti kolmion

ylemmdilld rivilld olevien kahden termin summana, silld [14]
n\ (n-1 N n-1
k] \k-1 k[
kun n ja k ovat luonnollisia lukuja ja k < n.

Todistus. Olkoot n, k € N, joille patee 1 < k < n. Télloin Pascalin kolmiossa rivilld n — 1 olevien

perdkkiisten binomikerrointen summan voi kirjoittaa muodossa

n—1 n—1\ (n-1)! (n-1!
(k—1)+( k )_(k—l)!((n—l)—(k—l))!+k!((n—1)—k)!

3 k(n-1)! (n=-k)(n-1)!

T k(k-Dln-k)!  kl(n-k)((n-k)—1)!

_k(n=-D!'+(n-k)(n-1)!

B kl(n—k)!

_(k+(n=k)(n-1)!

- k!(n—k)!

n(n—1)!

o k'(n—k)!

3 n! _(n
T kl(n-k)! (k)

joka on kolmion seuraavan rivin alkio. O

Huomautus 2.3. Lauseen 2.2 voi esittdd myos muodossa [25]

(nzl) ) (Z) * (kﬁl)- @.1)

Tdmén liséksi voidaan olla varmoja muista Pascalin kolmion ominaisuuksista seuraavien binomi-

kertoimiin liittyvien lauseiden ansiosta.

Lause 2.4. Olkoot n, k € N, joille pdtee k < n. Tdlloin [13, 5. 28]

HE A

Todistus. Olkoot n, k € N, joille patee k < n. Kirjoitetaan binomikerroin muodossa

n B n!
(n— k) S (n=k)!(n-(n-k))!
n!

T = k)(k)!

B n! _(n
o kl(n-k)! (k)

eli saadaan, ettd k ja n—k pédssi keskisarakkeesta olevat binomikertoimet ovat aina yhté suuret. [



Lause 2.5. Olkoon n € N. Tdlloin

(3=QTJ=”

Todistus. Olkoot n, k € N, joille pitee k < n. Kirjoitetaan binomikerroin muodossa

no\ _ n!
(n— 1) S (n-D!n-(n-1))!

n!

BT

3 n! _(n

S 1N(n-1)! _(1)
n!

" -1

_onn=1)(n-2)---1
S (n-Dn-1-1)---1

=n.

Mikili n > 3, toistuu kerroin n Pascalin kolmion #. rivilla kahteen kertaan. O
Lause 2.6. Olkoot n, k € N, joille pitee k < n. Tdlloin [19, s. 20]

o)=C)-=

Todistus. Olkoot n, k € N, joille patee k& < n. Kirjoitetaan binomikerroin muodossa

n\ n!
(o) =0l =0)!
_on! n! _(n)_l
1-n! nl(n-n)! \n ’

eli Pascalin kolmion rivit alkavat ja pééttyvét aina alkiolla yksi. O

Lauseista 2.4, 2.5 ja 2.6 johtuen voidaan olla varmoja, etti Pascalin kolmio on aina symmetrinen

keskisarakkeensa suhteen, jokaiselta riviltd n > 3 I0ytyy toisena ja toiseksi viimeisend n. rivin

suuruinen kerroin 7, ja jokainen rivi alkaa ja paittyy ykkoselld.

Binomikerroinyhteydensa ansiosta Pascalin kolmio on erityisen kiteva tydkalu varsinkin astelukua
n > 2 olevien polynomien summalausekkeiden avaamisessa mekaanisesti. Tdméi tulee suoraan
Newtonin binomikaavasta, jossa hyodynnetdin binomikerroin kaavaa. Newtonin binomikaavan

avulla voidaan avata (a + b)" muotoisia lausekkeita.

Lause 2.7. (Newtonin binomikaava). Kun a,b € R jan € N, niin [14]

(a+b)" = z”: (Z)a”_kbk,

k=0



Jjoka voidaan kirjoittaa myos muodossa

(a+b)" =xpa™ +x1a" b+ x20" 2D + ... + xp_1ab” " + x,b",
missd xg, X1, ..., X ovat binomikertoimia.

Todistus. Todistetaan Newtonin binomikaava induktiotodistuksen avulla [25].

Olkoon induktioviite H,: (a + b)" = Y}, ( )a"~ Kbk jonka viitetddn olevan voimassa aina, kun

n on luonnollinen luku.

Alkuaskel. Kun n = 0 saadaan, ettda
0
(a+b)°=1= (O)aobo

eli viite patee, kun n = 0.

Induktioaskel. Oletetaan, ettd H,, toteutuu jollekin luonnolliselle luvulle n. Todistetaan, ettd viite

pitee myos, kun alkio on n + 1.
(a+b)"! = (a+b)(a+b)"
— (a+b) Zn: (Z)a”_kbk
S o3 (1) kbk+bz( ot
k=0
_ N ( )an—k+lbk +kZ:;) (Z)an—kbkﬂ

k=0
n n+l n
_ n—k+l .k n—(k-1) 1 (k=1)+1
= b* + b
2ifefertet s X[,

k

_ ™) n+1,0 C (”) n+l-k 1 k (”) 07 n+l N ( n ) n+l-k .k

= a" by + a b + a b" + a b
(0 kzz;k n ;k—l

™) n+1,0 , () 0.0+l o ((n n n+l—k .k
(O) b+(n)ab Z((k)(kl)) b

Kaavan (2.1) avulla saadaan

(a+b)™! = (”) el p0 o ( ) Opn+l i(”'}:l)anﬂ—kbk

k=1

n+1 0 n+1\ o 4 o (n+1 n+l—k 1.k
( ) n+1ab +Z I a b

k=1
n+l n+l
— Z ( )an+l—kbk'
k=0 k

Niin ollen my0s H,; patee. Induktioperiaatteen mukaan siis askelista 1 ja 2 seuraa, ettd viite
pitee kaikille n € N. O



Binomikaavaa hyodyntimillid voidaan siis aukaista esimerkkini (a + b)*.

Esimerkki 2.8. Newtonin binomikaavan avulla saadaan [14]

4
o= 3 (oot = (s (ot (o (o (o
k=0

joka on sievennettyni

(a+b)*=1-a*+4-a°b" +6-a*b*+4-a'b>+1-b*

=a* +4a’b + 6a*b* + 4ab’ + b*.

Newtonin binomikaavan puretusta muodosta on hyva huomata, ettii vakion a potenssit viahenevit
ja vakion b potenssit kasvavat yhdelld termistd seuraavaan siirryttdessd vasemmalta oikealle.
Ensimmdisessi termissé alkion a eksponentti on sama kuin eksponentti n lausekkeessa (a + b)" ja
viimeisessi termissi ei ole termii a ollenkaan, eli kertojana on ¢°. Vastaavasti alkiolle b eksponentit
etenevit toiseen suuntaan nollasta lukuun n. Kertoimet puolestaan voidaan saada suoraan Pascalin
kolmiosta . riviltd. Ndiden huomioiden avulla on helppoa ja nopeaa avata suurienkin potenssien

lausekkeet auki hetkessa.

Esimerkki 2.9. Kaytetddn Pascalin kolmion 10. rivid apuna seuraavan lausekkeen esittdmisessd.

(a+b)'° =a' +10a°b +45a%b* + 1204 b> + 210a°b* + 2524°b°
+210a*b® + 120a°b" + 454 b% + 10ab’ + b'°.

Pascalin kolmion hyodyntdmistd esitetdéin lisdd luvussa 3.



2.2 Pascalin pyramidi

Pascalin kolmiolle 16ytyy monia sovelluksia, mutta potenssien avaaminen on rajoittunut vain kahden
termin lausekkeisiin. Jos haluaa avata kolmen termin lausekkeita, pitdd Pascalin kolmio laajentaa

Pascalin pyramidiksi.

Pascalin pyramidi tai Pascalin tetraedri on Pascalin kolmion laajennus, jossa pyramidin sivut ovat
Pascalin kolmioita ja keskimmaéiset alkiot muodostuvat edellisen tason kolmen alkion summasta.

Pyramidin huipussa on taas vain alkio 1 ja sen reunat ovat aina ykkosia.

N1 =1 seecnennnnnnnus . 1—.+1
n= 2 ------------------------- 1 2 j“l‘ . 1

Kuva 2.2. Pascalin pyramidin ensimmdiset seitsemdn tasoa. Perustuu ldhteeseen [6].

Pascalin pyramidi voidaan méiritelld kolmipaikkaisten multinomikertoimien avulla. Englanniksi
termi trinomikerroin (trinomial coefficient) voi viitata sekd Pascalin pyramidin ettd trinomikolmion
multinomikertoimiin. Tdsmallisyyden vuoksi tissd tydossd molemmat multinomikertoimet saavat
oman nimellisen tarkennuksensa, eli Pascalin pyramidin tapauksessa nimitys on pyramiditrinomi-
kerroin ja trinomikolmion kohdalla kolmiotrinomikerroin. Toinen k&dnnos pyramidin kertoimille

voisi olla my0s tetraedritrinomikerroin (tetrahedron trinomial coefficient [18]).

Mairitelladn ensin nididen kertoimien laskukaava.

Miaéritelma 2.10. Pyramiditrinomikertoimet ovat muotoa [3]

n 3 n!
i, j k| iljlk!



olevia lukuja, missi i, j,k e Njai+ j+ k =n.

Pascalin pyramidi on helpompi esittda tasoina. Kuvassa 2.3 on esitettyni Pascalin pyramidin tasojen

3. — 5. alkiot multinomikertoimien avulla.

o B

3 3 3 3 <&00 3,01 0,2 ( 5 )( 5 >< 5 )( 5 )( 5 )
(&Oﬁ><201><L02><Q03> 4 4 4 4 4,1,0)\3,1,1\3,1,2\3,1,3/\3,1,4
3 3 3 3,1,0/\2,1,1/\1,1,2/\0,1,3 5 5 5 5
2,1,0/\1,1,1/\0,1,2 4 4 4 3,2,0/\2,2,1/\1,22)\0,2,3

3N 3N 5\ 5 \/ 5
AV (220)(12)(02)
Q20><021> 220412J4022 230\23,1)\03,2
N 5 \/ 5
; (150)(034)
(030> 13.0/\0,31 1,4,0/\0,4,1

4 5
0,4,0 <Q50>

Kuva 2.3. Pascalin pyramidin tasot 3.-5. multinomikertoimilla.

Pascalin kolmiosta tuttuun tapaan myos Pascalin pyramidi voidaan rakentaa summamenetelmaélla,

mika onnistuu seuraavan multinomikerroinyhteyden ansiosta.

Lause 2.11. (Pascalin pyramidin rekursiokaava). Pascalin pyramidin n. tasolla oleva luku saadaan

kolmen edelliselld tasolla olevan luvun summana seuraavasti [3]

n 3 n-—1 N n-—1 N n—1
L.kl \i-1,7,k i,j—1,k i,j.k—1]

Todistus. Olkoot i, j, k € N, joille pitee i + j + k = n. Talloin Pascalin pyramidissa tasolla n — 1

olevien vierekkiisten multinomikerrointen summan voi kirjoittaa muodossa

n—1 n—1 n-113) (n-1)! (n=1)! (n—=1)!
(i )+(i,j—1,k)+(i,j,k—1) T U-DUK G =D k=1

_i(n-1)! N jn—=1)! N k(n-1)!
G =Dk = D% i k(k = 1)!
imn—-D!+jn-D+k(n-1)!
ijlk!

(i+j+k)(n-1)!

iljlk!
_n(n-1)!
IRTTTS

_nl n
Stk \i gL k)

joka on pyramidin seuraavan tason alkio. O

Pascalin pyramidin alkioiden summaaminen yhteen voi olla hankalaa hahmottaa sen kolmiulottei-
sen rakenteen takia. Tamin takia kuvassa 2.4 on hahmottamisen avuksi esimerkkejd siitd, mitka

multinomikertoimet summataan yhteen seuraavaksi alkioksi. Summasysteemistd on hyvid muis-
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taa, ettd pyramidin sivut ovat Pascalin kolmioita ja niiden termit summataan tuttuun tapaan vain

ARVIRVIRVINRUIN S5 (o) (08 Bl 00 o
2l telkalalanlad ZEEYE A
btolan aplons il L

( ‘2‘0) (0;1> 2,2<0 \ 1,)2,1 \ 0,)2,2 ( 23 0)<2 3 1>5<0’3’2)

o2 oy ' 4<°)5<°'>“>

kahdesta ylla olevasta reunatermisté.

5 20 30 20 5
+ 4 @ 12 4
o e 5t e 10 30
+
. 20 10

1 5 5

®

Kuva 2.4. Pascalin pyramidin tasot 3.-5. multinomikertoimilla ja kertoimilla esitettynd. Kuvassa
3. ja 4. tasoista on eri vdreilld osoitettu alkiot, jotka summaamalla yhteen saadaan 4. tai 5. ta-
son alkio, joka on merkitty samalla vdrilld. Kdytetyt vdrit ovat violetti, sininen, punainen ja oranssi.

Esimerkiksi punaisella on merkitty 4. tasosta alkiot (O g 2) =6, ( 4
n

yhteenlaskettuna muodostavat 5. tason punaisella merkityn alkio

Lause 2.12. Pyramiditrinomikertoimilla on myds seuraava yhteys binomikertoimiin [18]

[ha) =60 )

Todistus. Olkoot i, j,k € N, joille pitee i + j + k = n. Kirjoitetaan ndistd binomikertoimien

n\(n—1i n! (n—1)!
(,)( j ):i!(n—n!'ﬂ((n—i)—j)!
n! 1
il n—i-j)!

n!
jli+j+k—i—j)!

nl n
itk \i, j k)

joka on pyramiditrinomikerroin. O

kertolasku muodossa
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Pascalin pyramidin tasot ovat suoraan yhteydessi lausekkeen (a + b + ¢)” kertoimiin ja eksponent-
teihin. Tdmé& voidaan huomata pyramiditrinomilauseesta (trinomial expansion), joka on esitetty

lauseessa 2.13.

Lause 2.13. (Pyramiditrinomilause). Kun a,b,c € R jan € N, niin [3]

n

(a+b+co)" = Z (i;k)aibjck.

i+j+k=n

Todistus. Sivuutetaan. Myohemmin todistetaan kaava kaikille multinomikertoimille. O

Pyramiditrinomilauseesta ndhdéén, ettd kertoimet saadaan lukuun # liittyvéltd Pascalin pyramidin
tasolta. Lukujen a, b ja c eksponentit ovat multinomikertoimissa esiintyvien lukujen i, j ja k arvot

vastaavassa jirjestyksessa.

Esimerkki 2.14. Kéytetdédn Pascalin pyramidin 3. tasoa apuna seuraavan lausekkeen esittimisessi
puretussa muodossa. Yhteyttd Pascalin pyramidiin on korostettu rivittiméalld lausekkeen termit

samaan tapaan kuin alkiot Pascalin pyramidin kolmannella tasolla.

(a+b+c)*=d®+3d°c +3ac’ + 3
+3a’b + 6abc + 3bc?
+3ab? + 3b%c

+ b

Jos Pascalin pyramidista halutaan siirtyd vieldkin useamman termin lausekkeen avaamiseen, on-

nistuu tami multinomikertoimien ja multinomilauseen avulla.

Maaritelma 2.15. Multinomikertoimet (multinomial coefficients) ovat muotoa [4, s. 56]

( n n!
1,72y o Tk rilrp!-org!

olevia lukuja, missd r1,7,...,rx € Njari+rp+---+ry =n.

Lause 2.16. (Multinomilause). Kun xy,x3,...,xx € R ja n € N, niin lausekkeen avatun muodon
saa kaavalla [4, 5. 56]

n
(x1+xp+- - +x)" = Z ( )x? ;2...x£k‘
Fi4r+ - +re=n F1s72, ..., Tk

Todistus. Todistetaan multinomilause induktiotodistuksen avulla [17]. Tiedetdin jo valmiiksi, ettd
lauseke on tosi, kun k£ = 0 tai k = 1. Lisdksi, kun £ = 2, on kyseessd Newtonin binomikaava, joka

on jo todistettu. Oletetaan siis, ettd tissd todistuksessa k > 3.
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n )rl .

Olkoon induktioviite Hy: (x; +x2 + -+ +x)" = ), (rl,rz,...,rk x,'x

(x5 -+ - x7*, jonka viitetdin olevan

voimassa aina, kun » on luonnollinen luku.
Induktioaskel. Oletetaan, ettd H,, toteutuu jollekin alkiolle £ = p. Todistetaan, ettd viite pitee

myds, kun alkio on k = p + 1. Hyodyntdméllda Newtonin binomikaavaa eli lausetta 2.7 saadaan

(X1+x0++xp +xp01)" = (X1 + 22+ +xp) +xp11)"

n

)n—k . xk

n
(k)(x1+x2+---+xp PR

k=0
Induktio-oletuksen avulla saadaan

n
n n—k
n _ ry T k
(X1 +x2+ -+ X +Xp41) _Z(k) Z (1’1 r rk)x] Xy Xp X
) DERRY)

k=0 ri4ry+e+rg=n—k

- k
Z " " Xrlxrz .. -xrkxk
K)\ri v 172 P p+l

k=0 \ri+ry+---+rig=n—k "

Merkitdén rpy; = k, jolloin saadaan

n
n = Ikl e
(r+x+ X +xp) = Z Z ( )( )x?x? " 'x;kx;kill
Fre1=0 \ri+ra+-+rg=n—ri41 Pr+lJAF1,725 -5 Tk
n n—rk+l T
=) ( )( ) .
Fie1 ) \F1,72, s Tk p

ri+r+ e tr =n

Nyt binomikertoimien ja multinomikertoimien méairitelmien avulla voidaan kirjoittaa

( n )( n = T4 )_ n! (n—rk41)!
Pt J\r1 72, o 7)) Fratl(m = 1)l rilrp!-org!

n!

rilrple e reresr!

( i )
rlsrz’”-’rkvrk+1

eli saadaan

n .
(X] FxoH X, +xp+l)n — )xnxrz X Tk Tk+1

Xy X .
172 P " p+1
Fl+ra+e e =R (rl’ r2’ sy rk’ rk+1

Niin ollen myds H,,. pitee. Induktioperiaatteen mukaan seuraa, ettd viite pitee kaikille luonnol-

lisille luvuille 7. OJ

Lauseen 2.16 mukaan saadaan avattu muoto kaikille eksponenttilausekkeille riippumatta termien
madrésti tai potenssin suuruudesta. Pascalin kolmion ja Pascalin pyramidin yhteydessé kasitellyt
multinomikertoimet voidaan luonnehtia kaksi- ja kolmepaikkaisina multinomikertoimina. Bino-

mikerroin on siis kaksipaikkainen ja pyramiditrinomikerroin kolmipaikkainen multinomikerroin.
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2.3 Trinomikolmio

Pascalin pyramidin muodostus ja hahmotus voi kdydi hankalaksi suuremmilla eksponenteilla, joten
vaikka Pascalin pyramidin soveltaminen esimerkiksi muotoa (1 + x + x?)" olevien lausekkeiden
esittimiseen puretussa muodossa voisikin onnistua, on yksinkertaisempaa ja nopeampaa hyddyntai

trinomikolmiota.

Trinomikolmio on Pascalin kolmion laajennus, jossa kahden alkion sijaan summataan kolme yli-
puolella olevaa alkiota yhteen. Tuttuun tapaan rivit alkavat 0. rivistd termilld 1 ja jokaisen myo-
hemmén rivin aloittaa ja paittdd alkio 1. Pascalin kolmion tapaan trinomikolmio muodostuu sym-

metrisesti keskisarakkeensa ympirille.

”:0 ......................................................................................................... 1
N
J1 = | oo | | |
XK\
- 1 2 3 2 |
SRR KN
Jl = 3 e 1 3 6 7 6 3 1
LRI XIX XX DN
J= G I 4 10 16 19 16 10 4 1
IR XKD XX XK XK
=S I 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1
SRR KX XX XXX XN
n=_0 - | 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 () |
X XX XXX X T XX T X XN
n=7-1 7 28 77 161 266 357 393 357 266 161 77 28 7 1

Kuva 2.5. Trinomikolmion muodostus summamenetelmdilld. Nuolet osoittavat alkiot, jotka summa-
taan yhteen osoitetuksi alkioksi.

Trinomikolmio voidaan mééritelld myos kolmiotrinomikertoimien avulla. Kolmiotrinomikertoimet
ovat multinomikertoimien erikoistapaus, ja niiden muodostus ja laskeminen tapahtuu hyvin eri
tavalla verrattuna Pascalin kolmion tai Pascalin pyramidin multinomikertoimiin. Trinomikolmion
kertoimet lasketaan keskisarakkeesta symmetrisesti. Keskisarakkeen alkio on se, jolla £k = 0.
Siirryttdessd yhden alkion oikealle arvo k nousee yhdelld ja vastaavasti vasemmalle siirryttdessi

vihenee yhdelld, kunnes viimeisten alkioiden kohdalla k = +n. Kolmion symmetrian perusteella

)= ()

missi n ja k ovat luonnollisia lukuja ja —n < k < n [24].

kolmiotrinomikertoimille pitee

Trinomikertoimen (2)2 alaindeksi 2 tulee siitd, etti siitd saadaan kertoimet muotoa (1 +x + x2)"

olevien lausekkeiden avatulle muodolle. Jos kyseessi olisi usemman termin lauseke (1 + x + x2 +
-+ -+ x9)", merkittdisiin sen multinomikerrointa (Z)q [2]. Tastd tulee myos yksi englanninkielinen

termi kolmiotrinomikertoimille eli g-trinomikerroin (q-trinomial coefficient [1]).

Mairitelma 2.17. Yksinkertaisin muoto trinomikertoimille on [12, s. 3]

n n!
(k)2 B Z k+ ) m-2j k)

j=0
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missi n ja k ovat luonnollisia lukuja ja j on kaikkien luonnollisten luvujen joukko, joillan—2j—k >

0. Jos ehto —n < k < n ei toteudu, madritelldan

[

Trinomikertoimet voidaan esittdd my6s muodoissa [1, s. 653]

RIS YR s

7>0
:Z(_l)j n! (2n —2j)!
5 Jln=ptn—k-nN@2n-2j)-(n-k-j)!
:Z(_l)j n! (2n —2j)!
Jin=Nt(n—k=HI(n-j+k)!

Jjz0

Esimerkki 2.18. Kiytetiidn ylla esitettyd hyodyksi trinomikolmion rivin 7. termin k& = 3 laskemi-

seen, missd j =0, 1, 2, koska tulee olla 7 — 3 — 2j > 0. Saadaan siis

n ! ! ! |
(7) = T T T ! =35+105+21 =161.
2

= = + +—
3, 44, NG+ RN n -2/ — k)l 013141 114121 7 215101

Huomautus 2.19. Jos kolmiotrinomikertoimet haluttaisiin esittad samalla indeksoinnilla kuin mul-

tinomikertoimet, onnistuisi se kayttimalld kaavaa [13, s. 385]

(n) Z n!

- ik’

rl, T iljlk!
+2j=r

i+j+k=n

missd 0 < r < 2n.

Trinomikertoimien avulla voidaan siis muodostaa trinomikolmio seuraavasti.

3
Il
=)

(o),
n=1 (-11)2 ((1))2 (})2
n=2 (%), )y @, () G
n=3 (-33)2 (_32)2 (_31)2 ((3))2 G)z G)z @)2
n=4 (G, (5, (B, (B)y 0y () () (B ()
n=5 (5), (-54)2 (3), (_52)2 (_51)2 ((5))2 (?)2 (2)2 (3)2 (451)2 (g)z
n=6 (%), (%), (G (5, By () ©r 0y @y 62 @2 @2 @

Trinomikertoimien laskeminen ei ole yhté yksiselitteistd kuin binomi- tai multinomikertoimien las-
keminen, koska jokaisen termin kohdalla joutuu selvittiméin mahdolliset muuttujan j arvot ennen

kuin summafunktion kiyttdminen on mahdollista. Trinomikerroin kaavan lisédksi trinomikertoimet
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pystyy ratkaisemaan trinomikolmion avulla edellisen rivin termien summalla seuraavan yhteyden

ansiosta.

Lause 2.20. (Trinomikolmion rekursiokaava). Trinomikolmion n. rivilld oleva alkio k saadaan

kolmen edelliselld rivilld olevan alkion summana seuraavasti [24]
I | R B K O
= + + .
kl, \k-1}, k)], \k+1],
Todistus lauseelle 2.20 1oytyy ldhteestd [12, s. 6-7].

Esimerkki 2.21. Lasketaan (;)2 sekd kolmiotrinomikerroin kaavalla ja lauseen 2.20 avulla.

5 51 sl
(Jzz(nm3!+15u!:10+20:30

ja

a4 41 41 41
:(mum+1muJ+(mmm+1BmJ+OBn
=(4+12)+(6+4)+4
= 30.

Koska trinomikolmion voi muodostaa kolmiotrinomikertoimilla, ovat trinomikolmion rivit suoraan
yhteydessi sekd muotoa (x* +x + 1)" etti (1 +x +x~1)" olevien lausekkeiden puretussa muodossa

esiintyviin kertoimiin.
Lause 2.22. (Kolmiotrinomilause). Kun x € R jan € N, niin [15]

2\n _ N n n+k
(I+x+x9)" = Z (k)zx .

k=—n

Lause 2.23. (Laurentin polynomin kolmiotrinomilause). Kun x € R jan € N, niin [1, s. 653]
-1\n _ C n k
(I+x+x )" = Z (k)2x .
k=—n
Todistus. Sivuutetaan. O
Hyodynnetédédn kolmiotrinomilausetta ja Laurentin polynomin kolmiotrinomilausetta, kun aukais-

taan lauseissa médritellyille eksponenttilausekeille avattu muoto, kun n = 4. Esimerkeissa kolmiot-

rinomikertoimet otetaan suoraan trinomikolmiosta, joka on esitettynd kuvassa 2.5.
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Esimerkki 2.24. Kolmiotrinomilauseen avulla saadaan

4
4
(> +x+ 14 = ( )x4+k
2.\,

k=4

= x0T et 19T 1ot 4+ 10 4 4t 4
= x0 +dx! + 1062 + 16x% + 19x* + 16x7 + 10x° + 4x7 + 28

=1 +4x + 10x% + 161> + 19x* + 16x° + 10x° + 4x7 + x8.

Esimerkki 2.25. Laurentin polynomin kolmiotrinomilauseen avulla saadaan

4
4
“1\4 _ k
(I+x+x)" = E (k)zx
k=4

=x a7 100 2+ 167 #1920 + 160 + 100 + 403 + 24

1 4 10 16
= — 4+ —+—+—+ 19+ 16x + 10x? + 4x> + x*.
x* X3 X2 x

Toisin kuin Pascalin kolmiossa, trinomikolmiossa on jokaisella rivilld keskustrinomikerroin (cent-
ral trinomial coefficient) [13, s. 386]. Trinomikolmion ensimméiiset kymmenen keskimmdiista
alkiota ovat 1, 1, 3,7, 19, 51, 141,393, 1107, 3139.

Miaritelmé 2.26. Trinomikolmion #. rivin keskustrinomikerroin saadaan kaavalla [22, s. 2]

BL-S G- S0

k=0 k=0

missd n, k € N.

Esimerkki 2.27. Kdytetdin méaritelmén 2.26 molempia muotoja hyddyksi 4. ja 12. rivin keskustri-

nomikertoimien laskemiseksi. Saadaan
4
o, =2
0/, - k k

6001161601

1+44-3+6-1+4.-0+1-0

=19
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ja

[5),- 2
0 -

Lausekkeille (1 +x +x~1)" keskustrinomikerroin on aina lausekkeen avatun muodon vakiotermi.
Trinomikolmion keskustrinomikertoimille 16ytyy yhteys Fibonaccin lukujonoon, mité késitelldén

tarkemmin luvussa 3.3.
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3. PASCALIN KOLMION SOVELLUKSIA

Téssd luvussa kisitellddn ensin Pascalin kolmion ominaisuuksia ennen sen muihin sovelluksiin
paneutumista. Lopuksi mielenkiinnon vuoksi kisitellaan myos Pascalin pyramidista ja trinomikol-
miosta pari kiinnostavaa huomiota. Ominaisuuksien ja sovelluksien tarkastelu on keskitetty Pasca-
lin kolmioon, silld Pascalin pyramidi ja trinomikolmio ovat vihemmaén tutkittuja sommitelmia ja
niiden sovellukset késittelevit paljon syvillisempdd matemaattista teoriaa kuin tdssi tutkielmas-
sa on oleellista kisitelld. Lisdksi ndmé kaksi sommitelmaa ovat muodostukseltaan ja idealtaan
hyvin samankaltaisia, joten niistd voidaan 10yti4 varsin samantyyppisid ominaisuuksia ja sovelluk-
sia, joiden toistuva kisittely ei olisi mielekisti. Pascalin kolmiosta yksinddn 16ytyisi sovelluksia
kokonaisen kirjan verran, joten senkin kisittelyssi pyritdin rajaamaan tarkastelu vain muutamiin

olennaisiin sovelluksiin.

3.1 Ominaisuuksia

Pascalin kolmiosta voidaan 16ytid yhteys luvun kaksi potensseihin.

Lause 3.1. (Rivin alkioiden summan potenssisdcinto). Jokaisen Pascalin kolmion n. rivin alkiot

yhteen laskemalla saadaan vastaukseksi arvo 2". Toisin sanoen [13, s. 86]

DIARS

k=0

Todistus. Sijoittamalla Newtonin binomikaavaan 2.7 a = 1 ja b = 1 saadaan

(1+1)":zn:(’;)1"—’<1’<

k=0
= (n
n _
-5
k=0
eli jokaisen Pascalin kolmion #. rivin alkioiden summa on yhti suuri kuin 2". 0

Ensimmidisille viidelle riville Pascalin kolmiossa my0s pitee, ettd rivilla olevat alkiot luettuna
yhteen ovat 11" vastaus, misséd n on rivin numero. Esimerkiksi viimeinen rivi, jolle tima sdanto
toimii on 4. rivi, jonka alkiot ovat 1, 4, 6,4, 1 ja 114 = 14641.

Pascalin kolmiosta voidaan myds 10ytdd useampi kuuluisa lukujono. Vinoittain menevilti riveiltd

16ytyy luonnollisten lukujen lukujono, kun n > 1 ja k = 1, kolmioluvut, kun n > 2 ja k = 2,
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tetraedriluvut, kun n > 3 ja k = 3, ja viimeisena pentatooppiluvut, kun n > 4 ja k = 4. [13, s.

86-87] Niiden lukujonojen 16ytyminen Pascalin kolmiosta esitetdén selkedmmin kuvassa 3.1.

a)

b)

6 1

Kuva 3.1. Pascalin kolmiosta loytyvid lukujonoja. Kuvassa lukujonojen vierelle on merkitty kirjai-
mella a) luonnolliset luvut, b) kolmioluvut, c) tetraedriluvut ja d) pentatooppiluvut.

Kolmioluvut (triangular numbers), tetraedriluvut (tetrahedral numbers) ja pentatooppiluvut (pen-
tatope numbers) ovat kaikki kuviolukuja (figurate numbers). Kuvioluvut ovat mééri pisteitd, jotka
voivat esittdd tasaisen ja sddnndllisen geometrisen kuvion [7, s. XV]. Kolmioluvuilla saadaan muo-
dostettua tasasivuinen kolmio [7, s. 2-3] ja tetraedriluvuilla saadaan kolmiuloitteinen tetraedri [7,
s. 89]. Pentatooppiluvut puolestaan ovat miira pisteitd, joilla saa yksinkertaisimman neliulotteisen

simpleksin/hypertetraedrin (hyper tetrahedron) [7, s. 162].

Koska tetraedrin sivut ovat tasasivuisia kolmioita, on tetraedri- ja kolmiolukujen vélilld yhteys.
Yksittdisen tetraedriluvun saa laskemalla kaikki sitd pienemmét kolmioluvut yhteen. Tama kéy
myos jirkeen niiden yhteydestéd Pascalin kolmioon, silld luonnollisesti Pascalin kolmiosta 10ytyvit
tetraedriluvut ovat muodostuneet edellisten alkioiden summasta, joista ensimmadinen termi on aina

tetraedrilukua pienempi kolmioluku ja toinen summattava termi aina edellinen tetraedrialkio.

Kolmioluvuilla ja tetraedriluvuilla on my6s yhteys Pascalin kolmion ja Pascalin pyramidin alkioiden

lukumaiaraan. Kolmioluvut S3 voidaan saada kaavalla [7, s. 6]

§3(x) = —— 3.1

ja tetraedriluvut S; puolestaan voidaan saada kaavalla [7, s. 89]

x(x+1)(x+2)

S , 3.2)

$3(x) =
missé x on luonnollinen luku. Muuttamalla Pascalin kolmion tai Pascalin pyramidin alkiot pisteiksi,
voidaan huomata, etté alkioiden kokonaisuus muodostaa tasasivuisia kolmioita tai tetraedrejd. Ndin
ollen kolmioluvut ja tetraedriluvut suoraan kertovat ». riviin tai tasoon mennessi esiintyneiden
alkioiden lukumaéédridn. Tdméa voidaan siis laskea esimerkiksi sijoittamalla kaavoihin (3.1) ja (3.2)
muuttujan x paikalle n + 1, jossa n on Pascalin kolmion rivin tai Pascalin pyramidin tason numero.
Kuvassa 3.2 on demonstroitu Pascalin kolmion ja Pascalin pyramidin leikkauksia, kun n = 4 eli
Pascalin kolmion alkioiden summa on (5 - 6)/2 = 15 ja Pascalin pyramidin alkioiden summa on
(5-6-7)/6 =35.
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Kuva 3.2. Pascalin kolmio ja Pascalin pyramidi, joissa alkiot ovat korvattu pisteilld. Molemmista
on esimerkkind siniselld rajattu 4. rivin/tason leikkaus.

Lukujonoista ehkéd yksi kuuluisimmista on Fibonaccin lukujono. Fibonaccin lukujono saadaan
aloittamalla lukujono nollalla ja ykkoselld ja tdmin jdlkeen summaamalla aina kaksi edellistid

lukua yhteen.

Lause 3.2. (Fibonaccin lukujono) Fibonaccin lukujonon alkiot saadaan [1, s. 655]

0, kunn =0,
F, = 1, kunn=1,

Fo1+F, o kunn>1.

Pascalin kolmiosta Fibonaccin lukujono 16ytyy kolmion diagonaalisummista. Tami voidaan pa-

remmin niahdi kuvasta 3.3.

Kuva 3.3. Fibonaccin jono Pascalin kolmiossa.

Pascalin kolmiosta 16ytyvisté tetraedriluvuista mainittiin jo, kuinka ne muodostuvat kaikkien tet-
raedrilukua pienempien kolmiolukujen summasta ja miten tima kéy jérkeen Pascalin kolmion sum-
mamenetelmin suhteen. Tdmi sama ominaisuus voidaan yleistdd koko Pascalin kolmiolle ja saatua
lausetta kutsutaan L-mailayhtdloksi (hockey stick identity) [10]. Lause on nimetty Pascalin kol-
miossa esiintyvin jaidkiekkomailaa muistuttavan lukujen muodostelman mukaan. Kuvio esitetdén

kuvassa 3.4.



Lause 3.3. (L-maila). Kaikille luonnollisille luvuille r > k pdtee [10]

2

Todistus lauseelle 3.3 16ytyy ldhteestd [10].

n=0
n=1
n=2
n=3
n=4
n=35
n=6
n=17
n=8

6

()=

n=k

r+1
k+1)
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Kuva 3.4. L-mailayhtdilon muoto Pascalin kolmiossa. Kuvassa merkittynd yksi esimerkki alkioista,
Jjoille lause pdtee. L-mailan pituus vaihtelee alkioiden mdidrdstd riippuen.

Samantyylisid lauseita L.-mailayhtdlon kanssa ovat Pystymaila ja kiekko -lause (The Little Hockey

Stick and Puck Theorem) ja Iso pystymaila ja kiekko -lause (The Big Hockey Stick and Puck

Theorem) [13, s. 96-97]. Niisti on esitetty esimerkit kuvassa 3.5.

Lause 3.4. (Pystymaila ja kiekko) Kaikille luonnollisille luvuille n pditee [13, 5. 96]

n
0

)+

n+2

)03

n+5

Lause 3.5. (Iso pystymaila ja kiekko) Kaikille luonnollisille luvuille n péitee [13, s. 97]

n=0
n=1
n=2
n=3
n=4
n=>5
n==6
n=17

n=38

|

Todistus. Sivuutetaan.

n

0

56

)+

20

70

n+2
1

10

35

)+

15

56

2

n=0
n=1
n=2
n=3
n=4
n=>5
1 n==6
n=17
8 n=38

n+4+n+6 _(n+7
3 13

)|

56

n+6

70

)

Kuva 3.5. Pystymaila ja kiekko -lauseiden muoto Pascalin kolmiossa. Vasemmalla Pystymaila ja
kiekko -lause ja oikealla Iso pystymaila ja kiekko -lause.
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3.2 Sovelluksia

Luvussa 2 esiteltiin jo ilmeisin ja suorin sovellus médritellyille sommitelmille eli lausekkeiden
avaaminen purettuun muotoon. Nykyaikana tietokoneiden ja laskimien tehokas hyddyntdminen on
kuitenkin reilusti vihentéinyt Pascalin kolmion suoraa hyodyntdmistéd kdsin laskemisessa. Sommi-
telman tuntemista voidaan kuitenkin hyodyntdd matemaattisen ymmaérryksen laajentamisessa ja

tietyissd tapauksissa sen hyodyntdminen yksinkertaistaa asioita.

Pascalin kolmion jatkuva auki kirjoittaminen sovelluksia varten on tydldsti. Varsinkin, jos kolmios-
ta tarvitaan enemmaén kuin muutama ensimmdinen rivi. On siis hyvd huomata, etti tdimi ei aina
ole tarpeen. Kisin laskiessa voi esimerkiksi hyddyntdd painettuja tai internetisti l0ytyvia versioita
Pascalin kolmiosta [5]. Lisédksi Pascalin kolmioon liittyvid lukujonoja on kirjattuna verkkopoh-
jaiseen OEIS-tietokantaan. Esimerkiksi Pascalin kolmion keskibinomikertoimet (central binomial
coefficients) ja Gouldin jonon voi 16ytdd OEIS-listoilta [23]. Gouldin jono muodostetaan siten, ettid

sen n. alkio ilmoittaa Pascalin kolmion 7. rivin parittomien lukujen miéréan [23, A001316].

Pascalin kolmiolla on oleellinen yhteys kombinatoriikkaan johtuen sen yhteydestid binomikertoi-
miin. Kombinatoriikka puolestaan liittyy olennaisesti todennékoisyyslaskentaan. Todennidkoisyys-
laskennassa binomikertoimet esittdvit kombinaatioiden lukumiirid. Kombinaatioilla tarkoitetaan
tietystd joukosta poimittujen alkioiden osajoukkoa, kun alkioiden jirjestykselld ei ole vilid [4, s.
42]. Tami eroaa permutaatioista, joissa jirjestykselld on vilid. Erds esimerkki kombinaatioihin
liittyvistd todennékdisyyslaskuista on lottoarvonnan péadvoiton saamisen todennikoisyyden mai-
rittdminen. T&ll6in todennékoisyys on 1/ (Z), missi n on kdytettdvien numeroiden mééré ja k arvot-
tavien numeroiden maird. Kuten luvussa 2.1 esiteltiin, todennikoisyys saataisiin Pascalin kolmion

n. rivin alkion £ esittiman luvun kéinteislukuna.

Viahemmain tunnettu sovellus Pascalin kolmiolle on sen hyddyntdminen binomimuunnoksessa (bi-
nomial transformation). Binomimuunnos on lukujonolle tehtivd muunnos, jonka tuloksena saadaan
sellainen lukujono, jonka alkiot ovat alkuperdisen jonon alkioiden summia tai erotuksia, riippuen
kiytetystd médritelméstd [21]. Midritelméstd on kirjallisuudessa erilaisia versioita, joista tdhéin

tydhon on valittu versio ldhteestd [21].

Mairitelmé 3.6. Olkoot {a,} ja {b,} kaksi jonoa, missd n € N. Jono b, on jonon a, binomi-

by = Zn: (Z)ak.

k=0

muunnos, kun [21, s. 2]

Muunnetusta jonosta pédsee takaisin alkuperdiseen jonoon kéénteisbinomimuunnoksen avulla.

Kéanteisbinomimuunnos (inverse binomial transform) saadaan kaavalla [21, s. 9]
" n
= —-1)"kp,.
dan ;} (k) ( ) k

Huomataan, ettd binomimuunnoksen médritelméssd hyodynnetddn binomikerrointa. Niin ollen

Pascalin kolmiota voi suoraan hyddyntidd binomimuunnoksen tekemisessi.
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Binomimuunnokselle kéytetddn ldhteistd riippuen erilaisia médritelmid. Esimerkiksi Prodinger
méirittelee binomimuunnoksen niin, ettd b, = X}_, (Z)(—l)kak [20], jolloin saadaan selvisti

erilainen binomimuunnos.

Esimerkissd 3.7 on esitetty erddn lukujonon binomimuunnos méaéritelmén 3.6 mukaisesti.

Esimerkki 3.7. Tehdéédn binomimuunnos Fibonaccin lukujonon ensimmadiselle yhdeksille alkiolle
F,=0,1,1,2,3,5,8,13,21 eli saadaan

1-0 =0
1-0+1-1 =1
1-0+2-1+ 1-1 =3
1-0+3-1+4+ 3-1+ 1:-2 =8
1-0+4-1+ 6-1+ 4-2+ 1-3 =21
1-0+45-14+10-1+10-24+ 5-3+ 1-5 =55
1-0+6-1+15-1+20-2+15-3+ 6-5+ 1-8 =144
1-0+7-1421-1+35-2+35-3+21-5+ 7-8+1-13 =377
1-0+8-1428-1+56-24+70-3+56-5+28-8+8-13+1-21 =987.

Eli Fibonaccin lukujonon F,, binomimuunnos b, =0, 1, 3, 8, 21, 55, 144, 377, 987.

Lauseen 3.6 binomimuunnos voidaan myos madrittdd kolmiosommitelman avulla, jonka summa-

systeemi muistuttaa hieman Pascalin kolmiota. Tima on esitetty lauseessa 3.8 ja kuvassa 3.6.

Lause 3.8. Jonon {a;} binomimuunnoksen saa muodostamalla seuraavanlaisen kolmion. [21, s.

3]

1. Kolmion vasemmaksi diagonaaliksi sijoitetaan jonon a, alkiot.

2. Kaikki muut alkiot muodostetaan niin, ettd otetaan summa samalla rivilld vasemmalla ole-

vasta alkiosta ja ldhimmdstd edelliselld rivilld yldvasemmalla olevasta alkiosta.

Saadun kolmion oikea diagonaali on jonon {a;} binomimuunnos.

Todistus lauseelle 3.8 16ytyy ldhteestd [21, s. 4].
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Qe > > ty

Kuva 3.6. Suunnattu graafi binomimuunnoksesta. Nuolet osoittavat alkiot, jotka summataan yhteen
seuraavaksi alkioksi. Perustuu ldhteeseen [21, s. 4].

Kuvassa 3.7 on esitetty lauseen 3.8 mukaisesti esimerkin 3.7 ensimmadisten viiden alkion muodos-

tus.

Kuva 3.7. Suunnattu graafi binomimuunnoksesta Fibonaccin lukujonolle. Nuolet osoittavat alkiot,
Jjotka on summattu yhteen seuraavaksi alkioksi. Vasemmalla diagonaalilla on Fibonaccin lukujonon
alkiot ja oikealla diagonaalilla on saatu binomimuunnos.

Binomimuunnos voidaan myos mairitelld kombinaatioteorian avulla. Téllgin, jos jono a, kuvaa
madrdd osajoukkoja, joissa on n maird alkioita tietylld ominaisuudella P, niin jono b, kuvaa
midrdd tapoja, joilla n alkion joukko voidaan jakaa kahteen osajoukkoon niin, ettd ensimmadiselld

osajoukolla on ominaisuus P [21].
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3.3 Huomioita Pascalin pyramidista ja trinomikolmiosta

Téssd kappaleessa esitelldin muutamia huomiota Pascalin pyramidin ja trinomikolmion sommitel-
mien ominaisuuksista tai sovelluksista. Ensimmaiseksi, samaan tapaan kuin Pascalin kolmiossa,
my0s Pascalin pyramidin tason ja trinomikolmion rivin alkioiden summasta 18ytyy mielenkiintoi-

nen yhteys.

Lause 3.9. (Tason alkioiden summan potenssisddnto). Laskemalla yhteen Pascalin pyramidin n.

tason alkiot saadaan tulokseksi 3". Toisin sanoen [13, s. 386]

n n "
2 (i,J,k):3'

i+j+k=n

Todistus. Sijoittamalla pyramiditrinomilauseeseen 2.13 a = 1, b = 1 ja ¢ = 1 saadaan

(1+1+1)"= > (.’,l )1"1/1’<
i,j, k

i+j+k=n
n
e 3= Z ( ) )
i+j+k=n IJj.k
eli Pascalin pyramidin . tason alkioiden summa on yhti suuri kuin 3" kaikilla n. O

Koska trinomikolmio on Pascalin pyramidin tapaisesti suunnattu kolmen termin kertoimien rat-
kaisemiseen, myo0s siitd 10ytyy yhteys luvun kolme potensseihin. Trinomikolmion tapauksessa ».

rivin alkioiden summa on yhti kuin 3".

Pascalin kolmioon verrattuna trinomikolmiota on tutkittu varsin vdhin. Suurin osa siihen liitty-
vastd tiedosta 10ytyy muihin multinomikertoimiin paneutuvissa teksteissd enemmaén sivuhuomau-
tuksena. Monet matemaatikot ovat kuitenkin tutkineet kolmiotrinomikertoimia, vaikkakin kutsuen
kertoimia jollain muulla nimelld, tai jattden ne nimedmadttd. Esimerkiksi Leonhard Euler on tut-
kinut kolmiotrinomikertoimia ja tehnyt muun muassa seuraavassa esimerkissé esitetyn huomion
keskisarakkeen alkioille. [1, s. 653]

Esimerkki 3.10. Trinomikolmion keskialkioilta 16ytyy seuraava yhteys Fibonaccin lukujonoon.
Kun 0 < n < 7 pitee kaava [1, s. 655]

n+1 n+?2
3 — =F,(F,+1),
[15'),-(157), = e

missé F,, on Fibonaccin lukujonon n. alkio.

Seuraavaksi demonstroidaan kaavan yhteyttd ensimmdiselle yhdeksille Fibonaccin alkiolle.
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-3139 — 8953 = 464 # 462 =21 (21 + 1) = Fg(Fs + 1).

3(0)2 ) (0

Euler itse kutsui téitd esimerkkid "merkittdaviksi esimerkiksi harhaanjohtavasta piittelystd”, joka

(@)
S —
)
Il
w

saattaa tarkoittaa, ettd hin on muutaman alkupiin alkion laskettuaan ensin luullut, ettd kaava voisi
pited kaikilla n, kun néin ei ole. Niin kuin esimerkin viimeisistd alkioista nihddin, kaava pitee

vain alkioille n < 7.
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4. YHTEENVETO

Téssd tydssid tutustuttiin Pascalin kolmioon, Pascalin pyramidiin ja trinomikolmioon. Néistd geo-
metrisista sommitelmista méériteltiin ensin niiden muodostus edellisten alkioiden summamenetel-
malld. Tamén jilkeen todennettiin sommitelmien yhteys eri multinomikertoimiin, eli jirjestykses-
sd binomikertoimiin, pyramiditrinomikertoimiin sek& kolmiotrinomikertoimiin. Tdméin yhteyden
ansiosta huomattiin, etti jokainen sommitelma sopii kitevisti erilaisten eksponenttilausekkeiden
avaamiseen. Pascalin pyramidin yhteydessid méariteltiin myds multinomikertoimet yleisella tasol-
la, jotta eksponenttilausekkeiden avaaminen pystyttiin médrittelemiin myos lausekkeille, joissa on
enemmaén kuin 3 termid. Trinomikolmiosta my0s esiteltiin sen keskustrinomikerrointen méairitel-

ma.

Teoreettisesti kisitellyilld sommitelmilla on useita ominaisuuksia ja hyodyllisia sovelluksia. Ndiden
kisittelyssd keskityttiin Pascalin kolmion ominaisuuksiin ja sovelluksiin. Pascalin kolmion omi-
naisuuksista kisiteltiin sen alkioiden yhteys kakkosen potensseihin ja ensimmaéisten rivien yhteys
yhdentoista potensseihin. Lisdksi Pascalin kolmiosta huomattiin 16ytyvin useampi tirked lukujo-
no. Kolmio- ja tetraedrilukujonoista huomattiin niiden suora yhteys Pascalin kolmion ja Pascalin
pyramidin alkioiden méérdin. Lopuksi méiriteltiin kolme lausetta Pascalin kolmion lukujen sum-
mista, jotka liittyivét kolmiossa esiintyvien lukujen kuviomuodostelmiin, nimittdin L-mailayhtilo,

Pystymaila ja kiekko - lause sekd Iso pystymaila ja kiekko -lause.

Luvussa 3 esiteltiin myos Pascalin kolmioon liittyvien lukujen kdyttdyhteyksid muun muassa to-
dennikoisyyslaskennassa ja binomimuunnosta kéyttettdessd. Tamin yhteydessd maédriteltiin bi-
nomimuunnokselle myds vaihtoehtoinen muunnostapa tietynlaisen kolmiosommitelman avulla.
Viimeiseksi tehtiin muutama havainto Pascalin pyramidista ja trinomikolmiosta. Esimerkiksi esi-
teltiin niiden yhteys kolmosen potensseihin ja trinomikolmion ylimmilld riveilld esiintyvien lukujen

yhteyttd Fibonaccin lukujonoon.

Tdmaén tutkielman tarkoituksena oli esittdd selked kokonaisuus késitellyistd sommitelmista, joiden
sisdistimisen tavoitteena on auttaa eri matemaattisten aihealueiden ymmaértamisessi ja yhdistele-
misessd. TyOssé pyrittiin vastaamaan miten Pascalin kolmion, Pascalin pyramidin ja trinomikol-
mion muodostus onnistuu ja miten niiden yhteydet eri multinomikertoimiin voivat auttaa niiden

hyddyntdmisessi eri tavoilla.
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