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Tutkielman tarkoituksena on esitelld ultratulot ja todistaa niitd soveltamalla Rabinin
ja Keislerin lause. Tutkielma aloitetaan madrittelemailld predikaattilogiikan syntaksi
eli kaavat ja lauseet sekd semantiikka eli syntaksille merkityksen antavat mallit, jot-
ka ovat niiden méérittelyjoukosta ja médrittelyjoukon direllispaikkaisista relaatioista
muodostettuja jirjestettyjd pareja. Pohjatietojen jilkeen késitellddn ultratuloja, joi-
den avulla malleja on mahdollista muodostaa. Esitelldén ensin ultrafiltterin késite, ja
sen avulla ultratulo eli useista pienemmistd malleista konstruoitu yksittdinen isompi
malli. Todistetaan ultratulojen peruslause, £.0$’n lause, jonka mukaan kaava on totta
ultratulossa, jos ja vain jos niiden indeksien joukko, jolla kaava on totta alkuperdi-
sissd malleissa, kuuluu ultrafiltteriin. Todistetaan my0s ultratulojen ja Lo$’n lauseen
sovellus, kompaktisuuslause, jonka mukaan lausejoukolla on malli, jos ja vain jos
jokaisella sen ddrelliselld osajoukolla on malli.

Tutkielman jialkimmadiselld puoliskolla keskitytddn Rabinin ja Keislerin lausee-
seen sekd sen alustamiseen. Miiritellddn ensin todistuksen sisdllon ymmartamisti
varten tarvittavia kasitteitd, kuten kardinaaliluku, joukon mahtavuus eli alkioiden lu-
kumdira, padultrafiltteri ja w-mitallinen kardinaali. Tutkielman viimeisessa luvussa
oletetaan, ettd ddreton kardinaali « ei ole w-mitallinen. Téhén oletukseen perustuen
todistetaan Rabinin ja Keislerin lause, jonka mukaan kaikilla malleilla on samaa
mahtavuutta « oleva aito elementaarinen laajennus, jos ja vain jos k = «™0. Todistus

kdydiin ldpi vaiheittain apulauseiden avulla.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa tullaan esittelemééin Rabinin ja Keislerin lause todistuksineen
seki todistusta varten tarvittavat pohjatiedot. Israelilaisen matemaatikon ja tietojen-
kisittelytieteilijan Michael O. Rabinin ja amerikkalaisen matemaatikon H. Jerome
Keislerin tyohon perustuvassa Rabinin ja Keislerin lauseessa viitetdan, ettd kaikilla
malleilla on samaa mahtavuutta k oleva aito elementaarinen laajennus, jos ja vain
jos k = «™0. Viite perustuu oletukseen, etti ddreton kardinaali « ei ole w-mitallinen.
Pohjatiedot tamin lauseen ymmairtdmiseen ja sen todistuksen hallitsemiseen on saa-
tu viimeiseen lukuun mennessé, jolloin todistus tullaan kdymaiin ldpi. Pohjatietojen
kerryttiminen aloitetaan tutkielman toisessa luvussa kidymaélla ldpi kasitteitd, joi-
ta tarvitaan kolmannessa luvussa esitetyn ultratulon konstruktion ymmartamiseen.
Tallaisiin kasitteisiin lukeutuvat kaava, malli, tulkintajono sekd elementaarinen laa-
jennus ja elementaarinen upotus. Luvussa tullaan esittelemdin myos puolalaisame-
rikkalaisen matemaatikko Alfred Tarskin totuusmadaritelma.

Tutkielman toisen keskeisen osa-alueen, ultratulojen, idea perustuu norjalaisen
matemaatikon Thoralf Skolemin [17] vuonna 1934 antamaan numeroituvan epéstan-
dardin aritmetiikan mallin konstruointiin. Varsinainen ultratulojen kisite on 1ahtoisin
puolalaiselta matemaatikko Jerzy L.os’1ta vuodelta 1955. Ultratulo on useasta, yleensa
adrettdmin monesta pienemmastd mallista konstruoitu isompi malli, jossa ikdén kuin
ilmenee alkuperdisten pienempien mallien yhteisid ominaisuuksia. Télldin niiden in-
deksien joukko, joilla kaava on totta alkuperdisissd malleissa, kuuluu ultrafiltteriin,
jos ja vain jos kaava on totta ultratulossa, kuten ultratulojen peruslauseessa, £.0$’n
lauseessa, tullaan myohemmin todistamaan. Tima ominaisuus mahdollistaa sen, etta
ultratulon avulla voidaan konstruioida uusia malleja sen mukaisesti, ettd minkilainen
joukko kaavoja halutaan toteuttaa. Matemaattisen logiikan osa-alue, malliteoria, on-
kin tutkimusala, jossa mallien konstruoinnin menetelmit ovat tirkedssi roolissa, ja
ultratulot ovat siihen tarkoitukseen hyodyllinen viline. Tunnetuin esimerkki ultratu-
lojen hyddyntidmisesti on se, ettd ultratulot antavat menetelmén tdssikin tutkielmassa
esitetyn kompaktisuuslauseen todistamiseen ilman, ettid todistuksen kisitettd on tar-
peellista médritellda. Kompaktisuuslauseen todistuksessa konstruoidaan lausejoukon
adrellisten osajoukkojen malleista koko lausejoukon malli.

Ultratulojen késitteleminen aloitetaan siis pykélédssa 3.1 esittelemaélli filtterin ja

maksimaalisen filtterin, ultrafiltterin, méaaritelmat seka todistamalla ultrafiltterilause,



jonka mukaan jokaisen aidon filtterin voi laajentaa ultrafiltteriksi. Tarski esitti ultra-
filtterilauseen ensimmadisen todistuksen vuonna 1930. Tamén jidlkeen pykaéldssd 3.2
kdydaan lapi varsinainen ultratulon konstruointi filttereiden avulla ja pykalassd 3.3
tullaan esittdméédn L.os$ n lauseen todistus. Ultratulojen tarkempi kisittely padtetdin
pykéléssd 3.4 todistamalla kompaktisuuslause.

Neljannessd luvussa tutustutaan vield hieman tarkemmin joihinkin Rabinin ja
Keislerin lauseen todistamisessa tarvittaviin keskeisten kisitteiden méairitelmiin se-
ki niihin liittyviin lauseisiin. Luku aloitetaan esittelemilld pykildssd 4.1 lyhyesti
kardinaaliluvut ja joukon mahtavuus sekd niihin liittyvid késitteitd joidenkin ha-
vainnollistavien esimerkkien avulla. Pykaldssd 4.2 tullaan tarkastelemaan sellaisia
ultrafilttereitd, jotka eivit ole paifilttereiti, ja niidden ominaisuuksia. Esitelldéin vield
pykildssd 4.3 w-tdydellinen ja w-epitdydellinen ultrafiltteri ja w-mitallinen kardi-
naali seki selvitetiddn pykildssd 4.4, milloin ultratulo on hyvinjérjestetty joukko, jos
jokainen kyseiseen ultratuloon liittyva malli on hyvinjérjestetty joukko.

Viimeiseen eli viidenteen lukuun mennessé on siis tutkielmassa kerrytetyn tiedon
avulla mahdollista ymmirtaa luvussa esitetyn Rabinin ja Keislerin lauseen todistus,
jonka todistamisessa sovelletaan myos ultratuloja. Keislerin [11] 1963 julkaistussa
todistuksessa on hyddynnetty myos rajaultrapotenssien konstruktiota, joka on yleis-
tys ultrapotenssien konstruktiosta. Tdssd tutkielmassa késitettd ei ole kuitenkaan
erikseen esitelty eika sitd ole hyodynnetty todistuksissa. Se ei ole myoskiin ollut tar-
peellista, kuten kiinalainen matemaatikko Chen Chung Chang [5] on osoittanut 1965
julkaistussa todistuksessaan. Keisler on tutkinut myds, ettd milloin kaikilla malleilla
on samaa mahtavuutta oleva aito elementaarinen laajennus, jos kardinaaliluku on
w-mitallinen. Olkoon x w-mitallinen kardinaaliluku. Tdll6in Keislerin todistuksessa
osoitetaan, ettd jos kardinaaliluvulla k pétee, etta sitd aidosti suurempi pienin kardi-
naali k* = 2, niin kaikilla malleilla, joiden mahtavuus on «, on samaa mahtavuutta
oleva aito elementaarinen laajennus [11, s. 402]. Tassi tutkielmassa tétd ei kuiten-
kaan tulla kdymain ldpi, vaan keskitytdin tarkastelemaan samaa mahtavuutta olevan
aidon elementaarisen laajennuksen vaatimuksia ainoastaan sellaisten kardinaalien
tapauksessa, jotka eivit ole w-mitallisia.

Tutkielman sisidllon ymmartdmisen kannalta vaadittavat tarkeimmat késitteet on
maédritelty, mutta lukijan odotetaan hallitsevan matemaattisen logiikan ja joukko-opin
perusasiat. Padlihdeteoksena tutkielmassa kéytetdin J. L. Bellin ja A. B. Slomsonin

kirjaa Models and Ultraproducts: an introduction.



2 Peruskasitteita

2.1 Predikaattilogiikan syntaksi

Luvussa 2 kisitellddn ultratulojen tarkasteluun vaadittavia pohjatietoja. Tassd pyka-
lassd 2.1 tarkastellaan predikaattilogiikan syntaksia, joka kertoo, miten muodostetaan
kaavoja ja lauseita. Esitellddn ensin predikaattilogiikan kielen L aakkosto ja sithen

sisdltyvit symbolit.

Mairitelma 2.1. (Vrt. [12,s. 10jas. 13].) Aakkosto A on epityhjd joukko symboleja.

Predikaattilogiikan kielen L aakkostoon sisdltyy seuraavat symbolit:
1. Loogiset symbolit:
* Konnektiivit, joita ovat negaatio —, konjunktio A, disjunktio Vv, implikaa-
tio — ja ekvivalenssi <.

* Kvanttorit, joita ovat universaalikvanttori V [lue: “’kaikilla”] ja eksistens-

sikvanttori 3 [lue: ”on olemassa’].

* Identiteettisymboli =

» Vilimerkit ), ( ja,

* Muuttujasymbolit {v,, | n € Ny}, joita voidaan merkitd myos symboleilla
U, VW, ...

2. Ei-loogiset symbolit

* Relaatiosymbolit Fj, P, P,, . . . ,misséd relaatiosymbolin paikkalukun > 1.
Relaatiosymboleja voidaan merkitd myos symboleilla P, O, R, S, . . .. Re-

laatiosymbolin P paikkalukua merkitidén ar(P).

* Funktiosymbolit f3, f', f;, - . ., missd funktiosymbolin paikkalukun > 1.
Funktiosymboleja voidaan merkitd myos symboleilla f, g, A, . ... Funk-

tiosymbolin f paikkalukua merkitdan ar(f).
» Vakiosymbolit {c, | n € Ny}, joita voidaan merkitd myos symboleilla

c,d,e,....

Esitellddn seuraavaksi aakkostoon pohjautuvia keskeisid madritelmid sekd ha-

vainnollistetaan niitd esimerkeilla.



Mairitelma 2.2, (Vrt. [12, s. 10]) Aakkoston A merkkijono on ddrellinen jono

periakkdisid aakkostoon kuuluvia symboleja.

Esimerkki 2.3. Predikaattilogiikan kielen L aakkostossa JuA3v javgvvovivevs ovat

merkkijonoja, muttavy  vivjeiole, silld vy ja viv, ovat kaksi erillistd merkkijonoa.

Mairitelma 2.4. (Vrt. [12, s. 14]) Kielen L aakkoston merkkijonoa kutsutaan
termiksi, jos se voidaan muodostaa kdyttamalld seuraavia kohtia 1. - 3. direllisen

monta kertaa:
1. Jokainen muuttujasymboli on termi.
2. Jokainen vakiosymboli on termi.

3. Jos f on funktiosymboli, jonka paikkaluku ar(f) on m, ja ti,ta,...,t, ovat

termejd, niin myos f (1,12, ..., ;) on termi.

Esimerkki 2.5. Tarkastetaan, onko merkkijono f(g(vo, v1), h(v2), c), missd ar(f) =3,
ar(g) = 2 jaar(h) = 1, termi. Kéytetddn apuna mairitelmii 2.4. Todetaan ensin,
ettd symbolit vg, v| ja v, ovat muuttujasymboleja, joten kohdan 1 perusteella ne ovat
termeja.

Koska lisédksi f, g ja h ovat funktiosymboleja, niin kohdan 3 perusteella ne ovat
termejd. Todetaan vield, ettd symboli ¢ on vakiosymboli, joten kohdan 2 nojalla
kyseessd on termi. Tamén perusteella voidaan todeta, ettd f(g(vo,v1), h(v2),c) on

termi, koska se voidaan muodostaa médritelmén 2.4 sddntjen perusteella.

Miaéritelma 2.6. (Vrt. [4, s. 22]) Kielen L atomikaavat ovat jompaakumpaa seuraa-

vista tyypeista:
* f1 = tp on atomikaava, missd 71 ja f, ovat termeja.

* Jos P on relaatiosymboli, jonka paikkaluku ar(P) on m ja ty,t,...,t, ovat

termejd, niin P(z1,1, . ..,t,) on atomikaava.

Mairitelma 2.7. (Vrt. [4, s. 23]) Kielen L kaavat ¢ voidaan muodostaa kdyttamalla

seuraavia kohtia 1. — 3. darellisen monta kertaa:
1. Jokainen atomikaava on kaava.

2. Jos 6 ja ¢ ovat kaavoja, niin =6 ja (6 =), missd * € {V, A, —, <}, ovat

kaavoja.



3. Jos 6 on kaava ja v muuttuja, niin (Vv)#@ ja (3v)6 ovat kaavoja.

Kaavan ¢ alikaavoja ovat kaava ¢ itse seki kaikki sdantojen 1.—3. mukaisesti kaavan
¢ muodostamisessa esiintyvit kaavat 6 ja . Jokaisen alikaavan alikaavat ovat myos

alkuperdisen kaavan ¢ alikaavoja.

Huomautus. (Vrt. [3, s. 52]). Jatkossa ei ole tarpeen késitelld konnektiiveja v, — ja
< eikd kvanttoria V, silld ne voidaan médritelld konnektiivien — ja A ja kvanttorin 3

avulla kaikille kaavoille ¢ ja ¢ seuraavasti:

(V) i==(-¢ A ),
(o = ¢) ==(p A=),
(p o ¥) = (=(eA=Y) A=(=p AY)),
(Yv)g :==(Tv)-e.

Esimerkki 2.8. e P(vo,v1) ja P(vo,co, h(ca), f(v1),g(va, f(c1))) ovat atomi-

kaavoja, joten ne ovat myos kaavoja.

» Tarkastetaan, ovatko FvoVv | P(vg, vq) ja P(FvoR(vo)) kaavoja. Kdytetddn apu-
na madritelmai 2.7. Ensimmadisessi tapauksessa P(v, vi) on kohdan 1 mukai-
sesti kaava, joten kohdan 3 perusteella sekd Vv (P (vg, vy) ettd JvoVv P(vo, vi)
ovat kaavoja. Kyseessi ei kuitenkaan kvanttoreiden 3 ja V johdosta ole ato-
mikaava. Jialkimmaiisessd tapauksessa ei eksistenssikvanttorin 3 vuoksi ole
kyseessd madritelman 2.6 mukainen atomikaava, joten P(3voR(vg)) ei ole

kaava.

Esimerkki 2.9. Kaavan (voVv;) < (—vyAv3) alikaavojaovat (vo V vy) < (mvy A v3),

(vo V v1), (=v2 Av3), =va, vo, Vi, V2 ja va.
Madritelldin seuraavaksi kaavan ¢ vapaat ja sidotut muuttujat.

Mairitelma 2.10. (Vrt. [10, s. 16]) Olkoon v; muuttuja ja ¢ kaava. Kvanttoreiden
Vv; ja 3v; vaikutusalue kaavassa ¢ on se kaavan ¢ alikaava, jossa kvanttori on

padoperaattori madritelmén 2.7 mukaisesti.

Esimerkki 2.11.

Fvo(P(vo) A R(vp)),FvoR(vo, vi)AS(vo), Yvo(P(vo) V R(vg)) < P(vo), IvoP(vo),

VvoP (v, v1), missd eksistenssikvanttorin 3 ja universaalikvanttorin V vaikutusalueet

ovat alleviivattuna.



Mairitelma 2.12. (Vrt. [10, s. 16]) Olkoon v; muuttuja ja ¢ kaava. Muuttujan v;
esiintymai kaavassa ¢ on sidottu, jos se on kvanttoreiden Vv; tai Jv; vaikutusalueella.
Muutoin muuttujan v; esiintymi on vapaa.

Jos jokin muuttujan v; esiintymistid on vapaa kaavassa ¢, muuttujan v; sanotaan
olevan vapaa kaavassa ¢. Vastaavasti jos jokin muuttujan v; esiintymisti on sidottu

kaavassa ¢, muuttujan v; sanotaan olevan sidottu kaavassa ¢.

Mairitelma 2.13. (Vrt. [10, s. 16] Kielen L kaava on lause, jos siini ei ole lainkaan

vapaita muuttujia.
Esimerkki 2.14.  Kaikki muuttujien esiintymdt ovat vapaita kaavassa P (vq, v1).

 Kaikki muuttujien esiintymét ovat sidottuja kaavassa Yvo3vP(vo, v1), joten

kyseessd on lause.

» Kaavassa VvoR(vg, v1) V Vv P(v1) kaikki muuttujan v( esiintymét ovat sidot-

tuja ja muuttujan v| ensimmadinen esiintyma vapaa ja muut sidottuja.

» Kaavassa v (P (v, v2) AVvo(P (v, v2) — vo = vy)) kaikki muuttujien v ja

v1 esiintymadt ovat sidottuja ja kaikki muuttujan v, esiintymaét ovat vapaita.

e Kaavassa3v[Vvy[v] = vo — P1(va,v3)]V[v] = v4AP2(v2, v4)]] muuttujien
v3 ja vq kaikki esiintymaét ovat vapaita, muuttujan v kaikki esiintymit sidottuja

ja muuttujan v, viimeinen esiintyma on vapaa ja muut sidottuja.

Mairitelma 2.15. (Vrt. [1, s. 1]). Olkoot X ja Y joukkoja ja f : X — Y kuvaus.

Talloin

* f on injektio, jos se toteuttaa seuraavan ehdon: f(u) = f(v) = u = v kai-

killa u,v € X.

* f on surjektio, jos se toteuttaa seuraavan ehdon: kaikilla v € Y on olemassa

u € X siten, ettd f(u) = v.

* f on bijektio, jos se on sekd injektio ettd surjektio.



2.2 Boolen algebra

Tassd pykilassi 2.2 esitellddn Boolen algebra.

Mairitelmi 2.16. (Vrt. [4, s. 579]) Jdrjestetty pari {(x, y) on kahden alkion joukko,

missd alkioiden jarjestykselld on merkitystd. Se madritellddn seuraavasti

vy = {{x}, {x, y}}.

Talloin (x, y) = (x’,y"), jos javain jos x = x"jay =y’ ([13, s. 5]).

Mairitelma 2.17. (Vrt. [13, s. 6 ja s. 131]). Karteesinen tulo X X Y on kaikkien
niiden jérjestettyjen parien (x,y) joukko, joilla x € X ja y € Y. Joukkoperheen
{X; | i € I} karteesinen tulo [] X; midritellddn seuraavasti: [[ X; := {f | f on

i€l i€l

funktio, jonka méiirittelyjoukko dom( f) = I siten, ettd f(i) € X; kaikillai € I}.

Merkinti. Karteesisen tulon [ ] X; alkioita merkitidin jatkossa symboleilla f, g, &, f’
iel
jag’,jajos f € [] X;, niin sen i-koordinaattia merkitaan f (7).
i€l

Esimerkki 2.18. Olkoon X = {5,7} ja Y = {2,8} joukkoja. Karteesinen tulo
X xY ={(5,2),(5,8),(7,2),(7,8)}.

Miaéritelma 2.19. (Vrt. [10, s. 5]). Kaksipaikkainen relaatio P joukossa X on niiden

jdrjestettyjen parien (x, y) joukko, jotka ovat joukon X X X osajoukkoja.

Mairitelma 2.20. (Vrt. [9, s. 84]) Osittain jirjestetty joukko on jérjestetty pari
(X, P), missd X on epityhji joukko ja P sen kaksipaikkainen relaatio, joka toteuttaa

seuraavat ehdot kaikilla x, y,z € X:
1. Refleksiivisyys: (x,x) € P.
2. Transitiivisuus: Jos (x,y) € P ja (y,z) € P, niin {(x,z) € P.
3. Antisymmetrisyys: Jos (x,y) € Pja (y,x) € P, niinx = y.
Kyseessa on jdrjestetty joukko, jos myOs seuraava ehto pitee:
4. Totaalisuus: (x, y) € P tai (y,x) € P.

Esimerkki 2.21. Relaatio < reaalilukujen joukossa R ja relaatio € luonnollisten
lukujen potenssijoukossa P (N) toteuttavat madritelmian mukaiset ehdot, joten jar-
jestetyt parit (R, <) ja (9(N), C) ovat osittain jérjestettyja joukkoja. Jarjestetty pari
(R, >) ei ole osittain jdrjestetty joukko, koska x # x kaikilla x € R, joten se ei ole

refleksiivinen.
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Miaritelmi 2.22. (Vrt. [9,s.75]). Boolen algebra on struktuuri % = (B, V, A, ,0, 1),
missd V ja A ovat kaksipaikkaisia funktioita ja ~ yksipaikkainen funktio joukossa

B, 0 ja 1 ovat erillisid joukon B alkioita ja kaikilla x,y,z € B pitevit seuraavat

identiteetit:

Idempotenssilait:

xXVx=ux, XANX = Xx.
Vaihdantalait:

XVy=yVux, XANYy=YyYAX.
Liiténtélait:

(xVy)Vz=xV(yV2z), (xAY)AZ=xA(YAZ).
Osittelulait:

xViyvy)=xVvVyyAxVz, xAQYAz)=xAY)V(XAZ).
Komplementtilait:

xVvx =1, xAXx =0,

X=x
Identiteettilait:

xVO0=x, xA1=x.

Esimerkki 2.23. (Vrt. [4, s. 39]). Jos B on kokoelma epityhjédn joukon X osajoukkoja
siten, ettd @, X € B ja B on suljettu yhdisteen U, leikkauksen N ja komplementin
~ suhteen, niin B = (B,U,N,”, 0, X) on Boolen algebra. Potenssijoukko & (X) on

tallainen kokoelma.

Esimerkki 2.24. Olkoon # = (B,V,A,”,0,1) Boolen algebra. Osoitetaan, etti
xV 1 =1 Nyt

xVi=xVvI)Al (Identiteettilaki)
=(xVI1)A(XxVX) (Komplementtilaki)
=xV (I AX) (Osittelulaki)
=xVX (Identiteettilaki)
=1. (Komplementtilaki)

2.3 Predikaattilogiikan semantiikka

Tasséd pykaldssd 2.3 tarkastellaan predikaattilogiikan semantiikan malliteoriaa. Nor-
maalisti malleissa voi olla relaatiosymboleita, funktiosymboleita ja vakiosymboleja,

mutta funktiosymboleja ei tarvita, mikd ndhddin seuraavasti (vrt. [3, s. 72]):
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Olkoon X joukko ja f sen n-paikkainen funktio. Joukossa X voidaan miiritelld

(n + 1)-paikkainen relaatio Py seuraavasti:
(X1, ..., Xp41) € Py, jos javain jos f(X1,...,Xn) = Xp41.

Funktioiden ominaisuudet voidaan siis médritelld relaatioiden avulla, joten kaikki
funktiosymbolit voidaan korvata vastaavilla relaatiosymboleilla. Siksi riittda tarkas-

tella malleja, joissa on pelkistddn relaatioita.
Merkinti. Merkitidin luonnollisten lukujen joukkoa {0, 1,2, ... } symbolilla w.

Miaéritelma 2.25. (Vrt. [3, s. 55] Malli on jirjestetty pari
A = (A, {Pn|new}),

missd madrittelyjoukko A on epityhjd ja P,, jonka paikkaluku ar(P,) = r,, on

joukon A direllispaikkainen relaatio.

Huomautus. On tavallista tarkastella myos malleja, joissa on vain ddrellinen mai-
rd relaatioita Py, ..., P,. Mallit voidaan palauttaa alkuperdisen méadritelméan 2.25

mukaiseen muotoon lisddmalld niihin tyhjét relaatiot, joiden paikkaluku on yksi.

Miaéritelméa 2.26. Mallit A = (A, {P, | n € w}) ja B=(B,{R, | n € w}) ovat

samaa tyyppid olevia malleja, jos niille pitee, ettd ar (P,) = ar(R,) jokaisellan € w.

Miisiritelmi 2.27. (Vrt. [3, s. 73]) Olkoon U malli (A, {P, | n € w}) ja B malli
(B,{R, | n € w}), missd ar(P,) = ar(R,) = r,. Malli % on mallin B alimalli ja

malli B mallin A laagjennus, W C B, mikili seuraavat ehdot tayttyvit:
1. ACBja
2. P,=R,NA™".
Jos P,,=R,NA" niin sitd kutsutaan relaation R, rajoittumaksi joukkoon A. Mallin B

rajoittuma joukkoon A, B [4, on malli (A, R, N A" | n € w).

Nyt voidaan muodostaa kielen ja sen mallien vilinen yhteys maédritteleméilla
kaavojen totuus mallissa. Annetaan ensin kaikille kielen L vapaana esiintyville
muuttujille samankaltainen tulkinta mééritelmédn 2.28 avulla, ja hyodynnetdén si-

ta Tarskin totuusmddritelmdssd 2.29.
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Miaritelma 2.28. (Vrt. [3, ss. 55-56]) Mallin U tulkintajono on &areton jou-
kon A alkioiden jono x, jota merkitddn x = (xg,X[,...,X,...). Jos x on téllai-
nen tulkintajono, n € w ja a € A, niin tulkintajono x(n/a) saa muuten samat

arvot kuin tulkintajono x, mutta muuttuja x, korvataan arvolla a. Toisin sanoen

x(n/a) = (X0, X1,y Xpn—1, Ay Xngls--- )

Merkinti. (Vrt. [3, s. 56]). Merkintd U E, ¢ tarkoittaa, ettd tulkintajono x to-
teuttaa kaavan ¢ mallissa . Kun kaavan ¢ vapaiden muuttujien esiintymét ovat
joukossa {vq,...,v,}, kaavan ¢ toteutumista mallissa W voidaan merkitd myos
N E @[xg,...,x,], missd x on tulkintajono. Vastaavasti merkintd U g, ¢ tarkoit-

taa, ettd tulkintajono x ei toteuta kaavaa ¢ mallissa U.

Maaritelma 2.29. (Vrt. [3, s. 56]) (Tarskin totuusmdidiritelmd). Olkoon W malli
(A, {P, | n € w}). Médritelldan rekursiivisesti, milloin tulkintajono x toteuttaa kaa-

van ¢ mallissa 2:
* Ak, v; =v;,josjavain jos x; = X;.
e AE, Py(viy,...,Vi,),josjavain jos (x;,...,x;, ) € P,.
* Wk, —p, jos ja vain jos A £, ¢.
e WE, @ AN, josjavain jos WE, ¢ ja W Ey .

e Wk, ¢ Vi, josjavainjos Wk, ¢ tai A £, .

WEe ¢ = Y, jos javain jos A g, ¢ tai W E, Y.

Wk, @ & Y, jos ja vain jos joko A £, @ ja W E,  tai WE, pja W E, ¥

A £, (Fv;)e, jos ja vain jos jollakin a € A pitee, ettd W Ey(,/4) @
* Wk, (Vv;)e, jos ja vain jos kaikilla a € A pitee, ettd A ky(y/q) ©-

Mairitelma 2.30. (Vrt. [10, ss. 14—15]). Kaava ¢ on foteutuva, jos ja vain jos ¢ on
tosi jollakin mallilla 9 ja tulkintajonolla x. Kaava ¢ on validi, £ ¢, jos ja vain jos ¢

on tosi jokaisella mallilla 2 ja tulkintajonolla x.

Miaritelmai 2.31. (Vrt. [3, s. 56]). Jos 2 on malli, o on kaavajoukko ja x on sellainen

tulkintajono, ettd A £, o jokaisella o- € 2, niin U on joukon X malli tulkintajonolla x.
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Esimerkki 2.32. * Kaava R(vg,vi) A =R(vg,Vv1) ei ole validi eikd toteutuva,
silla kaava on tosi mallissa U tulkintajonolla x vain, jos W £, —=R(vg,v;)
ja WELR(vo,vy). Tama on mahdotonta, silld kaikilla malleilla 2 ja tulkin-
tajonoilla x joko W Er =R(vg,vy) ja A Ex R(vp,vy) tai W £, =R(vg, V1) ja
N ExR(vo, v1).

» Kaava Vvo(P(vg) A R(vg)) < YvoP(vg) A YvoR(vg) on validi ja toteutuva,
silld kaikilla a € R jan € w pitee, ettd jos A Ey(n/a) P(vo) ja W Ex(n/a) R(V0),
niin A Ey(,74) (P(vo) A R(vo)). Talldin A &, Yvo(P(vo) A R(vp)). Vastaavasti
Wk, VvoP(vo) ja A Ex VvoR(vg), joten Ak, VP(vo) A Ak, VvoR(vp). Toi-
saalta jos W £y(,/q) P(vo) tai W Ey(n/a) R(vo) kaikilla a € R jan € w, niin
Wk Yvo(P(vo) A R(vg)) ja Wk, YvoP(vo) A YvoR(vo).

Tall6in aina joko W E, Vvo(P(vo) A R(vp)) ja A Ex VvoP(vo) A YvoR(vo) tai
W ke Yvo(P(vo) A R(vg)) ja W £, YvoP(vg) A YvoR(vp), joten kaava on tosi

jokaisessa mallissa U jokaisella tulkintajonolla x.

» Kaava P(vg) V=P (v¢) on validi ja toteutuva, silli A £, P(vg) tai A £, =P (vy),
joten kaava P(vg) V =P (vg) on tosi jokaisessa mallissa U jokaisella tulkinta-

jonolla x.

Tarkastellaan vield seuraavien maaritelmien avulla mallien vilisid suhteita.

Mairitelmi 2.33. (Vrt. [3, s. 73]). Oletetaan, ettd mallit U ja B ovat samaa tyyppid.
Kuvaus i : A — B on homomorfismi mallilta % mallille B, jos kaikilla n € w ja
alkioilla ay, as, ..., a,, € A pitee, ettd

(a1, az,...,a,) € Py, josjavain jos (h(ay), h(az),...,h(a;,)) € Ry.

Homomorfismia mallilta 2 mallille B, joka on bijektio, kutsutaan isomorfismiksi
mallien A ja B T[4 vililld. Sitd voidaan kutsua myds upotukseksi mallilta A

mallille B. Kun mallien A ja B vililld on isomorfismi, niin ne ovat isomorfiset,
A = B.

Esimerkki 2.34. Olkoon 2 = ({1, 8,-3,12},<)jaB = ({1,2,16,-2}, >). Olkoon
h : A — B kuvaus, jolla h(-3) = 16, h(1) = 2, h(8) = 1 ja h(12) = -2.
Tama on bijektio, ja koska jérjestys joukkojen vililld sdilyy, niin kyseessd on my0s
homomorfismi. Tall6in mallit A ja B ovat keskendidn isomorfiset.

Miaritelma 2.35. (Vrt. [4, s. 32]). Mallit A ja B ovat elementaarisesti ekvivalentit,

jos ja vain jos jokainen lause, joka on totta mallissa 2, on totta myds mallissa B ja

pdinvastoin. Téatd merkitdin A = B.
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Merkinta. Olkoon ¢ kaava. Jos kaavassa ¢ esiintyvidt muuttujat ovat joukossa

{vo, ..., vn}, niin silloin tistd kaavasta voidaan kayttdd merkintdd ¢(vo, ..., vy).

Miaritelma 2.36. (Vrt. [3, s. 75]). Malli B on mallin U elementaarinen laajennus,
A < B, jos A C B ja kaikilla kielen L kaavoilla ¢(vo, ..., v,) ja tulkintajonon x

muodostavilla alkioilla xg, xq, . . ., x,, € A pitee, ettd
N E @[x0, X1, .,Xm], JOS ja vain jos B E @[x0, X1, ..., Xm]-

Jos malli B on mallin A elementaarinen laajennus, niin vastaavasti malli 2 mallin

B elementaarinen alimalli. Elementaarinen laajennus on aito, jos A #B ([16, s. 167]).

Esimerkki 2.37. Olkoon U = (Z, <) ja B = (Q, <) osittain jarjestettyjd joukkoja.
Malli U on madritelmén 2.27 mukaisesti mallin B alimalli. Olkoon ¢(vg, v{) kaava
VYva[vg < va < vy — (vg = vy Vv = vyp)]. Kaava on tosi mallissa U tulkintajonolla
X, jossa x antaa muuttujan v arvoksi O ja muuttujan vy arvoksi 1, 2 £ ¢[0, 1], mutta
on epitosi mallissa B, B £ —¢[0, 1]. Madritelmin 2.36 mukaisesti malli U ei ole

mallin B elementaarinen alimalli, (Z, <) £ (Q, <).

Maaritelma 2.38. (Vrt. [3, s. 75]). Kuvaus 4 : A — B on mallin W elementaarinen
upotus mallille B, h : A < B, jos kaikilla kielen L kaavoilla ¢(vq,...,v,) ja

tulkintajonon x muodostavilla alkioilla xg, x1, . .., x,, € A pitee, ettd
W E ¢[x0,X1,...,%Xn],jos ja vain jos B E ¢[h(xg), h(x1), ..., h(xy)].

On huomattava, etti elementaarinen upotus on aina injektio, silld epéayhtalosti

v; # v; seuraa, ettd kaksi eri alkiota eivit voi kuvautua samaksi alkioksi.

Esimerkki 2.39. Olkoon &4 : A — A identtinen kuvaus eli 4#(a) = a jokaisella

a € A. Télloin h on mallin U triviaali elementaarinen upotus itselleen.
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3 Ultratulot

3.1 Filtterit

Luvussa 3 tutustutaan ultratulon konstruoimiseen ja todistetaan sekd ultratulon pe-
ruslause, £os'n lause, etté ultratulojen ja L.o$’n lauseen sovellus, kompaktisuuslause.
Pykaldssd 3.1 esitellddn ultratulojen konstruoinnin kannalta olennaisten filtterin ja

maksimaalisen filtterin, ultrafiltterin, méaaritelmat.

Miaritelméa 3.1. (Vrt. [15, s. 42].) Olkoon I epityhji joukko. Joukkoa F C (1),
kun & (1) on joukon [ kaikkien osajoukkojen kokoelma eli potenssijoukko, kutsutaan

joukon [ filtteriksi, mikili seuraavat ehdot pétevit:
1. I e F,
2. jos X, Y e F,niin XNY € F ja
3.josXe€FjaXCYClninY €F.

Jos O ¢ F, niin F on aito filtteri.

Esimerkki 3.2. * Joukon [ triviaali filtteri on joukko {I} ([4, s. 211]).

* Olkoon [ epityhji joukko. Osoitetaan, ettd
F={XCcl|YcX}

on joukon / aito filtteri kaikilla ¥ C I. Kyseessd on epityhjdn joukon Y
midraamai pdcdfiltteri ([4, s. 211]). Todetaan ensin, ettd tyhjdn joukon ainoa
osajoukko on se itse, joten Y ¢ 0. Téten () ¢ F. Lisdksi oletuksen perusteella

YCl jotenl € F.

Oletetaan sitten, ettd S,7 € F. NytY ¢ S € I jaY € T C I, joten
Y CSNT CI. Tistd seuraa, etta S N 7T € F. Oletetaan vield, ettd S € F
siten, ettd S € 7 C [. Talloin Y € S C T, joten Y C T. Tastd seuraa, ettd

T € F. Titen on osoitettu, ettd F' on joukon [/ aito filtteri.

Esimerkki 3.3. Olkoon [ didreton joukko. Osoitetaan, etti

F ={X C I|I\X on &érellinen}
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on joukon [ aito filtteri. Kyseessd on Fréchet-filtteri ([4, s. 211]), josta kdytetddn
myOs nimitysté kofiniitti filtteri ([9, s. 68]). Todetaan ensin, ettd /\(@ = I on oletuksen
perusteella ddreton joukko, joten @ ¢ F. Lisédksi 7\/ = 0 on &érellinen joukko, joten
I eF.

Oletetaan sitten, ettd S,7 € F. Talloin I\(SNT) = (I\S) U (I\T) on kahden
adrellisen joukon yhdisteena ddrellinen, joten (SNT) € F. Oletetaan vield, ettd S € F
siten, ettd S € T C [. Télloin I\T on &drellinen, koska se on &érellisen joukon 7\S
osajoukko, joten tdstd seuraa, ettd 7 € F. Titen on osoitettu, ettd F on joukon [ aito

filtteri.

Miaritelmé 3.4. (Vrt. [15, s. 44].) Olkoon I epityhji joukko. Joukkoa F C (1),
kun & (I) on joukon [ potenssijoukko, kutsutaan joukon I ultrafiltteriksi, mikili

seuraavat ehdot patevit:
1. F on joukon [ aito filtteri miéritelmén 3.1 mukaisesti ja
2. jokaiselle Z C I joko Z € Ftai I\Z € F.

Esimerkki 3.5. Osoitetaan, ettid Fréchet-filtteri
F ={X C I|I\X on &érellinen}

ei ole joukon 7 ultrafiltteri, kun joukko / on ddreton. Joukko / voidaan jakaa kahteen
ddrettoméén, erilliseen joukkoon, joista kummankaan komplementti ei ole ddrellinen.
Esimerkiksi jos I = N ja sen osajoukko X sisdltdi kaikki parilliset luonnolliset luvut,
niin 7\ X ja I\ (7\ X) ovat selvisti ddrettomia joukkoja, joten X ¢ F jaI\X ¢ F. Taten

on osoitettu, ettd F ei ole ddrettomén joukon 7 ultrafiltteri.

Esimerkki 3.6. Olkoon I = {u, v} ja P(I) = {0, {u}, {v}, {u, v}} sen potenssijouk-
ko. Joukon [ filtterit ovat {{u, v}}, {{u},{u,v}} ja {{v}, {u,v}}. Néistd ultrafiltte-
reitd ovat {{u},{u,v}} ja {{v}, {u,v}}, silld jokaisen joukon / osajoukon tai sen

komplementin on sisdllyttidva ultrafiltteriin.

Todistetaan nyt Zornin lemman 3.16 ja apulauseen 3.17 avulla tirkea filttereiden
laajennusta ultrafilttereiksi mielivaltaisessa Boolen algebrassa koskeva ultrafiltteri-

lause 3.19 seki sen seuraus.

Miiéritelma 3.7. (Vrt. [9, ss. 69—70]) Olkoon I joukko ja F kokoelma sen osajouk-

koja. Kokoelmalla F' on ddrellinen leikkausominaisuus, mikdli F # ( eikd mikéin
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joukon F direllisen monen alkion leikkaus ole tyhjd. Joukkoa

F :={Y C I | jollakin n € w ja joillakin X, ..., X, € F pitee, ettd ﬂ X;cY}
i=1

kutsutaan joukon F virittidmdksi filtteriksi. Apulauseessa 3.17 osoitetaan, ettd ¥ on

filtteri.

Esimerkki 3.8. Olkoon F = {Fy, F1, ..., F,} siten, ettd Fy # 0 ja F; C F;4; kaikilla
m

0 < i < n. Leikkauksella X = (0 X;, missd X; € F, ja joka sisdltdd leikkauksen
i=1

Fon---NF, = Fy # 0, patee, ettd X # 0, silld Fy siséltyy kaikkiin joukon F

alkioihin. Téten joukolla X on dérellinen leikkausominaisuus.

Miaritelma 3.9. (Vrt. [6, s. 3]). Olkoon (X, P) osittain jirjestetty joukko ja ¥ sen
osajoukko. Talldinx € X onjoukonY yldraja, jos kaikillay € Y pitee, ettd (y, x) € P.

Vastaavasti x € X on joukon Y alaraja, jos kaikilla y € Y pitee, ettd (x,y) € P.

Esimerkki 3.10. Olkoon X € N siten, ettd X = [2,242]. Joitakin joukon X yldrajoja
ovat x = 242, x = 300 ja x = 820. Vastaavasti joukon X alarajoja ovatx =2,x =0 ja
x =—=800.

Miiritelma 3.11. (Vrt. [6, s. 3]). Olkoon (X, P) osittain jérjestetty joukko ja
Y sen epityhjd osajoukko. Télloin x € Y on joukon Y maksimaalinen alkio, jos
kaikilla y € Y ja x # y pitee, ettd (x,y) ¢ P. Vastaavasti x € Y on joukon Y
minimaalinen alkio, jos kaikilla y € Y jax # y pitee, ettd (y,x) ¢ P.

Esimerkki 3.12. Olkoon ({{x}, {y}, {z}, {x, ¥}, {x, 2}, {y, 2} }, ©) osittain jérjestetty
joukko. Alkiot {x, y}, {x, z} ja{y, z} ovat maksimaalisia, silld ne eivit ole yhdenk&in
toisen alkion osajoukkoja. Alkiot {x}, {y} ja {z} ovat minimaalisia, silld yksikdin

muu alkio ei ole niiden osajoukko.

Mairitelma 3.13. (Vrt. [6, s. 2]). Lineaarisesti jrjestetty joukko on jérjestetty pari
(X, P), missd X on epityhji joukko ja P sen kaksipaikkainen relaatio, joka toteuttaa

seuraavat ehdot kaikilla x, y, z € X:
1. Transitiivisuus: Jos (x, y) € P ja(y,z) € P, niin {(x, z) € P.
2. Antisymmetrisyys: Jos (x,y) € Pja(y,x) € P,niinx = y.

3. Totaalisuus: (x,y) € P tai (y,x) € P.
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Miaritelméa 3.14. (Vrt. [6, s. 4]) Olkoon (X, P) osittain jdrjestetty joukko. Nyt
T C X on ketju, jos (T, P [r) on lineaarisesti jarjestetty joukko médritelmdn 3.13

mukaisesti.

Esimerkki 3.15. Olkoon (% (X), C) osittain jirjestetty joukko, missd X on joukko
{5,6,7,8,9}. Tarkastellaan sen osajoukkoja 71 = {5},7> = {5,6}jaTs = {5,6,7,8}.
Huomataan, ettd 7y C 7>, T, € T3 ja Ty C T3. Télloin Ty € T, C T3, joten joukon X

osajoukkojen kokoelma {77, 7, T3} on ketju.

Lause 3.16. (Zornin lemma.) Olkoon X # (0 joukko. Oletetaan, etti milld hyvinsd
ketjulla Y C X pdtee, ettd | JY € X. Tdlloin X sisdltdd maksimaalisen alkion.
Tillaiselle alkiolle G € X pditee, ettd jos G € H € X, niin G = H.

Todistus. (Ks. [13,s. 276]). Zornin lemma on yhtépitivi valinta-aksiooman kanssa.

Todistus sivuutetaan. O

Apulause 3.17. Olkoon [ &ddreton joukko ja F joukon / osajoukkojen kokoelma.
Olkoon ¥ :={Y C I | jollakin direlliselld n ja joillakin Xy, ..., X, € F pitee, ettd

n
(M X; C Y} epityhjén joukon F virittima filtteri. TAll6in on voimassa, etté
i=1

1. F on filtteri joukossa I.

2. F on aito filtteri, jos ja vain jos joukolla F on direllinen leikkausominaisuus.
Todistus. (Vrt. [9,s. 70] ja [4, s. 212]).

1. Osoitetaan, ettd ¥ = {Y C I| jollakin &édrelliselld n ja joillakin Xy, ..., X, € F
n
pitee, ettd () X; € Y} on filtteri. Nyt jos X; € F, kuni = 0,...,n, niin

i=1
n
triviaalisti () X; C I, koska jokainen X; C /. Taten méaaritelmén 3.1 mukaisesti

i=1
leF.

Oletetaan nyt, ettd Y,Y’ € F ja Xi,...,X,, € F ja X{,...,X,'n € F ovat
n m ,
joukkoja, joille pitee, ettd () X; C Y ja N X; C Y’. Nyt
1

i=1 j=

n m
ﬂX,-mﬂX} cYyny,
i=1 j=1

jotenY NY € F.

Oletetaan vield, ettd X € F ja X € Z C [. Tilloin on olemassa joukot
n

Y1,....,Y, € F, jolla pitee, ettd (Y; € X C Z. Titen miéritelmén 3.1
i=1

mukaisesti Z € ¥ . Ndin ollen on osoitettu, ettd ¥ on filtteri.
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2. Osoitetaan vield, ettd filtteri # on aito, jos ja vain jos joukolla F on ddrellinen
leikkausominaisuus maaritelméan 3.7 mukaisesti. Oletetaan ensin, ettd F on
aito filtteri. Tehd&én vastaoletus, ettd joukolla F ei ole ddrellistd leikkausomi-
naisuutta. Talloin joillakin Xy, ..., X,, € F pitee, ettd (nﬁ X; =0 € F,joten F
on epdaito filtteri. Tima on ristiriidassa oletuksen kanls:sla, joten joukolla F on

oltava airellinen leikkausominaisuus.

Oletetaan sitten, ettd joukolla F on ddrellinen leikkausominaisuus. Tehdddn
n

vastaoletus, ettd F on epiaito filtteri. Tdlloin @ € F, joten () X; = 0 € F joil-
i=1

lakin Xy, ..., X,, € F. Tdmai on ristiriidassa dérellisen leikkausominaisuuden

kanssa, joten on oltava, ettd F on aito filtteri.
O

Apulause 3.18. Oletetaan, ettd F on aito filtteri joukossa /. Seuraavat ehdot ovat

yhtépitivia:
1. F on maksimaalinen aito filtteri, eli jos F C F’ ja F’ on filtteri, niin F’ = F.
2. F on ultrafiltteri.

Todistus. (Vrt.[18,s.10]). Oletetaan ensin, ettd F on ultrafiltteri joukossa /. Tehddan
vastaoletus, ettd F' C F’ ja F’ on aito filtteri, joka laajentaa filtterin F. Olkoon X
joukko siten, ettd X € F’\F. Koska X ¢ F ja F on ultrafiltteri, niin /\ X € F. Talloin
0 = X NnI\X € F’, miki on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten on oltava, ettd ' on
maksimaalinen aito filtteri.

Oletetaan sitten, ettd F' on maksimaalinen aito filtteri. Tehd&in vastaoletus, ettd F
ei ole ultrafiltteri. Tdlloin on olemassa joukko Xy C I siten, ettd X ¢ F ja I\Xo ¢ F.
Nyt jos on olemassa joukko Z € F siten, ettd Z C I\ Xy, niin I\Xy € F, mikd on
ristiriidassa oletuksen kanssa. Téten jokainen filtterin F alkio Z leikkaa joukon Xj.
Téstd seuraa, ettd jokainen joukon F' U {Xy} adrellisen monen alkion leikkaus on
epatyhji, ja koska X ¢ F, niin joukon F' U { Xy} virittima filtteri on aidosti laajempi
kuin filtteri F. Tami on ristiriidassa filtterin maksimaalisuuden kanssa, joten on

oltava, ettd F on ultrafiltteri. O

Lause 3.19. (Ultrafiltterilause.) Jokainen aito filtteri voidaan laajentaa ultrafiltte-

riksi.

Todistus. (Vrt. [3, ss. 15-16]) Olkoon F aito filtteri joukossa I. Olkoon & kaikkien
niiden joukon [/ filttereiden joukko, jotka sisdltavat filtterin F. Nyt & # 0, koska
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F e &%. Tarkastellaan osittainjérjestystd (%, C) ja osoitetaan, ettd se on suljettu
ketjujen yhdisteiden suhteen.

Olkoon € = {C; | j € J} ketju joukossa F. Osoitetaan sitten, ettd U C; on aito
filtteri joukossa 1. <

1. Koska 0 ¢ C; kaikilla j € J, niin @ ¢ |J C;. Lisiksi koska joukko (J C; on
jeJ jeJ
yhdiste joukoista, joihin joukko / kuuluu, niin 7 € {J C;.
jeJ
2. Oletetaan sitten, ettd X,Y € |J C;. Tilloin X € C; jaY € Cy joillakin j, k € J.
jeJ
Koska € muodostaa ketjun, niin on oltava joko C; C Cy tai C; € C;. Oletetaan

nyt, ettd C; C Cy. Télloin X, Y € Cy, joka on filtteri, joten XNY € C; C UJ Ci.
j€
3. Oletetaan vield, ettd Z € U CijaZ C X C 1. Koska Z € C;, joka on filtteri,
ninX € C; € U C;. e
jeJ
On osoitettu, etti jgj C; on aito filtteri. Nyt F' C jLeJJC /, joten _EJ C; € #. Tilloin
joukko [J C; on ketjun € yldraja joukossa F. Zornin lemman 3.16 perusteella
joukko gjsiséilt'aiéi maksimaalisen alkion G. Tilloin apulauseen 3.18 mukaisesti G

on ultrafiltteri, joka on filtterin F laajennus. |

Seuraus 3.20. Jokainen joukko, jolla on ddrellinen leikkausominaisuus, voidaan

laajentaa ultrafiltteriksi.

Todistus. (Vrt. [3,s. 16]). Apulauseen 3.17 perusteella joukko F, jolla on dérellinen
leikkausominaisuus, virittdd aidon filtterin ¥ siten, ettda FF € ¥ . Tama voidaan

lauseen 3.19 nojalla laajentaa ultrafiltteriksi. |

3.2 Ultratulon konstruointi

Téssd pykildssd 3.2 konstruoidaan redusoitu tulo [[ UA;/F ja sen erikoistapaus ult-
ratulo, jonka avulla voidaan rakentaa uusia malleja. Kéytetddn konstruointia ensin
joukkoihin ja sitten malleihin. Rajoitetaan tarkastelu malleihin, joissa on vain yksi
kaksipaikkainen relaatio. Yleistiminen yleiseen tapaukseen on suoraviivainen.
Oletetaan, ettd / mielivaltainen indeksijoukko, F on joukon [/ aito filtteri, ja jokai-
sella alkiollai € I on olemassa malli W; = (A;, R;), missd A; on epityhjd joukko ja R;
kaksipaikkainen relaatio. Filtterin F intuitiivinen idea on, ettd sithen kuuluvat indek-
sijoukon I osajoukot ovat sellaisia, ettid ne sisdltdviat melkein kaikki indeksijoukon

alkiot. Toisin sanoen filtteri ' koostuu indeksijoukon 7 "isoista"osajoukoista.
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Madritellddn ensin kaksipaikkainen relaatio ~ joukossa H A;, joka osoittaa, etti
jos filtteri F koostuu isoista osajoukoista, niin f(i) = g(i) melkem kaikilla koordi-
naateilla. Tamé voidaan laajentaa madrittelemalld relaatio R joukossa H A; siten,
ettd R pitee joukossa ]—[I A; aina, kun relaatio P; sisiltdd melkein kaikki kloeérdinaatit.

e
Miaéritelmé 3.21. (Vrt. [3, s. 87]). Olkoon F kokoelma joukon / osajoukkoja. Jos
f,g¢€ HIAZ-, niin f ja g ovat F-ekvivalentit
IAS

f ~rg,josjavainjos{i € I | f(i)=g(i)} € F.

Miaritelmé 3.22. (Vrt. [3, s. 88]). Olkoon F filtteri joukossa I. Jos f,g € [ A;,
i€l
niin relaatio R méidritellddn joukossa [ A; seuraavalla ehdolla:
i€l

(f,g) € R,josjavainjos {i € I | (f(i),g(i)) € P;} € F.

Osoitetaan seuraavaksi apulauseen 3.24 avulla, ettd ~r on ekvivalenssirelaatio
joukossa H A;, jaapulauseen 3.25 avulla, ettéd ne karteesisen tulon [] A; alkiot, jotka

i€l
ovat ekv1valentteja relaatiossa ~ g, ovat erottamattomia myos relaation R suhteen.

Miaéritelma 3.23. (Vrt. [4, s. 580]). Relaatio P on ekvivalenssirelaatio joukossa X,

mikaéli se toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla x, y, z € X:
1. Refleksiivisyys: (x,x) € P.
2. Symmetrisyys: Jos (x, y) € P, niin {(y,x) € P.
3. Transitiivisuus: Jos (x, y) € P ja (y,x) € P, niin {(x, z) € P.

Apulause 3.24. Jos F on filtteri joukossa I, niin ~f on ekvivalenssirelaatio joukossa

1 A

iel

Todistus. (Vrt. [3, ss. 87-88]). Osoitetaan mairitelman 3.23 mukaisesti, ettd relaatio
~r on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen. F' on filtteri joukossa I, joten
{i el| f(i) = f(i)} =1 € F. Tdlloin f ~p f, mikd tarkoittaa, ettd ~z on
refleksiivinen.

Oletetaan, ettd f ~p g. Talloin relaation ~r madritelmin 3.21 mukaisesti
{iel|fi)=g())y e F. Nyt {i € I | g(i) = f(i)} € F, joten myés g ~r f.
Tama tarkoittaa, ettd ~r on symmetrinen.

Oletetaan vield, ettd f ~r g ja g ~f h. Télloin relaation ~r médritelmén 3.21

mukaisesti pitee, ettd

X={iel|f)=g()}eF ja Y:={iel|gli)=h(i)}eF.
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Nyt X NY € F, koska F on filtteri. Liséksi
Xnycz={iel| f(i)=h@)},

joten myos Z € F. Télloin f ~r h, mika tarkoittaa, ettd ~r on transitiivinen.
Niin ollen relaatio ~r toteuttaa vaaditut ehdot, joten se on ekvivalenssirelaatio

joukossa [] A;. O

iel
Apulause 3.25. Relaatio ~f on kongruenssirelaatio relaation R suhteen. Toisin

sanoen, jos f ~p f’, g ~r g"ja(f,g) € R, niin (f”,g’) € R.

Todistus. (Vrt. [3, s. 88]). Oletetaan, ettd f ~r f’ ja g ~p g’. Tdlloin midritelman

3.21 mukaisesti pétee, ettd

X={iel|fG)=f(()}eF ja Y={iel|g@i)=g@i)}eF.
Oletetaan vield, ettd (f, g) € R, jolloin mééritelmin 3.22 mukaisesti pitee, etti

Z:={iel|(f(i),g(i)) € Pi} €F.
F on filtteri, joten X N Y N Z e F. Liséksi
XNYNnzZcwW:={ell|{f'(i,g(i)eP}eF.
Tall6in médritelmén 3.22 perusteella voidaan todeta, ettd (f’, g’) € R. O
Miiritelma 3.26. (Vrt. [3, s. 89]) Olkoon
fIF={¢cAlf~rgt={scAl{icl| f(i)=g@)} € F}

kaikilla f € H A; alkion f ekvivalenssiluokka relaatiossa ~ . Kaikkien relaation ~ ¢

iel
ekvivalenssiluokkien joukkoa voidaan merkita

[ JaF=ts1F17e] A

iel iel

Tamin joukon [] A;/F relaatio Pr voidaan maédritelld joukon [] A; relaation R
el el
(m. 3.22) avullal seuraavasti t

(f/F.g/G) € P, jos javain jos (f,g) € R.

Tamai on apulauseen 3.25 nojalla hyvinméiiritelty.
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Mairitelladn nyt redusoitu tulo seké sen erikoistapaus ultratulo.

Miaritelmi 3.27. (Vrt.[3,s.89]). Olkoon [ A;/F malli{[| A;/F, Pr).Nyt[[ U;/F
i€l i€l i€l
on perheen {U; | i € I} redusoitu tulo joukon [ filtterin F suhteen.

Jos filtteri F on lisdksi ultrafiltteri, niin [[ A;/F on ultratulo.
iel
Miéritelméa 3.28. (Vrt. [3, s. 89]) Jos A; = A kaikilla i € I, niin [ A;/F = W /F
iel
on mallin A redusoitu potenssi joukon [ filtterin F suhteen.

Jos filtteri F on lisdksi ultrafiltteri, niin 0/ /F on mallin 2 ultrapotenssi.

3.3 FL.o$’nlause

Téssd pykalassi 3.3 todistetaan ultratuloille keskeinen L.o$’n lause 3.29, joka osoittaa,
ettd kaava ¢ on totta ultratulossa [| U;/F, jos ja vain jos se on totta sen malleissa U;

iel
melkein kaikilla i € I. ©

Merkinti. Tulon []A; tulkintajonoa f = (fi,..., fm,...) merkitddn fe (][] A;).

i€l iel
Vastaavasti tulon [] A;/F tulkintajonoa f/F = (fi/F,..., fm/F,...) merkitiin
iel
f/F € (I1A;/F)“.Joukon A; tulkintajonoa {fi (i), ... fi (i) ...) merkitdan f(i).

iel
Lause 3.29. (Los’n lause). Oletetaan, ettd F on joukon I ultrafiltteri. Jokaisella
kielen L kaavalla ¢ ja jokaisella jonolla f|F € (] A;/F)* pditee, ettd

iel
H‘JIi/F Er/F @, josjavainjos {i € I | W; kp;) ¢} € F.
iel
Todistus. (Vrt. [3, ss. 90-91]). Todistetaan viite induktiolla kaavan ¢ rakenteen

suhteen. Osoitetaan ensin, ettd viite pitee, jos ¢ on atomikaava.

* Oletetaan, ettd ¢ on muotoa v,, = v, oleva atomikaava, missd v,, ja v, ovat

muuttujia. Talloin

oletus
n%i/F FriF @ n%[i/F Ef/F Vm = Va
iel iel

— fm/F = fn/F

M. 3.26

:>fm ~F fn

2 e ful) = ful)} € F

(:>{i€]|?[itf(i)vm:vn}€F
oletus

s {iel|Wkp; ¢} €F.

On osoitettu, ettd viite patee atomikaavalle v, = v,,.
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* Oletetaan, ettd ¢ on muotoa P(v,,, v,) oleva atomikaava, missi v, ja v, ovat

muuttujia. Talloin

oletus
| W/ epr o = | | W/F Epp POmv)
iel i€l

& (fulF, ful F) € PF

M. 3.26

& (fm: fu) € R

"EE e 1| (fuli) fu(D))} € F
i€l | WEry POmvn) €F

oletus

S {iel|W kp; @} €F.
On osoitettu, ettd viite patee atomikaavalle P(v,,, v,).

Osoitetaan vield, ettd jos viite pitee kaavan ¢ alikaavoille, niin viite pitee kaavalle

. Riittdd kisitelld kaavoja ¢ = =, o = A0 ja @ = (Tv,)Y.

 Oletetaan, ettd ¢ on muotoa —/ oleva kaava ja tehdididn induktio-oletus (10),

ettd viite patee kaavalle .

oletus
l_lsl[,/F Frip @ & 1—[%[[/17 Frip Y
iel iel
M. 2.29
= l_[QIi/F Efip 1/
iel

10
s {iel | Wik yteF

F ultra- .
S INiel | kYt el
filtteri

e {iel |k, YreF
oletus |
e {iel|Wkp; ¢} EF.

On osoitettu, ettd vdite pitee kaavalle —¢.

* Oletetaan, ettd ¢ on muotoa i A 8 oleva kaava ja tehddin induktio-oletus (10),
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ettd viite patee kaavoille ¢ ja 6.

oletus
l—[?Ii/F FriF @ — l_IQIi/F I:f/Flﬂ/\Q
iel iel
M. 2.29 .
— HQII/F Fr/p)a HQIZ/F Frip 0
iel iel

10
s {iel|WrrpyteFja{iel | Wkp; 0} eF

F .
<:}{ZEI|QI,'I:]¢'(,') yrn{i el | W Epg 0} e F
filtteri

s {iel|irrpvjalikr; 0} €F

M. 2.29
s {iel| ik Yy NO}EF

oletus .
s {iel|W kp; o} eF.

On osoitettu, ettd viite patee kaavalle ¢ A 6.

* Oletetaan, ettd ¢ on muotoa (Iv, )Y oleva kaava, missd v, on muuttuja,
ja tehdddn induktio-oletus, ettd viite pitee kaavalle . Oletetaan ensin, etti
W;/F pp (Fvy)y. Tilldin on olemassa jokin alkio a € [] A; siten, ettd

| iel

[T/ F Efn/a)r ¢- Induktio-oletuksen nojalla {i € I | W; Er(njayi) ¢} € F.
i€l
Nyt f(n/a)(@) = f(i)(n/a;), joten

el | Wermaiy ¥y C{iel | Wikre vy}

Koska F on filtteri, niin téstd seuraa, ettd {i € I | A; k¢, (Fv,,)Y} € F.

Oletetaanssitten, ettd {i € I |W; k(v } € F. Josie (i€l |W; kpiy (v},
niin A; k7 (Iv,)y. Tilldin on olemassa jokin alkio a; € A; siten, ettd
W E (i) (nja;) Y- Valinta-aksiooman (ks. [13, s. 275]) nojalla on olemassa jokin
alkio b € [] A; siten, ettd b; = a; kaikillai € {i € I | W; k) (Fv)¥} ja

i€l
muutoin joukon A; mielivaltainen alkio. Talloin

el | Wepyy vy Ci €l | W krinmya) ¥}

joten koska F' on filtteri, niin téstd seuraa, ettd {i € I | W; kryp)) ¥} € F.
Induktio-oletuksen nojalla [T W;/F & ¢(up)/F ¥, joten [T W;/F k¢/p (Fvp).
iel iel

On osoitettu, ettd viite patee kaavalle (Fv,,)y.

On siis osoitettu, ettd vdite patee kaikille kaavoille . O
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Miaritelma 3.30. (Vrt. [3, s. 92]). Olkoon A malli ja F joukon [ ultrafiltteri.
Oletetaan, etti a € A. Madritellddn a* € A’ asettamalla a* (i) = a kaikillai € 1.
Kuvaus d : A — A’/F midritelldin siten, ettid d(a) = a*/F. Sitd kutsutaan mallin

N kanoniseksi upotukseksi mallille A/ /F .

Seuraus 3.31. (Vrt. [3, 5. 92]). Kanoninen upotus on mallin W elementaarinen upotus
mallille W' | F, ja titen A = A!/F.

Todistus. (Vrt. [3, s. 92]). Olkoon ¢(v,...,v,) jokin kielen L kaava ja olkoot

X0, - - - » X, joukon A alkioita. Talloin

U /F & Q[xiF, ... x4 F] S5 (e 1| Ak g[xi(i),....xo(0)]} € F

M. 3.30
—{iel | NWEg[xo,...,xn]} €F

F ultra-
— Wk p[xg,...,xm].
filtteri

On osoitettu, ettd kuvaus d on elementaarinen upotus. O

3.4 Kompaktisuuslause

Téssd pykdldssd 3.4 todistetaan ultratulojen ja Lo$’n lauseen sovellus, kompakti-
suuslause, joka osoittaa, ettd lausejoukolla 2 on malli, jos jokaisella sen ddrelliselld

osajoukolla on malli.

Lause 3.32. (Kompaktisuuslause). Olkoon X' joukko kielen L lauseita. Jos jokaisella

ddgrelliselld joukon ), osajoukolla on malli, niin joukolla ), on malli.

Todistus. (Vrt. [4, ss. 219-220] ja [3, s. 102]). Olkoon I = &£, (X)) joukon X &érel-
listen osajoukkojen joukko. Oletetaan, ettid jokaiselle i € I olemassa malli U siten,
ettd W; k i. Osoitetaan, ettd on olemassa joukon / ultrafiltteri F siten, ettd ultratulo
[1;/F on joukon 2 malli.

'« Olkoon

G={iel|oei}

kaikilla o € 2. Joukolla {6 | o € X'} on ddrellinen leikkausominaisuus, silld
n

{o1,...,00u} € (N &,. Seurauksen 3.20 nojalla joukko {6 | o € 2} voidaan
j=1

laajentaa joukon I sellaiseksi ultrafiltteriksi F, joka siséltdd alkuperdisen joukon

{6 |oel}.
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Jos i € &, niin o € i, mistd oletuksen nojalla seuraa, ettd ; £ o. Tidlloin
oGCc{iel|W;ro}jad eF
kaikilla oo € X'. Koska F on filtteri, niin tistd seuraa,etti {i € I | W; £ o} € F.Lo$’n
lauseen 3.29 nojalla [[ A;/F E o kaikilla o € X. Talloin [[ A;/F £ X, ja viite on

X iel iel
todistettu.
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4 Avustavia tarkasteluja

4.1 Kardinaaliluvut

Tasséd luvussa 4 kiydédén lapi luvussa 5 esiintyvissi lauseissa olevien kisitteiden méa-
ritelmid sekd niihin liittyvia lauseita. Pykéldssd 4.1 madritelldén kardinaaliluvut. Jo-
kaiseen joukkoon voidaan liittad yksikésitteinen kardinaaliluku siten, etté jos kahdes-
sa joukossa on sama miiri alkioita, niin niihin liittyy sama kardinaaliluku. Kardinaa-
liluvut méadritellddn ordinaalilukuina, jotka puolestaan liittyvit hyvinjdrjestetyn jou-
kon késitteeseen.

Palautetaan mieleen, ettd luonnollisten lukujen joukkoa {0, 1,2, ...} merkitdan
symbolilla w. Madritelldin seuraavaksi joukko-opillisisesti, mitd luonnolliset luvut

ovat.

Mairitelmé 4.1. Luonnollinen luku n € w on joukko {0,...,n — 1}, jossa on

tasmalleen n alkiota.

Tama madritelma tarkoittaa sité, ettd luonnolliset luvut voidaan maaritelld rekur-

siivisesti asettamalla:
0=0,
1 ={0} = {0},
2=A0,1} ={0,{0}},
3={0,1,2} ={0,{0},{0,{0}}},

n+1=A{0,...,n}={0,...,n—=1}U{n} =nu {n}.
Esimerkki 4.2. Luonnollinen luku 4 on muodostettu seuraavasti

4=30{3}=Q2u{2hu({2u{2}})
=(u{npu{lu{nphuvtu{lyu{lu{l}}}
= ({03 U {03} U {{0} U {{0}}}) U ({{0} U {{0}} U {{0} U {{0}}}})
={0,{0}.{0.{0}}} U {{0,{0}. {0, {0}}}}
={0,{0}.{0.{0}}, {0.{0}.{0. {0} }}}.
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Miaritelmi 4.3. (Vrt. [8, s. 21]). Lineaarisesti jarjestetty joukko (X, P) on hyvinjdr-
Jestetty joukko, jos jokaisessa sen epdtyhjdssd osajoukossa on pienin alkio.
Toisin sanoen jokaisella epityhjilld joukolla Y € X on olemassa alkio x € ¥

siten, ettd kaikilla alkioilla y € Y pitee, ettd (x,y) € P.

Esimerkki 4.4. Olkoon X = ({vo,vi,...,Vu-1,Vn}, <) dédrellinen lineaarisesti jir-
jestetty joukko. Nyt vgp < vy < --- < v, < v,, joten joukko X on hyvinjirjestetty,

koska nihdiin, ettd jokaisella sen epityhjalld osajoukolla on pienin alkio.

Esimerkki 4.5. Osoitetaan, ettd kokonaislukujen joukko Z ei ole hyvinjirjestetty.
Tehdéin vastaoletus, ettd Z on hyvinjarjestetty. Talloin miidritelméin 4.3 mukaisesti
jokaisella sen epityhjalld osajoukolla on pienin alkio.

Tarkastellaan joukkoa Z. Oletetaan, ettd v € Z on sen pienin alkio. Nyt kuitenkin
v — 1 on kokonaisluku, jolle pitee, ettd v — 1 < v, mik on ristiriidassa sen kanssa,
ettd alkio v olisi pienin kokonaislukujen joukossa. On siis osoitettu, ettd Z ei ole

hyvinjirjestetty joukko.

Miiritelma 4.6. (Vrt. [8, s. 7]). Olkoot X ja Y joukkoja. Joukot X ja Y ovat

yvhtimahtavia, X ~ Y, mikili on olemassa bijektiivinen kuvaus f : X — Y.

Miiéritelmi 4.7. (Vrt. [8,s.7]). Olkoot X jaY joukkoja. Joukko X on korkeintaan yh-

tadmahtavakuin joukko Y, X < Y, mikaéli on olemassainjektiivinenkuvaus f : X — Y.

Mairitelmi 4.8. (Vrt. [8, s. 6]). Olkoon X joukko. Joukko X on ddrellinen, jos on

olemassa u € w, jolle pitee, ettd X ~ u. Muussa tapauksessa X on ddreton joukko.

Mairitelmi 4.9. (Vrt. [8, s.40]). Olkoon X joukko. Joukko X on numeroituva, mikili
pitee, ettd X < w. Toisin sanoen on olemassa injektiivinen kuvaus f : X — w.

Muussa tapauksessa kyseessa on ylinumeroituva joukko.

Mairitelmi 4.10. (Vrt. [1,s.2]). Olkoot X, Y, Z joukkojaja f : X —» Yjag:Y — Z
kuvauksia. Kuvausten f ja g yhdistetty kuvaus on kuvaus go f : X — Z, joka

madritelladn asettamalla
(go f)(u) =g(f(u)).
kaikillau € X.

Maaritelma 4.11. (Vrt. [1, s. 3]). Olkoot X ja Y joukkoja ja olkoon f : X — Y
kuvaus. Kuvausta g : ¥ — X kutsutaan kuvauksen f kddnteiskuvaukseksi, mikali

seuraavat ehdot pitevit:

g(f(u)) =ukaikillau € X ja
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f(g(v)) =vkaikillav € Y.

Kuvauksen f kiinteiskuvausta merkitizn g = f~!.

Apulause 4.12. Olkoon f : X — Y kuvaus. Kuvauksella f on kédédnteiskuvaus, jos

ja vain jos kuvaus f on bijektio.

Todistus. (Vrt. [1, s. 3]) Oletetaan esin, ettd kuvauksella f : X — Y on kéanteisku-
vaus f~! 1Y — X.
Osoitetaan ensin, ettd kuvaus f on injektio. Olkoot vi,v, € X siten, ettd

f(vy) = f(v2). Injektion midritelméan mukaisesti on osoitettava, ettd v = v,. Tilloin

vi=fNf0)) = () = v,

joten on osoitettu, ettd v = v, ja tidten f on injektio.
Osoitetaan vield, ettd f on surjektio. Oletetaan, etti w € Y ja merkitdin, etti
v = f~1(w). Tilléin
fO) = (71 w) = w,

joten f on surjektio. Nyt on osoitettu, ettd f on sekd injektio ettd surjektio, joten
madritelmin 2.15 mukaan se on myos bijektio.

Oletetaan sitten, ettd f : X — Y on bijektiivinen kuvaus. Osoitetaan, ettid kuvauk-
sella f on kddnteiskuvaus g : ¥ — X. Olkoon w € Y. Kuvaus f on surjektiivinen,
joten madritelmén 2.15 mukaisesti on olemassa v € X siten, ettd f(v) = w. Kuvaus
f on myo0s injektiivinen, joten v on yksikésitteinen, ja voidaan méiritelld kuvaus
g : Y — X asettamalla g(w) = v.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus g on kuvauksen f kiddnteiskuvaus. Olkoon v € X
ja f(v) = w, joten g(w) = v. Ndhdaan, ettd g(f(v)) = g(w) = v. Olkoon w € Y.
Vastaavasti nihddin, ettd f(g(w)) = f(v) = w. Kéénteiskuvauksen méaaritelméin

4.11 mukaisesti kuvaukset g ja f ovat kddnteiskuvauksia, ja vdite on todistettu. O

Esimerkki 4.13. Tarkastetaan, ovatko kuvaukset f : R — R, f(u) = % ja

g:R->R, f(v)= % kddnteiskuvauksia. Ndhdéan, ettd

3p+1. 4 _1 3
Flg)) = f(Fo=) = —— = X = v kaikillav € R

ja

du—1_ 38141 4
g(f(u) = g( ”3 )= — =Zu:ukaikillaue[R,

Mairitelmén 4.11 mukaisesti kuvaukset f ja g ovat kdédnteiskuvauksia.
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Apulause 4.14. Oletetaan, ettid kuvaukset f : X — Y ja g : Y — Z ovat bijektioita.
Osoitetaan, ettd yhdistetty kuvaus g o f : X — Z on bijektio.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd go f oninjektio. Oletetaan, ettd (g o f)(u)=(g o f)(v).
Kyseessi on yhdistetty kuvaus, joten mééritelman 4.10 mukaisesti g( f (1)) = g(f(v)).

Tasta saadaan, etta

g

8 W) =(F W) = f(W) = )
f
— uUu=v.
injektio

Osoitetaan sitten, ettd 4 on surjektio. Nyt

g(f(X) = ey £ =z

surjektio surjektio

On osoitettu, ettd yhdistetty kuvaus g o f : X — Z on injektio ja surjektio, joten
madritelmén 2.15 mukaisesti g o f on bijektio.

O

Lause 4.15. (Ks. [8, s. 7]) Yhtdmahtavuudelle pdtee seuraavat ehdot kaikilla jou-
koilla X, Y ja Z:

1. Refleksiivisyys: X ~ X.
2. Symmetrisyys: Jos X = Y, niinY ~ X.
3. Transitiivisuus: Jos X ~Y jaY ~ Z, niin X =~ Z.

Todistus. Olkoot X, Y ja Z joukkoja.

Identiteettikuvauksellaidy : X — X on kéédnteiskuvaus ia’;(1 : X — X, jotenidy
on bijektio. Miiritelmén 4.6 nojalla X ~ X. Taten yhtimahtavuus on refleksiivinen.

Oletetaan sitten, ettd X ~ Y. Tdlloin on olemassa bijektio f : X — Y. Bijektion
kisnteiskuvaus on bijektio, joten myos f~! : ¥ — X onbijektio. Tilloin méiritelmin
4.6 nojalla Y ~ X, joten yhtamahtavuus on symmetrinen.

Oletetaan vield, ettd X ~ Y jaY ~ Z. Talloin on olemassa bijektiot f : X — Y
ja g : Y — Z. Nyt yhdistetty kuvaus g o f : X — Z on apulauseen 4.14 nojalla
myos bijektio. Talloin méadritelmén 4.6 nojalla X =~ Z, joten yhtdmahtavuus on

transitiivinen.
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Esimerkki 4.16. Olkoon X = {-2,4,10,187} jaY = {-200,-3,0, 128}. Nyt jou-
koissa X ja Y on yhtd monta alkioita, mutta nimi alkiot eivit ole keskendidn sa-
moja. Olkoon f : X — Y kuvaus, jolla f(-2) = =200, f(4) = -3, f(10) =0 ja
f(187) = 128. Tama on bijektio, joten joukot X ja Y ovat yhtdmahtavia.

Esimerkki 4.17. On osoitettava, ettd kokonaislukujen joukko Z on numeroituva

joukko.

Todistus. Mairitelmén 4.9 mukaisesti joukko Z on numeroituva, mikéli on olemassa
injektiivinen kuvaus f : Z — w. Méiritellddn kuvaus f : Z — w siten, ettd jokainen

alkio u € Z vastaa joukon w eri alkioita seuraavasti:
f(u) =2u, kunu >0 ja f(u)=-2u—-1, kunu <0.

Osoitetaan, ettd kuvaus f on injektio. Oletetaan, ettd f(u) = f(v), missd u,v € Z.

On osoitettava, ettd u = v. Késitellddn nelja tapausta.
1. Josu,v > 0,niin f(u) =2u=2v=f(v) = u=v.
2. Josu,v < O,niin f(u) =-"2u—-1=-2v-1=f(v) = -2u=-2v=u=v.

3. Josu > 0jav < 0,niin f(u) = 2u on parillinen ja f(v) = —2v — 1 on pariton.

Tlloin on oltava, ettd f(u) # f(v).

4. Josu <0jav > 0,niin f(u) = —2u — 1 on pariton ja f(v) = 2v on parillinen.

Tilloin on oltava, ettd f(u) # f(v).

Tapaukset 3 ja 4 eivit ole vaadittujen ehtojen mukaisia, joten tapauksien 1 ja 2
nojalla u = v. Funktio f on siis injektio. Niin ollen mééritelmin 4.9 mukaisesti Z
on numeroituva joukko.

O

Miaritelma 4.18. (Vrt. [14, s. 6]). Olkoon X = (X, P) joukko. Joukko X on

ordinaaliluku, jos se on hyvinjirjestetty joukko ja kaikilla x, y € X:
(x,y) e P & x €.

Esimerkki 4.19. Olkoot u, v € w. Oletetaan ensin, ettd u < v. Luonnollisten luku-
jen midritelmén 4.1 nojalla v on kaikkien sitd pienempien alkioiden joukko, joten

saadaan, ettiu € v=140,...,u,...,v—1}
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Oletetaan sitten, ettd u € v. Mééritelmin 4.1 nojalla luonnollinen luku on kaik-
kien sitd pienempien alkioiden joukko, joten on oltava, ettd u < v. Miiritelméin 4.18
mukaisesti luonnollisten lukujen joukko w on ordinaali. Tapauksessa, jossa u ja v
ovat jonkin luonnollisen luvun 7 alkioita, nihddan samankaltaisella paittelylli, ettd ¢

on ordinaali. Vastaavasti kaikki luonnolliset luvut ovat ordinaaleja.
Esitellddn vield kardinaaliluvut.

Miiritelma 4.20. (Vrt. [8, s. 25]). Olkoon X ordinaaliluku. Ordinaaliluku X on
kardinaaliluku, jos jokaiselle ordinaaliluvulle Y, joka toteuttaa ehdot ¥ C X ja
Y =~ X pitee, ettd ¥ = X.

Jatkossa kardinaalilukuja merkitdan symboleilla « ja A.

Apulause 4.21. Olkoon X joukko. Télloin on olemassa yksikésitteinen kardinaali-

luku « siten, ettd X ~ k.

Todistus. (Ks. [8, ss. 26-27]). Todistus on monivaiheinen, ja siind tarvitaan valinta-

aksioomaa. Todistus sivuutetaan. O

Miiéritelma 4.22. (Vrt. [8, s. 27]). Olkoon X joukko. Apulauseen 4.21 mukaisesti
on olemassa yksikésitteinen kardinaaliluku «, jolle pitee, ettd X =~ «. Kardinaalilu-
ku « on joukon X mahtavuus eli kardinaliteetti, jota merkitdian symboleilla | X| tai
card(X). Toisin sanoen joukon kardinaaliluku ilmaisee joukon alkioiden lukumaa-
raa.

Huomataan myos, ettd jos X ~ u ja u € w, niin card(X) = u. Toisin sanoen
adrellisten joukkojen mahtavuus on luonnollinen luku.

Luonnollisten lukujen joukko w on didreton, joten sen mahtavuutta ei voi il-
maista millddn ddrelliselld luvulla n € w. Méiritelmin mukaisesti w =~ card(w).
Kardinaaliluvut ovat ordinaalilukuja, ja joukko w on pienin &déreton joukko, joten
card(w) = w. Jatkossa luonnollisten lukujen joukon mahtavuudelle card(w) kiyte-

tadan myos merkintdd N.

Merkinta. (Vrt. [3, s. 5]). Olkoon X joukko, jonka mahtavuus on « ja Y joukko,
jonka mahtavuus on A. Tilloin X¥ on kaikkien niiden kuvausten joukko, joiden
midrittelyjoukko on Y ja arvojoukko on X. Merkinnillid «* tarkoitetaan joukon X”
mahtavuutta. Merkinnalld 2* tarkoitetaan sellaisen joukon, jonka mahtavuus on «,

kaikkien osajoukkojen joukon mahtavuutta.

Esimerkki 4.23. * Tarkastellaan joukkoa X = {1, 2, 3,4, 5}. Tastd ndhddan, ettd

kyseisen joukon eri alkoiden lukuméérd on 5, joten card(X) = 5.
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* Tarkastellaan joukkoa X = {1,2,3,4,4,5,5,5}. Ndhdian, ettd joukkosulkei-
den sisdlld on 8 symbolia. Huomataan kuitenkin, ettd symboli 4 toistuu sulkei-
den sisdlla kahdesti ja symboli 5 kolmesti. Tama tarkoittaa, ettd joukossa X on
ainoastaan 5 eri alkoita, joten se on identtinen joukon {1, 2, 3,4, 5} kanssa, ja
tiaten card(X) = 5.

 Tarkastellaan joukkoa X = {2,4,6,8, 10, ... }. Tastd ndihddin, ettd joukossa
X on ddreton maird alkioita. Olkoon f : X — w kuvaus, jolla f(n) = 7.
Kuvaus f on injektiivinen, joten madritelmén 4.9 nojalla X on numeroituva
joukko. Télloin joukon X mahtavuus on korkeintaan luonnollisten lukujen

joukon mahtavuus, joten card(X) = Ny.

Esimerkki 4.24. Osoitetaan, etté positiivisten kokonaislukujen joukko Z, ={1,2 3. . .}
japarillisten positiivisten kokonaislukujen joukko 27, = {2,4,6, . .. } ovat yhtdmah-

tavia.

Todistus. Madritelméan 4.6 mukaisesti joukot Z, ja 2Z, ovat yhtdmahtavia, jos
on olemassa bijektiivinen kuvaus f : Z, — 2Z.. Madiritellidn ensin kuvaus
f:Zy — 27, seuraavasti:

f(u) =2u.

Madritellddn kiddnteiskuvaus f -1.27. — 7, seuraavasti:

') = g €Z,.

Osoitetaan vield, ettd kuvaukset f : Z, — 27, ja f‘1 2 27, — Z, ovat
kadnteiskuvauksia keskendéin. Nyt

W) = u) = 27” = x kaikilla u € Z,

ja
FUT N = G = %V —y kaikilla v € 27,

Nyt on osoitettu, ettd kuvauksilla f : Z, — 27, ja f~' : 2Z, — Z. on kiin-
teiskuvaukset, joten ne ovat apulauseen 4.12 mukaisesti bijektioita. Téaten joukoilla

Z, ja2Z. on sama kardinaliteetti, ja vdite on todistettu. O

4.2 Paaultrafiltteri

Pykildssd 3.1 todettiin, ettd muotoa FF = {Y C I | X C Y} olevat filtterit ovat

paifilttereitd. Ultratulojen konstruoinnin avulla saadaan tuotettua jotain uutta vain,
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jos ultrafiltteri ei ole paifiltteri. Niitd ultrafilttereitd tarkastellaan tissd pykélédssa
4.2. Todistetaan seuraavaksi muutamia lauseita koskien ultrafilttereitd, jotka eivit

ole paifilttereita.

Mairitelma 4.25. (Vrt. [2, s. 108)). Pddultrafiltteri on ultrafiltteri, joka on paifiltteri.
Jos F on filtteri joukossa [ ja {u} € F jollakin u € I, niin F on joukon {u} virittima

padultrafiltteri joukossa 1.

Todistetaan ensin apulauseet, joiden avulla osoitetaan, ettd jos joukon / mahta-
vuus on «, niin joukossa / on tdsmélleen k kappaletta eri padultrafilttereiti, ja ettad

jos ultrafiltteri sisdltdd Fréchet-filtterin, niin kyseessa ei ole paifiltteri.

Apulause 4.26. Oletetaan, ettd F on paifiltteri. Padfiltteri F on ultrafiltteri, jos ja

vain jos joukko, joka virittdd filtterin F sisdltdd ainoastaan yhden alkion.

Todistus. (Vrt. [3, s. 107]). Oletetaan ensin, ettd ' = {Y C I | Xo C Y} on paault-
rafiltteri. Tehddin vastaoletus, ettd joukon F virittdvidn joukkoon sisdltyy useampi
kuin yksi alkio. Olkoon X = (\{X | X € F} joukon F virittdva joukko. Talloin on
olemassa alkiot u ja v joille patee, ettd u,v € Xpjau # v.

F on ultrafiltteri, joten on oltava joko {u} € F tai I\{u} € F. Oletetaan ensin,
ettd {u} € F. Talloin I\{u} N Xy = {v} ¢ F, mistd seuraa, ettd v ¢ Xy, silld muutoin
Xo ¢ Y. Tama on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, joten on oltava, ettd I\{u} € F
eli I\{u} N Xo = {v} € F. Talloin {u} ¢ F, mistd seuraa, ettd u ¢ Xy, silld muutoin
Xo € Y. My0s tdmé on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, joten joukko Xy sisiltdaa
ainoastaan yhden alkion.

Oletetaan sitten, ettd u € [ ja F = {X C I | u € X}. Jokaisella X C I pitee, ettd
joko u € X tai u € I\X. Télloin F on ultrafiltteri, ja viite on todistettu.

O

Apulause 4.27. Oletetaan, ettd F on joukon [/ ultrafiltteri. Ultrafiltteri F ei ole

padultrafiltteri, jos ja vain jos se sisdltdd Fréchet-filtterin F™.

Todistus. (Vrt.[2,s. 108]). Oletetaan, ettd F on ultrafiltteri, joka ei ole paaultrafiltteri
joukossa I ja X = {uy,...,u,} on joukon [ ddrellinen osajoukko.

Osoitetaan, ettd {uy,...,u,} ¢ F. Tehddian vastaoletus, ettd {uy,...,u,} € F.
Ultrafiltteri F ei ole paaultrafiltteri, joten {u, } ¢ F. Talloin ultrafiltterin maaritelmén
3.4 mukaisesti I\{u,} € F, joten I\{u,} N {uy,...,u,} ={uy,...,up—1} € F. Vas-
taavasti {u,—1} ¢ F, joten I\{up—1} N{uy,...,up—1} ={uy,...,uy—2} ¢ F. Télloin
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I\{u,-1} € F. Jatketaan vastaavasti, kunnes tullaan tilanteeseen, ettd {u;} ¢ F, jo-
ten I\{ux} N {uy,ur} = {u;} € F. Talloin F on padultrafiltteri, miké on ristiriidassa
alkuperdisen oletuksen kanssa. On siis osoitettu, ettd {uy, ..., u,} ¢ F. Talloin ultra-
filtterin maaritelmén 3.4 mukaisesti /\{u1, . ..,u,} € F.Koska F* = I\{uy,...,u,},
nahdéan, ettd F* C F.

Oletetaan sitten, ettd F* C F. Talloin I\{u} € F*, joten {u} ¢ F kaikilla x € I.

Mairitelmén 4.25 mukaisesti F' ei ole paaultrafiltteri. O

Joukon 7, jonka mahtavuus on «, potenssijoukolla & (1), jonka mahtavuus on 2%,
on 22" osajoukkoa, joten joukossa I on korkeintaan 2%* ultrafiltterii, jotka eivit ole
paifilttereitd. Lauseen 4.29 todistuksessa osoitetaan, ettd ultrafilttereitd, jotka eivit

ole paifilttereitd, on tismélleen 22",

Apulause 4.28. Jos I on ddreton joukko, niin kaikkien joukon / direllisten osajouk-

kojen joukolla &, (1) on sama mahtavuus kuin joukolla /.
Todistus. (Ks. [7, s. 143]). Todistus sivuutetaan. O

Lause 4.29. Jos [ on ddreton joukko, jonka mahtavuus on k, joukossa I on 2%

ultrafiltterid, jotka eivdt ole pddultrafilttereitd.

Todistus. (Vrt. [3, ss. 108—111]). Olkoon &, (I) kaikkien joukon [/ direllisten osa-
joukkojen joukko. Joukko / on direton joukko, jonka mahtavuus on «k, joten jou-
kon & (I) mahtavuus on 2 ja apulauseen 4.28 perusteella joukkojen £, (I) ja
P, (P, (1)) mahtavuus on «. Itse asiassa osoitetaan, ettd tassa joukossa P, (A, (1))
on 2%° ultrafiltterii. Todistuksen lopussa osoitetaan, miten tulos voidaan yleistii

mihin tahansa joukkoon, jonka mahtavuus on «. Jaetaan todistus osiin.

1. Joukko 7 on didreton, joten on olemassa erilliset joukot A ja B, joiden mahtavuus
on «, ja joille patee, ettd AU B = [. Olkoon f : A — B miki tahansa

injektiivinen kuvaus. Jos X C A, niin olkoon
XT=XU(B\{f(u) | ucX},

jolloin X* on yhdiste joukosta X ja joukon B niiden alkioiden joukosta, jotka

eivit kuulu joukon X arvojoukkoon kuvauksessa f.

Oletetaan, ettd X,Y C A ja X # Y. Tilloin joko X\Y # 0 tai Y\X # 0. Jos
u € X\Y, niin u € X. Talloin u € X*, silldi X* = X U (B\{f(u) | u € X}).
Toisaaltau ¢ Y, joten Y* =Y U (B\{f(u) |lu¢Y}) =Y U ({f(u) |u€Y}).
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Talloin f(u) € Y ja A ja B ovat erillisid joukkoja, joten on oltava, ettd u ¢ Y.
Téstd seuraa, ettd x € X*\Y™. Vastaavasti jos u € Y\X, niin u ¢ X. Tall6in
flu) e X+, silla Xt = XU (B\{f(u) |u ¢ X}) =XU{f(u) | ueX}).
Toisaaltau € Y, jotenu € Y*, silliY* =Y U (B\{f(u) | u € Y}). Tdll6in on
oltava, ettd f(u) ¢ Y*, silld A ja B ovat erillisid joukkoja. Tdstd seuraa, ettd
f(u) e XT\r+.

Kummassakin tapauksessa X* ¢ Y*. On siis osoitettu, ettd jos X,Y C A ja
X # Y, niin X* ¢ Y*.
. Olkoon I = 2, (1) ja

o = {(I\P,(X") | X C A}.

Joukon I mahtavuus on siis k. Joukon A mahtavuus on «, joten joukolla A on
2% eri osajoukkoa X. Kohdan 1 nojalla pitee, ettd jos X # Y, niin X* # Y™,
joten myos eri joukkoja X* on 2¢ kappaletta. Myos P, (X*) # P, (YY),
joten joukkoja £, (X™) on 2¥ kappaletta ja joukon &/ mahtavuus on vihintdin
2%, Potenssijoukon Z°(I) mahtavuus on 2* ja of C 9P(I), joten joukon &f

mahtavuus on 2%.

Oletetaan, ettd X = I\Z,(X*) € of ja % on adrellinen joukko, jolle pitee, ettd
X¢¥ C . Tilloin ¥ on muotoa

? = {I\‘@w(Y;) | i < I’l}

Nyt X # Y;, kuni < n ja titen kohdan 1 nojalla X ¢ Y:*.
Olkoon g(i) € X*\Y" jaU = {g(i) | i < n}. Joukko U C X* on ddrellinen,
joten U ¢ X. Tilloin pitee, ettd U ¢ Y, kuni < n, joten U € I\Z,(Y;").

Téstd seuraa, ettd U € () %. On siis osoitettu, ettd jos X € o, ¥ € P, (H) ja
X¢¥ nin % ¢ X.

. Olkoon ¥ = Z,(I) ja
B={P,(X)|Xed}.

Joukon _# mahtavuus on siis k. Kohdan 2 perusteella ndhdéén, ettd joukon
B mahtavuus on vihintddn 2%. Potenssijoukon & () mahtavuus on 2X ja

B < P(7), joten joukon B mahtavuus on 2*.
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Oletetaan, ettd
X={P,(X) | i <m} ja Y ={Z.(Y)) | j <n}

ovat erillisid ja ddrellisid joukon B osajoukkoja. Tdlloin jokaisellai < m pitee,

ettd X; ¢ {Y; | j < n}, jasiksi kohdan 2 nojalla pitee, etti (| Y; € X;. Tyhja
Jj<n

joukko on jokaisen joukon osajoukko, joten () C X;. Tilloin on oltava, ettd

(N Y, # 0, joten on olemassa jokin alkio (i) € N Y;\X,.

jsn j<n
Olkoon
7 ={h(i) | i < m}.
Nyt 77 on joukon Y direllinen osajoukko kaikilla j < n ja siksi
7 e ﬂgsw(Y,-) = ﬂg)
Jj<n
Toisaalta 7" ¢ X;, kuni < m ja siksi 7 ¢ |J X. On siis osoitettu, ettéd jos X, D)

ovat erillisii ja ddrellisid joukon B osajoukkoja, niin (Y & J X.

. Jos 3 € B, niin olkoon

3 =B\J)U{A\T | X €3}

Joukon B mahtavuus on 2%, joten silld on 2 eri osajoukkoa 3. Jos 31,3, € B
ja 31 # 32, niin on olemassa jokin & C 7, jolle pitee, ettd 2 € 3] ja
S\ € 3. Tdlloin on olemassa 22" eri joukkoa 3*, joista jokainen vastaa

yhtd joukon B osajoukkoa.

Oletetaan, ettd 3 C B ja olkoon

(1, T Y- I\Y}

ddrellinen joukko, jolle pitee, ettd 2; ¢ 3, kuni < mja?%; € 3,kun j < n.
Kohdan 3 nojalla (N 2; € | %, jolloin
i=1 1

J=

ﬁ 2N ﬂ I\Y; # 0.
i=1 j=1

Tama osoittaa, ettd joukolla 3* on direllinen leikkausominaisuus ja joukko
3 voidaan titen laajentaa ultrafiltteriksi Usg joukossa #. Jos 31 # 32, niin
silloin Ug, # Ug,. Tisti seuraa, ettd {Ug | 3 € B} on kokoelma joukon 7

ultrafilttereiti, joita on 22° kappaletta.
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Olkoon 6 : # — I mikéi tahansa injektiivinen kuvaus ja
V3 ={0[X] | X € U3}

jokaisella joukolla 3 C 9. Tilloin joukko {V3 | 3 € B} on kokoelma
joukon I ultrafilttereit, joita on 22° kappaletta. Koska korkeintaan « kappaletta
ndistd voivat olla paaultrafilttereitd, tima osoittaa, etti joukossa I on olemassa

vihintiin ja titen tdsmilleen 22° ultrafiltterii, jotka eivit ole padfilttereiti.

4.3 w-taydellinen ja w-epitaydellinen ultrafiltteri

Tassé pykildssd 4.3 madritelladan w-tiydellinen ja w-epétiydellinen ultrafiltteri seka
w-mitallinen kardinaali. Nididen maiéritelmien avulla todistetaan lause 4.32, jota

hyodynnetdédn luvussa 5 Rabinin ja Keislerin lauseen todistuksessa.

Maaritelmi 4.30. (Vrt. [3, s. 111]). Olkoon « mielivaltainen, ddreton kardinaali.
Ultrafiltteri F joukossa I on k-tdydellinen, jos jokaisellam < k ja X,, € F pitee, ettd

(WX, | n < k} € F. Ultrafiltteri F' on «-epdtdydellinen, jos se ei ole k-tdydellinen.

Jatkossa tullaan tarkastelemaan erityisesti tapausta k = w eli w-tdydellisid ja

w-epitdydellisid ultrafilttereiti.

Mairitelma 4.31. (Vrt. [3, s. 112]). Kardinaali k on w-mitallinen, jos kardinaalissa

k on olemassa w-tdydellinen ultrafiltteri, joka ei ole paifiltteri.

Apulause 4.32. Olkoon F ultrafiltteri joukossa / ja k pienin kardinaali siten, ettd F
on k-epatdydellinen. Talldin on olemassa ultrafiltterin F alkioiden jono (X, | n < k)

jolle pitee, ettd
1. X, € X;,josn <m<«kja
2. N X, =0.
n<k
Todistus. (Vrt. [3, s. 114]). Ultrafiltteri F' on k-epdtdydellinen, joten miairitelmén

4.30 mukaisesti on olemassa kokoelma {Y;,, | n < «} ultrafiltterin F' alkioita, joille
pitee, ettd Y = () ¥, ¢ F. Talloin 7\Y € F. Olkoon

n<k

X, = (I\Y) N ﬂY,-.

i<n
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Olkoon n < k. Télloin card(n) < « ja F on card(n)-tidydellinen, joten médritelmén
4.30 perusteella tista seuraa, ettd X,, € F. Nyt kohta 1 pitee ja saadaan, etti

ﬂxn:(l\Y)mﬂYnz(l\Y)mY:@,

n<k n<k

joten my0s kohta 2 pitee, ja viite on todistettu. O

4.4 Ultratulojen hyvinjarjestys

Aiemmin pykéldn 4.1 midritelmissd 4.3 todettiin, ettd jirjestetty joukko (X, P) on
hyvinjdrjestetty joukko, jos jokaisessa sen epityhjdssid osajoukossa on pienin alkio.
Téssa pykildssad 4.4 tutkitaan, ettd jos kukin malli ; on hyvinjarjestetty jouk-
ko, niin milloin ultratulo []A;/F on hyvinjirjestetty joukko. Osoitetaan ensin
lauseen 4.33 avulla, ettd ultratulo on hyvinjédrjestetty joukko, kun ultrafiltteri F
on w-tdydellinen. Lisdksi lauseessa 4.34 todistetaan tapaus, jossa ultratulo ei ole

hyvinjirjestetty joukko.

Lause 4.33. Oletetaan, ettd jokainen joukon I malli N; on hyvinjdrjestetty joukko.
Jos F on w-tdydellinen ultrafiltteri, niin ultratulo [|W;/F on hyvinjdrjestetty joukko

Jjoukossa 1.

Todistus. (Vrt. [3, s. 134]). Oletetaan, ettd jokainen malli UA; on hyvinjirjestetty
joukko ja F on w-tiydellinen ultrafiltteri. Tehddin vastaoletus, ettd ultratulo [ [ A;/F

ei ole hyvinjirjestetty joukko. Tdlloin ultratulossa [ U;/F on &déreton, laskeva jono

JolE> fi|]F> fof F> o> fut/[F> fu F > fur1J[F >

Olkoon X,, ={i € I | f,(i) > fur1(i)} € F,kunn < w.

Oletuksen perusteella F' on w-tdydellinen, joten
X = ﬂ X, eF.

Tillgin
X = ﬂ X, # 0.

Toisaalta, jos i € X jollakini € I, niin

fo(@) > fi(@D) > (@) > -+ > fum1 (D) > fu(@D) > furr (@) > -+,

joten joukossa A; on ddreton laskeva jono. Siis mallissa U; on epityhjd osajoukko,

jossa ei ole pienintd alkioita, miki on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd 2; on
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hyvinjérjestetty joukko. Téten ultratulo [[ W;/F on hyvinjérjestetty joukko, ja viite

on todistettu. O

Lause 4.34. Jos I on joukko, F on joukon I w-epditdydellinen ultrafiltteri ja W; on hy-
vinjdrjestetty, ddreton joukko, kun i € I, niin ultratulo [ W;/ F ei ole hyvinjdrjestetty

Joukko.

Todistus. (Vrt. [3, ss.134—135]). Oletetaan, ettd joukko W; on didreton, kun i € [
ja ultrafiltteri ' on w-epitidydellinen. Nyt jokaisesta ddrettomastd hyvinjirjestetysta
joukosta A; 16ytyy alkusegmentti, jolla sama jdrjestys kuin luonnollisilla luvuilla
seuraavasti:

O0<1<2<3---<n-1l<n<n+1---.

Olkoon (X, | n < w) jono ultrafiltterin F alkioita lauseen 4.32 mukaisesti.

Voidaan olettaa, ettd Xy = /. Talloin X,4+; C X, ja () X,, = 0. Olkoon

n<w

7(i) =max{n|i € X,}

jokaisellai € I.

Mairitellddn tulon [] A; alkioiden jono (f,, | n < w) seuraavasti: jokaisellai € 1
pitee, ettd fo(i) = 7(i) ja fus1(i) = fu(i) = 1, missa k =1 =k — 1, jos k > 0 ja
0 =1 =0. Talloin

fur1(0) < fu(i) — n+1<7(i) — i € Xpy1,

joten
{iel] far()) < fu()} =Xpn € F.

Tastd seuraa, ettd

JolE> fi]F> [/ F>---> fut/[F> ful E> futJ[F>---.

on ultratulon [] UA;/F alkioiden ddreton, laskeva jono. Télloin ultratulossa [ A;/F
on epityhjd osajoukko, jossa ei ole pieninti alkiota, joten mééritelmén 4.3 mukaisesti

ultratulo [[ W,/ F ei ole hyvinjdrjestetty joukko, ja viite on todistettu. O
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5 Rabinin ja Keislerin lause

Téssd luvussa 5 todistetaan Rabinin ja Keislerin lause, joka osoittaa, milloin mallilla,
jonka mahtavuus on «, on aito elementaarinen laajennus, jonka mahtavuus on «.
Todistetaan ensin apulauseet, joita tarvitaan Rabinin ja Keislerin lauseen todistuksen

esittdmisessa.

Apulause 5.1. Oletetaan, ettd x on ddreton kardinaali. On olemassa kokoelma joukon
x numeroituvia osajoukkoja, joita on ™ kappaletta, ja joiden pareittaiset leikkaukset

ovat adrellisia.

Todistus. (Vrt. [3, ss. 136—-137]). Oletetaan, ettd x on adreton kardinaali. Talloin
on olemassa injektiivinen funktio ¢ : k= — &, missd x~“ on kaikkien joukon k

alkioiden direllisten jonojen joukko. Jos f € «“, olkoon

Ry ={o((f(0),.... f(k))) | k € w}.

Nyt Ry on joukon k numeroituva osajoukko.
Oletetaan, ettd f, g € «“ ja f # g. Talloin f(n) # g(n) jollakin n < w. Nyt jos

n < k, niin

(fQO),.... f(n),... f(k)) # (g(0),...8(n),...g(k)),

ja titen

e((f(0),... f(K))) # ¢((g(0), ..., g(k))).

Tidstd seuraa, ettd Ry N R, on ddrellinen, ja tdten kokoelmalla {R; | f € k“} on

vaaditut ominaisuudet, ja viite on todistettu. m]

Apulause 5.2. Oletetaan, ettd malli A = (A, {P, | n € 2¥}), jonka mahtavuus on «,
jamalli W = (A, {P;l | n € 2¢'}), jonka mahtavuus on «’, ja joka on mallin U aito
elementaarinen laajennus. Oletetaan lisdksi, ettd {P, | n € 2} on luettelo kaikista
joukon A yksipaikkaisista relaatioista.

Josue A\AjaF ={P, |uce€ P,;}, niin F on joukon A ultrafiltteri, joka ei ole
paifiltteri.

Todistus. (Vrt. [3, s. 137]). Oletetaan, etti u € A’\Aja F ={P, | u € P;,}. Mallien
A ja W kielessi on kokoelma {R, | n € 2¥'} yksipaikkaisia relaatiosymboleita, jotka

vastaavat yksipaikkaisia relaatioita {P, | n € 2} ja {P,'? | ne 2},
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Oletetaan ensin, ettd P,, € F ja P, C P,. Tilloin
AE (V)[R (v) = Ry(v)].
Oletuksen perusteella malli A on mallin 2 aito elementaarinen laajennus, joten
A = (V) [Ra(v) = Ru(v)].

Tilloin P, C P, . Koska P, € F, niin u € P,,. Tilléin u € P),

"

,joten P, € F.

Oletetaan sitten, etti P, P,, € F. Tilloinu € P, jau € P, ,jotenu € P, N P, .
Téastd seuraa, ettd P, N P, € F.

Oletetaan vield, etti n € 2¢ . Nyt josu € P;l, niin P, € F. Toisaalta, jos u ¢ P;,
niin u € A\P;l. Téstd seuraa, ettd A\P, € F. Tilloin pitee, ettd joko P, € F tai
A\P, € F, jaon osoitettu, ettd F on joukon A ultrafiltteri.

Tehdéén vield vastaoletus, ettd F' on padultrafiltteri. Talloin F sisdltdd erddn yhden

alkion joukon P, joten A £ ()R, (v) ja A < W’. ! Tistid seuraa, etti
W e (V)R (v),

jolloin myds P/, on myds yhden alkion joukko. Nyt P, € F,joten u € P, ja C 2/,
joten P, C P,. Tisti seuraa, etti P, = {u} = P,,. Tami on ristiriidassa sen oletuksen
kanssa, ettd u € A’\A jau ¢ A. On siis osoitettu, ettd F on joukon A ultrafiltteri,

joka ei ole paéfiltteri. O

Esitetddn nyt Rabinin ja Keislerin lauseen 5.3 todistus. Ekvivalenssin molemmat

suunnat on esitetty erillisini todistuksina apulauseiden 5.4 ja 5.5 avulla.

Lause 5.3. (Rabinin ja Keislerin lause.) Olkoon « ddreton kardinaali, joka ei ole
w-mitallinen. Kaikilla malleilla, joiden mahtavuus on k, on aito elementaarinen

laajennus, jonka mahtavuus on k, jos ja vain jos k = k™.

Todistus. Todistus on esitetty apulauseiden 5.4 ja 5.5 avulla. O

Apulause 5.4. Jos « = &~ niin jokaisella mallilla, jonka mahtavuus on «, on aito

elementaarinen laajennus, jonka mahtavuus on «.

Todistus. (Vrt.[3,s. 136]). Oletetaan, ettd k = ™. Olkoon U malli, jonka mahtavuus
on « ja F joukon w ultrafiltteri, joka ei ole paifiltteri. Seurauksen 3.31 nojalla

ultrapotenssi A“/F on isomorfiaa vaille mallin U elementaarinen laajennus.

' (3!v)R,,(v) luetaan “on olemassa yksikisitteinen v siten, ettd R,,(v) on tosi”
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Olkoon a* = (ag,ay,...,a,,...) jono joukon A eri alkioita. Ultrafiltteri F ei
ole paifiltteri, joten jokaisella a, € A pitee, ettd {i € w | a*(i) = a+} = {as} ¢ F.
Tilloin on oltava, ettd a*(i) # a4 kaikillai € w, joten d(ay) # a*/F, missd d on
mallin 2 kanoninen upotus malliin A“ /F. Tastd seuraa, ettd A/ F on joukon d[A]

aito elementaarinen laajennus. Nyt
k= card(N) < card(A°[F) < KN =kjad[A] = A,
joten viite on todistettu. O

Apulause 5.5. Jos kardinaali « ei ole w-mitallinen ja kaikilla malleilla, joiden mah-

tavuus on k, on aito elementaarinen laajennus, jonka mahtavuus on «, niin « = Ko,

Todistus. (Vrt. [3, ss. 137-139]). Olkoon A joukko, jonka mahtavuus on « ja
W=(A,{P,|ne2tU{R, | ne2"}),

missd {P, | n € 2} on luettelo kaikista joukon A yksipaikkaisista relaatioista ja
{R, | n € 2*} kaikista joukon A kaksipaikkaisista relaatioista.

Olkoon {Py | f € k™) sellainen perhe joukon A numeroituvia osajoukkoja, joita
on k™0 kappaletta, ja joiden pareittaiset leikkaukset ovat direllisid. Tillaisen joukon
olemassaolo on todistettu apulauseessa 5.1. Jokaista f € «™° kohti on olemassa
jokin ny € kN0 siten, etti Py =Py, Jos f € «N0_ olkoon (Pf,m | m < w) luettelo
numeroituvan joukon Py alkioista.

Koska A on joukko, jonka mahtavuus on «, niin oletuksen perusteella mallilla U

on aito elementaarinen laajennus, jonka mahtavuus on «, ja jota merkitidin
W =(A" {P, |ne2VU{R), | n €2}).

Olkoon u € A’\A ja F = {P, | u € P;}. Kyseessd on apulauseen 5.2 mukai-
nen joukko, joten F on joukon A sellainen ultrafiltteri, joka ei ole pééifiltteri. Tal-
16in koska kardinaali k ei ole w-mitallinen, niin méaaritelman 4.31 mukaisesti /' on
w-epitidydellinen. Apulauseen 4.32 perusteella on olemassa ultrafiltterin F alkioiden
laskeva jono

A:FOQFIQ---QFmQ...

jonka leikkaus on tyhja.
Jokaisella m < w on olemassa jokin n,, € KN siten, ettd F, = P, . Olkoon

nyt F,, = P, ., jajokaiselle f € Ko

madritellddn funktio 77 : A — P seuraavasti:
jokaisellaa € A

Tf(a) =DPfm — ac Fm\Fm+1.
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Joukon A kaksipaikkaista relaatiota

Ty = {(a,b) | 74(a) = b}

merkitdin R, -
Nyt koska malli 2 on mallin % aito elementaarinen laajennus, niin apulauseen

5.2 mukaisesti funktio 7, : A’ — P’

I [ maédritellddin seuraavasti: jokaisella a” € A’

T}(a’) =b = (d,b)e R;lf.
Lisdksi jokaisella a’ € A’

T}(a’) =prm & d € F,/%\F,;m.

Kaikilla m < w pitee, ettd u € F,;1 ja T}(u) ¢ Py, joten T}(u) € P,;f\Pnf.

Liséksi apulauseen 5.1 mukaisesti, kun f,g € «“ ja f # g, niin P,, N Py,
on dérellinen. Tilloin saadaan, ettd (P,, N Png)' = P;l ;N P;Zg = Py, N Py,. Tistd
seuraa, ettd jos f # g, niin T}(u) # T;,(u), ja titen joukko A’ sisiltdd ainakin x™0
alkiota. Aiemmin on todettu, etti mallin 2’ mahtavuus on «, joten x = «™0, ja viite

on todistettu. O
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