(.

- J Tampereen yliopisto

Otto Vayrynen

KALMAN-SUOTIMEN BAYESILAINEN
TULKINTA

Kandidaatintyd
Tekniikan ja luonnontieteiden tiedekunta
Marraskuu 2022



TIVISTELMA

Otto Vayrynen: Kalman-suotimen bayesilainen tulkinta
Kandidaatinty®

Tampereen yliopisto

Teknis-luonnontieteellinen tutkinto-ohjelma

Marraskuu 2022

Tila- ja mittausmalleilla voidaan mallintaa erilaisten ilmididen kayttaytymista. Molempiin mal-
leihin sisaltyy virheparametri, joka kuvastaa tarkasteltavan ilmién malliin kuuluvaa satunnaisuut-
ta. Tilan estimoimiseksi kohinaisten mittausten pohjalta on kehitetty Bayes-paattelyyn pohjautuvia
suotimia, jotka edeltavien ja nykyisen mittauksen perusteella paivittaa tietoa tilasta. Tydssé esitel-
tadva Kalman-suodin on Bayes-suotimeen pohjautuva algoritmi, jolla voidaan rekursiivisesti ratkais-
ta diskreettiaikainen lineaarisuodatusongelma. Tydn tavoitteena on tarkastella Kalman-suodinta
Bayes-paattelyn pohjalta ja johtaa sen keskeisimmét parametrit, joihin siséltyvat posteriori-tila-
estimaatti, posteriori-kovarianssiestimaatti sekd Kalman-vahvistus. Kaavat voidaan johtaa usealla
eri periaatteella. Tassa tydssa sovitaan posteriori-tilaestimaatin ja posteriori-kovarianssiestimaatin
kaavojen johtamisessa parhaimmaksi estimaatiksi suurimman posterioritiheyden estimaattori (MAP,
maximum a posteriori). Vastaavasti Kalman-vahvistuksen kaavan johtamisessa sovitaan parhaim-
maksi estimaatiksi pienimman nelidsumman estimaattori (LSE, least squared estimator).

Tydssa lisaksi havainnollistetaan Kalman-suotimen toimintaa simuloimalla vakionopeusmallis-
ta kaksiulotteista satunnaiskavelya. Simulaatiosta tarkastellaan reiteiltddn samaa satunnaiskave-
lyd kahdessa eri tapauksessa, jotka poikkeavat toisistaan Kalman-suotimen parametreiksi asete-
tun alkutilan seka tilamallivirheen kovarianssimatriisin arvojen suhteen. Molempia tapauksia ver-
rataan keskendan erilaisten kuvaajien avulla. Tuloksista havaitaan alkutilan vaikuttavan vahéisesti
Kalman-suotimen toimintakykyyn reitin estimoimisessa. Vastaavasti vakionopeusmallin tilamalli-
virheen kovarianssimatriisin arvo vaikuttaa estimoidun reitin kdyttaytymiseen huomattavasti. Ko-
varianssimatriisin arvon asettaminen suuremmaksi johtaa estimoidun reitin parempaan sopeu-
tumiskykyyn alkuperéisen reitin suunnanmuutoksissa, mutta epatarkempiin estimaatteihin 1&hes
suorilla osuuksilla. Kovarianssimatriisin pienemmilld arvoilla saadaan péinvastaiset tulokset.
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1. JOHDANTO

Monet reaalimaailman ilmiét ovat luonteeltaan hyvin monimutkaisia mallinnettavaksi sel-
laisenaan laskennallisiin tarkoituksiin. Usein paadytaankin yksinkertaistamaan mallia, jot-
ta sitd voitaisiin esimerkiksi kayttaa erilaisten ilmididen reaaliaikaiseen analysointiin. Va-
kionopeusmalli on erds esimerkki yksinkertaistetusta tilamallista, jota kaytetddn muun
muassa paikannuksessa. Siind kappaleen nopeus oletetaan vakioksi, mutta nopeuden
muutos eli kiihtyvyys tulkitaan satunnaisilmitksi. Satunnaisuuden estimoimiseksi kayte-
taan tydkaluna suodatusta. Suodatuksella lasketaan mittauksista saadun tiedon kautta
todennakdisin tila tarkasteltavalle kohteelle tiettynd ajanhetkena. Tassa tydssa tullaan
esittelemaan Bayes-paattelyn kautta Kalman-suodin, jota voidaan kayttaa esimerkin mu-
kaiseen suodattamiseen.

Luvussa 2 esitellaan tarvittava teoreettinen tausta Kalman-suotimen tarkasteluun. Luvun
alussa kaydaan Bayes-paattelyn tarkeimméat periaatteet sekd Bayesin teoreema tyéssa
kaytavan matemaattisen teorian ymmartamiseksi. Suodatusongelman ja Kalman-suo-
timen ymmartamiseksi kdydaan tila- ja mittausmalliin kuuluvat tarkeat kasitteet. Myds
Bayes-suotimen perusyhtélét maaritelladn ennen sen erityistapauksen eli Kalman-suo-
timen kasittelyd. Taman jalkeen esitellddn Kalman-suodin ja tarkastellaan sen tarkeimpia
ominaisuuksia, algoritmin toimintaa sekd mainitaan lyhyesti joistain siihen liittyvista laa-
jennuksista.

Luvussa 3 johdetaan Bayes-paattelyn pohjalta kaavat Kalman-suotimen algoritmissa kay-
tettaville posteriori-tilaestimaatille, posteriori-kovarianssiestimaatille seka Kalman-vahvis-
tukselle.

Luvussa 4 havainnollistetaan Kalman-suotimen toimintaa Python-ohjelmointikielella to-
teutetun vakionopeusmallisen kaksiulotteista satunnaiskavelyd mallintavan simulaation
kautta. Tyon liitteend on simulaatiossa kaytetty Python-koodi.



2. BAYES-PAATTELYN JA KALMAN-SUOTIMEN
TEOREETTINEN TAUSTA

Taman luvun alussa tutustutaan suotimien ymmartamiseksi Bayes-paattelyyn ja Bayes-
teoreemaan. Sen jalkeen tutustutaan lineaariseen tila- ja mittausmalliin sekd suodatuk-
seen. Luvun lopussa esitellddn Bayes-suodin ja sen erityistapaus Kalman-suodin.

2.1 Bayes-paattely

Bayesildisen tilastotieteen juuret ovat vuonna 1763 julkaistussa artikkelissa "An Essay
Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances". Sen kirjoitti pastori Thomas
Bayes, mutta kirjoitus julkaistiin vasta hdnen kuolemansa jélkeen. Bayesildistad |&hes-
tymistapaa pidettiin pitkdan keskeisena tilastollisen paattelyn periaatteena. Kumminkin
1920-luvulla Bayes-paattely vaipui unohduksiin geneetikko ja tilastotieteilija R. A. Fishe-
rin silhen kohdistaman voimakkaan kritisoinnin ja hanen kaytanndssé perustamansa fre-
kventistisen paéattelyn my6téa. Téhan myds vaikutti Fisherin esittelemat frekventistiset me-
netelmat, jotka auttoivat saamaan katevasti ratkaisuja sen ajan empiirisen tieteen tutki-
musongelmiin. Frekventistisen tilastotieteen perustajat olivat ehdottomasti sita mielta, ettéa
todenndkdisyysjakaumaa tulkittaisiin ainoastaan objektiivisesti eika se saisi olla bayeslai-
sen lahestymistavan mukaisesti subjektiivisen epavarmuuden kuvaus. Myéhemmin 1980-
luvun lopulla kiinnostus bayesildiseen lahestymistapaan herdsi uudelleen uusien lasken-
tamenetelmien seka tietokoneiden myéta. [1), s.6-7][2, s.10] [2, s.118-119]

Bayes-paattely eroaa frekventistisesta paattelysta todennakdisyysjakauman tulkinnan suh
teen. Bayes-paattelylla, jota myds valilla posteriori- tai todennakoéisyyspaattelyksi kutsu-
taan, tarkoitetaan tarkasteltavan aineiston jakauman paivittdmista Bayes-sdannén avulla,
kun havaitaan sille ehdollista aineistoa [3], s.44]. Frekventistisessa paattelyssa havaittu
aineisto on satunnainen ja todennékdisyysjakauman parametrit ovat vakioita seka tunte-
mattomia. Siind satunnaisuudella tarkoitetaan, ettd samassa olosuhteessa voidaan saa-
da eri tuloksia aineistoa keratessa ja todennékdisyys on tapahtuman suhteellinen osuus
toistokokeessa. Bayes-paattelyssa sen sijaan todenndkodisyysjakauman parametrit myds
tulkitaan satunnaismuuttujiksi. [1], s.6-7] [2, s.10-11]



2.2 Bayesin teoreema

Bayesin teoreeman mukaan posteriorijakauma eli tiheysfunktio satunnaismuuttujalle e
voidaan paivittda havaitun satunnaismuuttujan h perusteella kaavalla

p(p(hle)

plelh) = 0

(2.1)
Merkinnélla p(e) tarkoitetaan satunnaismuuttujan e tineysfunktiota. Avataan seuraavaksi
kaavan (2.1) eri osien merkityksia.

Priorijakauma

Priorijakauma on ennakkokasitys havainnoitavan ilmién tiheysfunktion parametreista. Prio-
rijakaumaa ei saada havainnoista, vaan se on subjektiivinen ennakkokasitys, joka muo-
dostetaan ennen kuin aineistoa havainnoidaan [4} s. 19]. Kaavassa priorijakauma on termi
p(e), joka kuvastaa tuntemattoman satunnaismuuttujan e mahdollisia arvoja ennen kuin
tiedetddn mitdan muusta sille ehdollisesta aineistosta [3, s.43]. Termia p(e) kutsutaan
my®s prioritiedoksi [5), s.32].

Uskottavuus

Kun havainnoidaan satunnaismuuttujalle e ehdollinen satunnaismuuttuja h, saadaan us-
kottavuusfunktio p(hle) [3, s.43]. Uskottavuudella viitataan todennékdisyyteen, joka on
sitd suurempi, mitd enemman toteutunut otos tukee oletusta, ettd satunnaismuuttuja e
on sellainen kuin on. Kun priorijakauma ja uskottavuusfunktio kerrotaan keskenaan jokai-
sen satunnaismuuttujan e suhteen, saadaan tulokseksi normalisoimaton yhteisjakauma
p(e, h) [3} s.43].

Reunauskottavuus

Reunauskottavuus eli marginaaliuskottavuus p(h) kuvaa kuinka todennakéinen on sa-
tunnaismuuttujan i havainto, kun tiedetaan prioritieto p(e). Reunauskottavuus voidaan
esittad Bayesin teoreemassa my6s muodossa [ p(e)p(hle) de [4, s.20]. Priorijakauman
ja uskottavuusfunktion yhteisjakauma p(e, h) voidaan normalisoida reunauskottavuudella
p(h) [3, s.43].

Posteriorijakauma

Posteriorijakauma kuvastaa satunnaismuuttujan e tilojen mahdollisia arvoja, jotka ovat
paivitetty saatujen havaintojen h perusteella [3, s.44]. Koska reunauskottavuus on vakio



ja riippumaton satunnaismuuttujasta e, voidaan kuvata Bayesin teoreemaa muodossa
posteriori oc priori X uskottavuus (2.2)

eli posteriorijakauma on verrannollinen priorijakauman ja uskottavuusfunktion tuloon. [2,
s.116]

2.3 Tila ja suodatus

Tilalla tarkoitetaan muuttujia, jotka kuvastavat systeemissa tarkasteltavaa ilmiéta. Esimer-
kiksi moottorin sisa- ja ulkolampétila tai paikannettavan kohteen paikka ja nopeus ovat
tilamuuttujia, jotka yhdessé kuvastavat tarkasteltavan ilmion tilaa. Tilaa kuvastavien tila-
muuttujien joukkoa ilmaistaan usein tilavektorin = avulla ja tilan mahdollisien arvojen jouk-
koa ajanjaksolle 1" kutsutaan tila-avaruudeksi. Stokastinen prosessi on tila-avaruuteen
kuuluvien satunnaismuuttujien ., joukko eli {zg, z1, - - , 2}, jossa muuttuja k tarkoit-
taa ajanhetkea. [6, s.415] Markovin prosessi on stokastisen prosessin erés erityistapaus,
jossa ainoastaan nykyinen tila vaikuttaa seuraavaan tilaan [6, s.268].

Usein tilan tarkastelu on aikasidonnaista ja tyypiltdan joko jatkuva- tai diskreettiaikais-
ta. Tarkastellaan erasté stokastista prosessia a ajanjaksolla 7" ja merkitaan ajanottohet-
ked muuttujalla k. Satunnaismuuttujaa a; tarkastellaan diskreettiaikaisesti, jos £ € N ja
jatkava-aikaisesti, jos k € [0, co|. Jatkuva-aikaisissa ilmidissa kaytetaan usein a; sijaan
merkintaa a(k).

Jotta pystyttéisiin systeemissa tapahtumien ilmididen kaytdsta ennustamaan, on niité var-
ten luotava sopiva malli. Usein tarkasteltava ilmié on sellaisenaan lilan monimutkainen ja
siten usein joudutaankin tekemaan yleistyksia, jotta saataisiin leskennallisiin tarkoituksiin
tarpeeksi yksinkertainen malli. Taman pohjalta tarkastellaan tassa tyéssa tila- ja mittaus-
mallia lineaarisille systeemeille.

Tilan riippuvuutta seuraavaan tilaan lineaarisissa systeemeissa kuvataan tilamallilla
Try1 = ArTr + G (2.3)

missd x;, € R" on tilavektori hetkelld k, A, € R™ ™ on tilansiirtomatriisi ja ¢, on tila-
mallivirhevektori [5, s.43]. Tilavektori x;, pitda sisallaan tilamuuttujat, kuten esimerkiksi
vakionopeusmallissa paikan ja nopeuden. Tilansiirtomatriisi A; kuvaa kuinka tila etenee
seuraavaan tilaan.Tilamallivirhevektori g, kuvastaa satunnaisia muutoksia tilassa.

Tilasta saataville havainnoille on tyypillista, etté ilmiéta pystytédan tarkastelemaan erillisten
mittaustulosten kautta. Mittausmalli koostuu tarkasteltavan tilan x;, mittaustulosvektorista



seka mittausvirheesta. Lineaarisille systeemeille mittausmalli esitellddn muodossa

yr = Hyxp + 1y, (2.4)

missé y, € R™ on mittausvektori hetkelld k, H;, € R™*™ on mittausmallimatriisi ja 7
on mittausvirhevektori [5, s.43]. Mittausvektori ¢, on havaittu mittaustulos tarkasteltavak-
si otetuista tilamuuttujista. Mittausmallimatriisilla H;, rajataan ndma tilasta mitattavat tila-
muuttujat ja skaalataan ne tarvittaessa esimerkiksi haluttuun yksikkdén. Mittausvirhevek-
tori ;. on esimerkiksi mittauslaitteista syntynyttd kohinaa. Kumminkin mittausvirhevekto-
rilla voidaan kuvata my6s muita virheldhteitad kuten tilamallin virheellisyytta.

Ongelmaa, jossa on kyse alkuperaisen tilaestimaatin laskemisesta havaitun mittausten
perusteella, kutsutaan suodatusongelmaksi [7, s.142-144]. Suodatukseksi kutsutaan yleen-
sd operaatiota, jolla erotellaan mitatusta datasta haluttava informaatio [8, s. 4]. Tama in-
formaatio on suodatusongelman tapauksessa alkuperaisen tilan selvittdminen. Kummin-
kin alkuperaista tilaa ei voida taysin selvittda vaan sitd joudutaan estimoimaan. Tassa
yhteydessa on siten mielekkddmpaa puhua suodatusta operaationa, jolla ratkaistaan ti-
lan ehdollinen tiheysfunktio aikasarjassa, josta voidaan ratkaista tarvittava tilaestimaatti
[5, s.41]. Optimaalisen suodatuksen voidaan sanoa olevan tilastollinen kdanteisongelma,
jossa tuntemattomat aikasarjassa tarkasteltavat tilat x(., havaitaan kohinaisten mittaus-
ten y;., kautta [4} s.8-9].

Tila- ja mittausestimaatin tehokas ratkaiseminen vaatii yleens& mallien olevan luonteel-
taan Markovin prosesseja, jolloin estimaatin ratkaisemiseen ei tarvitsisi kayttaa kaikkia
aikaisempia tiloja. Tama vaatii mallien suhteen oletuksia, joiden avulla pyritddn saamaan
malli rekursiivisesti laskettavaan muotoon. Aiemmin esitettyjen tila- ja mittausmallin ta-
pauksessa tama tarkoittaa virheiden gy, ja ;. olettamista keskendan riippumattomaksi val-
koiseksi kohinaksi [9}, s.41].

Suodattimilla pyritdén ratkaisemaan tilan ehdollinen tiheysfunktio aikasarjassa. Suodatti-
mia on useita ja niiden kayttétarkoitus riippuu usein tarkasteltavasta ilmiésta. Tassa tyds-
sd tarkastellaan Kalman-suodinta, joka on Bayes-suotimen yksi erityistapaus. Perinteinen
Kalman-suodin pyrkii antamaan rekursiivisesti ratkaisun diskreettiaikaiselle lineaarisuo-
datusongelmalle [4} s.7]. Seuraavaksi tutustutaan Bayes-suotimen toimintaan pohjustaen
siina esiteltya teoriaa Kalman-suotimen ymmartamiseksi.



2.4 Bayes-suodin

Bayes-suotimen tarkoituksena on laskea tilan posteriorijakauma p(zx|y1.x )[4, s. 54]. Pos-
teriorijakauman laskemiseksi voidaan johtaa Bayes-suotimen yhtélét, jotka ovat yleista-
son bayesilaisen suodatinongelman ratkaisuja lineaaris-gaussisessa seka ei-lineaaris-
gausissessa tila-avaruudessa [4}, s. 51]. Nailla yhtaléilla ei pystytd suoraan ratkaisemaan
analyyttisesti posteriorijakaumaa yleisessa tapauksessa vaan joudutaan kayttdmaan nu-
meerisia menetelmia sen approksimointiin [5, s. 49].

Probabilistisessa tila-avaruusmallissa voidaan maaritella todennakdisyysjakaumat tilavek-
torille x;, ja mittausvektorille y, muodossa [4} s.10]

xo ~ p(w0), (2.5)
Ty ~ plrg|Tr-1) (2.6)
Y ~ p(YelT) - (2.7)

Bayes-suotimen yhtélét voidaan jakaa tiheysfunktion ennustamiseen ja paivittdmiseen
tarvittaviin yhtaldihin. Ennustamisella tarkoitetaan estimoitua tilaa x, kun mittausta ei ole
viela tehty ennustetulle aika-askeleelle. Ennustettua tilaestimaattia kutsutaan prioritilaksi
ja tilan tiheysfunktiota priorijakaumaksi, joka on muotoa

P(Tk|Y1k—1) - (2.8)

Péivittamiselld tarkoitetaan aiemman estimoidun tilan parantamista sitd vastaavan aika-
askeleen mittauksen perusteella. Paivitettyd tilaestimaattia kutsutaan posterioritilaksi ja
tilan tiheysfunktiota posteriorijakaumaksi, joka on muotoa

p(%’yhk) . (2.9)

Tahan tiivistyy Bayes-suotimen tarkoitus kuten taman kappaleen alussa jo todettiin.
Méaaritelladn seuraavaksi Bayes-suodatuksessa tarvittavat perusyhtalét.

Lause 2.1 (Bayes-suotimen yhtalot). [4, s.54] Aika-askeleella k tilaa x), ennustava tiheys-
funktio eli priorijakauma voidaan esittdd muodossa

P(xk|Y1p-1) = /P($k|$k—1)p(93k—1|y1:k—1) dry_1. (2.10)

Aika-askeleella k tilaa x), pdivittdva tiheysfunktio eli posteriorijjakauma voidaan esittdd



muodossa

1
P(relyie) = 5 pWk|Te)p(@k]Y1:k-1)
Zy,

1
— plnln) [ padocop@ol) doe, o @4)
k
miss&d normalisaatiovakio
Zy = /p(yk’xk)p(xk|ylzk—1) dzy, . (2.12)

Todistus. [4] s.56]

Yhteisjakauma p(zy, vx_1|y1.x—1) voidaan avata muotoon

p(xk, xk—1|y1:k—1) = p($k|$k—1, yl;k—l)p(xk—ﬂyl;k—l)

= p(wr|rr—1)p(Tr—1]y1:8-1) - (2.13)

Mittaushistorian y;.,_1 havidminen voidaan perustella Markovin prosessin kautta [4, s.56].
Kuten aikaisemmin todettiin Markovin prosessissa ainoastaan edellinen tila vaikuttaa ny-
kyiseen tilaan. Koska mittausmallin mukaisesti mittaus ;. pohjautuu tilavektoriin zy,
voidaan siten tiheusfunktion p(xy|xk_1, y1.x—1) tapauksessa mittaukset y;.,_1 jattda huo-
miotta.

Kun integroidaan yhtaldé rr_1 suhteen, saadaan Chapman-Kolmogorov yhtalén
avulla tulokseksi priorijakauma

p(Ik\ylzk—l) = /p<xk|xk—1)p($k—1’ylzk—l) dzry_y . (2.14)

Tiheysfunktio p(xx|y1.x) voidaan iimaista muodossa p(x |y, y1.x—1), josta saadaan Baye-
sin sdanndn avulla

p(zrlyie) = p(Tr|Yr, Y1)
_ p(yk|$k>yl:k—1)p($k|y1:k—1)
P(Yr|y1:e—1)

Termi p(yk|zk, y1.6—1) Saadaan muotoon p(y|xx) huomioimalla mittauksen y; ehdollinen
riippumattomuus mittaushistoriasta ehdolla x;, [4, s.56].



P(YklTr, yik—1)p(@k|Y1k-1)

p(yk|y1:k—1)
1

= ————p(Wr|Tr)P(Tk|Y1:k-1)
p(yk|y1:kz—l)

1
= Z_kp(yk’lxk)/p<$k|$k—1)p($k—1|ylzk—1) dxy_1, (2.15)

p<$k|y1;k) =

missa tiheysfunktio p(yx|y:1..—1) voidaan esittdd normalisointivakiona Z; kaavan (2.12)
mukaisessa muodossa.

2.5 Kalman-suodin

Kalman-suodin on Rudolph E. Kalmanin vuonna 1960 kehittdma rekursiivinen ratkaisu
diskreettiaikaiseen lineaarisuodatusongelmaan, joka pohjautuu pienimman neliGSsumman
estimaattoriin [4], s.7] [9] s.1]. Kalman-suodinta pidetdan Bayes-suotimen erityistapauk-
sena, joka olettaa tilan ilmididen olevan gaussisia ja lineaarisia [4} s.56] [8} s.3]. Kalman-
suotimen oleellinen tarkoitus on I6ytaa tilalle x; paras lineaarinen harhaton estimaattori
(BLUE, Best Linear Unbiased Estimator) [5} s.43] [10, s.1]. Talla tarkoitetaan lineaarista
estimaattoria, jonka varianssi on pienin verraten muihin parametrin estimaattoreihin [6,
s.43]. Silla tarkastelemme téssa estimaattoria moniulotteisen normaalijakauman kautta,
puhutaan tassa tapauksessa varianssin sijaan kovarianssista. Kalman-suotimen tarkoi-
tuksena on antaa tieto siitd, miten jokainen mittaus ja ennakointi on virheellistynyt. Taméan
tiedon pitéé sisallddn kovarianssimatriisi, jota voidaan pitdd myds keskineliévirhematriisi-
na, koska Kalman-suodin ratkaistava estimaattori on harhaton. [2, s.18] [5, s.43] [10}, s.1]
Kappaleessa 2.4 esitetyt ehdolliset todennékdisyydet ovat Kalman-suotimessa gaussisia
ja noudattaa normaalijakaumaa parametrein

Priori : p(xg|yre—1) ~ N(zg ;25 , Py (2.16)
Uskottavuus : p(yg|xr) ~ N (yx ; Hiwg , Ry,) (2.17)
Posteriori : p(xg|yi1.x) ~ N (zk; 2k, Py) (2.18)
Siirtyma funktio : p(xg|re—1) ~ N (x5 2, , Qr-1) . (2.19)

missé x;, on odotusarvo ja P, kovarianssimatriisi [4, s.56-57]. Vastaavasti x, ja P, tar-
koittavat prioriarvoa odotusarvolle ja kovarianssille. Kirjallisuudessa kaytetddn myds mer-
kintdd ), ja Pyr—1 vastaaville termeille. Termit )y ja Iy edustavat tilamalli- ja mit-



tausvirheen kovarianssimatriiseja. Kovarianssimatriisit ovat muotoa

Qi1 ~ N(0,Qx_1) (2.20)

Molempien kovarianssimatriisien oletetaan olevan positiivisesti definiittejd. Kalman-suo-
timen tapauksessa oletetaan myds tilamallin sekad mittausmallin virheen olevan toisis-
taan ja alkutilasta z riippumattomia seka luonteeltaan nollakeskeista valkoista kohinaa.
Riippumaattomuusoletuksen pohjalta voidaan olettaa Kalman-suotimen rekursiivisuus. [4,
s.56] [5) s.41] [5} s.43]

Esitellddn seuraavaksi Kalman-suotimen algoritmi:

Algoritmi 1 Kalman-suotimen algoritmi

1. Asetetaan alkutilaksi tilaestimaatti z,, kovarianssimatriisi F;, seka otettavien mittaus-
naytteiden méaraksi

2. Asetetaan k =1

3. Lasketaan jarjestyksessa arvot seuraaville parametreille

Priori-tilaestimaatti 2y = Ak_1Tk1
Priori-kovarianssiestimaatti P = Ay Py 1 AT + Q1
Innovaatiokovarianssi Sy = HyP, Hl + Ry
Kalman-vahvistus K, = P HI'S,
Ennustettu mittaus U, = Hp2y,

Innovaatio U = Yk — Us
Posteriori-tilaestimaatti Ty = ), + Ky,

Posteriori-kovarianssiestimaatti P, = (I — KyHy) P,
4. Jos k < r, lisatdadn k = k + 1 ja palataan vaiheeseen 3
5. Lopetetaan algoritmi

Kalman-suotimen algoritmi alkaa tilaestimaatin x( ja kovarianssimatriisin F, maarittele-
misella. Usein ndma ovat valistuneita veikkauksia, jossa alkutilan tilaestimaatti edustaa
mahdollisimman l&hella olevaa alkuarvoa ja kovarianssimatriisi kuinka paljon tilamuuttu-
jien arvot tulevat vaihtelemaan. Priori-tilaestimaatilla 2, luodaan uudelle estimaatille en-
nuste edellisen estimaatin perusteella tilasiirtymamatriisin mukaisesti. Samoin luodaan
priori-kovarianssiestimaatti /. eli ennuste tilaestimaatin epdvarmuudesta edellisen ko-
varianssiestimaatin perusteella. Algoritmissa esiintynyt innovaatiokovarianssi eli mittauk-
sen ennusteen keskinelibvirhematriisi on tarkedssa osassa Kalman-vahvistusta, mutta
myo6s antaa itsessdan informaatiota mittauksen luonteesta. Tallainen on esimerkiksi tie-
to siitd, onko saatu mittaus todennakdinen, jolloin voidaan mahdollisesti hylata tai pai-
nottaa niitd vdhemman suhteessa todennakéisempiin mittaustuloksiin [, s.45]. Kalman-
vahvistuksen K kaavasta voidaan havaita vahvistuksen olevan verrannollinen priori-
kovarianssiestimaatin suhteen ja kdantden verrannollinen innovaatiokovarianssin suh-



10

teen. Toisin sanoen, jos mittaukseen sisaltyy suurta epavarmuutta toisin kuin tilamallin
ennusteeseen, niin Kalman-vahvistuksen arvo on pieni. Tallgin tilaestimaatin paivittami-
nen perustuu vahvasti malliin eik mittauksiin ja posteriori-kovarianssiestimaatti kaavansa
mukaisesti on pienelld Kalman-vahvistuksen arvolla 1&helld priori-kovarianssiestimaattia.

Kalman-suotimesta on myds erilaisia variaatioita tapauksille, joissa esimerkiksi tilamalli
ei ole lineaarinen. Talléin esimerkiksi laajennetun Kalman-suotimen tapauksessa epali-
neaarinen tila- ja mittausmalli k&sitelladn Taylorin sarjan approksimaatiolla. Valilla Taylo-
rin sarjan laskeminen on hyvin vaikeaa tai jopa mahdoton, jolloin voidaan lahestya on-
gelmaa "derivaattavapaasti" niin kutsutulla hajuttomalla Kalman-suotimella. [5, s.46-48]
Téssa tydssa ei kumminkaan keskitytd tdman enempaa Kalman-suotimen laajennuksiin.
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3. KALMAN-SUOTIMEN BAYESILAINEN TULKINTA

Tassé luvussa johdetaan Kalman-suotimen algoritmissa olevien posteriori-tilaestimaatin,
posteriori-kovarianssiestimaatin sekd Kalman-vahvistuksen kaavat Bayes-paattelyn kei-
noin. Sovitaan posteriori-tilaestimaatin ja posteriori-kovarianssiestimaatin kaavojen joh-
tamisessa parhaimmaksi estimaatiksi suurimman posterioritiheyden estimaattori (MAP,
maximum a posteriori). Kalman-vahvistuksen osuus osana posteriori-tilaestimaatin ja pos-
teriori-kovarianssiestimaatin kaavoja tullaan esittdmaan niita johdettaessa, mutta Kalman-
vahvistus johdetaan myds erikseen sopien talldin parhaimmaksi estimaatiksi pienimman
nelibGsumman estimaattori (LSE, least squared estimator).

MAP-estimaattorin yhtalé on muotoa [9, s.27]
T = argmax p(x|y) - (3.1)
Tk
Tilamallin MAP-estimaatti on hetken k posteriorijakauman suurin arvo. MAP-estimaattia
kutsutaan valilla kirjallisuudessa myés posteriorimoodiksi.
Johdetaan ensiksi posteriori-tilaestimaatin 5, kaava. Tilan MAP-estimaatti voidaan saada

Bayes-suotimen posteriorijakauman kaavan (2.11) mukaisesti muotoon

arg max p(Zx|y1.x) = arg max p(yx|2x)p(Tx|y1:e-1) - (3.2)
Ty T

Kappaleessa 2.5 on maaritelty kaavan (3.2) tiheysfunktiolle niiden gaussiset muodot (2.16)
ja (2.17). Gaussinen muoto voidaan saattaa kaavamuotoon moniulotteisen Gaussin ja-
kauman tiheysfunktion kaavalla. Tiheysfunktio on muotoa

" 1 (_<s—u)Tz—1(s—u>>
S; Y Z = ——F/—=02F€ ’ )
(8.1, ) det(v27Y)

missd s € R"™ on satunnaismuuttuja, € R"™ on odotusarvo ja ¥ € R™*" kovarianssi-

(3.3)

matriisi [3, s.56]. Satunnaismuuttujan s odotusarvolle kaytetddn myds merkintda £(s) ja
kovarianssimatriisille ' (s). Oletetaan jatkossa kovarianssimatriisit kaantyviksi.

Sijoittamalla kaavaan (3.2) tiheysfunktioiden gaussisien muotojen kaavat, saadaan
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arg max p(ye|[2x)p(Tr|y1:6-1)
Tk

_ . . T -1 N
—(vp—Hyiy) TR (vp—Hiay)  —(@e—Arap_1)” (AePeo1 AT +Qk)  (a5—Agip_1)
2 e 2

e
= arg max

&4 det (v2mRy) det <\/27T(Akpk_1z4{ + Qk))

= arg max o= Hiin) " R i) o~ (-3 ) (P) ™ (3037
o (3.4)

= argmax — (yr — Hydy)" By (ye — Hydoy)
Tk
. o NT [N —1 /. o
— (@ =) (By) (3 — %)
= arg min (yx — Hkik)T R;l (ypr — HiZx)
Tk

~ a\T N—1 /A ~—
Jos lausekkeesta saatava Hessen matriisi on positiivisesti definiitti, on talléin lausekkeen
minimiarvo derivaatan nollakohta [11]. Seuraavaksi osoitetaan, etta lausekkeen Hessen
matriisi on positiivisesti definiitti.
Kun f on muuttujan z reaalifunktio, talléin matriisi

Cd (df\"
H.f= e (E) (3.5)

on Hessen matriisi funktiolle f(z) [11]. Asetetaan funktioksi f yhtalon (3.4) tuloksen mu-
kaisesti

F(@) = (yr — Hiw)" By (g — Hyy) 36
+ (o — )" (P7) 7 (e — 27) - |

T&ll6in reaaliarvoisten funktioiden Hessen matriisin kaavojaﬂkéyttéen saadaan funktion
f (1) Hessen matriisiksi johdettua

Ha/ =Ha, [(y’“ — Hyiy)' By (g — Hyy)
(@ —an)" () (@ - i) |
=(—HI(R;'+ (BH))(—Hy)) (3.7)
+ (I (BT (BT )
=2(HI Ry Hy) +2(P7)7!

'Hy(Ax + b)"C(Ax +b) = AT (C+ CT) A =2ATCA kun C = C” [11]
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Yleisesti tiedetdan kovarianssimatriisien olevan aina symmetrisia ja positiivisesti semide-
finiitteja. Lisaksi kappaleessa 2.5 tehtiin oletus, ettéd matriisit R ja () ovat positiivisesti de-
finiitteja. Naiden perusteella voidaan paatella yhtaléstd saatujen molempien termien ole-
van positiivisesti definiitteja. Koska kahden positiivisesti definiitin neliomatriisin summa on
positiivisesti definiitti on myés H;, f positiivisesti definiitti. Tamén perusteella kaavassa
johdettu viimeinen lauseke voidaan ratkaista laskemalla lausekkeen osittaiderivaa-
tan nollakohta z; suhteen. Laskemalla funktion f (i) osittaisderivaatta saadaan

of(ay) 0

((?/k - kaﬂk)T R (yp — HpZy)

Orr O
(=) (B) 7 (@ —ar) )
9] . _ P,
=55 (v Ry — &p HE Ry — yb By ' Hydy,

eTHT R i + 27 (PO) e — (a7) " (P0) e GO
—af (P7) i + (a0) " (P0) i)
9 (H,’{R,;lHk + (P,;)‘l) B

(H Ry'ye + (P )‘%},;) .

Nyt osittaisderivaatan nollakohdaksi saadaan

0 =2 (H R H o+ (P0) )
—2 (B R g+ (P0) i) (3.9)

i = (HF Ry Hy + (PO) Y (HI Ry + (P) a7

missa termi H{ R; ' Hy, + (P, )~ voidaan tulkita ka&ntyvaksi aiemmin tehtyjen oletusten
pohjalta. Yhtalén lauseke saadaan helpommin késiteltdvadn muotoon kayttamalla
Woodburyn kaavaa Pl Avatusta lausekkeesta voidaan laskea posteriori-tilaestimaatille i
sievempi muoto

2(A+BDC) = A1~ A'B (D' +CA'B) " A
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bk = (HT R, Hy + (P) ™) ™ (HF Ry e + (P7) " 'a7)

(Pk — PCHT (Ry+ Hy Py HY)™ HkP,;) (HE R 'y + (P) i)

= (P = KeHyPy) (H Ry e+ (PO) ')

= (P, H/R;' — K Hy Py HE Ry + &), — KiHy@p

= (Pe BT (HePy HE + R) ™ (HWPHE + Ry) Ry

KoH Py HIRY) yo + i — KiHyiy (3.10)

(Kk (Hk,P HE + Rk) R'— K H,P, H' R, )yk + 2, — KiHp2),

=Ky ((He P Hy + R) R;,' — Hy Py HERY) yi + & — KypHydy,

=Ky (Hp Py H R,  + 1 — Hi Py HERYY) yie + &5, — K Hidy,

=Kyyr + 2, — KpyHy),

=&y + Ky (v — Hey ) -
Nain ollaan johdettu posteriori-tilaestimaatti ; kayttden MAP-estimaattia. Liséksi myds
naytettiin Kalman-vahvistuksen K, osuus johdetussa posteriori-tilaestimaatin kaavassa.
Seuraavaksi johdetaan posteriori-kovarianssiestimaatti P, lauseke. Kuten luvussa 2.5 to-

detaan, voidaan posteriori-kovarianssiestimaatti P, tulkita keskineliévirhematriisiksi. Tal-
I6in P, voidaan kirjoittaa muodossa

missa x, — Iy on posteriori-estimaattorin virhe [5, s.43]. Posteriori-estimaattorin virhe
voidaan avata yhtélén (3.10) tulosta kayttden muotoon

Tk — Z%k =T — i,; — Kk(yk — Hki;)
=z — x,E — Kyp(Hpxy + 'r’k_— Hyx) 3.12)
=Tk — T — Kka(fk — Ik) — Kk’l"k

I([ — Kka)(.I‘k — .f’,;) — Kka

Sijoittamalla posteriori-estimaattorin virheen aukaistu muoto kaavaan (3.11), saadaan
posteriori-kovarianssiestimaatille P, johdettua
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Py =FE [((I — KyHy)(xp — &) — Ky,
(T = KiHy)(a — &7) = Kiry)" |
—F [(I — KyoH,) (2 — ) (wn — #70)7 (1 — KpHy)"
— (I — KpHy) (wp — 2 )i K
Kz, — 30)T (I — KoHy)" + Krpr T KT }
—F [(I — KyoHy) (2 — 7)) (w, — &) (1 — Kka)T} (3.13)
— B (I — KipHy) (w, — 7 )ri Ky |
_E [Kkrk(xk AT (I - Kka)T} + B KT KT
= (I = KHy) E [(wy — @ ) (@, — 3)"] (I = KeHy)"
— B [(I = KyHy) (x5 — & )y K|
— B [Kirwlon — 3)7 (I = K H)'| + K [ror]] KT

Odotusarvoille E [(zx — &3 )(zx — ;)" ] ja E [rpr} | voidaan madritella seuraavat arvot
B, 5.44] [9, 5.23]

E [(xr — iy ) (xe — 33)"] = By,

(3.14)
FE [7’]{7“]{} = Rk .

Lis&ksi koska priori-estimaattori x;, — 2, on oletusten mukaisesti riippumaton mittausvir-
hevektorista 7, niin saadaan [5] s.44]

E[(I — KyHy) (zp — &5 )rp K|

-0,
(3.15)
E [Kkrk(:pk AT - Kka)T} —0.

Nain yhtalé (3.13) voidaan johtaa muotoon
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Py = (I — KHy) Py (I — KpHy)" + K R KT
=P, — KxHy P, — Py H K[ + Ky, (Hy P, H + Ry,) K[
=P, — KH, P, — P, Hl K}
+ P HL [Re+ HoPHY) ' (HGP HE + Ry) K
=P, — K H.P, — P, HL K] + P HI K}
=P, — KyH,P, ,

(3.16)

mikd on sama kuin kappaleessa 2.5 esitetty vastaava kaava posteriori-kovarianssiesti-
maatille.

Lahestytaan seuraavaksi Kalman-vahvistuksen kaavan johtamista kayttden MAP-estimaat-
torin sijasta keskineliGvirhematriisin P matriisin jaljen minimoimista. Tata kutsutaan pie-
nimman neliésumman estimaattoriksi. Silla matriisin jalki on lineaarikuvaus, saadaan kaa-
van pohjalta posteriori-kovarianssiestimaatin P, jalki muotoon

tr(Py) =tr(P;) — tr(KLHy Py) — tr(P; H K]
+ tr(Ky, (Hy Py HyY + Ri) KY))

(3.17)
:tI‘(P];) — 2tI‘(KkaP];)
+ tr(Ky, (Hy Py HY + Ri) K.
Laskemalla yhtélon (3.17) osittaisderivaatta K, suhteen saadaan
O(tx(Py)) _(tr(Py))  02tx(KyHyPy))
oK, 0K}, 0K,
O(tr(Ky (Hy Py H + Ry) KJ1)) (3.18)
+
0Ky,

= —2(HyP,)" + 2Ky, (H Py HY + Ry) .

Asettamalla edellisen yht&ldn tuloksen arvo nollaksi ja ratkaisemalla siitéd Kalman-vahvistus

K, saadaan
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0=—2(HyP;)" + 2Ky (Hy Py HE + Ry,)
(HpP;)" =K (Hy Py H + Ry)
Ky =(H,Py)" (HoPy HE + Ry) ™ (3.19)
Ko =(P0)" HY (P H] + R)
Ky =Py HY (H Py HY + Ry) ™.

Nain ollaan saatu johdettua posteriori-tilaestimaatti z;, posteriori-kovarianssiestimaatti P
sekd Kalman-vahvistus K kappaleessa 2.5 esitetyssd muodossa. [12]
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4. PAIKANNUKSEN SIMULOINTI KALMAN-SUOTIMELLA

Tassa luvussa havainnollistetaan Kalman-suotimen kayttéa Python-ohjelmointikielella to-
teutetun simulaation kautta. Simulaatiossa kaytetty Python-koodi on esiteltyna liitteessa
Simulaatiossa mallinnetaan vakionopeusmallista satunnaiskavelya. Satunnaiskavelyn
paikka-arvoista luodaan erikseen mittausdataa, johon sisallytetddn normaalijakautunutta
nollakeskeistad valkoista kohinaa. Kalman-suotimella pyritdan estimoimaan kohinaisesta
mittausdatasta alkuperainen reitti. Lopuksi Kalman-suotimen toimintaa ja osaa sen siséi-
sistd parametreista tarkastellaan kahden tapauksen suhteen erilaisten kuvaajien kautta.
Tapauksissa reitti ja virheellistyneet mittaukset ovat samat, mutta tapaukset eroavat toi-
sistaan Kalman-suotimelle asetettujen parametrien suhteen.

4.1 Vakionopeusmalli

Simulaatiossa valitaan satunnaiskavelyn tilamalliksi vakionopeusmalli. TAssa kaytettava
vakionopeusmalli on toteutettu padosin Iahteiden [13] [14] pohjalta. Nimesta huolimatta
vakionopeusmallissa tarkasteltava kohde ei yleensa liiku vakionopeudella vaan vakiono-
peuteen sekoittuu satunnaista ennustamatonta kiihtyvyyttd, joka toimii tilamallivirheena.
Tarkastellaan seuraavaksi vakionopeusmalliin kuuluvien tila- ja mittausmallin parametre-
ja.

Mallin tilavektori = koostuu paikasta p sekd nopeudesta v ja on muotoa

Pz
Dy
p Pz
v Vg

Uy

Uy

Alaindeksit z,y ja z edustavat nimensd mukaista tarkasteltavaa tasoa. Vakionopeudella
likkuvan kappaleen paikka sek& nopeus seuraavalla aika-askeleella voidaan mekaniikan
perusyhtaléiden mukaisesti esittdd muodossa
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Pk = Di—1 + Atvg_q

, (4.2)
Vp = VUk—1
jolloin vakionopeusmallin tilansiirtomatriisi on muotoa
I Atl
= (4.3)
0 I
Vakionopeusmallin tilamallivirheen kovarianssimatriisi on muotoa
A3 A2
Q= A32QC > (e (4.4)
t
TQC Ath
missa
agy] 0
Qe = . (4.5)
0 o2

Matriisi (.. on Brownin liilkkeen diffuusiomatriisi, jossa nopeuden virhetta xy-tasolla kuvaa
termi aiy ja z-tasolla termi o2. T&ll4 tarkoitetaan nopeuden virheeseen tulleen varianssin
maarad yhden aika-askeleen aikana kasiteltavalla tasolla.

Koska simulaatiossa valitaan mitattavaksi kohteen sijainti zy-tasossa, on mittausvektori
muotoa

Yz
y = . (4.6)
Yy

Jotta ennustettu mittaus saataisiin haluttuun muotoon tilavektorista, on kaytettava mit-
tausmallimatriisia

1 00 00O
010000

jolloin paikan z-koordinaatti seka nopeuden arvot eivat sisélly tarkasteluihin.

Mittausmallin mittausvirheeksi valitaan normaalijakautunutta nollakeskeista valkoista ko-
hinaa. TAma poikkeaa lahteiden [13] [14] mukaisesta mittausvirheestd, koska luotavassa
simulaatiossa myds mittauksessa kaytettavat menetelméat poikkeavat.
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4.2 Simulaation toteutus, kaytetyt parametrit ja simulaation
analysointi

Simulaation satunnaiskavely, Kalman-suotimen algoritmi seké visualisointi on toteutettu
Python-ohjelmointikielelld. Huomioitavaa on, ettd parametrit ovat toteutettu kolmiulottei-
selle satunnaiskavelylle, vaikka simulaatio kasittelee vain kaksiulotteista tapausta. Téhan
on paadytty simulaation kolmiulotteiseen tapaukseen laajentamisen helpottamiseksi, mut-
ta samalla havainnollistaen Kalman-suodinta téssa ty6ssa yksinkertaisemmalla tavalla.
Ohjelman alussa satunnaiskavelyn liike generoidaan kulkemaan tasapituisia askelia kak-
siulotteisessa tasossa. Kun alkuperaisena reittind toimiva polku on luotu, sekoitetaan
reitin mittauspisteisiin normaalijakautunutta nollakeskeista valkoista kohinaa, jolloin saa-
daan simulaatiossa kaytettavat virheellistyneet mittauspisteet. Virheellistyneista mittaus-
pisteista yritetdan estimoida alkuperainen reitti Kalman-suotimella kayttaen sille sy6tetta-
vid parametreja sopivin arvoin. Ohjelman lopussa visualisoidaan alkuperaista ja Kalman-
suotimen estimoimaa reittia sek& myos Kalman-suotimen posteriori-kovarianssiestimaatin
ja Kalman-vahvistuksen kehitysta ohjelman ajon aikana.

Simulaatiossa luodaan kaksi satunnaiskavelyn ja virheellistyneen mittausdatan suhteen
samanlaista tapausta. Tapaukset eroavat toisistaan Kalman-suotimessa kaytetyn alkuti-
lan ja tilamallivirheen kovarianssimatriisin suhteen. Kutsutaan tapauksia jaykéaksi ja jous-
tavaksi malliksi kuvastaen myéhemmin esiteltavien estimoitujen reittien kayttaytymista.
Seuraavaksi tarkastellaan molemmille tapauksille yhteisten ja toisistaan poikkeavien pa-
rametrien arvoja. Kaytettyjen yhteisten parametrien arvot ovat esiteltyina taulukossa [4.1]

Taulukko 4.1. Jdykédssd sekd joustavassa mallissa kdytetyt yhteiset parametrit.

Parametri Arvo
n 100
At 1
12 0
R
0 42

3 * I O
P 3x3
0 10° - [3><3
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Poikkeavien parametrien arvot ovat esiteltyina taulukossa [4.2]

Taulukko 4.2. Jdykédssd sekéa joustavassa mallissa kdytetyt toisistaan poikkeavat para-
metrit.

Parametri Arvo
Jaykka malli Joustava malli
0.012- Iy O 0.12- Ihys O
@ [ 0 0] [ 0 0]
-yx,O- -yx,O-
Yy,0 Yy,0
0 0
o 3 15
4 25
L 0 . L 0 .

Taulukossa merkinta y, o tarkoittaa ensimmaisen mittaustuloksen paikan z-koordinaattia
ja y, 0 vastaavan y-koordinaattia.

Simulaation alkuperéinen reitti, virheellistyneet mittauspisteet sekd Kalman-suotimella
estimoitu reitti molemmille tapauksille on esitettyné kuvassa [4.1] Kuvasta voidaan havai-
ta, etté tapausten valiset estimoidut reitit poikkeavan hieman toisistaan. Tata korostavat
kuvien [4.2a) ja [4.2b kaaviot, joista nékee alkuperéisen ja estimoidun reitin erojen olevan
erilaiset tapausten valilld. Tarkastellaan seuraavaksi estimoitujen reittien kayttaytymista
samanaikaisesti kuvia [4.1]ja [4.2| havainnoiden.
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Kuva 4.1. Simuloitu vakionopeusmallinen satunnaiskavely jdykélle ja joustavalle mallille.
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(b) Joustava malli

Kuva 4.2. Alkuperéisen ja Kalman-suotimella estimoidun reitin vélinen ero paikan x- ja
y-koordinaateille jykdssa ja joustavassa mallissa.

Jaykassa mallissa voidaan huomata kuvista [4.74] ja eron olevan suurta reitin alus-
sa, johtuen alkutilan tilaestimaatin =, asetetusta suurista nopeuksien arvoista. Asetetus-
ta suuresta alkuarvosta huolimatta estimoitu reitti |ahestyy jo muutaman aika-askeleen
sisalla alkuperaisté reittia. Reittien valinen ero pysyy suhteellisen matalana etenkin 20.
ja 70. aika-askelten valilla kunnes noin 70. aika-askeleen jalkeen estimoitu reitti ei eh-
di tarpeeksi nopeasti sopeutua alkuperéisen reitin suunnanmuutokseen ja erot kasvavat
huomattavan suuriksi.

Joustavan mallin kuvista[d.7bja[d.2blhuomataan alkuperéisen ja estimoidun reitin vélisen
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eron pysyvan tasaisempana koko tarkasteluaikana. Reittien erot eivat péase joustavas-
sa mallissa niin matalalle tasolle aika-askelten 20. ja 70. valilla jaykkaan malliin verraten.
Kumminkin estimoitu reitti sopeutuu heti suunnanmuutokseen vastoin jaykan mallin esti-
moidun reitin k&yttaytymista.

Tarkastellaan seuraavaksi kuvien [4.3] ja [4.4] avulla tarkemmin selitysta juuri selostetuil-
le havainnoille. Kuvassa [4.3| on piirrettyna kuvaajat Kalman-vahvistuksen arvoille kuvas-
taen paikan z- ja y-koordinaattia eri aika-askelilla. Vastaavanlainen kuvaus on esitelty-
né posteriori-kovarianssimatriisille kuvassa [4.4] Paikan z- ja y-koordinaattia kuvastavat
Kalman-vahvistuksen ja posteriori-kovarianssimatriisin arvot ovat saatu vastaavien mat-
riisien diagonaaliarvoista. Nama arvot peilautuvat mitattaviin suureisiin, jolloin matriisien
ylempi diagonaaliarvo vastaa paikan x-koordinaattia ja alempi y-koordinaattia. Posteriori-
kovarianssimatriisista otetut diagonaaliarvot eli varianssit ovat muutettu kuvan 4.4 mukai-
sesti vastaamaan keskihajontaa, jolloin voidaan paremmin verrata arvoja samassa yksi-
kosséa kuvan (4.2 arvoihin.

2 1.04 Kalman-vahvistus S 1.0 Kalman-vahvistus
© paikan x-koordinaatille © paikan x-koordinaatille
] Kalman-vahvistus ] Kalman-vahvistus
;"32 0.8 paikan y-koordinaatille % 0.8 paikan y-koordinaatille
0 0
> >
< <
© 0.61 o 0.6
c c
© ©
£ £
S 0.4 S 0.4
C C
© ©
=) 5
£0.2 £0.2
=} 35
> >
IS IS
i o
= 0.0 ~ 0.0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Mittauskerta Mittauskerta
(a) Jaykka malli (b) Joustava malli

Kuva 4.3. Kalman-vahvistuksen diagonaaliarvot estimoidun reitin paikan - ja y-
koordinaatille jaykdssé ja joustavassa mallissa.
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Kuva 4.4. Posteriori-kovarianssiestimaatin P keskihajonnaksi muutetut diagonaaliarvot
estimoidun reitin paikan x- ja y-koordinaatille jaykédssé ja joustavassa mallissa.

Kappaleessa 2.5 todettiin Kalman-vahvistuksen kuvaavan luottamusta mittaustuloksen ja
mallin ennusteen vélilld. Kalman-vahvistuksen arvojen pieneminen tarkoittaa mittaustu-
losten epavarmuuden ja mallin ennusteeseen luottamisen kasvavan. Kalman-suotimen
algoritmista voidaan huomata, etta priori-kovarianssiestimaatti, Kalman-vahvistus ja pos-
teriori-kovarianssiestimaatti vaikuttaa toisiinsa verrannollisesti. Tdma voidaan nahda ku-
vien[4.3|ja[4.4]vastaavien mallien arvojen yhtalaisesta laskevuudesta. Nain ollen jaykéssa
mallissa priori-kovarianssiestimaattiin vaikuttava asetettu pienempi tilamallivirhe () nakyy
Kalman-vahvistuksen vakaan tilan pysahtymisena pienemman arvon kohdalle verraten
joustavaan malliin ja Kalman-suodin paatyy luottamaan ennemmin mallin ennusteeseen
mittausten sijaan. Talla voidaan selittda jaykadn mallin kayttaytyminen. Koska alkuperai-
nen reitti on |Ahes saman suuntainen aika-askelien 20. ja 70. valilla, pysyy estimoitu reit-
ti 1ahella alkuperaista luottaessaan oman mallinsa ennusteeseen enemman. Kumminkin
koska epavarmuus mittauksiin on suurta , reagoi estimoitu reitti hitaasti alkuperaisen reitin
suunnanmuutokseen. Vastaavasti voidaan selittda joustavan mallin kayttaytyminen. Silla
joustavassa mallissa Kalman-vahvistus saavuttaa vakaan tilan suuremman arvon koh-
dalla, luottaa malli enemman mittaustuloksiin jaykkaan malliin verraten. Talldin estimoitu
reitti samansuuntaisella osuudella hakeutuu enemman alkuperdisesté reitista poiketen
virheellistyneiden mittausten suuntaan, mutta vastaavasti reagoi tehokkaasti suunnan-
muutoksiin.
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5. YHTEENVETO

Tassa tydssa tutkittiin Kalman-suotimen toimintaa Bayes-paattelyn pohjalta. Tyén alussa
tutustuttiin Bayes-paattelyn periaatteisiin seka lineaariseen tila- ja mittausmalliin. Naiden
johdattelemana esitettiin Bayes-suodin ja sen erityistapaukseen Kalman-suodin. Kalman-
suodinta késittelevassa alikappaleessa kaytiin lavitse muun muassa Kalman-suotimeen
liittyvia ominaisuuksia, algoritmin vaiheet sekd Kalman-suotimen laajennukset.
Seuraavassa kappaleessa johdettiin Bayes-paattelya kayttden Kalman-suotimen algorit-
missa esiintyvien posteriori-tilaestimaatin, posteriori-kovarianssimatriisin sekd Kalman-
vahvistuksen kaavat kayttden kahta erilaista lahestymistapaa. Posteriori-tilaestimaatti ja
posteriori-kovarianssimatriisi johdetaan sopimalla parhaimmaksi estimaatiksi suurimman
posteritiheyden estimaattori ja Kalman-vahvistus valitsemalla pienimman neliésumman
estimaattori parhaimmaksi estimaatiksi.

Tydén lopussa annetaan esimerkkind Kalman-suotimen toiminnasta Python-ohjelmointi-
kielella toteutettu simulaatio vakionopeusmallisesta kaksiulotteisesta satunnaiskévelysta.
Simulaatiossa luotiin kaksi erilaista tapausta, jotka erosivat toisistaan Kalman-suotimen
parametreiksi asetetun alkutilan sekd tilamallivirheen kovarianssimatriisin arvojen suh-
teen. Alkuperaiset reitit ja virheellistyneet mittauspisteet ovat molemmissa tapauksissa
samanlaiset. Tapauksista saatuja tuloksia verrattiin keskenaan erilaisten kuvaajien kaut-
ta. Vertailuissa havaittiin alkutilan vaikuttavan estimoidun reitin kaytékseen hyvin vahén,
kun taas tilamallivirheen kovarianssimatriisin vaikuttavan merkittdvammin. Keskeisimpa-
n& huomiona oli, etta kovarianssimatriisin pienempi arvo antoi tarkemman estimoidun rei-
tin lahes suorilla osuuksilla, mutta reagoi hitaasti suunnanmuutoksiin siten poiketen paljon
alkuperaisesta reitista. Vastaavasti suuremmalla arvolla estimoitu reitti oli epatasaisempi,
mutta reagoi tehokkaammin reitilla tapahtuviin muutoksiin.
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LIITE A: VAKIONOPEUSMALLISEN
SATUNNAISKAVELYN JA KALMAN-SUOTIMEN
PYTHON-OHJELMOINTIKIELINEN TOTEUTUS

import numpy as np

import math

import random

import matplotlib.pyplot as plt

# Kalman-suodin
# Sisaantulo:

# x: Priori-tilaestimaatti
# P: Priori-kovarianssiestimaatti
# Q: Tilamallivirheen kovarianssimatriisi
# R: Tilamallivirheen kovarianssimatriisi
# H: Mittausmallimatriisi
# y: Mittaukset
# Ulostulo:
# x_arr: Tilaestimaatti jokaiselle paivitykselle
# P_arr: Kovarianssiestimaatti jokaiselle paivitykselle
# K_arr: Kalman-vahvistus jokaiselle paivitykselle
def Kalman(x, P, A, Q, R, H, y):
x_arr = []
P_arr = []
K_arr = []
for i in range (y.shape[1]):
X = Ax«X # Priori x
P=AP-AT +Q # Priori P
S = H«P«H.T + R # Innovaatio kovarianssi
K = P+«H.T«np.linalg.inv(S) # Kalman-vahvistus
X = X + K«(np.asmatrix(y[:,i]).T - H«x) # Posteriori x
P = (np.asmatrix(np.eye(6))- K«H)«P # Posteriori P



x_arr.append(np.asarray(x))
P_arr.append(np.diagonal (P))
K_arr.append(np.diagonal (K))

# Tallennetaan data helpommin kasiteltavaan muotoon
x_arr = np.hstack(x_arr)

P_arr

np.vstack (P_arr).T
K_arr

np.vstack (K_arr).T
return x_arr, P_arr, K_arr

Satunnauskavelyn simulaatio
Sisaantulo:

#
#
# n: Mittausten maara
# Ulostulo:

# p_x: Paikan x-koordinatti mittauksissa
# p_y: Paikan y-koordinatti mittauksissa

def Randomwalk(n):

p_x = [0]

p_y = [0]

x =0

y =0

degree = 0

for i in range (n-1):

degree += random.uniform (-5, 5)
if (degree > 45):

degree = 40
if (degree < -45):

degree = -40
radians = math.radians (degree)
X += math.cos(radians)
y += math.sin(radians)

p_x.append(x)
p_y.append(y)

return [p_x, p_y]

n = 100 # Mittausten maara
dt = 1 # Ajanottovali
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# Simuloidaan satunnaiskavely ja tallennetaan
# paikkakoordinaatit xy-tasolla
read_coordinates = Randomwalk(n)

# Luodaan mittausdata lisaamalla kohinaa paikkakoordinaatteihin
V = np.array ([np.random.normal (0, 1, size=n) |,
np.random.normal(0, 1, size=n)])

measurements = read_coordinates + V

# Tilansiirtomatriisi
A = np.block ([[np.eye(3), dt«np.eye(3)],[np.zeros((3,3)), np.eye(3)]])
A = np.asmatrix (A)

# Tilamallin virheen kovarianssimatriisi
sigma_xy2 = 0.01«x2 # nopeuden virheeseen tuleva varianssi xy-tasossa
sigma_z2 = 0 # nopeuden virheeseen tuleva varianssi z-tasossa
# Brownin liikkeen diffuusiomatriisi
Q_c = np.block ([[sigma_xy2+np.eye(2), np.zeros((2,1))],
[np.zeros((1,2)), sigma_z2]])
# Vakionopeusmallissa Brownin liike toimii tilamallin virheena
Q = np.block ([[(dt«=3/3)+Q_c, (dt==2/2)+Q_c],
[(dt=+2/2)+«Q_c, dt=Q_c]])
Q = np.asmatrix(Q)

# Mittausmallimatriisi

# Mitataan vain p_x ja p_y arvoja

H = np.block([[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0]])
H = np.asmatrix (H)

# Mittausmallivirheen kovarianssimatriisi
R = np.block ([[1++2, 0],[0, 4x+2]])
R = np.asmatrix (R)

# Alkutilan kovarianssimatriisi

# Mita isompi sita suurempi epavarmuus

PO = np.block ([[np.eye(3)+*3«+2, np.zeros((3,3))],
[np.zeros((3,3)), np.eye(3)+«10++2]])

PO = np.asmatrix (PO)

# Alkutilan odotusarvo
# Sisaltaa veikkauksen lahtoarvoista
x0 = np.asmatrix ([ measurements[0,0],measurements[1,0],0,3,4,0]).T
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# Estimoidaan simulaatoidun polun

# alkuperainen reitti Kalman-suotimella

x_arr, P_arr, K_arr = Kalman(x0, PO, A, Q, R, H, measurements)

# Piirretaan kuvaajat alkuperaisesta ja

# Kalman-suotimella estimoidusta reitista

# seka sovitetaan kohinaiset mittauspisteet

plt.
plt.
fig

plt.

plt.
plt.

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

rcParams.update ({ "font.size ’:15})

figure ()
= plt.figure(figsize=(10, 10))
plot(read_coordinates[0], read_coordinates[1], ' -r’,
label = "Alkuperainen reitti")
plot(x_arr[0], x_arr[1], '—-c’, label = "Estimoitu reitti")
plot (measurements[0], measurements[1],’-ob’, linewidth=0.2,
markersize=1, label = "Virheellistyneet mittapisteet")
axis(’scaled’)

xlabel (’X-koordinaatti’)

ylabel (’Y-koordinaatti’)
legend(loc="best", prop={’size’:8})
show ()

# Piirretaan kuvaaja Kalman-suotimen diagonaaliarvoista

plt.
plt.
fig

plt.

plt.

plt.
plt.
plt.
plt.
plt

rcParams.update ({ 'font.size ' :20})

figure ()
= plt.figure(figsize=(8, 8))
plot(K_arr[0,:], '-g’,

label = "Kalman-vahvistus \n paikan x-koordinaatille")
plot(K_arr[1,:], '—-y’,
label = "Kalman-vahvistus \n paikan y-koordinaatille")

ylim(-0.05, 1.05)

xlabel ("Mittauskerta’)

ylabel (’Tilamuuttujan Kalman-vahvistuksen arvo’)
legend(loc="upper right")

.show ()

# Lasketaan P:n diagonaaliarvosta (eli variansseista)

# keskihajonta ja piirretaan kuvaaja

plt.

rcParams.update ({ 'font.size ’:20})



plt.figure ()
fig = plt.figure(figsize=(8, 8))

plt.plot(np.sqrt(P_arr[0,:]), -9,

label = " Keskihajonta \n paikan x-koordinaatille ")
plt.plot(np.sqrt(P_arr[1,:]), '—y’,
label = "Keskihajonta \n paikan y-koordinaatille")

plt.ylim(-0.2, 4.15)
plt.xlabel(’Mittauskerta’)

plt.ylabel (’Tilamuuttujan keskihajonta (m)’)
plt.legend(loc="upper right")

plt.show ()

# Lasketaan alkuperaisen ja Kalman-suotimella

# estimoidun reitin valinen ero ja piirretaan kuvaaja
plt.rcParams.update ({ 'font.size ' :20})

plt.figure ()

fig = plt.figure(figsize=(8, 8))
plt.plot(abs(x_arr[0]-read_coordinates[0]), -9,

label = "Paikan x-koordinaatti")
plt.plot(abs(x_arr[1]-read_coordinates[1]), '——-y’,
label = "Paikan y-koordinaatti")

#plt.xlim(-1, 100)

plt.ylim(-0.1, 2.55)

plt.xlabel (’Mittauskerta’)
plt.ylabel(’Reittien valinen ero (m)’)
plt.legend(loc="upper center")
plt.show ()
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