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Euroopan neuvostossa on yhtendinen pyrkimys parantaa digitaalisten palveluiden
saavutettavuutta. Suomessa vuonna 2019 voimaan tullut laki digitaalisten palvelui-
den saavutettavuudesta pyrkii takaamaan kaikille kansalaisille yhdenvertaiset pal-
velut eurooppalaisen linjauksen mukaisesti.

Saavutettava verkko-opetus mahdollistaa oppimisympariston, joka on kaikille
opiskelijoille tasa-arvoinen ja edesauttaa parempia oppimistuloksia. Hyvassa oppi-
misymparistossa opiskelija tietda, mitka asiat ovat olennaisia oppimisen kannalta ja
paasee kasiksi vaivatta kaikkeen kurssiin liittyvaan sisaltoon.

Tassa opinndytetyossa tutkittiin matematiikan verkko-opetuksen saavutetta-
vuutta aluksi kirjallisuuskatsauksen avulla. Lopuksi analysoitiin Tampereen yliopis-
ton matematiikan opintojakson Multivariable Calculus saavutettavuutta tapaustut-
kimuksena.

Kirjallisuuskatsauksessa saavutettavuuteen perehdyttiin kolmen teorian kautta.
Ensimmainen teoria oli Universal Design for Learning -malli, joka tdhtaa kokonais-
valtaisesti saavutettavaan opetukseen. Toinen teoria oli verkkosisallon saavutet-
tavuuden ohjekirja, joka on saavutettavuutta tukeva tekninen standardi. Kolmas
teorioista kasittelee saavutettavuutta matematiikan opetuksen nakokulmasta. Kir-
jallisuustutkimuksen nojalla syntyi saavutettavan matematiikan verkko-opetuksen
viitekehys ja mittaristo. Lisdksi tutustuttiin tarkemmin Multivariable Calculus -
opintojaksoon liittyvaan matematiikkaan.

Viitekehyksen mukaan saavutettavalle matematiikan opetukselle on keskeista
asettaa tavoitteet. Tavoitteisiin paasemista tukee toimiva tekniikka, materiaalit,
opetus, harjoittelu ja arviointi. Opiskelijalle mahdollistetaan valintoja ja tarvittaessa
henkilokohtaista tukea. Saavutettavan matematiikan opetuksen mittaristo koostuu
kysymyksista. Viitekehyksen ja mittariston avulla analysoitiin Multivariable Calculus
-opintojakson saavutettavuutta, jonka seurauksena saatiin muutamia kehitysideoita

sen edelleen parantamiseksi.
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1 Johdanto

Saavutettavuus tarkoittaa ihmisen erilaisten tarpeiden huomioimista. Se mahdollis-
taa harkitummin ja huolellisemmin rakennettuja palveluja kaikille kayttajille. Huo-
lella jarjestetyista palveluista hyotyvat erityisesti toimintarajoitteiset tai erityista
tukea tarvitsevat henkilot. Tassa tutkielmassa perehdytaan yliopistomatematiikan
verkko-opetuksen saavutettavuuteen.

Tutkielman aihe on ajankohtainen monista syista. Digitaalisten palveluiden tar-
joamisen laki (306/2019) [11] kuvaa tarvetta mahdollistaa palveluita kaikille kayt-
tajaryhmille. Tilastollisesti joka viides kayttaja tarvitsee saavutettavampia palvelui-
ta [42]. Vuoden 2012 korkeakouluopiskelijoiden terveystutkimuksen mukaan noin
6,5 prosentilla korkeakouluopiskelijoista on oppimisvaikeus tai jokin oppimista vai-
keuttava sairaus tai vamma [22]. Tutkimuksen mukaan yleisin oppimisvaikeus oli
lukivaikeus. Matematiikan opetuksen saavutettavuuteen on tarkeaa perehtya myos,
koska suomalaisten lasten ja nuorten matematiikan osaaminen on heikentynyt Pisa
ja TIMMS-tutkimusten mukaan [23].

Taman tutkimuksen tavoitteena on vastata seuraaviin kysymyksiin:

= Miten yliopistomatematiikan verkko-opetuksen saavutettavuutta voidaan ar-

vioida?
» Mistd elementeista saavutettava matematiikan verkko-opetus rakentuu?

= Miten Tampereen yliopiston opintojakson Multivariable Calculus verkko-opetus

on toteutettu saavutettavuuden nakokulmasta?

Tutkimuksen menetelma on laadullinen tutkimus, joka koostuu kirjallisuuskat-
sauksesta ja empiirisesta tutkimuksesta. Kirjallisuuskatsaus on systemaattinen, avoin
ja toistettavissa oleva metodi. Sen avulla voidaan tunnistaa, arvioida ja synteetti-
sesti yhdistelld tutkijoiden ja ammattilaisten tuottamaa kirjallista aineistoa [10].
Kirjallisuuskatsauksen tuloksena on valittu kolme erilaista ja toisiaan taydentavaa

nakokulmaa saavutettavan opetuksen maarittelemiseksi.

1. Universal Design for Learning -malli (UDL)
2. Verkkosisallon saavutettavuuden ohjekirja (WCAG) ja

3. Matematiikan opetuksen saavutettavuus



Naita aiheita tarkastellaan erikseen, koska ne tutkivat saavutettavuutta eri na-
kokulmista, mutta mikaan teorioista ei yksindan anna vastausta esitettyihin tutki-
muskysymyksiin.

Taman pro gradu -tutkielman toisessa luvussa esitelladn saavutettavuuden vii-
tekehys. Siihen kuuluu katsaus saavutettavuuden lainsdadantéon, sdhkoiseen oppi-
misymparistoon ja yleisimpiin oppimisen haasteisiin korkeakoulutuksessa.

Luvuissa 3 - 5 kasitelladn saavutettavuutta kolmen valitun nakokulman kautta.
Luvussa 3 esitelladn Universal Design for Learning -malli (UDL), joka on koko-
naisvaltainen standardoitu saavutettavuuteen tahtaava ajattelutapa ja opetuksen
suunnittelun tyokalu. Luvussa 4 tutustutaan verkkosisallon saavutettavuuden oh-
jekirjaan (WCAG) eli teknista saavutettavuutta koskevaan standardiin. Luvussa 5
perehdytadan matematiikan opetuksen saavutettavuuteen. Matematiikan opetuksen
saavutettavuus on tarked aspekti tarkastelussa, sillda kyse on nimenomaisesti ver-
kossa tapahtuvasta matematiikan opetuksesta.

Jokaisen luvun 3 - 5 yhteenvedossa on kysymyssarja, jonka perusteella voidaan
arvioida matematiikan verkko-opetuksen saavutettavuutta kasitellyn teorian pohjal-
ta. Yhdessa naiden lukujen kysymyssarjat muodostavat mittariston saavutettavalle
matematiikan verkko-opetukselle (Liite 1). Teoriakatsauksen pohjalta syntynyt saa-
vutettavan matematiikan verkko-opetuksen mittaristo ja viitekehys esitellaan luvus-
sa 6. Luvussa 7 kasitellddn usean muuttujan differentiaalilaskentaan liittyvaa mate-
maattista viitekehysta. Luvussa 8 analysoidaan Multivariable Calculus - opintojak-
soa saavutettavuuden mittaristoon peilaten. Viimeisessa luvussa vastataan esitet-
tyihin tutkimuskysymyksiin ja arvioidaan saatuja tuloksia. Lopuksi arvioidaan viela

tutkimuksen luotettavuutta ja pohditaan jatkotutkimusmahdollisuuksia.



2 Saavutettavuuden viitekehys

Seuraavaksi kaydaan lapi saavutettavuuden viitekehys, johon kuuluu katsaus saa-
vutettavuuden lainsaadantéon, sahkoiseen oppimisymparistoon ja yleisimpiin oppi-

misen haasteisiin korkeakoulutuksessa.

2.1 Saavutettavuuteen liittyva lainsdaadanto

Euroopan parlamentin tavoite on julkisen sektorin verkkopalveluiden, verkkosivu-
jen ja sovelluksien saavutettavuus kaikille kayttajille [9]. Euroopan parlamentin ta-
voitteeseen vastataan lailla digitaalisten palveluiden tarjoamisesta (306/2019) [11].
Pyrkimyksena on parantaa ja yhdenvertaistaa mahdollisuutta kayttaa tietoteknisia
palveluita. Laki koskee muun muassa digitaalisia palveluita ja verkkosivuja, mut-
ta sita ei sovelleta yliopistolain ja ammattikorkeakoululain mukaisessa opetuksessa,
kun verkkosivusto tuotetaan opetuksen yhteydessa ja sen kayttd tapahtuu rajatussa
ryhmassa maaraaikaisesti. [18]

EU-tasoinen pyrkimys palveluiden saavutettavuuden parantamiseksi on kuiten-
kin herattanyt kiinnostusta useammissa oppilaitoksissa. Yhdenvertaisuuslailla
(1325/2014) taataan yhdenvertaisuus ja syrjimattomyys kaikkia kansalaisia kohtaan
[12]. Laissa tarkoitettu periaate toteutuu sihkdisten palveluiden esteettémyytta ta-
voiteltaessa. Kaytannossa lainsaadantd johdattelee toimijoita tarjoamaan sellaisia
palveluita, joita kaikki kayttajat voivat kayttda avustavien tekniikoiden kanssa tai
ilman. [18]

2.2 Sahkoinen oppimisympéristo

Verkko oppimisymparistona tutkimuskirjallisuudessa viittaa sahkaisilla valineilla ta-
pahtuvaan oppimiseen. Se kasittda verkon kautta jarjestetyt oppimista tukevat re-
surssit kuten oppimateriaalin ja oppimistapahtumat. Oppimisymparistdssa teknolo-
giaa kaytetaan tiedonkulun ja opetuksen valittamiseen. Viestinta ryhman valilla voi
olla seka aikaan sidottua etta ei-aikasidonnaista. [43][4]

Tampereen yliopisto on valinnut opetusalustaksi Moodlen. Moodle on yliopis-
toille suunnattu avoimen lahdekoodin alusta. Taman opinnaytetyon kirjoitushet-
kella Tampereen yliopistolla on kaytossa versio 3.9. Moodle-alustaa on kehitet-
ty HTML5-standardin mukaisesti ja Java-koodauksena. Kayttaja tarvitsee PPT-
tieodostojen tuen omalta vastaanottimeltaan. Moodle tukee yleisimpia selainver-

sioita kuten Chrome, Firefox, Internet Explorer, Microsoft Edge ja Safari, seka on



nappainohjauksella toimiva alusta. [29]

2.3 Yleisimmat oppimisen haasteet korkeakoulussa

Oppimisen haaste voi olla pysyva tai tilapainen. Valtaosa ihmisista on toimintara-
joitteisia ainakin kerran elamassa. Toimintarajoite voi olla vaikkapa loukkaantunut
ranne tai hiljattain sattunut aivotaradhdys. Opetus- ja kulttuuriministerion ja Tilas-
tokeskuksen yhteistyona tekeman tutkimuksen mukaan yliopisto-opiskelijoista 6,5
prosentilla on diagnosoitu oppimista rajoittava tekija. Yleisin tekija on lukivaikeus.
Muita merkittavia ongelmia olivat mielenterveys-ongelmat, autismin kirjo, aktiivi-
suuden ja tarkkaavaisuuden hairiot seka kuulo- ja nakévammat. Korkeakouluopiske-
lijan tuen tarvetta ei tulisi tarkastella yksilon ominaisuutena. Sen sijaan ympariston
tulisi palvella kaikkia kayttajia. [22]

2.3.1 Lukivaikeus

Lukivaikeus on neurobiologinen lukemiseen ja kirjoittamiseen liittyva oppimisvai-
keus. Lukihairioisella henkil6lla on haastetta tarkassa ja sujuvassa sanantunnistuk-
sessa, heikentynyt oikeinkirjoitus- ja dekoodaustaito seka alentunut danteiden ja ta-
vujen yhdistaminen. Lukihairidinen opiskelija saattaa sekoittaa samankaltaisia aan-
teita, esimerkiksi b- ja d-kirjaimen. Lisdksi hanen voi olla vaikea samanaikaisesti
sekad kuunnella luentoa ettd tehda muistiinpanoja. [33]

Lukivaikeuden tukena voidaan kayttaa normaalia suurempaa fonttikokoa. Kes-
keisten asioiden korostaminen harjoiteltavasta sisallosta on tarkeaa. Ydinasioista
tehdyt koonnit ja luetteloinnit auttavat myds jasentelemaan opittavaa asiaa. Li-
saksi lyhyet ja ytimekkaat lauseet tuovat niin ikaan selkeytta tekstin jasentelyyn.
Taustan ja tekstin riittava kontrastisuhde selkeyttaa visuaalista signaalia. Lisédksi
tauotus ja ymmarryksen varmistaminen tekstin luvun valissd on monille lukihai-
ridisille hyodyllista. Suorituksissa lisdaika voi olla tarpeen. Joillakin lukihairigisilla

saattaa olla kaytossa ruudunlukijoita, jolloin HTML-koodin toimivuus on tarkeaa.

[5]

2.3.2 Mielenterveysongelmat

Mieli kuormittuu esimerkiksi vaikeissa elamantilanteissa. Mielenterveydenongelmiin
littyy poikkeamaa yhdessd tai useammassa seuraavista osa-alueista: ajattelussa,
tunnetiloissa tai kaytoksessa. Vaativalla koulutusymparistolla on yhteys henkisen
hyvinvoinnin heikkenemiseen [37]. Ongelmat voivat nakya korkeakouluopiskelijoi-

den keskuudessa vaikeutena suorittaa tehtavia annetussa aikataulussa tai ahdistu-
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neisuutena opintosuorituksia kohtaan [33].

Mielen hyvinvointia voidaan tukea yhteisollisyydella, strukturoiduilla opiskelura-
kenteilla ja oikea-aikaisella puuttumisella opintojen vaikeutuessa seka positiivisella
palautteella. [37]

2.3.3 Aktiivisuuden ja tarkkaavaisuuden hairio

Aktiivisuuden ja tarkkaavaisuuden hairié eli ADHD (attention deficit hyperactivity
disorder) on toimintakykya heikentava kehityksellinen poikkeama. Aktiivisuuden ja
tarkkaavaisuuden hairidisilla henkiloilld on usein ylivilkkautta. Haaste voi nakya
esimerkiksi vaikeutena saattaa tehtavat pitkajanteisesti loppuun asti. [2]
ADHD-opiskelijat voivat hyotya verkko-opetuksesta, silld ymparisté on rauhal-
lisempi. Tyoskentelyn aloituksessa helpottaa aikataulutus seka hyvin jasennellyt ja
pilkotut ohjeet [33]. Myb6s selkeét luentoesitykset, joissa ei ole lilan paljon sisal-
t0a pienessa tilassa ovat etu [33]. Tenteissa annettu lisdaika vahentaa kiireen tun-
tua ja auttaa keskittymaan [33]. Arsykkeiden vidhentdminen ymparistdssa vahentai
ADHD-oireita [2]. Keskittymisen yllapitoa helpottavat myés vaihtelevat tyoskente-

lytavat ja visualisaatio [2].

2.3.4 Autismin kirjo

Autismin kirjo on aivojen neurobiologinen kehityshairio. Kirjoon luetaan kuuluvaksi
myos Aspergerin syndrooma. Autismin kirjoon kuuluvilla henkil6illa voi olla pulmia
sosiaalisuudessa, vuorovaikutuksessa ja kommunikoinnissa. Lisdksi heilld on usein
poikkeavia sensorisen aistimuksen tuntemuksia. [38]

Autismi-diagnoosi ei maaritd akateemisissa opinnoissa menestymista. Kursseil-
la opiskelijan haasteeksi voivat kuitenkin muodostua oletettu itseohjautuvuus seka
tehtavien aloituksen ja loppuun saattamisen vaikeus. Opiskelijaa hyodyttaa selkea
ohjeistus tehtavien suorittamiseksi, lisdaika ja avun tarjoaminen. Autistinen henkild
hyotyy selkeastd vastuunjaosta esimerkiksi ryhmatoissa. Suullisissa vuorovaikutus-

tilanteissa hyvén yhteistydn merkitys on tarkea. [33]

2.3.5 Kuulovamma

Kuulovammaisella henkilolla on jonkinasteinen kuuloalenema. Lievimmillaan kyse
on huonokuuloisuudesta ja vakavimmillaan henkilé on taysin kuuro. Kuulovammai-
sen opiskelijan voi olla vaikeaa saavuttaa opetusta, mikali hanen erityisen tuen tar-
peensa jatetaan huomiotta. Oppiminen voi vaikeutua, mikali opiskelija ei esimerkik-
si nde opettajan suunliikkeita tai opettaja ei huomaa toistaa muiden opiskelijoiden

esittamia kysymyksia. [33]
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Kuulovammaiset opiskelijat hyétyvat mahdollisuudesta tutustua opetusmateri-
aaleihin etukateen. Luentojen oheen voidaan laittaa myds kuulovammaisille sovel-
tuvaa materiaalia. Selkead puhe ja artikulaatio helpottavat ymmarrysta. Kuulovam-

maiset opiskelijat hyotyvat opettajan eleista ja kasvojen ilmeista. [19]

2.3.6 Nakovamma

Néakemisen haasteet voivat liittya nakokentan puutokseen, vaaristymaan, kaksois-
nakoon tai varien nakemisen vaikeuteen. Esimerkiksi varisokeus on hyvin yleista.
Jopa viidella prosentilla miehista ja alle prosentilla naisista on varisokeutta. Variso-
keus liittyy useimmiten punaisen ja vihrean erottamisen vaikeuteen, mutta muitakin
vareihin liittyvia hairioita esiintyy. Joillakin nakovammaisilla opiskelijoilla voi opetel-
tavan asian lapikdyminen vieda huomattavan paljon aikaa, silld katseen kohdista-
minen saattaa tuottaa haasteita. Olennaisten asioiden korostaminen tekstissa hel-
pottaa suuntaamaan katsetta oikeaan kohtaan. Visuaalisella johdonmukaisuudella
voidaan myos selkeyttaad opetettavaa asiaa. Opetettavan asian esittaminen selkeas-
ti tiivistettyna, taustasta erotettuna ja riittavan valjasti helpottaa ndkdvammaista

opiskelijaa. [25]

2.3.7 Motoriset ongelmat

Motoriset ongelmat voivat ilmeta hyvin monella eri tavalla ja sen vuoksi niita ei
tassa eritella tarkemmin. Esimerkiksi osa kayttajista ei kykene toimimaan hiirel-
|4, vaan turvautuu nappaimiston kayttéon. Taman opiskelijaryhman apuna toimii

saavutettavasti rakennettu verkkosivu. [42]
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3 Universal Design for Learning -malli

Universal Design for Learning (UDL) [36] on kokonaisvaltainen ajattelutapa, joka
tahtaa saavutettavaan opetukseen. UDL on maaritelty amerikkalaisessa korkeakou-
lulaissa (The Higher Education Opportunity Act) tieteellisesti patevaksi menetel-
maksi suunnitella erilaisten oppijoiden tarpeet huomioivaa monipuolista koulutus-
ta. Sen kautta opiskelijat voivat sitoutua opiskeluun ja oppimisen esteitd voidaan
vahentaa.

UDL-mallin peruslahtokohtana on, ettd kaikilla opiskelijoilla on opittavaa asi-
aa kohtaan omat emootiot, kognitiiviset kyvyt ja oppimisstrategiat kaytossa. UDL
on opetuksen suunnittelutyokalu, joka jakaantuu kolmeen eri paaperiaatteeseen ku-
van 3.1 mukaisesti. Paaperiaatteet ovat: monimuotoiset tiedon esitystavat, monen-

laiset toiminta- ja ilmaisutavat sekd oppimiseen sitouttaminen. [28][21]

Monimuotoiset Monenlaiset toiminta-
tiedon esitystavat ja ilmaisutavat
Mita opiskelen? Miten opiskelen?

Oppimiseen sitouttaminen
Miksi opiskelen?

Kuva 3.1. Universal design for Learning -mallin paaperiaatteet

Kaikki Universal Design for Learning -mallin paaperiaatteet linkittyvat oppimi-
seen liittyvien aivojen neuroverkkojen aktivointiin. Neuroverkostot ovat strateginen,
havainnointi- ja tunneverkosto. Niiden stimulointi tukee monimuotoista oppimisko-
kemusta. Neuroverkkojen toiminta on myos voimakkaasti sidoksissa toisiinsa. Kun
henkilé on strategisesti sitoutunut oppimisprosessiin, han kykenee paremmin tun-
teiden itsesaatelyyn, mika tekee toiminnasta pitkajanteistd ja auttaa kohdistamaan
havainnointia oleelliseen. Havainnoitu tieto tukee oppimisprosessia, mika puoles-
taan saa aikaan positiivisia tunteita, jolloin sitoutuminen oppimiseen vahvistuu.
[28][21][48]
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Neuroverkkomalli on yksinkertaistava lahtokohta oppimisen ymmartamiseen, sil-
l4 todellisuudessa aivojen toiminta ei ole lokalisoitunut selkeasti eri neuroverkkojen
tehtavaksi, vaan se on hajautuneempaa [31]. Kuitenkin nakokulma avaa mielenkiin-

toisen tarkastelutavan oppimisprosessiin neurotieteen nakokulmasta.

3.1 Monimuotoiset tiedon esitystavat

Ensimmainen UDL-periaate vastaa kysymykseen "Mita opiskelen?". Universal de-
sign for Learning -ohjekirjan 2.0 [48] mukaiset tavoitteet on koostettu tauluk-
koon 3.1.

Monimuotoiset tiedon esitystavat

1. Monipuolinen havainnointi
1.1 Esitetaan asiasisalto vaihtoehtoisilla tavoilla
1.2 Tarjotaan vaihtoehto auditiiviselle tiedolle

1.3 Tarjotaan vaihtoehto visuaaliselle tiedolle

2. Vaihtoehdot kielelle, matemaattiselle ilmaisulle ja
symboleille

2.1 Kaytetaan selkeaa sanastoa ja symboleita
2.2 Kaytetaan selkeaa lauseoppia ja tekstin rakennetta

2.3 Mahdollistetaan tuki matemaattisten notaatioiden ym-
martamiseksi

2.4 Kaytetaan kauttaaltaan selkeda kielta

2.5 Kaytetaan havainnollistamisen tukena useita eri tiedon
esittamisen tapoja

3. Vaihtoehdot ymmarryksen parantamiseksi
3.1 Annetaan tietoa taustatiedoksi

3.2 Korostetaan paakohdat ja osoitetaan yhteydet asioiden
valilla

3.3 Tarjotaan tietoa prosessoinnin, visualisoinnin ja havain-
nollistamisen tueksi

3.4 Linkitetaan ja yleistetaan tietoa

Taulukko 3.1. Ensimmaisen padperiaatteen mukaiset Universal design
for Learning -ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet

UDL-ohjeistuksen mukaisesti saavutettavassa opetuksessa opiskeltava asia on
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esitetty ja koostettu selkeaksi opintojakson tavoitteita vastaavaksi kokonaisuudeksi.
Kielenkaytto sivustolla on johdonmukaista ja selkeda. Opettajan antama ohjeistus
on helposti ymmarrettavaa ja yksiselitteistd. Naiden seikkojen ansiosta opiskelija
loytaa opintojakson sivulta oikeat asiat, ymmartad mika on sisallossa olennaista
seka tietda, mitd hanen odotetaan tekevan ja oppivan. Toistuvuus esitystavassa
auttaa ennakoimaan. Esityksissa voi olla kaytossa saavutettava mallipohja, johon
liittyy muun muassa yksinkertaiset varivalinnat sekd fontin tarpeeksi suuri koko.
Ydinajatukset oppimateriaaleissa muotoillaan ymmarrettavasti ja erotetaan muusta
tekstista. [33] [36]

Ensimmainen UDL-periaate painottaa tarkeimpien asioiden ymparille rakennet-
tua monimuotoista tiedon esitysta. Asioiden esittaminen monipuolisesti tukee eri-
laisia oppijoita [33] [36]. Pesosen [33] mukaan tietosisaltda on mahdollista tarjota

eri muodoissa esimerkiksi seuraavasti:

eri kielilla

kuvien ja videoiden muodossa

aanitiedostoina, kuten podcasteina

digitaalisessa muodossa
» graafeina

simulaatioina

Esimerkiksi tekstin tukena olevat kuvat ja esimerkit keventavat lukihairiosta
karsivan opiskelijan lukutaakkaa. Erds UDL-tavoite on autenttisuuteen pyrkiminen
eli koostaa tiedonosista kokonaisuuksia ja linkittaa teoreettinen oppi kaytantoon
esimerkiksi tyoelamaan. [33][36]

Saavutettavuutta lisdavat kasitteita, erikoissanostoa ja symboleita varten teh-
dyt koonnit. Niiden tukena voidaan kayttda kuvia ja muuta materiaalia. Yleinen
virhe on kayttaa tekstissa sellaisia erikoismerkkeja, jotka ovat alalla vakiintuneita,
mutta eivat kaikkien opintojaksolle osallistujien tuntemia. Tukea voi tarjota myos
erikoismerkkien lukemiseen ja tuottamiseen. Opiskelijoiden kanssa olisi hyva kayda
lapi, millaista on laadukas matemaattinen teksti. [33] [36]

Tiedon esityksesta tekee saavutettavaa myos tuki visuaalisille ja auditiivisille
tiedon esitystavoille. Videotiedostoissa olisi syyta olla tekstitykset. Mikali mahdol-
lista oppimateriaalia on hyva olla omalla aidinkielella. Esimerkiksi englannin kieli
saattaa tuottaa lukihairidisille haastetta. Mikali materiaali kuitenkin on englannik-
si, olisi hyva laittaa lisata opintojaksolle myds suomenkielista sisaltoa ja ohjeistaa

mistd englanninkielisesta materiaalista |6ytyvat paakohdat. [33]
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3.2 Monenlaiset toiminta- ja ilmaisutavat

Toinen UDL-periaate vastaa kysymykseen “Miten opiskelen?". Universal Design for
Learning -ohjekirjan 2.0 [48] mukaiset tavoitteet on koostettu taulukkoon 3.2.

Monenlaiset toiminta- ja ilmaisutavat

4. Mahdollisuus sivuston kayttoon

4.1 Mahdollistetaan esteeton navigointi ja toiminta opinto-
jaksosivustolla

4.2 Mahdollistetaan kaikille paasy sivuston sisaltéon ja sen
yhteensopivuus avustavien teknologioiden kanssa

5. Vaihtoehdot ilmaisulle ja kommunikoinnille
5.1 Jarjestetadan useita viestintakanavia kommunikointiin
5.2 Jarjestetdaan apua opittavan asian koostamiseksi

5.3 Tarjotaan opiskelijoille ohjausta

6. Vaihtoehdot suorittamiselle
6.1 limaistaan selkeasti opintojakson tavoitteet

6.2 Tarjotaan tukea opiskelun suunnitteluun ja opiskelustra-
tegian hallintaan

6.3 Tarjotaan apua informaation hallintaan

6.4 Seurataan opiskelijan taitojen edistymista monipuoli-
sesti

Taulukko 3.2. Toisen paaperiaatteen mukaiset Universal Design for
Learning -ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet

Taman periaatteen mukaan opintojakson tavoitteet tulisi kirjata selkeasti opin-
tojakson sivustolle. Paatavoite olisi hyva jakaa pienempiin tuntikohtaisiin osatavoit-
teisiin. [36]

Ihmisilla on yksiléllinen tapa oppia ja osoittaa osaamista, mutta korkeakouluo-
petus on tahdan mennessa tarjonnut suppeasti mahdollisuuksia naihin toimintoihin.
Saavutettavuuden huomiotta jattaminen aiheuttaa merkittdvaa rasitetta monelle
opiskelijalle. Esimerkiksi tentit voivat tuntua kohtuuttoman jannityksen seuraukse-
na erityisen haastavilta. Kirjoittaminen voi tuottaa lukihairidiselle tai ryhmatyoti-
lanteet autistiselle opiskelijalle ongelmia. Tyossakayville opiskelijoille paikalla olo voi
mahdotonta. [33]

Opiskelijoiden monenlaisiin toiminta- ja ilmaisutapoihin liittyvassa opetuksessa
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oppimista ei nahda passiivisena yksisuuntaisena tiedon jakamisena. Sen sijaan opis-
kelijalla tulisi olla opintojakson tavoitteiden puitteissa aktiivinen rooli oman oppi-
misensa suunnittelussa, jaksottamisessa, harjoittelussa ja saavutettujen oppimistai-
tojen osoittamisessa [26]. Hanen tulisi tarvittaessa saada apua aineiston hallintaan,
oppimisprosessin suunnitteluun ja opiskeluun [36]. Opiskelijaa tulisi tukea oppimaan
oikeita taitoja oikeassa aikataulussa [36].

Matematiikan oppimisen paatavoite on tulla strategisesti monipuoliseksi ja ky-
vykkaaksi ajattelijaksi. Taman vuoksi opiskelijoita tulisi kannustaa matemaattiseen
viestintdan sekd tunnistamaan ja reflektoimaan omaa ajatteluprosessiaan. Mate-
maattinen ajattelu tulisi kyeta formalisoimaan kommunikoitavaan muotoon ja opit-
tavien asioiden valisia yhteyksia tulisi ndhda. Saavutettavassa matematiikan ope-
tuksessa opiskelijoille tulisi tarjota ohjausta tehtévien suorittamiseen. lhanteellisessa
opetuksessa tehtavan ratkaiseminen |lahtee opiskelijan omista oivalluksista. Lisaksi
heita tulisi opastaa itsesdatelyssa ja matematiikan opiskelustrategioissa. [26]

Opetus voidaan suunnitella formaaleja kanavia pitkin. Opiskelijoille on hyva tar-
jota formaalien vuorovaikutuskanavien lisaksi myos epaformaalimpia yhteydenpito-
mahdollisuuksia. Epaformaalien kanavien kautta jarjestetyt lukupiirit voivat auttaa
erilaisia opiskelijoita jaksottamaan lukemista sekda ymmartamaan kasitteita ja niiden
valisia yhteyksia. Lisaksi opintojakson vastaava opettaja voi jaksottaa opiskeluma-
teriaalia. [33]

Oppijalla tulisi olla mahdollisuus palautteeseen oppimisprosessin kaikissa vai-
heissa. Opiskelijoiden taitotason nakeminen voi myds muokata opetusta ja osa-
tavoitteita. Lopputentin sijaan opiskelijalle voidaan tarjota vaihtoehdoksi erilaisia
arvioinnin muotoja, kuten pisteiden keraaminen kotitehtavia tekemalla tai projekti-
tyot. [33]

Jokaiselle opiskelijalle on mahdollistettava esteeton navigointi ja toiminta opin-
tojakson sivustolla. Verkkosivun sisallon esteettomyyden vaatimuksia kasitellaan

tarkemmin seuraavassa luvussa 4.

3.3 Oppimiseen sitouttaminen

Kolmas UDL-periaate vastaa kysymykseen “Miksi opiskelen?". Universal Design for
Learning -ohjekirjan 2.0 [48] mukaiset tavoitteet on koostettu taulukkoon 3.3.
Oppimiseen sitouttamisella tarkoitetaan, etta opiskelija voidaan sitouttaa peda-
gogisin menetelmin omaan oppimisprosessiin [33]. Tarkea keino sitouttamiseen on
tukea motivaation syntymista antamalla selkeat tavoitteet, vaalimalla autonomiaa
ja herattamalld mielenkiinto [36]. Opiskelijalla tulisi olla hanen taitotasoaan vas-

taavia haasteita [26]. Opiskeltavan asian linkitys oppilasta kiinnostaviin kaytannén
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Oppimiseen sitouttaminen

7. Mielenkiinnon herattaminen
7.1 Optimoidaan yksilon valinnat ja autonomia

7.2 Linkitetdan opittava asia kadytantoon ja selkeytetdan
sen merkitys kaytannon tasolla

7.3 Minimoidaan opiskelun uhka ja hairiotekijat

8.1 Selkeytetaan opintojakson paamaarat ja tavoitteet
8.2 Eriytetaan opiskelijoita taitotason mukaan
8.3 Kannustetaan opiskelijoita yhteistyohon

8.4 Annetaan opiskelijalle valmentavaa palautetta

9. Itsesaatelyn tukeminen
9.1 Tuetaan motivaation syntymista
9.2 Fasilitoidaan opiskelijoita oppimisstrategioissa

9.3 Kehitetdan itsearviointi- ja reflektiotaitoja

Taulukko 3.3. Kolmannen paaperiaatteen mukaiset Universal Design
for Learning -ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet

sovelluksiin tukee oppimista [36]. Myds tutkimuslahtdinen oppimisen on havaittu
lisaavan kiinnostusta [47]. Opiskelun yhteydessa tulisi pyrkia luomaan turvallinen
ilmapiiri, jotta opiskelijat uskaltavat kokeilla eri tydskentelymenetelmia. Sen sijaan
nopeudesta ja tarkkuudesta palkitseminen voi johtaa pelokkaaseen ilmapiiriin oppi-
tunnilla [3].

Tarked osa oppimiseen sitouttamista on tukea opiskelijan motivaatiota lisaa-
via odotuksia ja uskomuksia [33]. Lisaksi oppijan itsesaatelykeinoja tulisi vahvistaa,
jotta han paasee mahdollisten turhautumisen tunteiden yli oppimispolullaan [36].
Opiskelustrategioita tulisi kehittada aitoa edistymista lujittaviksi antamalla opiskeli-
jalle valmiuksia arvioida itse omaa suoriutumistaan ja oppimisstrategioita [36].

Opiskelijoille tulisi antaa tehtavia, jotka linkittyvat selkeasti opintojakson ta-
voitteisiin ja niita tulisi olla kohtuullinen maara. lhanteellisessa tilanteessa opiskelija
suorittaa tehtavaa osio kerrallaan saaden palautetta suoriutumisestaan. Palautteen
avulla opiskelija kykenee jatkamaan tehtavaa oikeaan suuntaan. Talléin tehtavan
ratkaisu sisaltada mahdollisimman paljon opiskelijan omia ideoita ja oppimisproses-

si tehostuu. Tehdyista tehtavista voidaan keskustella myos pienryhmakohtaisesti
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ja antaa vertaispalautetta. Lopuksi tehtavia voidaan arvioida opettajan toimesta,
jolloin palautetta voidaan tarkentaa. Saatuja tuloksia voidaan arvioida ja linkittaa
kaytantoon. Harjoittelun aikana voidaan syventya kehittdmaan myos itsearviointia
ja reflektiotaitoja. [36]

3.4 Mittaristo Universal Design for Learning -mallille

UDL-mallin mukaan opettajan tulisi keskittya neljaan paakohtaan opintojakson paa-
maaraan, menetelmiin, materiaaleihin ja arviointiin. Aluksi opintojaksolle asetetaan
paamaara eli akateemiset tavoitteet. Paamaara kirjataan selkeiksi tuntikohtaisiksi
osatavoitteiksi. Osatavoitteiden saavuttamista verrataan opiskelijoiden osaamista-
soon. Tama puolestaan vaikuttaa seuraavan oppitunnin tavoitteisiin ja suunnitte-
luun seka opiskelumateriaaliin. Saavutettavien oppituntien suunnittelu sykli on ku-
van 3.2 mukainen. [36]

Oppi-
tunnin

paa-
maara

Oppi-

misen
esteiden

poista-

minen

( Opinto-
mate-
riaalin

kehitta-
minen ja
opetus

| —

Kuva 3.2. Saavutettavien oppituntien suunnittelusykli

Opettajan tehtava on pohtia etukateen, mitd ongelmia paamaaran saavutta-
misessa voi tulla, ja rakentaa oppimista tukevat tukirakenteet jokaiselle tunnille.
Paamaaraan paasemiseksi suunnitellaan soveltuvat menetelmat ja materiaalit. Ma-
teriaalien runko tulee olla linjassa oppimistavoitteiden kanssa. Oppilaita arvioidaan
valituilla menetelmilla. Formatiivisessa arvioinnissa opiskelija osoittaa edistymistaan
havainnollistamalla. Formatiivinen arviointi mahdollistaa kommunikoinnin ja palaut-
teen annon opiskelijalle. Opettajan tulisi tunnistaa, missd muodossa opiskelijalle

kannattaa antaa palautetta, silld oikein annettu palaute tukee oppilaan kasitysta
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itsestaan oppijana ja auttaa kehittdamaan taitoja. Esimerkiksi ahdistunut opiske-
lija hyotyy, jos palautetta annetaan usein pienissa erissi. Formatiivinen arviointi
auttaa opettajaa tunnistamaan opiskelijoiden haasteita ja parantamaan tukiraken-
teita. Summatiivisessa arvioinnissa opiskelija osoittaa opintojakson lopussa ovatko
vaadittavat taidot saavutettu. Opiskelijat voivat my0s itse monitoroida omaa edis-
tymistaan suhteessa tavoitteisiin. [36]

UDL-mallin ydinajatus on rakentaa monimuotoinen oppimateriaali ja opetus
akateemisesti asetettujen tavoitteiden ymparille [36]. Universal Design for Learning
-ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet voidaan muotoilla kysymyksiksi, jotka jaotel-

laan 3.2 saavutettavien opetustuntien syklin mukaisesti.
1. Paamaara

a) Onko opintojakson tavoite nakyvissa?

b) Ovatko oppituntikohtaiset tavoitteet nakyvissa?

d

(a)

(b)

(c) Saako opiskelija apua opiskelun suunnitteluun?

(d) Voiko opiskelija vaikuttaa oman oppimispolun suunnitteluun?
(¢)

e) Voiko opiskelija vaikuttaa omien opintojen aikataulutukseen?
2. Menetelma

Onko opetus tavoitteiden mukaista?
Kerrotaanko opintojaksolla eri opiskelustrategioista?

Minkalaisia kommunikointikanavia opintojaksolla on?

)
)
)
d) Kannustetaanko opiskelijoita yhteistyohon?
) Miten opiskelijoiden turvallisuuden tunnetta lisataan?
)

Miten opiskelijoiden henkilokohtaiset mielenkiinnon kohteet huomioi-

daan?
Miten opittua tietoa koostetaan?

Linkitetaanko tietoa kaytantoon?

(i) Linkitetadnko tietoa opittuihin asioihin?
) Eriytetadnko opintojaksolla opiskelijoita taitotason mukaan?
) Onko taustatietomateriaalia kaytossa?

3. Materiaali

(a) Kerrotaanko ohjeistuksessa, missa jarjestyksessa opiskeltavat asiat tulee

suorittaa?
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Onko opintomateriaali yhtenevainen tavoitteiden kanssa?

Ovatko opintotehtavat yhtenevaisia materiaalin kanssa?

Onko opintojakson oppimateriaalin kasitteistd sama kuin tehtévien?
Onko opintomateriaalin kielenkaytto selkeda ja johdonmukaista?
Onko oppimateriaali yhtenevainen tavoitteiden kanssa?

Onko oppimateriaali ennakoitavissa?

)
)
)
)
)
)
h) Onko tietoa kokoavia kasitelistoja/symbolilistoja?
) Ovatko materiaalin paakohdat korostettu?
) Onko tukea matemaattisten notaatioiden ymmartamiseksi?
) Minkalaista mediaa kaytetaan opintojakson havainnollistamisen tukena?
) Minkalaista tukea on opitun asian koostamiseksi?
) Onko opintojakson sivusto esteeton?
)

Onko opintojakson sivulla vaihtoehto auditiiviselle/visuaaliselle tiedolle?
4. Arviointi

a

(
(b
(
(

Minkalaisia vaihtoehtoja opintojakson suorittamiselle on?
Saako opiskelija sdannollista palautetta edistymisestaan?
c) Miten opintojakson tavoitteiden saavuttamista kontrolloidaan?

e

)
)
)
d) Seurataanko opiskelijan taitojen kehittymista monipuolisesti?
) Autetaanko opiskelijaa kehittamaan itsearviointitaitoja?

)

(
(f

Onko opintojakson arviointi tavoitteiden mukainen?
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4 Verkkosisallon saavutettavuuden oh-

jekirja

Verkkosivujen teknista saavutettavuutta maarittelee verkkosisallon saavutettavuu-
den ohjekirja (Web Content Accessibility Guidelines) [51] eli WCAG. Tahan oh-
jeistukseen nojautuu myos Euroopan unionin saavutettavuusdirektiivi EN 301 549
V.1.1.2 (2015-04) [8]. Tuorein versio WCAG 2.1 hyvaksyttiin kesakuussa 2018.
Verkkosisallon saavutettavuuden ohjekirja on tehty, jotta erilaiset avustusteknolo-
giat pystyisivat tulkitsemaan sovellusten ja verkkosivujen sisaltoa. Ohjekirja jaotte-
lee saavutettavuuden kolmeen mitattavaan standardiin. Heikoimmin saavutettava
standardin mukainen sisdlté on A-tasoista ja saavutettavin sisalté AAA-tasoista.
Tassa tutkielmassa perehdytaan standardiin AA, joka on naiden aaripaiden vali-
muoto, silld se on samaa luokkaa kuin Euroopan unionin saavutettavuusdirektiivin
vaatimustaso. [42]

WCAG-standardin ohjeistus painottaa kuvan 4.1 mukaisia asioita, jotka ovat
havaittavuus, hallittavuus, ymmarrettavyys ja toimintavarmuus [51]. Seuraavaksi
tarkastellaan naita elementteja opetustarkoitukseen liittyvan verkkosivuston analy-

soinnin kannalta.

Havait-
tavuus
Toimin-
Hallit-
WCAG tavar-
tavuus
muus
Ym-
marret-
tavyys

Kuva 4.1. WCAG paaperiaatteet
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4.1 Havaittavuus

Havaittavassa verkkoymparistossa yleisimmin kaytetyilla tekniikoilla on mahdolli-
suus paasta kasiksi palvelun sisaltoihin ja hahmottaa sivujen rakenne. Sivuston tu-
lisi olla toteutettu HTML-elementein loogisesti ja selkeasti rakennettuna. Nain si-
saltd on saavutettavissa useilla eri paatelaitteilla, kayttojarjestelmilla seka kaikilla
yleisimmilla selaimilla ja kayttda avustavilla tekniikoilla. [51]

Sivun koodauksen algoritmin tulisi olla ennalta-arvattavissa ja helposti opitta-
vissa. Kaikkien kayttoliittyman kohteiden, kuten painikkeiden linkkien ja listojen,
olisi hyva olla nakyvia kayttajalle ja niiden tarkoitus olisi oltava helposti ymmarret-
tavissa. [42] [51]

Kaytetyn terminologian tulisi olla yhtenaista koko palvelussa. Selkea yleiskieli
helpottaa kaikkia kayttajia, mutta erityisesti eri aidinkielen puhujia tai puhesyn-
tetisaattorin varassa toimivia opiskelijoita. Kielikuvat elavoittavat tekstia, mutta
informatiivisilla sivustoilla niita on syyta valttaa. [18]

Verkkosivujen sisallon tulisi olla jarjestetty loogisesti elementteihin, mika hel-
pottaa hahmottamista. Kaikkien sisallon elementtien tulisi olla suorakaiteita omine
sisaltoineen. Naiden suorakaiteiden tulisi muodostaa selked oma rakenne, josta kay
ilmi my6s tiedon hierarkia. Hahmottamisen ongelmista karsivaa kayttajaa helpot-
taa sisallon pilkkominen kohtuullisiksi kokonaisuuksiksi. Sisaltéelementtien valille
kannattaa jattaa tyhjaa tilaa selkeyden varmistamiseksi. [42][51]

Uudelleen asemointioperaatiolla tarkoitetaan sivun sisallon mukautumista eri
lailla mitoitettuun tai asemoituun ruutunakymaan. Mukautuvassa sisallossa skaa-
lattavuus olisi oltava vahintdan 200 prosenttia sivun rakenteellisuuden ja toimin-
nallisuuden sailyttaessa eheyden. Talla tarkoitetaan, informaation ja kuvien valisen
suhteen sailymista eri esitystavoissa. [42][51] Kuvassa 4.2 vasemmalla puolella on
esimerkki ehjana sailyneesta rakenteesta uudelleen asemoinnissa ja oikealla puolella

rikkoutuneesta rakenteesta.

| certify that the work
presented in the disser-
tation is my own unless
referenced.

| certify that the work
presented in the disser-
tation is my own unless

referenced.

Kuva 4.2. Rikkoutumaton ja rikkoutunut ndkyma ruudulla
Voimakkaasti suurennettaessa sivua sen asettelun tulisi muuttua yksipalstaiseksi

ja vierityksen toimittava pystysuuntaisesti. Internet-sivua suunnitellessa onkin syyta

varmistaa, etta sisalté sailyy asetuksista rijppumatta samana. [42] [51]
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Verkkosivuihin voidaan tuoda véljyytta kasvattamalla sivun pituutta. Selkeyden
lisadamiseksi olisi hyva karsia tarpeeton visuaalinen haly [42].

Kuville ja muulle ei-tekstimuodossa olevalle sisallolle kuten nauhoitteille tulisi ol-
la tekstivastineet, mika auttaa kuulo- ja nakdvammaisia kayttajia. Tekstivastine voi-
daan lukea ruudunlukuohjelmalla tai muuttaa vaikkapa pistekirjoitukseksi. Tarkea
tavoite on pyrkia pitamaan sisallon merkitys samana esitystavasta riippumatta. Yk-
sinkertaisin esimerkki on HTML-kuvien (img) yhteydessa valittava alt-attribuutti,
johon kuvaa voidaan kuvailla tekstimuodossa. [42]

Aikasidonnainen media kattaa opetukseen liittyvat videot ja reaaliajassa tapah-
tuvat esitykset. Esitysten saavutettavuus edellyttaa vaihtoehtoista tapaa esittaa sa-
ma sisalté. Talléin on huomioitava, etta nakorajoitteiset kayttajat eivat nae kuvaa,
mutta kuulevat aanen. Kuulorajoitteisilla voi olla haastavaa kuulla danta, mutta he
nakevat kuvan. Lahtokohdan tulisi olla, etta informaatio on kaikille saatavilla. Kuu-
lorajoitteisille hyva apu on tekstityksen lisadminen ja nakorajoitteisten henkildiden
tulisi voida seurata esitysta ilman kuvaa. [42]

Varien kaytolla voidaan auttaa kayttajia hahmottamaan sivuston rakennetta ja
sisaltéa. Niilla voi ryhmitelld sivuston elementteja seka selkeyttaa taustan ja teks-
tin suhdetta toisiinsa. Kaikki oleellinen sivuston informaatio tulisi kuitenkin olla
tekstin varaista. Nakyman olisi toimittava mustavalkoisena ja tekstin seka taustan
kontrastin oltava riittava. Tekstin ja taustan valiselle kontrastisuhteelle olisi suota-
vaa olla vahintaan 4,5:1. Kuva 4.3 esittaa pienintd mahdollista kontrastisuhdetta
AA-tasolla. Liiallinen kontarsti ei kuitenkaan ole suositeltavaa. On hyvad muistaa,
etta heikkonakoisilla on mahdollisuus vaikuttaa tekstin vareihin kayttojarjestelman
asetuksia saatamalla. [18] [42][51]

WCAG-standardi ei maarittele kirjaisintyyppia, mutta suositeltavaa olisi kayt-
taa Arial-tyyppisia selkeita ja helposti luettavia kirjaisintyyppeja [18]. Versiossa 2.1
on maaritetty minimivaatimuksiin kuuluvaksi seuraavat kuvassa 4.4 esitetyt tekstin
asetteluun liittyvat piirteet. Rivikorkeuden on oltava vahintaan 1,5 x kirjaisinkoko,
kappaleiden valin on oltava vahintaan 2 x kirjaisinkoko, kirjainten valin puolestaan
tulisi olla 0,12 x kirjaisinkoko [51]. Sanavalille on asetettu vahintaan 0,16 x kirjai-
sinkoko vaatimus [51].

Jos sivustolla on ladattavissa tekstia tai multimediaa, latauspaatés on kayttajan.
Automaattisesti kaynnistyvia esityksid kannattaa valttaa [42]. Pdf-tiedosto on suo-
siteltavaa tallentaa tekstitunnistuksen kanssa, jolloin ruudukko-ohjelmistot pysty-
vat lukemaan sen [18]. Internet-sivuston esitys kannattaa rakentaa pdf-tiedostoihin

pohjautumattomaksi [42].
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Foreground Color

# 38205d @

Background Color

#  9d8cbb ¢

Contrast Ratio - 4.5:1

For not large-scale text and images of text For large-scale text and images of text
WCAG AA (minimum contrast) + WCAG AA (minimum contrast) +
WCAG AAA (enhanced contrast) ¥ WCAG AAA (enhanced contrast) +

Kuva 4.3. Pienin hyvaksyttava kontrastisuhde 4,5:1 [50]

WCAG 2.1 Vertailuteksti

.. R Rivikorkeus 1,2 kertaa kirjasinkoko,
Rivikorkeus 1,5 kertaa kirjasinkoko, | |\ ;iainvali 0,06 kertaa kirjasinkoko

kirjainvali 0,12 kertaa kirjasinkoko ja sanavali 0,1 kertaa kirjasinkoko.

ja sanavdli 0,16 kertaa kirjasinkoko.
Kappaleiden véli on yksi kertaa
kirjasinkoko.

Kappaleiden vali on kaksi kertaa
kirjasinkoko.

Kuva 4.4. Tekstin asetteluun liittyvat vaatimukset

4.2 Hallittavuus

Hallittavassa kayttoliittymassa navigointi on sujuvaa ja palvelun ominaisuudet tu-
kevat kayttajaa. Kayttoliittyman elementteja tulisi voida kayttaa yleisimmilla se-
lainteknologialla. Palvelun toteuttajan tulisi myos tukea sivun lukuun kaytettavia
apuvilineita. [42]

Useat tavat navigoida oikein parantavat hallittavuutta, mika tukee esimerkik-
si hiiren kohdentamisen vaikeudesta karsivia kayttajia. WCAG-maarityksen mukaan
kaikki toiminnot sivustolla tulisi voida suorittaa nappaimistoa kayttaen. Nappain-
ohjaus mahdollistaa sivuston lapikdaymisen esimerkiksi ruudunlukijan avustamana.
Nain valittu aktiivinen kohta voidaan informoida nakérajoitteisille. On huolehdit-
tava, ettd nappaimistolla saavutettavasta sisallosta on mahdollista myos poistua

nappaimistoa kayttaen. Mikali sisallosta poistuminen ei ole standardinmukaista,
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olisi kayttajalle neuvottava menetelma kohdennuksen palauttamiseksi sivun ylata-
soon. Nappainoikotie tarjoaa vaihtoehdon hiiren kaytolle tietyissa tilanteissa. Kayt-
tajan on hyva voida itse saadella nappainoikotieominaisuuksien asetuksia. Aktiivinen
kohta voidaan osoittaa selkeasti focus-maareella. [42]

Apuna sivulla liikkumiseen tuovat myos sivukartta, jossa nakyvat kaikki sivus-
tolla olevat sivut [51]. Hyppylinkit, joiden avulla voidaan hypata tiettyyn kohtaan
kohdesivulla, suositellaan sijoitettavaksi suoraan alkuun [51]. Niiden kautta on mah-
dollista paasta haluttuun sisaltoon kaymatta koko sivustoa lapi. Kuva 4.5 esittaa
selkeata hyppylinkkien ja sivukartan kayttoa. Tassa kuvassa hyppylinkit on sijoi-
tettu horisontaalisti sivun yldkulmaan ja sivukartta on selkeasti nahtavilla kuvan
oikeassa reunassa [42]. WCAG-standardin mukaan verkkosivun |6ytamiseen muiden

joukosta tulisi olla enemman kuin yksi tapa [42].

| Contents || GL: Time-based Media || Previous 5C: Non-text Content || Next SC: Captions (Prerecorded) ‘

Understanding Success Criterion 1.2.1: Audio-only and

. On this page:
Video-only (Prerecorded) e
Benefits
Success Criterion 1.2.1 Audio-only and Video-only (Prerecorded) (Level A). For prerecorded Examples
audio-only and prerecorded video-only media, the following are true. except when the audio or video Related Resources
is a media alternative for text and is clearly labeled as such: "
Technigues
Prerecorded Audio-only Key Terms
An alternative for fime-based media is provided that presents equivalent information for prerecorded audio-
only content

Prerecorded Video-only
Either an alternative for time-based media or an audio track is provided that presents equivalent information for prerecorded video-
only content

Kuva 4.5. Hyppylinkit ja sivukartta [51]

Sivuston sisaltoa tai tarkoitusta kuvaava hierarkinen otsikointijarjestys auttaa
kayttajaa hahmottamaan sijaintinsa sivulla [51]. Otsikoiden on siséllettdva sama
informaatio visuaalisesti ja apuohjelmalla luettaessa [51]. Sarkaimen tulisi siirtaa
aktiivista kohtaa loogisessa jarjestyksessa eteenpain ja linkit ja ja painikkeet tulisi
voida aktivoida enter-nappaimella. Elementtien jarjestys tulisi olla mielekas sivujen
sisallon ja toiminnallisuuden kannalta. Myos valikoiden on toimittava nappaimiston
ohjauksessa. Aktiivinen kohta tulisi olla kayttajalle selkeasti havaittavissa. [18]

Linkit tulisi olla nimetty eri nimelld sekaannusten valttamiseksi. Linkkitekstin
tulisi kuvata selkeasti, mihin sen valitsemisen jalkeen paadytaan [42]. Esimerkiksi
"lisdtietoa" ei ole suositeltava linkin nimi [18]. Myos lomakeotsikot tulisi merkita
sisaltéd kuvaaviksi [42].

Mikali sivustolla on aikarajoitettua toimintaa, kuten tentti, tulisi kayttajilla olla

varattuna riittavasti aikaa suorittaa toiminta. Sivustolla ei saisi olla liian tihe3sti
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signaloivaa sisaltoa, silla valke tai vaikkapa pyorimisliike voi laukaista epilepsiakoh-
tauksen kayttajalle. [42][51]

Kaikki syotteet, jotka saattavat vaatia kayttajan motorisia toimintoja kuten ruu-
dun suurentaminen kahdella sormella, tulee olla aktivoitavissa ja sammutettavissa
myos kayttoliittymaavusteisesti ja yhdelld sormen osoittimella. Vahingossa tapah-
tuvat liikkkeen aktivoimat toiminnot kuten klikkaukset tulee voida myds peruuttaa.

Lisaksi kohteen kokoa tulee voida muuttaa kayttoliittymaavusteisesti. [51]

4.3 Ymmarrettavyys

Ymmarrettavan sivuston toimintaa pystyy helposti ennakoimaan. Periaatteena on
esittaa sivun toiminta kaikille kayttajille samankaltaisena. Esimerkiksi kuulo- ja na-
kdbvammainen kayttaja padsevat samanarvoisesti sisaltoon kasiksi. Sivun informaa-
tion tulee siis olla teknisesti luettavissa ja sisallollisesti ymmarrettavissa. Luetta-
vuuteen vaikuttaa tekstin visuaalinen muotoilu ja kieli. Ohjelmallista luettavuut-
ta helpottaa HTML-juurielementin lang-attribuutti, jonka ilmaisee sivulla kaytetyn
kielen. Mikali sivulla on eri kielia kaytossa, tulisi tama koodata myos ohjelmallisesti.
[42][51]

Ymmarrettavassa kayttoliittymassa sivuston ja sisallon tulisi noudattaa selain-
ten totuttua toimintatapaa. Esimerkiksi elementin aktivoitumisen yhteydessa sisal-
[6n tulisi pysya muuttumattomana. Nain tapahtuu, mikali elementin ollessa aktiivi-
nen focus-tapahtuma on kaynnissa, mutta sivun sisalto sailyy samana. Taman seu-
rauksena vaikkapa sivun valikoissa voidaan liilkkua nappaimistéa apuna kayttaen.
[42][51]

Sivun muotoilussa on hyva noudattaa yhdenmukaisuutta. Navigaation tulisi sai-
lya samanlaisena kaikilla sivuston sivuilla. Myés toiminnalliset komponentit, kuten
syote- ja linkkipainikkeet, on jarkevaa suunnitella samankaltaiseksi kautta linjan.
Syotetta vaativissa sivustoissa olisi syytd olla kuvaava otsikointi (label) tai ohjeis-
tus, mikali kayttajalta odotetaan syotetta. Tarpeen tullen, syote tulisi ohjelmallisesti
korjata hyvaksyttavaan muotoon esimerkiksi poistamalla puhelinnumerosta turhat
valit. Kun puolestaan syotekohtaan tulee virhe, olisi kayttajaa tiedotettava asiasta
ja annettava selked ohjeistus virheen korjaamiseksi. Esimerkkien kayttd virheen-
korjaustilanteessa selkeyttaa tilannetta. Kayttajalla tulee olla mahdollisuus perua

annettu syote. [42]
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4.4 Toimintavarmuus

Toimintavarmassa sivustossa yhteensopivuus nykyisten ja tulevaisuuden tekniikoi-
den kanssa on pyritty varmistamaan [51]. Sivuston toteutuksissa olevat palvelut
tulisivat olla laajasti kaytossa ja tuettuja. Mikali sivusto on toteutettu HTML5-
spesifikaatiolla, tiedon esittaminen ilman lisdosia on mahdollista [42].
HTML-koodin virheettomyys auttaa selaimia tulkitsemaan ja jasentamaan saa-
mansa sisallon oikein. Toisin sanoen sivuston HTML-elementti-rakenteen ja kaytet-
tyjen attribuuttien tulee olla spesifikaatioiden mukaisia. Kayttoliittymakomponentit,
kuten lomake-elementit ja linkit, olisi merkittava nimella (name), roolilla (role) ja
arvolla (value). Nimi on elementin otsikko, rooli kuvaa elementtia esimerkiksi kerto-
malla, ettd se on painike. Arvo puolestaan kertoo syotteesta vaikkapa kuvaamalla,
etta sovellus on kaynnissa. Tarkoituksena on jakaa avustaville tekniikoille tietoa si-
vun elementeista seka niiden tilojen muutoksista. Kaytanndssa ehto toteutuu, kun

internetsivuston koodaukseen kaytetdan valmiita HTML-elementteja. [42]

4.5 Mittaristo verkkosisallon saavutettavuudelle

Seuraavaksi esitelldan mittaristo WCAG-periaatteiden mittaamiseksi. Mittaristo on
valmiina esitettyna Web Content Accessibility Guidelines 2.1 -ohjeistuksessa [51].

Periaatteet on numeroitu ohjeistuksen mukaisesti.
1. Havaittavuus

Taso A

1.1.1 Onko ei-tekstisisaltoiselle medialle tekstivastikkeet?

1.2.2 Onko kaikille aikasidonnaisille medioille tekstivastikkeet, jotka

kuvaavat myos niiden ei-sanallisen sisallon?

1.3.1 Onko sivujen sisaltd toteutettu loogisesti ja selkeasti, jotta
esityksen rakenne ja elementtien valiset suhteet voidaan selvittaa
myos ohjelmallisesti?

1.3.2 Onko sisallon jarjestys looginen ja mielekds asian ymmarta-
misen kannalta?

1.3.3 Onko sisaltd, kuten muodot, ilmaistu myos sanallisesti tai
luettavissa apuohjelmalla?

Taso AA

1.4.1 Onko sisallon merkitys riippumaton varien kaytosta?
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1.4.2 Onko sivu toteutettu ilman automaattista danitiedostojen

toistoa?
1.4.3 Onko tekstin ja taustan varinen kontrasti vahintaan 4,5:17

1.4.4 Onko skaalautuvuus vahintaan 200 prosenttia tekstitiedoston

rikkoutumatta?

1.4.5 Onko sivusto toteutettu siten, ettd mikaan informaatio ei ole

pelkkien kuvien varassa?

2. Hallittavuus
Taso A

2.1.1 Voiko sivua ohjata nappaimistolla?

2.1.2 Onko sivulla nappaimistoloukkuja?

2.2.1 Ovatko aikarajoitetut toiminnot pysaytettavissa?

2.2.1 Voiko paivittyvan sisallon pysayttaa?

2.3.1 Onko sivusto valkkeeton?

2.4.1 Onko mahdollista paasta hyppylinkkien kautta suoraan sisaltoon?
2.4.2 Onko sivulla yksilollinen kuvaava otsikko?

2.4.3 Onko elementtien siirtyméajarjestys looginen?

2.4.4 llmeneeko linkin sisaltd otsikosta tai tekstista?

2.5.1 Ovatko osoitineleet mahdollista aktivoida yhdelld sormella ja kayt-
toliittymalla?

2.5.2 Ovatko osoitineleet mahdollista deaktivoida yhdelld sormella ja

kayttoliittymalla?

2.5.3 Onko kayttoliittyman komponenteissa nimilaput?

2.5.4 Voidaanko liikkeen avulla ilmaistut komennot tehda myos kaytto-
liittymalla?

Taso AA

2.4.5 Onko useita tapoja 10ytaa sisalto sivulta?

2.4.6 Ovatko valiotsikot seka lomakeotsikot sisaltoa ja tarkoitusta ku-

vaavia?

2.4.7 Onko aktiiviset elementit fokusoitu?

3. Ymmarrettavyys
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Taso A

3.1.1 Onko sivun kielen osoittaminen huomioitu?
3.2.1 Sailyttavatko elementit sivun sisdllon aktivoituessaan?

3.2.2 Sailyttaadko kayttoliittymakomponentin asetuksen muuttaminen
kontekstin?

3.3.1 Onko virheista ilmoitettu, kun sydte ei toimi?
3.2.2 Onko syotetta vaativissa sivuissa kuvaava otsikointi ja kayttdjan
opasteet?

Taso AA

3.1.2 Osoitetaanko sivun kieli, jos se poikkeaa oletuskielesta?
3.2.3 Onko navigointi kauttaaltaan yhdenmukainen?

3.2.4 Onko elementtien ja kayttoliittymakomponenttien ulkoasu yhden-

mukainen?

3.3.3 Esitetaanko kayttajalle korjausehdotus, jos havaitaan syotevirhe?
4. Toimintavarmuus

Taso A

4.1.1 Muodostuvatko sivut oikein selaimessa?

4.1.2 Onko name-, role- ja value-attribuutteja kaytetty oikein selaimes-

sa?

4.1.3 Onko tapahtuman tilassa tapahtuvat muutokset ilmaistu kaytta-

jalle?

4.6 Verkkosisallon saavutettavuuden arviointi

Verkkosivujen saavutettavuuden tyokalut voidaan jaotella yleisiin ja erityisiin tyoka-
luihin. Yleisten tyokalujen pyrkimyksena on arvioida kaikki koneellisesti mitattavissa
olevat saavutettavuuden kriteerit. Erityiset tyokalut puolestaan mittaavat tiettyja
helppokayttdisyyden parametreja kuten kontrastisuhdetta. [6]

Web Accessibility Evaluation Tool (WAVE) [49] on WebAIM.orgin kehittdma
ja tunnetuimpia verkkosivuston yleisia ominaisuuksia mittaavista tyokaluista. Se
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on tietokoneohjelma, joka voidaan asentaa selaimeen. WAVE on tarkoitettu tar-
kistamaan WCAG 2.1 -standardin mukaisia saavutettavuuskriteereja ja merkitse-
maan mahdollisia ongelmakohtia ikoneilla. WAVE luokittelee haun tulokset vir-
heisiin, kontrastivirheisiin, piirteisiin, halytyksiin, rakenne-elementteihin ja ARIA
(Accessible Rich Internet Application Suite) -tietoon.

Virheet ja kontrastivirheet rikkovat suoraan saavutettavuuden vaatimuksia. Piir-
teet vihjaavat, mita tulisi korjata saavutettavuuden parantamiseksi. Ne voivat il-
moittaa vaikkapa liian pitkasta kuvaan liittyvasta tekstista. Rakenne-elementit osoit-
tavat sivun otsikoiden hierarkian. ARIA-tekniikan tarkoituksena on antaa palautetta
kayttajalle sivun sisallosta ja tapahtumista. Se kertoo esimerkiksi, mika on sivun
tila ja mika elementti on aktiivisena. [49][6]

Tyypillisesti verkkosivuston saavutettavuutta arvioidaan myos manuaalisesti. Ta-
ta lahestymistapaa tarvitaan, silla verkkosivun sisalto vaatii myos kontekstista riip-

puvaa tulkintaa. Monesti sivustoa testaa kdytanndssa niin asiaan perehtynyt henkilo
kuin kohderyhma. [6]
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5 Matematiikan opetus

Tassa osiossa perehdytaan matemaattisen tiedon rakenteeseen, matematiikan oppi-
miseen seka oppimisen tukemiseen. Matematiikan opiskelun erityispiirteet on syyta

ymmartaa, jotta voidaan suunnitella saavutettavia opintoja.

5.1 Matemaattisen tiedon rakenne ja ongelmanratkaisu

Matematiikka on deduktiiviseen paattelyyn perustuva formaali tiede. Deduktiivises-
sa paattelyssa lopputulos perustuu oletuksista seuraaviin loogisiin argumentteihin
[41][39]. Deduktio nojaa modernissa matematiikassa aksioomiin. Aksioomilla kuva-
taan tarkasteltavia kohteita eli olioita ja naihin liittyvia totuuksia, joiden totuusarvoa
ei tarvitse todistaa [39].

Matematiikka on ongelmia ratkaiseva tiede, jonka avulla todellisia ilmi6ita voi-
daan selittda. Se on kehittynyt havainnoinnin, kokeilun ja tutkimuksen tulokse-
na erityisesti fysiikan mallintamisen my6ta [39]. Ongelmanratkaisun taito voidaan
Schoenfeldin [41] mukaan nahda toisessa daripaassa rutiininomaisten laskujen laske-
miseksi, kun taas toisessa aaripaassa se on empiirinen matemaatikkojen harjoittama
tieteellinen tiede. Pehkonen ja Rossi [32] maarittelevat ongelmatehtavén seuraavas-
ti.

"Tehtavan sanotaan olevan ongelmatehtava, jos sen ratkaiseminen vaatii, etta
ratkaisijan on yhdistettdva hanelle ennestaan tuttuja tietoa hanelle uudella
tavalla. Jos han voi heti tunnistaa ne toimenpiteet, jotka tarvitaan tehtavan

ratkaisemiseen, niin kyseessa on rutiinitehtava."

Myos kognitiivisesta perspektiivista tarkasteltuna matematiikan keskiossa on
ongelmanratkaisu. Kun ajatellaan oppimisprosessia, |0yhasti sanottuna tekemisen
tieto nayttaa kehittyvan ennen ymmarrysta. Tieto ei ala kasitteistd, vaan kasit-
teet ovat mielen sisaisien mallien tuotteita. Taman vuoksi ongelmalahtdisyys ja oi-
vallus tukee matemaattista oppimista. Ongelmanratkaisu edellyttdd matemaattista
ajattelua, mutta siihen ei tarvita matemaattisia kasitteitd. Kuitenkin matematii-
kan ongelmien ratkaisemiseen tarvitaan formaalia maarittelyd. Matematiikan paris-
sa tyoskennellessa ndma nivoutuvat yhteen, silld useimpien tutkijoiden mukaan on
mahdotonta opettaa matemaattista ongelmanratkaisua ilman formaalia maarittelya
kuten maaritelmia, jotka antavat yksikasitteisen selityksen matemaattisille termeille
tai kasitteille. [14][24]
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5.2 Ongelmanratkaisu neurotieteen kannalta

Ongelmanratkaisutilanne varaa suuren maaran aivojen prosessointikykya asettaen
samalla rajoitteita. Siksi on perusteltua tarkastella muistin merkitysta ongelmanrat-
kaisussa. Ongelmanratkaisuprosessi etenee maarattyjen vaiheiden mukaisesti kon-
vergentisti. Muistin rakenne koostuu sensorisesta muistista, lyhytkestoisesta muis-
tista, tydmuistista ja pitkakestoisesta muistista. Sensorinen informaatio, kuten kuulo-
ja nakoarsykkeet siirtyvat vaiheittain sensorisen muistin koodaukseksi, jonka tavoit-
teena on mallintaa ulkoista arsyketta. [31][14]

Osa sensorisen muistin koodista valittyy lyhytkestoiseen muistiin. Tiedonsiirto
tapahtuu vaiheittain tavoitteena saada ulkoisesta arsykkeesta malli. Lyhytkestoi-
nen muisti voi tyostaa operaatioita ainoastaan perattaisind sarjamuotoisina ope-
raatioina. Naiden kasittelyaika on kymmenia tai korkeintaan satoja millisekunteja.
Ainoastaan hokemat auttavat pidemmassa tiedon sailytyksessa. Valikoivan tark-
kaavaisuuden avulla tietoa voidaan edelleen siirtda tydomuistiin. Tyomuistissa tieto
sailyy muutamia minuutteja. Jokaisen erillisen muistialueen prosessoinnin aikana ta-
pahtuu unohtamista. Tyomuistista tietoa voidaan tallentaa pitkakestoiseen muistiin
periaatteessa pysyvasti. [31][14]

Eras matemaattisen ajattelun heikkous on tyomuistin rajallisuus, jonka on psy-
kologiassa todettu olevan noin seiseman yksikkdéa kuten sanaa, tavua tai nume-
roa [31]. Tyomuistin rajallisuudesta johtuen pitkakestoisen muistin tarkeys koros-
tuu matematiikan hallinnassa. Tyomuistin toiminta pohjautuu suurelta osin tiedon
tunnistamiseen ja kategorisointiin [31]. Pitkakestoinen muisti puolestaan mielletaan
periaatteessa ikuiseksi ja rajattomaksi [31]. Aivoilla on taipumus jarjestaa yhteen-
kuuluvista tietoyksikoista yha suurempia ryppaita siis koostaa hierarkisesti opittua
tietoa [14].

Toinen matemaattisen ajatteluun vaikuttava seikka selittyy resurssiteorialla. Se
on peraisin 1970-luvulta ja sen mukaan ihmiselld on rajallinen maara voimavaroja
tehtavien suorittamiseen [31]. Tiedonkasittely on kontrolloitua, kun harjoittelem-
me uutta tehtdvaa, joka on monimutkainen ja monivaiheinen. Onneksi kuitenkin
harjoittelun myota tehtavan suoritus voi vahitellen automatisoitua, jolloin sen vaati-
mien resurssien maara vahenee [31]. N&in ollen ekspertti hahmottaa nopeasti ongel-
man ratkaisumahdollisuuksia kayttamalla hyvaksi yleisia strategioita ja ongelmaan
liittyvia tiedonalan perusperiaatteita [41]. Hanelld on taito yhdistaa kasitteelliset ja

menetelmalliset vaiheet ratkaisun kannalta tarkoituksenmukaisesti [41].
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5.3 Matemaattisen tiedon mallintaminen

Matemaattisen ajattelun harjaantuneisuudella suurin merkitys, koska tydmuistin ra-
kenne on ldhes yhta rajoittunut kaikilla ihmisilla [41]. Ongelmanratkaisutaito pe-
rustuu heuristiikkaan, jota tukevat skeemat ja soveltamisen taito [14] [41].
Piagetin [34] kayttoonottama skeema-termi on pitkaaikaismuistin oma muisti-
rakenne, jonka avulla pienemmista osista koostuva tieto on tallennettu isommiksi
kokonaisuuksiksi. Skeemat ovat esityksia, jotka muodostuvat kokemuksen kautta
kertyneistd muistitiedoista ja ne kertovat millaisia esimerkiksi ympariston kohteet
tai tapahtumasarjat yleensa ovat. Niiden avulla luodaan odotuksia, joilla on vai-
kutus mihin huomio kiinnitetaan ja miten eri tilanteissa toimitaan. Vastaanotettu
uusi tieto muokkaa skeemoja vastaamaan tarkemmin tapahtumia. [34] [14]
Heuristisessa prosessissa luodaan toimintastrategioita tilanteen tasapainottami-
seksi eli ongelman ratkaisemiseksi. Heuristisia strategioita laadittaessa on luonnol-
lisesti hyotya harjaantuneista skeemoista [14]. Heuristiikka ei ole aukotonta esimer-
kiksi induktion kaltaista paattelya, vaan enemmankin intuitiivista ongelmanratkai-

suketjun muodostumista. [35] [41]

5.4 Pélyan ongelmanratkaisumalli

Puhuttaessa yliopistotasoisesta matematiikan opetuksesta, on paamaarana kehit-
taa opiskelijan ajattelua matemaatikon ajattelun suuntaan [41]. George Pdlya on
[35] on tunnistanut matemaattisen ongelmanratkaisun vaiheet ja kehittanyt kuvas-
sa 5.1 esitetyn mallin. Matemaatikon ratkaistessa ongelmaa kaikki vaiheet suorite-
taan huolella. Hanen ajattelu on systemaattista, sisaltaa vaihtoehtojen lapikayntia
ja arviointia sekd oman suorituksen jokaisen vaiheen kriittista arviointia [35][24][41].
Useimmiten toiminta johtaa onnistumiseen [35].

Ongelmanratkaisija kay |api seuraavat vaiheet: ongelman ymmartaminen, rat-
kaisusuunnitelman laatiminen, ratkaisusuunnitelman toteutus ja prosessin tulkinta
seka palaute [35].

Ongelman ymmartaminen ldhtee ongelman tiedostamisesta, tietojen koonnista
seka motivoitumisesta ja kasitteiden kiinnittamisesta. Kasitteiden kiinnittamisella
tarkoitetaan kohdetta kuvaavien asioiden kasitteellistamistd kuten vektorit, ope-
raatiokasitteita kuten pistetulo seka riippuvuuskasitteita, jotka kuvaavat objektien
valisia riippuvuuksia. Esimerkiksi, kun kahden vektorin pistetulo on nolla, niin ne
ovat kohtisuorassa toisiaan vasten. Samalla myos mietitdan ongelman asettelun
mielekkyytta. [14]

Ongelman ymmartaminen johtaa hypoteettisen pdamaaran muotoiluun ja tas-
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Kuva 5.1. Ongelmanratkaisumalli

mennykseen. Tassa vaiheessa tasmennetdan, mita edellisen vaiheen perusteella on
tehtava ja maaritettava, jotta ristiriidattomasti voidaan paasta haluttuun lopputu-
lokseen. Ratkaisusuunnitelmaa valittaessa verrataan tietoa mielen malleihin ja et-
sitaan tunnusmerkkeja, miten aiemmin vastaavissa tilanteissa on toimittu. Samalla
voidaan paatelld mita tulee tehd, jotta ratkaisu olisi mahdollinen. [35][14]

Ratkaisusuunnitelman toteutusvaiheessa suoritetaan tarvittavat operaatiot ja
|oydetaan mielekas vastaus. Lopuksi ratkaisu puetaan esityskelpoiseen muotoon,
niin ettd se vastaa tehtavan asetteluun tuomalla oleelliset vaiheet esiin selkeas-
ti ja ristiriidattomasti. Prosessin tulkintavaiheessa pyritdan testaamaan ratkaisua
kriittisesti miettimalla tilanteita, jossa se ei pade, tai etsimalla ristiriitoja omasta
paattelysta. [35][14]

5.5 Saavutettava matematiikan opetus

Tassa osiossa kaydaan lapi opettajan roolia ongelmalahtoisen oppimisen mahdollis-
tajana. Aluksi pohditaan yleisesti keinoja, joilla opettaja voi tukea oppilasta. Taman

jalkeen kaydaan lapi, miten opettaja voi tukea oppilasta ongelmanratkaisussa.
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5.5.1 Miten opettaja voi tukea opiskelijaa

Opettaja voi tukea opiskelijaa oppimisprosessin aikana sekd matemaattisesti etta
pedagogisesti [35]. Matemaattinen tuki tukee ongelmanratkaisutaitoa [41]. Opet-
tajan tulee varmistaa, etta opiskelijan ratkaisut ovat jokaisessa vaiheessa seka oi-
kein etta perusteltu [35]. Pedagoginen tuki on opiskelijan haastamista ajattelemaan
itsenaisesti ja perustelemaan omia paatelmiaan [35][41].

Pedagogisesti taitava opettaja tekee hyvin ajoitettuja interventioita ja on hieno-
tunteinen oppilasta kohtaan uutta ajattelumallia sisdistettdessa [14]. Tama tapah-
tuu ohjaamalla opiskelijaa harkituilla kysymyksilla kohti ongelmanratkaisua. Kysy-
mykset ovat samoja, joita matemaatikko esittaa itselleen ongelmaa ratkaistessaan
[35][41].

Lev Vygotski tunnetaan lahikehityksen vyohyke -teoriasta [45], jonka mukaan
opiskelijalla on optimaalinen alue, johon ohjauksellinen tuki kannattaa sijoittaa. Se
on osaamisentaso, jota han ei aivan itsendisesti saavuta, mutta tuen avulla suoritus
onnistuu. Tuen antaminen on nuoralla tanssia, jos oppilasta autetaan liian vahan ei
suoriudu tehtavasta. Mikali apua on liikaa, opiskelijalle ei jaa riittavasti pohditta-
vaa. Lahikehityksen vyohykkeelld olevat tehtavat ovat logiikaltaan ymmarrettavia

ja perustuvat tuttuun kasitteistoon [35][14].

5.5.2 Ongelman ymmairtimisen tukeminen

Edelld todettiin, ettd ongelmanratkaisutaito perustuu heuristiikkaan eli sopivien
toimintastrategioiden valintaan. Heuristiikkojen harjoittelu olisi hyva aloittaa yksin-
kertaisimmilla strategioilla, joiden kayttamiseen oppilaalla on kehityspsykologiset ja
kognitiiviset edellytykset. Hanella on esimerkiksi tieto ongelman ratkaisemiseksi tar-
vittavista teorioista. Tall6in toimitaan lahikehityksen vyohykkeella. Opiskeluja joko
tunnistaa ongelman tai hanta autetaan sen tunnistamisessa. Lahtékohtana proses-
sin alkuvaiheessa on eritelld tehtava annettuihin tietoihin ja tuntemattomaan. Teh-
tavanannon yksityiskohtiin voi eksya niita tutkiessa. Liian suuri maara pikkuseikkoja
tai lilan vahapatoiset seikat rasittavat muistia ja saattavat estaa paaasian nakemi-
sen. [35]

Aluksi ongelma kannattaa yrittdd hahmottaa kokonaisuutena. Kokonaisuuden
ymmarryksen jalkeen pohditaan, mitka seikat ovat oleellisimpia ja kategorisoida
annettuja tietoja. Pieniin yksityiskohtiin takertuminen on matematiikkaa harjoit-
televan henkilon tyypillinen virhe. Ongelman tunnistamisessa ymmarretdan esitet-
ty kysymys ja kdydaan mielen sisaisesti lapi vastaavia tehtavia. Ongelma kasittaa
usein piirteita, joilla on yhteyksia moniin muihin aiemmin ilmenneisiin tehtaviin.

Talloin voi olla haasteellista valita sopiva ratkaisusuunnitelma. Opettaja voi hel-
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pottaa tehtavan tunnistusta esimerkiksi sanoittamalla sen toisella tavalla. Prosessi
|6ytaa sellainen ongelma, jossa on riittdvan monta samankaltaista piirrettad kasil-
la olevan ongelman kanssa, on henkisesti kuormittava. Eras opetuksen tavoite on
herattaa opiskelijan aito mielenkiinto ratkaistavia ongelmia kohtaan. Motivaation
|6ytyminen on nimittdin ratkaisevaa tehtavassa suoriutumiselle. Opettaja voi lisata
ongelman kiinnostavuutta erilaisin konkretisoinnein. Esimerkki konkretisoinnista on

pyorahdyskappaleen tilavuuden mallintaminen oven pydrahdyksen avulla. [35]

5.5.3 Opettajan tuki ratkaisun suunnittelussa

Ongelman ymmarryksen jalkeen opiskelija pyrkii miettimaan ratkaisusuunnitelmaa.
Mitd enemman ratkaisusuunnitelma on opiskelijan tuottama, sitd syvallisempi on
oppimisprosessi. Lahtokohtana olisi siis oltava, etta opiskelija pyrkii tekemaan rat-
kaisun itse tai opettajan avustuksella. [35]

Ratkaisusuunnitelman alussa hatarat suunnitelmat eli ratkaisuaihiot kayvat. Rat-
kaisusuaihiot ovat ikaan kuin rakennustelineita, jotka voidaan purkaa, kun ongelman
ratkaisu on edistynyt riittavasti. Opettajan tulisi tassa vaiheessa pyrkia 16ytamaan
mahdollisimman paljon hyvia piirteita opiskelijan ajatuksista. [35]

Davisin ja Hershin [7] mukaan opettajan tulisi opetustilanteessa muistaa:

» Sisalto on tarkeampaa kuin formalismi

» Ajatteluprosessit ovat yhta tarkeita kuin tulokset

» Suoritustasoa mittaa ideoiden laatu eika virheiden puute

» Esityksen ymmarrettavyys on tarkeampaa kuin symboliikka

= On otettava huomioon matematiikan leikinomainen ja esteettinen nakdkulma
= On nahtava yhteydet muihin aineisiin ja elaman alueisiin

» On yhdistettava myos joustavaa ja luovaa ajattelua

= On huomioitava logiikan merkitys matematiikan rakenteessa

Avustettuna tehty ratkaisusuunnitelma tulisi mallintaa niin, etta opiskelija osaa
tuottaa puuttuvat yksityiskohdat [35]. Talléin ongelma on hajotettu osaongelmiksi.
Osaongelmiin hajottaminen on tyypillinen ratkaisutapa matematiikassa [39].

Ratkaisusuunnitelmaa voidaan opettajan avulla johdatella erilaisin kysymyksin
ja sen pitavyytta testata vaittamin. Nain opetetaan ongelmanratkaisun idealisointia,
oleellisten tietojen hyddyntamista, muuntelua, symmetriaa ja analogiaa. ldealisoin-

ti on ongelman mallintamista. Oleellinen tietojen hyédyntaminen kattaa tietojen
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kerdamisen ja kategorisoinnin ja niiden valisten suhteiden ymmarryksen. Muuntelu
tarkoittaa esimerkiksi ongelman yksinkertaistamista, jotta ongelmaan vaikuttavat
muuttujat saadaan tunnistettua. Myos tehtavan pilkkominen ratkaistavaksi apu-
elementein, kuten geometriassa apusuoriksi, on muuntelua. Toisaalta voidaan hyo-
dyntaad myos apuongelmia, jotka auttavat ratkaisemaan itse ongelman. Symmetria
tarkoittaa joko geometrista tai loogista symmetriaa. Jos ongelma on symmetrinen,
sen keskendan vaihdettavissa olevista osista voi olla ratkaisussa hyotya. Analogia
tarkoittaa, ettd kahden objektin valilla toisiaan vastaavien ominaisuuksien valiset
suhteet ovat samankaltaisia. [24][35]

5.5.4 Opettaja ratkaisun tarkastajana ja arvioijana

Oppilas rakentaa ratkaisun tekemansa ratkaisusuunnitelman pohjalta. Kun ratkaisu
vaikuttaisi oppilaan mielesta oikealta, opettaja voi ohjata tarkastelemaan ratkaisun
yksityiskohtia. Tassa vaiheessa ratkaisun kohdista voi tarvittaessa tehda lyhyempia
ja niiden laatua voi parantaa. [35]

Ongelmanratkaisuvaiheen jalkeen olisi hyva vield pyrkia ratkaisun linkittymis-
ta eri kasitteisiin ja ilmidihin. Lisaksi jotkin tulokset ovat suoraan sovellettavissa
kaytannon ilmididen tutkimiseen. Esimerkiksi gradientti kuvaa muutosnopeutta ja
suuntaa. [24][35]

5.5.5 Mittaristo saavutettavalle matematiikan opetukselle

Matematiikan opetuksen jalkauttaminen verkkoymparistoon vaatii laadukkaan ma-
tematiikan opetuksen piirteiden tunnistamista. Kirjallisuuskatsauksen nojalla ma-
tematiikan opetuksen keskeiset piirteet ovat opiskelijan ongelmanratkaisu- ja for-
malisointitaitojen kehittdminen, jotka tukevat matemaattista ongelmanratkaisua.
Opettaja tukee opiskelijaa lahikehityksen vyohykkeelld auttamalla hanta havainnoi-
maan oleellisia asioita ja mallintamaan matemaattisesti omia paatelmiaan. Lisaksi
han tukee opiskelijan motivaatiota opittavaa asiaa kohtaan. Tassa luvussa tunnis-
tetut laadukkaan matematiikan opetuksen piirteet voidaan muokata kysymyksiksi

alla olevaan listaan.

1. Tukirakenne oppimiseen

(a) Onko opintojakson vaativuustasoltaan oikea opiskelijoille?
(b) Tukeeko opetus tehtavien tekemista?

(c) Opetetaanko opintojaksolla matemaattisen ongelmanratkaisun vaihei-
ta?
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(d) Harjoitellaanko opintojaksolla asioiden muotoilua matemaattisesti?

(e) Voiko opiskelija saada opetuksellista tukea ratkaisuaihion muodostami-

seen?
(f) Testataanko ratkaisuaihioita erilaisin vaittamin?

(g) Ovatko kotitehtaviin liittyvat kasitteet helposti |6ydettavissa opintojak-
sosivulta?

(h) Ovatko ongelmat esitetty helposti ymmaérrettdvassd muodossa?

) Ovatko tehtavien ongelmat esitetty pelkistetytyssd muodossa?

) Ovatko ongelmat sanoitettu vaihtoehtoisella tavalla?

(k) Onko opiskelijoille tarjolla malliratkaisuja samankaltaisista ongelmista?
) Verrataanko ongelmaa toiseen, tutumpaan ongelmaan?

(m) Johdatellaanko oppilasta tukikysymyksillad kohti ongelmanratkaisun kan-

nalta oleellisia seikkoja?
Neuvotaanko oppilaita osaongelmiksi hajottamisessa?

Ohjataanko opiskelijoita esittamaan perusteluja?

)
)
p) Annetaanko opiskelijoille henkilokohtaista palautetta kotitehtavista?
) Etsiikd opiskelija eroja oman ja malliratkaisujen valilla?
) Parannellaanko opiskelijoiden tekemia ratkaisuja?

)

Onko malliratkaisuissa tehtava esitetty mahdollisuuksien mukaan mo-

nella ratkaisutavalla?
(t) Autetaanko opiskelijaa ratkaisun kriittisessa arvioinnissa?

(u) Tuetaanko tydmuistia korostamalla oleelliset asiat?
2. Motivointi
(a) Voivatko opiskelijat vaikuttaa oppimistapahtumiin ja niiden suunnitte-
luun?
(b
(c

) Onko opintojaksolla matematiikan konkretisointia?
d) Onko matematiikan leikinomainen ja esteettinen nakokanta huomioitu?

Palkitaanko opiskelijoita yrittamisesta ja ideoista?

e) Onko matematiikka yhteisollisena tieteena huomioitu?

(
(f) Annetaanko opiskelijoille mahdollisuuksia oivaltaa?
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6 Saavutettavan matematiikan verkko-

opetuksen mittaristo ja viitekehys

Kirjallisuuskatsauksessa saavutettavuuteen perehdyttiin kolmen teorian kautta. En-
simmainen teoria oli luvussa 3 esitelty Universal Design for Learning -malli, joka
tahtaa kokonaisvaltaisesti saavutettavaan opetukseen. Toinen teoria oli luvussa 4
esitetty verkkosisallon saavutettavuuden ohjekirja, joka on saavutettavuutta tukeva
tekninen standardi. Luvussa 5 kasiteltiin saavutettavuutta matematiikan opetuksen
nakokulmista. Kirjallisuustutkimuksen nojalla syntyi saavutettavan matematiikan
verkko-opetuksen mittaristo (Liite 1) ja kuvan 6.2 mukainen viitekehys. Mittaristo
matematiikan verkko-opetuksen arviointiin syntyi yhdistamalla teoriaosioiden lopus-
sa esitetyt kysymykset kysymysluetteloksi, joka on jaoteltu saavutettavan matema-
tiilkan opetuksen viitekehyksen elementtien mukaan. Viitekehys kasittaa prosessi-
kaavion ja prosessien kuvauksen saavutettavalle matematiikan opetukselle.

Kuvan 6.2 mukaisesti hyvin suunniteltu matematiikan verkko-opetus rakentuu
tavoitteista, opetuksesta, materiaalista, harjoittelusta, tekniikasta, arvioinnista, va-
linnaisuudesta ja henkilokohtaisesta opiskelun tuesta. Tekniikka, materiaalit, ope-
tus, harjoittelu ja arviointi ovat oppimista edellyttavia toimia. Oppijalle voidaan li-
saksi jarjestaa naihin tukea valinnaisuuden ja henkilokohtaisen opiskelun tuen kaut-
ta.

Jaottelu eri elementteihin ei ole taysin suoraviivaista. Matematiikan verkko-
opetus tahtaa ensisijaisesti opiskelijan ongelmanratkaisu- ja formalisointitaitojen
kehittdmiseen kuvan 6.1 osoittamalla tavalla, jolloin opiskelija oppii matematisoi-
maan opittavaa asiaa 5.1 eli suunnittelemaan ja esittelemaan ratkaisun Pdlyan on-
gelmanratkaisumallin mukaisesti. Talléin voidaan nahda materiaalien, opetuksen
ja harjoittelun olevassa kiintedssa vuorovaikutussuhteessa keskendan eika niita voi-
da tdysin erottaa toisistaan. Jokainen naista elementeista vaatii kuitenkin erilaista
suunnittelua opettajalta, minkd vuoksi ne on esitetty erillisind saavutettavuuden
viitekehyksessa. Seuraavaksi esitelldan elementit tarkemmin.

6.1 Tavoitteet

Huolella suunnitellussa verkko-opetuksessa on opintojaksolle asetettu akateeminen
tavoite, joka on pilkottu tuntikohtaisiksi osatavoitteiksi. Ne on asetettu kaikkien
nahtaville. Hyvassa verkko-opetuksessa niin tekniikka, materiaalit, opetus, harjoit-

telu kuin arviointikin on linjassa tavoitteiden kanssa. Paamaaran on oltava oikean-
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tasoinen opiskelijoille, jolloin oppiminen tapahtuu opiskelijan lahikehityksen vyohyk-
keella.

Oppimisen kautta keskeisia tavoitteita tuetaan myds monimuotoisella esitys-
tavalla, jolloin opiskelija kasittelee tietoa eri tavoin. Opintojaksolle on suunniteltu
selked muotoilu niin yleisilmeen kuin opetettavan asian esitystavankin suhteen, joka

toistuu verkkosivulla.

Opetus

Formalisointi < > Ongelmanratkaisu

Materiaalit Harjoittelu

Matematisointi

Kuva 6.1. Ongelmanratkaisu ja formalismi mahdollistavat matemati-
soinnin

6.2 Opetus

Matematiikan oppimista voidaan tukea tavoitteiden mukaisen opetuksen kautta.
Opettajan rooli on suunnata opiskelijan havainnointia oikeisiin asioihin, opettaa
matematiikan opiskelustrategioita ja sanoittaa omaa ajatteluaan. Verkko-opetuksen
kautta on mahdollista valittaa kuvallinen, verbaalinen ja symbolinen esitys opiske-
lijalle. Keskiossa opetuksessa on ongelmanratkaisutaitojen, kuten osaongelmiin ha-
jottamisen ja perustelemisen opettaminen. Opetettujen asioiden nivominen kaytan-
non esimerkkeihin ja opittuun tietoon on erds hyvan opetuksen piirre. Keskiossa on
myos opettaa matematiikan formalisointia esimerkiksi kirjoitettua tekstia sanoitta-
malla. Samaan aikaan saavutettava opetus on kiinnostusta herattavaa eli opiske-
lijan motivaatiota lisddvaa. Matematiikan leikinomainen ja esteettinen nakokulma

herattaa kiinnostusta ja syventaa ymmarrysta aiheeseen.

6.3 Materiaalit

Oppimateriaalien tulisi olla tavoitteiden mukaisia ja samalla opiskelijaa eri tavoilla
aktivoivia. Ne voivat koostua soveltuvasta taustamateriaalista, kuten opintomo-

nisteesta ja tuntikohtaisesta materiaalista. Oppimateriaalissa padkohdat tulisi olla
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korostettu. Tyomuistin tukena voidaan kayttaa listauksia kuten kaavakokoelmia tai
tiivistyksia. Tarkeiden asioiden havainnollistaminen vaikkapa esimerkein, kuvin ja
simulaation helpottavat oleellisten asioiden ymmarrysta ja syventavat oppimiskoke-
musta. Jokaisen oppimateriaalin tulisi olla saavutettavissa kaikenlaisille oppijoille eli
esimerkiksi videoissa olisi hyva olla tekstitykset heikkokuuloisia varten. lhannetilan-
teessa opiskelija voi valita hanen oppimistyylilleen parhaat materiaalit opiskeluun ja

kayda sen lapi valitsemallaan tavalla.

6.4 Harjoittelu

Matematiikan oppimista voidaan tukea tavoitteiden mukaisen harjoittelun kaut-
ta. Oppimistehtavat kasittavat rutiinitehtavia kasitteiden ymmartamiseen ja ongel-
manratkaisutehtavia matemaattisen ajattelun kehittamiseen. Tehtavien muotoilun
tulisi olla ymmarrettavaa ja minimalistista. Joissakin tilanteissa ongelma voidaan
sanoittaa eri tavoin tai tehtavaa verrata tutumpaan ongelmaan, jolloin ratkaisuai-
hion loytaminen saattaa helpottua. lhanteellista olisi, jos opiskelija saisi rakentavaa
palautetta tehtavia tehdessaan. Talloin hanen ajatteluaan voidaan ohjata oikeaan
suuntaan ja patevat ajatukset voidaan validoida. Motivaation lisidmiseksi opiskeli-
jan ratkaisuaihioille tulisi antaa arvoa, vaikka ne eivat olisikaan taysin oikeita. Ma-
tematiikan harjoittelussa oppilaan omat oivallukset tulisi huomioida ja niita tulisi
hyodyntda mahdollisimman paljon tehtavia ratkottaessa. Samalla opiskelijalle an-
netaan mahdollisuus oivaltaa, eikd tehtavaa tehda hanen puolestaan. Interaktiivi-
nen ongelmanratkaisun tuki hyodyttaa eniten opiskelijaa, jolla on vahan kokemusta
ongelmanratkaisun heuristiikasta. Tehtavien ratkaisuiden analysointi on tarkeassa
roolissa taitojen kehittymisen kannalta. Henkilokohtainen palaute ja ratkaisuiden

parantelu edesauttavat matematiikan formalisoinnin kehittymista.

6.5 Arviointi

Arvioinnin tulisi olla linjassa opintojakson tavoitteiden kanssa. Oppilaiden taitotason
edistymista tulisi seurata monipuolisesti ja systemaattisesti koko opintojakson suo-
rituksen ajan. Oppilaan itsereflektiotaitoja olisi pyrittava kehittamaan itsearvioinnin

mahdollistamiseksi.

6.6 Valinnaisuus

Saavutettavuuteen kuuluu myods oppijakohtaisia elementteja, joilla tuetaan valin-

toja. Opiskelijan valinnat voivat koskea opintojakson sivuston materiaaleja, joita
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han haluaa kayttaa opiskeluun. Mikali opiskelijalla on pohjatiedoissa aukkoja, saat-
taa han kaivata lisatukea opintojakson suorittamiseen, jolloin hanté voidaan auttaa
hankkimaan lisatietoa hyvista lahteista. Lisaksi opintojakson tulisi tukea yleisimpia
tekniikoita ja apulaitteiden kayttoa, jolloin erilaiset kayttajat paasevat sivustolle va-
litsemillaan keinoilla. Valinnaisuuteen liittyy myds opintojakson suorittamisen tapa
ja aikataulu. Kaikilla opiskelijoilla ei ole mahdollisuutta osallistua tiettyyn vuoro-
kaudenaikaan pidettaviin laskuharjoituksiin, jolloin on hyva miettid useampia osal-

listumisen keinoja.

6.7 Tekniikka

Verkkosivuston tulisi olla rakenteeltaan selkea ja teknisesti oikein toteutettu, jolloin
kaikki kayttajat, ominaisuuksistaan riippumatta, saavat saman informaation sivus-
tolta. Toteuttamalla WCAG-standardin mukaiset tavoitteet onnistutaan tavoittees-

sa suurelta osin.

& Henkilokohtainen opiskelun tuki
2 A
%
Z 0.
< =
- &
= o
N . &
o Valinnaisuus
o
L L Y
Tekniikka Materiaalit Opetus  Harjoittelu Arviointi N\S?
S
0]
2

OPPIMISTA EDELLYTTAVAT TOIMET

Kuva 6.2. Saavutettavan matematiikan verkko-opintojakson viiteke-
hys
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7 Usean muuttujan funktioiden mate-

matiikkaa

Téassa osiossa kasitellaan usean muuttujan funktion derivaatan viitekehysta rinnan
yhden muuttujan esityksen kanssa. Aihepiiriin tutustuminen aloitetaan kuvaukses-
ta, vektorin normista, standardikannasta sekd avoimen joukon kasitteesta. Naiden
kautta perehdytaan raja-arvoon ja derivoituvuuteen seka differentioituvuuteen. Dif-
ferentiaalin ja gradientin yhteys maaritelldan. Gradientin pituuden laskemista kayte-
taan derivaatan maksimiarvon laskemiseen. Lopuksi esitellaan valiarvolause ja ket-
jusaanto.

Ennakkotietona lukijalta odotetaan perustiedot vektorilaskennasta. Matematii-
kan osalta tassa tutkielmassa pidattaydytaan euklidisessa avaruudessa, joka on n-
ulotteinen reaalikertoiminen avaruus, jossa patevat euklidisen geometrian aksioo-
mat.

Tassa luvussa lahteina on kaytetty Merikosken teosta [27] Johdatus diskreettiin
matematiikkaan, Kauhasen [20] usean muuttujan funktioiden integraalilaskentaa,
Viisalan [46] Topologia-teosta ja Shifrinin [52] Multivariable Mathematics: Linear
algebra, Multivariable Calculus and Manifolds -kirjaa.

7.1 Merkintoja ja peruskasitteita

7.1.1 Kuvaus

Aloitetaan tutkimalla funktioita, jotka ovat kuvauksia joukolta X joukolle Y. Jouk-
ko X on kuvauksen mddrittelyjoukko ja joukko Y maalijoukko. Kuvausta merkitaan
f: X =Y.

Maaritelma 7.1.1. Relaatio on kuvaus f joukosta X joukkoon Y, jos ja vain jos
lL.VreX:dyeY: :(z,y ef
2. (v,y) € fA(z,02) € f = =12

Ensimmaisen ehdon mukaan jokaista x € X vastaa y € Y siten, etta (z, y) kuu-
luu relaatioon f. Toisen ehdon mukaan jokaista x-alkiota vastaa korkeintaan yksi
vastaava y-alkio. Siispa maaritelman mukaan jokaista x-alkiota vastaa tasmalleen

yksi y-alkio siten, ettd (x,y) kuuluu relaatioon f.
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7.1.2 Vektoriavaruus

Maaritelma 7.1.2. Vektoriavaruus R? koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R? = {(a,b) | a,b € R}.

Maaritelma 7.1.3. Oletetaan, etta n € Z, . Vektoriavaruutta R" merkitdan R" =
{(z1,.,zp) | & € RY 1 < i < n}, missd T = (21,...,2,) on n:n reaaliluvun

jarjestetty joukko.

Olkoon N luonnollisten lukujen joukko ja R reaalilukujen joukko. Olkoot m,
n € N. Tarkastellaan nyt kuvausta f: R™ — R"™. Kuva 7.1 esittaa esittaa tallaista

kuvausta.

R™ R™

Kuva 7.1. Kuvaus

Maaritelma 7.1.4. Funktio f on

» yhden muuttujan reaaliarvoinen funktio, kun n =m =1,
» yhden muuttujan funktio, jos n =1,
= usean muuttujan funktio, jos n > 1,
» reaaliarvoinen funktio, jos m =1, ja

» vektoriarvoinen funktio, jos m > 1.

Esimerkki 7.1.5. a) Kahden muuttujan vektoriarvoisesta funktiosta voidaan mai-
nita esimerkkina funktion f(z,y) = (22 +y?, sin(x) +cos(y)), missa f: R? — R2.
b) Toisesta kahden muuttujan vektoriarvoisesta funktiosta esimerkiksi kdy g(m, ¢) =

(m, ¢, mc?), missa g: R? — R3.
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7.1.3 Vektorin normi

Maaritelma 7.1.6. Olkoon T = (z1,....,x,) € R". Silloin vektorin T normi eli

|Z||= /23 + ... + 2.

Lause 7.1.7. Olkoon T, 7 € R™ ja a € R. Talléin euklidiselle normille eli vektorin

pituus on

pituudelle on voimassa

1 =zl = 0,

2. ||az||= |all[z],

3 |z -9l < ||z||||7] (Schwarzin epdyhtals),

4 [Zl=7ll < Iz +gl< lIzll+l[yll  (Kolmioepayhtals).

Todistus. Oletetaan, ettd T = (z1,....,%,) ja ¥ = (y1,....,yn) ovat joukon R"

vektoreita ja olkoon a € R.

1. Vektorin normille voidaan kirjoittaa
IZl|= /23 + ... + 22 > 0.
Viite patee, silla kaikkien reaaliarvoisten lukujen nelidjuuri on ei-negatiivinen.

2. Vektori, joka on kerrottu vakiotermilla, voidaan kirjoittaa auki muodossa

laz|l= \/(az1)? + ... + (az,)? = Va?y/a} + ... + 22 = |a|z].

Viite patee, koska |a| on selvasti ei-negatiivinen ja tulon laskusiantdjen nojalla se

voidaan ottaa esitetyssa kertolaskussa tekijaksi.

3. Otetaan kayttédn apufunktio g(t) = ||tz + g||* siten, ettd t > 0 € R.

Lausekkeen nelio on aina ei-negatiivinen, josta seuraa

g(t) = (tT +7) - (T +7) = |7*+ 2tz - 7) + [7]I"> 0.
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Toisen asteen polynomin ollessa ei-negatiivinen diskriminantille D patee
D =2z -y)* — 4l|z|*lg|*< 0
= 4z -9)* < 4=yl
= |z-7] <=/l
Schwarzin epayhtalo toteutuu, koska diskriminantti on pienempi tai yhta suuri kuin

nolla.

4. Todistetaan lopuksi kolmioepayhtalo jakamalla todistus kahteen osaan.
Ensimmaisessa osassa todistetaan kolmioepayhtalon oikea puoli, jolloin
vektoreiden T ja ¥ summan normin nelidlle patee
Iz +3* = @+7) @+7) = |zl*+ 2@ 9) + 7]
hwarz 9 i 2 . e
< =zl + 20yl + lgll*= (=] + [[z])
= [lz+yll <zl + 17l

Toisessa osassa todistetaan kolmioepayhtalon vasen puoli, jolloin vektoreiden 7 ja

7 erotuksen normin nelidlle patee

z-9*=@-79) -7 =|z|*-2z-7) + |7]”
T w1 20z gl + P= (=] - Ig])?

Y 7l + Ig12= (=] — 71l
— |z -7l = lI1zl-I7ll

Vektoreiden summan normin nelié on suurempi tai yhta suuri kuin niiden erotuksen

normin nelio
Iz —3l* < |z +9lI* <= llz -7l < Iz + 7.
Nyt voidaan todistaa kolmioepayhtalon vasen puoli
[z +7ll = Iz =7l = Izl

Kolmioepayhtalon oikean ja vasemman puolen todistuksesta seuraa, etta kol-

mioepayhtalo patee. ]
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7.1.4 Vektoriavaruuden kanta

Maaritelma 7.1.8. Olkoon joukko V' epatyhja ja olkoon S = {vy,vs,...,v,} C V.
Silloin S on vektoriavaruuden V' kanta, jos

1. S virittda vektoriavaruuden

lin(S) = {kyvy + kova + ... + kv | k1, ooy by € RY,

2. S on lineaarisesti riippumaton eli

kivg + kevg + ... + kv, =0—=k = ... =k, = 0.

Maaritelma 7.1.9. Standardikanta E = (ey, ...,e,) on erds avaruuden R" orto-

normaali kanta, kun

1, kuni=j

€; ej =
0, muuten

ja

el = V& & =1

Kuva 7.2. Standardikanta

Esimerkki 7.1.10. Kuva 7.2 esittaa standardikantaa. Standardikannan z-, y- ja
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z- akselien suuntaiset kantavektorit voidaan kirjoittaa

e =¢, = (1,0,0),
e, =¢, = (0,1,0),
e3=¢,=(0,0,1).

7.2 Avoin joukko

Tassa osiossa esitelladn avoimen joukon maaritelma seka siihen liittyvat kasitteet.

Maaritelma 7.2.1. Olkoon @ = (ay, ....,a,)€ R™ ja R > 0. Maaritellaan

B(a,r) = {yGR"

lg—al <r}.

Talléin joukkoa B(@,r) sanotaan a-keskiseksi r-sateiseksi palloympéristéksi tai
avoimeksi palloksi.

Maaritelmaa 7.2.2 havainnollistaa kuva 7.3.
Madritelma 7.2.2. Olkoon A C R".

1. Piste @ € R™ on joukon A reunapiste, jos jokaisessa pisteen @ ymparistossa
on seka joukon A ettd joukon A komplementin pisteitd. Toisin sanoen A N
B(a,r) # 0 ja AN B(a,r) # 0, kun r > 0.

2. Joukon A reunapisteiden muodostamaa joukkoa kutsutaan joukon A reunaksi

ja merkitaan 0A.
3. Joukkoa A = AU OA kutsutaan joukon A sulkeumaksi.
4. Suljettu joukko A sisaltaa kaikki reunapisteensa.
5. Avoin joukko ei sisalla yhtaan joukon A reunapistetta.
Pisteen T palloymparist6a voidaan kuvata seuraavasti.

Maaritelma 7.2.3. Olkoon A C R™ joukko. Talloin piste T on joukon A sisapiste,

jos pisteelld T on olemassa r-sateinen palloymparisto, joka kuuluu joukkoon A eli
B(z,r) C A.

Maaritelma 7.2.4. Joukkoa B'(a,r) = B(a,r)\{a} kutsutaan punkteeratuksi
palloymparistoksi.

Punkteerattu palloymparistd on avoin palloymparistd, josta on poistettu piste

Sl
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Kuva 7.3. Joukko A valkoisella ja sen komplementti A° kuvattuna
viivoitettuna alueena. Naiden kahden joukon rajalla on joukon reuna
0A.

AJ

"""""""

v
~

Kuva 7.4. Joukko A on avoin

Esimerkki 7.2.5. Osoitetaan méaaritelman nojalla, ettd joukko
A= {<$1,$2> ’ x> 3} € R?
on avoin. Kuva 7.4 on hahmotelma tilanteesta.

Halutaan osoittaa, ettd joukko A on avoin. Tehddan tama osoittamalla, ettad jo-
kainen joukon A piste on sisapiste. Piste on sisapiste, jos silla on olemassa palloym-

paristd jollakin r > 0, joka kuuluu joukkoon A eli B(Z,r) C A méaaritelman 7.2.3
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mukaisesti.

Valitaan joukon A satunnainen sisapiste T = (z1,x2). Valitaan sateeksi

_£E1—3
2

Sade r on vaakasuunnassa tarkasteltuna puolet valitun pisteen z1-komponentin ja
pystyviivan ¢ = 3 erotuksesta.

Seuraavaksi tulisi osoittaa, etta valittaessa mika tahansa piste 7, joka kuuluu
pisteen T palloymparistoon B(T,r), kuuluu myds joukkoon A. Valitaan siis mieli-
valtainen piste ¥ = (y1,y2) palloymparistésta B(Z,r).

Aluksi voidaan kayttaa normin maaritelmaa 7.1.6 ja sen jalkeen lisata ei-negatiivinen

termi, jolloin voidaan kirjoittaa

s — a1ll= /(o — 20)2 < (g — 20)2 + (g2 — )2

Palloympariston maaritelman 7.2.1 mukaisesti palloympaéristolle B(a,r) patee

CL’1—3
2 )

[y —all <r=

toisin sanoen

ry — 3
2
Mikali y; > x1, niin joukon A maaritelman nojalla y; > 3. Siis 7 € A. Jos taas

Vi —21)2 + (o — m)? <7 =

y1 < &1, niin

ZL’1—3 ZL‘1—|—3
||Z/1—$1||:a:1—y1<7‘:T<:>y1> 5

Huomataan, ettd kaikissa tilanteissa patee y; > 3. Taman vuoksi piste 7, jo-
ka kuuluu pisteen T palloymparistéon, kuuluu myds joukkoon A. Avoimen joukon

maaritelman mukaan joukko A on siis avoin.
Lause 7.2.6. Avoin pallo on avoin joukko avaruudessa R™.

Todistus. Halutaan osoittaa, etta avoin pallo on avoin joukko. Tarkastellaan ku-
van 7.5 mukaista tilannetta. Todistus tehdaan valitsemalla @-keskinen r-sateinen
avoin pallo. Valitaan satunnainen palloon kuuluva piste Z € B(a,r). Osoitetaan,
ettd pisteelld = on ro-sateinen palloympaéristo, jolle B(Z, 1) C B(a,r).

Valitaan satunnainen piste 7 € B(Z,rg). Osoitetaan sen palloympariston maa-
ritelman 7.2.1 mukaisesti toteuttavan epayhtalén ||y — @|| < r. Luvuksi r¢ voidaan
valita matka, joka jaa pisteen 7 ja avoimen pallon B(a,r) lahimpéna pistetta T ole-

van kehapisteen valiin. Talldin voidaan kirjoittaa o = r — ||@ — Z||. Tasta voidaan
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ratkaista avoimen pallon B(a,r) side r = ro + ||a — 7||.
Maaritelman mukaisesti kaikilla avoimen joukon pisteilld 7 € B(T,ry) patee
, joka on avoimen pallon maa-

|y — || < ro. Tarkastellaan nyt etaisyyttéd ||y — @
ritelman mukaisesti pienempi kuin avoimen pallon sade r. Kolmioepayhtal6a kayt-

tamalla voidaan kirjoittaa
[7—al=ly+z-z-a| <[[g—z|+z-al<ro+ ||z —al=r

Koska kaikki satunnaiset pisteet palloymparistossa B(Z, r) toteuttavat avoimen

pallon maaritelman, niin on oltava B(Z, ) C B(a,r). Siis annettu vaite patee. [

’ DY
’ ,' TO N
’ AN
’ " (R
4 r [N
’ 1 X HAN
’ \ TR
/ . Yy,
1 A ’ \
~ .
1 ~Se__- \
1 |
| —
' a '
¥ 1
\ 1
\ ,'
\
r /

Kuva 7.5. Avoin pallo on avoin joukko.

7.3 Raja-arvo ja derivoituvuus

Seuraavaksi kasitelldan raja-arvoa ja derivoituvuuden kasitettd niin yhden kuin

usean muuttujan funktion tapauksessa.

7.3.1 Yhden muuttujan funktio

Maaritelma 7.3.1. Yhden muuttujan reaaliarvoisella funktiolla f(z) on raja-arvo

L pisteessa a, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etta
O0<|z—al<d=|f(z)—L|<e

Kuvassa 7.6 on sellaisen funktion kuvaaja, jonka raja-arvo pisteessa a on L.
Tama nahdaan valin [a - d, a + 0 ] kuvautumisena vélille [L — ¢, L + €.

Funktion derivaatta kohdassa a on erotusosamaéaran raja-arvo.
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Kuva 7.6. Raja-arvo yhden muuttujan funktiolle
Maaritelma 7.3.2. Yhden muuttujan funktio f on derivoituva pisteessd x, jos
raja-arvo

iy F@h) = f(@)
h— 0 h

on aarellisena olemassa.
Kyseista raja-arvoa sanotaan talloin funktion f derivaataksi pisteessa x ja mer-
kitdan f'(x).

Derivaatan maaritelma ylla esitetyssd muodossa pitaa sisallaan oletuksen, etta
funktio f on maaritelty pisteen x jossain ymparistossa ja itse pisteessa. Jos funktio
f on derivoituva pisteessa x, niin se on jatkuva pisteessa x, mutta kaanteinen tulos

ei ole voimassa.

7.3.2 Raja-arvo ja osittaisderivaatat usean muuttujan funktioille
Raja-arvo

Yhden muuttujan raja-arvon maaritelma voidaan yleistad usean muuttujan funk-

tiolle korvaamalla maarittelyjoukon itseisarvo | x — a | normilla ||z — al.

Maiaritelma 7.3.3. Olkoon @ € R™. Tallsin b € R™ on usean muuttujan funktion
f: B'(a,r) — R™ raja-arvo pisteessa @, jos kaikille ¢ > 0 on olemassa ¢ > 0 siten,

ettd || f(T) — || <€ kun 0 < ||7 —@l| < §. Talléin merkitdan lim f(z) = b.

T— a
Kuva 7.7 esittaa usean muuttujan raja-arvotarkastelua avoimen palloymparis-
ton avulla. Funktion maarittelyjoukko A sisaltda avoimen punkteeratun palloympa-
ristdn, joka kuvautuu pisteen b epsilon-siteiseen palloympiristoon, kun pisteen @

palloympariston sade  on riittavan pieni.
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R™ R™

Kuva 7.7. Raja-arvo usean muuttujan funktiolle

Osittaisderivaatta

Yhden muuttujan derivaatan kasite voidaan yleistad koskemaan avaruutta R"™ esi-
merkiksi derivoimalla funktiota muuttuja kerrallaan muiden muuttujien ollessa va-

kioita ja paatymalla ndin osittaisderivaatan maaritelmaan.

Maaritelma 7.3.4. Usean muuttujan funktio f on muuttujan z; suhteen derivoi-

tuva pisteessa T = (x1, ..., Zy), jos

. . fl"...’xi_’xi_f_h’xi ...’xn _fxa"'7xn
Df(r) = Jim Tttt Rt ) = f )

on aarellisena olemassa.

Esimerkki 7.3.5. Lasketaan funktion f: R? - R f(z,y) = 22 + 3ay +y — 1

osittaisderivaatat D1 f(x,y) ja Dof(x,y) raja-arvon maaritelmaa kayttaen.

Maaritelman mukaan x-alkiolle voidaan kirjoittaa

Dl — g(%y) — lim f(a:+h,y)—f(x,y)

ox h— 0 h

~ m (z+h)?+3x+h)y+y—1)— (2> +3ay+y—1)
RS0 h

i 2?2 +2xh+h*+ 32y +3hy+y—1—22—3zy —y + 1
= h

. 2xh + 3hy + h? .
= }}gno n = }}LmO(Zx + h+3y) = 2z + 3y.
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Maaritelman mukaan y-alkiolle voidaan kirjoittaa

D2 - Fy(l‘jy) _hhﬁm(] h
_ g (22 +3z(y+h)+(y+h)—1)— (2> +32y+y—1)
— a5 h
= lim Szh+ h =3r+1
h— 0 h

7.4 Differentiaali

Tutustutaan usean muuttujan differentiaalin maaritelmaan maarittelemalla aluksi

lisdysvektori.

Maaritelma 7.4.1. Olkoon funktio f: R™ — R maaritelty pisteen Ty ymparistossa
alueessa A € R™. Valitaan piste T € A, joka on etaisyydella AT pisteestd 7.
Silloin pisteen T ja T, valinen etdisyys on lisdysvektori AZ. Nyt voidaan kirjoittaa

lisdysvektorin lauseke muodossa AT = T — T,. Vektori T on muotoa
Lo = T1€1 + -+ Tpey
ja vektori T puolestaan
T =70+ tlarer + -+ anen)

jollakin t € R ja aje; + - - - + ane, = @°, missa |[@°||= 1. Nain ollen lisdysvektori

saa muodon AT = t(aje; + - - - + ape,) = ta°.

Maaritelma 7.4.2. Olkoon funktio f : R™ — R maaritelty pisteen T, ymparis-
téssa A C R™. Talloin sen sanotaan olevan differentioituva pisteessa T eli silla on
differentiaalikehitelma, jos on olemassa vektori b € R™ siten, ettd kaikilla lisdys-

vektoreilla AT = a = ta® € R™ patee
f@o+a) — f(To) = f(To +ta°) — f(To) = b-a+ |[alle(@) = t(b-a) + [t]e(ta°)
missa lim e(a) = 0.

a— 0

Yhtalon epsilon-termeja kutsutaan myos virhetermeiksi.

55



Lause 7.4.3. Olkoon funktio f : R™ — R differentoituva pisteen Ty ymparistossa.
Ditferentioituvuudesta seuraa kaikkien osittaisderivaattojen olemassaolo pisteessa

Zg-

Todistus. Halutaan osoittaa, etta tietyn pisteen ymparistossa differentoituvalla funk-
tiolla on kaikki osittaisderivaatat kyseisessa pisteessa. Tehdaan tama osoittamalla,
etta differentiaalin maaritelmasta seuraa derivoituvuuden maaritelman toteutumi-
nen kaikilla lisdysvektoreilla. Olkoon funktio differentioituva pisteessa 7. Differen-
tioituvuuden maaritelman 7.4.2 mukaisesti on olemassa vektori b € R™ siten, etta

kaikilla lisdysvektoreilla AT =@ = ta® € R™ patee
f(@o+a) — f(To) = f(To+ta°) — f(To) =b-a+|allea).

Jaetaan saatu yhtalé vektorin @ normilla sekd otetaan siita puolittain raja-arvo.

Lisdksi huomataan lim e(@) = 0, jolloin yhtlé saadaan muotoon
a— 0

lim f(@o+a)— f(To) —b-a

a3 0 @]

=0.

Valitaan yksikkévektoriksi @° = e; ja lisdysvektoriksi Az kantavektori te;, missa
j € [1,n]. Lisaksi lisdysvektorin normille patee |[a||= |ta°||= [t|. Vektori @ on
yhtasuuri kuin ta°, jolloin vektorin @ lahestyessa nollaa taytyy myos skalaarin ¢

lahestya nollaa ja yhtalé voidaan kirjoittaa muotoon

L f(@utte;) — (@) —b-te,
t— 0 ’t‘

=0.

Mikali ¢ > 0, voidaan kirjoittaa

lim f(®@o +te;) — f(To) — b te — lim (

t— 0t t t— 0+

Mikali ¢t < 0, voidaan kirjoittaa

lim f(@o +tej) — f(To) = b e, — _ lim (f(%—l—te;—f(xo)) —b-ej) —0

t— 0~ —t t— 0~
Kaikilla nollasta poikkeavilla skalaarin ¢ arvoilla derivaatan maaritelma 7.3.2 toteu-

tuu jokaiselle valitulle kantavekrorille.

f(@o+te; = f(To) _ 5

lim =b-e; =0,
t— 0 t J J
Nain ollen differentioituvuudesta seuraa kaikkien derivaattojen olemassaolo. O]
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Differentiaalin maaritelmasta nahdaan, ettd b; = ;2 (%) kaikilla arvoilla 1 <
J

Jj<n.

Maaritelma 7.4.4. Olkoon kuvaus f: R™ — R funktio, jolla on osittaisderivaatat
kaikkien muuttujien suhteen pisteessd T € R™. Silloin voidaan maaritelld gradientti

annetussa pisteessa .

0 0 0
df =Vf@)=|=—f®), —f@),...., — f(T
arodf = V1(0) = (0 ). 1)
Esimerkki 7.4.5. Gradientilla on tarked merkitys kaytannon sovelluksissa esimer-
kiksi fysiikan laskuissa. Divergenssin eli lihteisyyden laskemiseksi kaytetaan gra-
dientin pistetuloa kentidn voimavektorin kanssa. Maaritelman mukaan divergenssi

lasketaan gradientin avulla
divF =V - F.

Divergenssin merkin avulla voidaan paatella onko vuo poispain pistelahteesta 7.8,
jolloin V- F' > 0, vai vastaavasti vuo voi olla kohti pistelahdetta, jolloin V- F' < 0.
Vuo voi olla myds tason suuntainen, jolloin V - F' = 0.

Kuva 7.8. Vektorin vuo on poispdin pistelahteesta
Ajatellaan, ettd vuota kuvaa funktio
F = zyze, + sin(xyz)e, + vy’2’es.
Lasketaan nyt divergenssi

V- F = 2 [y + 2 [sin(ayz)] + [0

0y 0xs

6%’3
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= yz + xz cos(xyz) + 3wy’

Huomataan, etta esimerkiksi koordinaatiston pisteessa 1 = (—1,, 1) on voimassa
V- F(x1) = —25 < 0, jolloin vuo on kohti pistelahdetta.

7.5 Suunnattu derivaatta

Tarkastellaan funktion muutosnopeutta pisteessa T, suuntaan a°.

Maaritelma 7.5.1. Olkoon funktio f : R™ — R maaritelty pisteen T, ymparis-
téssa A C R™. Funktion suunnattu derivaatta suuntaan a° pisteessa T, voidaan

kirjoittaa

O £ (7o) = Tim LT F 1) = (7o)

t— 0 t

Y

kun raja-arvo on aarellisend olemassa.

Taman seurauksena funktion f osittaisderivaatat ovat suunnattuja derivaattoja

kantavektorien koordinaattiakselien suuntaan.

Lause 7.5.2. Jos funktio f on differentioituva pisteessa T, niin funktiolla f on

suunnattu derivaatta Ogzo f(To) mielivaltaiseen suuntaan a° ja lisaksi
Oae [ (To) = V f(T0) - @”.

Todistus. Halutaan osoittaa, etta jos funktio on derivoituva pisteessa, niin funktiol-
la on suunnattu derivaatta mielivaltaiseen yksikkovektorin suuntaan. Osoitetaan,
etta differentioituvuudesta lauseen 7.4.3 mukaisesti seuraa suunnatun derivaatan

olemassaolo, silla virhetermi |ahenee nollaa.
f(@o+a) — f(To) =b-a+ |alle(a)

Tehdaan sijoitus b-@ = V f(T) - ta® ja jaetaan puolittain termilld ¢, jolloin saadaan
yhtalo

Jalle(a)
t

IO =T g0+

Otetaan nain saadusta yhtalosta puolittain raja-arvot, jolloin voidaan kirjoittaa

lim f(@o +a) — f(T)
t— 0 t

= V[f(T) - @
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Koska jaannostermi lim €(@) = 0 lahenee nollaa, funktion differentioituvuudesta
—

seuraa suunnatun derivaatan olemassaolo lauseen mukaisesti. OJ

Esimerkki 7.5.3. Osoitetaan, etta funktio f(x,y) = x? — y? on differentioituva
jokaisessa maarittelyjoukon pisteessa (a,b) € R?. Tehdaan tama osoittamalla, et-
ta funktio tayttaa differentioituvuuden vaatimuksen maaritelman 7.4.2 mukaisesti.

Maaritelma voidaan esittda matemattisesti muodossa
f(@o+a) — f(To) =b-a+ |alle(a).

Olkoon tarkastelupiste nyt Ty = (a,b) ja lisdysvektori @ = (h, k), jolloin yhtalo

voidaan kirjoittaa muotoon
fla+h,b+k) = fa,b) =b- (h, k) + |[a]e(@).

Differentioituvuuden maaritelman mukaan (h, k) — (0,0). Sijoittamalla vektorin @

arvot yhtaloon saadaan

fla+h,b+k)— f(a,b) =0b- (h, k) + |a|e@)

_ (gf< b+ §£<a,b>) () + ale(@).

Lasketaan funktion f osittaisderivaatat

_ 9 —oriap, = 9 _
Dl_ 8x(x’y)_2mja D2_ ayf<x7y)_2y

Nyt voidaan laskea funktion pistetulo auki ja siirtda termit samalle puolelle

fla+h,b+k)— f(a,b) — gi(a,b)h— g]yc(a,b)k

=(a+h)?+(b+k)?—(a* +b*) — (2a)h — (2b)k = h* + k>

Seuraavaksi voidaan tarkastella virhetermin €(h, k) suhdetta etaisyyteen pisteestd

(a, b). Funktio € voidaan esittad muodossa

h? + k?

h k)= ———.
Vb=

Nyt on osoitettava, etta

e(h,k) — 0, kun (h, k) — (0,0).
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Tama patee, silla

A
Vh? + k?

k
0< Ie(h, k)| < Jn s < A+ [H] = 0
kun (h, k) — (0,0).

Esimerkki 7.5.4. Tarkastellaan funktiota f(z,y) = x + zy*. Lasketaan funktion
suunnattu derivaatta Og f(T,) vektorin w = —8i + 45 yksikkdvektorin suuntaan
suunnatun derivaatan maaritelman nojalla.

Lasketaan aluksi vektorin pituus normin maaritelman 7.1.6 avulla
[l= /(—8)7 + (4 = 45,

Vektorin pituuden avulla voidaan laskea yksikkovektori

—0

W -Si+dj 2+
BV A VA

Suunnatun derivaatan maaritelman 7.5.1 nojalla

O f(z,y) = lim (z + tar) + (z + tar)(y + tas)? — (z + zy?)
¢ Y= t—0 ;

= %in%(alagtz + 2aya9ty + ary® + a1 + adtx + 2ax2y)
H

= a1y2 + a1 + 2as1y.

Sijoittamalla yksikkovektorin arvot saatuun yhtal6on saadaan

_ W2 2wy 2 n
Oz fx,y) = v \/3+\/§_\/5( y" —1+uay).

7.6 Suunnatun derivaatan maksimiarvo

Seuraavaksi esitetdan suunnatun derivaatan maksimiarvo gradientin avulla tulkit-

tuna.

Lause 7.6.1. Olkoon funktio f : R™ — R differentoituva pisteen T, ymparistds-
sdé A C R™. Suunnatun derivaatan maksimiarvo pisteessd To € A on gradientin

pituuden itseisarvo pisteessa T.

Todistus. Tulisi osoittaa, ettd suunnatun derivaatan maksimiarvo pisteessa 7, € A

on gradientin pituuden itseisarvo. Tarkastellaan funktion f suunnattua derivaattaa
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pisteessd T, standardikannassa. Tehdaan todistus kayttaen suunnatun derivaatan
maaritelmaa 7.5.2 ja toteamalla, Schwarzin epdyhtédlon 7.1.3 avulla, suunnatun

derivaatan olevan aina pienempi tai yhta suuri kuin funktion gradientin pituus.

oa’ f(zo) = V f(Zo) - @

= Vim)a L V@)= IV (@)

Maaritetaan sitten funktion gradientin yksikkovektori

Vf(fo)

v = Lt
P =¥

Schwarzin epayhtalon nojalla suunnatun derivaatan maksimiarvo on funktion pis-
teessd Ty olevan gradientin ja funktion gradientin yksikkovektorin pistetulo, jolloin
voidaan kirjoittaa

V(@) |V f (o) |I?

[]

Esimerkki 7.6.2. Mika on funktion f(x,y,z) = sin(z) + cos(y) + tan(z) suun-
: . . . . . .
nattujen derivaattojen suurin mahdollinen arvo pisteessa (§,7,7)?
Suurin mahdollinen arvo on lauseen 7.6 nojalla gradientin pituuden itseisarvo
annetussa pisteessa eli |V f(5,7,7)||. Lasketaan osittaisderivaattojen arvot anne-

tuissa pisteissa
1
le(x7y7 Z) = COS('I> - ﬁ7
Dyf(x,y,z) = —sin(y) = —

1

Dsf(x,y,z) = M = 2.

1
A

Y

Lasketaan gradientin normi

T T 1 \2 —1\2
955 5 DI () + () +22 =5

7.7 Valiarvolause ja ketjusaanto

Differentiaalilaskennan valiarvolause yhdelle muuttujalle voidaan esittaa seuraavas-
ti.
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Lause 7.7.1. (Valiarvolause) Jos funktio f on jatkuva suljetulla vélilli [a,b] € R?

Jja derivoituva avoimella valilld ]a, b], niin on olemassa sellainen ¢ €la, b|, ettd

f() = fa) = f'(e)(b - a).

Esimerkki 7.7.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(x) = z? valilla [0, 5]. Funktio
f on jatkuva ja derivoituva valilla [0, 5], joten véliarvolauseen nojalla on olemassa
sellainen ei-negatiivinen € € [0, 5], ettd 52—0? = 2¢(5—0).T4st4 saadaan ratkaisuna

arvo € = 2, joka selvasti kuuluu vilille [0, 5.

Differentiaalilaskennan valiarvolause usean muuttujan funktiolle maaritetaan

seuraavasti.

Lause 7.7.3. Olkoon A C R™ alue ja olkoon f : A — R differentioituva. Olete-
taan, etta pisteiden @, b € A vélinen yhdysjana r(t) sisiltyy joukkoon A. Tlléin on

olemassa ¢ € r(t), jolle
fb) = f(@ =Vf(e)- (b-a).

Todistus. Halutaan osoittaa differentiaalilaskennan valiarvolauseen patevan usean
muuttujan differentioituvalle funktiolle f pisteiden @ ja b valilli. Tehdaan tama
maarittamallad naiden pisteiden valinen yhdysjana r(t), missa skalaari ¢ € [0, 1] ja
esitetaan yhdysjana suljetun valin paatepisteiden @ ja b avulla.

Vililla @ ja b kulkevaa yhdysjana ab voidaan parametrisoida muotoon

r(t) =a+t(b—a),
missa t € [0, 1]. Kirjoitetaan lauseke apufunktiolle,
g(t) = f@+t(b—a)).

Differentioituvuuden maaritelman 7.4.2 nojalla voidaan kirjoittaa

g(t+h) —g(t) = fl@a+ (t+hr)(b—a) - fla+tb-a)
=f@+tlb—a)+hb—a))— f@+tlb-a))).

Toisaalta differentioituvuus voidaan kirjoittaa myos gradientin maaritelmaa kayt-
taen,
g(t+h)—g(t) =Vg(t)-h+elh).
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Talloin lauseke saadaan muotoon
fl@a+tlb—a)+hb—a))— fla+td-—a)))
=Vf@a+tb—a)- (b—a)h+eb—a).
Molemmat puolet jaetaan muuttujalla h ja otetaan raja-arvot kun h — 0, jolloin
voidaan lausua
() =Vi@a+tb-a)-(b—a).

Funktio g(t) on jatkuva valilla [0, 1], koska se on differentioituva. Yhden muuttu-

jan valiarvolauseen nojalla voidaan olettaa, etta jatkuvalla valilla on ainakin yksi

sellainen piste t(, joka toteuttaa lauseen

g(1) — g(0) = ¢'(to)(1 — 0) = ¢'(to)-

Kiinnitetaan seuraavaksi muuttujien arvot g(1) = f(b), g(0) = f(a@) ja ¢'(to) =
a

Vf(a+ty(b—a))-(b—a). Maaritetaan vektori ¢ =

usean muuttujan valiarvolauseeseen

f) = f(@=Vf@)-(b-a).
[l

Esimerkki 7.7.4. Tarkastellaan funktiota f(z,y, 2) = 8zy—x?+2%. Etsitaan jokin
valiarvolauseen toteuttava piste ¢ pisteitd @ = (0,1,1) ja b = (1,2, 3) yhdistavalta

janalta

f) = f@=Vf()- 0-a.
Ratkaistaan aluksi funktion gradientti
Vf(x,y,z)= 8y — 2x,8x,2z).
Sijoitetaan ¢ = (c1, ¢2, ¢3) saatuun yhtaloon, jolloin saadaan
Vf(©) =V f(er, e, c3) = (8ca —2c1,8c1,2c3)

Ratkaistaan sitten funktion arvoja annetuissa pisteissa. Nyt f(a) = 1, f(b) = 24
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ja naiden arvojen erotus on 23. Nyt valiarvolausetta kayttaen voidaan kirjoittaa

f(b) — f(@) =23
= Vf(é) ' (6 - a) = (862 - 20178617 263) ' (17 172>
= 8¢y — 2¢1 + 8¢y + 4c3 = 6¢1 + 8¢y + 4cs.

Pistetulon ja sievennyslaskun jalkeen yhtalé saadaan muotoon
23 = 6c1 + 8¢y + 4cs.

Pisteitd @ ja b yhdistavan janan yhtélé on muotoa ¢(t) = @ + tb, missa t € [0, 1].

Laskemalla saadaan
c(t) = (t, 14 2t,1 4 3t) = (c1(t), ca(t), e3(t)) = 6(t) + 8(1 + 2t) + 4(1 + 3t) = 23.

Nain saadusta yhtaldsta voidaan ratkaista muuttujan t arvoksi

11

t=—.
34

Sijoittamalla muuttujan t arvo saadaan tulos

(11) (11 28 67)
cl=)=(= ==

34 347177 34

Nain esitetty valiarvolauseen toteuttava piste ¢ on |0ydetty.

Esitetdaan seuraavaksi yhdistetyn funktion derivointisdanto eli ketjusaanto.

Lause 7.7.5. (Ketjusidanté) Olkoon f jatkuvasti differentoituva avoimessa joukossa
U ja7 =T7(t) € U differentoituva. Silloin yhdistetylle funktiolle pitee

Of (4o o -
5 ST = VIFE) -7'(2).

Todistus. Todistuksen tueksi on esitetty kuva 7.9. Osoitetaan yhdistetyn funktion
derivaatan olevan samansuuruinen kuin yhdistetyn funktion gradientin ja sisafunk-

tion derivaatan pistetulo. Matemaattisesti tama voidaan muotoilla

L FEE ) — ()

h— 0 h

= V@) 7).

Valitaan viivasegmentti ¢(h), joka yhdistaa avoimessa joukossa U olevaa differen-
toituvaa kayradd pisteissa 7(t) sekd 7(¢t + h). Alkuoletuksen nojalla 7(t) kuuluu
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Kuva 7.9. Ketjusdannon todistuksessa esiintyva viivasegmentti

joukkoon U. Usean muuttujan valiarvolauseen 7.7.3 mukaisesti voidaan kirjoittaa

frt+h) = f(7(t) = V@E(h) - (7t + h) —7(t)).
Molemmat puolet voidaan jakaa muuttujalla h,

P )~ 10 (Tl 7D
) = vstetny - (=),

Kun h lahenee nollaa, niin ¢(¢t) — 7(t) ja jatkuvuuden nojalla

Vf(e(h)) = f(r(t)).

Koska nyt

saadaan ketjusdannon muoto. O
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8 Tapaustutkimus: Multivariable Calcu-

lus

Tassa luvussa analysoidaan, miten Tampereen yliopiston matematiikan opintojakso
Multivariable Calculus on toteutettu saavutettavuuden nakokannalta. Aluksi esitel-
l4an opintojakson sisaltd, harjoittelu- ja arviointikdytannot seka tavoitteet. Tavoit-
teiden saavuttamista arvioidaan Liitteessa 1 esitettyyn saavutettavan matematiikan

verkko-opetuksen mittaristoon peilaten.

8.1 Opintojakson sisilto

Opintojakson sisaltd kattaa opintojaksomateriaalin ja taltioidut opetustilanteet. Si-
saltd on jaoteltu koko jakson kattavaan seka viikkokohtaiseen osioon. Sivusto sisal-
taa:

= suomen- ja englanninkielisen opintojaksomonisteen

» Matlabin asennusohjeen, Matlab-komentojen listan ja esimerkkeja

» kaavakokoelman

= viikoittaiset luentokalvot

» viikoittaiset laskuharjoitukset, joihin loytyy vastaukset kirjallisesti seka videoi-

tuna

viikoittaisiin aiheisiin liittyvia videoituja lisdesimerkkeja

Opetus koostuu englanninkielisista luentovideoista, jotka on pilkottu 5 - 20 minuutin
esityksiin aiheittain. Luentovideot sisaltavat esimerkkilaskuja, joita ei ole muussa
materiaalissa. Opintojakson sivulla on luentoihin liittyvat luentokalvot jokaiselle
viikolle, jotka ovat saatavilla seka suomeksi etta englanniksi. Jokaiselle viikolle on
Matlab-koodi, joka liittyy viikon viimeiseen harjoitustehtavaan. Sivustolla on myos
lisatty linkkeja englanninkielisiin opetusvideoihin ja joinakin viikkoina opetussivujen

linkkeja.

8.2 Harjoittelu ja arviointi

Opintojaksoa suorittavilta opiskelijoilta vaaditaan esitietoina yhden muuttujan re-
aaliarvoisen funktion differentiaali- ja integraalilaskennan hallintaa. Suoritusvaa-

timuksiin kuuluvat harjoitukset ja tentti. Opintojakso voidaan suorittaa kahdella
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vaihtoehtoisella tavalla. Ensimmaisen arviointitavan mukaan opiskelijan arvosana
maaraytyy puoliksi tentin ja puoliksi harjoitusten perusteella. Harjoitukset koostu-
vat online-harjoituksista, joiden tarkistus on automatisoitu, ja kirjallisista harjoi-
tuksista. Online-harjoituksia ei kuitenkaan ole analysoitu tata tutkimusta tehdessa.
Kirjalliset harjoitukset palautetaan Moodle-sivustolle ja vertaisarvioidaan. Toinen
vaihtoehtoinen tapa suorittaa opintojakso on osallistua ainoastaan tenttiin. Tama-
kin suoritustapa edellyttaa kuitenkin merkittavaa tehtavien tekemista tai vastaavaa
harjoittelua. Tentin on ilmoitettu olevan harjoitusten kaltainen. Osa kokeen tehta-
vistd vaatii tiedon yhdistamista useammasta harjoituksesta.

Tehtavia voi tehda itsekseen tai saada tukea niiden tyostamiseen. Vapaaehtoi-
sen Teams-laskuharjoitusryhman tarkoitus on auttaa tehtavien ratkaisuissa. Lisaksi
on olemassa Telegram-ryhma, jossa voi kokoontua ratkaisemaan pienryhmissa har-
joituksia. Seka online- etta kirjalliset harjoitukset palautetaan viikoittaiseen maara-
aikaan mennessa. Kirjallisiin harjoituksiin sisaltyy yksi Matlab-harjoitus kuutena en-
simmaisend viikkona. Mikali harjoitukset ovat laskutehtavia, Matlabia saa kayttaa
tarkistusohjelmana. Matlabia kaytettiessa tehtavan tekemiseen, on Live Editorilla
kirjoitettavassa ratkaisussa selitettava ratkaisun valivaiheet. Kirjalliset harjoitukset
palautetaan pdf-tiedostona Moodleen.

Kirjalliset harjoitukset arvioidaan malliratkaisuja apuna kayttaen vertaisarvioin-
tina. Opiskelija voi saada maksimissaan kaksi pistetta jokaisesta harjoitustehtavas-
ta. Han saa yhden pisteen ratkaisustaan, mikali han ratkaisu on hyva yritys, jonka
eteen on nahty vaivaa. Vastauksen oikeellisuudella ei ole merkitysta. Opiskelija saa
kaksi pistetta tehtavasta, mikali ratkaisu on selkeasti oikean suuntainen. Ratkaisun
ei kuitenkaan tarvitse olla tismalleen oikein. Arvioinnin suorittavan opiskelijan olete-
taan kommentoivan, mika ratkaisussa oli hyvaa ja mita parannuksia viela tarvittai-
siin. Opiskelijalla on 3 - 4 paivaa aikaa suorittaa arviointi. Arvioinnin suorittaminen
on tarkeaa, silld muuten opiskelija saa pistevahennyksen viikon aikana keraamis-
taan pisteista. Jokaisesta harjoituskerrasta oli kierroksen lopuksi saatavilla selkea

ratkaisumoniste seka opetusvideo jokaiseen kotitehtavaan.

8.3 Opintojakson tavoitteet

Tampereen yliopiston opinto-oppaassa englannin kielella jarjestettavalle matematii-
kan opintojaksolle Multivariable Calculus on asetettu seuraavat tavoitteet [44].
"Opintojakson suoritettuaan opiskelija osaa tutkia ja havainnollistaa kahden
muuttujan reaaliarvoisen funktion kayttaytymista kuvaajan ja tasa-arvokayrien avul-
la, laskea usean muuttujan funktion raja-arvoja, ensimmaisen ja korkeamman ker-

taluvun osittaisderivaatat, gradientin ja suunnatun derivaatan sekd hakea lokaaleja
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Jja globaaleja aériarvoja. Opiskelija osaa muodostaa vektoriarvoisen funktion deri-
vaattamatriisin ja kdyttdad ketjusdantda. Opiskelija osaa laskea taso- ja avaruusin-
tegraaleja projisoituvissa joukoissa ja kdyttaa integroinnissa napa-, sylinteri- ja pal-
lokoordinaatteja. Opiskelija osaa myds lukea ja kirjoittaa yksinkertaisia todistuksia.
Opiskelija osaa esittaa ratkaisunsa seka suullisesti etta kirjallisesti."

Opintojakson tavoite on pilkottu viikkokohtaisiin osatavoitteisiin, jotka ovat sel-
keasti ilmaistu opintojakson sivustolla. Kotisivulla esitetyt viikkokohtaiset tavoitteet

on esitetty prosessikaaviolla 8.1.

8.3.1 Tavoitteet mittaristoon peilaten

Aluksi tarkastellaan kokonaistavoitetta ja sen jalkeen viikkokohtaisia osatavoitteita.
Opintojakson kokonaistavoite on kirjattu opinto-oppaaseen, joka on helposti 16y-
dettavissa internetista. Kehitysideana ehdotetaan sen kirjaamista myos kotisivuille.
Osatavoitteet ovat selkeasti nakyvilla Moodle-sivustolla. Lisaksi tavoitteiden yhtey-
dessa on ilmaistu opintomonisteen opiskeltavat luvut. Opintojakson viikkokohtainen
ja aihekohtainen jako auttavat hahmottamaan, mita tulee opiskella.

Ensimmaisella viikolla parametrisoitua kayraa tarkasteltiin erittain monipuolises-
ti ja siita tuli myos kotitehtava, joka kasitteli aihetta soveltavasti fysiikan kannalta.
Usean muuttujan funktion maarittelyjoukkoa, kuvaajaa ja tasa-arvokayria kasitel-
tiin niin opetuksessa kuin harjoituksessakin. Lisdksi kdyran tangenttia ja suoraa
tarkasteltiin maaritelmallisesti ja sen voisi lisata tavoitteisiin.

Toisella viikolla osatavoitteet tuli kaytya lapi opetuksessa. Kriittinen piste kay-
tiin 1api materiaalissa ja opetuksessa yhtena osittaisderivaattojen erikoistapauksena
ja kasite liitettiin myos tangenttitasoon ja aariarvoihin. Kriittista pistetta ei kasitel-
ty kuitenkaan kirjallisissa harjoituksissa. Luennoissa oli huomautus, ettd aiheeseen
palataan myéhemmin opintojaksolla. Tangenttitason tarkastelu ehdotetaan nostet-
tavaksi toisen viikon tavoitteeksi kriittisen pisteen sijaan, silla aihetta kasiteltiin niin
luennolla kuin harjoituksissa. Harjoitukset olivat muuten tavoitteiden mukaisia.

Kaikki kolmannelle viikolle asetetut osatavoitteet tulivat kaytya lapi opetuksessa
ja harjoituksessa. Kriittisen pisteen tavoite sopisi paremmin kolmannen luennon
teemaan, silla aihe konkretisoitui toisen viikon luentoja paremmin tassa yhteydessa.
On my6s huomionarvoista, ettd kriittinen piste liittyi kolmannen viikon kotitehtaviin
yksi ja kaksi.

Neljannen viikon tavoitteet saavutettiin niin ikaan. Kehitysehdotus on, etta luen-
non tavoitteena olisi voinut lisaksi olla vektorikentta, Jakobin matriisi ja ketjusaanto
seka Lagrangen menetelma. Tehtavat vastasivat hyvin asetettuja tavoitteita.

Viidennen, kuudennen ja seitsemannen viikon kaikki osatavoitteet tuli kaytya

lapi luentomateriaalissa ja tehtavat vastasivat sisalloltaan tavoitteita.
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1. Viikko
Parametrisoitu kayra,
usean muuttujan funktion maaritte-
lyjoukko, kuvaaja ja tasa-arvokayrat

Y
2. Viikko

Usean muuttujan funktion raja-arvo,

osittaisderivaatat ja kriittiset pisteet

Y
3. Viikko
Aériarvot suljetussa ja rajoitetussa joukossa,
lokaalien dariarvojen laatu,
lineaarinen approksimaatio
ja differentioituvuus

Y
4. Viikko
Vektoriarvoiset funktiot ja niiden
raja-arvo, jatkuvuus,
derivaattamatriisi ja ketjusaanto
reaaliarvoisten funktioiden
suunnattu derivaatta, gradientti seka
Hessen matriisi

Y
5. Viikko
Tasointegraalin maaritelma ja
approksimaatio Riemannin summalla
Integraalin laskeminen suorakulmiossa ja
yleisissa alueissa seka integrointijarjetyksen
vaihto sekd muunnos napakoordinaatteihin

Y
6. Viikko
Avaruusintegraali ja sen
muunnokset sylinteri- ja pallokoordi-
naatteihin, massa ja massakeskipiste

Y
7. Viikko
Yleinen muuttujanvaih-
to ja epaoleellinen integraali

\. J

Kuva 8.1. Multivariable Calculus -opintojakson viikoittaiset osatavoit-
teet.
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Opintojakson eras tavoite on Matlab-ohjelmiston kaytté6 matematiikan mallin-
nuksen tyokaluna. Taman tavoitteen lisddmista ehdotetaan opintojakson sivustolle.
Opintojakson sivuilla on tarkka ohjeistus aikatauluihin niin opiskelun kuin tehta-
vienkin osalta, joka auttaa opiskelijaa hahmottamaan tavoitteiden mukaisen tyo-
jarjestyksen. Opintojaksolle vaadittavat pohjatiedot on esitetty ilmoittautumisessa.
Perustiedot ovat oleelliset, silla opintojaksolla vaaditaan paljon analyysiin liittyvaa
osaamista. Opintojaksolla varmasti parjaa naill tiedoilla, jos on valmis kayttdmaan

aikaa asian omaksumiseen.

8.3.2 Opetus mittaristoon peilaten

Tavoitteet ja opetetut asiat vastasivat todella hyvin toisiaan. Opintojakson opetus
lahti olettamuksesta, etta opiskelijat ovat harjaantuneita lukemaan matemaattisia
notaatioita. Kuitenkin notaatioiden sanallinen ja symbolinen tulkinta oli esitetty sel-
keasti yhdessa. Luennolla opetettiin merkintatapojen tulkintaa sanoittamalla hyvin
seikkaperaisesti, mita merkinnat tarkoittavat. Tarkeistd opiskeltavista asioista oli
myos esimerkit. Erityisesti luentovideoissa esitetyt esimerkkitehtavat tukivat tehta-
vien tekemista. Huolitellut kuvat auttoivat myés osaltaan konkretisointia. Esimerk-
kina voisi mainita Riemannin summan konkretisoinnin kaksi- ja kolmiulotteisessa ti-
lanteessa. Opintojakson asioiden kaytantoon linkitys liittyi hyvin pitkalle matemaat-
tiseen mallintamiseen Matlabilla ja hieman fysiikkaan. Kehitysideana opintojaksolle
ehdotetaan asiasisallon liittamista kaytantoon monipuolisemmin. Esimerkiksi kol-
mannessa luennossa mainittiin lineaarisen approksimaation yhteys mittavirheeseen,
mita voidaan soveltaa muun muassa mittaussarjoihin.

Opintojaksolla opeteltavan asian ja aiemmin opitun asian valille pyrittiin jatku-
vasti rakentamaan assosiaatiota, mika tukee saavutettavuutta. Esimerkiksi yhden
muuttujan funktioon liittyvat analyysit esitettiin rinnan usean muuttujan funktioon
liittyvien vastaavien analyysien kanssa. Saavutettavaan matematiikan opetukseen
liittyy myos teoriaosiossa esitettyjen ongelmanratkaisun vaiheiden opettaminen. Sa-
tunnaisesti valitun luennon neljan esimerkki ketjusaannosta havainnollistaa vaihei-
den toteutumisen. Esimerkin matemaattinen ongelma on ymmartaa, miten ket-
jusaantoa sovelletaan yhdistettyyn funktioon. Opettaja kasitteellisti ongelman ja
esitti ratkaisusuunnitelman. Esimerkki kasitti tehtavan ratkaisun ilman ketjusaan-
t0a ja ketjusdantoa soveltaen. Vaihtoehtoisten tapojen kasitteleminen rinnakkain
opetti opiskelijoille matriisilaskennan saant6ja ja yhdistetyn funktion muodostamis-
ta. Opetuksessa havainnollistettiin parametrien sijoittelua erilaisin varinuolin. Myos
matriisituloa kerrattiin opiskelijoille. Vaihtoehtoisten ratkaisutapojen tuloksia ver-
rattiin keskenaan ja havaittiin samoiksi. Opetus siis sisélsi kaikkien ongelmanrat-

kaisun vaiheiden opetuksen. Myos osaongelmiin hajottamista opetettiin saannon-

70



mukaisesti lahes kaikissa esimerkkitehtavissa. Opetuksessa esitetaan kautta linjan
perusteita vaiheille, mika implikoi opiskelijoille perustelemisen tarkeytta. Opetukses-
sa myos rohkaistaan oppilaita kirjaamaan selitteita muun muassa Matlab-koodien
yhteyteen.

Opintojaksolla ei ole paljon sijaa henkilokohtaiseen tyoskentelymenetelman va-
lintaan. Henkild voi valita hanen oppimistyylilleen sopivan tavan katsoa luentoja
tai opiskella kirjallisista esityksista. Opintojakson sisallon linkittaminen omiin mie-
lenkiinnon kohteisiin jaa opiskelijan omalle vastuulle. Matematiikan leikinomaisel-
la puolella voi ymmartaa mielenkiintoa herattavia havainnollistuksia kuten ensim-
maisen viikon laskuharjoitusten viimeisen tehtavan Pascalin historiatehtava. Taman
kaltaisten elementtien lisadminen monipuolistaisi opetusta. Matematiikan estetiikka
tulee parhaiten esiin kauniina matemaattisina malleina, yhtendisena ja tiivistettyna

esitystapana, joka tukee opetusta.

8.3.3 Materiaalit mittaristoon peilaten

Opintomateriaalit kattavat opetusvideoita, luentoesityksia, opintomonisteita ja las-
kuharjoituksiin liittyvia tiedostoja. Materiaalit on myos hyvin otsikoitu, mika helpot-
taa sivuston sisallon hahmottamista. Materiaalit ovat yhtenaisia tavoitteiden kans-
sa ja noudattavat samaa rakennetta kautta linjan, mika tekee niistd ennakoitavia.
Opintomoniste ja luentokalvot on saatavilla suomeksi ja englanniksi. Opintoma-
teriaalien rakenne vastaa formaalia matemaattista tekstiad. Keskeiset kasitteet on
erotettu muusta tekstistd korostaen, kuten matemaattisessa kirjallisuudessa. Tama
on eras tiedon koostamisen tapa.

Materiaalit ovat todella laadukkaasti toteutettu samalla valitulla tyylilla alusta
loppuun. Kasitteet on esitetty symbolisesti ja sanallisesti, jolloin materiaaleja on
helppo kayttaa laskuharjoitusten tukena tai kertauksessa. Asioiden esitys on mini-
moitu, mutta kuitenkin pyritty havainnollistamaan oleelliset asiat. Opintojaksolla
notaatioita on maarallisesti erittain paljon, mika varmasti haastaa opiskelijaa. Tu-
ki notaatioiden ymmarrykselle on kuitenkin riittava. Opiskelijan saattaa olla vaikea
aluksi ymmartaa opintojakson kasitteiden, kuten esimerkiksi derivoituvuuden, dif-
ferentioituvuuden ja jatkuvuuden valista yhteytta ja seuraussuhteita. Kehitysideana
ehdotetaan, etta keskeisia kasitteita ja niiden valisia riippuvuuksia esiteltaisiin sanal-
lisesti esimerkiksi miellekarttatyyppisesti tai rakennehierarkiana. Mallin tekeminen
voi myos olla oppimistehtava.

Tunnilla on kaytossa kiitettavasti taustatietomateriaalia, kuten linkkeja opetus-
sivustoille ja opetustuokioihin. Lisamateriaalina ovat myoés valmiit Matlab-koodit,

joilla opiskelija voi oppia itse mallintamaan aiheeseen liittyvia asioita.
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8.4 Harjoittelu mittaristoon peilaten

Harjoitustehtavat ovat yhtenevaisia tavoitteiden kanssa ja kaikki niihin liittyvat ka-
sitteet on esitetty opintojakson materiaaleissa esimerkkien kanssa. Harjoitustehta-
vissa on looginen, selked ja vahan yksityiskohtia kasittava rakenne. Ongelmia ei ole
sanotettu vaihtoehtoisella tavalla, mutta opintojaksolla opiskeltava asia ei useita
esitysmuotoja kaipaa.

Materiaalin pilkkominen aiheittain auttaa opiskelijaa |6ytdmaan nopeammin tar-
vitsemansa asiasisallon. Joidenkin tehtavien yhteydessa on viitteitd samankaltaisiin
esimerkkeihin. Talloin luonnollisesti ratkaisun muotoilu helpottuu. Yleisesti ottaen
hieman haastavammat tehtavat sisaltavat vihjeita. Monien tehtédvien yhteydessa
on numeerinen vastaus, jolloin opiskelija saa varmistuksen tehtavan oikeellisuudes-
ta jo harjoitteluvaiheessa. Opiskelijoita neuvotaan tehtavissa esittamaan soveltuvia
perusteluita ja ohjeistuksessa myos kuvataan tarkasti, miten tehtava oletetaan rat-
kaistavan. Matlab-tehtavissa puolestaan ohjataan kirjoittamaan koodin oheen myos
selitteita.

Opiskelijalla on mahdollisuus vaikuttaa tehtaviinsa saamaan tukeen osallistu-
malla viikoittaisiin laskuharjoituksiin, jolloin ratkaisuaihioista keskusteleminen on
mahdollista. Yrittamisesta ja ideoista palkitaan, silld vastauksen jattajalle on lu-
vussa ainakin puolet pisteista. Taman tutkimuksen valossa ei ole mahdollista saa-
da tietoa, milla lailla matemaattista osaamista kehitetdan laskuharjoituksissa juuri
talla opintojaksolla. Saavutettavassa matematiikan opetuksessa opiskelijan ratkai-
suaihioita voidaan testata erilaisin vaittamin ja ajatusta voidaan johdatella tuki-
kysymyksin haluttuun suuntaan. Opiskelijan omalle oivallukselle olisi syyta jattaa
tilaa. Opiskelijat padsevat tutustumaan laskuharjoitusten paatteeksi mallivastauk-
siin ja antavat seka saavat henkilokohtaista palautetta mallivastausten perusteella
vertaistensa kanssa. Opiskelijalla tulee olla melko hyvad ymmarrys vastauksen vai-
heista voidakseen arvioida vertaisopiskelijan ratkaisua. Opiskelijat eivat kuitenkaan
enaa parantele omia ratkaisujaan saatuaan tehtavat suoritettua. Mallivastauksis-
sa on my6s huomioitu vaihtoehtoiset laskentatavat. Esimerkiksi ensimmaisen las-
kuharjoituksen toisessa tehtavassd on maininta, ettd samaan ratkaisuun voidaan
paatya vaihtoehtoisella koordinaattivalinnalla. Matematiikka yhteisollisena tieteena

toteutuu luentojen, laskuharjoitusten ja vertaisarviointien puitteissa.

8.5 Arviointi mittaristoon peilaten

Opiskelija saa jatkuvaa palautetta omasta suoriutumisestaan kerdtessaan pisteita

opintojakson suorittamista varten. Opintojaksolla on kaksi osatavoitetta tehtévien
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tekeminen ja tentti. Koska opintojakson tehtavat linkittyvat voimakkaasti tavoit-
teisiin, seurataan myods osatavoitteiden saavuttamista monipuolisesti. Opiskelijan
tehdessa vertaisarviointia ja omien tehtavien tarkastusta mallivastauksien avulla it-
sereflektointitaidot kehittyvat.

Opintojakson tentin on mainittu olevan harjoitustehtavien kaltainen, joskin hie-
man soveltava. Nain se mittaa opiskelijan matematisointitaitoja tavoitteiden valos-

Sa.

8.6 Valinnaisuus mittaristoon peilaten

Opiskelijalle on rakennettu valmiiksi pilkottu opintopaketti ja aikataulu opintojen
suorittamiseen. Suorittaminen on sidottu harjoitusten tekemiseen ja tenttiin. Opin-
tojaksoa ei ole mahdollista kdyda kuin tarjottuna ajankohtana. Mikali saavutetta-
vuutta halutaan lisata, opintojakson suorittamisen mahdollisuuksia voisi monipuo-
listaa.

Opintojaksolla on kaytossa formaali uutissivusto virallisia tiedotuksia varten ja
Telegram-ryhma toimii vapaampana keskustelukanavana opiskelijaryhman kesken.
Luentotapahtumat on valmiiksi tallennettu, joten luentoajat on varattu harjoitte-
lulle. Kerran viikossa jarjestetaan mahdollisuus kyselld opintojakson asioista opet-
tajalta luentoaikaan ja kerran viikossa ryhma harjoittelee yhteisesti. Opiskelijalla
on mahdollisuus suunnitella oppimispolkua osallistumisen osalta. Han voi vaikuttaa

oppimistapahtumiin ohjaamalla keskustelua haluamaansa suuntaan.

8.7 Henkilokohtainen opiskelun tuki mittaristoon peila-

ten

Opintojakson sisallon perusteella opintojakson tavoitteena on mahdollistaa opit-
tavan asian sisaistaminen ulkoa oppimisen sijaan. Niinpa opintojaksolla opetetaan
opiskelustrategiaa, jossa asiat kdydaan lapi seikkaperaisesti. Opintojen suunnitte-
lun tueksi on selkedt ohjeet kirjallisesti. Tama helpottaa opintojakson keskeisten
asioiden havainnointia. Opintojaksolla turvallisuuden tunnetta lisataan eri vuoro-
vaikutuskanavilla, joissa voi esittaa vapaasti kysymyksia. Harjoitusryhmia ja esi-
merkkeja on jarjestetty paljon, jotta opiskelija ei jaisi ilman apua. Kehitysideana
ehdotetaan, etta opiskelijoiden ansaitsemia pistemaaria ainoastaan kasvatetaan ver-
taisarvioinnissa. Opiskelijoita ei eriyteta taitotason mukaan Multivariable Calculus

-opintojaksolla, mutta yliopistotasolla tarjotaan eri tasoisia opintoja.
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8.8 Tekniikan arviointi mittaristoon peilaten

Havaittavuus

Ei-tekstisisaltoinen media kasittdaa Multivariable Calculus -opintojakson sivustolla
kuvia ja videoita. Muutamissa luentovideoissa on tekstitys, mutta se olisi hyva li-
sata kaikkiin videoihin. Luento- ja harjoitusmateriaalien kuvia ei pysty lukemaan
ohjelmallisesti. Missaan videossa ei kuvata non-verbaalista sisaltoa. Tosin se ei lie-
ne jarkevaakaan naissa videoissa silla kyse on hyvin asiapitoisesta aiheesta, joten
esimerkiksi henkilon aanenpainolla ei ole merkitysta itse aiheen ymmartamisen kan-
nalta. Sivujen sisalto on toteutettu loogisesti ja selkeasti, jotta esityksen rakenne ja
elementtien valiset suhteet voidaan selvittda myos ohjelmallisesti. Moodlen koodi
on kirjallisuuskatsauksen mukaan oikeaoppista HTML5-kielta. Nain ollen apuohjel-
mat pystyvat sita tulkitsemaan. WAVE-ohjelma nayttaa, etta sivusto on ryhmitelty
selkeiksi kokonaisuuksiksi. Ruudunlukija luki sivua oikein ja oikeassa jarjestyksessa
eli se pystyi tulkitsemaan esitettya koodia. Sisallon jarjestys on looginen ja mielekas
asian ymmartamisen kannalta.

Siséllén, kuten muotojen ja kaavojen, ymmarrys nojaa opintojaksolla keskei-
sesti nakoaistiin. Esimerkiksi kuunnellessa luentoja ja laskuharjoituksia pelkastaan
auditiivisesti on hyvin vaikea ymmartaa sisaltoa ilman nakohavaintoa. Opetuksessa
kuvia saatettiin nayttaa ja kertoa miten jotain tiettya yksityiskohtaa kuvassa mallin-
netaan, jolloin huonosti nikeva ei saa kokonaiskuvaa tilanteesta. Sivustoa luettiin
ruudunlukuohjelmalla testauksen yhteydessa. Ohjelma luki matemaattista tekstia
kirjanomaisesti, jolloin oli vaikea esimerkiksi kasittaa siirtymia maaritelmien ja ku-
vien valilld. Ruudunlukuohjelma ei siis ymmartanyt kaikkia matemaattisia notaa-
tioita, vaan jatti esimerkiksi ekvivalenssimerkin, pilkun ja miinusmerkin lukematta.
Lisaksi ruudunlukuohjelma kavi jokaisessa kalvossa toistuvat taustatiedot lapi.

WAVE-ohjelman mukaan joiltakin sivuston ikoneilta puuttui vaihtoehtoinen eli
alt-teksti, jonka tulisi kuvailla esitettya kuvaa, mutta opintojakson asian ymmar-
tamista tama ei haitanne. Sisallon merkitys on lahes riippumaton varien kaytosta.
WAVE-ohjelmalla sivuston pystyi muuttamaan mustavalkoiseksi, jolloin sen sisal-
to havaittiin paasaantoisesti riippumattomaksi varien kaytosta. Viikkoharjoitusten
mallivastauksien kuvissa oli kaytetty vahaisessd maarin erivarisia nuolia ja mate-
maattisia merkint6ja. Pdf-nakymaa ei saanut muutettua mustavalkoiseksi. Sivus-
to on toteutettu ilman automaattista aanitiedostojen toistoa. WCAG-vaatimus on
kontrastisuhteelle vahintaan 4,5:1. Moodlen sivulla kontrastisuhteessa oli vahaisesti
huomautettavaa. Esimerkiksi WAVE-ohjelma ilmoitti aloitusnakyman kontrastisuh-

teeksi 3,99:1, mika ei tadyta WCAG:n maaritelmaa tekstin ja taustan kontrastisuh-
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teelle. Opintojakson oppimateriaalin kontrastisuhde oli AAA-luokituksen tayttavaa
eli parempaa kuin 7:1. Skaalautuvuuden vaatimus on vahintaan 200 prosenttia teks-
titiedoston rikkoutumatta. Tata testattiin manuaalisesti tietokoneen kuvaruudulla
ja mobiililaitteessa. Kummassakin valineessa onnistui 200 prosentin suurennus na-

kyman rikkoutumatta.

Hallittavuus

Moodle-sivua voi ohjata nappaimistda kayttden. Pdf-tiedostosta ei paase kuiten-
kaan takaisin nappaimistolla ohjaten. Ainoat aikarajoitetut toiminnot sivustolla on
tehtavien palautukset ja niiden aikatauluun ei opiskelija voi vaikuttaa. Opintojakso-
sivulla ei ole itsestaan paivittyvia elementteja, jotka voisivat hairita opiskelua ja si-
vusto on myos taysin valkkeetdn. Opintojaksoon liittyva sivukartta hyppylinkkeineen
olisi tervetullut uudistus Moodlelta. Sivustolla on yksildllinen kuvaava otsikko, jo-
ka on opintojakson nimi ja WAVE-saavutettavuusohjelmalla havaittu h1-tasoiseksi,
kuten kuuluukin olla. Opintojakson rakenne on jarjestetty viikkokohtaisiksi koko-
naisuuksiksi. Rakenne toistuu jatkuvasti samana, joten se on looginen. Otsikot olisi
hyva lisatd myos luentokalvoihin ja opintojaksomonisteeseen.

Linkkien sisalto selvida otsikosta, mika informoi kayttajaa. Osoitineleet on mah-
dollista aktivoida yhdelld sormella ja kayttoliittymalla eli toiminnot sivuilla eivat
vaadi pyyhkaisytoimintaa. Kun aktivoi vahingossa linkin, on mahdollista raahata
aktivoitu linkki sivun reunaan, jolloin se ei aukea. Kayttoliittyman komponenteissa
on paasaantoisesti label-nimilaput. WAVE-ohjelman mukaan vain yksi komponentti
oli ilman nimilappua. Sivulla liikkkuminen onnistuu kayttoliittymalla. Sisaltd voidaan
|6ytaa sivulta hakutoiminnolla ja vierittamalla sivua. Valiotsikot ja lomakeotsikot
ovat sisaltda ja tarkoitusta kuvaavia. Aktiiviset elementit fokusoituvat niin nappai-

mistolla kuin hiirenkin avulla ohjatessa.

Ymmarrettavyys

Opintojakson sivuilla on suomea ja englantia. Moodle tukee kaikessa monikielisyyt-
ta ja opintojakson kielen voikin valita useista vaihtoehdoista. HTML-koodia tarkas-
telemalla selvisi, ettd lang-attribuutti muuttuu mekaanisesti kayttajan valitseman
kielen mukaan, eikd huomioi sivuston kaksikielisyyttd. Panopto-videoista ja opin-
tojakson materiaalista lang-attribuutti puuttuu. Elementit sailyttavat sivun sisallon
aktivoituessaan eikd mikaan toiminto ala ilman erillista aktivointia. Kayttoliitty-
makomponentin asetuksen muuttaminen sailyttaa kontekstin. Esimerkiksi kieliase-
tusten muuttaminen ei muuta nakymaa erilaiseksi. Kun syote ei toimi, kayttajalle

annetaan lisitietoa virheesta. Esimerkiksi viestien selaus hakusanalla "#"tulee esiin
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tarkemmat hakukriteerit kasittava lomake. Selkeytta lisaisi tieto, ettei annetulla ha-
kusanalla 16ytynyt yhtaan viestia. Tarkistuksen vuoksi testattiin, ettda hakusanalla
"exam" 10ytyi kahdeksan viestia, jotka ilmaantuivat nakyviin. Syotetta vaativissa
sivuissa on kuvaava otsikointi ja kdyttajan opasteet.

Sivun navigointi on kauttaaltaan yhdenmukainen. Sivulla on linkkeja allekkain,
joiden kautta paasee tutustumaan otsikon ilmoittamaan sisaltéon. Elementtien ja
kayttoliittymakomponenttien ulkoasu on yhdenmukainen. Otsikot on tason mukai-
sesti luokiteltu eri vareilla ja koolla. Linkkien vieressa on aktiviteettia kuvaava ikoni.
Viikkotoiminnot on visuaalisesti erotettu toisistaan nakyman selkeyttamiseksi. Ma-

teriaalit on jaoteltu kielen mukaan otsikoin “Materiaalia suomeksi" ja "Materials in
English”.

Toimintavarmuus

Kaikki sivut liitteineen avautuivat ja muodostuivat oikein selaimessa. WCAG-standardin
mukaan jokaisella vuorovaikutteisilla toiminnoilla olisi hyva olla maariteltyna ohjel-
mallisesti luettavat name-, role- ja value-attribuutit. Viikon viisi opetusvideosivus-
ton koodia tarkasteltiin WAVE-ohjelmalla. Ohjelma tulkitsi, ettd name-attribuutti
on "Video solutions to written exercises 5", role attribuutti on "main”, mika tar-

koittaa sen olevan paasisaltoa. Value-attribuuttia ei ole maaritetty.

76



9 Pohdinta

Tassa luvussa yhdistetaan tutkimuksen merkittavimmat tulokset, arvioidaan tutki-

muksen onnistumista ja esitelldan aiheeseen liittyvia uusia tutkimuskysymyksia.

9.1 Tutkimustulokset

Taman tutkimuksen tavoitteena on vastata seuraaviin kysymyksiin:

» Miten yliopistomatematiikan verkko-opetuksen saavutettavuutta voidaan ar-

vioida?
= Mistd elementeistad saavutettava matematiikan verkko-opetus rakentuu?

» Miten Tampereen yliopiston opintojakson Multivariable Calculus verkko-opetus

on toteutettu saavutettavuuden nakokulmasta?

Tutkimus toteutettiin laadullisena tutkimuksena kirjallisuutta hyodyntaen. Kirjalli-
suuskatsauksessa saavutettavuuteen perehdyttiin kolmen teorian kautta. Ensimmai-
nen teoria oli Universal Design for Learning -malli, joka tahtaa kokonaisvaltaisesti
saavutettavaan opetukseen. Toinen teoria oli verkkosisallon saavutettavuuden ohje-
kirja, joka on saavutettavuutta tukeva tekninen standardi. Kolmas teoria kasittelee
saavutettavuutta matematiikan opetuksen nakokulmista. Kirjallisuustutkimuksen
nojalla syntyi Liitteessa 1 esitetty saavutettavan matematiikan verkko-opetuksen
mittaristo ja kuvan 6.2 mukainen viitekehys. Saavutettavuuden mittaristoa ja vii-
tekehystd on tassa pro gradu -tutkielmassa esitelty kappaleessa kuusi.

Jokaisen teorian ydinasioista muotoilluista kysymyksista koostuva mittaristo
vastaa ensimmaiseen tutkimuskysymykseen ja on luokiteltu saavutettavan mate-
matiikan viitekehyksen mukaan. Saavutettavuuden viitekehyksessa keskeisena ovat
selkeat tavoitteet, jotka on pilkottu osatavoitteiksi. Tavoitteet ja yhdenmukaisuus
auttavat suunnittelemana toimivat materiaalit, opetuksen, harjoittelun ja arvioin-
nin, jotka edesauttavat tavoitteiden saavuttamista. Opetus, materiaalit ja harjoit-
telu tukevat opiskelijaa monipuolisesti matematisoinnissa eli ongelman ratkaisemi-
sessa seka validin ratkaisun esittdmisessa. Arviointi mittaa asetettujen tavoitteiden
onnistumista eli heuristiikkojen kdyton hallintaa vaaditulla tasolla. Saavutettavassa
opetuksessa WCAG-standardin mukainen tekniikka mahdollistaa kaikille opiskeli-
joille yhdenvertaisen paasyn opintoihin ja selkeyttaa sivuston rakennetta. Opiskeli-
jalle mahdollistetaan hanelle sopivat tavat suorittaa opintojakso valinnaisuudella ja

tarvittaessa henkil6kohtaisella tuella.
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Saavutettavuuden viitekehys on mielestani prosessinomainen toimiva malli ka-
tegorisoida saavutettavuutta. Kategorisointia puoltaa tarve huomioida kaikki ele-
mentit verkko-opetusta suunniteltaessa. Rajanveto elementtien valilla ei ole kuiten-
kaan tarkka ja monet saavutettavuuden asiasisalldista voisikin liittda useampaan
tunnistettuun elementtiin. Nain ollen monet saavutettavan matematiikan verkko-
opetuksen mittariston kysymyksista voisivat kuulua useaan eri kategoriaan.

Universal Design for Learning -malli kannustaa ydinasioiden korostamiseen, mut-
ta myos monenlaiseen tiedon esitystapaan. lhmisen tydmuisti on rajallinen ja yliopisto-
opintojaksoissa on paljon opiskeltavaa, kuten kay ilmi kuvasta 8.1. Mielestani tall6in
on kayttajaystavallista harkita huolella, mista materiaaleista verkko-opetus koostuu.
Parhaassa tapauksessa tarkoin harkittu, monipuolinen aineisto mahdollistaa moni-
puolisen ja syvallisen oppimiskokemuksen. WCAG-standardin mukainen opetussi-
vusto on eduksi kayttajalle. Kaikkien tavoitteiden huomioiminen saattaa kuitenkin
kasvattaa opintojakson toteuttajan tydmaaraa. Onkin syytd miettia, mista stan-
dardin elementeista opiskelijat hydtyvat eniten. Saavutettava matematiikan opetus
vaatii paljon interaktiivisuutta ja Multivariable Calculus -opintojaksolla toteutettu
vertaistuki oli hyva keino mahdollistaa yhteistyo.

Tutkimuksessa analysoitiin Multivariable Calculus -opintojaksoa saavutettavuu-
den nakokulmasta. Opintojaksolla opetus, oppimateriaali ja tehtavat ratkaisuineen
olivat tavoitteiden mukaisia, pelkistettyja ja niiden padkohdat oli korostettu. Tie-
toa oli koostettu monimuotoisesti. Opiskelijalahtoisesti suunniteltu interaktiivinen
verkko-opintojakso Multivariable Calculus antoi erinomaiset evaat syvalliseen tie-
donhallintaan. Mielestani oli kayttajaystavallinen idea yhdistaa tavoitteisiin opin-
tomonisteen sivut. Luennot ja harjoitusten videot on pilkottu aihealueittain, mika
tukee saavutettavuutta. Huomionarvoista oli myés monen materiaalin saatavuus
usean opiskelijan aidinkielella, vaikka opintojakson toteutuskieli oli englanti. Tutki-
muksen nojalla esitettiin muutamia muutoksia opintojaksoon, joista mainittakoon
tavoitteiden muotoilu, kdytannon esimerkkien lisadaminen, keskeisiin kasitteisiin liit-
tyva miellekartta, simulaatioiden ja valinnaisuuden lisédminen sekd muutos harjoi-
tustehtavien pisteenlaskuun. Opintojakson tekniset asiat olivat padosin kunnossa.
Nakévammaisten henkildiden voi kuitenkin olla vaikea saavuttaa opittavaa asiaa.
Myos kontrastisuhteen parantaminen joiltain osin helpottaisi nakorajoitteisia.

Tutkimustulokset tuovat uuden nakokulman saavutettavuuteen. Aikaisemmin
kirjallisuudessa saavutettavuutta on tarkasteltu teknisen saavutettavuuden tai eri-
laisten oppijoiden tarpeet huomioivasta kontekstista. Tassa tutkimuksessa yhdiste-
tdan nama lahestymistavat. Tutkimuksessa on myos huomioitu matematiikan eri-

tyispiirteet oppiaineena.
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9.2 Tutkimuksen luotettavuus ja jatkotutkimus

Taman tutkimuksen validius ja reliaabelius arivioidaan laadulliseen tutkimukseen
peilaten. Tutkimuksen validiudella tarkoitetaan mittarin kykya mitata haluttua asi-
aa. Reliaabelius viittaa tuloksen toistettavuutta ja paatymista samaan lopputulok-
seen. Validiutta pohdittaessa voidaan esittaa kysymys "Koskeeko tutkimus sitad, mi-
ta sen on oletettu koskevan?". Tutkimus on onnistunut hyvin, mikali tutkimuksessa
on loydetty keskeiset kasitteet ja ne on madaritelty hyvin. Lisaksi vaaditaan oikeat
tutkimuskysymykset, jotka ohjaavat tutkimuksen kulkua. [17]

Olen tutkimukseni alussa ldhtenyt tarkastelemaan aihepiiriin liittyvaa taustaa
ja termista ja pyrkinyt l6ytamaan tarkat ja kuvaavimmat méaaritelmat kayttamil-
leni kasitteille. Olen asettanut tarkoin rajatut tutkimuskysymykset ja suunnitellut
metodit, jolla kysymyksiin |oydetaan vastaus. Olen huomannut tutkimusta tehdes-
sani, etta seka teoria ettd kaytantd vastaavat toisiaan silla Multivariable Calculus
-opintojakson saavutettavuutta oli mahdollista arvoida saavutettavuuden mittaris-
ton pohjalta objektiivisesti ja onnistuneesti. Olen keskustellut opintojakson vastuu-
opettajan kanssa tekemistani havainnoista ja han on vahvistanut niiden validiuden.
Menetelmaa kutsutaan osallistujatarkistukseksi [16].

Jatkotutkimukseksi ehdotan seuraavia aiheita:

= Minkalainen ero on oppimistuloksissa, jos verkko-opetus on toteutettu saa-

vutettavuuden kriteerit huomioiden tai perinteisella tavalla?

» Minkalaiset tiedonesitystavat tukevat parhaiten usean muuttujan matema-
tiikkaan liittyvaa oppimista?

Kuten teoriaosiossa mainittiin, matematiikkaan kuuluu kuvallinen, verbaalinen
ja symbolinen esitys, joka tekee tieteenalasta visuaalisen. Tutkimus konkretisoi ta-
man minulle, kun paasin miettimaan opetusta nakorajoitteisen nakokulmasta. Mie-
lestani matematiikka kuitenkin kuuluu kaikille, jotka haluavat sen parissa tyosken-
nelld kuten matemaatikoille, joille on kehittynyt ndkemisen haasteita. Sen vuoksi
ehdotan lisdksi sellaisten keinojen kartoittamista, jolla aidosti voidaan tukea nako-

rajoitteisten henkildiden matematiikan saavutettavuutta.
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Liite 1

Saavutettavan matematiikan verkko-opetuksen mitta-

risto

Tavoitteet

— Onko opintojakson tavoite nakyvissa?
— Ovatko oppituntikohtaiset tavoitteet nakyvissa?
— Onko opintojakso vaativuustasoltaan oikea opiskelijoille?

— Kerrotaanko ohjeistuksessa, missa jarjestyksessa opiskeltavat asiat tulee

suorittaa?

Opetus

— Onko opetus tavoitteiden mukaista?

— Harjoitellaanko opintojaksolla asioiden muotoilua matemaattisesti?

— Miten opittua tietoa koostetaan?

— Tukeeko opetus tehtavien tekemista?

— Miten opiskelijoiden henkilokohtaiset mielenkiinnon kohteet huomioidaan?
— Linkitetaanko tietoa kaytantoon?

— Linkitetaanko tietoa opittuihin asioihin?

— Opetetaanko opintojaksolla matemaattisen ongelmanratkaisun vaiheita?
— Neuvotaanko opiskelijoita osaongelmiksi hajottamisessa?

— Ohjataanko opiskelijoita esittamaan perusteluja?

— Onko matematiikan leikinomainen ja esteettinen nakokanta huomioitu?

Materiaali

— Onko opintomateriaali yhtenevainen tavoitteiden kanssa?

— Onko taustatietomateriaalia kaytossa?
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Onko opintojakson oppimateriaalin kasitteistd sama kuin tehtavien?
Onko opintomateriaalin kielenkaytto selkeda ja johdonmukaista?

Onko opintomateriaali ennakoitavissa?

Onko tietoa kokoavia kasitelistoja/symbolilistoja?

Ovatko materiaalin padkohdat korostettu?

Onko tukea matemaattisten notaatioiden ymmartamiseksi?

Minkalaista mediaa kaytetaan opintojakson havainnollistamisen tukena?

Minkalaista tukea on opitun asian koostamiseksi?

Harjoittelu

Ovatko opintojakson tehtavat yhtenevaisia tavoitteiden kanssa?

Ovatko harjoitustehtaviin liittyvat kasitteet helposti loydettavissa opinto-

jaksosivulta?

Ovatko ongelmat esitetty helposti ymmarrettavassd muodossa?
Ovatko tehtavien ongelmat esitetty pelkistetytyssd muodossa?

Ovatko ongelma sanoitettu vaihtoehtoisella tavalla?

Verrataanko ongelmaa toiseen tutumpaan ongelmaan?

Palkitaanko opiskelijoita yrittamisesta ja ideoista?

Onko opiskelijoille tarjolla malliratkaisuja samankaltaisista ongelmista?

Voiko opiskelija saada opetuksellista tukea ratkaisuaihion muodostami-

seen?

Johdatellaanko opiskelijaa tukikysymyksilla kohti ongelmanratkaisun kan-

nalta oleellisia seikkoja?

Testataanko ratkaisuaihioita erilaisin vaittamin?

Annetaanko opiskelijalle mahdollisuuksia oivaltaa?

Annetaanko opiskelijoille henkilokohtaista palautetta kotitehtavista?
Etsiikd opiskelija eroja oman ja malliratkaisujen valilla?
Parannellaanko opiskelijoiden tekemia ratkaisuja?

Onko malliratkaisussa tehtava esitetty mahdollisuuksien mukaan monella

ratkaisutavalla?
Autetaanko opiskelijaa ratkaisun kriittisessa arvioinnissa?
Kannustetaanko opiskelijoita yhteistydhon?

Onko matematiikka yhteisollisena tieteend huomioitu?
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Arviointi

Saako opiskelija saannollista palautetta edistymisestaan?
Miten opintojakson tavoitteiden saavuttamista kontrolloidaan?
Seurataanko opiskelijan taitojen kehittymista monipuolisesti?
Autetaanko opiskelijaa kehittdmaan itsearviointitaitoja?

Onko opintojakson arviointi tavoitteiden mukainen?

Valinnaisuus

Voiko opiskelija vaikuttaa oman oppimispolun suunnitteluun?

Voiko opiskelija vaikuttaa omien opintojen aikataulutukseen?

Voivatko opiskelijat vaikuttaa oppimistapahtumiin ja niiden suunnitteluun?
Minkalaisia vaihtoehtoja opintojakson suorittamiselle on?

Minkalaisia kommunikointikanavia opintojaksolla on?

Henkilokohtainen opiskelun tuki

Kerrotaanko opintojaksolla eri opiskelustrategioista?
Saako opiskelija apua opiskelun suunnitteluun?
Miten opiskelijoiden turvallisuuden tunnetta lisatdan?

Eriytetaanko opintojaksolla opiskelijoita taitotason mukaan?

Tekninen toimivuus

Havaittavuus
Onko ei-tekstisisaltoiselle medialle tekstivastikkeet?

Onko kaikille aikasidonnaisille medioille tekstivastikkeet, jotka kuvaavat

myos niiden non-verbaalisen sisallon?

Onko sivujen sisaltd toteutettu loogisesti ja selkeasti, jotta esityksen ra-

kenne ja elementtien valiset suhteet voidaan selvittaa myos ohjelmallisesti?

Onko sisallon jarjestys looginen ja mielekds asian ymmartamisen kannalta?
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Onko sisaltd, kuten muodot, ilmaistu myds sanallisesti tai luettavissa

apuohjelmalla?

Onko sisallon merkitys riippumaton varien kaytosta?

Onko sivu toteutettu ilman automaattista aanitiedostojen toistoa?
Onko tekstin ja taustan varinen kontrasti vahintaan 4,5:17

Onko skaalautuvuus védhintdan 200 prosenttia tekstitiedoston rikkoutu-

matta?

Onko sivusto toteutettu siten, ettd mikaan informaatio ei ole pelkkien

kuvien varassa?

Hallittavuus

Voiko sivua ohjata nappamistolla?

Onko sivulla ndppamistoloukkuja?

Ovatko aikarajoitetut toiminnot pysaytettavissa?

Voiko paivittyvan sisallon pysayttaa?

Onko sivusto valkkeeton?

Onko mahdollista paasta hyppylinkkien kautta suoraan sisaltoon?
Onko sivulla yksilollinen kuvaava otsikko?

Onko elementtien siirtymajarjestys looginen?

[Imeneeko linkin sisaltod otsikosta tai tekstista?

Ovatko osoitineleet mahdollista aktivoida yhdella sormella ja kayttoliitty-

malla?

Ovatko osoitineleet mahdollista deaktivoida yhdella sormella ja kayttoliit-

tymalla?
Onko kayttoliittyman komponenteissa nimilaput?

Voidaanko liikkeen avulla ilmaistut komennot tehdad myos kayttoliittymal-
1a?

Onko useita tapoja 10ytaa sisalto sivulta?
Onko valiotsikot ja lomakeotsikot sisaltoa ja tarkoitusta kuvaavia?

Onko aktiiviset elementit fokusoitu?

Ymmarrettavyys
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Onko sivun kielen osoittaminen huomioitu?
Sailyttavatko elementit sivun sisallon aktivoituessaan?

Sailyttaako kayttoliittymakomponentin asetuksen muuttaminen konteks-
tin?

Onko virheista ilmoitettu, kun sydte ei toimi?

Onko syotetta vaativissa sivuissa kuvaava otsikointi ja kayttajan opasteet?
Osoitetaanko sivun kieli, jos se poikkeaa oletuskielesta?

Onko navigointi kauttaaltaan yhdenmukainen?

Onko elementtien ja kayttoliittymakomponenttien ulkoasu yhdenmukai-

nen?

Esitetaanko kayttajalle korjausehdotus, jos havaitaan sydtevirhe?

Toimintavarmuus
Muodostuvatko sivut oikein selaimessa?
Onko name-, role- ja value-attribuutteja kaytetty oikein selaimessa?

Onko tapahtuman tilassa tapahtuvat muutokset ilmaistu kayttajalle?
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