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Euroopan neuvostossa on yhtenäinen pyrkimys parantaa digitaalisten palveluiden
saavutettavuutta. Suomessa vuonna 2019 voimaan tullut laki digitaalisten palvelui-
den saavutettavuudesta pyrkii takaamaan kaikille kansalaisille yhdenvertaiset pal-
velut eurooppalaisen linjauksen mukaisesti.

Saavutettava verkko-opetus mahdollistaa oppimisympäristön, joka on kaikille
opiskelijoille tasa-arvoinen ja edesauttaa parempia oppimistuloksia. Hyvässä oppi-
misympäristössä opiskelija tietää, mitkä asiat ovat olennaisia oppimisen kannalta ja
pääsee käsiksi vaivatta kaikkeen kurssiin liittyvään sisältöön.

Tässä opinnäytetyössä tutkittiin matematiikan verkko-opetuksen saavutetta-
vuutta aluksi kirjallisuuskatsauksen avulla. Lopuksi analysoitiin Tampereen yliopis-
ton matematiikan opintojakson Multivariable Calculus saavutettavuutta tapaustut-
kimuksena.

Kirjallisuuskatsauksessa saavutettavuuteen perehdyttiin kolmen teorian kautta.
Ensimmäinen teoria oli Universal Design for Learning -malli, joka tähtää kokonais-
valtaisesti saavutettavaan opetukseen. Toinen teoria oli verkkosisällön saavutet-
tavuuden ohjekirja, joka on saavutettavuutta tukeva tekninen standardi. Kolmas
teorioista käsittelee saavutettavuutta matematiikan opetuksen näkökulmasta. Kir-
jallisuustutkimuksen nojalla syntyi saavutettavan matematiikan verkko-opetuksen
viitekehys ja mittaristo. Lisäksi tutustuttiin tarkemmin Multivariable Calculus -
opintojaksoon liittyvään matematiikkaan.

Viitekehyksen mukaan saavutettavalle matematiikan opetukselle on keskeistä
asettaa tavoitteet. Tavoitteisiin pääsemistä tukee toimiva tekniikka, materiaalit,
opetus, harjoittelu ja arviointi. Opiskelijalle mahdollistetaan valintoja ja tarvittaessa
henkilökohtaista tukea. Saavutettavan matematiikan opetuksen mittaristo koostuu
kysymyksistä. Viitekehyksen ja mittariston avulla analysoitiin Multivariable Calculus
-opintojakson saavutettavuutta, jonka seurauksena saatiin muutamia kehitysideoita
sen edelleen parantamiseksi.
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1 Johdanto

Saavutettavuus tarkoittaa ihmisen erilaisten tarpeiden huomioimista. Se mahdollis-
taa harkitummin ja huolellisemmin rakennettuja palveluja kaikille käyttäjille. Huo-
lella järjestetyistä palveluista hyötyvät erityisesti toimintarajoitteiset tai erityistä
tukea tarvitsevat henkilöt. Tässä tutkielmassa perehdytään yliopistomatematiikan
verkko-opetuksen saavutettavuuteen.

Tutkielman aihe on ajankohtainen monista syistä. Digitaalisten palveluiden tar-
joamisen laki (306/2019) [11] kuvaa tarvetta mahdollistaa palveluita kaikille käyt-
täjäryhmille. Tilastollisesti joka viides käyttäjä tarvitsee saavutettavampia palvelui-
ta [42]. Vuoden 2012 korkeakouluopiskelijoiden terveystutkimuksen mukaan noin
6,5 prosentilla korkeakouluopiskelijoista on oppimisvaikeus tai jokin oppimista vai-
keuttava sairaus tai vamma [22]. Tutkimuksen mukaan yleisin oppimisvaikeus oli
lukivaikeus. Matematiikan opetuksen saavutettavuuteen on tärkeää perehtyä myös,
koska suomalaisten lasten ja nuorten matematiikan osaaminen on heikentynyt Pisa
ja TIMMS-tutkimusten mukaan [23].

Tämän tutkimuksen tavoitteena on vastata seuraaviin kysymyksiin:

• Miten yliopistomatematiikan verkko-opetuksen saavutettavuutta voidaan ar-
vioida?

• Mistä elementeistä saavutettava matematiikan verkko-opetus rakentuu?

• Miten Tampereen yliopiston opintojakson Multivariable Calculus verkko-opetus
on toteutettu saavutettavuuden näkökulmasta?

Tutkimuksen menetelmä on laadullinen tutkimus, joka koostuu kirjallisuuskat-
sauksesta ja empiirisestä tutkimuksesta. Kirjallisuuskatsaus on systemaattinen, avoin
ja toistettavissa oleva metodi. Sen avulla voidaan tunnistaa, arvioida ja synteetti-
sesti yhdistellä tutkijoiden ja ammattilaisten tuottamaa kirjallista aineistoa [10].
Kirjallisuuskatsauksen tuloksena on valittu kolme erilaista ja toisiaan täydentävää
näkökulmaa saavutettavan opetuksen määrittelemiseksi.

1. Universal Design for Learning -malli (UDL)

2. Verkkosisällön saavutettavuuden ohjekirja (WCAG) ja

3. Matematiikan opetuksen saavutettavuus
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Näitä aiheita tarkastellaan erikseen, koska ne tutkivat saavutettavuutta eri nä-
kökulmista, mutta mikään teorioista ei yksinään anna vastausta esitettyihin tutki-
muskysymyksiin.

Tämän pro gradu -tutkielman toisessa luvussa esitellään saavutettavuuden vii-
tekehys. Siihen kuuluu katsaus saavutettavuuden lainsäädäntöön, sähköiseen oppi-
misympäristöön ja yleisimpiin oppimisen haasteisiin korkeakoulutuksessa.

Luvuissa 3 - 5 käsitellään saavutettavuutta kolmen valitun näkökulman kautta.
Luvussa 3 esitellään Universal Design for Learning -malli (UDL), joka on koko-
naisvaltainen standardoitu saavutettavuuteen tähtäävä ajattelutapa ja opetuksen
suunnittelun työkalu. Luvussa 4 tutustutaan verkkosisällön saavutettavuuden oh-
jekirjaan (WCAG) eli teknistä saavutettavuutta koskevaan standardiin. Luvussa 5
perehdytään matematiikan opetuksen saavutettavuuteen. Matematiikan opetuksen
saavutettavuus on tärkeä aspekti tarkastelussa, sillä kyse on nimenomaisesti ver-
kossa tapahtuvasta matematiikan opetuksesta.

Jokaisen luvun 3 - 5 yhteenvedossa on kysymyssarja, jonka perusteella voidaan
arvioida matematiikan verkko-opetuksen saavutettavuutta käsitellyn teorian pohjal-
ta. Yhdessä näiden lukujen kysymyssarjat muodostavat mittariston saavutettavalle
matematiikan verkko-opetukselle (Liite 1). Teoriakatsauksen pohjalta syntynyt saa-
vutettavan matematiikan verkko-opetuksen mittaristo ja viitekehys esitellään luvus-
sa 6. Luvussa 7 käsitellään usean muuttujan differentiaalilaskentaan liittyvää mate-
maattista viitekehystä. Luvussa 8 analysoidaan Multivariable Calculus - opintojak-
soa saavutettavuuden mittaristoon peilaten. Viimeisessä luvussa vastataan esitet-
tyihin tutkimuskysymyksiin ja arvioidaan saatuja tuloksia. Lopuksi arvioidaan vielä
tutkimuksen luotettavuutta ja pohditaan jatkotutkimusmahdollisuuksia.
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2 Saavutettavuuden viitekehys

Seuraavaksi käydään läpi saavutettavuuden viitekehys, johon kuuluu katsaus saa-
vutettavuuden lainsäädäntöön, sähköiseen oppimisympäristöön ja yleisimpiin oppi-
misen haasteisiin korkeakoulutuksessa.

2.1 Saavutettavuuteen liittyvä lainsäädäntö

Euroopan parlamentin tavoite on julkisen sektorin verkkopalveluiden, verkkosivu-
jen ja sovelluksien saavutettavuus kaikille käyttäjille [9]. Euroopan parlamentin ta-
voitteeseen vastataan lailla digitaalisten palveluiden tarjoamisesta (306/2019) [11].
Pyrkimyksenä on parantaa ja yhdenvertaistaa mahdollisuutta käyttää tietoteknisiä
palveluita. Laki koskee muun muassa digitaalisia palveluita ja verkkosivuja, mut-
ta sitä ei sovelleta yliopistolain ja ammattikorkeakoululain mukaisessa opetuksessa,
kun verkkosivusto tuotetaan opetuksen yhteydessä ja sen käyttö tapahtuu rajatussa
ryhmässä määräaikaisesti. [18]

EU-tasoinen pyrkimys palveluiden saavutettavuuden parantamiseksi on kuiten-
kin herättänyt kiinnostusta useammissa oppilaitoksissa. Yhdenvertaisuuslailla
(1325/2014) taataan yhdenvertaisuus ja syrjimättömyys kaikkia kansalaisia kohtaan
[12]. Laissa tarkoitettu periaate toteutuu sähköisten palveluiden esteettömyyttä ta-
voiteltaessa. Käytännössä lainsäädäntö johdattelee toimijoita tarjoamaan sellaisia
palveluita, joita kaikki käyttäjät voivat käyttää avustavien tekniikoiden kanssa tai
ilman. [18]

2.2 Sähköinen oppimisympäristö

Verkko oppimisympäristönä tutkimuskirjallisuudessa viittaa sähköisillä välineillä ta-
pahtuvaan oppimiseen. Se käsittää verkon kautta järjestetyt oppimista tukevat re-
surssit kuten oppimateriaalin ja oppimistapahtumat. Oppimisympäristössä teknolo-
giaa käytetään tiedonkulun ja opetuksen välittämiseen. Viestintä ryhmän välillä voi
olla sekä aikaan sidottua että ei-aikasidonnaista. [43][4]

Tampereen yliopisto on valinnut opetusalustaksi Moodlen. Moodle on yliopis-
toille suunnattu avoimen lähdekoodin alusta. Tämän opinnäytetyön kirjoitushet-
kellä Tampereen yliopistolla on käytössä versio 3.9. Moodle-alustaa on kehitet-
ty HTML5-standardin mukaisesti ja Java-koodauksena. Käyttäjä tarvitsee PPT-
tieodostojen tuen omalta vastaanottimeltaan. Moodle tukee yleisimpiä selainver-
sioita kuten Chrome, Firefox, Internet Explorer, Microsoft Edge ja Safari, sekä on
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näppäinohjauksella toimiva alusta. [29]

2.3 Yleisimmät oppimisen haasteet korkeakoulussa

Oppimisen haaste voi olla pysyvä tai tilapäinen. Valtaosa ihmisistä on toimintara-
joitteisia ainakin kerran elämässä. Toimintarajoite voi olla vaikkapa loukkaantunut
ranne tai hiljattain sattunut aivotärähdys. Opetus- ja kulttuuriministeriön ja Tilas-
tokeskuksen yhteistyönä tekemän tutkimuksen mukaan yliopisto-opiskelijoista 6,5
prosentilla on diagnosoitu oppimista rajoittava tekijä. Yleisin tekijä on lukivaikeus.
Muita merkittäviä ongelmia olivat mielenterveys-ongelmat, autismin kirjo, aktiivi-
suuden ja tarkkaavaisuuden häiriöt sekä kuulo- ja näkövammat. Korkeakouluopiske-
lijan tuen tarvetta ei tulisi tarkastella yksilön ominaisuutena. Sen sijaan ympäristön
tulisi palvella kaikkia käyttäjiä. [22]

2.3.1 Lukivaikeus

Lukivaikeus on neurobiologinen lukemiseen ja kirjoittamiseen liittyvä oppimisvai-
keus. Lukihäiriöisellä henkilöllä on haastetta tarkassa ja sujuvassa sanantunnistuk-
sessa, heikentynyt oikeinkirjoitus- ja dekoodaustaito sekä alentunut äänteiden ja ta-
vujen yhdistäminen. Lukihäiriöinen opiskelija saattaa sekoittaa samankaltaisia ään-
teitä, esimerkiksi b- ja d-kirjaimen. Lisäksi hänen voi olla vaikea samanaikaisesti
sekä kuunnella luentoa että tehdä muistiinpanoja. [33]

Lukivaikeuden tukena voidaan käyttää normaalia suurempaa fonttikokoa. Kes-
keisten asioiden korostaminen harjoiteltavasta sisällöstä on tärkeää. Ydinasioista
tehdyt koonnit ja luetteloinnit auttavat myös jäsentelemään opittavaa asiaa. Li-
säksi lyhyet ja ytimekkäät lauseet tuovat niin ikään selkeyttä tekstin jäsentelyyn.
Taustan ja tekstin riittävä kontrastisuhde selkeyttää visuaalista signaalia. Lisäksi
tauotus ja ymmärryksen varmistaminen tekstin luvun välissä on monille lukihäi-
riöisille hyödyllistä. Suorituksissa lisäaika voi olla tarpeen. Joillakin lukihäiriöisillä
saattaa olla käytössä ruudunlukijoita, jolloin HTML-koodin toimivuus on tärkeää.
[5]

2.3.2 Mielenterveysongelmat

Mieli kuormittuu esimerkiksi vaikeissa elämäntilanteissa. Mielenterveydenongelmiin
liittyy poikkeamaa yhdessä tai useammassa seuraavista osa-alueista: ajattelussa,
tunnetiloissa tai käytöksessä. Vaativalla koulutusympäristöllä on yhteys henkisen
hyvinvoinnin heikkenemiseen [37]. Ongelmat voivat näkyä korkeakouluopiskelijoi-
den keskuudessa vaikeutena suorittaa tehtäviä annetussa aikataulussa tai ahdistu-

10



neisuutena opintosuorituksia kohtaan [33].
Mielen hyvinvointia voidaan tukea yhteisöllisyydellä, strukturoiduilla opiskelura-

kenteilla ja oikea-aikaisella puuttumisella opintojen vaikeutuessa sekä positiivisella
palautteella. [37]

2.3.3 Aktiivisuuden ja tarkkaavaisuuden häiriö

Aktiivisuuden ja tarkkaavaisuuden häiriö eli ADHD (attention deficit hyperactivity
disorder) on toimintakykyä heikentävä kehityksellinen poikkeama. Aktiivisuuden ja
tarkkaavaisuuden häiriöisillä henkilöillä on usein ylivilkkautta. Haaste voi näkyä
esimerkiksi vaikeutena saattaa tehtävät pitkäjänteisesti loppuun asti. [2]

ADHD-opiskelijat voivat hyötyä verkko-opetuksesta, sillä ympäristö on rauhal-
lisempi. Työskentelyn aloituksessa helpottaa aikataulutus sekä hyvin jäsennellyt ja
pilkotut ohjeet [33]. Myös selkeät luentoesitykset, joissa ei ole liian paljon sisäl-
töä pienessä tilassa ovat etu [33]. Tenteissä annettu lisäaika vähentää kiireen tun-
tua ja auttaa keskittymään [33]. Ärsykkeiden vähentäminen ympäristössä vähentää
ADHD-oireita [2]. Keskittymisen ylläpitoa helpottavat myös vaihtelevat työskente-
lytavat ja visualisaatio [2].

2.3.4 Autismin kirjo

Autismin kirjo on aivojen neurobiologinen kehityshäiriö. Kirjoon luetaan kuuluvaksi
myös Aspergerin syndrooma. Autismin kirjoon kuuluvilla henkilöillä voi olla pulmia
sosiaalisuudessa, vuorovaikutuksessa ja kommunikoinnissa. Lisäksi heillä on usein
poikkeavia sensorisen aistimuksen tuntemuksia. [38]

Autismi-diagnoosi ei määritä akateemisissa opinnoissa menestymistä. Kursseil-
la opiskelijan haasteeksi voivat kuitenkin muodostua oletettu itseohjautuvuus sekä
tehtävien aloituksen ja loppuun saattamisen vaikeus. Opiskelijaa hyödyttää selkeä
ohjeistus tehtävien suorittamiseksi, lisäaika ja avun tarjoaminen. Autistinen henkilö
hyötyy selkeästä vastuunjaosta esimerkiksi ryhmätöissä. Suullisissa vuorovaikutus-
tilanteissa hyvän yhteistyön merkitys on tärkeä. [33]

2.3.5 Kuulovamma

Kuulovammaisella henkilöllä on jonkinasteinen kuuloalenema. Lievimmillään kyse
on huonokuuloisuudesta ja vakavimmillaan henkilö on täysin kuuro. Kuulovammai-
sen opiskelijan voi olla vaikeaa saavuttaa opetusta, mikäli hänen erityisen tuen tar-
peensa jätetään huomiotta. Oppiminen voi vaikeutua, mikäli opiskelija ei esimerkik-
si näe opettajan suunliikkeitä tai opettaja ei huomaa toistaa muiden opiskelijoiden
esittämiä kysymyksiä. [33]
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Kuulovammaiset opiskelijat hyötyvät mahdollisuudesta tutustua opetusmateri-
aaleihin etukäteen. Luentojen oheen voidaan laittaa myös kuulovammaisille sovel-
tuvaa materiaalia. Selkeä puhe ja artikulaatio helpottavat ymmärrystä. Kuulovam-
maiset opiskelijat hyötyvät opettajan eleistä ja kasvojen ilmeistä. [19]

2.3.6 Näkövamma

Näkemisen haasteet voivat liittyä näkökentän puutokseen, vääristymään, kaksois-
näköön tai värien näkemisen vaikeuteen. Esimerkiksi värisokeus on hyvin yleistä.
Jopa viidellä prosentilla miehistä ja alle prosentilla naisista on värisokeutta. Väriso-
keus liittyy useimmiten punaisen ja vihreän erottamisen vaikeuteen, mutta muitakin
väreihin liittyviä häiriöitä esiintyy. Joillakin näkövammaisilla opiskelijoilla voi opetel-
tavan asian läpikäyminen viedä huomattavan paljon aikaa, sillä katseen kohdista-
minen saattaa tuottaa haasteita. Olennaisten asioiden korostaminen tekstissä hel-
pottaa suuntaamaan katsetta oikeaan kohtaan. Visuaalisella johdonmukaisuudella
voidaan myös selkeyttää opetettavaa asiaa. Opetettavan asian esittäminen selkeäs-
ti tiivistettynä, taustasta erotettuna ja riittävän väljästi helpottaa näkövammaista
opiskelijaa. [25]

2.3.7 Motoriset ongelmat

Motoriset ongelmat voivat ilmetä hyvin monella eri tavalla ja sen vuoksi niitä ei
tässä eritellä tarkemmin. Esimerkiksi osa käyttäjistä ei kykene toimimaan hiirel-
lä, vaan turvautuu näppäimistön käyttöön. Tämän opiskelijaryhmän apuna toimii
saavutettavasti rakennettu verkkosivu. [42]
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3 Universal Design for Learning -malli

Universal Design for Learning (UDL) [36] on kokonaisvaltainen ajattelutapa, joka
tähtää saavutettavaan opetukseen. UDL on määritelty amerikkalaisessa korkeakou-
lulaissa (The Higher Education Opportunity Act) tieteellisesti päteväksi menetel-
mäksi suunnitella erilaisten oppijoiden tarpeet huomioivaa monipuolista koulutus-
ta. Sen kautta opiskelijat voivat sitoutua opiskeluun ja oppimisen esteitä voidaan
vähentää.

UDL-mallin peruslähtökohtana on, että kaikilla opiskelijoilla on opittavaa asi-
aa kohtaan omat emootiot, kognitiiviset kyvyt ja oppimisstrategiat käytössä. UDL
on opetuksen suunnittelutyökalu, joka jakaantuu kolmeen eri pääperiaatteeseen ku-
van 3.1 mukaisesti. Pääperiaatteet ovat: monimuotoiset tiedon esitystavat, monen-
laiset toiminta- ja ilmaisutavat sekä oppimiseen sitouttaminen. [28][21]

Oppimiseen sitouttaminen
Miksi opiskelen?

Monenlaiset toiminta-
ja ilmaisutavat
Miten opiskelen?

Monimuotoiset
tiedon esitystavat

Mitä opiskelen?

Kuva 3.1. Universal design for Learning -mallin pääperiaatteet

Kaikki Universal Design for Learning -mallin pääperiaatteet linkittyvät oppimi-
seen liittyvien aivojen neuroverkkojen aktivointiin. Neuroverkostot ovat strateginen,
havainnointi- ja tunneverkosto. Niiden stimulointi tukee monimuotoista oppimisko-
kemusta. Neuroverkkojen toiminta on myös voimakkaasti sidoksissa toisiinsa. Kun
henkilö on strategisesti sitoutunut oppimisprosessiin, hän kykenee paremmin tun-
teiden itsesäätelyyn, mikä tekee toiminnasta pitkäjänteistä ja auttaa kohdistamaan
havainnointia oleelliseen. Havainnoitu tieto tukee oppimisprosessia, mikä puoles-
taan saa aikaan positiivisia tunteita, jolloin sitoutuminen oppimiseen vahvistuu.
[28][21][48]
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Neuroverkkomalli on yksinkertaistava lähtökohta oppimisen ymmärtämiseen, sil-
lä todellisuudessa aivojen toiminta ei ole lokalisoitunut selkeästi eri neuroverkkojen
tehtäväksi, vaan se on hajautuneempaa [31]. Kuitenkin näkökulma avaa mielenkiin-
toisen tarkastelutavan oppimisprosessiin neurotieteen näkökulmasta.

3.1 Monimuotoiset tiedon esitystavat

Ensimmäinen UDL-periaate vastaa kysymykseen "Mitä opiskelen?". Universal de-
sign for Learning -ohjekirjan 2.0 [48] mukaiset tavoitteet on koostettu tauluk-
koon 3.1.

Monimuotoiset tiedon esitystavat

1. Monipuolinen havainnointi

1.1 Esitetään asiasisältö vaihtoehtoisilla tavoilla
1.2 Tarjotaan vaihtoehto auditiiviselle tiedolle
1.3 Tarjotaan vaihtoehto visuaaliselle tiedolle

2. Vaihtoehdot kielelle, matemaattiselle ilmaisulle ja
symboleille

2.1 Käytetään selkeää sanastoa ja symboleita
2.2 Käytetään selkeää lauseoppia ja tekstin rakennetta
2.3 Mahdollistetaan tuki matemaattisten notaatioiden ym-
märtämiseksi
2.4 Käytetään kauttaaltaan selkeää kieltä
2.5 Käytetään havainnollistamisen tukena useita eri tiedon
esittämisen tapoja

3. Vaihtoehdot ymmärryksen parantamiseksi

3.1 Annetaan tietoa taustatiedoksi
3.2 Korostetaan pääkohdat ja osoitetaan yhteydet asioiden
välillä
3.3 Tarjotaan tietoa prosessoinnin, visualisoinnin ja havain-
nollistamisen tueksi
3.4 Linkitetään ja yleistetään tietoa

Taulukko 3.1. Ensimmäisen pääperiaatteen mukaiset Universal design
for Learning -ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet

UDL-ohjeistuksen mukaisesti saavutettavassa opetuksessa opiskeltava asia on
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esitetty ja koostettu selkeäksi opintojakson tavoitteita vastaavaksi kokonaisuudeksi.
Kielenkäyttö sivustolla on johdonmukaista ja selkeää. Opettajan antama ohjeistus
on helposti ymmärrettävää ja yksiselitteistä. Näiden seikkojen ansiosta opiskelija
löytää opintojakson sivulta oikeat asiat, ymmärtää mikä on sisällössä olennaista
sekä tietää, mitä hänen odotetaan tekevän ja oppivan. Toistuvuus esitystavassa
auttaa ennakoimaan. Esityksissä voi olla käytössä saavutettava mallipohja, johon
liittyy muun muassa yksinkertaiset värivalinnat sekä fontin tarpeeksi suuri koko.
Ydinajatukset oppimateriaaleissa muotoillaan ymmärrettävästi ja erotetaan muusta
tekstistä. [33] [36]

Ensimmäinen UDL-periaate painottaa tärkeimpien asioiden ympärille rakennet-
tua monimuotoista tiedon esitystä. Asioiden esittäminen monipuolisesti tukee eri-
laisia oppijoita [33] [36]. Pesosen [33] mukaan tietosisältöä on mahdollista tarjota
eri muodoissa esimerkiksi seuraavasti:

• eri kielillä

• kuvien ja videoiden muodossa

• äänitiedostoina, kuten podcasteina

• digitaalisessa muodossa

• graafeina

• simulaatioina

Esimerkiksi tekstin tukena olevat kuvat ja esimerkit keventävät lukihäiriöstä
kärsivän opiskelijan lukutaakkaa. Eräs UDL-tavoite on autenttisuuteen pyrkiminen
eli koostaa tiedonosista kokonaisuuksia ja linkittää teoreettinen oppi käytäntöön
esimerkiksi työelämään. [33][36]

Saavutettavuutta lisäävät käsitteitä, erikoissanostoa ja symboleita varten teh-
dyt koonnit. Niiden tukena voidaan käyttää kuvia ja muuta materiaalia. Yleinen
virhe on käyttää tekstissä sellaisia erikoismerkkejä, jotka ovat alalla vakiintuneita,
mutta eivät kaikkien opintojaksolle osallistujien tuntemia. Tukea voi tarjota myös
erikoismerkkien lukemiseen ja tuottamiseen. Opiskelijoiden kanssa olisi hyvä käydä
läpi, millaista on laadukas matemaattinen teksti. [33] [36]

Tiedon esityksestä tekee saavutettavaa myös tuki visuaalisille ja auditiivisille
tiedon esitystavoille. Videotiedostoissa olisi syytä olla tekstitykset. Mikäli mahdol-
lista oppimateriaalia on hyvä olla omalla äidinkielellä. Esimerkiksi englannin kieli
saattaa tuottaa lukihäiriöisille haastetta. Mikäli materiaali kuitenkin on englannik-
si, olisi hyvä laittaa lisätä opintojaksolle myös suomenkielistä sisältöä ja ohjeistaa
mistä englanninkielisestä materiaalista löytyvät pääkohdat. [33]
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3.2 Monenlaiset toiminta- ja ilmaisutavat

Toinen UDL-periaate vastaa kysymykseen "Miten opiskelen?". Universal Design for
Learning -ohjekirjan 2.0 [48] mukaiset tavoitteet on koostettu taulukkoon 3.2.

Monenlaiset toiminta- ja ilmaisutavat

4. Mahdollisuus sivuston käyttöön

4.1 Mahdollistetaan esteetön navigointi ja toiminta opinto-
jaksosivustolla
4.2 Mahdollistetaan kaikille pääsy sivuston sisältöön ja sen
yhteensopivuus avustavien teknologioiden kanssa

5. Vaihtoehdot ilmaisulle ja kommunikoinnille

5.1 Järjestetään useita viestintäkanavia kommunikointiin
5.2 Järjestetään apua opittavan asian koostamiseksi
5.3 Tarjotaan opiskelijoille ohjausta

6. Vaihtoehdot suorittamiselle

6.1 Ilmaistaan selkeästi opintojakson tavoitteet
6.2 Tarjotaan tukea opiskelun suunnitteluun ja opiskelustra-
tegian hallintaan
6.3 Tarjotaan apua informaation hallintaan
6.4 Seurataan opiskelijan taitojen edistymistä monipuoli-
sesti

Taulukko 3.2. Toisen pääperiaatteen mukaiset Universal Design for
Learning -ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet

Tämän periaatteen mukaan opintojakson tavoitteet tulisi kirjata selkeästi opin-
tojakson sivustolle. Päätavoite olisi hyvä jakaa pienempiin tuntikohtaisiin osatavoit-
teisiin. [36]

Ihmisillä on yksilöllinen tapa oppia ja osoittaa osaamista, mutta korkeakouluo-
petus on tähän mennessä tarjonnut suppeasti mahdollisuuksia näihin toimintoihin.
Saavutettavuuden huomiotta jättäminen aiheuttaa merkittävää rasitetta monelle
opiskelijalle. Esimerkiksi tentit voivat tuntua kohtuuttoman jännityksen seuraukse-
na erityisen haastavilta. Kirjoittaminen voi tuottaa lukihäiriöiselle tai ryhmätyöti-
lanteet autistiselle opiskelijalle ongelmia. Työssäkäyville opiskelijoille paikalla olo voi
mahdotonta. [33]

Opiskelijoiden monenlaisiin toiminta- ja ilmaisutapoihin liittyvässä opetuksessa
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oppimista ei nähdä passiivisena yksisuuntaisena tiedon jakamisena. Sen sijaan opis-
kelijalla tulisi olla opintojakson tavoitteiden puitteissa aktiivinen rooli oman oppi-
misensa suunnittelussa, jaksottamisessa, harjoittelussa ja saavutettujen oppimistai-
tojen osoittamisessa [26]. Hänen tulisi tarvittaessa saada apua aineiston hallintaan,
oppimisprosessin suunnitteluun ja opiskeluun [36]. Opiskelijaa tulisi tukea oppimaan
oikeita taitoja oikeassa aikataulussa [36].

Matematiikan oppimisen päätavoite on tulla strategisesti monipuoliseksi ja ky-
vykkääksi ajattelijaksi. Tämän vuoksi opiskelijoita tulisi kannustaa matemaattiseen
viestintään sekä tunnistamaan ja reflektoimaan omaa ajatteluprosessiaan. Mate-
maattinen ajattelu tulisi kyetä formalisoimaan kommunikoitavaan muotoon ja opit-
tavien asioiden välisiä yhteyksiä tulisi nähdä. Saavutettavassa matematiikan ope-
tuksessa opiskelijoille tulisi tarjota ohjausta tehtävien suorittamiseen. Ihanteellisessa
opetuksessa tehtävän ratkaiseminen lähtee opiskelijan omista oivalluksista. Lisäksi
heitä tulisi opastaa itsesäätelyssä ja matematiikan opiskelustrategioissa. [26]

Opetus voidaan suunnitella formaaleja kanavia pitkin. Opiskelijoille on hyvä tar-
jota formaalien vuorovaikutuskanavien lisäksi myös epäformaalimpia yhteydenpito-
mahdollisuuksia. Epäformaalien kanavien kautta järjestetyt lukupiirit voivat auttaa
erilaisia opiskelijoita jaksottamaan lukemista sekä ymmärtämään käsitteitä ja niiden
välisiä yhteyksiä. Lisäksi opintojakson vastaava opettaja voi jaksottaa opiskeluma-
teriaalia. [33]

Oppijalla tulisi olla mahdollisuus palautteeseen oppimisprosessin kaikissa vai-
heissa. Opiskelijoiden taitotason näkeminen voi myös muokata opetusta ja osa-
tavoitteita. Lopputentin sijaan opiskelijalle voidaan tarjota vaihtoehdoksi erilaisia
arvioinnin muotoja, kuten pisteiden kerääminen kotitehtäviä tekemällä tai projekti-
työt. [33]

Jokaiselle opiskelijalle on mahdollistettava esteetön navigointi ja toiminta opin-
tojakson sivustolla. Verkkosivun sisällön esteettömyyden vaatimuksia käsitellään
tarkemmin seuraavassa luvussa 4.

3.3 Oppimiseen sitouttaminen

Kolmas UDL-periaate vastaa kysymykseen "Miksi opiskelen?". Universal Design for
Learning -ohjekirjan 2.0 [48] mukaiset tavoitteet on koostettu taulukkoon 3.3.

Oppimiseen sitouttamisella tarkoitetaan, että opiskelija voidaan sitouttaa peda-
gogisin menetelmin omaan oppimisprosessiin [33]. Tärkeä keino sitouttamiseen on
tukea motivaation syntymistä antamalla selkeät tavoitteet, vaalimalla autonomiaa
ja herättämällä mielenkiinto [36]. Opiskelijalla tulisi olla hänen taitotasoaan vas-
taavia haasteita [26]. Opiskeltavan asian linkitys oppilasta kiinnostaviin käytännön
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Oppimiseen sitouttaminen

7. Mielenkiinnon herättäminen

7.1 Optimoidaan yksilön valinnat ja autonomia
7.2 Linkitetään opittava asia käytäntöön ja selkeytetään
sen merkitys käytännön tasolla
7.3 Minimoidaan opiskelun uhka ja häiriötekijät

8. Yrittämisen ja pitkänjänteisyyden palkitseminen

8.1 Selkeytetään opintojakson päämäärät ja tavoitteet
8.2 Eriytetään opiskelijoita taitotason mukaan
8.3 Kannustetaan opiskelijoita yhteistyöhön
8.4 Annetaan opiskelijalle valmentavaa palautetta

9. Itsesäätelyn tukeminen

9.1 Tuetaan motivaation syntymistä
9.2 Fasilitoidaan opiskelijoita oppimisstrategioissa
9.3 Kehitetään itsearviointi- ja reflektiotaitoja

Taulukko 3.3. Kolmannen pääperiaatteen mukaiset Universal Design
for Learning -ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet

sovelluksiin tukee oppimista [36]. Myös tutkimuslähtöinen oppimisen on havaittu
lisäävän kiinnostusta [47]. Opiskelun yhteydessä tulisi pyrkiä luomaan turvallinen
ilmapiiri, jotta opiskelijat uskaltavat kokeilla eri työskentelymenetelmiä. Sen sijaan
nopeudesta ja tarkkuudesta palkitseminen voi johtaa pelokkaaseen ilmapiiriin oppi-
tunnilla [3].

Tärkeä osa oppimiseen sitouttamista on tukea opiskelijan motivaatiota lisää-
viä odotuksia ja uskomuksia [33]. Lisäksi oppijan itsesäätelykeinoja tulisi vahvistaa,
jotta hän pääsee mahdollisten turhautumisen tunteiden yli oppimispolullaan [36].
Opiskelustrategioita tulisi kehittää aitoa edistymistä lujittaviksi antamalla opiskeli-
jalle valmiuksia arvioida itse omaa suoriutumistaan ja oppimisstrategioita [36].

Opiskelijoille tulisi antaa tehtäviä, jotka linkittyvät selkeästi opintojakson ta-
voitteisiin ja niitä tulisi olla kohtuullinen määrä. Ihanteellisessa tilanteessa opiskelija
suorittaa tehtävää osio kerrallaan saaden palautetta suoriutumisestaan. Palautteen
avulla opiskelija kykenee jatkamaan tehtävää oikeaan suuntaan. Tällöin tehtävän
ratkaisu sisältää mahdollisimman paljon opiskelijan omia ideoita ja oppimisproses-
si tehostuu. Tehdyistä tehtävistä voidaan keskustella myös pienryhmäkohtaisesti
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ja antaa vertaispalautetta. Lopuksi tehtäviä voidaan arvioida opettajan toimesta,
jolloin palautetta voidaan tarkentaa. Saatuja tuloksia voidaan arvioida ja linkittää
käytäntöön. Harjoittelun aikana voidaan syventyä kehittämään myös itsearviointia
ja reflektiotaitoja. [36]

3.4 Mittaristo Universal Design for Learning -mallille

UDL-mallin mukaan opettajan tulisi keskittyä neljään pääkohtaan opintojakson pää-
määrään, menetelmiin, materiaaleihin ja arviointiin. Aluksi opintojaksolle asetetaan
päämäärä eli akateemiset tavoitteet. Päämäärä kirjataan selkeiksi tuntikohtaisiksi
osatavoitteiksi. Osatavoitteiden saavuttamista verrataan opiskelijoiden osaamista-
soon. Tämä puolestaan vaikuttaa seuraavan oppitunnin tavoitteisiin ja suunnitte-
luun sekä opiskelumateriaaliin. Saavutettavien oppituntien suunnittelu sykli on ku-
van 3.2 mukainen. [36]

Oppi-
tunnin
pää-

määrä

Arviointi

Opinto-
mate-
riaalin

kehittä-
minen ja
opetus

Oppi-
misen

esteiden
poista-
minen

Kuva 3.2. Saavutettavien oppituntien suunnittelusykli

Opettajan tehtävä on pohtia etukäteen, mitä ongelmia päämäärän saavutta-
misessa voi tulla, ja rakentaa oppimista tukevat tukirakenteet jokaiselle tunnille.
Päämäärään pääsemiseksi suunnitellaan soveltuvat menetelmät ja materiaalit. Ma-
teriaalien runko tulee olla linjassa oppimistavoitteiden kanssa. Oppilaita arvioidaan
valituilla menetelmillä. Formatiivisessa arvioinnissa opiskelija osoittaa edistymistään
havainnollistamalla. Formatiivinen arviointi mahdollistaa kommunikoinnin ja palaut-
teen annon opiskelijalle. Opettajan tulisi tunnistaa, missä muodossa opiskelijalle
kannattaa antaa palautetta, sillä oikein annettu palaute tukee oppilaan käsitystä
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itsestään oppijana ja auttaa kehittämään taitoja. Esimerkiksi ahdistunut opiske-
lija hyötyy, jos palautetta annetaan usein pienissä erissä. Formatiivinen arviointi
auttaa opettajaa tunnistamaan opiskelijoiden haasteita ja parantamaan tukiraken-
teita. Summatiivisessa arvioinnissa opiskelija osoittaa opintojakson lopussa ovatko
vaadittavat taidot saavutettu. Opiskelijat voivat myös itse monitoroida omaa edis-
tymistään suhteessa tavoitteisiin. [36]

UDL-mallin ydinajatus on rakentaa monimuotoinen oppimateriaali ja opetus
akateemisesti asetettujen tavoitteiden ympärille [36]. Universal Design for Learning
-ohjekirjan 2.0 mukaiset tavoitteet voidaan muotoilla kysymyksiksi, jotka jaotel-
laan 3.2 saavutettavien opetustuntien syklin mukaisesti.

1. Päämäärä

(a) Onko opintojakson tavoite näkyvissä?

(b) Ovatko oppituntikohtaiset tavoitteet näkyvissä?

(c) Saako opiskelija apua opiskelun suunnitteluun?

(d) Voiko opiskelija vaikuttaa oman oppimispolun suunnitteluun?

(e) Voiko opiskelija vaikuttaa omien opintojen aikataulutukseen?

2. Menetelmä

(a) Onko opetus tavoitteiden mukaista?

(b) Kerrotaanko opintojaksolla eri opiskelustrategioista?

(c) Minkälaisia kommunikointikanavia opintojaksolla on?

(d) Kannustetaanko opiskelijoita yhteistyöhön?

(e) Miten opiskelijoiden turvallisuuden tunnetta lisätään?

(f) Miten opiskelijoiden henkilökohtaiset mielenkiinnon kohteet huomioi-
daan?

(g) Miten opittua tietoa koostetaan?

(h) Linkitetäänkö tietoa käytäntöön?

(i) Linkitetäänkö tietoa opittuihin asioihin?

(j) Eriytetäänkö opintojaksolla opiskelijoita taitotason mukaan?

(k) Onko taustatietomateriaalia käytössä?

3. Materiaali

(a) Kerrotaanko ohjeistuksessa, missä järjestyksessä opiskeltavat asiat tulee
suorittaa?
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(b) Onko opintomateriaali yhteneväinen tavoitteiden kanssa?

(c) Ovatko opintotehtävät yhteneväisiä materiaalin kanssa?

(d) Onko opintojakson oppimateriaalin käsitteistö sama kuin tehtävien?

(e) Onko opintomateriaalin kielenkäyttö selkeää ja johdonmukaista?

(f) Onko oppimateriaali yhteneväinen tavoitteiden kanssa?

(g) Onko oppimateriaali ennakoitavissa?

(h) Onko tietoa kokoavia käsitelistoja/symbolilistoja?

(i) Ovatko materiaalin pääkohdat korostettu?

(j) Onko tukea matemaattisten notaatioiden ymmärtämiseksi?

(k) Minkälaista mediaa käytetään opintojakson havainnollistamisen tukena?

(l) Minkälaista tukea on opitun asian koostamiseksi?

(m) Onko opintojakson sivusto esteetön?

(n) Onko opintojakson sivulla vaihtoehto auditiiviselle/visuaaliselle tiedolle?

4. Arviointi

(a) Minkälaisia vaihtoehtoja opintojakson suorittamiselle on?

(b) Saako opiskelija säännöllistä palautetta edistymisestään?

(c) Miten opintojakson tavoitteiden saavuttamista kontrolloidaan?

(d) Seurataanko opiskelijan taitojen kehittymistä monipuolisesti?

(e) Autetaanko opiskelijaa kehittämään itsearviointitaitoja?

(f) Onko opintojakson arviointi tavoitteiden mukainen?
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4 Verkkosisällön saavutettavuuden oh-
jekirja

Verkkosivujen teknistä saavutettavuutta määrittelee verkkosisällön saavutettavuu-
den ohjekirja (Web Content Accessibility Guidelines) [51] eli WCAG. Tähän oh-
jeistukseen nojautuu myös Euroopan unionin saavutettavuusdirektiivi EN 301 549
V.1.1.2 (2015-04) [8]. Tuorein versio WCAG 2.1 hyväksyttiin kesäkuussa 2018.
Verkkosisällön saavutettavuuden ohjekirja on tehty, jotta erilaiset avustusteknolo-
giat pystyisivät tulkitsemaan sovellusten ja verkkosivujen sisältöä. Ohjekirja jaotte-
lee saavutettavuuden kolmeen mitattavaan standardiin. Heikoimmin saavutettava
standardin mukainen sisältö on A-tasoista ja saavutettavin sisältö AAA-tasoista.
Tässä tutkielmassa perehdytään standardiin AA, joka on näiden ääripäiden väli-
muoto, sillä se on samaa luokkaa kuin Euroopan unionin saavutettavuusdirektiivin
vaatimustaso. [42]

WCAG-standardin ohjeistus painottaa kuvan 4.1 mukaisia asioita, jotka ovat
havaittavuus, hallittavuus, ymmärrettävyys ja toimintavarmuus [51]. Seuraavaksi
tarkastellaan näitä elementtejä opetustarkoitukseen liittyvän verkkosivuston analy-
soinnin kannalta.

WCAG

Havait-
tavuus

Hallit-
tavuus

Ym-
märret-
tävyys

Toimin-
tavar-
muus

Kuva 4.1. WCAG pääperiaatteet
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4.1 Havaittavuus

Havaittavassa verkkoympäristössä yleisimmin käytetyillä tekniikoilla on mahdolli-
suus päästä käsiksi palvelun sisältöihin ja hahmottaa sivujen rakenne. Sivuston tu-
lisi olla toteutettu HTML-elementein loogisesti ja selkeästi rakennettuna. Näin si-
sältö on saavutettavissa useilla eri päätelaitteilla, käyttöjärjestelmillä sekä kaikilla
yleisimmillä selaimilla ja käyttöä avustavilla tekniikoilla. [51]

Sivun koodauksen algoritmin tulisi olla ennalta-arvattavissa ja helposti opitta-
vissa. Kaikkien käyttöliittymän kohteiden, kuten painikkeiden linkkien ja listojen,
olisi hyvä olla näkyviä käyttäjälle ja niiden tarkoitus olisi oltava helposti ymmärret-
tävissä. [42] [51]

Käytetyn terminologian tulisi olla yhtenäistä koko palvelussa. Selkeä yleiskieli
helpottaa kaikkia käyttäjiä, mutta erityisesti eri äidinkielen puhujia tai puhesyn-
tetisaattorin varassa toimivia opiskelijoita. Kielikuvat elävöittävät tekstiä, mutta
informatiivisilla sivustoilla niitä on syytä välttää. [18]

Verkkosivujen sisällön tulisi olla järjestetty loogisesti elementteihin, mikä hel-
pottaa hahmottamista. Kaikkien sisällön elementtien tulisi olla suorakaiteita omine
sisältöineen. Näiden suorakaiteiden tulisi muodostaa selkeä oma rakenne, josta käy
ilmi myös tiedon hierarkia. Hahmottamisen ongelmista kärsivää käyttäjää helpot-
taa sisällön pilkkominen kohtuullisiksi kokonaisuuksiksi. Sisältöelementtien välille
kannattaa jättää tyhjää tilaa selkeyden varmistamiseksi. [42][51]

Uudelleen asemointioperaatiolla tarkoitetaan sivun sisällön mukautumista eri
lailla mitoitettuun tai asemoituun ruutunäkymään. Mukautuvassa sisällössä skaa-
lattavuus olisi oltava vähintään 200 prosenttia sivun rakenteellisuuden ja toimin-
nallisuuden säilyttäessä eheyden. Tällä tarkoitetaan, informaation ja kuvien välisen
suhteen säilymistä eri esitystavoissa. [42][51] Kuvassa 4.2 vasemmalla puolella on
esimerkki ehjänä säilyneestä rakenteesta uudelleen asemoinnissa ja oikealla puolella
rikkoutuneesta rakenteesta.

I certify that the work
presented in the disser-
tation is my own unless
referenced.

I certify that the work
presented in the disser-
tation is my own unless

referenced.
Kuva 4.2. Rikkoutumaton ja rikkoutunut näkymä ruudulla

Voimakkaasti suurennettaessa sivua sen asettelun tulisi muuttua yksipalstaiseksi
ja vierityksen toimittava pystysuuntaisesti. Internet-sivua suunnitellessa onkin syytä
varmistaa, että sisältö säilyy asetuksista riippumatta samana. [42] [51]
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Verkkosivuihin voidaan tuoda väljyyttä kasvattamalla sivun pituutta. Selkeyden
lisäämiseksi olisi hyvä karsia tarpeeton visuaalinen häly [42].

Kuville ja muulle ei-tekstimuodossa olevalle sisällölle kuten nauhoitteille tulisi ol-
la tekstivastineet, mikä auttaa kuulo- ja näkövammaisia käyttäjiä. Tekstivastine voi-
daan lukea ruudunlukuohjelmalla tai muuttaa vaikkapa pistekirjoitukseksi. Tärkeä
tavoite on pyrkiä pitämään sisällön merkitys samana esitystavasta riippumatta. Yk-
sinkertaisin esimerkki on HTML-kuvien (img) yhteydessä valittava alt-attribuutti,
johon kuvaa voidaan kuvailla tekstimuodossa. [42]

Aikasidonnainen media kattaa opetukseen liittyvät videot ja reaaliajassa tapah-
tuvat esitykset. Esitysten saavutettavuus edellyttää vaihtoehtoista tapaa esittää sa-
ma sisältö. Tällöin on huomioitava, että näkörajoitteiset käyttäjät eivät näe kuvaa,
mutta kuulevat äänen. Kuulorajoitteisilla voi olla haastavaa kuulla ääntä, mutta he
näkevät kuvan. Lähtökohdan tulisi olla, että informaatio on kaikille saatavilla. Kuu-
lorajoitteisille hyvä apu on tekstityksen lisääminen ja näkörajoitteisten henkilöiden
tulisi voida seurata esitystä ilman kuvaa. [42]

Värien käytöllä voidaan auttaa käyttäjiä hahmottamaan sivuston rakennetta ja
sisältöä. Niillä voi ryhmitellä sivuston elementtejä sekä selkeyttää taustan ja teks-
tin suhdetta toisiinsa. Kaikki oleellinen sivuston informaatio tulisi kuitenkin olla
tekstin varaista. Näkymän olisi toimittava mustavalkoisena ja tekstin sekä taustan
kontrastin oltava riittävä. Tekstin ja taustan väliselle kontrastisuhteelle olisi suota-
vaa olla vähintään 4,5:1. Kuva 4.3 esittää pienintä mahdollista kontrastisuhdetta
AA-tasolla. Liiallinen kontarsti ei kuitenkaan ole suositeltavaa. On hyvä muistaa,
että heikkonäköisillä on mahdollisuus vaikuttaa tekstin väreihin käyttöjärjestelmän
asetuksia säätämällä. [18] [42][51]

WCAG-standardi ei määrittele kirjaisintyyppiä, mutta suositeltavaa olisi käyt-
tää Arial-tyyppisiä selkeitä ja helposti luettavia kirjaisintyyppejä [18]. Versiossa 2.1
on määritetty minimivaatimuksiin kuuluvaksi seuraavat kuvassa 4.4 esitetyt tekstin
asetteluun liittyvät piirteet. Rivikorkeuden on oltava vähintään 1,5 x kirjaisinkoko,
kappaleiden välin on oltava vähintään 2 x kirjaisinkoko, kirjainten välin puolestaan
tulisi olla 0,12 x kirjaisinkoko [51]. Sanavälille on asetettu vähintään 0,16 x kirjai-
sinkoko vaatimus [51].

Jos sivustolla on ladattavissa tekstiä tai multimediaa, latauspäätös on käyttäjän.
Automaattisesti käynnistyviä esityksiä kannattaa välttää [42]. Pdf-tiedosto on suo-
siteltavaa tallentaa tekstitunnistuksen kanssa, jolloin ruudukko-ohjelmistot pysty-
vät lukemaan sen [18]. Internet-sivuston esitys kannattaa rakentaa pdf-tiedostoihin
pohjautumattomaksi [42].
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Kuva 4.3. Pienin hyväksyttävä kontrastisuhde 4,5:1 [50]

Kuva 4.4. Tekstin asetteluun liittyvät vaatimukset

4.2 Hallittavuus

Hallittavassa käyttöliittymässä navigointi on sujuvaa ja palvelun ominaisuudet tu-
kevat käyttäjää. Käyttöliittymän elementtejä tulisi voida käyttää yleisimmillä se-
lainteknologialla. Palvelun toteuttajan tulisi myös tukea sivun lukuun käytettäviä
apuvälineitä. [42]

Useat tavat navigoida oikein parantavat hallittavuutta, mikä tukee esimerkik-
si hiiren kohdentamisen vaikeudesta kärsiviä käyttäjiä. WCAG-määrityksen mukaan
kaikki toiminnot sivustolla tulisi voida suorittaa näppäimistöä käyttäen. Näppäin-
ohjaus mahdollistaa sivuston läpikäymisen esimerkiksi ruudunlukijan avustamana.
Näin valittu aktiivinen kohta voidaan informoida näkörajoitteisille. On huolehdit-
tava, että näppäimistöllä saavutettavasta sisällöstä on mahdollista myös poistua
näppäimistöä käyttäen. Mikäli sisällöstä poistuminen ei ole standardinmukaista,
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olisi käyttäjälle neuvottava menetelmä kohdennuksen palauttamiseksi sivun yläta-
soon. Näppäinoikotie tarjoaa vaihtoehdon hiiren käytölle tietyissä tilanteissa. Käyt-
täjän on hyvä voida itse säädellä näppäinoikotieominaisuuksien asetuksia. Aktiivinen
kohta voidaan osoittaa selkeästi focus-määreellä. [42]

Apuna sivulla liikkumiseen tuovat myös sivukartta, jossa näkyvät kaikki sivus-
tolla olevat sivut [51]. Hyppylinkit, joiden avulla voidaan hypätä tiettyyn kohtaan
kohdesivulla, suositellaan sijoitettavaksi suoraan alkuun [51]. Niiden kautta on mah-
dollista päästä haluttuun sisältöön käymättä koko sivustoa läpi. Kuva 4.5 esittää
selkeätä hyppylinkkien ja sivukartan käyttöä. Tässä kuvassa hyppylinkit on sijoi-
tettu horisontaalisti sivun yläkulmaan ja sivukartta on selkeästi nähtävillä kuvan
oikeassa reunassa [42]. WCAG-standardin mukaan verkkosivun löytämiseen muiden
joukosta tulisi olla enemmän kuin yksi tapa [42].

Kuva 4.5. Hyppylinkit ja sivukartta [51]

Sivuston sisältöä tai tarkoitusta kuvaava hierarkinen otsikointijärjestys auttaa
käyttäjää hahmottamaan sijaintinsa sivulla [51]. Otsikoiden on sisällettävä sama
informaatio visuaalisesti ja apuohjelmalla luettaessa [51]. Sarkaimen tulisi siirtää
aktiivista kohtaa loogisessa järjestyksessä eteenpäin ja linkit ja ja painikkeet tulisi
voida aktivoida enter-näppäimellä. Elementtien järjestys tulisi olla mielekäs sivujen
sisällön ja toiminnallisuuden kannalta. Myös valikoiden on toimittava näppäimistön
ohjauksessa. Aktiivinen kohta tulisi olla käyttäjälle selkeästi havaittavissa. [18]

Linkit tulisi olla nimetty eri nimellä sekaannusten välttämiseksi. Linkkitekstin
tulisi kuvata selkeästi, mihin sen valitsemisen jälkeen päädytään [42]. Esimerkiksi
"lisätietoa" ei ole suositeltava linkin nimi [18]. Myös lomakeotsikot tulisi merkitä
sisältöä kuvaaviksi [42].

Mikäli sivustolla on aikarajoitettua toimintaa, kuten tentti, tulisi käyttäjillä olla
varattuna riittävästi aikaa suorittaa toiminta. Sivustolla ei saisi olla liian tiheästi
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signaloivaa sisältöä, sillä välke tai vaikkapa pyörimisliike voi laukaista epilepsiakoh-
tauksen käyttäjälle. [42][51]

Kaikki syötteet, jotka saattavat vaatia käyttäjän motorisia toimintoja kuten ruu-
dun suurentaminen kahdella sormella, tulee olla aktivoitavissa ja sammutettavissa
myös käyttöliittymäavusteisesti ja yhdellä sormen osoittimella. Vahingossa tapah-
tuvat liikkeen aktivoimat toiminnot kuten klikkaukset tulee voida myös peruuttaa.
Lisäksi kohteen kokoa tulee voida muuttaa käyttöliittymäavusteisesti. [51]

4.3 Ymmärrettävyys

Ymmärrettävän sivuston toimintaa pystyy helposti ennakoimaan. Periaatteena on
esittää sivun toiminta kaikille käyttäjille samankaltaisena. Esimerkiksi kuulo- ja nä-
kövammainen käyttäjä pääsevät samanarvoisesti sisältöön käsiksi. Sivun informaa-
tion tulee siis olla teknisesti luettavissa ja sisällöllisesti ymmärrettävissä. Luetta-
vuuteen vaikuttaa tekstin visuaalinen muotoilu ja kieli. Ohjelmallista luettavuut-
ta helpottaa HTML-juurielementin lang-attribuutti, jonka ilmaisee sivulla käytetyn
kielen. Mikäli sivulla on eri kieliä käytössä, tulisi tämä koodata myös ohjelmallisesti.
[42][51]

Ymmärrettävässä käyttöliittymässä sivuston ja sisällön tulisi noudattaa selain-
ten totuttua toimintatapaa. Esimerkiksi elementin aktivoitumisen yhteydessä sisäl-
lön tulisi pysyä muuttumattomana. Näin tapahtuu, mikäli elementin ollessa aktiivi-
nen focus-tapahtuma on käynnissä, mutta sivun sisältö säilyy samana. Tämän seu-
rauksena vaikkapa sivun valikoissa voidaan liikkua näppäimistöä apuna käyttäen.
[42][51]

Sivun muotoilussa on hyvä noudattaa yhdenmukaisuutta. Navigaation tulisi säi-
lyä samanlaisena kaikilla sivuston sivuilla. Myös toiminnalliset komponentit, kuten
syöte- ja linkkipainikkeet, on järkevää suunnitella samankaltaiseksi kautta linjan.
Syötettä vaativissa sivustoissa olisi syytä olla kuvaava otsikointi (label) tai ohjeis-
tus, mikäli käyttäjältä odotetaan syötettä. Tarpeen tullen, syöte tulisi ohjelmallisesti
korjata hyväksyttävään muotoon esimerkiksi poistamalla puhelinnumerosta turhat
välit. Kun puolestaan syötekohtaan tulee virhe, olisi käyttäjää tiedotettava asiasta
ja annettava selkeä ohjeistus virheen korjaamiseksi. Esimerkkien käyttö virheen-
korjaustilanteessa selkeyttää tilannetta. Käyttäjällä tulee olla mahdollisuus perua
annettu syöte. [42]
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4.4 Toimintavarmuus

Toimintavarmassa sivustossa yhteensopivuus nykyisten ja tulevaisuuden tekniikoi-
den kanssa on pyritty varmistamaan [51]. Sivuston toteutuksissa olevat palvelut
tulisivat olla laajasti käytössä ja tuettuja. Mikäli sivusto on toteutettu HTML5-
spesifikaatiolla, tiedon esittäminen ilman lisäosia on mahdollista [42].

HTML-koodin virheettömyys auttaa selaimia tulkitsemaan ja jäsentämään saa-
mansa sisällön oikein. Toisin sanoen sivuston HTML-elementti-rakenteen ja käytet-
tyjen attribuuttien tulee olla spesifikaatioiden mukaisia. Käyttöliittymäkomponentit,
kuten lomake-elementit ja linkit, olisi merkittävä nimellä (name), roolilla (role) ja
arvolla (value). Nimi on elementin otsikko, rooli kuvaa elementtiä esimerkiksi kerto-
malla, että se on painike. Arvo puolestaan kertoo syötteestä vaikkapa kuvaamalla,
että sovellus on käynnissä. Tarkoituksena on jakaa avustaville tekniikoille tietoa si-
vun elementeistä sekä niiden tilojen muutoksista. Käytännössä ehto toteutuu, kun
internetsivuston koodaukseen käytetään valmiita HTML-elementtejä. [42]

4.5 Mittaristo verkkosisällön saavutettavuudelle

Seuraavaksi esitellään mittaristo WCAG-periaatteiden mittaamiseksi. Mittaristo on
valmiina esitettynä Web Content Accessibility Guidelines 2.1 -ohjeistuksessa [51].
Periaatteet on numeroitu ohjeistuksen mukaisesti.

1. Havaittavuus

Taso A

1.1.1 Onko ei-tekstisisältöiselle medialle tekstivastikkeet?
1.2.2 Onko kaikille aikasidonnaisille medioille tekstivastikkeet, jotka
kuvaavat myös niiden ei-sanallisen sisällön?
1.3.1 Onko sivujen sisältö toteutettu loogisesti ja selkeästi, jotta
esityksen rakenne ja elementtien väliset suhteet voidaan selvittää
myös ohjelmallisesti?
1.3.2 Onko sisällön järjestys looginen ja mielekäs asian ymmärtä-
misen kannalta?
1.3.3 Onko sisältö, kuten muodot, ilmaistu myös sanallisesti tai
luettavissa apuohjelmalla?

Taso AA

1.4.1 Onko sisällön merkitys riippumaton värien käytöstä?
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1.4.2 Onko sivu toteutettu ilman automaattista äänitiedostojen
toistoa?
1.4.3 Onko tekstin ja taustan värinen kontrasti vähintään 4,5:1?
1.4.4 Onko skaalautuvuus vähintään 200 prosenttia tekstitiedoston
rikkoutumatta?
1.4.5 Onko sivusto toteutettu siten, että mikään informaatio ei ole
pelkkien kuvien varassa?

2. Hallittavuus

Taso A

2.1.1 Voiko sivua ohjata näppäimistöllä?

2.1.2 Onko sivulla näppäimistöloukkuja?

2.2.1 Ovatko aikarajoitetut toiminnot pysäytettävissä?

2.2.1 Voiko päivittyvän sisällön pysäyttää?

2.3.1 Onko sivusto välkkeetön?

2.4.1 Onko mahdollista päästä hyppylinkkien kautta suoraan sisältöön?

2.4.2 Onko sivulla yksilöllinen kuvaava otsikko?

2.4.3 Onko elementtien siirtymäjärjestys looginen?

2.4.4 Ilmeneekö linkin sisältö otsikosta tai tekstistä?

2.5.1 Ovatko osoitineleet mahdollista aktivoida yhdellä sormella ja käyt-
töliittymällä?

2.5.2 Ovatko osoitineleet mahdollista deaktivoida yhdellä sormella ja
käyttöliittymällä?

2.5.3 Onko käyttöliittymän komponenteissa nimilaput?

2.5.4 Voidaanko liikkeen avulla ilmaistut komennot tehdä myös käyttö-
liittymällä?

Taso AA

2.4.5 Onko useita tapoja löytää sisältö sivulta?

2.4.6 Ovatko väliotsikot sekä lomakeotsikot sisältöä ja tarkoitusta ku-
vaavia?

2.4.7 Onko aktiiviset elementit fokusoitu?

3. Ymmärrettävyys
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Taso A

3.1.1 Onko sivun kielen osoittaminen huomioitu?

3.2.1 Säilyttävätkö elementit sivun sisällön aktivoituessaan?

3.2.2 Säilyttääkö käyttöliittymäkomponentin asetuksen muuttaminen
kontekstin?

3.3.1 Onko virheistä ilmoitettu, kun syöte ei toimi?

3.2.2 Onko syötettä vaativissa sivuissa kuvaava otsikointi ja käyttäjän
opasteet?

Taso AA

3.1.2 Osoitetaanko sivun kieli, jos se poikkeaa oletuskielestä?

3.2.3 Onko navigointi kauttaaltaan yhdenmukainen?

3.2.4 Onko elementtien ja käyttöliittymäkomponenttien ulkoasu yhden-
mukainen?

3.3.3 Esitetäänkö käyttäjälle korjausehdotus, jos havaitaan syötevirhe?

4. Toimintavarmuus

Taso A

4.1.1 Muodostuvatko sivut oikein selaimessa?

4.1.2 Onko name-, role- ja value-attribuutteja käytetty oikein selaimes-
sa?

4.1.3 Onko tapahtuman tilassa tapahtuvat muutokset ilmaistu käyttä-
jälle?

4.6 Verkkosisällön saavutettavuuden arviointi

Verkkosivujen saavutettavuuden työkalut voidaan jaotella yleisiin ja erityisiin työka-
luihin. Yleisten työkalujen pyrkimyksenä on arvioida kaikki koneellisesti mitattavissa
olevat saavutettavuuden kriteerit. Erityiset työkalut puolestaan mittaavat tiettyjä
helppokäyttöisyyden parametreja kuten kontrastisuhdetta. [6]

Web Accessibility Evaluation Tool (WAVE) [49] on WebAIM.orgin kehittämä
ja tunnetuimpia verkkosivuston yleisiä ominaisuuksia mittaavista työkaluista. Se
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on tietokoneohjelma, joka voidaan asentaa selaimeen. WAVE on tarkoitettu tar-
kistamaan WCAG 2.1 -standardin mukaisia saavutettavuuskriteerejä ja merkitse-
mään mahdollisia ongelmakohtia ikoneilla. WAVE luokittelee haun tulokset vir-
heisiin, kontrastivirheisiin, piirteisiin, hälytyksiin, rakenne-elementteihin ja ARIA
(Accessible Rich Internet Application Suite) -tietoon.

Virheet ja kontrastivirheet rikkovat suoraan saavutettavuuden vaatimuksia. Piir-
teet vihjaavat, mitä tulisi korjata saavutettavuuden parantamiseksi. Ne voivat il-
moittaa vaikkapa liian pitkästä kuvaan liittyvästä tekstistä. Rakenne-elementit osoit-
tavat sivun otsikoiden hierarkian. ARIA-tekniikan tarkoituksena on antaa palautetta
käyttäjälle sivun sisällöstä ja tapahtumista. Se kertoo esimerkiksi, mikä on sivun
tila ja mikä elementti on aktiivisena. [49][6]

Tyypillisesti verkkosivuston saavutettavuutta arvioidaan myös manuaalisesti. Tä-
tä lähestymistapaa tarvitaan, sillä verkkosivun sisältö vaatii myös kontekstista riip-
puvaa tulkintaa. Monesti sivustoa testaa käytännössä niin asiaan perehtynyt henkilö
kuin kohderyhmä. [6]

31



5 Matematiikan opetus

Tässä osiossa perehdytään matemaattisen tiedon rakenteeseen, matematiikan oppi-
miseen sekä oppimisen tukemiseen. Matematiikan opiskelun erityispiirteet on syytä
ymmärtää, jotta voidaan suunnitella saavutettavia opintoja.

5.1 Matemaattisen tiedon rakenne ja ongelmanratkaisu

Matematiikka on deduktiiviseen päättelyyn perustuva formaali tiede. Deduktiivises-
sa päättelyssä lopputulos perustuu oletuksista seuraaviin loogisiin argumentteihin
[41][39]. Deduktio nojaa modernissa matematiikassa aksioomiin. Aksioomilla kuva-
taan tarkasteltavia kohteita eli olioita ja näihin liittyviä totuuksia, joiden totuusarvoa
ei tarvitse todistaa [39].

Matematiikka on ongelmia ratkaiseva tiede, jonka avulla todellisia ilmiöitä voi-
daan selittää. Se on kehittynyt havainnoinnin, kokeilun ja tutkimuksen tulokse-
na erityisesti fysiikan mallintamisen myötä [39]. Ongelmanratkaisun taito voidaan
Schoenfeldin [41] mukaan nähdä toisessa ääripäässä rutiininomaisten laskujen laske-
miseksi, kun taas toisessa ääripäässä se on empiirinen matemaatikkojen harjoittama
tieteellinen tiede. Pehkonen ja Rossi [32] määrittelevät ongelmatehtävän seuraavas-
ti.

"Tehtävän sanotaan olevan ongelmatehtävä, jos sen ratkaiseminen vaatii, että
ratkaisijan on yhdistettävä hänelle ennestään tuttuja tietoa hänelle uudella

tavalla. Jos hän voi heti tunnistaa ne toimenpiteet, jotka tarvitaan tehtävän
ratkaisemiseen, niin kyseessä on rutiinitehtävä."

Myös kognitiivisesta perspektiivistä tarkasteltuna matematiikan keskiössä on
ongelmanratkaisu. Kun ajatellaan oppimisprosessia, löyhästi sanottuna tekemisen
tieto näyttää kehittyvän ennen ymmärrystä. Tieto ei ala käsitteistä, vaan käsit-
teet ovat mielen sisäisien mallien tuotteita. Tämän vuoksi ongelmalähtöisyys ja oi-
vallus tukee matemaattista oppimista. Ongelmanratkaisu edellyttää matemaattista
ajattelua, mutta siihen ei tarvita matemaattisia käsitteitä. Kuitenkin matematii-
kan ongelmien ratkaisemiseen tarvitaan formaalia määrittelyä. Matematiikan paris-
sa työskennellessä nämä nivoutuvat yhteen, sillä useimpien tutkijoiden mukaan on
mahdotonta opettaa matemaattista ongelmanratkaisua ilman formaalia määrittelyä
kuten määritelmiä, jotka antavat yksikäsitteisen selityksen matemaattisille termeille
tai käsitteille. [14][24]
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5.2 Ongelmanratkaisu neurotieteen kannalta

Ongelmanratkaisutilanne varaa suuren määrän aivojen prosessointikykyä asettaen
samalla rajoitteita. Siksi on perusteltua tarkastella muistin merkitystä ongelmanrat-
kaisussa. Ongelmanratkaisuprosessi etenee määrättyjen vaiheiden mukaisesti kon-
vergentisti. Muistin rakenne koostuu sensorisesta muistista, lyhytkestoisesta muis-
tista, työmuistista ja pitkäkestoisesta muistista. Sensorinen informaatio, kuten kuulo-
ja näköärsykkeet siirtyvät vaiheittain sensorisen muistin koodaukseksi, jonka tavoit-
teena on mallintaa ulkoista ärsykettä. [31][14]

Osa sensorisen muistin koodista välittyy lyhytkestoiseen muistiin. Tiedonsiirto
tapahtuu vaiheittain tavoitteena saada ulkoisesta ärsykkeestä malli. Lyhytkestoi-
nen muisti voi työstää operaatioita ainoastaan perättäisinä sarjamuotoisina ope-
raatioina. Näiden käsittelyaika on kymmeniä tai korkeintaan satoja millisekunteja.
Ainoastaan hokemat auttavat pidemmässä tiedon säilytyksessä. Valikoivan tark-
kaavaisuuden avulla tietoa voidaan edelleen siirtää työmuistiin. Työmuistissa tieto
säilyy muutamia minuutteja. Jokaisen erillisen muistialueen prosessoinnin aikana ta-
pahtuu unohtamista. Työmuistista tietoa voidaan tallentaa pitkäkestoiseen muistiin
periaatteessa pysyvästi. [31][14]

Eräs matemaattisen ajattelun heikkous on työmuistin rajallisuus, jonka on psy-
kologiassa todettu olevan noin seisemän yksikköä kuten sanaa, tavua tai nume-
roa [31]. Työmuistin rajallisuudesta johtuen pitkäkestoisen muistin tärkeys koros-
tuu matematiikan hallinnassa. Työmuistin toiminta pohjautuu suurelta osin tiedon
tunnistamiseen ja kategorisointiin [31]. Pitkäkestoinen muisti puolestaan mielletään
periaatteessa ikuiseksi ja rajattomaksi [31]. Aivoilla on taipumus järjestää yhteen-
kuuluvista tietoyksiköistä yhä suurempia ryppäitä siis koostaa hierarkisesti opittua
tietoa [14].

Toinen matemaattisen ajatteluun vaikuttava seikka selittyy resurssiteorialla. Se
on peräisin 1970-luvulta ja sen mukaan ihmisellä on rajallinen määrä voimavaroja
tehtävien suorittamiseen [31]. Tiedonkäsittely on kontrolloitua, kun harjoittelem-
me uutta tehtävää, joka on monimutkainen ja monivaiheinen. Onneksi kuitenkin
harjoittelun myötä tehtävän suoritus voi vähitellen automatisoitua, jolloin sen vaati-
mien resurssien määrä vähenee [31]. Näin ollen ekspertti hahmottaa nopeasti ongel-
man ratkaisumahdollisuuksia käyttämällä hyväksi yleisiä strategioita ja ongelmaan
liittyviä tiedonalan perusperiaatteita [41]. Hänellä on taito yhdistää käsitteelliset ja
menetelmälliset vaiheet ratkaisun kannalta tarkoituksenmukaisesti [41].
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5.3 Matemaattisen tiedon mallintaminen

Matemaattisen ajattelun harjaantuneisuudella suurin merkitys, koska työmuistin ra-
kenne on lähes yhtä rajoittunut kaikilla ihmisillä [41]. Ongelmanratkaisutaito pe-
rustuu heuristiikkaan, jota tukevat skeemat ja soveltamisen taito [14] [41].

Piagetin [34] käyttöönottama skeema-termi on pitkäaikaismuistin oma muisti-
rakenne, jonka avulla pienemmistä osista koostuva tieto on tallennettu isommiksi
kokonaisuuksiksi. Skeemat ovat esityksiä, jotka muodostuvat kokemuksen kautta
kertyneistä muistitiedoista ja ne kertovat millaisia esimerkiksi ympäristön kohteet
tai tapahtumasarjat yleensä ovat. Niiden avulla luodaan odotuksia, joilla on vai-
kutus mihin huomio kiinnitetään ja miten eri tilanteissa toimitaan. Vastaanotettu
uusi tieto muokkaa skeemoja vastaamaan tarkemmin tapahtumia. [34] [14]

Heuristisessa prosessissa luodaan toimintastrategioita tilanteen tasapainottami-
seksi eli ongelman ratkaisemiseksi. Heuristisia strategioita laadittaessa on luonnol-
lisesti hyötyä harjaantuneista skeemoista [14]. Heuristiikka ei ole aukotonta esimer-
kiksi induktion kaltaista päättelyä, vaan enemmänkin intuitiivista ongelmanratkai-
suketjun muodostumista. [35] [41]

5.4 Pólyan ongelmanratkaisumalli

Puhuttaessa yliopistotasoisesta matematiikan opetuksesta, on päämääränä kehit-
tää opiskelijan ajattelua matemaatikon ajattelun suuntaan [41]. George Pólya on
[35] on tunnistanut matemaattisen ongelmanratkaisun vaiheet ja kehittänyt kuvas-
sa 5.1 esitetyn mallin. Matemaatikon ratkaistessa ongelmaa kaikki vaiheet suorite-
taan huolella. Hänen ajattelu on systemaattista, sisältää vaihtoehtojen läpikäyntiä
ja arviointia sekä oman suorituksen jokaisen vaiheen kriittistä arviointia [35][24][41].
Useimmiten toiminta johtaa onnistumiseen [35].

Ongelmanratkaisija käy läpi seuraavat vaiheet: ongelman ymmärtäminen, rat-
kaisusuunnitelman laatiminen, ratkaisusuunnitelman toteutus ja prosessin tulkinta
sekä palaute [35].

Ongelman ymmärtäminen lähtee ongelman tiedostamisesta, tietojen koonnista
sekä motivoitumisesta ja käsitteiden kiinnittämisestä. Käsitteiden kiinnittämisellä
tarkoitetaan kohdetta kuvaavien asioiden käsitteellistämistä kuten vektorit, ope-
raatiokäsitteitä kuten pistetulo sekä riippuvuuskäsitteitä, jotka kuvaavat objektien
välisiä riippuvuuksia. Esimerkiksi, kun kahden vektorin pistetulo on nolla, niin ne
ovat kohtisuorassa toisiaan vasten. Samalla myös mietitään ongelman asettelun
mielekkyyttä. [14]

Ongelman ymmärtäminen johtaa hypoteettisen päämäärän muotoiluun ja täs-

34



Ongelman
ymmär-
täminen

Ratkaisu-
suunnitelma

Ratkaisun
toteutus

Tarkistus

Prosessin
tulkinta

ja palaute

Kuva 5.1. Ongelmanratkaisumalli

mennykseen. Tässä vaiheessa täsmennetään, mitä edellisen vaiheen perusteella on
tehtävä ja määritettävä, jotta ristiriidattomasti voidaan päästä haluttuun lopputu-
lokseen. Ratkaisusuunnitelmaa valittaessa verrataan tietoa mielen malleihin ja et-
sitään tunnusmerkkejä, miten aiemmin vastaavissa tilanteissa on toimittu. Samalla
voidaan päätellä mitä tulee tehdä, jotta ratkaisu olisi mahdollinen. [35][14]

Ratkaisusuunnitelman toteutusvaiheessa suoritetaan tarvittavat operaatiot ja
löydetään mielekäs vastaus. Lopuksi ratkaisu puetaan esityskelpoiseen muotoon,
niin että se vastaa tehtävän asetteluun tuomalla oleelliset vaiheet esiin selkeäs-
ti ja ristiriidattomasti. Prosessin tulkintavaiheessa pyritään testaamaan ratkaisua
kriittisesti miettimällä tilanteita, jossa se ei päde, tai etsimällä ristiriitoja omasta
päättelystä. [35][14]

5.5 Saavutettava matematiikan opetus

Tässä osiossa käydään läpi opettajan roolia ongelmalähtöisen oppimisen mahdollis-
tajana. Aluksi pohditaan yleisesti keinoja, joilla opettaja voi tukea oppilasta. Tämän
jälkeen käydään läpi, miten opettaja voi tukea oppilasta ongelmanratkaisussa.
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5.5.1 Miten opettaja voi tukea opiskelijaa

Opettaja voi tukea opiskelijaa oppimisprosessin aikana sekä matemaattisesti että
pedagogisesti [35]. Matemaattinen tuki tukee ongelmanratkaisutaitoa [41]. Opet-
tajan tulee varmistaa, että opiskelijan ratkaisut ovat jokaisessa vaiheessa sekä oi-
kein että perusteltu [35]. Pedagoginen tuki on opiskelijan haastamista ajattelemaan
itsenäisesti ja perustelemaan omia päätelmiään [35][41].

Pedagogisesti taitava opettaja tekee hyvin ajoitettuja interventioita ja on hieno-
tunteinen oppilasta kohtaan uutta ajattelumallia sisäistettäessä [14]. Tämä tapah-
tuu ohjaamalla opiskelijaa harkituilla kysymyksillä kohti ongelmanratkaisua. Kysy-
mykset ovat samoja, joita matemaatikko esittää itselleen ongelmaa ratkaistessaan
[35][41].

Lev Vygotski tunnetaan lähikehityksen vyöhyke -teoriasta [45], jonka mukaan
opiskelijalla on optimaalinen alue, johon ohjauksellinen tuki kannattaa sijoittaa. Se
on osaamisentaso, jota hän ei aivan itsenäisesti saavuta, mutta tuen avulla suoritus
onnistuu. Tuen antaminen on nuoralla tanssia, jos oppilasta autetaan liian vähän ei
suoriudu tehtävästä. Mikäli apua on liikaa, opiskelijalle ei jää riittävästi pohditta-
vaa. Lähikehityksen vyöhykkeellä olevat tehtävät ovat logiikaltaan ymmärrettäviä
ja perustuvat tuttuun käsitteistöön [35][14].

5.5.2 Ongelman ymmärtämisen tukeminen

Edellä todettiin, että ongelmanratkaisutaito perustuu heuristiikkaan eli sopivien
toimintastrategioiden valintaan. Heuristiikkojen harjoittelu olisi hyvä aloittaa yksin-
kertaisimmilla strategioilla, joiden käyttämiseen oppilaalla on kehityspsykologiset ja
kognitiiviset edellytykset. Hänellä on esimerkiksi tieto ongelman ratkaisemiseksi tar-
vittavista teorioista. Tällöin toimitaan lähikehityksen vyöhykkeellä. Opiskeluja joko
tunnistaa ongelman tai häntä autetaan sen tunnistamisessa. Lähtökohtana proses-
sin alkuvaiheessa on eritellä tehtävä annettuihin tietoihin ja tuntemattomaan. Teh-
tävänannon yksityiskohtiin voi eksyä niitä tutkiessa. Liian suuri määrä pikkuseikkoja
tai liian vähäpätöiset seikat rasittavat muistia ja saattavat estää pääasian näkemi-
sen. [35]

Aluksi ongelma kannattaa yrittää hahmottaa kokonaisuutena. Kokonaisuuden
ymmärryksen jälkeen pohditaan, mitkä seikat ovat oleellisimpia ja kategorisoida
annettuja tietoja. Pieniin yksityiskohtiin takertuminen on matematiikkaa harjoit-
televan henkilön tyypillinen virhe. Ongelman tunnistamisessa ymmärretään esitet-
ty kysymys ja käydään mielen sisäisesti läpi vastaavia tehtäviä. Ongelma käsittää
usein piirteitä, joilla on yhteyksiä moniin muihin aiemmin ilmenneisiin tehtäviin.
Tällöin voi olla haasteellista valita sopiva ratkaisusuunnitelma. Opettaja voi hel-
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pottaa tehtävän tunnistusta esimerkiksi sanoittamalla sen toisella tavalla. Prosessi
löytää sellainen ongelma, jossa on riittävän monta samankaltaista piirrettä käsil-
lä olevan ongelman kanssa, on henkisesti kuormittava. Eräs opetuksen tavoite on
herättää opiskelijan aito mielenkiinto ratkaistavia ongelmia kohtaan. Motivaation
löytyminen on nimittäin ratkaisevaa tehtävässä suoriutumiselle. Opettaja voi lisätä
ongelman kiinnostavuutta erilaisin konkretisoinnein. Esimerkki konkretisoinnista on
pyörähdyskappaleen tilavuuden mallintaminen oven pyörähdyksen avulla. [35]

5.5.3 Opettajan tuki ratkaisun suunnittelussa

Ongelman ymmärryksen jälkeen opiskelija pyrkii miettimään ratkaisusuunnitelmaa.
Mitä enemmän ratkaisusuunnitelma on opiskelijan tuottama, sitä syvällisempi on
oppimisprosessi. Lähtökohtana olisi siis oltava, että opiskelija pyrkii tekemään rat-
kaisun itse tai opettajan avustuksella. [35]

Ratkaisusuunnitelman alussa hatarat suunnitelmat eli ratkaisuaihiot käyvät. Rat-
kaisusuaihiot ovat ikään kuin rakennustelineitä, jotka voidaan purkaa, kun ongelman
ratkaisu on edistynyt riittävästi. Opettajan tulisi tässä vaiheessa pyrkiä löytämään
mahdollisimman paljon hyviä piirteitä opiskelijan ajatuksista. [35]

Davisin ja Hershin [7] mukaan opettajan tulisi opetustilanteessa muistaa:

• Sisältö on tärkeämpää kuin formalismi

• Ajatteluprosessit ovat yhtä tärkeitä kuin tulokset

• Suoritustasoa mittaa ideoiden laatu eikä virheiden puute

• Esityksen ymmärrettävyys on tärkeämpää kuin symboliikka

• On otettava huomioon matematiikan leikinomainen ja esteettinen näkökulma

• On nähtävä yhteydet muihin aineisiin ja elämän alueisiin

• On yhdistettävä myös joustavaa ja luovaa ajattelua

• On huomioitava logiikan merkitys matematiikan rakenteessa

Avustettuna tehty ratkaisusuunnitelma tulisi mallintaa niin, että opiskelija osaa
tuottaa puuttuvat yksityiskohdat [35]. Tällöin ongelma on hajotettu osaongelmiksi.
Osaongelmiin hajottaminen on tyypillinen ratkaisutapa matematiikassa [39].

Ratkaisusuunnitelmaa voidaan opettajan avulla johdatella erilaisin kysymyksin
ja sen pitävyyttä testata väittämin. Näin opetetaan ongelmanratkaisun idealisointia,
oleellisten tietojen hyödyntämistä, muuntelua, symmetriaa ja analogiaa. Idealisoin-
ti on ongelman mallintamista. Oleellinen tietojen hyödyntäminen kattaa tietojen
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keräämisen ja kategorisoinnin ja niiden välisten suhteiden ymmärryksen. Muuntelu
tarkoittaa esimerkiksi ongelman yksinkertaistamista, jotta ongelmaan vaikuttavat
muuttujat saadaan tunnistettua. Myös tehtävän pilkkominen ratkaistavaksi apu-
elementein, kuten geometriassa apusuoriksi, on muuntelua. Toisaalta voidaan hyö-
dyntää myös apuongelmia, jotka auttavat ratkaisemaan itse ongelman. Symmetria
tarkoittaa joko geometrista tai loogista symmetriaa. Jos ongelma on symmetrinen,
sen keskenään vaihdettavissa olevista osista voi olla ratkaisussa hyötyä. Analogia
tarkoittaa, että kahden objektin välillä toisiaan vastaavien ominaisuuksien väliset
suhteet ovat samankaltaisia. [24][35]

5.5.4 Opettaja ratkaisun tarkastajana ja arvioijana

Oppilas rakentaa ratkaisun tekemänsä ratkaisusuunnitelman pohjalta. Kun ratkaisu
vaikuttaisi oppilaan mielestä oikealta, opettaja voi ohjata tarkastelemaan ratkaisun
yksityiskohtia. Tässä vaiheessa ratkaisun kohdista voi tarvittaessa tehdä lyhyempiä
ja niiden laatua voi parantaa. [35]

Ongelmanratkaisuvaiheen jälkeen olisi hyvä vielä pyrkiä ratkaisun linkittymis-
tä eri käsitteisiin ja ilmiöihin. Lisäksi jotkin tulokset ovat suoraan sovellettavissa
käytännön ilmiöiden tutkimiseen. Esimerkiksi gradientti kuvaa muutosnopeutta ja
suuntaa. [24][35]

5.5.5 Mittaristo saavutettavalle matematiikan opetukselle

Matematiikan opetuksen jalkauttaminen verkkoympäristöön vaatii laadukkaan ma-
tematiikan opetuksen piirteiden tunnistamista. Kirjallisuuskatsauksen nojalla ma-
tematiikan opetuksen keskeiset piirteet ovat opiskelijan ongelmanratkaisu- ja for-
malisointitaitojen kehittäminen, jotka tukevat matemaattista ongelmanratkaisua.
Opettaja tukee opiskelijaa lähikehityksen vyöhykkeellä auttamalla häntä havainnoi-
maan oleellisia asioita ja mallintamaan matemaattisesti omia päätelmiään. Lisäksi
hän tukee opiskelijan motivaatiota opittavaa asiaa kohtaan. Tässä luvussa tunnis-
tetut laadukkaan matematiikan opetuksen piirteet voidaan muokata kysymyksiksi
alla olevaan listaan.

1. Tukirakenne oppimiseen

(a) Onko opintojakson vaativuustasoltaan oikea opiskelijoille?

(b) Tukeeko opetus tehtävien tekemistä?

(c) Opetetaanko opintojaksolla matemaattisen ongelmanratkaisun vaihei-
ta?
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(d) Harjoitellaanko opintojaksolla asioiden muotoilua matemaattisesti?

(e) Voiko opiskelija saada opetuksellista tukea ratkaisuaihion muodostami-
seen?

(f) Testataanko ratkaisuaihioita erilaisin väittämin?

(g) Ovatko kotitehtäviin liittyvät käsitteet helposti löydettävissä opintojak-
sosivulta?

(h) Ovatko ongelmat esitetty helposti ymmärrettävässä muodossa?

(i) Ovatko tehtävien ongelmat esitetty pelkistetytyssä muodossa?

(j) Ovatko ongelmat sanoitettu vaihtoehtoisella tavalla?

(k) Onko opiskelijoille tarjolla malliratkaisuja samankaltaisista ongelmista?

(l) Verrataanko ongelmaa toiseen, tutumpaan ongelmaan?

(m) Johdatellaanko oppilasta tukikysymyksillä kohti ongelmanratkaisun kan-
nalta oleellisia seikkoja?

(n) Neuvotaanko oppilaita osaongelmiksi hajottamisessa?

(o) Ohjataanko opiskelijoita esittämään perusteluja?

(p) Annetaanko opiskelijoille henkilökohtaista palautetta kotitehtävistä?

(q) Etsiikö opiskelija eroja oman ja malliratkaisujen välillä?

(r) Parannellaanko opiskelijoiden tekemiä ratkaisuja?

(s) Onko malliratkaisuissa tehtävä esitetty mahdollisuuksien mukaan mo-
nella ratkaisutavalla?

(t) Autetaanko opiskelijaa ratkaisun kriittisessä arvioinnissa?

(u) Tuetaanko työmuistia korostamalla oleelliset asiat?

2. Motivointi

(a) Voivatko opiskelijat vaikuttaa oppimistapahtumiin ja niiden suunnitte-
luun?

(b) Onko opintojaksolla matematiikan konkretisointia?

(c) Palkitaanko opiskelijoita yrittämisestä ja ideoista?

(d) Onko matematiikan leikinomainen ja esteettinen näkökanta huomioitu?

(e) Onko matematiikka yhteisöllisenä tieteenä huomioitu?

(f) Annetaanko opiskelijoille mahdollisuuksia oivaltaa?
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6 Saavutettavan matematiikan verkko-
opetuksen mittaristo ja viitekehys

Kirjallisuuskatsauksessa saavutettavuuteen perehdyttiin kolmen teorian kautta. En-
simmäinen teoria oli luvussa 3 esitelty Universal Design for Learning -malli, joka
tähtää kokonaisvaltaisesti saavutettavaan opetukseen. Toinen teoria oli luvussa 4
esitetty verkkosisällön saavutettavuuden ohjekirja, joka on saavutettavuutta tukeva
tekninen standardi. Luvussa 5 käsiteltiin saavutettavuutta matematiikan opetuksen
näkökulmista. Kirjallisuustutkimuksen nojalla syntyi saavutettavan matematiikan
verkko-opetuksen mittaristo (Liite 1) ja kuvan 6.2 mukainen viitekehys. Mittaristo
matematiikan verkko-opetuksen arviointiin syntyi yhdistämällä teoriaosioiden lopus-
sa esitetyt kysymykset kysymysluetteloksi, joka on jaoteltu saavutettavan matema-
tiikan opetuksen viitekehyksen elementtien mukaan. Viitekehys käsittää prosessi-
kaavion ja prosessien kuvauksen saavutettavalle matematiikan opetukselle.

Kuvan 6.2 mukaisesti hyvin suunniteltu matematiikan verkko-opetus rakentuu
tavoitteista, opetuksesta, materiaalista, harjoittelusta, tekniikasta, arvioinnista, va-
linnaisuudesta ja henkilökohtaisesta opiskelun tuesta. Tekniikka, materiaalit, ope-
tus, harjoittelu ja arviointi ovat oppimista edellyttäviä toimia. Oppijalle voidaan li-
säksi järjestää näihin tukea valinnaisuuden ja henkilökohtaisen opiskelun tuen kaut-
ta.

Jaottelu eri elementteihin ei ole täysin suoraviivaista. Matematiikan verkko-
opetus tähtää ensisijaisesti opiskelijan ongelmanratkaisu- ja formalisointitaitojen
kehittämiseen kuvan 6.1 osoittamalla tavalla, jolloin opiskelija oppii matematisoi-
maan opittavaa asiaa 5.1 eli suunnittelemaan ja esittelemään ratkaisun Pólyan on-
gelmanratkaisumallin mukaisesti. Tällöin voidaan nähdä materiaalien, opetuksen
ja harjoittelun olevassa kiinteässä vuorovaikutussuhteessa keskenään eikä niitä voi-
da täysin erottaa toisistaan. Jokainen näistä elementeistä vaatii kuitenkin erilaista
suunnittelua opettajalta, minkä vuoksi ne on esitetty erillisinä saavutettavuuden
viitekehyksessä. Seuraavaksi esitellään elementit tarkemmin.

6.1 Tavoitteet

Huolella suunnitellussa verkko-opetuksessa on opintojaksolle asetettu akateeminen
tavoite, joka on pilkottu tuntikohtaisiksi osatavoitteiksi. Ne on asetettu kaikkien
nähtäville. Hyvässä verkko-opetuksessa niin tekniikka, materiaalit, opetus, harjoit-
telu kuin arviointikin on linjassa tavoitteiden kanssa. Päämäärän on oltava oikean-
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tasoinen opiskelijoille, jolloin oppiminen tapahtuu opiskelijan lähikehityksen vyöhyk-
keellä.

Oppimisen kautta keskeisiä tavoitteita tuetaan myös monimuotoisella esitys-
tavalla, jolloin opiskelija käsittelee tietoa eri tavoin. Opintojaksolle on suunniteltu
selkeä muotoilu niin yleisilmeen kuin opetettavan asian esitystavankin suhteen, joka
toistuu verkkosivulla.

Matematisointi

Formalisointi Ongelmanratkaisu

Materiaalit Harjoittelu

Opetus

Kuva 6.1. Ongelmanratkaisu ja formalismi mahdollistavat matemati-
soinnin

6.2 Opetus

Matematiikan oppimista voidaan tukea tavoitteiden mukaisen opetuksen kautta.
Opettajan rooli on suunnata opiskelijan havainnointia oikeisiin asioihin, opettaa
matematiikan opiskelustrategioita ja sanoittaa omaa ajatteluaan. Verkko-opetuksen
kautta on mahdollista välittää kuvallinen, verbaalinen ja symbolinen esitys opiske-
lijalle. Keskiössä opetuksessa on ongelmanratkaisutaitojen, kuten osaongelmiin ha-
jottamisen ja perustelemisen opettaminen. Opetettujen asioiden nivominen käytän-
nön esimerkkeihin ja opittuun tietoon on eräs hyvän opetuksen piirre. Keskiössä on
myös opettaa matematiikan formalisointia esimerkiksi kirjoitettua tekstiä sanoitta-
malla. Samaan aikaan saavutettava opetus on kiinnostusta herättävää eli opiske-
lijan motivaatiota lisäävää. Matematiikan leikinomainen ja esteettinen näkökulma
herättää kiinnostusta ja syventää ymmärrystä aiheeseen.

6.3 Materiaalit

Oppimateriaalien tulisi olla tavoitteiden mukaisia ja samalla opiskelijaa eri tavoilla
aktivoivia. Ne voivat koostua soveltuvasta taustamateriaalista, kuten opintomo-
nisteesta ja tuntikohtaisesta materiaalista. Oppimateriaalissa pääkohdat tulisi olla
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korostettu. Työmuistin tukena voidaan käyttää listauksia kuten kaavakokoelmia tai
tiivistyksiä. Tärkeiden asioiden havainnollistaminen vaikkapa esimerkein, kuvin ja
simulaation helpottavat oleellisten asioiden ymmärrystä ja syventävät oppimiskoke-
musta. Jokaisen oppimateriaalin tulisi olla saavutettavissa kaikenlaisille oppijoille eli
esimerkiksi videoissa olisi hyvä olla tekstitykset heikkokuuloisia varten. Ihannetilan-
teessa opiskelija voi valita hänen oppimistyylilleen parhaat materiaalit opiskeluun ja
käydä sen läpi valitsemallaan tavalla.

6.4 Harjoittelu

Matematiikan oppimista voidaan tukea tavoitteiden mukaisen harjoittelun kaut-
ta. Oppimistehtävät käsittävät rutiinitehtäviä käsitteiden ymmärtämiseen ja ongel-
manratkaisutehtäviä matemaattisen ajattelun kehittämiseen. Tehtävien muotoilun
tulisi olla ymmärrettävää ja minimalistista. Joissakin tilanteissa ongelma voidaan
sanoittaa eri tavoin tai tehtävää verrata tutumpaan ongelmaan, jolloin ratkaisuai-
hion löytäminen saattaa helpottua. Ihanteellista olisi, jos opiskelija saisi rakentavaa
palautetta tehtäviä tehdessään. Tällöin hänen ajatteluaan voidaan ohjata oikeaan
suuntaan ja pätevät ajatukset voidaan validoida. Motivaation lisäämiseksi opiskeli-
jan ratkaisuaihioille tulisi antaa arvoa, vaikka ne eivät olisikaan täysin oikeita. Ma-
tematiikan harjoittelussa oppilaan omat oivallukset tulisi huomioida ja niitä tulisi
hyödyntää mahdollisimman paljon tehtäviä ratkottaessa. Samalla opiskelijalle an-
netaan mahdollisuus oivaltaa, eikä tehtävää tehdä hänen puolestaan. Interaktiivi-
nen ongelmanratkaisun tuki hyödyttää eniten opiskelijaa, jolla on vähän kokemusta
ongelmanratkaisun heuristiikasta. Tehtävien ratkaisuiden analysointi on tärkeässä
roolissa taitojen kehittymisen kannalta. Henkilökohtainen palaute ja ratkaisuiden
parantelu edesauttavat matematiikan formalisoinnin kehittymistä.

6.5 Arviointi

Arvioinnin tulisi olla linjassa opintojakson tavoitteiden kanssa. Oppilaiden taitotason
edistymistä tulisi seurata monipuolisesti ja systemaattisesti koko opintojakson suo-
rituksen ajan. Oppilaan itsereflektiotaitoja olisi pyrittävä kehittämään itsearvioinnin
mahdollistamiseksi.

6.6 Valinnaisuus

Saavutettavuuteen kuuluu myös oppijakohtaisia elementtejä, joilla tuetaan valin-
toja. Opiskelijan valinnat voivat koskea opintojakson sivuston materiaaleja, joita
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hän haluaa käyttää opiskeluun. Mikäli opiskelijalla on pohjatiedoissa aukkoja, saat-
taa hän kaivata lisätukea opintojakson suorittamiseen, jolloin häntä voidaan auttaa
hankkimaan lisätietoa hyvistä lähteistä. Lisäksi opintojakson tulisi tukea yleisimpiä
tekniikoita ja apulaitteiden käyttöä, jolloin erilaiset käyttäjät pääsevät sivustolle va-
litsemillaan keinoilla. Valinnaisuuteen liittyy myös opintojakson suorittamisen tapa
ja aikataulu. Kaikilla opiskelijoilla ei ole mahdollisuutta osallistua tiettyyn vuoro-
kaudenaikaan pidettäviin laskuharjoituksiin, jolloin on hyvä miettiä useampia osal-
listumisen keinoja.

6.7 Tekniikka

Verkkosivuston tulisi olla rakenteeltaan selkeä ja teknisesti oikein toteutettu, jolloin
kaikki käyttäjät, ominaisuuksistaan riippumatta, saavat saman informaation sivus-
tolta. Toteuttamalla WCAG-standardin mukaiset tavoitteet onnistutaan tavoittees-
sa suurelta osin.

Henkilökohtainen opiskelun tuki

Valinnaisuus

Tekniikka Materiaalit Opetus Harjoittelu Arviointi

O
pp

ij
an

tu
ki

Oppimista edellyttävät toimet

Tavoitteet
Tavoitteet

Kuva 6.2. Saavutettavan matematiikan verkko-opintojakson viiteke-
hys
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7 Usean muuttujan funktioiden mate-
matiikkaa

Tässä osiossa käsitellään usean muuttujan funktion derivaatan viitekehystä rinnan
yhden muuttujan esityksen kanssa. Aihepiiriin tutustuminen aloitetaan kuvaukses-
ta, vektorin normista, standardikannasta sekä avoimen joukon käsitteestä. Näiden
kautta perehdytään raja-arvoon ja derivoituvuuteen sekä differentioituvuuteen. Dif-
ferentiaalin ja gradientin yhteys määritellään. Gradientin pituuden laskemista käyte-
tään derivaatan maksimiarvon laskemiseen. Lopuksi esitellään väliarvolause ja ket-
jusääntö.

Ennakkotietona lukijalta odotetaan perustiedot vektorilaskennasta. Matematii-
kan osalta tässä tutkielmassa pidättäydytään euklidisessa avaruudessa, joka on n-
ulotteinen reaalikertoiminen avaruus, jossa pätevät euklidisen geometrian aksioo-
mat.

Tässä luvussa lähteinä on käytetty Merikosken teosta [27] Johdatus diskreettiin
matematiikkaan, Kauhasen [20] usean muuttujan funktioiden integraalilaskentaa,
Väisälän [46] Topologia-teosta ja Shifrinin [52] Multivariable Mathematics: Linear
algebra, Multivariable Calculus and Manifolds -kirjaa.

7.1 Merkintöjä ja peruskäsitteitä

7.1.1 Kuvaus

Aloitetaan tutkimalla funktioita, jotka ovat kuvauksia joukolta X joukolle Y . Jouk-
ko X on kuvauksen määrittelyjoukko ja joukko Y maalijoukko. Kuvausta merkitään
f : X → Y .

Määritelmä 7.1.1. Relaatio on kuvaus f joukosta X joukkoon Y , jos ja vain jos

1. ∀x ∈ X : ∃y ∈ Y : (x, y) ∈ f

2. (x, y1) ∈ f ∧ (x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2.

Ensimmäisen ehdon mukaan jokaista x ∈ X vastaa y ∈ Y siten, että (x, y) kuu-
luu relaatioon f . Toisen ehdon mukaan jokaista x-alkiota vastaa korkeintaan yksi
vastaava y-alkio. Siispä määritelmän mukaan jokaista x-alkiota vastaa täsmälleen
yksi y-alkio siten, että (x, y) kuuluu relaatioon f .
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7.1.2 Vektoriavaruus

Määritelmä 7.1.2. Vektoriavaruus R2 koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R2 = {(a, b) | a, b ∈ R}.

Määritelmä 7.1.3. Oletetaan, että n ∈ Z+. Vektoriavaruutta Rn merkitään Rn =
{(x1, ..., xn) | xi ∈ R ∀ 1 ≤ i ≤ n}, missä x = (x1, ..., xn) on n:n reaaliluvun
järjestetty joukko.

Olkoon N luonnollisten lukujen joukko ja R reaalilukujen joukko. Olkoot m,
n ∈ N. Tarkastellaan nyt kuvausta f : Rm → Rn. Kuva 7.1 esittää esittää tällaista
kuvausta.

f

Rm

x

Rn

f(x)

Kuva 7.1. Kuvaus

Määritelmä 7.1.4. Funktio f on

• yhden muuttujan reaaliarvoinen funktio, kun n = m = 1,

• yhden muuttujan funktio, jos n = 1,

• usean muuttujan funktio, jos n > 1,

• reaaliarvoinen funktio, jos m = 1, ja

• vektoriarvoinen funktio, jos m > 1.

Esimerkki 7.1.5. a) Kahden muuttujan vektoriarvoisesta funktiosta voidaan mai-
nita esimerkkinä funktion f(x, y) = (x2 +y2, sin(x)+cos(y)), missä f : R2 → R2.
b) Toisesta kahden muuttujan vektoriarvoisesta funktiosta esimerkiksi käy g(m, c) =
(m, c, mc2), missä g : R2 → R3.
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7.1.3 Vektorin normi

Määritelmä 7.1.6. Olkoon x = (x1, ...., xn) ∈ Rn. Silloin vektorin x normi eli
pituus on

∥x∥=
√︂

x2
1 + ... + x2

n.

Lause 7.1.7. Olkoon x, y ∈ Rn ja a ∈ R. Tällöin euklidiselle normille eli vektorin
pituudelle on voimassa

1. ∥x∥ ≥ 0,

2. ∥ax∥= |a|∥x∥,

3. |x · y| ≤ ∥x∥∥y∥ (Schwarzin epäyhtälö),

4. |∥x∥−∥y∥| ≤ ∥x + y∥≤ ∥x∥+∥y∥ (Kolmioepäyhtälö).

Todistus. Oletetaan, että x = (x1, ...., xn) ja y = (y1, ...., yn) ovat joukon Rn

vektoreita ja olkoon a ∈ R.

1. Vektorin normille voidaan kirjoittaa

∥x∥=
√︂

x2
1 + ... + x2

n ≥ 0.

Väite pätee, sillä kaikkien reaaliarvoisten lukujen neliöjuuri on ei-negatiivinen.

2. Vektori, joka on kerrottu vakiotermillä, voidaan kirjoittaa auki muodossa

∥ax∥=
√︂

(ax1)2 + ... + (axn)2 =
√

a2
√︂

x2
1 + ... + x2

n = |a|∥x∥.

Väite pätee, koska |a| on selvästi ei-negatiivinen ja tulon laskusääntöjen nojalla se
voidaan ottaa esitetyssä kertolaskussa tekijäksi.

3. Otetaan käyttöön apufunktio g(t) = ∥tx + y∥2 siten, että t > 0 ∈ R.
Lausekkeen neliö on aina ei-negatiivinen, josta seuraa

g(t) = (tx + y) · (tx + y) = t2∥x∥2+ 2t(x · y) + ∥y∥2≥ 0.
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Toisen asteen polynomin ollessa ei-negatiivinen diskriminantille D pätee

D = 22(x · y)2 − 4∥x∥2∥y∥2≤ 0

⇐⇒ 4(x · y)2 ≤ 4∥x∥2∥y∥2

⇐⇒ |x · y| ≤ ∥x∥∥y∥.

Schwarzin epäyhtälö toteutuu, koska diskriminantti on pienempi tai yhtä suuri kuin
nolla.

4. Todistetaan lopuksi kolmioepäyhtälö jakamalla todistus kahteen osaan.
Ensimmäisessä osassa todistetaan kolmioepäyhtälön oikea puoli, jolloin
vektoreiden x ja y summan normin neliölle pätee

∥x + y∥2 = (x + y) · (x + y) = ∥x∥2+ 2(x · y) + ∥y∥2

Schwarz
≤ ∥x∥2+ 2∥x∥∥y∥ + ∥y∥2= (∥x∥ + ∥y∥)2

⇐⇒ ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Toisessa osassa todistetaan kolmioepäyhtälön vasen puoli, jolloin vektoreiden x ja
y erotuksen normin neliölle pätee

∥x − y∥2 = (x − y) · (x − y) = ∥x∥2− 2(x · y) + ∥y∥2

Schwarz
≥ ∥x∥2− 2∥x∥∥y∥ + ∥y∥2= (∥x∥ − ∥y∥)2

⇐⇒ ∥x − y∥ ≥ |∥x∥−∥y∥|.

Vektoreiden summan normin neliö on suurempi tai yhtä suuri kuin niiden erotuksen
normin neliö

∥x − y∥2 ≤ ∥x + y∥2 ⇐⇒ ∥x − y∥ ≤ ∥x + y∥.

Nyt voidaan todistaa kolmioepäyhtälön vasen puoli

∥x + y∥ ≥ ∥x − y∥ ≥ |∥x∥−∥y∥|.

Kolmioepäyhtälön oikean ja vasemman puolen todistuksesta seuraa, että kol-
mioepäyhtälö pätee.
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7.1.4 Vektoriavaruuden kanta

Määritelmä 7.1.8. Olkoon joukko V epätyhjä ja olkoon S = {v1, v2, ..., vn} ⊆ V .
Silloin S on vektoriavaruuden V kanta, jos

1. S virittää vektoriavaruuden

lin(S) = {k1v1 + k2v2 + ... + knvn | k1, ..., kn ∈ R},

2. S on lineaarisesti riippumaton eli

k1v1 + k2v2 + ... + knvn = 0 =⇒ k1 = ... = kn = 0.

Määritelmä 7.1.9. Standardikanta E = (e1, ..., en) on eräs avaruuden Rn orto-
normaali kanta, kun

ei · ej =

⎧⎪⎨⎪⎩1, kun i = j,

0, muuten

ja

∥ei∥ =
√

ei · ei = 1.

(1, 0, 0)
(0, 1, 0)

(0, 0, 1)

Kuva 7.2. Standardikanta

Esimerkki 7.1.10. Kuva 7.2 esittää standardikantaa. Standardikannan x-, y- ja
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z- akselien suuntaiset kantavektorit voidaan kirjoittaa

e1 = ex = (1, 0, 0),

e2 = ey = (0, 1, 0),

e3 = ez = (0, 0, 1).

7.2 Avoin joukko

Tässä osiossa esitellään avoimen joukon määritelmä sekä siihen liittyvät käsitteet.

Määritelmä 7.2.1. Olkoon a = (a1, ...., an)∈ Rn ja R > 0. Määritellään

B(a, r) =
{︃

y ∈ Rn

⃓⃓⃓⃓
∥y − a∥ < r

}︃
.

Tällöin joukkoa B(a, r) sanotaan a-keskiseksi r-säteiseksi palloympäristöksi tai
avoimeksi palloksi.

Määritelmää 7.2.2 havainnollistaa kuva 7.3.

Määritelmä 7.2.2. Olkoon A ⊂ Rn.

1. Piste a ∈ Rn on joukon A reunapiste, jos jokaisessa pisteen a ympäristössä
on sekä joukon A että joukon A komplementin pisteitä. Toisin sanoen A ∩
B(a, r) ̸= ∅ ja Ac ∩ B(a, r) ̸= ∅, kun r > 0.

2. Joukon A reunapisteiden muodostamaa joukkoa kutsutaan joukon A reunaksi
ja merkitään ∂A.

3. Joukkoa A = A ∪ ∂A kutsutaan joukon A sulkeumaksi.

4. Suljettu joukko A sisältää kaikki reunapisteensä.

5. Avoin joukko ei sisällä yhtään joukon A reunapistettä.

Pisteen x palloympäristöä voidaan kuvata seuraavasti.

Määritelmä 7.2.3. Olkoon A ⊂ Rm joukko. Tällöin piste x on joukon A sisäpiste,
jos pisteellä x on olemassa r-säteinen palloympäristö, joka kuuluu joukkoon A eli
B(x, r) ⊂ A.

Määritelmä 7.2.4. Joukkoa B′(a, r) = B(a, r)⧹{a} kutsutaan punkteeratuksi
palloympäristöksi.

Punkteerattu palloympäristö on avoin palloympäristö, josta on poistettu piste
a.
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r

Ac

A

∂A

Kuva 7.3. Joukko A valkoisella ja sen komplementti Ac kuvattuna
viivoitettuna alueena. Näiden kahden joukon rajalla on joukon reuna
∂A.

R

i

j

x1 > 3 (x1, x2)
(y1, y2)

r

A

Kuva 7.4. Joukko A on avoin

Esimerkki 7.2.5. Osoitetaan määritelmän nojalla, että joukko

A = {(x1, x2) | x1 > 3} ∈ R2

on avoin. Kuva 7.4 on hahmotelma tilanteesta.

Halutaan osoittaa, että joukko A on avoin. Tehdään tämä osoittamalla, että jo-
kainen joukon A piste on sisäpiste. Piste on sisäpiste, jos sillä on olemassa palloym-
päristö jollakin r > 0, joka kuuluu joukkoon A eli B(x, r) ⊂ A määritelmän 7.2.3
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mukaisesti.
Valitaan joukon A satunnainen sisäpiste x = (x1, x2). Valitaan säteeksi

r = x1 − 3
2 .

Säde r on vaakasuunnassa tarkasteltuna puolet valitun pisteen x1-komponentin ja
pystyviivan i = 3 erotuksesta.

Seuraavaksi tulisi osoittaa, että valittaessa mikä tahansa piste y, joka kuuluu
pisteen x palloympäristöön B(x, r), kuuluu myös joukkoon A. Valitaan siis mieli-
valtainen piste y = (y1, y2) palloympäristöstä B(x, r).

Aluksi voidaan käyttää normin määritelmää 7.1.6 ja sen jälkeen lisätä ei-negatiivinen
termi, jolloin voidaan kirjoittaa

∥y1 − x1∥=
√︂

(y1 − x1)2 ≤
√︂

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2.

Palloympäristön määritelmän 7.2.1 mukaisesti palloympäristölle B(a, r) pätee

∥y − a∥ < r = x1 − 3
2 ,

toisin sanoen √︂
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 < r = x1 − 3

2 .

Mikäli y1 ≥ x1, niin joukon A määritelmän nojalla y1 > 3. Siis y ∈ A. Jos taas
y1 < x1, niin

∥y1 − x1∥= x1 − y1 < r = x1 − 3
2 ⇐⇒ y1 >

x1 + 3
2 .

Huomataan, että kaikissa tilanteissa pätee y1 > 3. Tämän vuoksi piste y, jo-
ka kuuluu pisteen x palloympäristöön, kuuluu myös joukkoon A. Avoimen joukon
määritelmän mukaan joukko A on siis avoin.

Lause 7.2.6. Avoin pallo on avoin joukko avaruudessa Rn.

Todistus. Halutaan osoittaa, että avoin pallo on avoin joukko. Tarkastellaan ku-
van 7.5 mukaista tilannetta. Todistus tehdään valitsemalla a-keskinen r-säteinen
avoin pallo. Valitaan satunnainen palloon kuuluva piste x ∈ B(a, r). Osoitetaan,
että pisteellä x on r0-säteinen palloympäristö, jolle B(x, r0) ⊂ B(a, r).

Valitaan satunnainen piste y ∈ B(x, r0). Osoitetaan sen palloympäristön mää-
ritelmän 7.2.1 mukaisesti toteuttavan epäyhtälön ∥y − a∥ < r. Luvuksi r0 voidaan
valita matka, joka jää pisteen x ja avoimen pallon B(a, r) lähimpänä pistettä x ole-
van kehäpisteen väliin. Tällöin voidaan kirjoittaa r0 = r − ∥a − x∥. Tästä voidaan
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ratkaista avoimen pallon B(a, r) säde r = r0 + ∥a − x∥.
Määritelmän mukaisesti kaikilla avoimen joukon pisteillä y ∈ B(x, r0) pätee

∥y − x∥ < r0. Tarkastellaan nyt etäisyyttä ∥y − a∥, joka on avoimen pallon mää-
ritelmän mukaisesti pienempi kuin avoimen pallon säde r. Kolmioepäyhtälöä käyt-
tämällä voidaan kirjoittaa

∥y − a∥ = ∥y + x − x − a∥ ≤ ∥y − x∥+∥x − a∥< r0 + ∥x − a∥ = r.

Koska kaikki satunnaiset pisteet palloympäristössä B(x, r) toteuttavat avoimen
pallon määritelmän, niin on oltava B(x, r0) ⊂ B(a, r). Siis annettu väite pätee.

a

r

x

r0

y

Kuva 7.5. Avoin pallo on avoin joukko.

7.3 Raja-arvo ja derivoituvuus

Seuraavaksi käsitellään raja-arvoa ja derivoituvuuden käsitettä niin yhden kuin
usean muuttujan funktion tapauksessa.

7.3.1 Yhden muuttujan funktio

Määritelmä 7.3.1. Yhden muuttujan reaaliarvoisella funktiolla f(x) on raja-arvo
L pisteessä a, jos jokaista ϵ > 0 kohti on olemassa sellainen δ > 0, että

0 <| x − a |< δ ⇒| f(x) − L |< ϵ.

Kuvassa 7.6 on sellaisen funktion kuvaaja, jonka raja-arvo pisteessä a on L.
Tämä nähdään välin [a - δϵ, a + δϵ] kuvautumisena välille [L − ϵ, L + ϵ].

Funktion derivaatta kohdassa a on erotusosamäärän raja-arvo.
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x

y

δϵ δϵ

a

ε
ε

L

Kuva 7.6. Raja-arvo yhden muuttujan funktiolle

Määritelmä 7.3.2. Yhden muuttujan funktio f on derivoituva pisteessä x, jos
raja-arvo

lim
h→ 0

f(x + h) − f(x)
h

on äärellisenä olemassa.
Kyseistä raja-arvoa sanotaan tällöin funktion f derivaataksi pisteessä x ja mer-

kitään f ′(x).

Derivaatan määritelmä yllä esitetyssä muodossa pitää sisällään oletuksen, että
funktio f on määritelty pisteen x jossain ympäristössä ja itse pisteessä. Jos funktio
f on derivoituva pisteessä x, niin se on jatkuva pisteessä x, mutta käänteinen tulos
ei ole voimassa.

7.3.2 Raja-arvo ja osittaisderivaatat usean muuttujan funktioille

Raja-arvo

Yhden muuttujan raja-arvon määritelmä voidaan yleistää usean muuttujan funk-
tiolle korvaamalla määrittelyjoukon itseisarvo | x − a | normilla ∥x − a∥.

Määritelmä 7.3.3. Olkoon a ∈ Rm. Tällöin b ∈ Rn on usean muuttujan funktion
f : B′(a, r) → Rn raja-arvo pisteessä a, jos kaikille ϵ > 0 on olemassa δ > 0 siten,
että ∥f(x) − b∥ < ϵ, kun 0 < ∥x − a∥ < δ. Tällöin merkitään lim

x→ a
f(x) = b.

Kuva 7.7 esittää usean muuttujan raja-arvotarkastelua avoimen palloympäris-
tön avulla. Funktion määrittelyjoukko A sisältää avoimen punkteeratun palloympä-
ristön, joka kuvautuu pisteen b epsilon-säteiseen palloympäristöön, kun pisteen a

palloympäristön säde δ on riittävän pieni.
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a
x

δ

b

f(x) ϵ

Rm Rn

Kuva 7.7. Raja-arvo usean muuttujan funktiolle

Osittaisderivaatta

Yhden muuttujan derivaatan käsite voidaan yleistää koskemaan avaruutta Rn esi-
merkiksi derivoimalla funktiota muuttuja kerrallaan muiden muuttujien ollessa va-
kioita ja päätymällä näin osittaisderivaatan määritelmään.

Määritelmä 7.3.4. Usean muuttujan funktio f on muuttujan xi suhteen derivoi-
tuva pisteessä x = (x1, ..., xn), jos

Dif(x) = lim
h→ 0

f(x1, · · ·, xi−1, xi + h, xi+1 · ··, xn) − f(x1, · · ·, xn)
h

on äärellisenä olemassa.

Esimerkki 7.3.5. Lasketaan funktion f : R2 → R f(x, y) = x2 + 3xy + y − 1
osittaisderivaatat D1f(x, y) ja D2f(x, y) raja-arvon määritelmää käyttäen.

Määritelmän mukaan x-alkiolle voidaan kirjoittaa

D1 = ∂f

∂x
(x, y) = lim

h→ 0

f(x + h, y) − f(x, y)
h

= lim
h→ 0

((x + h)2 + 3(x + h)y + y − 1) − (x2 + 3xy + y − 1)
h

= lim
h→ 0

x2 + 2xh + h2 + 3xy + 3hy + y − 1 − x2 − 3xy − y + 1
h

= lim
h→ 0

2xh + 3hy + h2

h
= lim

h→ 0
(2x + h + 3y) = 2x + 3y.
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Määritelmän mukaan y-alkiolle voidaan kirjoittaa

D2 = ∂f

∂y
(x, y) = lim

h→ 0

f(x, y + h) − f(x, y)
h

= lim
h→ 0

(x2 + 3x(y + h) + (y + h) − 1) − (x2 + 3xy + y − 1)
h

= lim
h→ 0

3xh + h

h
= 3x + 1.

7.4 Differentiaali

Tutustutaan usean muuttujan differentiaalin määritelmään määrittelemällä aluksi
lisäysvektori.

Määritelmä 7.4.1. Olkoon funktio f : Rm → R määritelty pisteen x0 ympäristössä
alueessa A ∈ Rm. Valitaan piste x ∈ A, joka on etäisyydellä ∆x pisteestä x0.
Silloin pisteen x ja x0 välinen etäisyys on lisäysvektori ∆x. Nyt voidaan kirjoittaa
lisäysvektorin lauseke muodossa ∆x = x − x0. Vektori x0 on muotoa

x0 = x1e1 + · · · + xnen

ja vektori x puolestaan

x = x0 + t(a1e1 + · · · + anen)

jollakin t ∈ R ja a1e1 + · · · + anen = a◦, missä ∥a◦∥= 1. Näin ollen lisäysvektori
saa muodon ∆x = t(a1e1 + · · · + anen) = ta◦.

Määritelmä 7.4.2. Olkoon funktio f : Rm → R määritelty pisteen x0 ympäris-
tössä A ⊂ Rm. Tällöin sen sanotaan olevan differentioituva pisteessä x0 eli sillä on
differentiaalikehitelmä, jos on olemassa vektori b ∈ Rm siten, että kaikilla lisäys-
vektoreilla ∆x = a = ta◦ ∈ Rm pätee

f(x0 + a) − f(x0) = f(x0 + ta◦) − f(x0) = b · a + ∥a∥ϵ(a) = t(b · a◦) + |t|ϵ(ta◦)

missä lim
a→ 0

ϵ(a) = 0.

Yhtälön epsilon-termejä kutsutaan myös virhetermeiksi.
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Lause 7.4.3. Olkoon funktio f : Rm → R differentoituva pisteen x0 ympäristössä.
Differentioituvuudesta seuraa kaikkien osittaisderivaattojen olemassaolo pisteessä
x0.

Todistus. Halutaan osoittaa, että tietyn pisteen ympäristössä differentoituvalla funk-
tiolla on kaikki osittaisderivaatat kyseisessä pisteessä. Tehdään tämä osoittamalla,
että differentiaalin määritelmästä seuraa derivoituvuuden määritelmän toteutumi-
nen kaikilla lisäysvektoreilla. Olkoon funktio differentioituva pisteessä x0. Differen-
tioituvuuden määritelmän 7.4.2 mukaisesti on olemassa vektori b ∈ Rm siten, että
kaikilla lisäysvektoreilla ∆x = a = ta◦ ∈ Rm pätee

f(x0 + a) − f(x0) = f(x0 + ta◦) − f(x0) = b · a + ∥a∥ϵ(a).

Jaetaan saatu yhtälö vektorin a normilla sekä otetaan siitä puolittain raja-arvo.
Lisäksi huomataan lim

a→ 0
ϵ(a) = 0, jolloin yhtälö saadaan muotoon

lim
a→ 0

f(x0 + a) − f(x0) − b · a

∥a∥
= 0.

Valitaan yksikkövektoriksi a◦ = ej ja lisäysvektoriksi ∆x kantavektori tej, missä
j ∈ [1, n]. Lisäksi lisäysvektorin normille pätee ∥a∥= ∥ta◦∥= |t|. Vektori a on
yhtäsuuri kuin ta◦, jolloin vektorin a lähestyessä nollaa täytyy myös skalaarin t

lähestyä nollaa ja yhtälö voidaan kirjoittaa muotoon

lim
t→ 0

f(x0 + tej) − f(x0) − b · tej

|t|
= 0.

Mikäli t > 0, voidaan kirjoittaa

lim
t→ 0+

f(x0 + tej) − f(x0) − b · tej

t
= lim

t→ 0+

(︃
f(x0 + tej − f(x0))

t
− b · ej

)︃
= 0.

Mikäli t < 0, voidaan kirjoittaa

lim
t→ 0−

f(x0 + tej) − f(x0) − b · tej

−t
= − lim

t→ 0−

(︃
f(x0 + tej − f(x0))

t
− b · ej

)︃
= 0.

Kaikilla nollasta poikkeavilla skalaarin t arvoilla derivaatan määritelmä 7.3.2 toteu-
tuu jokaiselle valitulle kantavekrorille.

lim
t→ 0

f(x0 + tej − f(x0))
t

= b · ej = bj.

Näin ollen differentioituvuudesta seuraa kaikkien derivaattojen olemassaolo.
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Differentiaalin määritelmästä nähdään, että bj = ∂
∂xj

(x0) kaikilla arvoilla 1 ≤
j ≤ n.

Määritelmä 7.4.4. Olkoon kuvaus f : Rm → R funktio, jolla on osittaisderivaatat
kaikkien muuttujien suhteen pisteessä x ∈ Rm. Silloin voidaan määritellä gradientti
annetussa pisteessä x.

gradf = ∇f(x) =
(︄

∂

∂x1
f(x), ∂

∂x2
f(x), ...,

∂

∂xn

f(x)
)︄

Esimerkki 7.4.5. Gradientilla on tärkeä merkitys käytännön sovelluksissa esimer-
kiksi fysiikan laskuissa. Divergenssin eli lähteisyyden laskemiseksi käytetään gra-
dientin pistetuloa kentän voimavektorin kanssa. Määritelmän mukaan divergenssi
lasketaan gradientin avulla

divF = ∇ · F.

Divergenssin merkin avulla voidaan päätellä onko vuo poispäin pistelähteestä 7.8,
jolloin ∇ · F > 0, vai vastaavasti vuo voi olla kohti pistelähdettä, jolloin ∇ · F < 0.
Vuo voi olla myös tason suuntainen, jolloin ∇ · F = 0.

−1 0 1 −1
0

1−1

0

1

Kuva 7.8. Vektorin vuo on poispäin pistelähteestä

Ajatellaan, että vuota kuvaa funktio

F = xyze1 + sin(xyz)e2 + xy2z3e3.

Lasketaan nyt divergenssi

∇ · F = ∂

∂x1
[xyz] + ∂

∂x2
[sin(xyz)] + ∂

∂x3
[xy2z3]
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= yz + xz cos(xyz) + 3xy2z2.

Huomataan, että esimerkiksi koordinaatiston pisteessä x1 = (−1, π, 1) on voimassa
∇ · F (x1) ≈ −25 < 0, jolloin vuo on kohti pistelähdettä.

7.5 Suunnattu derivaatta

Tarkastellaan funktion muutosnopeutta pisteessä x0 suuntaan a◦.

Määritelmä 7.5.1. Olkoon funktio f : Rm → R määritelty pisteen x0 ympäris-
tössä A ⊂ Rm. Funktion suunnattu derivaatta suuntaan a◦ pisteessä x0 voidaan
kirjoittaa

∂a◦f(x0) = lim
t→ 0

f(x0 + ta◦) − f(x0)
t

,

kun raja-arvo on äärellisenä olemassa.

Tämän seurauksena funktion f osittaisderivaatat ovat suunnattuja derivaattoja
kantavektorien koordinaattiakselien suuntaan.

Lause 7.5.2. Jos funktio f on differentioituva pisteessä x0, niin funktiolla f on
suunnattu derivaatta ∂a◦f(x0) mielivaltaiseen suuntaan a◦ ja lisäksi

∂a◦f(x0) = ∇f(x0) · a◦.

Todistus. Halutaan osoittaa, että jos funktio on derivoituva pisteessä, niin funktiol-
la on suunnattu derivaatta mielivaltaiseen yksikkövektorin suuntaan. Osoitetaan,
että differentioituvuudesta lauseen 7.4.3 mukaisesti seuraa suunnatun derivaatan
olemassaolo, sillä virhetermi lähenee nollaa.

f(x0 + a) − f(x0) = b · a + ∥a∥ϵ(a)

Tehdään sijoitus b ·a = ∇f(x0) · ta◦ ja jaetaan puolittain termillä t, jolloin saadaan
yhtälö

f(x0 + a) − f(x0)
t

= ∇f(x0) · a◦ + ∥a∥ϵ(a)
t

.

Otetaan näin saadusta yhtälöstä puolittain raja-arvot, jolloin voidaan kirjoittaa

lim
t→ 0

f(x0 + a) − f(x0)
t

= ∇f(x0) · a◦
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Koska jäännöstermi lim
t→ 0

ϵ(a) = 0 lähenee nollaa, funktion differentioituvuudesta
seuraa suunnatun derivaatan olemassaolo lauseen mukaisesti.

Esimerkki 7.5.3. Osoitetaan, että funktio f(x, y) = x2 − y2 on differentioituva
jokaisessa määrittelyjoukon pisteessä (a, b) ∈ R2. Tehdään tämä osoittamalla, et-
tä funktio täyttää differentioituvuuden vaatimuksen määritelmän 7.4.2 mukaisesti.
Määritelmä voidaan esittää matemattisesti muodossa

f(x0 + a) − f(x0) = b · a + ∥a∥ϵ(a).

Olkoon tarkastelupiste nyt x0 = (a, b) ja lisäysvektori a = (h, k), jolloin yhtälö
voidaan kirjoittaa muotoon

f(a + h, b + k) − f(a, b) = b · (h, k) + ∥a∥ϵ(a).

Differentioituvuuden määritelmän mukaan (h, k) → (0, 0). Sijoittamalla vektorin a

arvot yhtälöön saadaan

f(a + h, b + k) − f(a, b) = b · (h, k) + ∥a∥ϵ(a)

=
(︄

∂f

∂x
(a, b) + ∂f

∂y
(a, b)

)︄
· (h, k) + ∥a∥ϵ(a).

Lasketaan funktion f osittaisderivaatat

D1 = ∂f

∂x
(x, y) = 2x ja D2 = ∂f

∂y
f(x, y) = 2y.

Nyt voidaan laskea funktion pistetulo auki ja siirtää termit samalle puolelle

f(a + h, b + k) − f(a, b) − ∂f

∂x
(a, b)h − ∂f

∂y
(a, b)k

= (a + h)2 + (b + k)2 − (a2 + b2) − (2a)h − (2b)k = h2 + k2.

Seuraavaksi voidaan tarkastella virhetermin ϵ(h, k) suhdetta etäisyyteen pisteestä
(a, b). Funktio ϵ voidaan esittää muodossa

ϵ(h, k) = h2 + k2
√

h2 + k2
.

Nyt on osoitettava, että

ϵ(h, k) → 0, kun (h, k) → (0, 0).
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Tämä pätee, sillä

0 ≤ |ϵ(h, k)| ≤ |h| |h|√
h2 + k2

+ |k| |k|√
h2 + k2

≤ |h| + |k| → 0,

kun (h, k) → (0, 0).

Esimerkki 7.5.4. Tarkastellaan funktiota f(x, y) = x + xy2. Lasketaan funktion
suunnattu derivaatta ∂a◦f(xn) vektorin w = −8i + 4j yksikkövektorin suuntaan
suunnatun derivaatan määritelmän nojalla.

Lasketaan aluksi vektorin pituus normin määritelmän 7.1.6 avulla

∥w∥=
√︂

(−8)2 + (4)2 = 4
√

5.

Vektorin pituuden avulla voidaan laskea yksikkövektori

a◦ = w

|w|
= −8i + 4j

4
√

5
= −2i + j√

5
.

Suunnatun derivaatan määritelmän 7.5.1 nojalla

∂a◦f(x, y) = lim
t→0

(x + ta1) + (x + ta1)(y + ta2)2 − (x + xy2)
t

= lim
t→0

(a1a
2
2t

2 + 2a1a2ty + a1y
2 + a1 + a2

2tx + 2a2xy)

= a1y
2 + a1 + 2a2xy.

Sijoittamalla yksikkövektorin arvot saatuun yhtälöön saadaan

∂a◦f(x, y) = −2y2
√

5
− 2√

5
+ 2xy√

5
= 2√

5
(−y2 − 1 + xy).

7.6 Suunnatun derivaatan maksimiarvo

Seuraavaksi esitetään suunnatun derivaatan maksimiarvo gradientin avulla tulkit-
tuna.

Lause 7.6.1. Olkoon funktio f : Rm → R differentoituva pisteen x0 ympäristös-
sä A ⊂ Rm. Suunnatun derivaatan maksimiarvo pisteessä x0 ∈ A on gradientin
pituuden itseisarvo pisteessä x0.

Todistus. Tulisi osoittaa, että suunnatun derivaatan maksimiarvo pisteessä x0 ∈ A

on gradientin pituuden itseisarvo. Tarkastellaan funktion f suunnattua derivaattaa

60



pisteessä x0 standardikannassa. Tehdään todistus käyttäen suunnatun derivaatan
määritelmää 7.5.2 ja toteamalla, Schwarzin epäyhtälön 7.1.3 avulla, suunnatun
derivaatan olevan aina pienempi tai yhtä suuri kuin funktion gradientin pituus.

∂a◦f(x0) = ∇f(x0) · a◦

⇐⇒ ∇f(x0) · a◦ Schwarz
≤ ∥∇f(x0)∥∥a◦∥= ∥∇f(x0)∥.

Määritetään sitten funktion gradientin yksikkövektori

∇f ◦ = ∇f(x0)
∥∇f(x0)∥

.

Schwarzin epäyhtälön nojalla suunnatun derivaatan maksimiarvo on funktion pis-
teessä x0 olevan gradientin ja funktion gradientin yksikkövektorin pistetulo, jolloin
voidaan kirjoittaa

∂∇f◦f(x0) = ∇f(x0)
∇f(x0)

∥∇f(x0)∥
= ∥∇f(x0)∥2

∥∇f(x0)∥
= ∥∇f(x0)∥.

Esimerkki 7.6.2. Mikä on funktion f(x, y, z) = sin(x) + cos(y) + tan(z) suun-
nattujen derivaattojen suurin mahdollinen arvo pisteessä ( π

4 , π
4 , π

4 )?
Suurin mahdollinen arvo on lauseen 7.6 nojalla gradientin pituuden itseisarvo

annetussa pisteessä eli ∥∇f( π
4 , π

4 , π
4 )∥. Lasketaan osittaisderivaattojen arvot anne-

tuissa pisteissä

D1f(x, y, z) = cos(x) = 1√
2

,

D2f(x, y, z) = − sin(y) = −1√
2

,

D3f(x, y, z) = 1
cos2(z) = 2.

Lasketaan gradientin normi

∥∇f
(︂π

4 ,
π

4 ,
π

4
)︂
∥=

√︄(︂ 1√
2
)︂2

+
(︂−1√

2
)︂2

+ 22 =
√

5.

7.7 Väliarvolause ja ketjusääntö

Differentiaalilaskennan väliarvolause yhdelle muuttujalle voidaan esittää seuraavas-
ti.
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Lause 7.7.1. (Väliarvolause) Jos funktio f on jatkuva suljetulla välillä [a, b] ∈ R2

ja derivoituva avoimella välillä ]a, b[, niin on olemassa sellainen ϵ ∈]a, b[, että

f(b) − f(a) = f ′(ϵ)(b − a).

Esimerkki 7.7.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(x) = x2 välillä [0, 5]. Funktio
f on jatkuva ja derivoituva välillä [0, 5], joten väliarvolauseen nojalla on olemassa
sellainen ei-negatiivinen ϵ ∈ [0, 5], että 52−02 = 2ϵ(5−0).Tästä saadaan ratkaisuna
arvo ϵ = 5

2 , joka selvästi kuuluu välille [0, 5].

Differentiaalilaskennan väliarvolause usean muuttujan funktiolle määritetään
seuraavasti.

Lause 7.7.3. Olkoon A ⊂ Rm alue ja olkoon f : A → R differentioituva. Olete-
taan, että pisteiden a, b ∈ A välinen yhdysjana r(t) sisältyy joukkoon A. Tällöin on
olemassa c ∈ r(t), jolle

f(b) − f(a) = ∇f(c) · (b − a).

Todistus. Halutaan osoittaa differentiaalilaskennan väliarvolauseen pätevän usean
muuttujan differentioituvalle funktiolle f pisteiden a ja b välillä. Tehdään tämä
määrittämällä näiden pisteiden välinen yhdysjana r(t), missä skalaari t ∈ [0, 1] ja
esitetään yhdysjana suljetun välin päätepisteiden a ja b avulla.

Välillä a ja b kulkevaa yhdysjana ab voidaan parametrisoida muotoon

r(t) = a + t(b − a),

missä t ∈ [0, 1]. Kirjoitetaan lauseke apufunktiolle,

g(t) = f(a + t(b − a)).

Differentioituvuuden määritelmän 7.4.2 nojalla voidaan kirjoittaa

g(t + h) − g(t) = f(a + (t + h)(b − a)) − f(a + t(b − a))

= f(a + t(b − a) + h(b − a)) − f(a + t(b − a))).

Toisaalta differentioituvuus voidaan kirjoittaa myös gradientin määritelmää käyt-
täen,

g(t + h) − g(t) = ∇g(t) · h + ϵ(h).
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Tällöin lauseke saadaan muotoon

f(a + t(b − a) + h(b − a)) − f(a + t(b − a)))

= ∇f(a + t(b − a)) · (b − a)h + ϵ(b − a).

Molemmat puolet jaetaan muuttujalla h ja otetaan raja-arvot kun h → 0, jolloin
voidaan lausua

g′(t) = ∇f(a + t(b − a)) · (b − a).

Funktio g(t) on jatkuva välillä [0, 1], koska se on differentioituva. Yhden muuttu-
jan väliarvolauseen nojalla voidaan olettaa, että jatkuvalla välillä on ainakin yksi
sellainen piste t0, joka toteuttaa lauseen

g(1) − g(0) = g′(t0)(1 − 0) = g′(t0).

Kiinnitetään seuraavaksi muuttujien arvot g(1) = f(b), g(0) = f(a) ja g′(t0) =
∇f(a+ t0(b−a)) · (b−a). Määritetään vektori c = a+ t0(b−a), jolloin päädytään
usean muuttujan väliarvolauseeseen

f(b) − f(a) = ∇f(c) · (b − a).

Esimerkki 7.7.4. Tarkastellaan funktiota f(x, y, z) = 8xy−x2+z2. Etsitään jokin
väliarvolauseen toteuttava piste c pisteitä a = (0, 1, 1) ja b = (1, 2, 3) yhdistävältä
janalta

f(b) − f(a) = ∇f(c) · (b − a).

Ratkaistaan aluksi funktion gradientti

∇f(x, y, z) = (8y − 2x, 8x, 2z).

Sijoitetaan c = (c1, c2, c3) saatuun yhtälöön, jolloin saadaan

∇f(c) = ∇f(c1, c2, c3) = (8c2 − 2c1, 8c1, 2c3)

Ratkaistaan sitten funktion arvoja annetuissa pisteissä. Nyt f(a) = 1, f(b) = 24

63



ja näiden arvojen erotus on 23. Nyt väliarvolausetta käyttäen voidaan kirjoittaa

f(b) − f(a) = 23

= ∇f(c) · (b − a) = (8c2 − 2c1, 8c1, 2c3) · (1, 1, 2)

= 8c2 − 2c1 + 8c1 + 4c3 = 6c1 + 8c2 + 4c3.

Pistetulon ja sievennyslaskun jälkeen yhtälö saadaan muotoon

23 = 6c1 + 8c2 + 4c3.

Pisteitä a ja b yhdistävän janan yhtälö on muotoa c(t) = a + tb, missä t ∈ [0, 1].
Laskemalla saadaan

c(t) = (t, 1 + 2t, 1 + 3t) = (c1(t), c2(t), c3(t)) = 6(t) + 8(1 + 2t) + 4(1 + 3t) = 23.

Näin saadusta yhtälöstä voidaan ratkaista muuttujan t arvoksi

t = 11
34 .

Sijoittamalla muuttujan t arvo saadaan tulos

c
(︃11

34

)︃
=
(︃11

34 ,
28
17 ,

67
34

)︃
.

Näin esitetty väliarvolauseen toteuttava piste c on löydetty.

Esitetään seuraavaksi yhdistetyn funktion derivointisääntö eli ketjusääntö.

Lause 7.7.5. (Ketjusääntö) Olkoon f jatkuvasti differentoituva avoimessa joukossa
U ja r = r(t) ∈ U differentoituva. Silloin yhdistetylle funktiolle pätee

∂f

∂t
[f(r(t))] = ∇f(r(t)) · r′(t).

Todistus. Todistuksen tueksi on esitetty kuva 7.9. Osoitetaan yhdistetyn funktion
derivaatan olevan samansuuruinen kuin yhdistetyn funktion gradientin ja sisäfunk-
tion derivaatan pistetulo. Matemaattisesti tämä voidaan muotoilla

lim
h→ 0

f(r(t + h)) − f(r(t))
h

= ∇f(r(t)) · r′(t).

Valitaan viivasegmentti c(h), joka yhdistää avoimessa joukossa U olevaa differen-
toituvaa käyrää pisteissä r(t) sekä r(t + h). Alkuoletuksen nojalla r(t) kuuluu
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r(t)

r(t + h)

c(h)

x

y

U

Kuva 7.9. Ketjusäännön todistuksessa esiintyvä viivasegmentti

joukkoon U . Usean muuttujan väliarvolauseen 7.7.3 mukaisesti voidaan kirjoittaa

f(r(t + h)) − f(r(t)) = ∇f(c(h)) · (r(t + h) − r(t)).

Molemmat puolet voidaan jakaa muuttujalla h,

f(r(t + h)) − f(r(t))
h

= ∇f(c(h)) ·
(︄

r(t + h) − r(t)
h

)︄
.

Kun h lähenee nollaa, niin c(t) → r(t) ja jatkuvuuden nojalla

∇f(c(h)) → f(r(t)).

Koska nyt
r(t + h)) − r(t)

h
→ r′(t),

saadaan ketjusäännön muoto.
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8 Tapaustutkimus: Multivariable Calcu-
lus

Tässä luvussa analysoidaan, miten Tampereen yliopiston matematiikan opintojakso
Multivariable Calculus on toteutettu saavutettavuuden näkökannalta. Aluksi esitel-
lään opintojakson sisältö, harjoittelu- ja arviointikäytännöt sekä tavoitteet. Tavoit-
teiden saavuttamista arvioidaan Liitteessä 1 esitettyyn saavutettavan matematiikan
verkko-opetuksen mittaristoon peilaten.

8.1 Opintojakson sisältö

Opintojakson sisältö kattaa opintojaksomateriaalin ja taltioidut opetustilanteet. Si-
sältö on jaoteltu koko jakson kattavaan sekä viikkokohtaiseen osioon. Sivusto sisäl-
tää:

• suomen- ja englanninkielisen opintojaksomonisteen

• Matlabin asennusohjeen, Matlab-komentojen listan ja esimerkkejä

• kaavakokoelman

• viikoittaiset luentokalvot

• viikoittaiset laskuharjoitukset, joihin löytyy vastaukset kirjallisesti sekä videoi-
tuna

• viikoittaisiin aiheisiin liittyviä videoituja lisäesimerkkejä

Opetus koostuu englanninkielisistä luentovideoista, jotka on pilkottu 5 - 20 minuutin
esityksiin aiheittain. Luentovideot sisältävät esimerkkilaskuja, joita ei ole muussa
materiaalissa. Opintojakson sivulla on luentoihin liittyvät luentokalvot jokaiselle
viikolle, jotka ovat saatavilla sekä suomeksi että englanniksi. Jokaiselle viikolle on
Matlab-koodi, joka liittyy viikon viimeiseen harjoitustehtävään. Sivustolla on myös
lisätty linkkejä englanninkielisiin opetusvideoihin ja joinakin viikkoina opetussivujen
linkkejä.

8.2 Harjoittelu ja arviointi

Opintojaksoa suorittavilta opiskelijoilta vaaditaan esitietoina yhden muuttujan re-
aaliarvoisen funktion differentiaali- ja integraalilaskennan hallintaa. Suoritusvaa-
timuksiin kuuluvat harjoitukset ja tentti. Opintojakso voidaan suorittaa kahdella
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vaihtoehtoisella tavalla. Ensimmäisen arviointitavan mukaan opiskelijan arvosana
määräytyy puoliksi tentin ja puoliksi harjoitusten perusteella. Harjoitukset koostu-
vat online-harjoituksista, joiden tarkistus on automatisoitu, ja kirjallisista harjoi-
tuksista. Online-harjoituksia ei kuitenkaan ole analysoitu tätä tutkimusta tehdessä.
Kirjalliset harjoitukset palautetaan Moodle-sivustolle ja vertaisarvioidaan. Toinen
vaihtoehtoinen tapa suorittaa opintojakso on osallistua ainoastaan tenttiin. Tämä-
kin suoritustapa edellyttää kuitenkin merkittävää tehtävien tekemistä tai vastaavaa
harjoittelua. Tentin on ilmoitettu olevan harjoitusten kaltainen. Osa kokeen tehtä-
vistä vaatii tiedon yhdistämistä useammasta harjoituksesta.

Tehtäviä voi tehdä itsekseen tai saada tukea niiden työstämiseen. Vapaaehtoi-
sen Teams-laskuharjoitusryhmän tarkoitus on auttaa tehtävien ratkaisuissa. Lisäksi
on olemassa Telegram-ryhmä, jossa voi kokoontua ratkaisemaan pienryhmissä har-
joituksia. Sekä online- että kirjalliset harjoitukset palautetaan viikoittaiseen määrä-
aikaan mennessä. Kirjallisiin harjoituksiin sisältyy yksi Matlab-harjoitus kuutena en-
simmäisenä viikkona. Mikäli harjoitukset ovat laskutehtäviä, Matlabia saa käyttää
tarkistusohjelmana. Matlabia käytettäessä tehtävän tekemiseen, on Live Editorilla
kirjoitettavassa ratkaisussa selitettävä ratkaisun välivaiheet. Kirjalliset harjoitukset
palautetaan pdf-tiedostona Moodleen.

Kirjalliset harjoitukset arvioidaan malliratkaisuja apuna käyttäen vertaisarvioin-
tina. Opiskelija voi saada maksimissaan kaksi pistettä jokaisesta harjoitustehtäväs-
tä. Hän saa yhden pisteen ratkaisustaan, mikäli hän ratkaisu on hyvä yritys, jonka
eteen on nähty vaivaa. Vastauksen oikeellisuudella ei ole merkitystä. Opiskelija saa
kaksi pistettä tehtävästä, mikäli ratkaisu on selkeästi oikean suuntainen. Ratkaisun
ei kuitenkaan tarvitse olla tismalleen oikein. Arvioinnin suorittavan opiskelijan olete-
taan kommentoivan, mikä ratkaisussa oli hyvää ja mitä parannuksia vielä tarvittai-
siin. Opiskelijalla on 3 - 4 päivää aikaa suorittaa arviointi. Arvioinnin suorittaminen
on tärkeää, sillä muuten opiskelija saa pistevähennyksen viikon aikana keräämis-
tään pisteistä. Jokaisesta harjoituskerrasta oli kierroksen lopuksi saatavilla selkeä
ratkaisumoniste sekä opetusvideo jokaiseen kotitehtävään.

8.3 Opintojakson tavoitteet

Tampereen yliopiston opinto-oppaassa englannin kielellä järjestettävälle matematii-
kan opintojaksolle Multivariable Calculus on asetettu seuraavat tavoitteet [44].

"Opintojakson suoritettuaan opiskelija osaa tutkia ja havainnollistaa kahden
muuttujan reaaliarvoisen funktion käyttäytymistä kuvaajan ja tasa-arvokäyrien avul-
la, laskea usean muuttujan funktion raja-arvoja, ensimmäisen ja korkeamman ker-
taluvun osittaisderivaatat, gradientin ja suunnatun derivaatan sekä hakea lokaaleja
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ja globaaleja ääriarvoja. Opiskelija osaa muodostaa vektoriarvoisen funktion deri-
vaattamatriisin ja käyttää ketjusääntöä. Opiskelija osaa laskea taso- ja avaruusin-
tegraaleja projisoituvissa joukoissa ja käyttää integroinnissa napa-, sylinteri- ja pal-
lokoordinaatteja. Opiskelija osaa myös lukea ja kirjoittaa yksinkertaisia todistuksia.
Opiskelija osaa esittää ratkaisunsa sekä suullisesti että kirjallisesti."

Opintojakson tavoite on pilkottu viikkokohtaisiin osatavoitteisiin, jotka ovat sel-
keästi ilmaistu opintojakson sivustolla. Kotisivulla esitetyt viikkokohtaiset tavoitteet
on esitetty prosessikaaviolla 8.1.

8.3.1 Tavoitteet mittaristoon peilaten

Aluksi tarkastellaan kokonaistavoitetta ja sen jälkeen viikkokohtaisia osatavoitteita.
Opintojakson kokonaistavoite on kirjattu opinto-oppaaseen, joka on helposti löy-
dettävissä internetistä. Kehitysideana ehdotetaan sen kirjaamista myös kotisivuille.
Osatavoitteet ovat selkeästi näkyvillä Moodle-sivustolla. Lisäksi tavoitteiden yhtey-
dessä on ilmaistu opintomonisteen opiskeltavat luvut. Opintojakson viikkokohtainen
ja aihekohtainen jako auttavat hahmottamaan, mitä tulee opiskella.

Ensimmäisellä viikolla parametrisoitua käyrää tarkasteltiin erittäin monipuolises-
ti ja siitä tuli myös kotitehtävä, joka käsitteli aihetta soveltavasti fysiikan kannalta.
Usean muuttujan funktion määrittelyjoukkoa, kuvaajaa ja tasa-arvokäyriä käsitel-
tiin niin opetuksessa kuin harjoituksessakin. Lisäksi käyrän tangenttia ja suoraa
tarkasteltiin määritelmällisesti ja sen voisi lisätä tavoitteisiin.

Toisella viikolla osatavoitteet tuli käytyä läpi opetuksessa. Kriittinen piste käy-
tiin läpi materiaalissa ja opetuksessa yhtenä osittaisderivaattojen erikoistapauksena
ja käsite liitettiin myös tangenttitasoon ja ääriarvoihin. Kriittistä pistettä ei käsitel-
ty kuitenkaan kirjallisissa harjoituksissa. Luennoissa oli huomautus, että aiheeseen
palataan myöhemmin opintojaksolla. Tangenttitason tarkastelu ehdotetaan nostet-
tavaksi toisen viikon tavoitteeksi kriittisen pisteen sijaan, sillä aihetta käsiteltiin niin
luennolla kuin harjoituksissa. Harjoitukset olivat muuten tavoitteiden mukaisia.

Kaikki kolmannelle viikolle asetetut osatavoitteet tulivat käytyä läpi opetuksessa
ja harjoituksessa. Kriittisen pisteen tavoite sopisi paremmin kolmannen luennon
teemaan, sillä aihe konkretisoitui toisen viikon luentoja paremmin tässä yhteydessä.
On myös huomionarvoista, että kriittinen piste liittyi kolmannen viikon kotitehtäviin
yksi ja kaksi.

Neljännen viikon tavoitteet saavutettiin niin ikään. Kehitysehdotus on, että luen-
non tavoitteena olisi voinut lisäksi olla vektorikenttä, Jakobin matriisi ja ketjusääntö
sekä Lagrangen menetelmä. Tehtävät vastasivat hyvin asetettuja tavoitteita.

Viidennen, kuudennen ja seitsemännen viikon kaikki osatavoitteet tuli käytyä
läpi luentomateriaalissa ja tehtävät vastasivat sisällöltään tavoitteita.
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1. Viikko
Parametrisoitu käyrä,

usean muuttujan funktion määritte-
lyjoukko, kuvaaja ja tasa-arvokäyrät

2. Viikko
Usean muuttujan funktion raja-arvo,
osittaisderivaatat ja kriittiset pisteet

3. Viikko
Ääriarvot suljetussa ja rajoitetussa joukossa,

lokaalien ääriarvojen laatu,
lineaarinen approksimaatio

ja differentioituvuus

4. Viikko
Vektoriarvoiset funktiot ja niiden

raja-arvo, jatkuvuus,
derivaattamatriisi ja ketjusääntö

reaaliarvoisten funktioiden
suunnattu derivaatta, gradientti sekä

Hessen matriisi

5. Viikko
Tasointegraalin määritelmä ja

approksimaatio Riemannin summalla
Integraalin laskeminen suorakulmiossa ja

yleisissä alueissa sekä integrointijärjetyksen
vaihto sekä muunnos napakoordinaatteihin

6. Viikko
Avaruusintegraali ja sen

muunnokset sylinteri- ja pallokoordi-
naatteihin, massa ja massakeskipiste

7. Viikko
Yleinen muuttujanvaih-

to ja epäoleellinen integraali

Kuva 8.1. Multivariable Calculus -opintojakson viikoittaiset osatavoit-
teet.
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Opintojakson eräs tavoite on Matlab-ohjelmiston käyttö matematiikan mallin-
nuksen työkaluna. Tämän tavoitteen lisäämistä ehdotetaan opintojakson sivustolle.
Opintojakson sivuilla on tarkka ohjeistus aikatauluihin niin opiskelun kuin tehtä-
vienkin osalta, joka auttaa opiskelijaa hahmottamaan tavoitteiden mukaisen työ-
järjestyksen. Opintojaksolle vaadittavat pohjatiedot on esitetty ilmoittautumisessa.
Perustiedot ovat oleelliset, sillä opintojaksolla vaaditaan paljon analyysiin liittyvää
osaamista. Opintojaksolla varmasti pärjää näillä tiedoilla, jos on valmis käyttämään
aikaa asian omaksumiseen.

8.3.2 Opetus mittaristoon peilaten

Tavoitteet ja opetetut asiat vastasivat todella hyvin toisiaan. Opintojakson opetus
lähti olettamuksesta, että opiskelijat ovat harjaantuneita lukemaan matemaattisia
notaatioita. Kuitenkin notaatioiden sanallinen ja symbolinen tulkinta oli esitetty sel-
keästi yhdessä. Luennolla opetettiin merkintätapojen tulkintaa sanoittamalla hyvin
seikkaperäisesti, mitä merkinnät tarkoittavat. Tärkeistä opiskeltavista asioista oli
myös esimerkit. Erityisesti luentovideoissa esitetyt esimerkkitehtävät tukivat tehtä-
vien tekemistä. Huolitellut kuvat auttoivat myös osaltaan konkretisointia. Esimerk-
kinä voisi mainita Riemannin summan konkretisoinnin kaksi- ja kolmiulotteisessa ti-
lanteessa. Opintojakson asioiden käytäntöön linkitys liittyi hyvin pitkälle matemaat-
tiseen mallintamiseen Matlabilla ja hieman fysiikkaan. Kehitysideana opintojaksolle
ehdotetaan asiasisällön liittämistä käytäntöön monipuolisemmin. Esimerkiksi kol-
mannessa luennossa mainittiin lineaarisen approksimaation yhteys mittavirheeseen,
mitä voidaan soveltaa muun muassa mittaussarjoihin.

Opintojaksolla opeteltavan asian ja aiemmin opitun asian välille pyrittiin jatku-
vasti rakentamaan assosiaatiota, mikä tukee saavutettavuutta. Esimerkiksi yhden
muuttujan funktioon liittyvät analyysit esitettiin rinnan usean muuttujan funktioon
liittyvien vastaavien analyysien kanssa. Saavutettavaan matematiikan opetukseen
liittyy myös teoriaosiossa esitettyjen ongelmanratkaisun vaiheiden opettaminen. Sa-
tunnaisesti valitun luennon neljän esimerkki ketjusäännöstä havainnollistaa vaihei-
den toteutumisen. Esimerkin matemaattinen ongelma on ymmärtää, miten ket-
jusääntöä sovelletaan yhdistettyyn funktioon. Opettaja käsitteellisti ongelman ja
esitti ratkaisusuunnitelman. Esimerkki käsitti tehtävän ratkaisun ilman ketjusään-
töä ja ketjusääntöä soveltaen. Vaihtoehtoisten tapojen käsitteleminen rinnakkain
opetti opiskelijoille matriisilaskennan sääntöjä ja yhdistetyn funktion muodostamis-
ta. Opetuksessa havainnollistettiin parametrien sijoittelua erilaisin värinuolin. Myös
matriisituloa kerrattiin opiskelijoille. Vaihtoehtoisten ratkaisutapojen tuloksia ver-
rattiin keskenään ja havaittiin samoiksi. Opetus siis sisälsi kaikkien ongelmanrat-
kaisun vaiheiden opetuksen. Myös osaongelmiin hajottamista opetettiin säännön-
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mukaisesti lähes kaikissa esimerkkitehtävissä. Opetuksessa esitetään kautta linjan
perusteita vaiheille, mikä implikoi opiskelijoille perustelemisen tärkeyttä. Opetukses-
sa myös rohkaistaan oppilaita kirjaamaan selitteitä muun muassa Matlab-koodien
yhteyteen.

Opintojaksolla ei ole paljon sijaa henkilökohtaiseen työskentelymenetelmän va-
lintaan. Henkilö voi valita hänen oppimistyylilleen sopivan tavan katsoa luentoja
tai opiskella kirjallisista esityksistä. Opintojakson sisällön linkittäminen omiin mie-
lenkiinnon kohteisiin jää opiskelijan omalle vastuulle. Matematiikan leikinomaisel-
la puolella voi ymmärtää mielenkiintoa herättäviä havainnollistuksia kuten ensim-
mäisen viikon laskuharjoitusten viimeisen tehtävän Pascalin historiatehtävä. Tämän
kaltaisten elementtien lisääminen monipuolistaisi opetusta. Matematiikan estetiikka
tulee parhaiten esiin kauniina matemaattisina malleina, yhtenäisenä ja tiivistettynä
esitystapana, joka tukee opetusta.

8.3.3 Materiaalit mittaristoon peilaten

Opintomateriaalit kattavat opetusvideoita, luentoesityksiä, opintomonisteita ja las-
kuharjoituksiin liittyviä tiedostoja. Materiaalit on myös hyvin otsikoitu, mikä helpot-
taa sivuston sisällön hahmottamista. Materiaalit ovat yhtenäisiä tavoitteiden kans-
sa ja noudattavat samaa rakennetta kautta linjan, mikä tekee niistä ennakoitavia.
Opintomoniste ja luentokalvot on saatavilla suomeksi ja englanniksi. Opintoma-
teriaalien rakenne vastaa formaalia matemaattista tekstiä. Keskeiset käsitteet on
erotettu muusta tekstistä korostaen, kuten matemaattisessa kirjallisuudessa. Tämä
on eräs tiedon koostamisen tapa.

Materiaalit ovat todella laadukkaasti toteutettu samalla valitulla tyylillä alusta
loppuun. Käsitteet on esitetty symbolisesti ja sanallisesti, jolloin materiaaleja on
helppo käyttää laskuharjoitusten tukena tai kertauksessa. Asioiden esitys on mini-
moitu, mutta kuitenkin pyritty havainnollistamaan oleelliset asiat. Opintojaksolla
notaatioita on määrällisesti erittäin paljon, mikä varmasti haastaa opiskelijaa. Tu-
ki notaatioiden ymmärrykselle on kuitenkin riittävä. Opiskelijan saattaa olla vaikea
aluksi ymmärtää opintojakson käsitteiden, kuten esimerkiksi derivoituvuuden, dif-
ferentioituvuuden ja jatkuvuuden välistä yhteyttä ja seuraussuhteita. Kehitysideana
ehdotetaan, että keskeisiä käsitteitä ja niiden välisiä riippuvuuksia esiteltäisiin sanal-
lisesti esimerkiksi miellekarttatyyppisesti tai rakennehierarkiana. Mallin tekeminen
voi myös olla oppimistehtävä.

Tunnilla on käytössä kiitettävästi taustatietomateriaalia, kuten linkkejä opetus-
sivustoille ja opetustuokioihin. Lisämateriaalina ovat myös valmiit Matlab-koodit,
joilla opiskelija voi oppia itse mallintamaan aiheeseen liittyviä asioita.
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8.4 Harjoittelu mittaristoon peilaten

Harjoitustehtävät ovat yhteneväisiä tavoitteiden kanssa ja kaikki niihin liittyvät kä-
sitteet on esitetty opintojakson materiaaleissa esimerkkien kanssa. Harjoitustehtä-
vissä on looginen, selkeä ja vähän yksityiskohtia käsittävä rakenne. Ongelmia ei ole
sanotettu vaihtoehtoisella tavalla, mutta opintojaksolla opiskeltava asia ei useita
esitysmuotoja kaipaa.

Materiaalin pilkkominen aiheittain auttaa opiskelijaa löytämään nopeammin tar-
vitsemansa asiasisällön. Joidenkin tehtävien yhteydessä on viitteitä samankaltaisiin
esimerkkeihin. Tällöin luonnollisesti ratkaisun muotoilu helpottuu. Yleisesti ottaen
hieman haastavammat tehtävät sisältävät vihjeitä. Monien tehtävien yhteydessä
on numeerinen vastaus, jolloin opiskelija saa varmistuksen tehtävän oikeellisuudes-
ta jo harjoitteluvaiheessa. Opiskelijoita neuvotaan tehtävissä esittämään soveltuvia
perusteluita ja ohjeistuksessa myös kuvataan tarkasti, miten tehtävä oletetaan rat-
kaistavan. Matlab-tehtävissä puolestaan ohjataan kirjoittamaan koodin oheen myös
selitteitä.

Opiskelijalla on mahdollisuus vaikuttaa tehtäviinsä saamaan tukeen osallistu-
malla viikoittaisiin laskuharjoituksiin, jolloin ratkaisuaihioista keskusteleminen on
mahdollista. Yrittämisestä ja ideoista palkitaan, sillä vastauksen jättäjälle on lu-
vussa ainakin puolet pisteistä. Tämän tutkimuksen valossa ei ole mahdollista saa-
da tietoa, millä lailla matemaattista osaamista kehitetään laskuharjoituksissa juuri
tällä opintojaksolla. Saavutettavassa matematiikan opetuksessa opiskelijan ratkai-
suaihioita voidaan testata erilaisin väittämin ja ajatusta voidaan johdatella tuki-
kysymyksin haluttuun suuntaan. Opiskelijan omalle oivallukselle olisi syytä jättää
tilaa. Opiskelijat pääsevät tutustumaan laskuharjoitusten päätteeksi mallivastauk-
siin ja antavat sekä saavat henkilökohtaista palautetta mallivastausten perusteella
vertaistensa kanssa. Opiskelijalla tulee olla melko hyvä ymmärrys vastauksen vai-
heista voidakseen arvioida vertaisopiskelijan ratkaisua. Opiskelijat eivät kuitenkaan
enää parantele omia ratkaisujaan saatuaan tehtävät suoritettua. Mallivastauksis-
sa on myös huomioitu vaihtoehtoiset laskentatavat. Esimerkiksi ensimmäisen las-
kuharjoituksen toisessa tehtävässä on maininta, että samaan ratkaisuun voidaan
päätyä vaihtoehtoisella koordinaattivalinnalla. Matematiikka yhteisöllisenä tieteenä
toteutuu luentojen, laskuharjoitusten ja vertaisarviointien puitteissa.

8.5 Arviointi mittaristoon peilaten

Opiskelija saa jatkuvaa palautetta omasta suoriutumisestaan kerätessään pisteitä
opintojakson suorittamista varten. Opintojaksolla on kaksi osatavoitetta tehtävien
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tekeminen ja tentti. Koska opintojakson tehtävät linkittyvät voimakkaasti tavoit-
teisiin, seurataan myös osatavoitteiden saavuttamista monipuolisesti. Opiskelijan
tehdessä vertaisarviointia ja omien tehtävien tarkastusta mallivastauksien avulla it-
sereflektointitaidot kehittyvät.

Opintojakson tentin on mainittu olevan harjoitustehtävien kaltainen, joskin hie-
man soveltava. Näin se mittaa opiskelijan matematisointitaitoja tavoitteiden valos-
sa.

8.6 Valinnaisuus mittaristoon peilaten

Opiskelijalle on rakennettu valmiiksi pilkottu opintopaketti ja aikataulu opintojen
suorittamiseen. Suorittaminen on sidottu harjoitusten tekemiseen ja tenttiin. Opin-
tojaksoa ei ole mahdollista käydä kuin tarjottuna ajankohtana. Mikäli saavutetta-
vuutta halutaan lisätä, opintojakson suorittamisen mahdollisuuksia voisi monipuo-
listaa.

Opintojaksolla on käytössä formaali uutissivusto virallisia tiedotuksia varten ja
Telegram-ryhmä toimii vapaampana keskustelukanavana opiskelijaryhmän kesken.
Luentotapahtumat on valmiiksi tallennettu, joten luentoajat on varattu harjoitte-
lulle. Kerran viikossa järjestetään mahdollisuus kysellä opintojakson asioista opet-
tajalta luentoaikaan ja kerran viikossa ryhmä harjoittelee yhteisesti. Opiskelijalla
on mahdollisuus suunnitella oppimispolkua osallistumisen osalta. Hän voi vaikuttaa
oppimistapahtumiin ohjaamalla keskustelua haluamaansa suuntaan.

8.7 Henkilökohtainen opiskelun tuki mittaristoon peila-
ten

Opintojakson sisällön perusteella opintojakson tavoitteena on mahdollistaa opit-
tavan asian sisäistäminen ulkoa oppimisen sijaan. Niinpä opintojaksolla opetetaan
opiskelustrategiaa, jossa asiat käydään läpi seikkaperäisesti. Opintojen suunnitte-
lun tueksi on selkeät ohjeet kirjallisesti. Tämä helpottaa opintojakson keskeisten
asioiden havainnointia. Opintojaksolla turvallisuuden tunnetta lisätään eri vuoro-
vaikutuskanavilla, joissa voi esittää vapaasti kysymyksiä. Harjoitusryhmiä ja esi-
merkkejä on järjestetty paljon, jotta opiskelija ei jäisi ilman apua. Kehitysideana
ehdotetaan, että opiskelijoiden ansaitsemia pistemääriä ainoastaan kasvatetaan ver-
taisarvioinnissa. Opiskelijoita ei eriytetä taitotason mukaan Multivariable Calculus
-opintojaksolla, mutta yliopistotasolla tarjotaan eri tasoisia opintoja.
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8.8 Tekniikan arviointi mittaristoon peilaten

Havaittavuus

Ei-tekstisisältöinen media käsittää Multivariable Calculus -opintojakson sivustolla
kuvia ja videoita. Muutamissa luentovideoissa on tekstitys, mutta se olisi hyvä li-
sätä kaikkiin videoihin. Luento- ja harjoitusmateriaalien kuvia ei pysty lukemaan
ohjelmallisesti. Missään videossa ei kuvata non-verbaalista sisältöä. Tosin se ei lie-
ne järkevääkään näissä videoissa sillä kyse on hyvin asiapitoisesta aiheesta, joten
esimerkiksi henkilön äänenpainolla ei ole merkitystä itse aiheen ymmärtämisen kan-
nalta. Sivujen sisältö on toteutettu loogisesti ja selkeästi, jotta esityksen rakenne ja
elementtien väliset suhteet voidaan selvittää myös ohjelmallisesti. Moodlen koodi
on kirjallisuuskatsauksen mukaan oikeaoppista HTML5-kieltä. Näin ollen apuohjel-
mat pystyvät sitä tulkitsemaan. WAVE-ohjelma näyttää, että sivusto on ryhmitelty
selkeiksi kokonaisuuksiksi. Ruudunlukija luki sivua oikein ja oikeassa järjestyksessä
eli se pystyi tulkitsemaan esitettyä koodia. Sisällön järjestys on looginen ja mielekäs
asian ymmärtämisen kannalta.

Sisällön, kuten muotojen ja kaavojen, ymmärrys nojaa opintojaksolla keskei-
sesti näköaistiin. Esimerkiksi kuunnellessa luentoja ja laskuharjoituksia pelkästään
auditiivisesti on hyvin vaikea ymmärtää sisältöä ilman näköhavaintoa. Opetuksessa
kuvia saatettiin näyttää ja kertoa miten jotain tiettyä yksityiskohtaa kuvassa mallin-
netaan, jolloin huonosti näkevä ei saa kokonaiskuvaa tilanteesta. Sivustoa luettiin
ruudunlukuohjelmalla testauksen yhteydessä. Ohjelma luki matemaattista tekstiä
kirjanomaisesti, jolloin oli vaikea esimerkiksi käsittää siirtymiä määritelmien ja ku-
vien välillä. Ruudunlukuohjelma ei siis ymmärtänyt kaikkia matemaattisia notaa-
tioita, vaan jätti esimerkiksi ekvivalenssimerkin, pilkun ja miinusmerkin lukematta.
Lisäksi ruudunlukuohjelma kävi jokaisessa kalvossa toistuvat taustatiedot läpi.

WAVE-ohjelman mukaan joiltakin sivuston ikoneilta puuttui vaihtoehtoinen eli
alt-teksti, jonka tulisi kuvailla esitettyä kuvaa, mutta opintojakson asian ymmär-
tämistä tämä ei haitanne. Sisällön merkitys on lähes riippumaton värien käytöstä.
WAVE-ohjelmalla sivuston pystyi muuttamaan mustavalkoiseksi, jolloin sen sisäl-
tö havaittiin pääsääntöisesti riippumattomaksi värien käytöstä. Viikkoharjoitusten
mallivastauksien kuvissa oli käytetty vähäisessä määrin erivärisiä nuolia ja mate-
maattisia merkintöjä. Pdf-näkymää ei saanut muutettua mustavalkoiseksi. Sivus-
to on toteutettu ilman automaattista äänitiedostojen toistoa. WCAG-vaatimus on
kontrastisuhteelle vähintään 4,5:1. Moodlen sivulla kontrastisuhteessa oli vähäisesti
huomautettavaa. Esimerkiksi WAVE-ohjelma ilmoitti aloitusnäkymän kontrastisuh-
teeksi 3,99:1, mikä ei täytä WCAG:n määritelmää tekstin ja taustan kontrastisuh-
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teelle. Opintojakson oppimateriaalin kontrastisuhde oli AAA-luokituksen täyttävää
eli parempaa kuin 7:1. Skaalautuvuuden vaatimus on vähintään 200 prosenttia teks-
titiedoston rikkoutumatta. Tätä testattiin manuaalisesti tietokoneen kuvaruudulla
ja mobiililaitteessa. Kummassakin välineessä onnistui 200 prosentin suurennus nä-
kymän rikkoutumatta.

Hallittavuus

Moodle-sivua voi ohjata näppäimistöä käyttäen. Pdf-tiedostosta ei pääse kuiten-
kaan takaisin näppäimistöllä ohjaten. Ainoat aikarajoitetut toiminnot sivustolla on
tehtävien palautukset ja niiden aikatauluun ei opiskelija voi vaikuttaa. Opintojakso-
sivulla ei ole itsestään päivittyviä elementtejä, jotka voisivat häiritä opiskelua ja si-
vusto on myös täysin välkkeetön. Opintojaksoon liittyvä sivukartta hyppylinkkeineen
olisi tervetullut uudistus Moodlelta. Sivustolla on yksilöllinen kuvaava otsikko, jo-
ka on opintojakson nimi ja WAVE-saavutettavuusohjelmalla havaittu h1-tasoiseksi,
kuten kuuluukin olla. Opintojakson rakenne on järjestetty viikkokohtaisiksi koko-
naisuuksiksi. Rakenne toistuu jatkuvasti samana, joten se on looginen. Otsikot olisi
hyvä lisätä myös luentokalvoihin ja opintojaksomonisteeseen.

Linkkien sisältö selviää otsikosta, mikä informoi käyttäjää. Osoitineleet on mah-
dollista aktivoida yhdellä sormella ja käyttöliittymällä eli toiminnot sivuilla eivät
vaadi pyyhkäisytoimintaa. Kun aktivoi vahingossa linkin, on mahdollista raahata
aktivoitu linkki sivun reunaan, jolloin se ei aukea. Käyttöliittymän komponenteissa
on pääsääntöisesti label-nimilaput. WAVE-ohjelman mukaan vain yksi komponentti
oli ilman nimilappua. Sivulla liikkuminen onnistuu käyttöliittymällä. Sisältö voidaan
löytää sivulta hakutoiminnolla ja vierittämällä sivua. Väliotsikot ja lomakeotsikot
ovat sisältöä ja tarkoitusta kuvaavia. Aktiiviset elementit fokusoituvat niin näppäi-
mistöllä kuin hiirenkin avulla ohjatessa.

Ymmärrettävyys

Opintojakson sivuilla on suomea ja englantia. Moodle tukee kaikessa monikielisyyt-
tä ja opintojakson kielen voikin valita useista vaihtoehdoista. HTML-koodia tarkas-
telemalla selvisi, että lang-attribuutti muuttuu mekaanisesti käyttäjän valitseman
kielen mukaan, eikä huomioi sivuston kaksikielisyyttä. Panopto-videoista ja opin-
tojakson materiaalista lang-attribuutti puuttuu. Elementit säilyttävät sivun sisällön
aktivoituessaan eikä mikään toiminto ala ilman erillistä aktivointia. Käyttöliitty-
mäkomponentin asetuksen muuttaminen säilyttää kontekstin. Esimerkiksi kieliase-
tusten muuttaminen ei muuta näkymää erilaiseksi. Kun syöte ei toimi, käyttäjälle
annetaan lisätietoa virheestä. Esimerkiksi viestien selaus hakusanalla "#"tulee esiin
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tarkemmat hakukriteerit käsittävä lomake. Selkeyttä lisäisi tieto, ettei annetulla ha-
kusanalla löytynyt yhtään viestiä. Tarkistuksen vuoksi testattiin, että hakusanalla
"exam" löytyi kahdeksan viestiä, jotka ilmaantuivat näkyviin. Syötettä vaativissa
sivuissa on kuvaava otsikointi ja käyttäjän opasteet.

Sivun navigointi on kauttaaltaan yhdenmukainen. Sivulla on linkkejä allekkain,
joiden kautta pääsee tutustumaan otsikon ilmoittamaan sisältöön. Elementtien ja
käyttöliittymäkomponenttien ulkoasu on yhdenmukainen. Otsikot on tason mukai-
sesti luokiteltu eri väreillä ja koolla. Linkkien vieressä on aktiviteettia kuvaava ikoni.
Viikkotoiminnot on visuaalisesti erotettu toisistaan näkymän selkeyttämiseksi. Ma-
teriaalit on jaoteltu kielen mukaan otsikoin "Materiaalia suomeksi" ja "Materials in
English".

Toimintavarmuus

Kaikki sivut liitteineen avautuivat ja muodostuivat oikein selaimessa. WCAG-standardin
mukaan jokaisella vuorovaikutteisilla toiminnoilla olisi hyvä olla määriteltynä ohjel-
mallisesti luettavat name-, role- ja value-attribuutit. Viikon viisi opetusvideosivus-
ton koodia tarkasteltiin WAVE-ohjelmalla. Ohjelma tulkitsi, että name-attribuutti
on "Video solutions to written exercises 5", role attribuutti on "main", mikä tar-
koittaa sen olevan pääsisältöä. Value-attribuuttia ei ole määritetty.
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9 Pohdinta

Tässä luvussa yhdistetään tutkimuksen merkittävimmät tulokset, arvioidaan tutki-
muksen onnistumista ja esitellään aiheeseen liittyviä uusia tutkimuskysymyksiä.

9.1 Tutkimustulokset

Tämän tutkimuksen tavoitteena on vastata seuraaviin kysymyksiin:

• Miten yliopistomatematiikan verkko-opetuksen saavutettavuutta voidaan ar-
vioida?

• Mistä elementeistä saavutettava matematiikan verkko-opetus rakentuu?

• Miten Tampereen yliopiston opintojakson Multivariable Calculus verkko-opetus
on toteutettu saavutettavuuden näkökulmasta?

Tutkimus toteutettiin laadullisena tutkimuksena kirjallisuutta hyödyntäen. Kirjalli-
suuskatsauksessa saavutettavuuteen perehdyttiin kolmen teorian kautta. Ensimmäi-
nen teoria oli Universal Design for Learning -malli, joka tähtää kokonaisvaltaisesti
saavutettavaan opetukseen. Toinen teoria oli verkkosisällön saavutettavuuden ohje-
kirja, joka on saavutettavuutta tukeva tekninen standardi. Kolmas teoria käsittelee
saavutettavuutta matematiikan opetuksen näkökulmista. Kirjallisuustutkimuksen
nojalla syntyi Liitteessä 1 esitetty saavutettavan matematiikan verkko-opetuksen
mittaristo ja kuvan 6.2 mukainen viitekehys. Saavutettavuuden mittaristoa ja vii-
tekehystä on tässä pro gradu -tutkielmassa esitelty kappaleessa kuusi.

Jokaisen teorian ydinasioista muotoilluista kysymyksistä koostuva mittaristo
vastaa ensimmäiseen tutkimuskysymykseen ja on luokiteltu saavutettavan mate-
matiikan viitekehyksen mukaan. Saavutettavuuden viitekehyksessä keskeisenä ovat
selkeät tavoitteet, jotka on pilkottu osatavoitteiksi. Tavoitteet ja yhdenmukaisuus
auttavat suunnittelemana toimivat materiaalit, opetuksen, harjoittelun ja arvioin-
nin, jotka edesauttavat tavoitteiden saavuttamista. Opetus, materiaalit ja harjoit-
telu tukevat opiskelijaa monipuolisesti matematisoinnissa eli ongelman ratkaisemi-
sessa sekä validin ratkaisun esittämisessä. Arviointi mittaa asetettujen tavoitteiden
onnistumista eli heuristiikkojen käytön hallintaa vaaditulla tasolla. Saavutettavassa
opetuksessa WCAG-standardin mukainen tekniikka mahdollistaa kaikille opiskeli-
joille yhdenvertaisen pääsyn opintoihin ja selkeyttää sivuston rakennetta. Opiskeli-
jalle mahdollistetaan hänelle sopivat tavat suorittaa opintojakso valinnaisuudella ja
tarvittaessa henkilökohtaisella tuella.
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Saavutettavuuden viitekehys on mielestäni prosessinomainen toimiva malli ka-
tegorisoida saavutettavuutta. Kategorisointia puoltaa tarve huomioida kaikki ele-
mentit verkko-opetusta suunniteltaessa. Rajanveto elementtien välillä ei ole kuiten-
kaan tarkka ja monet saavutettavuuden asiasisällöistä voisikin liittää useampaan
tunnistettuun elementtiin. Näin ollen monet saavutettavan matematiikan verkko-
opetuksen mittariston kysymyksistä voisivat kuulua useaan eri kategoriaan.

Universal Design for Learning -malli kannustaa ydinasioiden korostamiseen, mut-
ta myös monenlaiseen tiedon esitystapaan. Ihmisen työmuisti on rajallinen ja yliopisto-
opintojaksoissa on paljon opiskeltavaa, kuten käy ilmi kuvasta 8.1. Mielestäni tällöin
on käyttäjäystävällistä harkita huolella, mistä materiaaleista verkko-opetus koostuu.
Parhaassa tapauksessa tarkoin harkittu, monipuolinen aineisto mahdollistaa moni-
puolisen ja syvällisen oppimiskokemuksen. WCAG-standardin mukainen opetussi-
vusto on eduksi käyttäjälle. Kaikkien tavoitteiden huomioiminen saattaa kuitenkin
kasvattaa opintojakson toteuttajan työmäärää. Onkin syytä miettiä, mistä stan-
dardin elementeistä opiskelijat hyötyvät eniten. Saavutettava matematiikan opetus
vaatii paljon interaktiivisuutta ja Multivariable Calculus -opintojaksolla toteutettu
vertaistuki oli hyvä keino mahdollistaa yhteistyö.

Tutkimuksessa analysoitiin Multivariable Calculus -opintojaksoa saavutettavuu-
den näkökulmasta. Opintojaksolla opetus, oppimateriaali ja tehtävät ratkaisuineen
olivat tavoitteiden mukaisia, pelkistettyjä ja niiden pääkohdat oli korostettu. Tie-
toa oli koostettu monimuotoisesti. Opiskelijalähtöisesti suunniteltu interaktiivinen
verkko-opintojakso Multivariable Calculus antoi erinomaiset eväät syvälliseen tie-
donhallintaan. Mielestäni oli käyttäjäystävällinen idea yhdistää tavoitteisiin opin-
tomonisteen sivut. Luennot ja harjoitusten videot on pilkottu aihealueittain, mikä
tukee saavutettavuutta. Huomionarvoista oli myös monen materiaalin saatavuus
usean opiskelijan äidinkielellä, vaikka opintojakson toteutuskieli oli englanti. Tutki-
muksen nojalla esitettiin muutamia muutoksia opintojaksoon, joista mainittakoon
tavoitteiden muotoilu, käytännön esimerkkien lisääminen, keskeisiin käsitteisiin liit-
tyvä miellekartta, simulaatioiden ja valinnaisuuden lisääminen sekä muutos harjoi-
tustehtävien pisteenlaskuun. Opintojakson tekniset asiat olivat pääosin kunnossa.
Näkövammaisten henkilöiden voi kuitenkin olla vaikea saavuttaa opittavaa asiaa.
Myös kontrastisuhteen parantaminen joiltain osin helpottaisi näkörajoitteisia.

Tutkimustulokset tuovat uuden näkökulman saavutettavuuteen. Aikaisemmin
kirjallisuudessa saavutettavuutta on tarkasteltu teknisen saavutettavuuden tai eri-
laisten oppijoiden tarpeet huomioivasta kontekstista. Tässä tutkimuksessa yhdiste-
tään nämä lähestymistavat. Tutkimuksessa on myös huomioitu matematiikan eri-
tyispiirteet oppiaineena.
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9.2 Tutkimuksen luotettavuus ja jatkotutkimus

Tämän tutkimuksen validius ja reliaabelius arivioidaan laadulliseen tutkimukseen
peilaten. Tutkimuksen validiudella tarkoitetaan mittarin kykyä mitata haluttua asi-
aa. Reliaabelius viittaa tuloksen toistettavuutta ja päätymistä samaan lopputulok-
seen. Validiutta pohdittaessa voidaan esittää kysymys "Koskeeko tutkimus sitä, mi-
tä sen on oletettu koskevan?". Tutkimus on onnistunut hyvin, mikäli tutkimuksessa
on löydetty keskeiset käsitteet ja ne on määritelty hyvin. Lisäksi vaaditaan oikeat
tutkimuskysymykset, jotka ohjaavat tutkimuksen kulkua. [17]

Olen tutkimukseni alussa lähtenyt tarkastelemaan aihepiiriin liittyvää taustaa
ja termistöä ja pyrkinyt löytämään tarkat ja kuvaavimmat määritelmät käyttämil-
leni käsitteille. Olen asettanut tarkoin rajatut tutkimuskysymykset ja suunnitellut
metodit, jolla kysymyksiin löydetään vastaus. Olen huomannut tutkimusta tehdes-
säni, että sekä teoria että käytäntö vastaavat toisiaan sillä Multivariable Calculus
-opintojakson saavutettavuutta oli mahdollista arvoida saavutettavuuden mittaris-
ton pohjalta objektiivisesti ja onnistuneesti. Olen keskustellut opintojakson vastuu-
opettajan kanssa tekemistäni havainnoista ja hän on vahvistanut niiden validiuden.
Menetelmää kutsutaan osallistujatarkistukseksi [16].

Jatkotutkimukseksi ehdotan seuraavia aiheita:

• Minkälainen ero on oppimistuloksissa, jos verkko-opetus on toteutettu saa-
vutettavuuden kriteerit huomioiden tai perinteisellä tavalla?

• Minkälaiset tiedonesitystavat tukevat parhaiten usean muuttujan matema-
tiikkaan liittyvää oppimista?

Kuten teoriaosiossa mainittiin, matematiikkaan kuuluu kuvallinen, verbaalinen
ja symbolinen esitys, joka tekee tieteenalasta visuaalisen. Tutkimus konkretisoi tä-
män minulle, kun pääsin miettimään opetusta näkörajoitteisen näkökulmasta. Mie-
lestäni matematiikka kuitenkin kuuluu kaikille, jotka haluavat sen parissa työsken-
nellä kuten matemaatikoille, joille on kehittynyt näkemisen haasteita. Sen vuoksi
ehdotan lisäksi sellaisten keinojen kartoittamista, jolla aidosti voidaan tukea näkö-
rajoitteisten henkilöiden matematiikan saavutettavuutta.
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Liite 1

Saavutettavan matematiikan verkko-opetuksen mitta-
risto

Tavoitteet

− Onko opintojakson tavoite näkyvissä?

− Ovatko oppituntikohtaiset tavoitteet näkyvissä?

− Onko opintojakso vaativuustasoltaan oikea opiskelijoille?

− Kerrotaanko ohjeistuksessa, missä järjestyksessä opiskeltavat asiat tulee
suorittaa?

Opetus

− Onko opetus tavoitteiden mukaista?

− Harjoitellaanko opintojaksolla asioiden muotoilua matemaattisesti?

− Miten opittua tietoa koostetaan?

− Tukeeko opetus tehtävien tekemistä?

− Miten opiskelijoiden henkilökohtaiset mielenkiinnon kohteet huomioidaan?

− Linkitetäänkö tietoa käytäntöön?

− Linkitetäänkö tietoa opittuihin asioihin?

− Opetetaanko opintojaksolla matemaattisen ongelmanratkaisun vaiheita?

− Neuvotaanko opiskelijoita osaongelmiksi hajottamisessa?

− Ohjataanko opiskelijoita esittämään perusteluja?

− Onko matematiikan leikinomainen ja esteettinen näkökanta huomioitu?

Materiaali

− Onko opintomateriaali yhteneväinen tavoitteiden kanssa?

− Onko taustatietomateriaalia käytössä?
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− Onko opintojakson oppimateriaalin käsitteistö sama kuin tehtävien?
− Onko opintomateriaalin kielenkäyttö selkeää ja johdonmukaista?
− Onko opintomateriaali ennakoitavissa?
− Onko tietoa kokoavia käsitelistoja/symbolilistoja?
− Ovatko materiaalin pääkohdat korostettu?
− Onko tukea matemaattisten notaatioiden ymmärtämiseksi?
− Minkälaista mediaa käytetään opintojakson havainnollistamisen tukena?
− Minkälaista tukea on opitun asian koostamiseksi?

Harjoittelu

− Ovatko opintojakson tehtävät yhteneväisiä tavoitteiden kanssa?
− Ovatko harjoitustehtäviin liittyvät käsitteet helposti löydettävissä opinto-

jaksosivulta?
− Ovatko ongelmat esitetty helposti ymmärrettävässä muodossa?
− Ovatko tehtävien ongelmat esitetty pelkistetytyssä muodossa?
− Ovatko ongelma sanoitettu vaihtoehtoisella tavalla?
− Verrataanko ongelmaa toiseen tutumpaan ongelmaan?
− Palkitaanko opiskelijoita yrittämisestä ja ideoista?
− Onko opiskelijoille tarjolla malliratkaisuja samankaltaisista ongelmista?
− Voiko opiskelija saada opetuksellista tukea ratkaisuaihion muodostami-

seen?
− Johdatellaanko opiskelijaa tukikysymyksillä kohti ongelmanratkaisun kan-

nalta oleellisia seikkoja?
− Testataanko ratkaisuaihioita erilaisin väittämin?
− Annetaanko opiskelijalle mahdollisuuksia oivaltaa?
− Annetaanko opiskelijoille henkilökohtaista palautetta kotitehtävistä?
− Etsiikö opiskelija eroja oman ja malliratkaisujen välillä?
− Parannellaanko opiskelijoiden tekemiä ratkaisuja?
− Onko malliratkaisussa tehtävä esitetty mahdollisuuksien mukaan monella

ratkaisutavalla?
− Autetaanko opiskelijaa ratkaisun kriittisessä arvioinnissa?
− Kannustetaanko opiskelijoita yhteistyöhön?
− Onko matematiikka yhteisöllisenä tieteenä huomioitu?
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Arviointi

− Saako opiskelija säännöllistä palautetta edistymisestään?

− Miten opintojakson tavoitteiden saavuttamista kontrolloidaan?

− Seurataanko opiskelijan taitojen kehittymistä monipuolisesti?

− Autetaanko opiskelijaa kehittämään itsearviointitaitoja?

− Onko opintojakson arviointi tavoitteiden mukainen?

Valinnaisuus

− Voiko opiskelija vaikuttaa oman oppimispolun suunnitteluun?

− Voiko opiskelija vaikuttaa omien opintojen aikataulutukseen?

− Voivatko opiskelijat vaikuttaa oppimistapahtumiin ja niiden suunnitteluun?

− Minkälaisia vaihtoehtoja opintojakson suorittamiselle on?

− Minkälaisia kommunikointikanavia opintojaksolla on?

Henkilökohtainen opiskelun tuki

− Kerrotaanko opintojaksolla eri opiskelustrategioista?

− Saako opiskelija apua opiskelun suunnitteluun?

− Miten opiskelijoiden turvallisuuden tunnetta lisätään?

− Eriytetäänkö opintojaksolla opiskelijoita taitotason mukaan?

Tekninen toimivuus

Havaittavuus

− Onko ei-tekstisisältöiselle medialle tekstivastikkeet?

− Onko kaikille aikasidonnaisille medioille tekstivastikkeet, jotka kuvaavat
myös niiden non-verbaalisen sisällön?

− Onko sivujen sisältö toteutettu loogisesti ja selkeästi, jotta esityksen ra-
kenne ja elementtien väliset suhteet voidaan selvittää myös ohjelmallisesti?

− Onko sisällön järjestys looginen ja mielekäs asian ymmärtämisen kannalta?

87



− Onko sisältö, kuten muodot, ilmaistu myös sanallisesti tai luettavissa
apuohjelmalla?

− Onko sisällön merkitys riippumaton värien käytöstä?

− Onko sivu toteutettu ilman automaattista äänitiedostojen toistoa?

− Onko tekstin ja taustan värinen kontrasti vähintään 4,5:1?

− Onko skaalautuvuus vähintään 200 prosenttia tekstitiedoston rikkoutu-
matta?

− Onko sivusto toteutettu siten, että mikään informaatio ei ole pelkkien
kuvien varassa?

Hallittavuus

− Voiko sivua ohjata näppämistöllä?

− Onko sivulla näppämistöloukkuja?

− Ovatko aikarajoitetut toiminnot pysäytettävissä?

− Voiko päivittyvän sisällön pysäyttää?

− Onko sivusto välkkeetön?

− Onko mahdollista päästä hyppylinkkien kautta suoraan sisältöön?

− Onko sivulla yksilöllinen kuvaava otsikko?

− Onko elementtien siirtymäjärjestys looginen?

− Ilmeneekö linkin sisältö otsikosta tai tekstistä?

− Ovatko osoitineleet mahdollista aktivoida yhdellä sormella ja käyttöliitty-
mällä?

− Ovatko osoitineleet mahdollista deaktivoida yhdellä sormella ja käyttöliit-
tymällä?

− Onko käyttöliittymän komponenteissa nimilaput?

− Voidaanko liikkeen avulla ilmaistut komennot tehdä myös käyttöliittymäl-
lä?

− Onko useita tapoja löytää sisältö sivulta?

− Onko väliotsikot ja lomakeotsikot sisältöä ja tarkoitusta kuvaavia?

− Onko aktiiviset elementit fokusoitu?

Ymmärrettävyys
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− Onko sivun kielen osoittaminen huomioitu?

− Säilyttävätkö elementit sivun sisällön aktivoituessaan?

− Säilyttääkö käyttöliittymäkomponentin asetuksen muuttaminen konteks-
tin?

− Onko virheistä ilmoitettu, kun syöte ei toimi?

− Onko syötettä vaativissa sivuissa kuvaava otsikointi ja käyttäjän opasteet?

− Osoitetaanko sivun kieli, jos se poikkeaa oletuskielestä?

− Onko navigointi kauttaaltaan yhdenmukainen?

− Onko elementtien ja käyttöliittymäkomponenttien ulkoasu yhdenmukai-
nen?

− Esitetäänkö käyttäjälle korjausehdotus, jos havaitaan syötevirhe?

Toimintavarmuus

− Muodostuvatko sivut oikein selaimessa?

− Onko name-, role- ja value-attribuutteja käytetty oikein selaimessa?

− Onko tapahtuman tilassa tapahtuvat muutokset ilmaistu käyttäjälle?
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